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Resumo 

Neste trabalho apresenta-se um modelo para o problema de planejamento em múltiplos está-

gios da expansão do sistema de distribuição de energia, considerando geração distribuída. O modelo 

de expansão considera a ampliação da capacidade das subestações existentes, a instalação de novas 

subestações, o uso de geração distribuída, e os diferentes tipos de alterações possíveis nos alimentado-

res (ampliação, remoção, união, subdivisão, transferência de carga e substituição de condutores). A 

função objetivo a ser minimizada representa o valor presente dos custos totais de instalação (alimenta-

dores e subestações), de operação e manutenção da rede e da geração distribuída. O modelo considera 

restrições operacionais, relacionadas com a capacidade dos equipamentos e com os limites de tensão, e 

restrições lógicas, com o objetivo de reduzir o espaço de busca. São apresentadas: (a) uma extensão da 

formulação linear disjuntiva que é capaz de representar a inclusão, a exclusão e a substituição de ra-

mos da configuração inicial; (b) uma generalização das restrições relacionadas com a criação de novos 

caminhos que pode ser aplicada em topologias mais complexas. O modelo linear inteiro misto re-

sultante permite que a solução ótima seja obtida através de métodos de programação matemá-

tica, tais como o algoritmo branch-and-bound. A validade e a eficiência do modelo são compro-

vadas através de exemplos de aplicação em uma rede de distribuição em média tensão. As simulações 

realizadas consideram o problema de planejamento em três estágios de uma rede distribuição 

de energia elétrica, admitindo cinco situações distintas: (a) planejamento independente de ca-

da um dos três estágios; (b) planejamento multi-estágio; (c) planejamento multi-estágio com 

geração distribuída; (d) planejamento multi-estágio com geração distribuída e restrições de 

investimento; (e) planejamento multi-estágio com geração distribuída considerando três níveis 

de carregamento. É realizada também uma análise da influência das restrições adicionais, re-

lacionando-as com o esforço computacional envolvido na determinação da solução ótima do 

problema. 

 

Palavras-Chave--Distribuição de energia, planejamento da distribuição, otimização, geração distribuída. 



 

 

Abstract 

This work presents a model for use in the problem of multistage planning of energy 

distribution systems including distributed generation. The expansion model allows alterna-

tives to be considered for increasing the capacity of existing substations, for installing new 

ones, for using distributed generation, and for the possible change to feeders in terms of addi-

tion and removing feeders sections; combining, subdividing, and load transfer between feed-

ers; and replacement of conductors. The objective function to be minimized is the present val-

ue of total installation costs (feeders and substations), of operating and maintaining the net-

work, and of distributed generation. The model takes account of operational constraints on 

equipment capacities and voltage limits together with logical constraints, aiming at reducing 

the search space. The work presents (a) an extension to the linear disjunctive formulation to 

represent the inclusion, exclusion and replacement of branches; (b) a generalization of con-

straints related to the creation of new paths which can be applied in more complex topologies. 

The resultant mixed integer linear model allows the optimal solution to be found using ma-

thematical programming methods such as the branch-and-bound algorithm. The validity and 

efficiency of the model are demonstrated with a medium voltage distribution network. The 

simulations deal with the planning of an electrical power distribution network in three stages, 

in five different situations: (a) each of the three stages planned independently; (b) multistage 

planning; (c) multistage planning with distributed generation; (d) multistage planning with 

distributed generation and constraints on investment; and (e) multistage planning with distrib-

uted generation considering three load levels. The influence of additional constraints is ana-

lyzed in terms of the computational effort required to find the optimum solution to the prob-

lem. 

 

Index Terms--Power distribution, power distribution planning, power distribution economics, optimization, dis-
tributed generation.  
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1 Introdução 

1.1 Motivação 
Desde a década de 80, o setor elétrico mundial passa por uma profunda reestruturação 

motivada pela necessidade de aumentar a eficiência econômica na produção e distribuição de 

energia. O modelo monopolista regional, no qual as atividades de produção, transmissão e 

distribuição de energia eram controladas por empresas que atuavam em certas áreas geográfi-

cas está sendo substituído pela introdução de um modelo de competição, onde o novo enten-

dimento para o setor identifica quatro etapas distintas nesta cadeia de produção-consumo: ge-

ração, comercialização, transmissão e distribuição (HUNT e SHUTTLEWORTH, 1996; 

RUDNICK, 1999). 

Frente a esta nova ordem imposta ao setor elétrico, as atividades de planejamento da 

operação e da expansão do sistema assumem importância ainda maior, em função da necessi-

dade de conciliar interesses comerciais dos diversos agentes envolvidos (HAFFNER, 2000). 

1.2 O problema 
O problema de planejamento da expansão do sistema de distribuição consiste em de-

terminar a localização e a capacidade dos novos equipamentos e instalações da rede de distri-

buição, necessários para o atendimento da demanda prevista levando em conta as restrições de 

capacidade das linhas e equipamentos, queda de tensão e segurança no atendimento da de-

manda (WILLIS, 2004; KHATOR e LEUNG, 1997; LAVERKI e HOLMES, 1995; TEMRAZ 

e QUINTANA, 1993). 
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1.3 Objetivo 
Propõe-se, neste trabalho, a solução ótima do problema de planejamento multi-estágio 

que emprega método de programação matemática com programação linear inteira mista e in-

clui características e restrições usualmente empregadas nas abordagens heurísticas. 

O modelo considera os diversos tipos de alterações possíveis nos nós e nos ramos das 

redes de distribuição, a utilização de geração distribuída e as diversas restrições operacionais 

e financeiras do problema de expansão. 

As alterações associadas aos nós incluem: 

• instalação de novas subestações; 

• ampliação de subestações existentes; 

• instalação de novos transformadores de força; 

• instalação de geração distribuída; 

• corte de carga. 

As alterações associadas aos ramos incluem: 

• instalação de trechos de alimentadores; 

• alteração de trechos de alimentadores; 

• remoção de trechos de alimentadores. 

Todas as alterações associadas aos ramos têm possibilidade de utilização de diferentes 

bitolas. 

A possibilidade de representação destas alternativas e a consideração de um horizonte 

de longo prazo (dividido em estágios) permitem que se obtenham custos finais inferiores aos 

obtidos pelos modelos mais simples, onde apenas parte destas alternativas pode ser simultane-

amente analisada. 

Apresenta-se, também, uma extensão da abordagem disjuntiva tipicamente empregada 

na linearização dos problemas relacionados ao planejamento da expansão dos sistemas de 

transmissão, empregando o modelo de rede do fluxo de carga DC (BAHIENSE et al, 2001 e 

ROMERO et al, 2002). Na formulação dos problemas de expansão da transmissão e distribui-

ção as não-linearidades nas restrições estão relacionadas com o produto entre as variáveis bi-

nárias e variáveis contínuas. Na abordagem clássica apenas a inclusão ou não de um ramo é 

representada por intermédio de uma formulação disjuntiva; na abordagem apresentada, neste 

trabalho, representa-se também a remoção e a substituição dos ramos. 
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Para reduzir o espaço de busca do problema inteiro misto que descreve o planejamen-

to da expansão, são introduzidas: restrições lógicas, que descrevem limitações de investimen-

to; restrições de cerca, obtidas a partir da Lei de Kirchhoff das correntes e restrições de novos 

caminhos (MONTICELLI et al, 1982), que são generalizadas para poderem operar com topo-

logias mais complexas. 

O modelo apresentado foi construído em um módulo computacional, podendo ser exe-

cutado em sua forma stand-alone1 ou integrado a algum sistema de planejamento de expan-

são. A entrada de dados é feita por um arquivo estruturado em formato texto padrão TXT e a 

saída é dada em um arquivo do tipo MPS (Mathematical Programming System), que é padrão 

para apresentação e resolução de problemas lineares e problemas inteiros mistos por solvers2 

de otimização.  

O processo de criação do arquivo de saída de dados foi desenvolvido na linguagem 

C++, utilizando como biblioteca de funções de otimização o software GLPK (GNU Linear 

Programming Kit), sendo este completamente freeware3. 

Com a saída de dados gerada, o usuário estará habilitado a resolver o problema pro-

posto por diversos solvers disponíveis, tais como o Xpress-MP (GUÉRET et al, 2002), C-

PLEX (CPLEX, 1993), GLPK (MAKHORIN, 2001), SCIP (ACHTERBERG, 2004) e inclusive 

pela internet, em servidores que rodam solvers em suas estações locais e apresentam apenas a 

resposta ao usuário, como o NEOS4 (CZYZYK, 1998). 

Entretanto, praticamente todos os solvers não se preocupam com a questão de múlti-

plas soluções. Com isso, garantem a obtenção da resposta ótima, porém não apresentam solu-

ções alternativas, quando estas existem. Fazem isso, visando garantir um melhor desempenho, 

porém muitas vezes isso não é interessante, do ponto de vista prático, do usuário. 

Será apresentado um solver alternativo para programação linear inteira mista, baseado 

no algoritmo de branch-and-bound (GEOFFRION e MARSTEN, 1972) que permite determi-

nar todas as soluções inteiras (múltiplas soluções), fato muito freqüente em estudos de plane-

jamento de operação e expansão de sistemas de transmissão e distribuição de energia elétrica, 

onde o desempenho do solver não tem importância tão significativa. A técnica branch-and-

bound tem sido uma das mais utilizadas para encontrar a solução ótima de problemas de oti-

                                                 
1 São chamados stand-alone os programas completamente autosuficientes, ou seja, para seu correto funcionamento não ne-
cessitam de um software auxiliar, como um interpretador. 
2 São programas que resolvem problemas matemáticos e apresentam uma resposta ou solução. 
3 Software gratuito ou freeware é qualquer programa de computador cuja utilização não implica no pagamento de licenças de 
uso ou royalties 
4 Disponível em http://neos.mcs.anl.gov/. 
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mização. O solver desenvolvido também permite apresentar “soluções boas”, isto é, ligeira-

mente mais caras que a solução ótima, porém que podem ser atrativas, do ponto de vista práti-

co.  

1.4 Revisão bibliográfica 
Inicialmente, diversos autores abordaram o problema de expansão dos sistemas de dis-

tribuição de energia elétrica considerando um modelo de planejamento estático para um de-

terminado horizonte (KNIGHT, 1960; SUN et al, 1982; EL-KADY, 1984; AOKI et al, 1990).  

Posteriormente, o problema foi adequado para um horizonte de longo prazo (GÖNEN 

e FOOTE, 1982; RAMÍREZ-ROSADO e GÖNEN, 1991; NARA et al, 1991; NARA et al, 

1992; KUWABARA e NARA, 1997). Nesta formulação, a dimensão do modelo de otimiza-

ção é multiplicada pelo número de estágios considerados, aumentando de forma expressiva a 

complexidade do problema associado. Esta abordagem deu origem à formulação do problema 

em múltiplos estágios nos quais os recursos necessários para o horizonte de planejamento po-

dem ser distribuídos de acordo com as necessidades previstas para cada estágio. Desta forma, 

as concessionárias podem acompanhar o crescimento gradual da demanda e realizar o plane-

jamento a mínimo custo, considerando um horizonte de longo prazo. Os investimentos defini-

dos para as etapas iniciais são efetivamente executados enquanto os investimentos definidos 

para as etapas finais são reavaliados no futuro considerando previsões atualizadas. Assim, o 

horizonte de planejamento desloca-se dinamicamente, de modo que o estágio inicial sempre 

coincida com o período (mês ou ano) de execução. 

Em função das recentes alterações ocorridas no setor elétrico e do crescente aumento 

da importância das fontes alternativas de energia, torna-se necessário considerar as capacida-

des de geração distribuída5 (GD) no planejamento da expansão das redes de distribuição, para 

que tais recursos possam ser utilizados em sua plenitude (EL-KHATTAM et al, 2005). 

GD é uma expressão usada para designar a geração elétrica realizada junto ou próxima 

do consumidor, independente da potência, tecnologia ou fonte de energia. As tecnologias de 

GD têm evoluído para incluir potências cada vez menores. A GD inclui: 

• co-geradores; 

• geradores que usam como fonte de energia, resíduos combustíveis de processo; 

                                                 
5 Segundo o Glossário de Termos Técnicos do PRODIST da ANEEL, Geração Distribuída configura-se geração de energia 
elétrica de qualquer potência, conectada diretamente no sistema elétrico de distribuição ou através de instalações de consumi-
dores, podendo operar em paralelo ou de forma isolada e despachada – ou não – pelo ONS. 
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• geradores de emergência; 

• geradores para operação no horário de ponta; 

• painéis fotovoltaicos; e 

• pequenas centrais hidrelétricas - PCHs. 

O conceito envolve ainda equipamentos de medida, controle e comando que articulam 

a operação dos geradores e o eventual controle de cargas (ligamento/desligamento) para que 

estas se adaptem à oferta de energia. 

A GD tem vantagem sobre a geração central, pois economiza investimentos em 

transmissão e reduz as perdas nestes sistemas, melhorando a estabilidade do serviço de ener-

gia elétrica (possibilidade de se obter maior eficiência energética).  

Com o fim do monopólio da geração elétrica, o desenvolvimento de tecnologias vol-

tou a ser incentivado com visíveis resultados na redução de custos.  

Em 2004, a GD foi mencionada na Lei 10.848/046 como uma das possíveis fontes de 

geração de energia. O detalhamento do Decreto 5.163/047 fornece características que ajudarão 

as empresas distribuidoras, que até então se opunham a esta forma de geração, a enxergarem 

na GD uma das formas de mitigar riscos de planejamento.  

Diferentemente do planejamento da expansão de sistemas transmissão (ROMERO et 

al, 2002), o planejamento da distribuição deve considerar redes radiais, possibilidade de união 

ou subdivisão de alimentadores, diversas alternativas de cabos para um mesmo trecho e limi-

tes de queda de tensão (HAFFNER et al, 2004).  

Os métodos de solução usados para resolver o problema de expansão podem ser divi-

didos em duas categorias: métodos de programação matemática e métodos heurísticos, inclu-

indo sistemas especialistas e algoritmos evolucionários. Entre os métodos de programação 

matemática destaca-se a programação inteira mista (SUN et al, 1982; EL-KADY, 1984; VA-

ZIRI et al, 2004; PAIVA et al, 2005), a programação não-linear (PONNAVAIKKO et al, 

1987; YOUSSEF e HACKAM, 1988 e EL-KHATTAM et al, 2005), a programação dinâmica 

(BOULAXIS e PAPADOPOULOS, 2002 e DÍAZ-DORADO e PIDRE, 2004), e a programa-

ção linear (FARRAG et al, 1999). 

Com a programação linear é possível representar explicitamente as principais restri-

ções (Leis de Kirchhoff, capacidade dos equipamentos, queda de tensão e orçamento) e mini-

mizar os custos fixos e variáveis relacionados com a instalação e substituição de equipamen-

                                                 
6 Disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaTextoIntegral.action?id=225904 
7 Disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=239027 
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tos. Nas abordagens via programação inteira mista, a introdução de considerações práticas 

freqüentemente limita o número de soluções e torna os problemas combinatoriais associados 

computacionalmente tratáveis (VAZIRI et al, 2000). Este fato, associado à possibilidade de 

garantia de otimalidade e a capacidade de processamento dos computadores disponíveis atu-

almente, torna a programação inteira mista muito atrativa. 

Desde 1980, grandes esforços foram investidos em busca da solução do problema do 

planejamento da distribuição empregando algoritmos heurísticos, que se tornaram uma alter-

nativa aos métodos de programação matemática. Os métodos heurísticos ganharam espaço 

pela facilidade em considerar restrições e funções objetivos não-lineares, embora não existam 

garantias de que a solução ótima do problema seja obtida. Ainda, com esta abordagem é pos-

sível introduzir mais facilmente aspectos como perdas, confiabilidade e incertezas. Entre os 

métodos heurísticos destacam-se os algoritmos denominados “branch exchange” (AOKI et al, 

1990; KUWABARA e NARA, 1997; NARA et al, 1998 e MÍGUEZ et al, 2002), e os algo-

ritmos baseados em computação evolucionária (MIRANDA et al, 1994; RAMÍREZ-

ROSADO e BERNAL-AUGUSTÍN, 1998; RAMÍREZ-ROSADO e BERNAL-AUGUSTÍN, 

2001 e DÍAZ-DORADO et al, 2002). Outros métodos heurísticos também têm sido emprega-

dos na solução deste problema, tais como: os sistemas especialistas (HSU e CHEN, 1990 e 

RANJAN et al, 2002), colônia de formigas (GÓMEZ et al, 2004), simulated annealing (PA-

RADA et al, 2004) e busca tabu (RAMÍREZ-ROSADO et al, 1999 e AUGUGLIARO et al, 

2002). 

1.5 Estrutura do trabalho 
O presente trabalho propõe uma estrutura independente para coordenar o planejamen-

to da expansão dos sistemas elétricos de distribuição, considerando a nova realidade do setor 

elétrico. O trabalho está estruturado conforme descrito a seguir: 

No Capítulo 2, descrevem-se os aspectos gerais da reestruturação do setor elétrico 

mundial e detalha-se a estrutura atual do setor elétrico brasileiro, onde o planejamento da ex-

pansão do sistema elétrico de distribuição é discutido dentro do ambiente competitivo atual. 

No Capítulo 3, formula-se o problema do planejamento da expansão do sistema de 

distribuição de energia elétrica, que tem por objetivo definir não somente a localização e o 

tipo de investimento, mas, também, o período mais adequado para que os investimentos sejam 

levados a termo, de modo que o contínuo crescimento da demanda seja sempre assimilado de 

forma otimizada pelo sistema.  
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O Capítulo 4 dedica-se a aplicação do algoritmo branch-and-bound ao problema do 

planejamento da expansão do sistema de distribuição. Detalham-se, também, algumas formas 

de seleção do próximo subproblema candidato e da variável de separação que foram empre-

gadas para melhorar o desempenho do algoritmo implementado, bem como detalhes da im-

plementação computacional, desenvolvida para servir como apoio para o planejador da ex-

pansão do sistema elétrico. 

O Capítulo 5 apresenta os resultados desta pesquisa. São detalhados os resultados ob-

tidos para o planejamento seqüencial estágio-a-estágio, para o planejamento multi-estágio, 

para o planejamento multi-estágio considerando a existência de geração distribuída e para esta 

última situação considerando três níveis de carregamento. É também realizada uma avaliação 

da redução do esforço computacional necessário para solução do problema, quando conside-

rada a inclusão das restrições adicionais de cerca e de novos caminhos, propostas no Capítulo 

3. 

As conclusões do trabalho são apresentadas no Capítulo 6. 

No Anexo A é detalhado um exemplo de formulação expandida para uma rede fictícia 

de seis barras em dois estágios, com duas subestações, três nós de carga e um nó de passagem. 

No Anexo B são apresentados dados de sistemas testados durante o trabalho. No Anexo C es-

tá um material explicativo sobre o formato de arquivos MPS, padrão para solvers de otimiza-

ção. No Anexo D apresenta-se um exemplo de arquivo estruturado com as informações topo-

lógicas da rede que se pretende otimizar. Para finalizar, no Anexo E estão os artigos que fo-

ram desenvolvidos como conseqüência da presente dissertação. 

1.6 Contribuições da dissertação 
Neste trabalho apresenta-se um novo modelo de otimização para um horizonte de lon-

go prazo, para o planejamento da expansão de sistemas de distribuição de energia elétrica 

considerando geração distribuída, empregando um método de otimização clássica combinado 

com características e restrições, usualmente, empregadas em abordagens heurísticas. Além 

disso, este trabalho apresenta uma extensão da abordagem disjuntiva (BAHIENSE et al, 2001 

e ROMERO et al, 2002), acrescentando a possibilidade de remoção e substituição de ramos, 

além da tradicional possibilidade de inclusão de novos ramos. 

Como outra contribuição, cita-se o emprego de dois pacotes de otimização disponíveis 

na internet para o desenvolvimento deste trabalho: o GLPK (grátis) e o Xpress-MP (comerci-

al). Com ambos os pacotes é possível montar e resolver o problema de otimização a partir das 
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características topológicas da rede. Com este trabalho é possível apresentar não somente uma 

solução ótima única, como também múltiplas soluções (quando existem) e também soluções 

um pouco piores que a ótima, que podem ser atrativas para o planejador do sistema elétrico, 

na prática. 

1.7 Artigos referentes à dissertação 

1.7.1 Publicados 

• Haffner, S., Pereira, L.A., Pereira, L. F. A., Barreto, L., Schütz, C.A., (2006). “Optimiza-

tion Software for Distribution Systems Expansion Planning”, IEEE T&D Conference and 

Exposition 2006, Caracas v.1. 

• Haffner, S., Pereira, L.A., Pereira, L. F. A., Barreto, L., (2006). “Modelo de Otimização 

para o Planejamento da Expansão de Sistemas de Distribuição considerando Geração Dis-

tribuída”, Congresso Brasileiro de Automática. 

• Haffner, S., Pereira, L. F. A., Pereira, L. A, Barreto, L., (2006). “Modelo Multi-Estágio de 

Otimização para o Planejamento da Expansão de Sistemas de Distribuição”, Revista Con-

trole e Automação, Vol. 17, Núm 4, Out/Nov/Dez. 

1.7.2 Aprovados 

• Haffner, S., Pereira, L. F. A., Pereira, L. A, Barreto, L., (2007). “Multistage Model for 

Distribution Expansion Planning with Distributed Generation – Part I: Problem Formula-

tion”, Revista IEEE Transactions on Power Systems. 

• Haffner, S., Pereira, L. F. A., Pereira, L. A, Barreto, L., (2007). “Multistage Model for 

Distribution Expansion Planning with Distributed Generation – Part II: Numerical Re-

sults”, Revista IEEE Transactions on Power Systems. 
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2 O problema da expansão do 
sistema de distribuição 

Com o intuito de melhor entender o modelo de otimização para o planejamento da ex-

pansão de sistemas de distribuição considerando geração distribuída, apresentado neste traba-

lho, faz-se necessária uma breve explanação sobre a evolução do sistema elétrico mundial e 

nacional, na qual é possível visualizar a sua situação atual e verificar a grande aplicabilidade 

para o modelo proposto.  

Durante a década de 70, começou nos Estados Unidos um movimento geral em favor 

da reestruturação do setor elétrico. Eram defendidas duas reformas: a introdução da competi-

ção e a imposição de preços que refletissem os custos reais de acordo com o uso (HUNE-

AULT et. al., 1999). 

A partir da década de 80, alguns países instituíram leis que visavam abrir seus setores 

elétricos para o modelo competitivo, como o Chile (RUDNICK et al., 1999) em 1982 e Ingla-

terra, País de Gales (PÉREZ-ARRIAGA et al., 1995) e Noruega (HUNEAULT et. al., 1999) 

em 1990. Todos estes países, considerados pioneiros, influenciaram outros países a também 

instituírem leis para desverticalizar seus setores elétricos. Na América Latina, o Chile inspirou 

iniciativas similares na Argentina em 1992, Peru em 1993, Bolívia e Colômbia em 1994 e Pa-

namá, El Salvador, Guatemala, Nicarágua e Honduras em 1997. Na Europa, a estrutura de-

senvolvida pela Inglaterra e País de Gales difundiu-se entre Escócia e Irlanda do Norte entre 

1990 e 1992, e também influenciou outros estados confederados que não se localizam na Eu-

ropa, tais como Austrália, Nova Zelândia e províncias do Canadá. Já a reforma norueguesa 

difundiu-se entre os países escandinavos a partir de 1995. 

Nestas diferentes abordagens, existem pontos comuns e particularidades em função 

das características individuais de cada região. A seguir serão apresentadas as particularidades 

da reestruturação do setor elétrico brasileiro. 
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2.1 Reestruturação do setor elétrico 
Até meados dos anos 80 e 90, as empresas de energia elétrica em nível nacional e in-

ternacional se organizavam pelo chamado modelo de integração vertical, onde uma mesma 

empresa controla a geração, transmissão e distribuição de energia elétrica (MONTICELLI e 

GARCIA, 2000), conforme mostrado na Figura 2.1. As linhas tracejadas delimitam as empre-

sas, que possuíam e operavam os componentes necessários para produzir, transmitir e distri-

buir a energia elétrica aos seus consumidores, atuando em determinadas regiões onde deti-

nham monopólio do serviço. 

 
Figura 2.1 – Setor elétrico verticalmente estruturado. 

Fonte: (CROW, 1997/1998) 

 

A reforma do setor elétrico atuou justamente na desverticalização das empresas de e-

nergia elétrica, com o desdobramento destas em outras empresas que passaram a atuar especi-

ficamente nas tarefas de geração, transmissão, distribuição e comercialização.  

Devido às suas características técnico-econômicas, a geração e a comercialização da 

energia permitem a concorrência, enquanto a transmissão e a distribuição por apresentarem-se 

como monopólios naturais necessitam de uma regulamentação, principalmente quando existe 

competição na geração (RUDNICK, 1999). 

Atualmente, as empresas de energia elétrica nacionais se organizam pelo chamado 

modelo desverticalizado, ou modelo atual do setor elétrico, segundo a Lei nº. 10.848 de 2004, 

que determinou a atuação independente dos agentes de geração, transmissão, distribuição de 
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energia e comercialização. Conforme esta lei, não é permitido, por exemplo, que concessioná-

rias, permissionárias ou autorizadas de serviço público de distribuição de energia elétrica de-

senvolvam, ao mesmo tempo, atividades de geração e transmissão. A Figura 2.2 ilustra o mo-

delo atual do setor elétrico brasileiro. 

 
Figura 2.2 – Estrutura do modelo atual do setor elétrico brasileiro. 

 

A reforma do setor elétrico brasileiro se baseou na introdução da competição e na im-

posição de que os preços reflitam os custos reais, coerentemente com o uso (SILVA, 2001). 

Assim, pode-se considerar que o processo de reestruturação teve por objetivos reduzir o preço 

da energia elétrica através do livre acesso à transmissão por todos os agentes do mercado, ob-

tendo ganhos de eficiência na indústria como um todo e atrair cada vez mais o capital privado. 

 

2.2 Setor elétrico brasileiro 

2.2.1 Histórico do setor elétrico brasileiro 

A reforma do Setor Elétrico Brasileiro começou em 1993 com a Lei nº. 8.6318, que 

extinguiu a equalização tarifária vigente e criou os contratos de suprimento entre geradores e 

                                                 
8 Disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=137635 
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distribuidores, e foi marcada pela promulgação da Lei nº. 9.0749 de 1995, dando origem ao 

Produtor Independente de Energia e ao conceito de Consumidor Livre. 

Em 1996 foi iniciado o Projeto de Reestruturação do Setor Elétrico Brasileiro (Projeto 

RE-SEB), coordenado pelo Ministério de Minas e Energia, tendo sido concluído em agosto de 

1998. As principais conclusões do projeto foram a necessidade de implementar a desverticali-

zação das empresas de energia elétrica, ou seja, dividi-las nos segmentos de geração, trans-

missão, distribuição e comercialização, incentivar a competição nos segmentos de geração e 

comercialização, e manter regulado os setores de distribuição e transmissão de energia elétri-

ca, considerados como monopólios naturais. 

Foi também identificada a necessidade de criação de um órgão regulador (Agência 

Nacional de Energia Elétrica - ANEEL), de um operador para o sistema elétrico nacional (O-

perador Nacional do Sistema Elétrico - ONS) e de um ambiente para a realização das transa-

ções de compra e venda de energia elétrica (Mercado Atacadista de Energia Elétrica - MAE). 

Em 2001, o setor elétrico sofreu uma grave crise de abastecimento que culminou em 

um plano de racionamento de energia elétrica. Esse acontecimento gerou uma série de questi-

onamentos sobre os rumos que o setor elétrico estava trilhando. Visando adequar o modelo 

em implantação, foi instituído em 2002 o Comitê de Revitalização do Modelo do Setor Elétri-

co, cujo trabalho resultou em um conjunto de propostas de alterações no setor elétrico brasi-

leiro. 

Entre os anos de 2003 e 2004 o governo federal novamente propôs mudanças para o 

setor elétrico brasileiro definindo a criação de uma instituição responsável pelo planejamento 

de longo prazo do setor elétrico (a Empresa de Pesquisa Energética - EPE), uma instituição 

com a função de avaliar permanentemente a segurança do suprimento de energia elétrica (o 

Comitê de Monitoramento do Setor Elétrico - CMSE) e uma instituição para dar continuidade 

às atividades do MAE, relativas à comercialização de energia elétrica no sistema interligado 

(a Câmara de Comercialização de Energia Elétrica - CCEE). Em relação à comercialização de 

energia, foram instituídos dois ambientes para celebração de contratos de compra e venda de 

energia, o Ambiente de Contratação Regulada (ACR), do qual participam Agentes de Geração 

e de Distribuição de energia elétrica, e o Ambiente de Contratação Livre (ACL), do qual par-

ticipam Agentes de Geração, Comercialização, Importadores e Exportadores de energia, e 

Consumidores Livres. 

                                                 
9 Disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=141556 
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2.2.2 O setor elétrico brasileiro atual 

Desde 1995, o setor elétrico brasileiro vem passando por diversas alterações em sua 

estrutura, até chegar ao modelo vigente. A Tabela 2.1 apresenta um resumo das principais 

mudanças entre os modelos pré-existentes e o modelo atual, que resultaram em transforma-

ções nas atividades de alguns agentes do setor.  

Tabela 2.1 – Resumo das principais mudanças ocorridas no setor elétrico brasileiro. 
Modelo Antigo 

(até 1995) 
Modelo de Livre Mercado 

(1995 a 2003) 
Modelo Atual 

(2004) 
Financiamento através de recursos 

públicos 
Financiamento através de 

recursos públicos e privados 
Financiamento através de recursos públi-

cos e privados 

Empresas verticalizadas 

Empresas divididas por ati-
vidade: geração, transmissão, 
distribuição e comercializa-

ção 

Empresas divididas por atividade: gera-
ção, transmissão, distribuição, comercia-

lização, importação e exportação. 

Empresas predominantemente Esta-
tais 

Abertura e ênfase na privati-
zação das Empresas 

Convivência entre Empresas Estatais e 
Privadas 

Monopólios - Competição inexis-
tente 

Competição na geração e 
comercialização 

Competição na geração e comercialização 

Consumidores cativos 
Consumidores livres e cati-

vos 
Consumidores potencialmente livres, li-

vres e cativos 

Tarifas reguladas em todos os seg-
mentos 

Preços livremente negocia-
dos na geração e comerciali-

zação 

No ambiente livre: preços livremente ne-
gociados na geração e comercialização. 
No ambiente regulado: leilão e licitação 

pela menor tarifa 

Mercado Regulado Mercado Livre 
Convivência entre Mercados Livre e Re-

gulado 
Planejamento Determinativo - Gru-
po Coordenador do Planejamento 
dos Sistemas Elétricos (GCPS) 

Planejamento Indicativo pelo 
Conselho Nacional de Políti-

ca Energética (CNPE) 

Planejamento pela Empresa de Pesquisa 
Energética (EPE) 

Contratação: 100% do Mercado 
Contratação: 85% do merca-
do (até agosto/2003) e 95% 

mercado (até dez./2004) 
Contratação: 100% do mercado + reserva 

Sobras/déficits do balanço energé-
tico rateados entre compradores 

Sobras/déficits do balanço 
energético liquidados no 

MAE 

Sobras/déficits do balanço energético 
liquidados na CCEE. Mecanismo de 
Compensação de Sobras e Déficits 
(MCSD) para as Distribuidoras. 

 

Durante os anos de 2003 e 2004 o governo federal lançou as bases de um novo mode-

lo para o setor elétrico brasileiro, sustentado pelas Leis nº. 10.847 e 10.848, de 2004; e pelo 

Decreto nº. 5.163, de 2004. 

Em relação à comercialização de energia, foram instituídos dois ambientes para cele-

bração de contratos de compra e venda de energia: o Ambiente de Contratação Regulada (A-

CR), do qual participam Agentes de Geração e de Distribuição de energia; e o Ambiente de 

Contratação Livre (ACL), cujo participam Agentes de Geração, Comercializadores, Importa-

dores e Exportadores de energia e Consumidores Livres. 

O novo modelo do setor elétrico visa três objetivos principais: 
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• garantir a segurança do suprimento de energia elétrica; 

• promover a modicidade tarifária; e 

• promover a inserção social no setor elétrico brasileiro, em particular pelos progra-

mas de universalização de atendimento. 

O novo modelo permite a livre compra e venda de energia e existe incentivo para a 

energia proveniente de fontes alternativas, há uma tendência a aumentar a participação da GD 

nos sistemas de subtransmissão e de distribuição de energia elétrica. De acordo com o art. 14º 

do Decreto n°. 5.163 de 2004, considera-se GD a produção de energia elétrica proveniente de 

empreendimentos de agentes concessionários, permissionários ou autorizados, incluindo a-

queles tratados pelo art. 8º da Lei nº. 9.074, de 1995, conectados diretamente no sistema elé-

trico de distribuição do comprador, exceto aquela proveniente de empreendimento: 

I – hidrelétrico com capacidade instalada superior a 30 MW; e 

II – termelétrico, inclusive de cogeração, com eficiência energética inferior a setenta e 

cinco por cento, conforme regulação da ANEEL. Empreendimentos termelétricos que utili-

zam biomassa ou resíduos de processo como combustível não estarão limitados a este percen-

tual de eficiência. 

2.3 Sistema elétrico de distribuição no estado 
do Rio Grande do Sul 

Seguindo com o processo de desverticalização, a reestruturação da Companhia Esta-

dual de Energia Elétrica do Rio Grande do Sul (CEEE) foi autorizada pela Lei Estadual 

n° 10.90010, de 26 de dezembro de 1996, e deu origem às empresas Companhia de Geração 

Hídrica de Energia Elétrica, Companhia Transmissora de Energia Elétrica, Companhia Sul 

Sudeste de Distribuição de Energia Elétrica, Companhia Centro-Oeste de Distribuição de E-

nergia Elétrica, Companhia Norte Nordeste de Distribuição de Energia Elétrica e Companhia 

de Geração Térmica de Energia Elétrica (CGTEE). Em leilão de privatização realizado em 21 

de outubro de 1997, a Companhia Centro-Oeste de Distribuição de Energia Elétrica foi adqui-

rida pela AES Guaíba Empreendimentos Ltda., alterando sua razão social para AES Sul Dis-

tribuidora Gaúcha de Energia S.A. em 18 de dezembro do mesmo ano. No mesmo leilão, a 

Companhia Norte Nordeste de Distribuição de Energia Elétrica foi adquirida por consórcio 

                                                 
10 Disponível em 
http://www.al.rs.gov.br/legiscomp/arquivo.asp?Rotulo=Lei%20nº%2010600&idNorma=252&tipo=pdf 
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formado pela Comunity Energy Alternatives, dos Estados Unidos, pela VBC Energia (Voto-

rantin, Bradesco e Camargo Corrêa) e pela Previ, alterando-se sua razão social para Rio Gran-

de Energia (RGE). 

A partir de então, o estado passou a receber a prestação de serviços de distribuição de 

energia elétrica de três diferentes concessionárias, sendo estas dispostas geograficamente con-

forme a Figura 2.3. 

 

 
Figura 2.3 – Disposição geográfica atual do sistema de distribuição de energia elétrica do estado do RS. 

Fonte: Secretaria de Energia, Minas e Comunicações do RS 

 
A Tabela 2.2 resume as principais informações sobre as concessionárias de energia e-

létrica do estado do RS. 
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Tabela 2.2 – Resumo das principais informações sobre as concessionárias de energia elétrica do estado do RS 
  

Concessionária 
Informação 

AES SUL CEEE RGE 
Área de Concessão (km²) 99.267 76.009 90.718 
Número de Consumidores (unidades) 1.045.791 1.330.484 1.094.651 
Extensão da Rede Urbana e Rural (km)11 53.417 47.000 78.168 
Municípios Atendidos (unidades) 123 72 254 
Potência Instalada (MVA)12 1.187 6.999 1.534 
Energia Consumida em 2005 (GWh) 6.922 6.269 6.787 

Fonte: Abradee (2005). http://abradee.org.br/bd_dados.asp 

Dentro da área de concessão das concessionárias existem ainda as Cooperativas de E-

letrificação Rural, que são constituídas por uma sociedade de pessoas que prestam serviços 

aos seus cooperantes. As cooperativas conseguem atender seus consumidores com preços di-

ferenciados (praticamente a metade da tarifa urbana), com a chamada tarifa de produtor rural, 

inclusive com isenção de ICMS (Imposto sobre Circulação de Mercadorias e Serviços) a coo-

perantes que informam sua Inscrição Estadual de Produtor Rural. 

Dentro do ambiente de atuação das cooperativas, observa-se a existência mais intensa 

de GD. No RS, algumas cooperativas construíram suas próprias PCHs e, assim, geram uma 

parte significativa de sua energia requerida. Atualmente, a capacidade de geração pelas PCHs 

no estado RS é de 42,1 MW13. 

No Rio Grande do Sul existem também usinas de geração de energia por biomassa ou 

queima de resíduos. Na área da biomassa14, o Rio Grande do Sul possui uma capacidade para 

instalação de 110 MW. Atualmente, 11 projetos estão em desenvolvimento e um já está con-

cluído, no município de Piratini, gerando 10 MW de energia através da utilização de resíduos 

de madeira. Outros dois estão em fase final de implantação – em Dom Pedrito e em Capão do 

Leão – utilizando-se de casca de arroz, com capacidades de 8 MW e 10 MW, respectivamen-

te. Os demais projetos, ainda em estágio de implantação15. Desta forma, a presença de GD nas 

redes do estado apresenta boas perspectivas de crescimento e os sistemas de subtransmissão e 

distribuição necessitam estar adaptados a esta nova realidade. 

                                                 
11 Os dados da extensão das redes foram coletados diretamente com as concessionárias. 
12 Os dados da potência instalada foram coletados diretamente com as concessionárias. 
13 Dados retirados no site da Federação das Cooperativas de Energia, Telefonia e Desenvolvimento Rural do Rio 
Grande do Sul (http://www.fecoergs.com.br/geracao.php) 
14 Matéria de origem orgânica, animal ou vegetal, capaz de ser aproveitada para gerar calor ou eletricidade. 
15 Fonte - Secretaria da Ciência e Tecnologia do RS (http://www.sct.rs.gov.br/programas/petro-
rs/noticias_junho2002.htm). 
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2.4 Planejamento da expansão do sistema de 
distribuição de energia elétrica 

O sistema de distribuição é composto por alimentadores que levam energia elétrica de 

subestações até os consumidores finais. Esse sistema é importante dentro do contexto de um 

sistema elétrico, não só pelo volume de investimentos que exige, como também pela sua ele-

vada responsabilidade na qualidade do serviço prestado ao consumidor. 

A atividade de planejamento, essencial a qualquer sistema, torna-se imprescindível à 

distribuição, de forma a atender o crescimento de carga em níveis de qualidade de serviço 

compatíveis com suas características, procurando otimizar a aplicação dos recursos financei-

ros disponíveis. O planejamento de sistemas de distribuição de energia elétrica é uma ativida-

de na qual o principal objetivo é adequar, ao menor custo, o sistema elétrico às futuras solici-

tações do mercado consumidor, garantindo um suprimento de energia com níveis de qualidade 

compatíveis (CODI, 1982). Ele antecede a aplicação dos investimentos mais significativos 

numa empresa de distribuição de energia elétrica, e por isso é de fundamental importância, 

principalmente no atual modelo de mercado competitivo. 

Os investimentos compreendem a troca de um transformador de distribuição por outro 

de maior capacidade, a instalação de novas subestações e novos alimentadores de distribuição, 

o recondutoramento dos alimentadores existentes, a instalação de equipamentos tais como 

bancos de capacitores (diretamente na rede de distribuição e/ou nas subestações de distribui-

ção) e a instalação de banco de reguladores de tensão. Todas essas ações visam ao atendimen-

to do crescente mercado consumidor de energia elétrica, atividade inerente à concessão dos 

serviços públicos de distribuição de energia elétrica. Para isto não basta apenas investir; é ne-

cessário “investir bem”, vindo daí a importância do planejamento na escolha das alternativas 

de expansão com base em critérios técnicos e econômicos. 

Os custos devem ser avaliados de maneira criteriosa, assim como os benefícios, uma 

vez que sustentarão todas as decisões relativas aos investimentos mencionados. Tais benefí-

cios decorrem basicamente de: postergação de investimentos, redução de perdas elétricas, cor-

reção das quedas de tensão, aumento da capacidade de atendimento ao mercado e aumento da 

confiabilidade de atendimento (WILLIS, 2004). 

Não existe, atualmente, um modelo capaz de descrever com precisão todas as questões 

envolvidas na definição de quais investimentos no sistema de distribuição devem ser feitos de 

modo que a rede planejada atenda aos requisitos mínimos de qualidade do fornecimento com 

a melhor relação custo/benefício. De modo geral, tal problema tem sido largamente simplifi-
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cado para tornar possível sua solução envolvendo a experiência profissional da empresa atra-

vés de métodos analíticos. No atual contexto do sistema elétrico brasileiro, torna-se imperioso 

o desenvolvimento de métodos mais sofisticados a fim de melhorar a rentabilidade e a compe-

titividade da empresa. Porém, independentemente do modelo que representa o problema ou da 

técnica utilizada na sua solução, observa-se um forte vínculo entre o modelo e o método de 

solução. Em alguns casos, simplificações adicionais são introduzidas para adequar o modelo 

do problema às limitações observadas no método de solução.  

Devido as alterações feitas na estrutura institucional do setor elétrico brasileiro, com 

implantação de um modelo de mercado competitivo e o fim do monopólio estatal, criou-se a 

necessidade das novas empresas (estatais e privadas) se adequarem a esse novo mercado.  

O modelo de planejamento da expansão do sistema de distribuição proposto, neste 

trabalho, vai ao encontro desta nova realidade, contemplando inclusive a possível existência 

de GD no sistema, fato atualmente presente na realidade da maioria das companhias de ener-

gia elétrica do país. 
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3 Formulação do problema de 
planejamento da expansão do 
sistema de distribuição de 
energia elétrica 

O planejamento da expansão do sistema de distribuição de energia elétrica constitui 

um problema de otimização de grande complexidade. Este capítulo apresenta a formulação do 

modelo proposto, objetivando definir não somente a localização e o tipo, mas também o perí-

odo mais adequado para que os investimentos sejam executados, de modo que o contínuo 

crescimento da demanda seja sempre assimilado de forma otimizada pelo sistema. O modelo 

proposto considera a ampliação da capacidade das subestações existentes, a instalação de no-

vas subestações e os diferentes tipos de alterações possíveis nos alimentadores (ampliação, 

remoção, união, subdivisão, transferência de carga e substituição de condutores). 

A função objetivo a ser minimizada representa o valor presente dos custos totais de 

instalação (alimentadores e subestações), de operação e manutenção da rede. O modelo apre-

sentado considera restrições operacionais, relacionadas com a capacidade dos equipamentos e 

com os limites de tensão, e restrições lógicas, com o objetivo de reduzir o espaço de busca. 

Serão também apresentadas neste capítulo: 

a) uma extensão da formulação linear disjuntiva, capaz de representar a inclusão, a 

exclusão e a substituição de ramos da configuração inicial; 

b) uma generalização das restrições operacionais, relacionadas com a criação de no-

vos caminhos e restrições de cerca, que podem ser aplicadas em topologias mais 

complexas. 

O modelo linear inteiro misto resultante permite que a solução ótima seja obtida atra-

vés de métodos de programação matemática, tais como o algoritmo branch-and-bound utili-

zado nas simulações computacionais ou por intermédio de métodos baseados em meta-

heurísticas tais como têmpera simulada (simulated annealing), algoritmos genéticos (genetic 

algorithms) e busca tabu (tabu search). 
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3.1 Aspectos gerais 
O problema da expansão do sistema de distribuição considerando um horizonte de 

longo prazo foi modelado considerando os seguintes fatores: 

 

• a rede de distribuição é dividida em nós, nos quais as cargas e fontes são concentradas, 

e ramos que realizam a conexão entre os nós, representando o percurso dos alimenta-

dores; 

• horizonte de planejamento é dividido em T estágios com duração conhecida, sendo as 

demais variáveis do problema associadas a cada um destes estágios; 

• a cada nó são associadas duas variáveis: uma representa o módulo da tensão nodal e a 

outra a injeção de corrente; a cada ramo é associada uma variável que representa o 

respectivo fluxo de corrente; 

• em qualquer um dos estágios do horizonte considerado, são permitidas alterações nos 

nós (ampliação da capacidade e instalação de novas subestações) e nos ramos (substi-

tuição do condutor de um ramo pré-existente e adição de um ramo em um trecho onde 

não havia ligação prévia); 

• as possibilidades de alteração nos nós e nos ramos da rede de distribuição constituem 

o conjunto das alternativas de investimento que serão empregadas para solução do 

problema de expansão; 

• a execução de cada uma das alternativas de investimento ao longo dos estágios está 

associada a uma variável binária x, que assume o valor unitário quando a alternativa 

for selecionada no estágio t e o valor zero quando a alternativa não for selecionada; 

• a cada tipo de alteração estão associados custos de investimento para substituição de 

ramo ( RJ
jC ); adição de um novo ramo (AK

kC ); ampliação e instalação de uma subesta-

ção no nó ( 0S
lC  e SL

lC ); 

• a utilização dos ramos disponíveis na rede de distribuição está associada a variáveis 

binárias y, que assumem valor unitário quando as alternativas forem utilizadas no es-

tágio t e o valor zero quando as alternativas não forem selecionadas; 

• para todos os ramos da rede estão associados custos de operação e manutenção 

( )AK
k

RJ
j

R
j

FI
i OOOO e,, 0 ; 

• as capacidades disponíveis de geração distribuída são consideradas na definição do 

plano de expansão da rede; 
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• as injeções de corrente, tensões nodais e os fluxos nos ramos são determinados através 

das duas Leis de Kirchhoff, definidas para todos os estágios; 

• a carga é representada por injeções constantes de corrente com valores determinados 

para cada estágio; 

• são considerados os limites de capacidade dos condutores, as capacidades das subesta-

ções e a disponibilidade da geração distribuída em todos os estágios; 

• as quedas de tensão na rede de distribuição são calculadas a partir do produto entre o fluxo 

de corrente e a impedância das linhas em cada estágio; 

• a função objetivo corresponde a minimização do valor presente dos custos de investi-

mento e de operação; e 

• são considerados limites de investimento total (B) e para cada estágio t (Bt). 

As variáveis associadas às alterações definidas para o ramo i da rede fixa são caracte-

rizadas pelo índice FI. As variáveis associadas com as possibilidades de alteração do ramo j 

da rede de substituição são caracterizadas pelo índice RJ. As variáveis associadas com as pos-

sibilidades de alteração do ramo k da rede de adição são caracterizadas pelo índice AK. As 

variáveis associadas com as alternativas de expansão da subestação localizada no nó l são ca-

racterizadas pelo índice SL. Com esta representação, é possível definir o número de alterações 

associadas a cada ramo (ou nó) da rede, independentemente do número de alterações defini-

das para os outros ramos (ou nós). Assim, alguns ramos da rede podem ter apenas uma alter-

nativa de alteração, outros duas alternativas, outros três alternativas e assim sucessivamente. 

As variáveis que representam se os investimentos devem ser selecionados são agrupa-

das de acordo com o tipo de alteração associada: substituição do condutor de um ramo exis-

tente (variáveis RJ
tjx , ); adição de um novo trecho de alimentador em um ramo (variáveis AK

tkx , ); 

instalação de uma nova subestação ou ampliação da capacidade de uma subestação existente 

em um nó (variáveis Stlx ,  e SL
tlx , , respectivamente). Para cada um dos estágios, a utilização ou 

não dos recursos disponíveis nos ramos da rede (pré-existentes ou previamente instalados) 

está associada ao valor de variáveis binárias (FI
tiy , , RJ

tjy ,  e AK
tky , ) que assumem o valor unitário 

quando a respectiva alternativa for utilizada no estágio t. 

As alterações definidas a priori nos ramos da rede (adição, substituição ou remoção) 

são facilmente incorporadas ao modelo por intermédio dos limites das variáveis de utilização 

dos ramos da rede fixa ( )FI
tiy ,max,  definidos para cada estágio. Por exemplo, caso a alternativa 

F2 do ramo 5 seja efetivada no terceiro estágio, os limites serão dados por: 02
2,5max,

2
1,5max, == FF yy  
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e 12
3,5max, =Fy . Isto impossibilita o uso da alternativa F2 nos dois primeiros estágios. De forma 

similar, as alterações definidas a priori nos nós da rede (capacidade das subestações) podem 

ser introduzidas no modelo por intermédio dos limites da capacidade existente ( )S
tlg ,max,  que 

são definidos para cada estágio. 

Assim, o problema geral do planejamento da expansão da rede de distribuição corres-

ponde a um problema de programação inteira mista (PIM), conforme definido a seguir. 

3.2 Função objetivo 
 

A função objetivo do problema de expansão possui duas partes: custo de investimento 

( )( )ttc xinv  e custo de operação ( )( )tttc gr ,oper , conforme apresentado na Figura 3.1. O custo de in-

vestimento é efetivado no início de cada estágio e corresponde aos custos associados às alte-

rações nos ramos (mudança de bitola de seções de alimentadores pré-existentes ou instalação 

de novas seções de alimentadores, denotados por AK
k

RJ
j CC e ) e nos nós da rede (ampliação de 

subestações pré-existentes ou instalação de novas subestações, denotados por SL
l

S
l CC e0 ). O 

custo de operação é considerado no início de cada período de tempo do estágio e corresponde 

ao custo anual de operação e manutenção dos ramos em uso da rede de distribuição 

( )AK
k

RJ
j

R
j

FI
i OOOO e,, 0  da energia não suprida ( )D

mC  e ao custo adicional pago pela energia for-

necida proveniente da geração distribuída ( )G
nC . 

 

tempo 
p(1) p(2) p(T) 
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Figura 3.1 – Período de efetivação dos custos de operação e de investimento no problema multi-estágio. 
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Para um horizonte de planejamento dividido em T estágios, a função objetivo corres-

ponde à minimização do valor presente dos custos que são distribuídos ao longo do tempo, 

sendo dada pela seguinte expressão: 

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+=
T

t
ttt tttt

ccC
1

operoperinvinv ,,, grxgrx δδ  (3.1) 

( ) ∑ ∑∑ ∑∑ ∑
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onde, 

FΩ  e 
F
iΩ  

– ramos da rede fixa (ramos pré-definidos ao longo do horizonte de planeja-
mento) e alterações definidas para cada ramo i da rede fixa 

RΩ  e 
R
jΩ  

– ramos da rede com alternativas de substituição e alternativas de substituição 
candidatas do ramo j 

AΩ  e 
A
kΩ  

– ramos da rede com alternativas de adição e alternativas de adição candidatas 
do ramo k 

0SΩ  e 
S
lΩ  

– nós da rede relacionados com as subestações existentes e alternativas de insta-
lação ou ampliação e alternativas de adição ou ampliação do nó l 

S e lS  
– 

cardinalidades dos conjuntos 
SΩ  e 

S
lΩ  

DΩ  – nós da rede que possuem demanda 
GΩ  

– nós da rede que possuem geração distribuída 

RJ
tjx ,  

– variável associada à substituição (recondutoração) pela alternativa RJ do ra-
mo j no estágio t 

AK
tkx ,  

– variável associada à adição da alternativa AK do ramo k no estágio t 

0
,
S
tlx

 
– variável associada aos custos fixos de instalação ou ampliação de uma subes-

tação no nó l no estágio t 
SL
tlx ,  

– variável associada à ampliação pela alternativa SL da subestação do nó l no 
estágio t 

tx  
– vetor das variáveis de investimento do estágio t 

FI
tiy ,  e FI

tiy ,max,  

– variável associada à utilização da alteração definida FI do ramo i da rede fixa 

no estágio t e seu limite máximo: 1,max, =FI
tiy  significa que a alteração FI do 

ramo i está disponível para utilização no estágio t 
0
,

R
tjy  e RJ

tjy ,  – variável associada à utilização do ramo inicial R0 ou da alternativa RJ de 
substituição do ramo j no estágio t 

AK
tky ,  – variável associada à utilização da alternativa de adição AK do ramo k no está-

gio t 

tmr ,  
– injeção fictícia de corrente (corte de carga) no nó m no estágio t 

tr  
– vetor coluna das injeções fictícias de corrente nodais (corte de carga) no está-

gio t 
G

tng , , 
G

tng ,max,  
– geração distribuída no nó n no estágio t e sua capacidade máxima. 
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tg  
– vetor coluna das injeções de corrente nodais no estágio t 

( )ttc xinv
 

– custo de investimento do estágio t 

( )tttc gr ,oper
 

– custo de operação do estágio t 

operinve
tt

δδ
 

– fatores utilizados para converter em valor presente os custos de investimento 
e de operação, respectivamente, no estágio t 

FI
iO  – custo de operação da alteração definida FI do ramo i 

RJ
jC  e RJ

jO  – custos de investimento e de operação da alternativa de substituição RJ do 
ramo j 

AK
kC  e AK

kO  – custos de investimento e de operação da alternativa de adição AK do ramo k 
0S

lC  – custo fixo de instalação ou ampliação de uma subestação no nó l 
SL
lC  – custo da alternativa SL de ampliação da subestação do nó l 
D
mC  – custo da energia não suprida no nó m 
G
mC  – custo da geração distribuída no nó m 

 

A utilização das injeções fictícias rm,t para representar os cortes de carga permite que 

sempre existam soluções factíveis, mesmo quanto são impostas restrições de investimento. 

Desta forma, estas restrições podem ser definidas para cada um dos estágios e para todo o ho-

rizonte de planejamento sem comprometer a factibilidade do problema. 

3.3 Restrições do problema 
As restrições do problema estão divididas em quatro blocos e são oriundas da aplica-

ção das Leis de Kirchhoff e da imposição dos limites operacionais dos equipamentos e dos 

recursos disponíveis (limitações financeiras) em todos os estágios do horizonte de planeja-

mento. O primeiro bloco de restrições é obtido com a imposição da Lei de Kirchhoff das Cor-

rentes (LKC) para todos os estágios do horizonte: 

ttt
A

t
AR

t
RF

t
F drgfSfSfS =++++  Tt ,,1L=∀  (3.2) 

 

O segundo bloco de restrições advém da aplicação da Lei de Kirchhoff das Tensões 

(LKT), para todo Tt ,,1L= . Considerando a rede composta por ramos fixos, ramos candidatos 

à substituição e ramos que podem ser adicionados para composição final da rede, têm-se: 

[ ] 0
T 

linha  , =+ ti
FF

ti
FI
i fZ VS  { }1|, , =Ω∈Ω∈∀ FI

ti
F
i

F yIi  (3.3) 

[ ] 0
T 

linha  ,
0 =+ tj

RR
tj

R
j fZ VS  { }1| 0

, =Ω∈∀ R
tj

R yj  (3.4) 

[ ] 0
T 

linha  , =+ tj
RR

tj
RJ
j fZ VS  { }1|, , =Ω∈Ω∈∀ RJ

tj
R
j

R yJj  (3.5) 

[ ] 0
T 

linha  , =⋅+ tk
AA

tk
AK
k fZ VS  { }1|, , =Ω∈Ω∈∀ AK

tk
A
k

A yKk  (3.6) 

onde o superescrito T indica matriz transposta. Deve-se observar que a existência das restri-

ções (3.3) a (3.6) depende do valor assumido pelas variáveis de utilização FI
tiy , , 0

,
R

tjy , RJ
tjy ,  e AK

tky , , 
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que determinam se os recursos serão utilizados ou não. Tais restrições só existem quando a 

respectiva variável de utilização assume valor unitário (indicando sua utilização nesta etapa), 

sendo a implementação desta dependência realizada pela multiplicação da restrição pela vari-

ável correspondente. Assim, surgem não-linearidades no modelo, pois as variáveis de utiliza-

ção multiplicam os fluxos (F
tif , , R

tjf ,  e A
tkf , ) e as tensões Vt. Para contornar esta não-linearidade 

adotou-se uma extensão do modelo linear disjuntivo já empregado com sucesso no planeja-

mento da expansão dos sistemas de transmissão (BAHIENSE et al, 2001, ROMERO et al, 

2002), constituindo uma proposta inovadora na formulação do problema de planejamento da 

expansão para a área de distribuição. Quando formulado desta maneira o problema resultante 

é linear e pode ser resolvido diretamente por meio de métodos de otimização clássica sem ne-

cessidade de aplicar decomposições ou métodos heurísticos. Na aplicação proposta neste tra-

balho, são introduzidas ainda as seguintes funcionalidades: 

• para um mesmo ramo são consideradas diversas possibilidades de configuração (dife-

rentes bitolas e tipos de estruturas), sendo selecionada apenas a mais indicada; 

• em qualquer estágio é possível considerar a remoção dos ramos que se tornam obsole-

tos (seccionamento de alimentadores). 

Assim, as equações (3.3) a (3.6) são substituídas pelas suas versões disjuntivas, dadas 

por: 

[ ] ( )FI
titi

FF
ti

FI
i yMfZ ,

T 

linha  , 1−≤+ VS  { }F
i

F Ii Ω∈Ω∈∀ ,  (3.7) 

[ ] ( )0
,

T 

linha  ,
0 1 R

tjtj
RR

tj
R
j yMfZ −≤+ VS  { }Rj Ω∈∀  (3.8) 

[ ] ( )RJ
tjtj

RR
tj

RJ
j yMfZ ,

T 

linha  , 1−≤+ VS  { }R
j

R Jj Ω∈Ω∈∀ ,  (3.9) 

[ ] ( )AK
tktk

AA
tk

AK
k yMfZ ,

T 

linha  , 1−≤+ VS  { }A
k

A Kk Ω∈Ω∈∀ ,  (3.10) 

 

Nas expressões (3.7) a (3.10), quando a variável y assume valor nulo, a respectiva res-

trição é relaxada, pois M é grande o bastante para que ambas as desigualdades sempre sejam 

satisfeitas para os valores possíveis de Vt. Por outro lado, quando a variável y assume valor 

unitário, as desigualdades (3.7) a (3.10) operam da mesma forma que as respectivas igualda-

des das expressões (3.3) a (3.6). 

O terceiro bloco de restrições inclui os limites operacionais dos equipamentos e os li-

mites de investimento. Os limites de fluxo nos ramos para Tt ,,1L=  dependem da utilização 

dos recursos disponíveis e são dados por: 
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∑
Ω∈

≤
F
iI

FI
i

FI
ti

F
ti fyf max,,,  { }Fi Ω∈∀  (3.11) 

∑
Ω∈

+≤
R
jJ

RJ
j

RJ
tj

R
j

R
tj

R
tj fyfyf max,,

0
max,

0
,,  { }Rj Ω∈∀  (3.12) 

∑
Ω∈

≤
A
kK

AK
k

AK
tk

A
tk fyf max,,,  { }Ak Ω∈∀  (3.13) 

 

Para as subestações próprias, os limites de injeção para Tt ,,1L=  dependem da capaci-

dade disponível e dos investimentos em adição e ampliação realizados até cada estágio, sendo 

dados por: 

∑ ∑
Ω∈ =








+≤≤
S
lL

SL
l

t
SL
l

S
tl

S
tl gxgg max,

1
,,max,,0

τ
τ  { }Sl Ω∈∀  (3.14) 

 

Para os nós com capacidade de geração distribuída, os limites de injeção para 

Tt ,,1L=  dependem da capacidade disponível em cada estágio, sendo dados por: 

G
tn

G
tn gg ,max,,0 ≤≤  { }Gn Ω∈∀  (3.15) 

 

Os demais limites operacionais são os valores máximos possíveis de corte de carga 

nas barras com demanda e a faixa de valores aceitáveis para a magnitude da tensão nodal nas 

subestações e nos nós onde existem cargas ou geração instaladas, para Tt ,,1L= : 

tmtm dr ,,0 ≤≤  { }Dm Ω∈∀  (3.16) 

ltll VVV max,,min, ≤≤  { }Sl Ω∈∀  (3.17) 

mtmm VVV max,,min, ≤≤  { }Dm Ω∈∀  (3.18) 

ntnn VVV max,,min, ≤≤  { }Gn Ω∈∀  (3.19) 

 

Os limites de investimento são considerados para cada estágio e para todo horizonte 

de planejamento, por intermédio das seguintes expressões: 

TtBxCxCxCxC t
l L

SL
tl

SL
l

S
tl

S
l

k K

AK
tk

AK
k

j J

RJ
tj

RJ
j

S S
l

A A
k

R R
j

,,1,
0

,
0

,, L=∀≤












+++ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑

Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈
 (3.20) 

BxCxCxCxC
T

t l L

SL
tl

SL
l

S
tl

S
l

k K

AK
tk

AK
k

j J

RJ
tj

RJ
j

S S
l

A A
k

R R
j

t
≤








































+++∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑

= Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈1
,

0
,

0
,,

invδ  (3.21) 

 

O quarto bloco consiste nas restrições lógicas do problema, escritas em função das va-

riáveis de investimento e utilização, sendo formado pelas seguintes restrições: 
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• para evitar trocas de condutores ao longo do horizonte, só é permitida uma alteração por 

ramo candidato à substituição ou adição; 

1
1

, ≤∑ ∑
= Ω∈

T

t J

RJ
tj

R
j

x
 { }Rj Ω∈∀  (3.22) 

1
1

, ≤∑ ∑
= Ω∈

T

t K

AK
tk

A
k

x  { }Ak Ω∈∀  (3.23) 

 

• ao longo do horizonte de planejamento, cada um dos investimentos em adição e ampliação 

de subestações pode ser realizado apenas uma vez; 

1
1

0
, ≤∑

=

T

t

S
tlx  { }Sl Ω∈∀  (3.24) 

1
1

, ≤∑
=

T

t

SL
tlx  { }S

l
S Ll Ω∈Ω∈∀ ,  (3.25) 

• os investimentos em adição e ampliação de subestações só podem ser executados após a 

realização da decisão pelos custos fixos que não implicam aumento de capacidade; 

∑
=

≤
t

S
l

SL
tl xx

1

0
,,

τ
τ  Tt ,,1L=∀  { }S

l
S Ll Ω∈Ω∈∀ ,  (3.26) 

 

• o investimento na parcela relacionada com o custo fixo de instalação ou ampliação de 

subestação implica o investimento em alguma alternativa de ampliação da subestação; 

∑∑∑
== Ω∈

≥
T

t

S
tl

T

t L

SL
tl xx

S
l 1

0
,

1
,

 
{ }Sl Ω∈∀  (3.27) 

 

• a rede fixa só poderá ser utilizada quando disponível; 

FI
ti

FI
ti yy ,max,,0 ≤≤  Tt ,,1L=∀

 
{ }F

i
F Ii Ω∈Ω∈∀ ,  (3.28) 

 

• os ramos candidatos à substituição só podem ser utilizados após a realização do respectivo 

investimento; 

∑
=

≤
t

RJ
j

RJ
tj xy

1
,,

τ
τ
 

Tt ,,1L=∀
 

{ }R
j

R Jj Ω∈Ω∈∀ ,  (3.29) 

 

• o investimento em qualquer alternativa de substituição exclui a possibilidade de utilização 

da configuração inicial prevista para aquele ramo; 

∑ ∑
= Ω∈

−≤
t

J

RJ
j

R
tj

R
j

xy
1

,
0
, 1

τ
τ
 

Tt ,,1L=∀
 

{ }Rj Ω∈∀  (3.30) 
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• o investimento em uma alternativa de substituição implica a utilização da configuração 

selecionada em pelo menos um estágio; 

∑∑
==

≥
T

t

RJ
tj

T

t

RJ
tj xy

1
,

1
,

 

{ }Rj Ω∈∀  (3.31) 

 

• os ramos candidatos à adição só podem ser utilizados após a realização do respectivo in-

vestimento; 

∑
=

≤
τ

τ
1

,,
t

AK
tk

AK
k xy

 

Tt ,,1L=∀
 

{ }A
k

A Kk Ω∈Ω∈∀ ,  (3.32) 

 

• o investimento em uma alternativa de adição implica a utilização da configuração selecio-

nada em pelo menos um estágio; 

∑∑
==

≥
T

t

AK
tk

T

t

AK
tk xy

1
,

1
,

 

{ }Ak Ω∈∀  (3.33) 

 

• evitar formação de malhas; 

t
j J

RJ
tj

R
tj

i I

FI
ti

k K

AK
tk Nyyyy

R R
j

F F
i

A A
k

≤













+++ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑

Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈Ω∈ Ω∈
,

0
,,,

 

Tt ,,1L=∀  (3.34) 

 

A equação (3.34) é obtida da consideração de que um alimentador radial com N+1 nós 

(N nós para a rede mais um nó para a subestação) sempre conduz para uma árvore tendo na 

maioria N ramos (AHUJA et al, 1993). Dessa forma, a inclusão de ramos adicionais traria a 

possibilidade de fechamento de malhas na rede. Uma rede de distribuição contendo muitos 

alimentadores radiais e subestações pode ser considerada como uma floresta, onde o número 

máximo dos ramos é igual ao número total de nós da rede excluindo nós de subestações. Para 

garantir que a rede obtida seja sempre radial, é necessário adicionar restrições com informa-

ções específicas sobre a topologia da rede sob análise. Considerando a diversidade de situa-

ções encontradas, esta tarefa pode ser relativamente complexa. Uma estratégia simplificada 

foi utilizada neste trabalho, que consiste em limitar o número de ramos ativos de cada estágio 

a ser menor ou igual ao número total de nós ativos da rede para cada estágio, conforme a e-

quação (3.34). 
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3.4 Restrições adicionais 
Além das restrições anteriores, é possível introduzir um conjunto de restrições adicio-

nais baseadas no conhecimento das redes de energia elétrica. Neste trabalho foram utilizadas 

duas classes de restrições, relacionadas à adição de novos caminhos (MONTICELLI et al, 

1982) e a adição de restrições de cerca (BALDWIN et al, 1960), descritas a seguir. 

3.4.1 Restrições de novos caminhos 

Um novo caminho consiste de dois ou mais segmentos de rede conectados em série 

que constituem um circuito que conecta dois ou mais nós da rede de distribuição. Durante o 

processo de solução as variáveis associadas a um mesmo caminho são usadas de forma inde-

pendente, sendo sua natureza complementar ignorada. Entretanto, a utilização dos segmentos 

que constituem um caminho só traz benefício para a rede quando uma combinação adequada 

de seus componentes é simultaneamente utilizada, pois a falta de um único componente inter-

rompe o circuito série. 

A forma de determinação e funcionamento das restrições de novos caminhos pode ser 

ilustrada através do exemplo simplificado da Figura 3.2, na qual o nó de passagem n2 (sem 

carga ou geração conectada) apresenta apenas dois ramos adjacentes, sendo as variáveis de 

utilização representadas pelas variáveis binárias 12by  e 23by , respectivamente, para os ramos 

b12 e b23. 

 

n1 n2 n3 
12by 23by

 
Figura 3.2 – Novo caminho definido por um nó de passagem com dois circuitos adjacentes. 

 

Por inspeção do diagrama da Figura 3.2, observa-se que a utilização em separado do 

ramo b12 ou b23 não tem utilidade, pois o nó n2 não tem carga ou geração conectada. Quando 

estes ramos são utilizados simultaneamente, o percurso n1–n2–n3 constitui um caminho. As-

sim, as alternativas de utilização deste caminho devem respeitar a seguinte restrição, associa-

da ao nó de passagem n2: 

2312 bb yy =  (3.35) 

 

Quando o nó de passagem n2 apresenta três ramos adjacentes conforme mostrado na 

Figura 3.3, existem 32  combinações de utilização dos ramos adjacentes, sendo que três delas 
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não tem utilidade (quando apenas um dos ramos b12, b23 ou b24 é utilizado). As restrições 

que definem as formas aceitáveis de operação da rede são as seguintes: 

242312 bbb yyy +≤  (3.36a) 

241223 bbb yyy +≤  (3.36b) 

231224 bbb yyy +≤  (3.36c) 

 
 

n1 n2 n3 
12by  23by  

n4 

24by  

 
Figura 3.3 – Novo caminho definido por um nó de passagem e três circuitos adjacentes. 

 

A introdução da restrição de igualdade (3.35) elimina 2 das 4 alternativas de utilização 

do caminho mostrado na Figura 3.2 que inclui o nó n2, sendo equivalente a eliminar uma va-

riável binária ( 12by  ou 23by ). A adição simultânea das restrições (3.36) elimina 3 das 8 alterna-

tivas de utilização do caminho mostrado na Figura 3.3. No caso geral, um caminho com n nós 

adjacentes tem n2  alternativas de utilização, sendo possível incluir n restrições de desigualda-

de de novos caminhos para eliminar n destas alternativas de utilização. Embora a redução da 

complexidade do problema de utilização dos ramos que constituem um novo caminho seja 

igual a nn 2 , observa-se que nos casos reais n é menor ou igual a 4 ramos. Desta forma, a uti-

lização das restrições de novos caminhos é significativa e contribui para redução da dimensão 

do problema. 

Para os ramos que possuem mais de uma alternativa, no lugar das variáveis 12by , 23by  

e 24by  deve-se utilizar o somatório das variáveis de utilização para cada estágio t, ou seja, 

∑ Ω∈ F
iI

FI
tiy ,  para os ramos da rede fixa, ∑ Ω∈ R

jJ

RJ
tjy ,  para os ramos da rede de substituição e 

∑ Ω∈ A
kK

AK
tky ,  para os ramos da rede de adição. Este conceito pode ainda ser estendido para os 

caminhos que contenham maior número de nós de passagens (dois ou mais), quando aplicado 

para cada um dos nós de passagem existentes no caminho. 

Considerando as três alternativas de investimento para os ramos do novo caminho da 

Figura 3.2 que são mostradas na Tabela 3.1, existem 6426 =  combinações para as seis variá-

veis binárias de investimento. A imposição das restrições (3.22) e (3.23) reduz o número de 

combinações para 24 , pois em cada ramo apenas um investimento pode ser selecionado. 
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Tabela 3.1 – Alternativas de investimento para o caminho da Figura 3.2. 
Ramo Variável de investimento maxf  C  

1
12bx  2 20 

2
12bx  3 30 12b  

3
12bx  5 50 

1
23bx  1.5 10 

2
23bx  2.5 20 23b  

3
23bx  4 30 

 

Considerando as alternativas de investimento da Tabela 3.1, entre as 16 possibilida-

des, existem 6 alternativas atrativas que são mostradas em destaque na Tabela 3.2, em função 

da capacidade ( )maxf  e do custo do caminho. 

 

Tabela 3.2 – Alternativas factíveis de investimento para o caminho da Figura 3.2. 

maxf  1
12bx  2

12bx  3
12bx  1

23bx  2
23bx  3

23bx  Custo Atrativa 

0 0 0 0 0 0 0 0 Sim 
0 0 0 0 1 0 0 10 Não 
0 0 0 0 0 1 0 20 Não 
0 0 0 0 0 0 1 30 Não 
0 1 0 0 0 0 0 20 Não 

1,5 1 0 0 1 0 0 30 Sim 
2 1 0 0 0 1 0 40 Sim 
2 1 0 0 0 0 1 50 Não 
0 0 1 0 0 0 0 30 Não 

1,5 0 1 0 1 0 0 40 Não 
2,5 0 1 0 0 1 0 50 Sim 
3 0 1 0 0 0 1 60 Sim 
0 0 0 1 0 0 0 50 Não 

1,5 0 0 1 1 0 0 60 Não 
2,5 0 0 1 0 1 0 70 Não 
4 0 0 1 0 0 1 80 Sim 

 

As combinações não-atrativas podem ser eliminadas por intermédio das seguintes res-

trições: 

1
12

1
23 bb xx ≤  (3.37a) 

2
12

1
12

2
23 bbb xxx +≤  (3.37b) 

3
12

2
12

3
23 bbb xxx +≤  (3.37c) 

3
23

2
23

1
23

3
12

2
12

1
12 bbbbbb xxxxxx ++=++  (3.37d) 



 

 

32 

3.4.2 Restrições de cerca 

As restrições de cerca são uma generalização da Lei de Kirchhoff das Correntes e fa-

zem parte de uma metodologia heurística de planejamento da expansão da transmissão deno-

minada “Método de Cerca” (BALDWIN et al, 1960). A Figura 3.4 ilustra os três tipos de cer-

ca que são utilizadas neste trabalho: (a) em torno de um nó (Tipo 1); (b) em torno dos nós ex-

tremos de um ramo (Tipo 2); (c) em torno de todos os vizinhos de um nó (Tipo 3). 

 

 

n1 n2 
12by  

n4 n5 
45by  

n3 

14by  
25by  

23by  Tipo 1 

Tipo 2 

Tipo 3 
 

Figura 3.4 – Restrições de cerca em torno do nó n1. 
 

Caso o nó n1 da Figura 3.4 tenha injeção (carga ou geração) diferente de zero, signifi-

ca que n1 deve ser conectado à rede, sendo a restrição de cerca do Tipo 1 dada por: 

11412 ≥+ bb yy  (3.38) 

 

Caso exista injeção diferente de zero em algum dos nós extremos do ramo b12 (nós n1 

ou n2), significa que pelo menos um dos extremos do ramo b12 deve ser conectado à rede, 

sendo a restrição de cerca do Tipo 2 dada por: 

1252314 ≥++ bbb yyy  (3.39) 

 

Caso exista injeção diferente de zero no nó n1 ou em algum dos seus vizinhos (nós n2 

ou n4), significa que pelo menos um dos nós n1, n2 ou n3 deve ser ligado à rede, sendo a res-

trição de cerca do Tipo 3 dada por: 

1452523 ≥++ bbb yyy  (3.40) 

 

Conforme observado para o caso da restrição de novos caminhos, para os ramos que 

possuem mais de uma alternativa, no lugar das variáveis 12by , 14by , 23by  25by  e 45by  deve-se 

utilizar o somatório das variáveis de utilização para cada estágio t. 
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Apresenta-se no Anexo A um exemplo de formulação expandida para uma rede fictí-

cia de seis barras em dois estágios, com duas subestações, três nós de carga e um nó de passa-

gem a partir das restrições apresentadas neste capítulo. 

3.5 Representação da carga e da rede 
O sistema de energia elétrica é constituído por um conjunto de nós (onde as cargas e 

os geradores são concentrados) e ramos (representando as linhas e os transformadores) que 

realizam as conexões entre estes nós. Na análise em regime permanente destes sistemas são 

usualmente empregados dois modelos para representar as relações entre as variáveis associa-

das aos nós e aos ramos: um exato, denominados modelo do fluxo de carga convencional (ou 

AC); outro aproximado, denominado modelo linearizado (ou CC). 

Enquanto nas redes de transmissão de energia a relação entre as resistências e reatân-

cias série dos ramos (relação R/X) é da ordem de 0,1 a 0,3 e o fluxo de potência se relaciona 

fortemente com os ângulos de fase das tensões nodais, nas redes de distribuição de energia 

esta relação é tipicamente maior ou igual a 1 e os fluxos de potência relacionam-se mais for-

temente com as magnitudes das tensões nodais do que com seus ângulos de fase. Desta forma, 

as aproximações utilizadas no desenvolvimento do modelo linearizado (amplamente empre-

gado em estudos de planejamento da expansão dos sistemas de geração e transmissão de e-

nergia) não são válidas para redes de distribuição, como se pode observar na Figura 3.5 onde 

são apresentados os valores dos ângulos de fase exatos e os calculados pelo modelo lineariza-

do para uma mesma rede de distribuição radial de 23 barras, com relação R/X média assu-

mindo um valor característico de um sistema de transmissão (R/X=0,22) e outro de um siste-

ma de distribuição (R/X=2,2). Quando a relação R/X média é igual a 0,22, observa-se na Fi-

gura 3.5a uma forte concordância entre os valores obtidos pelo modelo aproximado do fluxo 

de carga linearizado (FCCC) com o resultado exato (fluxo de carga AC ou FCAC). Por outro 

lado, quando a relação R/X média é igual a 2,2, observa-se na Figura 3.5b uma grande dife-

rença entre os valores obtidos pelo modelo aproximado e o resultado exato. A topologia e os 

dados da rede de 23 barras encontram-se no Anexo B. 
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(a) Relação R/X média igual a 0,22 
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(b) Relação R/X média igual a 2,2 

 
Figura 3.5 – Modelo linearizado × valor exato para rede de distribuição (23 barras), com relação R/X variável. 

 
Os dois modelos de carga e de rede que foram utilizados neste trabalho correspondem 

a adaptações do modelo linearizado de rede, desenvolvidas para representar redes com eleva-

das relações R/X (ROMERO et al, 2002). No modelo linearizado tradicional, são utilizadas 

injeções constantes de potência, ângulos de fase das tensões nodais e reatâncias dos ramos; na 

formulação adotada, ao invés destas grandezas são utilizadas injeções constantes de corrente 

(determinadas supondo tensão igual ao seu valor nominal), magnitudes das tensões nodais e o 

módulo da impedância dos ramos. Nos dois modelos empregados, as cargas são representadas 

por injeções de corrente, que é um modelo intermediário entre injeções de potência constantes 

(empregado no fluxo de carga convencional) e impedâncias constantes (HAQUE, 1996), que 

apresenta como vantagem o fato de que as injeções de corrente na rede tornam-se independen-

tes das tensões nodais. 

Este trabalho utilizou como base os Modelos Simplificados 1 e 2 (GASPERIN, 2006), 

desenvolvidos especificamente para obtenção das magnitudes das tensões nodais em redes de 

distribuição de energia elétrica a partir das injeções nodais. O Modelo Simplificado 1 pode ser 

obtido sem a necessidade de informações específicas da rede. Já, o Modelo Simplificado 2 

pode ser obtido a partir das informações da rede pré-existente. Será apresentada uma breve 

explicação sobre os modelos simplificados e uma comprovação de sua funcionalidade utili-

zando a metodologia também apresentada em (MARQUESAN et al 2005). 
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3.5.1 Modelo Simplificado 1 

Neste modelo simplificado as impedâncias, correntes e tensões complexas são substi-

tuídas por grandezas reais que representam as suas respectivas magnitudes (AOKI et al, 

1990). As quedas de tensão são calculadas a partir do produto da magnitude da corrente no 

ramo ( 12bf ) pela magnitude de sua impedância (12z ). Para o trecho ilustrado na Figura 3.6, 

têm-se as seguintes expressões para as Leis de Kirchhoff das Correntes e das Tensões, respec-

tivamente: 

2423212 bbnb ffdf ++=  (3.41) 

12122112 bbnnb fzVVV =−=∆
 (3.42) 

 
sendo 2nd  a corrente demandada no nó n2, 23bf  e 24bf  os fluxos de corrente nos ramos b23 e 

b24, e 12bV∆  a queda de tensão no ramo b12. 

 

 

n1 

121212 bbb jxrz +=  

1nV  

n2 

2nV  
12bf  

n3 

n4 

23bf  

24bf  

2nd  

 
Figura 3.6 – Trecho de rede entre dois nós para definição do Modelo Simplificado 1. 

 
 

3.5.2 Modelo Simplificado 2 

 
Os resultados obtidos pelo modelo anterior podem ser melhorados adotando-se um fa-

tor de correção para o valor da impedância dos ramos, da seguinte forma (HAFFNER et al 

2004): 

1212
corrigido
12 bbb zKz ⋅=  (3.43) 

 

sendo o fator Kb12 obtido a partir dos valores das quedas de tensão calculadas com o Modelo 

Simplificado 1 ( )1
12
MS

bV∆  e dos valores obtidos na solução do fluxo de carga não-linear 

( )FCAC
bV 12∆ : 

1
2

1
1

21
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12
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Caso este fator seja determinado para cada ramo de uma rede específica, as magnitu-

des das tensões obtidas pelo modelo linearizado serão exatas. Obviamente, isto só pode ser 

feito com o conhecimento prévio das tensões nodais, após a solução do fluxo de carga. Assim, 

embora as soluções sejam exatas, não possuem utilidade prática, razão pela qual foi desenvol-

vida a aproximação denominada Modelo Simplificado 2, na qual se utiliza um único fator K 

para todos os ramos da rede (Kb=K , ∀b), sendo este obtido de forma experimental para uma 

rede com características semelhantes (nível de tensão, densidade e tipo de carga, extensão do 

alimentador) a que se deseja resolver, sendo dado pela média dos fatores de cada ramo – para 

os problemas de planejamento da expansão, por exemplo, pode-se utilizar a parte da rede e-

xistente para obter o valor de K que será utilizado para todos os ramos da rede. 

Assim, o Modelo Simplificado 2 emprega as mesmas expressões definidas para o Mo-

delo Simplificado 1, somente substituindo-se 12bz  na equação (3.42) por corrigido
12bz  que é calcu-

lado segundo expressão (3.43). 

A restrição (3.2) é obtida a partir de (3.41); as restrições (3.3) a (3.6) são obtidas a 

partir de (3.42). Nas redes analisadas, os erros médios nos valores das magnitudes das tensões 

nodais obtidas com este modelo aproximado foram adequados para os propósitos deste traba-

lho, conforme exemplificado na Seção 3.5.3. Além disto, o emprego dos Modelos Simplifica-

dos 1 e 2 possibilita que as magnitudes das tensões nodais se relacionem com os fluxos de 

corrente através de uma relação linear. Desta forma, a complexidade do modelo de otimização 

do problema não é aumentada pela inclusão das restrições de queda de tensão. 

3.5.3 Exemplo de utilização dos modelos simplificad os 

Para exemplificar a utilização dos Modelos Simplificados 1 e 2 foi utilizada a rede de 

distribuição de 11 barras, mostrada na Figura 3.7, na qual são apresentadas duas configura-

ções: uma antes da expansão e outra após expansão. O objetivo desta análise é comparar os 

valores obtidos pelos modelos simplificados com a solução do fluxo de carga para um sistema 

de distribuição que é ampliado com a introdução de novos ramos e com um aumento na carga 

com relação à configuração inicial. As demandas das barras são apresentadas na Tabela 3.3, 

sendo a Barra 1 a subestação na qual a potência é injetada no circuito, com tensão definida e 

igual a 13,8 kV. A impedância série dos ramos foi padronizada segundo o tipo de cabo em 

uso, sendo de (2,088+j1,560) Ω, (1,104+j1,425) Ω e (0,570+j1,164) Ω, respectivamente, para 

os cabos 1/0 CAA, 4/0 CAA e 336,4 CAA. 
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(a) Configuração inicial (b) Configuração final 

Figura 3.7 – Topologia da rede de 11 barras 
 

Tabela 3.3 – Dados das barras da rede alterada. 
Potência Ativa [kW] Potência Reativa [kvar] 

Barra 
Inicial Final Inicial Final 

1 — — — — 
2 — 660 — 330 
3 644 708,4 276 303,6 
4 — 715 — 275 
5 736 809,6 414 455,4 
6 736 809,6 276 303,6 
7 460 506 230 253 
8 552 607,2 368 404,8 
9 552 607,2 230 253 
10 — 550 — 220 
11 — 440 — 220 

 

A partir da solução do fluxo de carga e do Modelo Simplificado 1 para a configuração 

inicial, mostrada na Figura 3.7a, são obtidos os valores apresentados na Tabela 3.4, na qual na 

primeira coluna tem-se o número do nó, na segunda coluna tem-se a solução do fluxo de carga 

para a configuração e carga inicial e na terceira coluna tem-se a tensão obtida aplicando-se o 

Modelo Simplificado 1. 

 

Tabela 3.4 – Tensões nodais da rede inicial aplicando-se solução do fluxo de carga e Modelo Simplificado 1. 

n FCAC
nV  (V) 1MS

nV  (V) 

1 13800 13800 
2 — — 
3 13344 13281 
4 — — 
5 13477 13414 
6 13159 13079 
7 13058 12982 
8 12907 12841 
9 12788 12728 
10 — — 
11 — — 
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Tabela 3.5 – Determinação do fator K. 

b FCAC
bV∆  (V) 1MS

bV∆  (V) Kb 

1-5 323 386 0,836 
5-3 133 133 1 
5-6 318 335 0,949 
6-7 101 97 1,041 
6-8 252 238 1,058 
8-9 119 113 1,053 

Média 0,9895 
Desvio Padrão Médio 0,0856 

 

Utilizando-se os resultados mostrados na Tabela 3.4 podem-se determinar os fatores K 

de cada ramo da rede inicial, utilizando-se a expressão (3.44), conforme mostrado na Tabela 

3.5. Assim, foi obtido o valor do fator K para o Modelo Simplificado 2 sendo então utilizado 

na determinação das tensões da rede final. O valor do fator K, média dos fatores dos ramos, 

ficou em 0,9895 tendo os valores mínimos e máximos em 0,836 e 1,058, respectivamente. Fo-

ram elaborados dois exemplos, onde no primeiro a carga total é de aproximadamente 7 MVA 

e no segundo com carga total de 50% de acréscimo nas cargas anteriores, aproximadamente 

10 MVA. 

Na Tabela 3.6 são apresentadas as médias das diferenças absolutas com relação à so-

lução exata do fluxo de carga, para cada modelo simplificado e o número de vezes em que 

esta média foi superior a 0,5% em cada simulação. 

 

Tabela 3.6 – Diferenças para rede de 11 barras alternativa. 
Modelo simplificado 

Desvio de tensão médio (%) 
1 2 

Execução 7 MVA 
Média 0,60 0,49 

Menor valor 0 0 
Maior valor 0,88 0,73 

Maior que 0,5% 6 5 
Execução 10 MVA 

Média 0,55 0,40 
Menor valor 0 0 
Maior valor 0,86 0,70 

Maior que 0,5% 7 4 

 

Os resultados obtidos pelo modelo 2 são um pouco melhores do que os obtidos pelo 

modelo 1, porém ambos os casos apresentaram bons resultados. Mesmo com os incrementos 

de carga na rede alternativa, os desvios de tensão sempre estiveram menores que 1% e foram 

considerados satisfatórios. 

Como o objetivo deste trabalho é validar o modelo de planejamento da expansão do 

sistema de distribuição de energia elétrica, e não os modelos de rede existentes, optou-se por 
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utilizar o Modelo Simplificado 1 para obtenção das tensões nodais, pois este apresentou resul-

tados compatíveis com o esperado e é de fácil implementação. Sendo desejada a utilização do 

Modelo Simplificado 2, o coeficiente K pode ser diretamente incorporado nos valores das im-

pedâncias da rede, no ato da construção do modelo de otimização. 

3.6 Construção do modelo de otimização 
A primeira etapa para o processo de otimização é a construção do arquivo que servirá 

como entrada de dados, para os solvers de otimização. O formato escolhido para descrição do 

modelo de otimização foi o MPS16, por ser aceito por quase todos solvers de otimização exis-

tentes. Entretanto, o formato MPS é de difícil edição manual em problemas com esta comple-

xidade, conforme também pode ser visto no Anexo C. Dessa forma, foi desenvolvido um mó-

dulo especifico para automatizar o processo de construção do modelo de otimização, a partir 

das informações topológicas da rede, carregadas a partir de um arquivo estruturado, mostrado 

no Anexo D. 

Com os dados do problema carregados na memória do computador, o problema de o-

timização é descrito em suas variáveis, restrições e função objetivo por intermédio dos co-

mandos disponíveis no pacote de otimização GLPK. Este processo poderia ser feito com o 

Xpress-MP ou com diversos outros pacotes de otimização, que permitem exportar arquivos no 

formato MPS. Porém, tendo em vista que o GLPK se mostrou confiável e como o processo de 

construção do modelo não é um processo demorado, optou-se por utilizá-lo, visto que é um 

pacote freeware e tem apresentado boa continuidade de manutenção e atualizações. 

Após construído o modelo de otimização no formato MPS, a solução pode ser obtida 

por intermédio de diversas formas: (a) utilização local de um solver desenvolvido para solu-

ção de um PIM qualquer, tais como, Xpress-MP, GLPK, CPLEX; (b) utilização de algum ser-

viço na internet que disponibilize solvers de otimização, tais como o NEOS; e (c) desenvol-

vimento de um solver específico para o problema, como descrito no capítulo a seguir. Durante 

o desenvolvimento deste trabalho, foram utilizadas as três alternativas anteriores. 

 

                                                 
16 MPS (Mathematical Programming System) é um formato de arquivo padrão para apresentação e manipulação de proble-
mas lineares (PL) e problemas inteiros mistos (PIM). 
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4 Algoritmo branch-and-bound 

Problemas de Programação Inteira (PI) são casos particulares de problemas de otimi-

zação, nos quais as variáveis apenas podem assumir valores inteiros; problemas de Programa-

ção Inteira Mista (PIM) são também casos particulares, nos quais apenas parte das variáveis 

está restrita a valores inteiros. Um subconjunto deste tipo de problema acontece quando suas 

variáveis estão restritas a apenas dois valores (zero e um), constituindo a programação binária 

ou programação zero-um. O modelo de otimização empregado neste trabalho é do tipo Pro-

gramação Inteira Mista, no qual parte das variáveis assume valores binários (0 significa não 

utilizar ou não investir e 1 significa utilizar ou investir) e parte assume valores contínuos. 

Os problemas de otimização com variáveis inteiras, também, podem ser lineares ou 

não-lineares, dependendo das expressões da sua função objetivo e de suas restrições. Porém, 

em geral, os termos PI e PIM estão quase sempre associados a problemas de características 

lineares. 

Considerando-se apenas os problemas com restrições e funções objetivos lineares, e-

xistem importantes diferenças entre a Programação Inteira e Inteira Mista em relação à Pro-

gramação Linear (PL): 

• PL – Existem condições necessárias e suficientes de otimalidade teoricamente prova-

das que podem ser utilizadas para testar eficientemente se uma dada solução viável é 

uma solução ótima. Estas condições são utilizadas para desenvolver métodos algébri-

cos tais como o método simplex. 

• PI e PIM – Não existem condições de otimalidade conhecidas para testar se uma solu-

ção viável dada é ótima, sendo necessário realizar a comparação implícita ou explícita 

de todas as soluções viáveis do problema. 

A PI e a PIM apresentam um número muito grande de abordagens, normalmente espe-

cializadas de acordo com a sua aplicação. Podemos dividir estas abordagens em duas grandes 

famílias, com características distintas: 

• Otimização Clássica – para problemas convexos têm-se a garantia de que a so-

lução obtida é ótima. Nesta família encontram-se os métodos de enumeração, 

tais como o algoritmo de enumeração zero-um (BALAS, 1965) e o algoritmo 
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de branch-and-bound (GEOFFRION e MARSTEN, 1972), adotado neste tra-

balho. 

• Otimização Heurística – permite obter bons resultados para problemas nos 

quais os métodos de otimização clássica podem falhar (muitas variáveis intei-

ras ou restrições muito complexas), porém não existe nenhuma garantia de o-

timalidade. Como exemplos podem-se citar os algoritmos genéticos e busca 

tabu. 

4.1 Fundamentos do algoritmo branch-and-
bound 

 
O algoritmo branch-and-bound (GEOFFRION e MARSTEN, 1972) é uma técnica 

enumerativa, cuja estrutura de resolução se baseia na construção de uma árvore, na qual os 

nós representam os problemas candidatos e os ramos representam as novas restrições que de-

vem ser consideradas. Por meio desta árvore, todas as soluções inteiras da região viável do 

problema são enumeradas de maneira explícita ou implícita garantindo que todas as soluções 

ótimas serão encontradas. 

A estrutura geral possui três elementos fundamentais, separação, relaxação e sonda-

gem. O interesse na separação é utilizar a tática de “dividir para conquistar” a fim de resolver 

o problema ( )P . Enquanto a solução de ( )P  não é possível, o mesmo é separado em dois ou 

mais subproblemas descendentes, gerando uma lista de problemas candidatos ( )PC . A seguir, 

seleciona-se um dos candidatos dessa lista e tenta-se resolvê-lo. Se a solução não é possível o 

problema é novamente separado e seus descendentes são adicionados à lista dos candidatos; 

caso contrário, o problema é resolvido e uma nova solução é obtida. O valor da função objeti-

vo dessa nova solução é então comparado com o valor da solução incumbente, que é a melhor 

solução viável conhecida até o momento. Caso a nova solução seja melhor do que a solução 

incumbente, ela se torna a nova incumbente. A seguir, retorna-se a lista e seleciona-se o pró-

ximo candidato. Este procedimento é repetido até que a lista esteja vazia, sendo que a solução 

do problema é assumida como a solução incumbente final. 

A forma usual de separação de um problema de programação inteira é através de res-

trições contraditórias em uma única variável inteira (variável de separação ou de ramificação). 

Assim, a partir do problema original, denominado nó zero origina-se dois novos subproble-

mas descendentes, que são mais fáceis de resolver que o inicial, já que foi acrescentada uma 
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restrição na variável de separação. A cada nó gerado se associa um subproblema candidato e 

cada ramo indica o acréscimo de uma restrição relacionada com a variável empregada na se-

paração. Portanto, à medida que se desce na árvore, a região viável dos descendentes gerados 

vai ficando cada vez mais restrita. 

Entre as formas possíveis de relaxação, a mais comum é a eliminação das restrições de 

integralidade das variáveis inteiras, o que transforma o problema inteiro misto em um pro-

blema linear. Em um primeiro momento, através da relaxação, supõe-se que as variáveis ori-

ginalmente inteiras possam assumir valores fracionários e resolve-se o problema de PL resul-

tante. A solução ótima obtida, geralmente apresenta diversas variáveis cujo valor não é intei-

ro. Dentre estas, deve-se selecionar uma para separação. As técnicas utilizadas neste trabalho 

para a escolha da variável de separação serão apresentadas a seguir. 

Após realizada a separação e a inclusão dos novos descendentes na lista dos subpro-

blemas candidatos, é necessário selecionar entre estes candidatos armazenados, qual será o 

próximo a ser examinado, e, se necessário, sucessivamente separado até que a solução do pro-

blema linear seja inteira, infactível ou pior do que a incumbente, significando que o subpro-

blema candidato pode ser removido da lista (sondado), não gerando mais nenhum descenden-

te. Este procedimento se repete até que a lista de subproblemas candidatos esteja vazia. 

4.2 Algoritmo geral 
Considere o PIM (P) cuja forma geral é dada por: 

min xcz T=  (4.1) 

(P) 
s.a bAx≤  

kx  inteiro Ik ∈∀  

kx  real Jk ∈∀  

(4.2) 

 

onde I é o conjunto das variáveis inteiras e J é o conjunto das variáveis contínuas. O algorit-

mo de branch-and-bound para resolver (P) apresenta os seguintes passos: 

 

1. Inicialização: fazer 0=n , definir a incumbente inicial e inicializar a lista dos 

subproblemas candidatos com o problema original )(P . 

2. Teste de convergência: estando à lista dos candidatos vazia, entende-se que o 

processo terminou e a solução incumbente atual é a solução ótima do proble-

ma; caso contrário prossiga. 
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3. Seleção do candidato: dentre os subproblemas candidatos ainda não sonda-

dos, escolher qual será o próximo a ser examinado, usando uma das estratégias 

propostas, e retirá-lo da lista. Resolver o problema de PL relativo ao problema 

selecionado relaxado )( k
RPC  e armazenar a solução ótima como limitante infe-

rior para todos os seus descendentes, )(*
inf

k
R

k PCzz = . 

4. Testes de sondagem: o subproblema )( kPC  pode ser sondado se satisfizer 

uma das seguintes condições:  

a. se )( k
RPC  não tem solução factível. 

b. se *
inf zzk > , onde *z  é o valor da incumbente atual. 

c. se a solução ótima de )( k
RPC  é inteira e factível em )( kPC . Neste caso, 

se o valor do ótimo é menor do que o da incumbente, então kzz inf
* = e 

deve-se aplicar o teste (b) para todos os subproblemas candidatos ainda 

não sondados. 

Se o subproblema candidato )( kPC  foi sondado, então retornar para o Passo 2. 

5. Separação: a partir dos subproblemas )( kPC , selecionar uma variável para 

separação, dentre aquelas que são inteiras e ainda apresentam valor contínuo 

usando uma das estratégias propostas. Para a variável escolhida jx , cujo valor 

atual é *
jx , gerar dois novos subproblemas descendentes e adicioná-los à lista 

de candidatos. Os novos subproblemas são gerados acrescentando-se à )( kPC  

as seguintes restrições: 

[ ]*1 :)( jj
n xxPC ≤+  (4.1) 

[ ] 1:)( *2 +≥+
jj

n xxPC  (4.2) 

onde [ ]*
jx  é o maior inteiro de *jx . Fazer 2+= nn  e retornar para o Passo 3. 

 

A eficiência deste algoritmo está diretamente relacionada com os métodos de seleção 

do próximo subproblema candidato a ser examinado (Passo 3) e da variável de separação 

(Passo 5). Além disto, a existência de uma boa incumbente inicial aumenta a eficácia do teste 

de sondagem (b) reduzindo, assim, o número de subproblemas candidatos que precisam ser 

examinados. 
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4.3 Seleção do subproblema candidato e da 
variável de separação 

Embora não exista uma técnica sistemática para determinar qual dos subproblemas 

candidatos conduz mais rápido à solução, algumas regras empíricas permitem identificar ca-

minhos atrativos. Podem-se citar alguns tipos de técnicas utilizadas, como a busca pela ordem 

de criação, por profundidade, pelo valor da solução relaxada, pelo valor da solução estimada, 

entre outras. Neste trabalho foram utilizadas quatro formas de seleção de variável de separa-

ção e dez formas de seleção do subproblema candidato. 

Uma técnica muito comum de selecionar o subproblema candidato é a regra LIFO 

(Last In, First Out), que produz uma busca em profundidade. Esta estratégia permite que o 

subproblema descendente seja resolvido a partir do problema anterior (pois estes diferem em 

apenas um limite de uma variável) e minimiza as necessidades de memória para armazenar as 

informações dos candidatos. A maneira como são realizadas estas seleções influencia direta-

mente o número de nós que precisam ser examinados, determinando, portanto, o esforço 

computacional necessário. 

Por outro lado, existem métodos que utilizam estimativas do valor da função objetivo 

e selecionam, dentre todos os candidatos, o subproblema mais promissor. Esta regra minimiza 

o total de problemas a serem examinados, mas simultaneamente aumenta drasticamente a ne-

cessidade de memória e faz com que os problemas de PL consecutivos não apresentem o 

mesmo grau de semelhança existente na busca em profundidade. Uma forma de determinar 

uma estimativa j
estz  para os problemas candidatos emprega os denominados pseudocustos, e é 

dada por (GAUTHIER e RIBIÈRE, 1977): 

[ ]∑
∈

+− −+=
Ii

j
ii

j
ii

jj
est fPfPzz )1(,mininf  (4.3) 

onde jzinf  é o valor do limite inferior do candidato )( JPC , I é o conjunto das variáveis inteiras 

do problema )(P , −
iP  e +

iP são os pseudocustos, respectivamente, para a redução e aumento 

da variável i  e [ ]j
i

j
i

j
i xxf −=  é a parte fracionária de jix . 

Uma forma intermediária ou adaptativa de implementar a seleção do candidato é fazê-

la pela melhor estimativa até que o número de candidatos atinja um determinado limite pré-

estabelecido. Quando este limite é ultrapassado, implementa-se a busca em profundidade até 

que volte a existir espaço suficiente para a armazenagem dos novos candidatos (memória 

computacional) e possa ser realizada a seleção pela melhor estimativa. Uma melhoria adicio-
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nal pode ainda ser introduzida nesse processo quando são resolvidos sucessivos problemas 

semelhantes. Em vez de se calcular explicitamente o pseudocusto ou inicializá-lo com o coe-

ficiente de custo da função objetivo, pode-se adotar como valor inicial o valor médio final ob-

tido na resolução do problema anterior. Desse modo, desde o início do processo seria utiliza-

do um valor bastante representativo que corresponderia à média dos valores observados na 

árvore que foi percorrida para resolver o problema anterior. 

4.3.1 Determinação dos pseudocustos  

 
Os pseudocustos de uma variável inteira ix  são dados pela taxa de degradação do va-

lor ótimo obtido para o problema relaxado por unidade de variação desta variável quando a 

mesma é reduzida ou aumentada: 
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onde j
LPz  é valor o ótimo do problema relaxado j , −j

LPz e +j
LPz  são os valores ótimos dos pro-

blemas descendentes de j , relativos respectivamente à redução e ao aumento de ix . Assim, 

para o cálculo dos pseudocustos de cada variável inteira é necessário a resolução de dois pro-

blemas de PL. Para evitar este esforço computacional, podem-se utilizar valores aproximados 

obtidos da maneira descrita a seguir. 

Antes do início do processo de separação e sondagem os pseudocustos das variáveis 

com valor fracionário são calculados explicitamente ou, simplesmente, inicializados com os 

próprios coeficientes da função objetivo. Após cada separação, o respectivo pseudocusto (au-

mento ou redução) é atualizado. 

O principal inconveniente do uso da estimativa da expressão (4.3) é a necessidade de 

se resolver problemas de PL para todos os problemas candidatos e armazenar as informações 

obtidas, para facilitar a solução de seus futuros descendentes. Para cada separação, são resol-

vidos dois problemas de PL e determinadas as estimativas dos novos descendentes, para se 

determinar então entre todas as estimativas, qual a mais promissora. Assim, além de um gran-

de requisito de armazenagem, parte dos problemas de PL acaba sendo inútil, pois quando se 

atualiza o valor da incumbente, muitos dos candidatos previamente estimados são sondados. 

Uma alternativa para a expressão (4.3) é determinar a estimativa dos descendentes a partir da 



 

 

46 

solução do problema de PL do seu nó antecedente, conforme mostra a Figura 4.1 (HAFFNER, 

2000). 

Descendentes

1+n 2+n

j Antecedente

[ ]*
jj xx ≤

*x

jzinf

[ ] 1* +≥ jj xx

1+n
estz 2+n

estz

 
Figura 4.1 – Determinação das estimativas dos descendentes. 

 

Dessa maneira, as estimativas dos nós descendentes de j (nós 1+n  e 2+n ) seriam ob-

tidas a partir da solução do PL do nó j e dadas, respectivamente pelas seguintes expressões: 
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Estas expressões apenas diferem na parte relativa à variável i, utilizada para a separa-

ção do problema j. Embora a qualidade dessas estimativas sejam inferiores às obtidas com a 

expressão (4.3), a simplificação que ela proporciona geralmente a torna bastante atrativa e 

compensadora. 

 

4.3.2 Seleção da variável de separação 

Quando a solução do problema candidato relaxado )( J
RPC  apresenta diversas variáveis 

inteiras com valor contínuo, deve-se selecionar uma delas para ser utilizada na separação. A 

escolha de uma variável inadequada implica a avaliação de inúmeros subproblemas descen-

dentes que poderiam ser eliminados através da sondagem de seus antecedentes. Novamente, 

não existe uma técnica sistemática que permita identificar a variável ótima de separação, mas 

existem regras empíricas que indicam quais variáveis são mais atrativas. Se a opção for a 

simplicidade, pode-se realizar a separação a partir de uma ordem pré-determinada em função 

dos coeficientes da função objetivo (do maior custo para o menor no problema de planeja-
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mento de sistemas de transmissão ou distribuição de energia elétrica) ou do conhecimento das 

características específicas do problema. Uma alternativa mais elaborada baseia-se na busca da 

variável que apresenta o maior valor para a estimativa do aumento da função objetivo, que 

pode ser obtida a partir de uma das seguintes técnicas: 

 

[MAX MAX]: escolhe-se sempre a variável que provoca a maior degradação na função obje-

tivo visando obter rapidamente um subproblema descendente que possa ser sondado. 

Para o subproblema candidato do nó k, a variável de separação j selecionada é tal que: 

{ ))}1(,(maxmax j
ii

j
ii fPfP −+−  

 

[MAX MIN]: escolhe-se a variável cuja menor variação provocada é máxima. Assim, assegu-

ra-se que ambos os descendentes contribuirão para a sondagem deste subproblema. 

Para o subproblema candidato do nó k, a variável de separação j selecionada é tal que: 

{ ))}1(,(minmax j
ii

j
ii fPfP −+−  

 

[MIN MAX]: escolhe-se a variável cuja maior variação provocada é mínima. Da mesma for-

ma, ambos os descendentes contribuirão para a sondagem deste subproblema. Para o 

subproblema candidato do nó k, a variável de separação j selecionada é tal que: 

{ ))}1(,(maxmin j
ii

j
ii fPfP −+−  

 

[MIN MIN]: escolhe-se sempre a variável que provoca a menor degradação na função objeti-

vo visando obter rapidamente uma resposta viável mais rapidamente. Este é um méto-

do mais conservativo. Para o subproblema candidato do nó k, a variável de separação j 

selecionada é tal que: 

{ ))}1(,(minmin j
ii

j
ii fPfP −+−  

 

Outra questão envolvendo a seleção de variáveis utilizada neste trabalho é a possibili-

dade de se fazer separação de variável com valor inteiro. Ocorre seguidamente na execução de 

um algoritmo branch-and-bound de uma variável apresentar um valor inteiro prematuramen-

te, ou seja, sem que existam limites que imponham um valor inteiro único. Neste caso, segun-

do o Passo 5 do algoritmo branch-and-bound, esta variável não seria selecionada para separa-

ção e, caso as demais também fossem inteiras, a solução seria considerada inteira, não sendo 

avaliados os descendentes originados pela separação nesta variável. Isto impediria que fosse 
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garantida a obtenção de todas as soluções alternativas do problema. Com a separação nas va-

riáveis com valor inteiro que possuam grau de mobilidade, ou seja, possuam limite inferior 

menor que seu limite superior, tem-se a garantia de que todas as variáveis inteiras envolvidas 

no problema sejam avaliadas de maneira implícita ou explícita, esgotando todas as possibili-

dades possíveis de separação e permitindo assim que todas as soluções alternativas do pro-

blema sejam encontradas. 

4.4 Implementação computacional 
O módulo de solução dos problemas de otimização também foi desenvolvido em C++ 

e conta com quatro alternativas: (a) utilizando o algoritmo apresentado neste capítulo, com os 

problemas de PL resolvidos com o Xpress-MP; (b) utilizando o algoritmo apresentado neste 

capítulo, com os problemas de PL resolvidos com o GLPK; (c) diretamente por intermédio do 

solver de PIM do XPress-MP; e (d) diretamente por intermédio do solver de PIM do GLPK. 

Para as duas primeiras alternativas, o algoritmo desenvolvido usa a mesma lógica de progra-

mação, sendo a diferença de desempenho devido à estratégia e a velocidade de processamento 

de cada um dos solvers de PL. As duas últimas alternativas utilizam programas desenvolvidos 

por outros desenvolvedores, sendo utilizados para validação dos resultados e comparação de 

desempenho. No sistema desenvolvido que é utilizado nas opções (a) e (b) anteriores, é possí-

vel fazer a configuração de diversos parâmetros envolvidos no processo de otimização, tais 

como: 

 

• tamanho máximo da árvore de branch-and-bound; 

• valores de tolerâncias para inteiros e tolerância para igualdade; 

• critério de seleção da variável de separação; 

• critério de seleção de nó; 

• profundidade mínima de abertura de árvore17; 

• percentual de ocupação do espaço disponível na árvore para troca de critério de ordenação 

dos nós ativos a fim de se preservar a integridade computacional (memória disponível); 

• possibilidade de se fazer separação em variáveis inteiras. 

 

                                                 
17

 Antes de adotar a estratégia de seleção do nó candidato definida, o programa irá abrir a árvore em largura, até que todos os 
nós ativos tenham profundidade igual à mínima escolhida na configuração. 
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A estrutura de dados precisa armazenar todas as informações que caracterizam cada 

subproblema candidato (nó ativo) e que são indispensáveis para o processo de solução bran-

ch-and-bound. As informações são associadas a cada um dos nós da árvore de solução sendo 

divididas em dois grupos: 

 

• nós ativos – informações dos subproblemas candidatos; 

• nós da árvore – informações dos nós antecessores que foram separados (através da inclu-

são de uma nova restrição contraditória) para geração dos nós ativos. 

 

Neste trabalho, cada nó armazena apenas as informações referentes à última separa-

ção; as demais permanecem associadas aos nós da árvore evitando-se assim redundância de 

informação. Os dados armazenados para cada nó são os seguintes: 

 

• número do nó; 

• ponteiro para o nó anterior; 

• profundidade; 

• número de descendentes ativos; 

• variável de separação; 

• valor da variável de separação. 

• tipo do limite (igualdade, maior que, menor que); 

• solução relaxada do PL; 

• solução estimada utilizando pseudocustos; 

• solução estimada ponderada com a profundidade por intermédio de uma expressão 

( xj
est pz , onde x  é um número positivo); 

• ponteiros para os nós anteriores segundo cada critério de ordenação; e  

• ponteiros para os nós posteriores segundo cada critério de ordenação. 

 

Os subproblemas candidatos, ao serem gerados, são inseridos ordenadamente nas lis-

tas dos nós ativos, seguindo todos os critérios de ordenação simultaneamente, pois são manti-

das diversas listas ordenadas, uma para cada critério. As possibilidades de ordenação dos nós 

ativos, disponíveis no programa desenvolvido são as seguintes: 
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• número do nó (ordem de criação dos subproblemas candidatos, que corresponde a regra 

LIFO, Last In First Out); 

• profundidade do nó na árvore; 

• solução relaxada do nó (valor do PL); 

• solução estimada do nó (utilizando os pseudocustos); e 

• solução estimada ponderada com a profundidade (dando maior peso aos nós mais profun-

dos da árvore). 

 

Como todas as listas são duplamente encadeadas é possível selecionar o nó que apre-

senta qualquer um dos valores extremos (mínimo ou máximo, segundo cada um dos critérios) 

de forma direta. Além disto, como todas as listas são simultaneamente atualizadas é possível 

trocar de critério de seleção durante o processo de solução, sem necessidade de realizar reor-

denações, que apresentam elevado custo computacional. 

Quando um nó candidato é sondado (satisfazendo a algum dos critérios definidos no 

Passo 4 do algoritmo apresentado na Seção 4.2), deve ser eliminado da lista dos nós ativos, 

juntamente com todos os seus antecessores que não apresentarem descendentes ativos, de 

forma recursiva, a partir do nó que foi sondado em direção ao nó de origem da árvore. 

A Figura 4.2 apresenta uma árvore branch-and-bound intermediária na solução de um 

determinado problema de minimização na qual existem quatro nós da árvore (nós 0, 1, 2 e 3), 

um nó sondado (nó 6) e quatro nós ativos (nós 4, 5, 7 e 8). Durante a etapa de solução, que 

corresponde à árvore da Figura 4.2, as informações de todos os nós ativos e da árvore estarão 

armazenadas em uma mesma estrutura. O nó 6 que já foi sondado tem seu endereço transferi-

do para o espaço disponível para armazenamento dos novos nós. Em outra estrutura são arma-

zenados apenas os nós ativos, ordenados segundo os diferentes critérios considerados. 
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Figura 4.2 – Árvore branch-and-bound intermediária. 

 
 

Considerando a estrutura de dados utilizada e os critérios de ordenação de nós e de se-

leção de variável de separação, apresenta-se o algoritmo branch-and-bound implementado 

conforme os fluxogramas das Figuras 4.3 e 4.4. 
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Figura 4.3 – Algoritmo branch-and-bound – Parte 1. 
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Figura 4.4 – Algoritmo branch-and-bound – Parte 2. 

 

Na leitura do arquivo MPS (Figura 4.3, bloco Entrada do Arquivo de Dados em For-

mato MPS) é necessário identificar todas as variáveis inteiras e armazená-las em um vetor 

dinâmico, criado conforme o número destas variáveis inteiras, onde cada posição deste vetor 

possui o índice original de cada variável. 

No processo de solução são utilizadas duas classes auxiliares: “caso base” e “pseudo-

custo” (Figura 4.3, bloco Criação Dinâmica do Caso Base e Pseudo-Custo). A classe caso ba-

se contém o problema de otimização correspondente ao nó inicial (nó zero) e possui os dados 
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originais tais como os limites inferiores e superiores originais das variáveis. A classe pseudo-

custo contém uma heurística para auxiliar o algoritmo branch-and-bound a separar a variável 

mais promissora e também a calcular a solução estimada a partir da solução relaxada do nó 

antecessor. Nela são armazenados os pseudocustos para diminuir e para aumentar uma variá-

vel. Estes pseudocustos são constantemente atualizados ao longo do processo de solução. 

O processo de separação e sondagem inicia com a relaxação do problema (transforma-

ção de todas as variáveis inteiras em contínuas) e solução do primeiro candidato que corres-

ponde ao problema de PL do nó inicial (Figura 4.3, bloco Relaxação do Problema e Resolução 

do Primeiro PL). Caso o problema inicial seja infactível, o processo é encerrado, pois o pro-

blema inteiro misto também não terá solução. Existindo solução para o problema de PL inici-

al, o algoritmo chama a rotina que escolhe a variável de separação mais promissora, conforme 

o critério de separação selecionado. Caso não exista variável de separação (no caso da respos-

ta do primeiro PL ser inteira), busca-se realizar a separação em alguma variável com valor 

inteiro, na busca de soluções alternativas. 

A seguir, o algoritmo faz a inicialização da árvore de branch-and-bound e a criação 

dos primeiros nós (Figura 4.3, bloco Gera Dois Nós Iniciais). O algoritmo realiza também o 

cálculo do custo estimado para o PL dos dois nós iniciais. Estes nós são adicionados ordena-

damente, na lista dos ativos, conforme o critério de separação escolhido e passam a ser os nós 

1 e 2 da classe árvore. Na seqüência, inicia-se a rotina branch-and-bound (Figura 4.3, bloco 

Inicia Branch-and-Bound). 

Dentro da rotina de branch-and-bound cria-se outra classe do tamanho das variáveis 

inteiras, contendo os limites originais de cada variável. Cria-se também uma lista cíclica de 

soluções conforme um tamanho selecionado previamente nas configurações iniciais, e nesta 

lista estarão todas as soluções encontradas pelo algoritmo, na ordem em que estas foram en-

contradas. A partir disso é criado um laço que será executado até que não exista nenhum nó 

na lista dos nós ativos, dentro da classe árvore.  

Recupera-se agora da lista dos nós ativos, o primeiro nó, considerado mais promissor 

(seguindo o critério de ordenação escolhido pelo usuário). A seguir, chama-se uma rotina 

chamada Determina Limites (Figura 4.4, bloco Recupera Nó Ativo e Determina Limites). Esta 

rotina recupera os limites de todas as variáveis separadas até então.  

O próximo passo do algoritmo é calcular o problema de PL do nó candidato (Figura 

4.4, bloco Resolve PL). Caso este seja infactível, o nó é removido das listas dos nós ativos e 

da árvore, recursivamente e o algoritmo volta a verificar se existem nós nas listas dos nós ati-
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vos, para prosseguir. Se for factível, segue sendo avaliado, onde é feita uma atualização dos 

pseudocustos. 

Por fim, é verificado se a solução relaxada do problema de PL é maior que o valor de 

corte definido nas configurações iniciais e ou se o valor dessa solução relaxada é maior que o 

valor da solução incumbente, caso esta existir. Assim: 

• Em caso positivo, o nó é sondado recursivamente e o algoritmo volta à verificação da pre-

sença de nós na lista dos ativos. 

• Em caso negativo, é necessário verificar a possibilidade de separação de sua variável mais 

promissora, onde se tem duas situações: 

o Existindo uma variável possível de separação, são criados dois descendentes a par-

tir dela e é calculado o valor estimado para os seus problemas de PL. Os descen-

dentes são inseridos ordenadamente nas listas dos nós ativos. São feitas verifica-

ções de controle do tamanho da árvore. Caso exista violação dos limites estabele-

cidos na configuração, o programa automaticamente passa a processar os nós inse-

ridos nas listas conforme outros critérios, visando à integridade da árvore e da 

memória do computador, mesmo que aparentemente não seja a escolha mais pro-

missora, do ponto de vista escolhido pelo usuário. O nó candidato é removido das 

listas dos ativos e o algoritmo volta à verificação de nós nas listas dos ativos. 

o Não existindo nenhuma variável de separação para o nó candidato, tem-se uma so-

lução inteira. Esta solução é armazenada na lista de soluções. A seguir, é verifica-

da se esta é melhor ou igual à incumbente atual. Se for melhor, é armazenado o va-

lor da nova incumbente e é feita a atualização do número de incumbentes para o 

valor unitário. Se ela for igual à incumbente, é apenas incrementado o número de 

incumbentes. O nó candidato é removido das listas dos ativos, e são removidos re-

cursivamente todos os nós da classe árvore com solução pior que a encontrada e o 

algoritmo retorna a verificação de nós nas listas dos ativos. 

 

O próximo capítulo é destinado à apresentação, avaliação e comparação de resultados 

entre diferentes solvers testados, como o desenvolvido neste trabalho, e outros solvers genéri-

cos para resolução de PIM. 
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5 Testes e resultados 

Para validação do modelo matemático apresentado no Capítulo 3, foi utilizada uma 

rede de distribuição fictícia detalhada a seguir. São analisadas cinco situações: 

(a) planejamento estágio-a-estágio sem geração distribuída; (b) planejamento multi-estágio 

sem geração distribuída; (c) planejamento multi-estágio com geração distribuída; (d) planeja-

mento multi-estágio com geração distribuída e restrição de investimento; e (e) planejamento 

multi-estágio com geração distribuída considerando três níveis de carregamento. Além dos 

testes relacionados com o modelo de otimização, foi realizada uma comparação dos resultados 

obtidos pelos diferentes solvers utilizados neste trabalho, tanto do ponto de vista de desempe-

nho quanto dos resultados obtidos. 

5.1 Rede de 18 barras 
A rede utilizada como exemplo neste trabalho é uma rede trifásica fictícia formada por 

18 nós (2 subestações e 16 nós de demanda) e 24 ramos, operando em 13,8 kV. A topologia 

desta rede é mostrada na Figura 5.1, na qual os retângulos representam as subestações; os cír-

culos representam os nós onde a demanda é concentrada. Os ramos indicados com traço con-

tínuo representam a rede inicial, sendo que os ramos indicados com traço simples fazem parte 

da rede fixa e os ramos indicados com traço duplo são candidatos à substituição. Os ramos 

indicados com traço pontilhado representam os candidatos à adição (não pertencendo à rede 

inicial). Os valores de base para a rede são 1 MVA e 13,8 kV. 
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Figura 5.1 – Diagrama da rede de 18 barras. 

 

A Tabela 5.1 apresenta a demanda nodal para os três estágios considerados no hori-

zonte de planejamento. Cada estágio possui três níveis de carregamento, descrevendo uma 

típica curva de carga diária. O nível de carregamento 1 (NC1) representa a parte de um dia 

típico com maior demanda (horário de ponta); o nível de carregamento 2 (NC2) representa a 

demanda da maior parte do dia; e o nível de carregamento 3 (NC3) representa o período com 

menor demanda. As capacidades máximas das subestações existentes nos nós 17 e 18 são de 

12 MVA para o estágio 1 e 24 MVA para os estágios 2 e 3. 

 

Tabela 5.1 – Dados dos nós da rede de 18 barras. 
d [MVA] 

Estágio 1 Estágio 2 Estágio 3 
Nó 
# 

NC1 NC2 NC3 NC1 NC2 NC3 NC1 NC2 NC3 
1 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
2 — — — 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
3 — — — 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
4 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
5 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
6 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
7 — — — 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
8 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
9 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 2,4 1,2 0,48 
10 — — — 1,2 2,4 0,48 2,4 3,6 1,2 
11 1,2 0,72 0,24 1,2 2,4 0,48 2,4 3,6 1,2 
12 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 
13 1,2 0,72 0,24 1,2 2,4 0,48 2,4 3,6 1,2 
14 — — — 1,2 0,72 0,24 2,4 1,2 0,48 
15 — — — 1,2 0,72 0,24 2,4 1,2 0,48 
16 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 1,2 0,72 0,24 

Horas por dia 3 13 8 3 13 8 3 13 8 

 

Os dados dos ramos encontram-se na Tabela 5.2, sendo apresentadas nas colunas as 

capacidades e impedâncias dos ramos da rede inicial e as capacidades, impedâncias e custos 

das alternativas de substituição e adição. O custo anual de operação e manutenção 
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),,( AK
k

RJ
j

FI
i OOO  foi considerado igual a 1 para todos os ramos; o custo da energia não suprida 

)( D
mC  foi considerado igual a 6102,4 ×  $/MVA  para todos os nós de demanda. O horizonte de 

planejamento é de quatro anos, dividido em três estágios, sendo os dois primeiros estágios 

com duração de um ano e o terceiro estágio com duração de dois anos. A taxa de juros adota-

da foi de 10% ao ano, sendo os fatores de conversão dos custos de investimento e operação 

dados por: 111 == operinv δδ , 9091,022 == operinv δδ , 8264,03 =invδ  e 5778,13 =operδ . Os limites de 

tensão são VV 13110min =  e VV 14490max = . 

O problema de otimização tem 58 variáveis binárias de investimento (2 opções de ca-

bo para os 5 ramos da rede candidata a substituição; 3 opções de cabo para os 16 ramos da 

rede candidata a adição) e 66 variáveis de utilização (1 opção para os 3 ramos da rede pré-

existente; o cabo inicial mais 2 opções para os 16 ramos da rede candidata a substituição; 3 

opções de cabo para os 16 ramos da rede candidata a adição), totalizando 124 variáveis biná-

rias para cada estágio. 

São analisadas cinco situações para se avaliar o modelo: (a) planejamento estágio-a-

estágio sem geração distribuída; (b) planejamento multi-estágio sem geração distribuída; (c) 

planejamento multi-estágio com geração distribuída; (d) planejamento multi-estágio com ge-

ração distribuída e restrição de investimento; e (e) planejamento multi-estágio com geração 

distribuída considerando três níveis de carregamento. Para as quatro situações iniciais (a) até 

(d), são considerados para o planejamento os valores máximos de carga escritos em negrito na 

Tabela 5.1. 
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Tabela 5.2 – Dados dos ramos da rede de 18 barras. 
Nó Inicial Opção 1 Opção 2 Opção 3 

de para maxf  [A]  Z [Ω] 1
maxf  [A] 1Z  [Ω] 1C  [$] 2

maxf  [A]  2Z  [Ω] 2C  [$] 3
maxf  [A]  3Z  [Ω] 3C  [$] 

Rede Fixa 
1 2 250 1,0 — — — — — — — — — 
2 3 250 1,0 — — — — — — — — — 
3 4 250 1,0 — — — — — — — — — 

Rede de Substituição 
1 5 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 38 — — — 
5 6 250 1,0 400 0,7 21 500 0,5 39 — — — 
5 17 250 1,0 400 0,7 18 500 0,5 36 — — — 
12 16 250 1,0 400 0,7 22 500 0,5 40 — — — 
12 18 250 1,0 400 0,7 19 500 0,5 37 — — — 

Rede de Adição 
4 8 — — 250 1,0 90 400 0,7 110 500 0,5 130 
5 10 — — 250 1,0 92 400 0,7 112 500 0,5 132 
6 7 — — 250 1,0 94 400 0,7 114 500 0,5 134 
7 8 — — 250 1,0 96 400 0,7 116 500 0,5 136 
7 18 — — 250 1,0 300 400 0,7 320 500 0,5 350 
8 12 — — 250 1,0 98 400 0,7 118 500 0,5 138 
9 10 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 140 
9 13 — — 250 1,0 102 400 0,7 122 500 0,5 142 
9 17 — — 250 1,0 305 400 0,7 325 500 0,5 355 
10 11 — — 250 1,0 104 400 0,7 124 500 0,5 144 
11 15 — — 250 1,0 106 400 0,7 126 500 0,5 146 
11 18 — — 250 1,0 310 400 0,7 330 500 0,5 360 
13 14 — — 250 1,0 108 400 0,7 128 500 0,5 148 
13 17 — — 250 1,0 315 400 0,7 335 500 0,5 365 
14 15 — — 250 1,0 110 400 0,7 130 500 0,5 150 
15 16 — — 250 1,0 112 400 0,7 132 500 0,5 152 

 

 

No Anexo D apresenta-se o arquivo estruturado com os dados das Tabelas 5.1 e 5.2 .  

5.2 Planejamento ano-a-ano 
Neste caso, realiza-se o planejamento de um estágio após o outro, utilizando como 

ponto de partida a solução encontrada na expansão do estágio anterior. Na Figura 5.2 apresen-

tam-se os investimentos selecionados (indicados nos respectivos ramos, pelas letras A1, para 

adição da opção 1, R2, para substituição pela opção 2), as tensões nodais nos finais dos ra-

mais, as injeções de corrente nas subestações e os custos de cada um dos estágios, correspon-

dendo a um custo total com valor presente de 1488,79. Para facilitar a comparação da solução 

do planejamento ano-a-ano com a solução do planejamento multi-estágio apresenta-se a solu-

ção deste ao lado, na Figura 5.3. 
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Figura 5.2 – Solução com expansão ano-a-ano: 
79,1488=C . 

Figura 5.3 – Solução com expansão multi-estágio: 
48,1162=C . 

 

Com o objetivo de reduzir o custo de expansão de cada estágio isoladamente, são rea-

lizados alguns investimentos nos estágios 1 e 2 que se tornam obsoletos nos estágios seguin-

tes: adição dos ramos 9-10, 10-11 e 14-15; substituição do ramo 5-17 pela opção 1. A influên-

cia dos limites de tensão pode ser verificada pela opção da alternativa de substituição R2 no 

ramo 12-16. Embora no estágio 3 o fluxo de corrente no ramo 12-16 seja de 300 A, não foi 
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utilizada a opção R1 (mais barata, mas com maior impedância), com capacidade para 400 A, 

para que a tensão do nó 11 não violasse seu limite inferior. 

5.3 Planejamento multi-estágio 
Neste caso, realiza-se o planejamento considerando todos os estágios simultaneamen-

te. A solução obtida e os custos de cada estágio são mostrados na Figura. 5.3, sendo o valor 

presente igual a 1162,48. Embora o investimento no estágio 1 seja maior que o obtido na ex-

pansão ano-a-ano da Figura 5.2, o custo total é cerca de 22% menor. A decisão pela instalação 

de um novo alimentador (ramo 9-17) é antecipada para o primeiro estágio e não são realizados 

investimentos que se tornam obsoletos, pois o planejamento é realizado com visão de longo 

prazo. 

5.4 Planejamento multi-estágio com geração 
distribuída 

Neste caso, realiza-se o planejamento considerando que existe capacidade de geração 

distribuída no nó 10, com um custo de 4,2 $/MVA  e capacidade disponível de 1,2 MVA, 

2,4 MVA e 7,2 MVA, respectivamente para os estágios 1, 2 e 3. A solução obtida e os custos 

de cada estágio são mostrados na Figura 5.4, cujo valor presente é igual a 1040,82. Embora no 

primeiro estágio a geração distribuída não tenha sido utilizada, nos estágios seguintes a utili-

zação da geração do nó 10 evitou a necessidade de instalação de um novo alimentador, como 

realizado nos casos anteriores. A demanda dos nós 9, 13 e 14 é distribuída entre os alimenta-

dores existentes e o custo total é reduzido em 10% com relação à solução da Figura. 5.3. No 

estágio 3 pode-se observar que a injeção da geração distribuída do nó 10, ajustada em 

6 MVA, foi determinada para que a tensão do nó 13 não viole o limite mínimo estabelecido 

de 13110 V. Observa-se ainda que o caminho constituído pelos nós 18-12-16-15 foi dimensi-

onado utilizando a opção por cabos de menor impedância (opção mais cara), para que a tensão 

do nó 11 atenda o limite mínimo no estágio 3. Para facilitar a comparação da solução do pla-

nejamento multi-estágio com GD sem restrição de investimento da solução com restrição a-

presenta-se a solução mais restrita ao lado, na Figura 5.5. 
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Figura 5.4 – Solução para expansão multi-estágio com 
geração distribuída: 82,1040=C . 

Figura 5.5 – Solução para expansão multi-estágio com 
geração distribuída e restrições de investimento: 

91,1075=C . 
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5.5 Planejamento multi-estágio com geração 
distribuída e restrição de investimento 

Neste caso, realiza-se o planejamento considerando que existe capacidade de geração 

distribuída no nó 10, com um custo de 4,2 $/MVA  e capacidade disponível de 1,2 MVA, 

2,4 MVA e 7,2 MVA, respectivamente para os estágios 1, 2 e 3. O investimento disponível 

em cada estágio está limitado a 600,00, inviabilizando a proposta de investimento do estágio 

1, da solução apresentada na Figura 5.4. A solução obtida e os custos de cada estágio são 

mostrados na Figura 5.5, cujo valor presente é igual a 1075,91. Observa-se que a injeção da 

geração distribuída do nó 10 foi utilizada apenas no estágio 3, com o valor máximo de 

7,2 MVA. Diferentemente da solução encontrada para o caso anterior (Figura. 5.4), o nó 11 

foi alimentado pela subestação do nó 17, pois o investimento necessário para a construção do 

caminho constituído pelos nós 16-15-11 (258) é significativamente maior que a opção pelo 

caminho 10-11 (104). Neste caso, a solução encontrada se aproveita do fato do nó 10 já ser 

utilizado para atender as demandas dos nós 9 e 13. 

5.6 Planejamento multi-estágio com geração 
distribuída considerando três níveis de 
carregamento 

Neste caso, cada estágio do horizonte de planejamento é substituído por três estágios 

simultâneos para se representar os níveis de carregamentos mostrados na Tabela 5.1. Como o 

caso descrito na Seção 5.3, o planejamento inclui capacidade de geração distribuída no nó 10 

com custo de 21 $/MVA  para o NC1 devido ao horário de ponta e 4,2 $/MVA  para NC2 e NC3. 

A solução obtida e os custos de todos os estágios são mostrados na Figura 5.6 e na Tabela 5.3, 

onde o valor presente do custo totaliza 940,76. Neste caso, a solução com menor custo foi ob-

tida, quando comparada a solução mostrada na Figura 5.4, onde somente as cargas do horário 

de ponta foram consideradas para cada estágio. Em uma situação real, os máximos carrega-

mentos nodais não ocorrem ao mesmo tempo, portanto não existe razão para se planejar a re-

de para satisfazer todas estas condições irreais de carregamento. Como mostrado na Tabe-

la 5.3, a capacidade de geração distribuída foi usada no segundo e terceiro estágios, o que re-

presenta as condições de maior carregamento em NC1 e NC2. 
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Tabela 5.3 – Injeções de potência e custos de operação para todos os estágios e níveis de carregamento (NC). 
Estágio/Nível de Carregamento 10g  [MVA] 17g  [MVA] 18g  [MVA] operc  [$] 

1/NC1 — 8,40 3,60 1,63 
1/NC2 — 5,04 2,16 7,04 
1/NC3 — 1,68 0,72 4,33 
2/NC1 1,20 12,00 6,00 5,00 
2/NC2 1,92 11,04 3,60 12,46 
2/NC3 — 3,36 1,20 5,00 
3/NC1 6,00 12,00 8,40 17,50 
3/NC2 6,52 10,50 4,56 22,87 
3/NC3 — 5,76 1,68 5,00 

 

Na Figura 5.6 (a), (b) e (c) têm-se detalhados os três estágios da solução obtida. Den-

tro de cada estágio estão representados os três diferentes níveis de carregamento, onde NC1 

corresponde ao nível de carregamento no horário de ponta (carga máxima), NC2 corresponde 

à carga demandada em período diurno (horário comercial) e NC3 corresponde ao horário da 

madrugada, onde existe menor demanda de carga. Os investimentos de recondutoramento ou 

ampliação da rede, para nível de representação, estão considerados como sendo feitos no está-

gio que representa o nível de carregamento máximo (NC1). A solução obtida e os custos de 

cada estágio são mostrados na Figura 5.6, cujo valor presente é igual a 940,76. Exatamente 

como no caso das Seções 5.4 e 5.5, a geração distribuída não foi utilizada no primeiro estágio, 

porém a utilização da geração do nó 10 nos estágios seguintes evitou a necessidade de instala-

ção de um novo alimentador. O custo total é reduzido em 9,7% com relação à solução da Fi-

gura. 5.4. No segundo nível de carregamento do terceiro estágio (linha 3/NC2 da Tabela 5.3), 

observa-se que a injeção da geração distribuída do nó 10, ajustada em 6,52 MVA, foi deter-

minada para que a tensão do nó 13 não viole o limite mínimo estabelecido de 13110 V, pois 

valores maiores implicariam em maior custo de operação e valores inferiores provocariam 

maior fluxo de corrente nos ramos e conseqüente queda de tensão. 

5.7 Avaliação dos resultados 
O modelo multi-estágio para o problema mostrado na Seção 5.3 tem 372 variáveis bi-

nárias (58 variáveis binárias de investimento e 66 variáveis binárias de operação, totalizando 

124 variáveis binárias por estágio), resultando em 372124124124 2222 =××  combinações. Com a 

introdução do conjunto de restrições lógicas das equações (3.22) a (3.33), o espaço de busca é 

drasticamente reduzido. Para avaliar o modo pela qual esta redução ocorre, será realizada a 

enumeração explícita das soluções viáveis associadas a cada tipo de variável binária de inves-

timento e de operação. Nas Tabelas 5.4, 5.5, e 5.6 apresentam-se as opções de investimento e 
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operação viáveis após a imposição das restrições (3.22), (3.23) e (3.28) a (3.33), para cada 

ramo da rede de 18 barras. 

Tabela 5.4 – Opções de operação para um ramo Fi Ω∈  da rede de 18 barras após a inclusão da restrição (3.28). 
Variáveis de operação FI

tiy ,
 

t=1 t=2 t=3 Opção 

F1 F1 F1 
1 0 0 0 
2 0 0 1 
3 0 1 0 
4 0 1 1 
5 1 0 0 
6 1 0 1 
7 1 1 0 
8 1 1 1 
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Tabela 5.5 – Opções de investimento e operação para um ramo Rj Ω∈  da rede de 18 barras após a inclusão das 

restrições (3.22), (3.29), (3.30) e (3.31). 
Variáveis de investimento RJ

tjx ,
 Variáveis de operação 0

,
R

tjy e RJ
tjy ,
 

t=1 t=2 t=3 t=1 t=2 t=3 Opção 

R1 R2 R1 R2 R1 R2 R0 R1 R2 R0 R1 R2 R0 R1 R2 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 
7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
8 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 
9 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
12 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
13 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 
14 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
15 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 
16 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
17 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
18 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
19 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
20 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
21 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 
22 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
23 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
24 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
25 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
26 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 
27 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
28 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 
29 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
30 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
31 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
32 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
33 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
34 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 
35 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
36 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
37 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 
38 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 
39 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
40 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 
41 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
42 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 
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Tabela 5.6 – Opções de investimento e operação para um ramo Ak Ω∈  da rede de 18 barras após a inclusão das 
restrições (3.23), (3.32) e (3.33). 

Variáveis de investimento 
AK

tkx ,  Variáveis de operação 
AK

tky ,  
t=1 t=2 t=3 t=1 t=2 t=3 Opção 

A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3 A1 A2 A3 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 
8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 
9 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
11 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
12 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
13 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
14 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 
15 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 
16 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
17 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
18 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
19 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
20 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
21 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
22 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
23 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
24 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
25 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
26 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
27 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
28 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
29 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
30 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
31 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
32 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
33 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
34 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

 

Neste exemplo, como todos os ramos da rede inicial, substituição e adição têm a 

mesma quantidade de alternativas entre si e não existem nós candidatos a adição de subesta-

ção, conforme a Tabela 5.2, deduz-se que o número total de opção opções de investimento e 

operação (NO ) para o problema considerado é o produto entre as opções de investimento e 

operação mostradas nas Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 elevadas no número de ramos para cada catego-

ria. Assim tem-se que após a introdução das restrições lógicas das equações (3.22), (3.23) e 

(3.28) a (3.33) o número de opções de investimento e operação (espaço de busca do PIM) é 

reduzido de 372
lógicas restrições sem 2=NO  para 1181653

lógicas restrições com 234428 ≅××=NO . 

Como o problema apresentado não possui alternativas de adição ou ampliação de sub-

estações, o impacto das variáveis de investimento associadas será avaliado utilizando-se uma 

alternativa de ampliação exemplo, considerando um problema de expansão em dois estágios. 
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Seja o nó l, no qual existem quatro alternativas de ampliação, ou seja, { }4,3,2,1=ΩS
l . Esta am-

pliação implica em cinco variáveis binárias por estágio (uma para o custo fixo e quatro para as 

alternativas de ampliação), totalizando dez variáveis para os dois estágios: 

4
1,

3
1,

2
1,

1
1,

0
1, e,,, S

l
S
l

S
l

S
l

S
l xxxxx , para o primeiro estágio e 4

2,
3
2,

2
2,

1
2,

0
2, e,,, S

l
S
l

S
l

S
l

S
l xxxxx para o segundo. Isto im-

plicaria em 1055 222 =×  opções de investimento. As alternativas possíveis após a imposição 

das restrições (3.24) a (3.27) são mostradas na Tabela 5.7. 

 

Tabela 5.7 – Opções de investimento Sl Ω∈  da rede de 18 barras após a inclusão das restrições (3.24) a (3.27). 
Variáveis de investimento SL

tlx ,
 

Fixo Alternativa de Ampliação 
t=1 t=2 t=1 t=2 

Opção 

S0 S0 S1 S2 S3 S4 S1 S2 S3 S4 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
3 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
4 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 
5 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
6 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
7 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 
8 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 
9 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
10 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
11 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 
12 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 
13 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 
14 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 
15 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 
16 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 
17 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
18 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 
19 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 
20 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 
21 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 
22 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 
23 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 
24 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 
25 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
26 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 
27 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
28 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 
29 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 
30 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 
31 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 
32 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 
33 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 
34 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 
35 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 
36 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 
37 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
38 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
39 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 
40 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 
41 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 
42 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
43 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 
44 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 
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Variáveis de investimento SL
tlx ,
 

Fixo Alternativa de Ampliação 
t=1 t=2 t=1 t=2 

Opção 

S0 S0 S1 S2 S3 S4 S1 S2 S3 S4 
45 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 
46 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 
47 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 
48 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 
49 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 
50 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 
51 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 
52 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 
53 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 
54 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 
55 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
56 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
57 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 
58 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 
59 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 
60 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 
61 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 
62 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 
63 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
64 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 
65 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 
66 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 
67 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 
68 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 
69 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 
70 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 
71 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 
72 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 
73 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 
74 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 
75 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 
76 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 
77 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 
78 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 
79 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 
80 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 
81 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 
82 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
83 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 
84 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 
85 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 
86 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 
87 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 
88 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 
89 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
90 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 
91 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 
92 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 
93 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 
94 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 
95 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 
96 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
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Assim tem-se que após a introdução das restrições lógicas das equações (3.24) a 

(3.27) o número de opções de investimento é reduzido de 1024210
lógicas restrições sem ==SNO  para 

6,6S
lógicas restrições com 296≅=NO . 

A partir das Tabelas 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 pode-se chegar a equação generalizada (5.1) 

para calcular o número total de opções de investimento e operação do problema de planeja-

mento da expansão do sistema de distribuição: 

 

SARF NONONONONO ×××=  (5.1) 

FTFNO ×= 2  (5.2) 
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Para efeito de comprovação das equações (5.1) a (5.5), apresentam-se as equações 

(5.6) a (5.9), já com as substituições dos valores do problema exemplo. 

 

933 22 == ×FNO  (5.6) 

( ) ( ) ( )[ ]{ } 27552313033 24222222222 ≅=−+−+−×+=RNO  (5.7) 

( ) ( ) ( )[ ]{ } 821616123 23412121231 ≅=−+−+−×+=ANO  (5.8) 

1=SNO  (5.9) 

 

Assim, 11882279082279 222222 ==×××= ++NO opções de investimento e operação. 

Como não existe nenhuma alternativa candidata a ampliação de subestação, o número 

total de opções de investimento das alternativas de instalação ou ampliação das subestações 

do problema de planejamento da expansão do sistema de distribuição dado no problema da 

Seção 5.3 é apenas a possibilidade unitária de não investir. Para o exemplo mostrado na Tabe-

la 5.7, pode-se comprovar a equação (5.5) segundo as equações (5.10). 
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( ) ( )[ ] 961464163224811 21 =++++++++=++= S
Estágio

S
Estágio

S NONONO  (5.10c) 

 

As restrições adicionais de cerca e de novos caminhos, também apresentadas no Capí-

tulo 3, são dependentes da topologia da rede e contribuem ainda mais para a redução do espa-

ço de busca. No problema apresentado neste trabalho foram implementadas 135 restrições a-

dicionais, distribuídas de acordo com a Tabela 5.8. A análise da forma pela qual as restrições 

de cerca e de novos caminhos atuam para reduzir o espaço de busca é um pouco mais com-

plexa em função de envolver simultaneamente diversas variáveis de operação. 

 
Tabela 5.8 – Número de restrições de cerca e novos caminhos adicionadas para a rede de 18 barras. 

Restrição Estágio 1 Estágio 2 Estágio 3 Total 
Cerca Tipo 1 10 16 16 42 
Cerca Tipo 2 15 18 18 51 
Cerca Tipo 3 10 10 10 30 
Novos Caminhos 12 — — 12 

Total 47 44 44 135 
 

De forma a ilustrar a influência da inclusão das restrições adicionais na redução do es-

paço de busca, apresenta-se na Tabela 5.9 uma síntese do esforço computacional necessário 

para a determinação da solução do problema de planejamento em múltiplos estágios apresen-

tado na Seção 5.2. Nesta tabela, RCT1, RCT2 e RCT3 representam as restrições de cerca dos 

tipos 1, 2 e 3, respectivamente e RNC significa as restrições de novos caminhos. O esforço 

computacional é medido pelo número de nós avaliados no processo branch-and-bound, mos-

trado na última coluna da Tabela 5.9. A utilização das restrições é representada pela letra 

S (sim) e a não utilização pela letra N (não). 
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Tabela 5.9 – Avaliação da influência das restrições adicionais. 
Nós B&B 

RCT1 RCT2 RCT3 RNC 
Total % 

N N N N 5121337 100,0 
S N N N 125484 2,45 
S S N N 65027 1,27 
S S S N 55158 1,08 
S S S S 28179 0,55 
S S N S 38955 0,76 
S N N S 58012 1,13 

 

Quando as restrições de cerca foram adicionadas ao problema, em conjunto com as 

restrições de novos caminhos, o desempenho melhorou significativamente reduzindo em a-

proximadamente 180 vezes a quantidade de nós avaliados pelo processo branch-and-bound. 

Observou-se que a melhoria de desempenho é diretamente relacionada ao número de restri-

ções adicionais acrescentadas, sendo o melhor resultado obtido na situação em que foram uti-

lizadas todas as restrições disponíveis. Os dados da Tabela 5.9 foram obtidos usando as confi-

gurações padrões do NEOS. 

No entanto, se faz necessária uma comparação entre todos os diferentes tipos de sol-

vers relacionados ao longo deste trabalho. A Tabela 5.10 apresenta um resumo comparativo 

entre as distintas possibilidades, apresentando esforço computacional e tempo necessário para 

resolução do problema apresentado na Seção 5.2. A primeira coluna apresenta o solver de 

PIM com seu respectivo solver de PL, onde a primeira e a segunda linha são referentes ao sol-

ver desenvolvido para este trabalho com o algoritmo de branch-and-bound, utilizando os sol-

vers de PL Xpress-MP e GLPK, respectivamente, a terceira linha corresponde ao solver de 

PIM do Xpress-MP, a quarta linha corresponde ao solver de PIM do GLPK, a quinta linha 

corresponde ao solver de PIM Scip que utiliza o CPLEX como solver de PL e a última linha 

novamente é do pacote de PIM do Xpress-MP. A segunda coluna mostra a quantidade de nós 

avaliados pelos solvers utilizados. A terceira coluna apresenta o local onde foi executado, po-

dendo ser no computador local ou no servidor NEOS. A última coluna apresenta o tempo de 

execução de cada solver. 

 

Tabela 5.10 – Resumo comparativo entre os diferentes solvers utilizados para a rede de 18 barras. 
Nós Avaliados Tempo 

Solver PIM (PL) Execução 
Total % segundos % 

B&B (Xpress-MP) Local 70486 100 930 100 
B&B (GLPK) Local 94897 134 19847 2134 
XPress-MP Local 40180 57 239 26 
GLPK Local 19133690 27145 102118 10980 
Scip (CPLEX) NEOS 19276 27 115 12 
Xpress-MP NEOS 29181 41 136 14 
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Na Tabela 5.10 pode-se perceber a grande diferença entre o número de nós avaliados, 

entre todos os tipos de solvers relacionados neste trabalho. Isso porque cada solver tem suas 

estratégias particulares para busca de solução, suas heurísticas, seus algoritmos de cortes e 

etc. Utilizou-se como principal parâmetro de comparação o número de nós, pois este número 

representa uma medida de esforço computacional, já que o tempo despendido para a execução 

da resolução do problema varia muito conforme a configuração da máquina onde o problema 

será executado e também devido à velocidade de cada solver. O computador local que foi dis-

ponibilizado para execução dos testes é um Pentium 4 2,8 GHz com 512 MB RAM, rodando 

Microsoft Windows XP. No servidor NEOS, a máquina que roda o solver Scip é uma SunFi-

re V480 com 4 CPUs, 1,2 GHz Sparc 3, rodando Solaris 9. A máquina que roda o solver X-

press-MP, no servidor NEOS, não foi informada. 

Observa-se pela Tabela 5.10 que os dois casos mais rápidos e também com menor es-

forço computacional foram executados no servidor NEOS. Apesar de o NEOS ser de uso gra-

tuito para o público na internet, existe restrições em relação ao tempo de execução de cada 

problema, limitado em 10 horas. Sendo assim, grandes problemas de otimização não podem 

então ser executados no NEOS, independente do solver utilizado. Outro problema observado 

no servidor NEOS é que seus solvers somente apresentam solução ótima única, não sendo 

possível a apresentação de soluções múltiplas, quando estas existem. 

Em relação aos solvers executados no computador local, o Xpress-MP foi o que apre-

sentou melhor desempenho, principalmente se comparado ao GLPK. Entretanto, o Xpress-MP 

é uma versão comercial, que necessita de licença para cada máquina onde é executado. Outra 

desvantagem do Xpress-MP é que seu algoritmo foi desenvolvido para máquinas com grande 

poder de processamento e muita memória disponível, muitas vezes excedendo a memória 

RAM disponível, causando instabilidade do sistema e até mesmo “congelamento” do compu-

tador. Em sua configuração padrão o Xpress-MP também não apresenta possibilidade de en-

contrar múltiplas soluções, porém com algumas configurações adicionais este pode passar a 

apresentar. 

O GLPK apresentou o pior desempenho entre todos os solvers de PIM comparados. 

Apesar disso, mostrou-se um solver robusto, pois apesar de lento, não apresentou problemas 

com o sistema operacional. Conforme já mencionado anteriormente, é um programa de uso 

gratuito e em contínuo desenvolvimento, porém não possui possibilidade de apresentar múlti-

plas soluções, o que é uma desvantagem para o planejador do sistema elétrico. 

Por fim, os dois módulos de otimização desenvolvidos neste trabalho, apresentaram 

bons resultados. Tanto o módulo que utiliza o Xpress-MP quanto o que utiliza o GLPK obti-
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veram resultados semelhantes, no que se diz respeito ao número de nós avaliados. Porém, o 

solver de PL do Xpress-MP é muito mais rápido que o do GLPK. Os módulos desenvolvidos 

neste trabalho são compatíveis com as necessidades do planejador da expansão do sistema 

elétrico brasileiro, pois como a velocidade de resolução do problema muitas vezes não faz 

muita diferença para o planejador, este não necessita de máquinas muito poderosas para a e-

xecução do programa (uma realidade das empresas brasileiras). Além disso, por ser um módu-

lo específico para o problema da expansão de sistemas de distribuição, o solver tem a possibi-

lidade de apresentar múltiplas soluções e também soluções um pouco piores que a solução 

ótima (“soluções boas”), que podem ser atrativas segundo algum outro critério não represen-

tado na função objetivo do problema. 

Para ilustrar o caso de múltiplas soluções, apresenta-se a Tabela 5.11, para o mesmo 

problema da Seção 5.3, porém com alguns custos diferenciados em relação à Tabela 5.2, no 

que se refere às redes candidatas a substituição e adição. 

 

Tabela 5.11 – Dados dos ramos da rede alternativa de 18 barras. 
 

Nó Inicial Opção 1 Opção 2 Opção 3 

de para maxf  [A]  Z [Ω] 1
maxf  [A] 1Z  [Ω] 1C  [$] 2

maxf  [A]  2Z  [Ω] 2C  [$] 3
maxf  [A]  3Z  [Ω] 3C  [$] 

Rede Fixa 
1 2 250 1,0 — — — — — — — — — 
2 3 250 1,0 — — — — — — — — — 
3 4 250 1,0 — — — — — — — — — 

Rede de Substituição 
1 5 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 40 — — — 
5 6 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 40 — — — 
5 17 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 40 — — — 
12 16 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 40 — — — 
12 18 250 1,0 400 0,7 20 500 0,5 40 — — — 

Rede de Adição 
4 8 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
5 10 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
6 7 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
7 8 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
7 18 — — 250 1,0 300 400 0,7 350 500 0,5 400 
8 12 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
9 10 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
9 13 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
9 17 — — 250 1,0 300 400 0,7 350 500 0,5 400 
10 11 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
11 15 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
11 18 — — 250 1,0 300 400 0,7 350 500 0,5 400 
13 14 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
13 17 — — 250 1,0 300 400 0,7 350 500 0,5 400 
14 15 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 
15 16 — — 250 1,0 100 400 0,7 120 500 0,5 150 

 

Neste caso, os custos dos ramos que utilizam o mesmo condutor foram igualados, para 

propiciar condições de existência de soluções ótimas múltiplas. A Tabela 5.12 é semelhante à 

Tabela 5.10, apresentando a síntese dos resultados dos diferentes solvers para esta nova confi-
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guração da rede, com a última coluna sendo a quantidade de soluções encontrada pelos sol-

vers. 

Tabela 5.12 – Resumo comparativo entre os diferentes solvers utilizados para a rede alternativa de 18 barras. 
Nós Avaliados Tempo 

Solver PIM (PL) Execução 
Total % segundos % 

Número de 
Soluções 

B&B (Xpress-MP) Local 122348 100 1570 100 6 
B&B (GLPK) Local 148230 121 45521 2900 6 
XPress-MP Local 41268 34 399 26 6* 
GLPK Local 26547589 21699 141433 9008 1 
Scip (CPLEX) NEOS 26289 22 140 9 1 
Xpress-MP NEOS 53894 44 303 20 1 
*  Para obtenção das 6 respostas foram necessários ajustes no programa, que foram informados pelo serviço de 

suporte. Entretanto, tais ajustes não garantem a obtenção da solução ótima de todos os problemas, inclusive 
tendo falhado para obtenção da solução do problema da Seção 5.1. 

 

Os dois solvers desenvolvidos neste trabalho se mostraram as melhores alternativas 

para se resolver problemas com estas características. Apesar do módulo que possui o GLPK 

como solver de PL ser um pouco lento, o módulo que utiliza o Xpress-MP apresentou bons 

resultados. Ambos os módulos não falharam em nenhuma das alternativas testadas. As 6 solu-

ções encontradas nos dois solvers desenvolvidos neste trabalho podem ser vistas na Figura 

5.7. 
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Figura 5.7 – Soluções múltiplas da rede alternativa para expansão multi-estágio utilizando B&B local com os 
solvers de PL Xpress-MP e GLPK: 03,1181=C . 
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Figura 5.7 – Soluções múltiplas da rede alternativa para expansão multi-estágio utilizando B&B local com os 
solvers de PL Xpress-MP e GLPK: 03,1181=C (continuação). 
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Figura 5.7 – Soluções múltiplas da rede alternativa para expansão multi-estágio utilizando B&B local com os 
solvers de PL Xpress-MP e GLPK: 03,1181=C (continuação). 

 

O solver Xpress-MP executado no computador local também encontrou as 6 alternati-

vas da Figura 5.7, porém para que isso fosse possível foi necessário fazer introduções de pa-

râmetros de configuração, informados diretamente pelo suporte do desenvolvedor do progra-

ma. Ao tentar executar o problema da Seção 5.3 ( 48,1162=C ) com estes ajustes informados, o 

Xpress-MP não encontrou a resposta ótima, terminando com uma solução com custo 
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41,1215=C . Em sua configuração padrão, o Xpress-MP encontrou apenas uma solução ótima 

para esta nova situação, correspondente a alternativa (c) da Figura 5.7. 

Novamente o GLPK executado no computador local foi a configuração mais lenta e 

de maior esforço computacional. Além disso, ele encontrou apenas uma solução ótima, a al-

ternativa (c) da Figura 5.7. 

As duas configurações que foram executadas no servidor NEOS foram novamente as 

mais rápidas, porém agora já não se mostraram satisfatórias, visto que os dois solvers encon-

traram apenas uma solução ótima cada, sendo ainda uma diferente da outra, reforçando a im-

portância da necessidade de se admitir soluções ótimas múltiplas, em problemas de otimiza-

ção. O solver Scip encontrou a solução que corresponde a alternativa (a) da Figura 5.7 e o X-

press-MP encontrou a solução (b) da Figura 5.7. 
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6 Conclusão 

O modelo multi-estágio de otimização apresentado neste trabalho foi concebido de 

forma a ser abrangente e flexível. Neste modelo foi possível considerar os seguintes tipos de 

alterações na rede de distribuição: 

a) mudança de bitola dos condutores da rede pré-existente (substituição); 

b) inserção de novos trechos de rede com opção por diferentes bitolas (adição); 

c) instalação de novas subestações; 

d) ampliação das subestações existentes; e 

e) utilização da capacidade de geração distribuída disponível. 

Na função objetivo foram considerados os custos de investimento e de operação, in-

cluindo o custo adicional de utilização da geração distribuída e de operação e manutenção dos 

alimentadores da rede. 

O fato de permitir realizar o planejamento em múltiplos estágios e a possibilidade de 

representação de diferentes alternativas de alteração permite que se obtenham custos finais 

inferiores aos obtidos pelos modelos mais simples, pois é possível representar horizontes de 

planejamento de longo prazo, tirando proveito da antecipação de investimentos que serão im-

portantes no futuro. Para a rede apresentada no exemplo, houve uma significativa redução de 

custo quando considerado o planejamento em múltiplos estágios. 

A possibilidade de incorporar a geração distribuída no modelo permite selecionar fon-

tes alternativas de energia que são economicamente atrativas para a rede de distribuição, le-

vando em consideração simultaneamente o custo de produção, a localização e a capacidade 

disponível. 

Foram consideradas as principais restrições do problema real que são a capacidade dos 

condutores, o limite de queda de tensão e a manutenção da radialidade da rede. A estratégia 

simplificada para evitar a formação de malhas empregada neste trabalho, baseada na restrição 

(3.34) em conjunto com as restrições adicionais (novos caminhos e cerca), foi suficiente para 

que sempre fossem obtidas soluções radiais. 

A simplificação empregada na representação da Segunda Lei de Kirchhoff permitiu 

estabelecer um modelo de otimização com todas as restrições lineares, por intermédio do mo-
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delo linear disjuntivo. O modelo linear resultante foi utilizado em um programa de otimização 

baseado no método branch-and-bound, permitindo obter a solução ótima do problema de ex-

pansão. Embora o problema possa apresentar um grande número de variáveis binárias, a in-

trodução das restrições lógicas (3.22) a (3.34) e das restrições adicionais (3.35) a (3.40) redu-

ziu de forma significativa o espaço de busca, tornando o problema inteiro misto computacio-

nalmente tratável. 

Apresentou-se também a validação computacional do modelo multi-estágio de otimi-

zação formalizado neste trabalho, considerando o planejamento em três estágios da expansão 

de uma rede de distribuição de 18 barras, composta por duas subestações e um nó com capa-

cidade de geração distribuída. Foram apresentados os resultados obtidos para o planejamento 

estágio a estágio, planejamento em múltiplos estágios sem geração distribuída e planejamento 

em múltiplos estágios com geração distribuída, podendo também considerar limites de inves-

timento por estágios e diferentes níveis de carregamento para cada estágio. 

A comparação entre os resultados obtidos pelo planejamento seqüencial (um estágio 

após o outro) e pelo planejamento multi-estágio justifica plenamente o investimento em mo-

delos mais elaborados que levam em conta um horizonte de longo prazo. No exemplo apre-

sentado houve uma significativa redução de custo – 22%, comparando-se os resultados obti-

dos nas Seções 5.1 e 5.2. 

No modelo matemático proposto, a inclusão da capacidade de geração distribuída foi 

realizada de forma simples, permitindo melhorar os resultados já obtidos pelo planejamento 

em múltiplos estágios. No exemplo apresentado houve uma redução de custo de 11%, de a-

cordo com os resultados obtidos nas Seções 5.2 e 5.3. Com a inclusão de três diferentes níveis 

de carregamento, esta redução de custo foi ainda maior, passando para aproximadamente 

20%. 

Comprovou-se que as restrições lógicas, de novos caminhos e de cerca, contribuem 

significativamente para redução da complexidade do problema combinatorial, fazendo com 

que o problema com 372 variáveis binárias (inicialmente com 2372 combinações, mas reduzido 

para 2118) fosse resolvido com avaliação de apenas 70486 nós no processo branch-and-bound 

(ver Tabela 5.10), empregando as configurações padrões do algoritmo desenvolvido. 

Foram utilizados vários solvers de otimização de PIM no decorrer deste trabalho, sen-

do assim possível fazer uma síntese dos resultados obtidos entre todos, conforme foi apresen-

tado nas Tabelas 5.10 e 5.12. Nos testes executados, os solvers Scip e Xpress-MP foram sem-

pre os mais rápidos, porém se mostraram confiáveis apenas para os casos onde não havia múl-

tiplas soluções ótimas. No problema com múltiplas soluções estes dois solvers não obtiveram 
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resultados satisfatórios, já que em suas configurações padrão cada um encontrou apenas uma 

resposta, sendo estas diferentes. Já o solver freeware GLPK mostrou-se muito mais lento que 

os demais, também tendo o mesmo problema de não encontrar múltiplas soluções. Por fim, os 

dois solvers desenvolvidos neste trabalho se mostraram as melhores alternativas para se resol-

ver problemas de otimização com estas características. Apesar de não ter sido tão rápido como 

o Scip e Xpress-MP, o branch-and-bound desenvolvido apresentou bons resultados, sempre 

alcançando a resposta ótima, mesmo quando existiam múltiplas soluções, o que vem de en-

contro com as necessidades do planejador da expansão do sistema de distribuição de energia 

elétrica, onde o tempo de resolução dos problemas não tem tanta importância. 

O fato do problema do planejamento de expansão ter sido abordado através de mode-

los matemáticos de otimização faz com que as restrições de investimento sejam facilmente 

incorporadas ao problema, contribuindo também na redução do espaço de busca. Os resulta-

dos apresentados neste trabalho mostram que a abordagem via métodos de programação ma-

temática constitui uma alternativa promissora quando consideradas restrições práticas de in-

vestimento e de operação das redes de distribuição. 



 

 

84 

7 Referências 

7.1 Bibliográficas 
Ahuja, R.K., Magnati, T.L., Orlin, J.B. (1993). “Network Flows: Theory, Algorithms and 

Applications”, New Jersey: Prentice Hall, 1993, p. 846. 

Aoki, K., Nara, K., Satoh, T., Kitagawa, M., Yamanaka, K. (1990). “New Approximate Optimization 

Method for Distribution System Planning”, IEEE Transactions. on Power Systems, vol 5, no 1, pp. 

126–132. 

Augugliaro, A., Dusonchet, L., Sanseverino, E.R. (2002). “An evolutionary parallel tabu search 

approach for distribution systems reinforcement planning,” Advanced Engineering Informatics, no. 

16, pp. 205–215, 2002. 

Balas, E. (1965). “An additive algorithm for solving linear programs with zero-one variables”, Oper. 

Res. 13:517-46, 1965. 

Bahiense, L., Oliveira, G.C., Pereira, M., Granville, S. (2001). “A mixed integer disjunctive model for 

transmission network expansion”, IEEE Trans. on Power Systems, 16(3):560–565. 

Boulaxis, N.G. e Papadopoulos, M.P.(2002) “Optimal feeder routing in distribution system planning 

using dynamic programming technique and GIS facilities,” IEEE Trans. on Power Del., vol. 17, no. 

1, pp. 242–247, Jan. 2002. 

Brooke, A., Kendrick, D., Meeraus, A., Raman, R. (1998). “GAMS A User’s Guide”, GAMS 

Development Corporation, Washington, USA. 

Codi, Comitê de Distribuição (1982). “Planejamento de Sistemas de Distribuição”, Editora 

Campus/Eletrobrás, vol 1, no 1, pp. 46. 

CPLEX Optimization Inc. (1993). “Using the CPLEX Callable Library and CPLEX Mixed Integer 

Library”, Version 3, 1993.  

Crow, M. L. (1997/1998). The new-but is it improved?-power system [deregulation issues], IEEE 

Potentials, vol 16, no 5, pp. 9-10. 

Czyzyk, J., Mesnier, M. P., Moré,  J. J. (1998). “The NEOS Server,” IEEE Computational Science and 

Engineering, vol. 5, no. 3, pp. 68–75, Jul.-Sep. 1998. 

Díaz-Dorado, E., Cidrás, J., Míguez, E. (2002) “Application of evolutionary algorithms for the 

planning of urban distribution networks of medium voltage,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 17, 

no. 3, pp. 1151–1159, Aug. 2002. 



 

 

85 

Díaz-Dorado, E., Pidre, J.C.(2004) “Optimal planning of unbalanced networks using dynamic 

programming optimization,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 19, no. 4, pp. 2077–2085, Nov. 

2004. 

El-Kady, M.A. (1984). “Computer-Aided Planning of Distribution Substation and Primary Feeders”, 

IEEE Trans. Power Apparatus and Systems, PAS-103(6):1183–1189. 

El-Khattam, W., Hegazy, Y.G., Salama, M.M.A. (2005). “An Integrated Distributed Generation 

Optimization Model for Distribution System Planning”, IEEE Trans. on Power Systems, 

20(2):1158-1165. 

Farrag, M.A., El-Metwally, M.M., El-Bages, M.S.(1999) “A new model for distribution system 

planning,” Electrical Power & Energy System, vol.21, pp. 523–531, 1999. 

Gauthier, J. M., Ribière, G. (1977). “Experiments in mixed-integer linear programming using pseudo-

costs”, Computer Science and Mathematics and Statistics, Vol. 12, No. 1 (Dec, 1977), pp. 26-47. 

Gasperin, L (2006). “Modelos para Otimização em Sistemas de Distribuição de Energia Elétrica”, 

Monografia(Graduação), Pontifícia Universidade Católica do Rio Grande do Sul - PUCRS, 2006. 

Geoffrion, A. M., Marsten, R. E. (1972). “Integer Programming Algorithms: A Framework and State-

of-the-Art Survey”, Management Science, Vol. 18, No. 9, Theory Series (May, 1972), pp. 465-491. 

Gómez, J.F., Khodr, H.M., de Oliveira, P.M., Ocque, L., Yusta, J.M., Villasana, R., Urdaneta, A.J. 

(2004). “Ant colony system algorithm for the planning of primary distribution circuits,” IEEE 

Trans. on Power Syst., vol. 19, no. 2, pp. 996–1004, May 2004. 

Gönen, T. and Foote, B.L., (1982). “Mathematical Dynamic Optimization Model for Electrical 

Distribution System Planning”, Electrical Power & Energy Systems, 4(2):129-136. 

Guéret, C., Prins, C., Sevaux, M. (2000). “Applications of optimization with Xpress-MP”, Editions 

Eyrolles, Paris, France. 

Haffner, S., (2000). “O Planejamento da Expansão dos Sistemas Elétricos no Contexto de um 

Ambiente Competitivo”, Tese (Doutorado), Universidade Estadual de Campinas, Faculdade de 

Engenharia Elétrica e de Computação. 

Haffner, S., Pereira, L.A., Pereira, L.F.A., Lemos, F.A.B., Lima, A.L., Brixius, C., Giron (2004). 

“Optimization Model for Planning of Distribution Systems”, IEEE Transm. and Distribution 

Conference. 

Haffner, S., Pereira, L.A., Pereira, L. F. A., Barreto, L., Schütz, C.A., (2006). “Optimization Software 

for Distribution Systems Expansion Planning”, IEEE T&D Conference and Exposition 2006, 

Caracas v.1. 

Haffner, S., Pereira, L.A., Pereira, L. F. A., Barreto, L., (2006). “Modelo de Otimização para o 

Planejamento da Expansão de Sistemas de Distribuição considerando Geração Distribuída”, 

Congresso Brasileiro de Automática. 



 

 

86 

Haffner, S., Pereira, L. F. A., Pereira, L. A, Barreto, L., (2006). “Modelo Multi-Estágio de Otimização 

para o Planejamento da Expansão de Sistemas de Distribuição”, Revista Controle e Automação, 

vol. 17, no 4, Out/Nov/Dez, pp. 478-492. 

Hsu, Y. Y., Chen, J. L. (1990). “Distribution planning using a knowledge based expert systems,” IEEE 

Trans. Power Del., vol. 5, no. 3, pp. 1514–1519, 1990. 

Hunt, S., Shuttleworth, G., (1996). “Competition and choice in Eletricity”, John Wiley & Sons Inc. 

Knight, U.G., (1960). “The Logical Design of Electrical Networks Using Linear Programming 

Methods”, IEE Proceedings, 33:306-314. 

Khator, S. K., Leung, L. C. (1997). “Power Distribution Planning: A Review of Models and Issues”, 

IEEE Trans. on Power Systems, 12(3):1151–1159. 

Kuwabara H., Nara K. (1997). “Multi-Year and Multi-State Distribution Systems Expansion Planning 

by Multi-Stage Branch Exchange”, IEEE Trans. Power Delivery, 12(1):457–463. 

Lakervi E., Holmes, E. J. (1995). Electricity distribution network design, 2nd ed., IEE Power Series 

21, London, Peter Peregrinus Ltd.:325. 

Marquesan, M. M., Haffner, S., Lemos, F.A.B., Pereira, L.A. e Gasperin L.V.(2005). “Modelos 

simplificados para otimização de redes de distribuição de energia elétrica”, Book of Abstracs and 

Proceeding of the 6th Latin-American Congress: Electricity Generation and Transmission”. 

Míguez, E., Cidrás, J., Díaz-Dorado, E., García-Dornelas, J.L. (2002). “An improved branch-exchange 

algorithm for large-scale distribution network planning,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 17, no. 

4, November 2002, pp. 931–936, 2002. 

Miranda, V., Ranito, J.V., Proença, L.M. (1994) “Genetic algorithms in optimal multistage distribution 

network planning,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 9, no. 4, pp. 1927–1933, Nov. 1994. 

Monticelli, A., A. Santos, M.V.F. Pereira, S. Cunha, J.G. Praça, B. Park (1982). “Interactive 

transmission network planning using least-effort criterion”, IEEE Trans. Power Apparatus and 

Systems, Vol. PAS-101, No. 10, pp. 3919-3925. 

Nara, K., Satoh, T., Aoki, K., Kitagawa, M. (1991). “Multi-Year Expansion Planning for Distribution 

Systems”, IEEE Trans. Power Systems, vol 6, no 3, pp. 952–958. 

Nara, K., Satoh, T., Kuwabara, H., Aoki, K., Kitagawa, M., Ishihara, T. (1992). “Distribution Systems 

Expansion Planning by Multi-Stage Branch Exchange”, IEEE Trans. on P. Systems, 7(1):208–214. 

Nara, K., Hayashi, Y., Muto, S., Tuchida, K. (1998). “A new algorithm for distribution feeder 

expansion planning in urban area,” Elect. Power Syst. Res., vol. 46, pp.185–193, 1998. 

Paiva, P. C., Khodr, H. M., Domínguez-Navarro J. A., Yusta, J. M., Urdaneta, A. J, “Integral planning 

of primary-secondary distribution systems using mixed integer linear programming,” IEEE Trans. 

on Power Syst., vol. 20, no. 2, pp. 1134–1143, May 2005. 

Parada, V., Ferland, J. A., Arias, M., Daniels, K. (2004). “Optimization of electrical distribution 

feeders using simulated annealing,” IEEE Trans. on Power Del., vol. 19, no. 3, pp. 1135–1141, Jul. 

2004. 



 

 

87 

Ponnavaikko, M., Prakasa, K.S., Rao, S., Venkata, S. (1987) “Distribution system planning through a 

quadratic mixed integer programming approach,” IEEE Trans. on Power Del., vol. 2, no. 4, pp. 

1157–1163, 1987. 

Ramírez-Rosado, I. J., Gönen, T. (1991). “Pseudodynamic Planning for Expansion of Power 

Distribution Systems”, IEEE Trans. Power Systems, Vol. 6, No. 1, pp. 245–254, February. 

Ramírez-Rosado, I.J., Bernal-Augustín, J.L. (1998). “Genetic algorithms applied to the design of large 

power distribution systems,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 13, no. 2, pp. 696–703, May 1998. 

Ramírez-Rosado, I.J., Domínguez-Navarro, J.A., Yusta-Loyo, J.M. (1999). “A new model for optimal 

electricity distribution planning based on fuzzy set techniques,” in IEEE Power Engineering 

Society Summer Meeting, vol. 2, pp. 1048–1054, Jul. 1999. 

Ramírez-Rosado, I.J., Bernal-Augustín, J.L. (2001). “Reliability and costs optimization for distribution 

networks expansion using an evolutionary algorithm,” IEEE Trans. on Power Syst., vol. 16, no. 1, 

pp. 111–118, Feb. 2001. 

Ranjan, R., Venkatesh, B., Das, D. (2002). “A new algorithm for power distribution system planning,” 

Elect. Power Syst. Res., vol. 62, no. 1, pp. 55–65, 2002. 

Romero, R., Monticelli, A., Garcia, A., Haffner, S. (2002). “Test Systems and Mathematical Models 

for Transmission Network Expansion Planning”, IEE Proc.-Gener. Transm Distrib. , 1491(1):27–

36. 

Rudnick, H. (1999). “Nuevos Modelos de Desarollo del Sector Eléctrico em América Latina, IEEE 

NoticIEEEro (31):9-11. 

Silva, E. L. (2001) “Formação de Preços em Mercados de Energia Elétrica”, Editora Sagra Luzzatto, 

vol.1. 

Sun, D.I., Farris, D.R., Cote, P.J., Shoults, R.R., Chen, M.S. (1982). “Optimal Distribution Substation 

and Primary Feeder Planning Via the Fixed Charge Network Formulation”, IEEE Trans. Power 

Apparatus and Systems, PAS-101(3):602–609. 

Temraz, H.K., Quintana, V.H. (1993). “Distribution System Expansion Planning Models: An 

Overview”, Electric Power Systems Research, 26:61-70. 

Vaziri, M., Tomsovic, K., Gönen, T. (2000) “Distribution expansion problem revisited: Part 2 – 

Proposed modeling and formulation,” in Proceedings of the Fourth International Conference on 

Power and Energy Systems 2000, Marbella, Spain, September 19–22, pp. 283-290. 

Vaziri, M., Tomsovic, K. Bose, A. (2004). “A direct graph formulation of the multistage distribution 

expansion problem”, IEEE Trans. on Power Del., vol. 19, no. 3, pp. 1335–1341, Jul. 2004. 

Willis, H.L. (2004). Power Distribution Planning Reference Book – Second Edition Revised and 

Expanded, Marcel Dekker, New York, 1217p. 

Youssef, H.K., Hackam R., (1988). “Dynamic solution of distribution planning in intermediate time 

range,” IEEE Trans. on Power Del., vol. 3, no. 1, pp. 341–348, Jan. 1988. 

 



 

 

88 

7.2 Instrumentos legais 
Decreto N° 5163 de 30/07/2004 - DOFE PUB 30/07/2004 000001 1 Diário Oficial - Seção Extra e 

DOFC RET 04/08/2004 000001 3 Diário Oficial da União, disponível em 

http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=239027, acessado em agosto de 2007. 

Lei N° 8631 de 04/03/1993 – Lei Ordinária, DOFC PUB 05/03/1993 002597 1 Diário Oficial da 

União, disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=137635, 

acessado em agosto de 2007. 

Lei N° 9074 de 07/07/1995 – Lei Ordinária, DOFC PUB 08/07/1995 010125 1 Diário Oficial da 

União e DOFC REP 28/09/1998 000006 2 Diário Oficial da União, disponível em 

http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaPublicacoes.action?id=141556, acessado em agosto de 

2007. 

Lei N° 10848 de 15/03/2004 – Lei Ordinária, DOFC PUB 16/03/2004 000002 2 Diário Oficial da 

União, disponível em http://www6.senado.gov.br/legislacao/ListaTextoIntegral.action?id=225904, 

acessado em agosto de 2007. 

Lei Estadual N° 10600 de 26/12/1995 – Diário Oficial do Estado do Rio Grande do Sul, 

disponível em 

http://www.al.rs.gov.br/legiscomp/arquivo.asp?Rotulo=Lei%20nº%2010600&idNorma=252&tipo=pdf, 

acessado em agosto de 2007. 

7.3 Sites consultados 
Achterberg, T. (2004). “SCIP - a framework to integrate Constraint and Mixed Integer Programming”, 

Zuse Institute Berlin, disponível em http://www.zib.de/Publications/abstracts/ZR-04-19/, acessado 

em julho de 2006. 

Makhorin, A., (2001). “GLPK Linear Programming Kit Manual” GLPK documentation, Moscow 

Aviation Institute, Moscow, Russia, February 2001, disponível em 

http://www.gnu.org/software/glpk/glpk.html , acessado em julho de 2006. 

 

 

 

 

 

 



 

 

89 

8 Anexos 
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Anexo A 

A. Formulação expandida para uma rede de 6 barras ( duas subesta-

ções, três nós de carga e um nó de passagem). 
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Anexo B 

B. Dados da Rede de 23 Barras 

O sistema de 23 barras opera em 13,8 kV e possui em cada uma das barras de 2 a 23 

uma carga de 189 kW e 124 kvar, totalizando 4.158 kW e 2728 kvar. Os ramos são constituí-

dos por segmentos de 2 km de condutores com impedâncias de 0,348 + j0,584Ω , 0,946 + 

j0,844Ω  e 1,528 + j0,916Ω , respectivamente para os cabos 336,4 CA, 2/0 CA e 1 CA, dis-

postos como na Figura A1. 

 

 

Simbologia Cabo 
 336,4 CA 
 2/0 CA 
 1 CA 
 

1 
2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12

13 14 15 16 17 18 19

20 21 22 23

 

Figura A1: Topologia da rede de 23 barras. 

 

Tabela A1 – Dados das barras da rede. 

Nº da barra 
Potencia Ativa 

[kW] 
Potencia Reativa 

[kvar] 
1 0 0 
5 188,9 124 
6 188,9 124 
7 188,9 124 
3 188,9 124 
8 188,9 124 
9 188,9 124 
2 188,9 124 
4 188,9 124 
10 188,9 124 
11 188,9 124 
12 188,9 124 
13 188,9 124 
14 188,9 124 
15 188,9 124 
16 188,9 124 
17 188,9 124 
18 188,9 124 
19 188,9 124 
20 188,9 124 
21 188,9 124 
22 188,9 124 
23 188,9 124 
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Tabela A2 – Dados dos ramos da rede. 

De Para R [Ω] X [Ω] 

1 2 0,348 0,854 
2 3 0,348 0,854 
3 4 0,348 0,854 
4 5 0,348 0,854 
5 6 0,348 0,854 
6 7 0,348 0,854 
7 8 0,348 0,854 
8 9 1,528 0,916 
9 10 1,528 0,916 
10 11 1,528 0,916 
11 12 1,528 0,916 
5 13 0,946 0,844 
13 14 0,946 0,844 
14 15 0,946 0,844 
15 16 0,946 0,844 
16 17 0,946 0,844 
17 18 0,946 0,844 
18 19 0,946 0,844 
10 20 1,528 0,916 
20 21 1,528 0,916 
21 22 1,528 0,916 
22 23 1,528 0,916 
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Anexo C 

C. Material explicativo sobre o formato de arquivos  MPS 
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Anexo D 

D. Exemplo de arquivo de dados estruturado com as i nformações 

topológicas da rede de 18 barras 

------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Dados do horizonte de planejamento 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DBAR:          18  
DEST:          3 
INVE:          2000 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
    Numero    Duracao           Fator           Fator    Limite de           Restricao  
sequencial      [ano]    Investimento        Operacao    Investimento [$]     Tensao 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
      1          1          1.0000            1.0000       1000.00              1 
      2          1          0.9091            0.9091       1000.00              1 
      3          2          0.8264            1.5778       1000.00              1 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Dados da barras (nos) 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DDEM:          16  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
   Interno              Externo    Limites tensao [V]      Carga      Fator 
sequencial       qualquer ordem       Vmin       Vmax        [A]      Corte 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
         1                    1  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         2                    2  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         3                    3  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         4                    4  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         5                    5  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         6                    6  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         7                    7  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         8                    8  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         9                    9  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
         10                  10  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     150.00     100000.0  
         11                  11  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     150.00     100000.0  
         12                  12  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
         13                  13  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     150.00     100000.0  
         14                  14  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
         15                  15  
                                  00000.00   14490.00      00.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00     100.00     100000.0  
         16                  16  
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                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
                                  13110.00   14490.00      50.00     100000.0  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DGEE:          2  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
   Interno              Externo    Limites tensao [V]       Gmin      Gmax        Custo de 
sequencial       qualquer ordem       Vmin       Vmax        [A]       [A]     Geracao [$/A] 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
        17                   17  
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0 
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0  
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0  
        18                   18  
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0 
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0  
                                  14490.00   14490.00      00.00     1000.0        0.0  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DGEC:          0 
NAGEC:         0  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
   Interno              Externo     Numero           Custo       Gmin       Gmax           Custo 
sequencial       qualquer ordem  alteracoes       fixo [$]        [A]        [A]    variavel [$] 
-------------------------------------------------------------------------------------------------  
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Dados das linhas (ramos) 
------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DFIX:          3 
NAFIX:         3 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
       Extremos (int)  Numero de          Impedancia Serie [ohm]            Imax          Estagio     Custo de 
  Da Barra Para Barra    de alt.               R               X             [A]       disponivel      Oper [$] 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
        1          2          1  
                                          1.0000           0.0000           250.0           7             1 
        2          3          1  
                                          1.0000           0.0000           250.0           7             1 
        3          4          1  
                                          1.0000           0.0000           250.0           7             1 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DSUB:          5 
NASUB:        15 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
       Extremos (int)  Numero de         Impedancia Serie [ohm]            Imax           Custo        Custo de 
  Da Barra Para Barra    de alt.             R               X             [A]             [$]         Oper [$] 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
         5          17        2           1.0000           0.0000           250.0                           1 
                                          0.7000           0.0000           400.0            18.0           1 
                                          0.5000           0.0000           500.0            36.0           1 
         12         18        2           1.0000           0.0000           250.0                           1 
                                          0.7000           0.0000           400.0            19.0           1 
                                          0.5000           0.0000           500.0            37.0           1 
         1          5         2           1.0000           0.0000           250.0                           1 
                                          0.7000           0.0000           400.0            20.0           1 
                                          0.5000           0.0000           500.0            38.0           1 
         5          6         2           1.0000           0.0000           250.0                           1 
                                          0.7000           0.0000           400.0            21.0           1 
                                          0.5000           0.0000           500.0            39.0           1 
         12         16        2           1.0000           0.0000           250.0                           1 
                                          0.7000           0.0000           400.0            22.0           1 
                                          0.5000           0.0000           500.0            40.0           1 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
DADI:          16 
NAADI:         48 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
       Extremos (int)  Numero de        Impedancia Serie [ohm]            Imax           Custo       Custo de 
  Da Barra Para Barra    de alt.             R               X             [A]             [$]        Oper [$] 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
         4          8          3  
                                          1.0000           0.000           250.0            090.0           1 
                                          0.7000           0.000           400.0            110.0           1 
                                          0.5000           0.000           500.0            130.0           1 
         5          10         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            092.0           1 
                                          0.7000           0.000           400.0            112.0           1 
                                          0.5000           0.000           500.0            132.0           1  
         6          7          3  
                                          1.0000           0.000           250.0            094.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            114.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            134.0           1  
         7          8          3  
                                          1.0000           0.000           250.0            096.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            116.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            136.0           1  
         7          18         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            300.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            320.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            350.0           1  
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         8          12         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            098.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            118.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            138.0           1  
         9          10         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            100.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            120.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            140.0           1  
         9          13         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            102.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            122.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            142.0           1  
         9          17         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            305.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            325.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            355.0           1  
         10         11         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            104.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            124.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            144.0           1  
         11         15         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            106.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            126.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            146.0           1  
         11         18         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            310.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            330.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            360.0           1  
         13         14         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            108.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            128.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            148.0           1  
         14         15         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            110.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            130.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            150.0           1  
         15         16         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            112.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            132.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            152.0           1  
         13         17         3  
                                          1.0000           0.000           250.0            315.0           1  
                                          0.7000           0.000           400.0            335.0           1  
                                          0.5000           0.000           500.0            365.0           1  
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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