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RESUMO

Reconhecimento de padrdes pode ser feito usando redes neurais construidas com
osciladores, como malhas de sincronismo de fase (PLLs). Essas redes sdo modeladas por
sistemas de equacdes diferenciais e podem ser estudas pela Teoria de Sistemas Dinamicos,
que € usada neste trabalho para investigar o comportamento dindmico associado a uma

configuracdo sindptica de uma rede neural.

Como resultado dessa investigacdo, sdo apresentados dois métodos (Forca Bruta e
Algébrico) que auxiliam na constru¢do de redes neurais formadas por PLLs. Esses métodos
tém como objetivo relacionar a configuracdo sindptica da rede as respectivas bacias de atracdo
de pontos atratores, os quais representam os padroes memorizados na rede. Também sdo
apresentadas propriedades gerais da configuragdo sindptica que podem ser usadas para

compor outras configuragdes de interesse.

Por fim, é proposto um modelo de maquina reconhecedora de imagem capaz de
armazernar em sua memoria uma figura monocromdtica € determinar se uma imagem

qualquer apresentada a ela é semelhante a memorizada.



ABSTRACT

Recognition of patterns can be performed by using neural networks built with
oscillators, like phase-locked loops (PLLs). These networks are modeled with differential
equation systems and can be studied by using Dynamical System Theory, which is used in
this work in order to investigate the dynamical behavior related to a synaptic configuration of

a neural network.

As a result of such an investigation, two methods (Brute Force and Algebric) that help
to build neural networks formed by PLLs are presented. These methods aim to relate the
synaptic configuration of the network to the corresponding basin of attraction of fixed points,
which represent the stored patterns on the network. Also general properties of synaptic

configuration are presented in order to generate other useful configurations.

Then a model of an image recognition machine able to store in its memory a
monochromatic image and able to determine if other image is similar to the memorized one is

proposed.
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1 Introducao

Redes neurais tém sido tema de pesquisa nos ultimos anos devido a sua natureza
multidisciplinar e devido a tentativa de se resolver problemas complexos de uma forma
diferente da computacdo tradicional. Nessa abordagem, buscam-se criar modelos que imitam
o funcionamento do cérebro, porém de forma simplificada. Na verdade, o que se faz é usar a
“inspiracdo bioldgica” para construir modelos artificiais de neur6nios e de redes de neurdnios

(Harvey, 1994).

Uma vez que se cria o modelo, é necessdrio analisi-lo para saber como € seu
comportamento e, conseqiientemente, saber se sua finalidade estd sendo atingida. O interesse
deste trabalho sd@o as redes neurais artificiais capazes de reconhecer padrdes de imagem, como
a proposta por Hopfield (Haykin, 2001). Contudo, aqui o modelo é baseado em PLLs
(Hoppensteadt e Izhikevich, 2000), de modo que um modelo real pode ser fisicamente

construido.

O estudo do modelo proposto € feito com o apoio da Teoria de Sistemas Dindmicos

que fornece “ferramentas” para entender o comportamento da rede neural (Monteiro, 2006).

1.1. Funcionamento de uma Maquina Reconhecedora de Imagens

Um reconhecedor de imagens pode ser entendido como sendo uma maquina capaz de
determinar se uma imagem apresentada a ela € conhecida ou ndo; ou seja, uma vez
apresentada uma imagem a uma Mdaquina Reconhecedora de Imagem (MRI), ela € capaz de
informar se aquela imagem foi reconhecida. A Figura 1.1 ilustra como deve ser o processo do
reconhecimento. Uma imagem é um conjunto de pontos agrupados que representam, por

exemplo, um desenho ou uma fotografia. Para criar esse agrupamento, deve-se aplicar sobre

ela um mapeamento matricial, como ilustra a Figura 1.2. Nesse mapeamento, cada ponto da



13
matriz € associado a uma cor. Quanto mais pontos a matriz possuir mais nitida serd a imagem
representada. A cor de cada ponto pode ser qualquer uma dentro do espectro de cores;
contudo, para simplificar as anélises aqui apresentadas, considera-se que as cores variam entre
o branco e o preto, passando por nuances de cinza. A modelagem matematica das cores pode
ser feito considerando o intervalo [-I; 1], tal que —I corresponde ao branco e / ao preto.

Valores intermediarios sdo as nuances de cinza.

] MRI Imagem
.=== reconhecida
]

- — Niicleo @ —>

[ | 5
== @ Imagehm 1.1(2110
reconhecida
L[ [[]]

Figura 1.1: Modelo Geral MRI.

()

+ ST

(b)

Figura 1.2: Mapeamento matricial. (a) Maior resolucao. (b) Menor resolugéo.

Como a imagem, do ponto de vista matemadtico, € uma matriz de valores no intervalo
[-1; 1], também se pode considerar que a imagem € um vetor linear de tamanho N, tal que

N = L.C, sendo L a quantidade de linhas e C a quantidade de colunas da matriz.

Assim, a correspondéncia entre a matriz (M) e o vetor (V) da imagem pode ser dada

pela relacdo M([i, j] = V[(i-1).C + j], sendo i e j a linha e a coluna da matriz, respectivamente.



14

A Figura 1.3 ilustra como uma matriz pode ser transformada em um vetor.

/V
—>

/3

Matriz |
(M)

Figura 1.3: Transformacéao de matriz em vetor unidimensional.

A interpretacdo de uma imagem como sendo um vetor de pontos € usada para
construir MRIs que analisam sinais de entrada, ou seja, os pontos que formam uma imagem

apresentada a MRI processa esses dados paralelamente e gera uma resposta como saida.

Uma MRI € projetada, entdo, para receber como fonte de dados um conjunto ordenado
de pontos, o qual representa a imagem a ser avaliada. Essa entrada é processada por um
nucleo, chamado aqui de nicleo de processamento, que é responsdvel por avaliar se a entrada
€ conhecida ou ndo. Por fim, a MRI deve concluir se a imagem analisada foi reconhecida ou
ndo. Por exemplo, pode-se usar a idéia de uma ladmpada que acende indicando o

reconhecimento da imagem, como mostrado na Figura 1.1.

Em resumo, pode-se pensar que a MRI é um equipamento que recebe como entrada
um vetor com valores em [-1; ], que representa uma imagem, e apOs certo tempo indica,

através de uma lampada, se houve o reconhecimento da imagem.

O conteudo desse equipamento, ou seja, seus componentes e as ligacdes entre eles, € o
objeto de estudo deste trabalho. Contudo, o foco principal € voltado ao nucleo da MRI que é

responsavel pelo reconhecimento de uma imagem.

1.1.1. Componentes de uma MRI

Na constru¢do de uma MRI devem-se considerar alguns outros aspectos além do
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principal, que € o reconhecimento de uma imagem. A adequacdo dos dados de entrada e a

deducdo que a imagem, de fato, foi reconhecida, sdo alguns desses aspectos secunddrios.

A Figura 1.4 ilustra de forma genérica os principais componentes que compdem a
MRI. Alguns desses componentes sdo auxiliares e, sendo assim, t€ém funcdes secundarias no

processo de reconhecimento de imagens.

C d
o ogi\f;lszz © .| Painel de
.. Conversor Nucleo Saida Saida
Sinais de )
—————— | de Sinal > da -
Entrada Entrada
MRI . ‘
»| Analisador de | | Indicador de
Saida ”| Reconhecimento

Figura 1.4: Diagrama de Blocos da MRI.

O principal componente, o Nucleo da MRI, composto de um nticleo de processamento
e de uma memoria, é o objetivo principal deste trabalho. Os demais médulos sdo importantes
para que a MRI funcione adequadamente e para que a sinalizacdo do reconhecimento seja
feita; contudo, suas funcdes serdo apenas citadas neste trabalho, sem se entrar em detalhes de

como eles poderiam ser implementados.

O modulo conversor de sinal de entrada € responsavel pela conversdo do sinal obtido
do meio externo a MRI para um tipo de sinal que o Nucleo da MRI consiga tratar. Por
exemplo, se o vetor de entrada apresentado € formado por valores no intervalo [-/; 1], mas o
Nicleo da MRI trabalha com fases de osciladores no intervalo /- 7; 7], entdo a funcdo desse

modulo serd converter os dados do vetor de tal modo que:
f
[ -1 | —mx]

sendo que f representa a fungdo de conversdo. Nota-se que o intervalo [-7; 7] € aberto pois

pode-se interpretar que as fase -7 e 7, sdo equivalentes.
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Do ponto de vista de sinais elétricos, o exemplo apresentado pode ser entendido como

uma entrada ao conversor de vérios sinais cuja tensdo varia entre —/V e 1V, porém o sinal de
entrada do Nucleo da MRI deve ser fases de ondas senoidais. Assim, € necessario converter

tensdao em fase de onda para que o Nucleo da MRI possa trabalhar adequadamente.

Uma vez alimentado o conversor, sua saida € aplicada ao Niicleo da MRI, que por sua
vez gera uma outra saida, que serd o produto da evolucdo do processo de reconhecimento da

imagem.

Os valores dos sinais da saida do mddulo Nuacleo da MRI, durante a analise da
imagem, podem variar; contudo, o desejavel é que apds um determinado tempo, que € o
transiente da solucdo, os sinais apresentem “sincronismo”, fato que caracterizard o
reconhecimento da imagem. A partir desse momento, a saida do Nucleo da MRI ficard

estaciondria.

O moédulo Analisador da Saida € responsdvel por avaliar os dados provenientes do
Nucleo da MRI, apds a sua estabilizacio, e concluir se houve, ou ndo, o reconhecimento da

imagem.

Como mostrado ao longo deste trabalho, € relativamente facil montar um Nucleo da
MRI que apresente estacionaridade uma vez que uma imagem ¢ apresentada a ele. Contudo,
um problema € deduzir se a estacionaridade ocorreu para uma imagem conhecida, pois a saida
da MRI poderé se estabilizar em uma imagem que ndo tenha relacdo alguma com imagens

previamente conhecidas.

O problema se torna mais dificil se a MRI tem a funcdo de reconhecer mais de uma
imagem. Nesse caso, se o Nucleo da MRI estd estaciondrio, pode-se perguntar qual das

imagens reconheciveis pela MRI foi, de fato, reconhecida.

O Analisador de Saida trabalha de forma dependente da constru¢do da MRI. Assim,
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para cada arquitetura proposta de MRI, € necessario desenvolver um mddulo especifico para
ser o Analisador de Saida. No Capitulo 5, é proposta a construcdo de um moédulo com as

finalidades aqui apresentadas.

O Indicador de Reconhecimento € o componente que diz se a imagem foi, ou ndo,
reconhecida. No exemplo sugerido anteriormente, ele pode ser visto como uma lampada que

acende no caso de reconhecimento da imagem.

O Conversor de Sinal de Saida € um médulo nao necessario a MRI, porém ¢ util para
monitorar como o Nicleo da MRI estd evoluindo no processo de reconhecimento da imagem.
Sua funcdo € praticamente inversa a do Conversor de Sinal de Entrada, ou seja, considerando
que a natureza dos sinais gerados pelo nicleo MRI seja igual a dos sinais aplicados na sua

entrada, o conversor deve gerar sinais a serem levados para o lado externo da MRI.

Por exemplo, se o Nicleo da MRI lida com fases de osciladores senoidais, pode-se
considerar que os sinais de sua saida variam no intervalo /-7, 7z]. Assim, 0 conversor, para
gerar um vetor de saida semelhante ao de entrada, deverd converter os valores para o intervalo

[-1, 1]. Nesse cendrio, a modelagem matemaética seria:
8
|-mrl=>[-1;1]
sendo g a fun¢do de conversdo.

O Painel de Saida € um outro médulo dispensdvel a MRI e serve apenas para ilustrar o
padrao de imagem que estd em processamento. Sua fungdo € tomar cada ponto do vetor de

saida e traduzi-lo em uma cor.

O Niicleo da MRI € detalhado nos préximos capitulos deste trabalho. Ele € o principal
elemento da MRI e deve garantir que a imagem apresentada a ele é, ou ndo, conhecida. A

Figura 1.5 ilustra os componentes que compdem o nucleo avaliado neste trabalho.
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Sem entrar em detalhes neste ponto e apenas citando os componentes e suas funcdes, o
nucleo é formado por um conjunto de PLLs interligados por uma estrutura que determina sua

memoria. Os sinais de entrada e saida sdo fases desses PLLs.

Fase de Fase de
Entrada Saida
PLLs [——
A
v
Memoria

Figura 1.5: Nucleo da MRI — Rede Neural com PLLs.
1.2. Objetivos deste trabalho

Este trabalho explora um tipo particular de rede neural baseada em osciladores do tipo
PLL. Entender por completo uma rede neural de tamanho qualquer é uma tarefa muito
complexa. Assim, o que se faz inicialmente aqui € analisar casos de redes pequenas, trés

neur6nios (PLLs). Mesmo assim, o que se verifica é que a andlise dessas redes também nao é

trivial.

Devido a complexidade do estudo das redes, este trabalho explora alguns casos
particulares, porém com o interesse de extrair “propriedades gerais” que possam ser utilizadas

em qualquer outra configura¢cdo da rede neural.

Uma vez conhecido o comportamento desses casos particulares, € apresentado um
modelo de rede neural capaz de avaliar uma imagem de tamanho qualquer e informar se ela é
conhecida ou ndo. A Mdaquina Reconhecedora de Imagens de 4 fases, construida a partir do
estudo de uma rede de trés PLLs, foi desenvolvida por nés como um exemplo de aplicagdo

pratica das anélises feitas.
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Em resumo, este trabalho, entio, avalia casos particulares de rede neurais formadas

por PLLs e apresenta um novo modelo de miquina reconhecedora de imagens.

1.3. Metodologia

Apesar de o modelo analisado ser baseado em PLLs, que sdo dispositivos eletronicos,
os estudos aqui expostos consideraram apenas os respectivos modelos matemadticos para a

producdo dos resultados.

Os sdlidos conceitos da Teoria de Sistemas Dindmicos serviram de alicerce para os
trabalhos aqui desenvolvidos. Eles foram usados para determinar o comportamento assintotico
das redes estudas e também na defini¢do de configuracdo de redes que se comportassem de

determinada forma.

Como esse trabalho analisou uma grande massa de dados, sendo necessario simular
vdrios tipos de situagdes, foi imprescindivel o uso de computadores e de programas de
computador especializados em cdlculos numéricos. Também foram desenvolvidos programas
para automatizar atividades repetitivas, como: solu¢do de equacdes e geracdo de graficos.
Esses programas tornaram possivel a obten¢do e o tratamento de grande massa de dados em

pouco tempo, viabilizando, assim, a andlise das redes neurais.

Durante a geracdo dos dados, foram usados computadores com as seguintes
caracteristicas técnicas:

e CPU Pentium IV - 1,5GHz (ou equivalente superior)
e Memoria 512Mb (ou superior)

Nesses equipamentos, dentre os diversos programas disponiveis, foram usados ao
longo dos trabalhos:

e Mathematica
¢ Ambiente para desenvolvimento de programas (MS Visual Studio: Visual C++ e

Visual Basic)
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e Programas para editar textos e manipular planilhas (MS-Word e Excel)

e Conversor de texto (AWK)

1.4. Descricao dos capitulos

O Capitulo 2 é dedicado aos conceitos e defini¢des usados neste trabalho. Ele inicia-se
com a uma visdo bioldgica que inspirou a engenharia a construir modelos de redes neurais e
mostra, em linhas gerais, o que é uma rede neural artificial. Depois, caminha-se para a
defini¢o matemitica de modelos de redes neurais sob a Gtica de sistemas dindmicos. E feita
uma revisdo sobre o que sdo PLLs. E, por fim, comentam-se algumas das principais

caracteristicas de sistemas dindmicos € como essa teoria € usada neste trabalho.

O Capitulo 3 mostra o modelo que serviu de ponto de partida para os trabalhos aqui
apresentados. Assim, ele comeca com o modelo proposto por Hoppensteadt e Izhikevich

(2000) e caminha até a definicdo do sistema de equagdes diferenciais que governam a rede.

No Capitulo 4, € feita a andlise de rede neurais com dois e trés PLLs. Mesmo nesses
tipos de rede a andlise puramente algébrica é bastante complexa. Entdo, propde-se dois
métodos para andlise do comportamento assintético dos sistemas de equagdes diferenciais que
descrevem as redes de PLLs. No final do capitulo, sdo mostradas algumas propriedades

observadas ao longo do trabalho.

No capitulo 5, propde-se um modelo de maquina reconhecedora de imagem construida
a partir dos resultados descritos no Capitulo 4. O modelo proposto é capaz de armazenar uma
imagem qualquer formada por pontos brancos e pretos e de avaliar se uma imagem

apresentada em sua entrada é semelhante a imagem em sua “memoria”.

No Capitulo 6, é apresentada a conclusdo deste trabalho, comentando os principiais
resultados obtidos. Também se propdem alguns outros possiveis trabalhos que

complementariam os estudos até aqui desenvolvidos.



21

No Apéndice A, sdo descritas as rotinas desenvolvidas com o auxilio da ferramenta
computacional Mathematica (Wolfram, 2003). Também sd3o descritos cada um dos algoritmos
implementados. Esses algoritmos foram usados nos trabalhos numéricos para se obter os

resultados elencados ao longo deste trabalho.

No Apéndice B, sdo listados graficos de bacia de atracdo e as respectivas matrizes

sindpticas que podem ser usados no projeto da MRI.
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2 Conceitos gerais

Neste capitulo, sdo comentados os conceitos e definicdes usados neste trabalho. Ele
inicia-se com a uma visao bioldgica que inspirou a engenharia a construir modelos de redes
neurais e mostra, em linhas gerais, o que é uma rede neural artificial. Depois, caminha-se para
a definicdo matematica de modelos de redes neurais sob a ética de sistemas dinamicos. E feita
uma revisdo sobre o que sdo PLLs. E, por fim, comentam-se algumas das principais

caracteristicas de sistemas dindmicos € como essa teoria € usada neste trabalho.

2.1. Redes neurais
2.1.1. Conceitos biologicos de redes neurais

O estudo de modelos de redes neurais artificiais, ou simplesmente, redes neurais, no
ambito de engenharia, tem como inspiracdo os neurdnios, que formam o cérebro dos seres

humanos.

Dentre outras fungdes, o cérebro € o 6rgado responsavel pelo processamento de dados
advindos de outras partes do corpo e pela geracdo “ordens” a essas partes. Por exemplo, o
cérebro de um homem, ao processar os dados de uma flor, coletados pelo olho, pode emitir

uma ordem a mao para apanhar essa flor.

Figura 2.1: Estimulo ao cerébro.

O exemplo da Figura 2.1 descreve de forma muito simplificada uma série de processos
que ocorrem no interior do cérebro. Ao ver a flor, 0 homem estende a mdo em sua direcdo
quase sem se dar conta que inicialmente houve a sua percep¢do (reconhecimento da flor)

seguida de uma acgdo (pegar a flor).
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A andlise de cada processo envolvido nesse simples exemplo € tema de pesquisa de
varios grupos, que estudam desde a constituicdo fisica do cérebro, as inter-relacdes com

outros 6rgaos e até aspectos filosoficos.

Dos diversos temas que envolvem o estudo do cérebro, sua constitui¢do fisica e como
ele trabalha sdo os principais pontos explorados nos estudos de modelos de redes neurais.
Nesses estudos, busca-se um modelo para representar o cérebro de tal forma que seja factivel
imitar seu comportamento. Contudo, como o cérebro ainda nio € totalmente compreendido,
desenhar um modelo que imite fielmente o comportamento cerebral real ndo € possivel.
Entretanto, em vez do modelo completo, buscam-se modelos mais simples que possam

descrever comportamentos especificos realizados por dreas distintas do cérebro.

Dos estudos ja consolidados a respeito do cérebro, sabe-se que ele € formado por
células chamadas neurdnios que se interligam formando uma rede. Outros estudos indicam
que o cérebro possui dreas distintas que sdo responsdveis por atividades bem definidas.
Assim, sabe-se que existem dreas dedicadas ao sistema sensorial (visdo, audi¢do, olfato, gosto
e tato), ao sistema motor, etc. O Quadro 2.1 ilustra as areas mapeadas no cérebro humano

(Harvey, 1994).

Sistema Funcdo
Visao
Audicdo
Sensorial Olfato
Gosto
Tato
Reflexos
Movimento
Apetite
Regulagdo interna Sexo
Sede
Sono/despertar
Atenc¢ao
Emocdes
(motivacao e prioridades)

Motor

Comportamental

Limbico

Quadro 2.1: Area de mapeadas de controle do cérebro humano.
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Como o cérebro possui dreas distintas para processamento de dados, € razoavel admitir
que os neurdnios de cada drea se estruturem de forma diferente, fato que justifica a criagio de

diferentes modelos para cada drea do cérebro.

No exemplo da Figura 2.1, ao ver a flor, provavelmente, o sistema sensorial do
homem a percebe através de estimulos visuais e olfativos. Num segundo momento, o sistema

motor faz com que os musculos do braco leve a mao ao encontro da flor.

Analisando a primeira etapa desse processo, a percep¢ao da flor, pode-se questionar

como o homem conseguiu concluir que o objeto visto era, de fato, uma flor.

Reformulando a questdo, como é que o sistema sensorial, ou parte dele, cuja

responsabilidade € processar estimulos visuais, consegue reconhecer a flor?

Outro ponto a ser considerado € o fato que o homem “reconhece” a flor, ou seja, ele ja
tinha conhecimento prévio do que era uma flor. Em outras palavras, o homem possuia algum
tipo de memoria que continha uma referéncia a flor.

O processo real que faz com que o sistema sensorial leve a identificacdo da flor ndo €
objeto de interesse deste trabalho. Aqui, esse contexto é usado como fator motivacional para
se construir um modelo artificial para simular o reconhecimento de algum padrdo previamente
conhecido.

O que se deseja, entdo, € construir € analisar um modelo inspirado em neur6nios cuja
finalidade € ter uma memodria que sirva de referéncia para o reconhecimento de padrdes
oriundos de estimulos externos. Assim, o modelo deve apresentar as caracteristicas de
processamento paralelo, mapeamento entrada-saida e informagdo contextual. Busca-se ainda
que ele seja robusto o suficiente para lidar com entradas ruidosas. O Quadro 2.2 detalha essas
caracteristicas (Haykin, 2001).

Para construir o modelo, é necessdrio saber um pouco mais sobre o que € € como

funciona um neuronio.
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Caracteristica desejada Descri¢do da caracteristica

Cada wunidade de processamento, O neurdnio,
trabalha de forma independente das demais. Apesar
Processamento paralelo | dessa caracteristica, através de conexdes de
comunicacdo, os neurdnios interagem entre si
gerando um resultado global; por exemplo,
reconhecer uma flor.

E a relacdo que mapeia uma entrada qualquer a um
Mapeamento entrada-saida | conjunto fipito de possibilidades, aqui denominadas
por memoria.

z

Informagdo contextual O conhecimento, ou memdria, é armazenado na
propria estrutura do modelo.

Interferéncia na entrada | Sa0 ruidos que podem aparecer sobrepostos a um
padrdo ja conhecido.

Quadro 2.2: Caracteristicas de um modelo baseado em neuroénios.
2.1.2. Modelo simplificado de neuronio

O modelo da Figura 2.2 é uma representacdo bastante simples de um neur6nio

(Harvey, 1994).

Um neurdnio, do ponto de vista bioldgico, € uma célula que recebe estimulos externos
e emite estimulos a outras células. Os estimulos sdo caracterizados pela variagdao de potencial
elétrico na membrana da célula. Essa variacdo de tensdo ocorre em fun¢do da variacdo da

concentragio de fons de sédio (Na*) e potassio (K*), entre o interior e o exterior da célula.

corpo celular

fenda sinaptica
=

;\ / axdnio

dentritos dentrito

Figura 2.2: Modelo esquematico de neurénio.

Os estimulos de outros neur6nios chegam ao corpo celular através de canais de
recep¢do chamados dentritos. O estimulo gerado pelo neurdnio é conduzido através de um
tubo, chamado de axdnio, que o leva para dentritos de outros neurdnios. Na ligacdo dentrito-

axOnio, existe uma fenda sindptica, ou simplesmente sinapse, que € por onde trafegam os
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estimulos, através de neurotransmissores. Ha dois tipos de estimulos: os inibitérios e os

excitatorios.

2.1.3. Estrutura do sistema neural

Um conjunto de neur6nios compde um sistema que € responsdvel por uma

determinada func¢ao, como por exemplo, tratar estimulos visuais.

As conexdes entre os neurdnios formam uma estrutura bastante complexa devido as
vdrias sinapses existentes. Estima-se que, num cérebro humano, cada neurdnio tenha entre
1000 e 10.000 sinapses, num conjunto de aproximadamente 100 bilhdes de neurdnios

(Monteiro, 2006).

2.1.4. Rede neural artificial

Inspirando-se em conceitos bioldgicos, constroem-se modelos de neurdnios
representados por férmulas matemdticas. Um modelo cldssico € ilustrado na Figura 2.3

(Fausett, 1994).

X1 ~ N
Fungdo de ativagao

X2
Yk

o
/Z\

Figura 2.3: Modelo matematico de neurénio.

Xn

Os estimulos que chegam ao neurdnio e o que é emitido por ele sdo representados,
respectivamente, por x; € Yk, com (i=1,...,n). O estimulo x; que chega ao neurdnio passa pela
sinapse sy, que € um fator de multiplicagdo denominado peso sindptico. Denota-se por x o

vetor de entrada (x;,..., X,).

A funcgio de ativacdo @ depende de x; € si;, tal que y, = @(s,;, x;) paraik=I,...n.
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Algumas funcgdes que sdo utilizadas em modelos sdo as fungdes degrau e sigmoidal,

conforme ilustram as Figuras 2.4 e 2.5.

ol L-k}
Uy zzskixi Isev, 20
= P(v,) =
Isev, <0
Y =0(v,)
0 0,
Figura 2.4: Funcao degrau de ativacao de neurénios.
(p{t:-k}
U, = z Stk 1
= o) =——"
I+e ™
Y =@)
0 L-k

Figura 2.5: Funcéao sigmoidal de ativacao de neuronios.

Uma rede neural € formada por um conjunto de neurdnios que recebe estimulos

representados por um vetor de entrada e produz como resposta um vetor de saida.

Dentre as diversas configuracdes possiveis, este trabalho estd interessado em redes que
recebem como estimulos um vetor de entrada (x;,..., X,,) € produz uma saida (yj,..., y,), ou seja,

o vetor de saida da rede tem o mesmo tamanho do vetor de entrada.

O conjunto sy (i,k = 1,...,n) define uma matriz S chamada de matriz de pesos

sindpticos, ou simplesmente matriz sindptica, dada por:

S S Stn
N N
2 S»
S=|
s S
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2.1.5. Rede neural com realimentacio de sinal

Diz-se que uma rede neural é realimentada se o sinal de saida y;, ou parte dele, é usado

como sinal de entrada (Haykin, 2001).

x 4 i

Figura 2.6: Neuronio k com realimentagao de sinal.

A Figura 2.6 ilustra um neur6nio k com realimentagdo de sinal. Na figura, 7
representa o tempo de atraso para y; voltar a entrada e s € o peso sindptico do sinal yi
realimentado. Dependendo do tempo de atraso do sinal realimentado, o comportamento da

rede pode variar para uma mesma entrada x.

2.1.6. Associacao de padroes

Entende-se por padrdo um conjunto ordenado de valores que representa algo, por

exemplo, a figura do “nimero um”, como ilustrado na Figura 2.7. Define-se, entdo, padrao

como um vetor &" =(&", &) ..., &) tal que "€ D (i=1,...,n), D é um subconjunto de I e

m € uma referéncia ao m-ésimo padrao.

001100
011100
111100
001100
001100 _>§’” =(0,0,1,1,...,1,1)
001100
mE 001100 (a)
EEE 001100
ll== 001100
— 111111 "=
] = 121101 -1 -1 —->x"=0,0,7,7,.,7,7)
] 101 011 -1 -1
== 1 1 11 -1 -1
-1 -1 11 -1 -1
[ [ [ ] o111 - E"=(-1-111,..,1])
-1 -1 11 -1 -1
-1 -1 11 -1 -1 (b)
-1 -1 1 1 -1 -1
-1 -1 11 -1 -1
1 1 11 1 1

Figura 2.7: Associacao de padrao a uma entrada de dados. (a) D=[0; 1]. (b) D=[-1; 1].
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A representacdo grafica do “nimero um” pode ser interpretada como uma seqii€éncia

de pontos de cores preto, branco e nuances de cinza. Cada cor pode ser representada por
valores numéricos, por exemplo, no intervalo D=/d;; d-], tal que d; e d, correspondem ao

branco e preto, respectivamente, e valores intermedidrios as nuances de cinza.

Costuma-se usar dois tipos de representacio: bindria e bipolar. Os intervalos D=[0; 1]
e D=[-1; 1], para bindria e bipolar, respectivamente, entdo, sdo usados para mapear uma

imagem grafica (Haykin, 2001).
A representagio de um padréo, ndo necessariamente, é idéntica ao vetor de entrada x™,
o qual € submetido a rede. Assim, faz-se necessdrio criar uma relagao f, tal que:
s
D"—E"
Ou seja, se £" € D", entdo deve existir x" € E"tal que f(&")=x".
O vetor de saida y=(yj,..,. y») gerado pela rede neural, quando apresentado um vetor de

entrada x", pode estar associado a um padrio de natureza diferente ao padrio de entrada.

Contudo, neste trabalho, admite-se que os padrdes pertencem ao mesmo dominio.
Considerando que y; (i=1,..,. y,) esteja num dominio F, entdo se deve encontrar uma
relacdo g tal que:
8
F'"— D"
sendo D" o dominio do padrio de entrada.

Se ye F", entdo deve existir d € D" tal que g(y)=d.

Nos estudos aqui apresentados utiliza-se D=[-1; 1] e E=[0; 7]. Assim, pontos branco
(-1) e preto (1) serdo representados pelos valores 0 e 7, respectivamente, no vetor de entrada a

ser apresentado a rede neural.
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Os valores dos vetores de entrada e saida pertencem ao dominio /- 7z; 7]. Contudo, a

relacdo f considera E=/0; 7x] e a relacdo g considera F=] —x; 7].

2.1.7. Reconhecimento de padroes (memdria associativa)

m

Uma vez que se estabelece uma relag@o entre um padrio £ e um vetor de entrada x™,

passa-se a investigacdo de como uma matriz sindptica S pode ser construida para que o padrado

&" seja armazenado em S. Um desafio mais complexo é armazenar dois ou mais padrdes em S
(Haykin, 2001).

m

Considere que S armazena dados de um padrdo de imagem &™. Se ao apresentar uma

entrada 7" a rede, o vetor de saida y pode ser associado ao padrdo ™, diz, entdo, que a rede

reconheceu a entrada 7", e que o padrdo reconhecido é ™.

N

O reconhecimento estd ligado a capacidade da rede associar entrada de dados
quaisquer aos padroes armazenados na memoria. Assim, como ilustrado na Figura 2.8, a rede
associa uma entrada do dominio D" a um padrdo da memdria. Caso essa associagdo nio seja
feita de forma adequada, ela poderd associar entradas de dados a padrdes totalmente
diferentes daqueles que deveriam ser. Assim, o reconhecimento correto de um padrio

depende de uma correta associagdo de dados da entrada aos padrdoes memorizados.

n
D memoria

Figura 2.8: Representacdo de memdria associativa. Uma entrada do dominio D" é associada a
um padrao da memdria.
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2.1.8. Regra de aprendizado de Hebb

A escolha da matriz de pesos sindpticos determina o comportamento da rede neural.
Como o objetivo € construir um modelo que consiga memorizar um conjunto de dados, ou
padrdes, para servir de memoria para uso futuro, entdo a escolha conveniente da matriz é

essencial.

Chama-se de aprendizagem o processo que determina os valores dos pesos sindpticos.
Tal processo, na verdade, ¢ um algoritmo que calcula os pesos em funcdo de uma entrada x e
uma saida esperada y;. Dentre as possiveis regras de aprendizado, destaca-se aqui a de Hebb,
que por sua simplicidade, é largamente utilizada (Haykin, 2001).

A aprendizagem, ou regra, de Hebb usa os padrdes que se desejam armazenar para

gerar a matriz sindptica. Considere que uma memoria deva conter os padrdes &" (m=1,...,p).

A regra de Hebb, para a determinagdo de peso sindptico s;; da matriz S, € dada por:

1 - m m
Sy = ;Z ‘fi é:j
m=1

2.1.9. Padroes espurios

. ~ 1 2 3 . . , . ~
Considere padrdes &',&£°,&%e uma matriz sindptica S, que armazene esses padrdes.

Durante o processo de construgdo de S, pode ocorrer que outros padroes também sejam
armazenados em S. Por exemplo, dependendo do método de aprendizagem usado,
combinagdes lineares de &' &%, &’ também podem ser memorizadas. Chama-se de padrio

espurio um padrdo que € armazenado involuntariamente em S em decorréncia do processo de

aprendizagem (Haykin, 2001).
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2.2. PLL

Um PLL (em inglés, phase-locked loops, e em portugué€s, malha de sincronismo de
fase) é um dispositivo eletronico usado em aplicagdes que exigem controle automatico de
freqiiéncia, como, por exemplo, em sistemas de navegacdo e rastreamento por satélites, em
aparelhos receptores de TV, em processos de demodulagdo de sinais analégicos e digitais. Seu
circuito € tal que realimentacdo € usada para sincronizar a frequéncia do sinal de saida com a

frequéncia do sinal de entrada (Monteiro et al., 2004; Monteiro, 2006).

Sua configura¢d@o bésica consiste de um detector de fases (em inglés, phase detector -
PD), um filtro passa-baixas (em inglé, low-pass filter - LPF) e um oscilador controlado por
tensdo (em inglés, voltage controlled oscillator - VCO). Esses componentes sdo conectados
conforme ilustra a Figura 2.9. A fun¢do da malha € anular a variacdo temporal da diferenca
entre a fase do sinal de entrada v; e a fase do sinal de saida v, gerado pelo VCO. O modelo do

PLL ¢ apresentado no Capitulo 3.

v.(t) v, (t
! o LdY [ pr
Yot V()
VCO

Figura 2.9: Diagrama de blocos de um PLL.
2.3. Redes neurais e osciladores

Estudos indicam que algumas dreas do cérebro trabalham em regime de ressonancia,
ou seja, sincronizadas em uma determinada freqiiéncia (Izhikevich et al. 2003). Partindo-se
desse principio, redes neurais com atividade oscilatoria, como as construidas a partir de
modelos propostos por Wilson-Cowan (Campbell e Wang, 1996) e por Hopfield (Nishikawa

et al., 2004), sdo propostas para imitar o comportamento cerebral. Em alguns tipos de redes,
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estuda-se o sincronismo parcial (Campbell e Wang, 1996; Monteiro et al., 2003; Wang,
1995); contudo, neste trabalho, estuda-se o sincronismo global, que considera intera¢des de

todos os neurdnios da rede.

Assim, redes neurais de osciladores vém sendo construidas para trabalhar como
reconhecedores de padrdes (Borisyuk e Kazanovich, 2004; de Oliveira e Monteiro, 2002;
Zhao e Macau, 2001). Nesses tipos de redes, o reconhecimento € feito através do sincronismo
entre os osciladores. O que indica que a rede reconheceu um padrdo é uma determinada

relacdo entre as fases dos osciladores.

Dentre os modelos existentes, descritos por equacgdes diferenciais ndo-lineares, o

modelo de osciladores de fase de primeira ordem, descrito por (Monteiro, 2006):

de,
d_tl =, + k;sen(6, —6,)
deé.

dtz =, + k,sen(6, — 0,)

¢ um dos mais simples. Ele representa a dindmica de dois osciladores &, e 6 que sdo

acoplados pelas constantes k; e k;e @ e a» sdo as freqiiéncias naturais dos osciladores.
Entende-se que os osciladores se sincronizam quando suas fases estdo no mesmo
compasso, ou seja, quando a diferenca de fases entre 6, e 6, € constante. Assim, se

6, — 6, = constante, entdo:

d6,_ds, _,

2.1
dt  dt @1

Esse modelo também é usado para representar dois neurOnios que interagem através

das conexdes sindpticas k; e k.

O estudo de redes desse tipo e das condicdes que as levam a uma situacdo

estaciondria, ou de sincronismo, sdo objetos de estudo aqui apresentados. Essa motivagdo se
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deve ao fato de que o modelo de PLL (Hoppensteadt e Izhikevich, 2000), usado neste
trabalho, assemelha-se ao modelo de osciladores de fase de primeira ordem. Assim, o objeto
de estudo aqui € o e entendimento de equacdes semelhantes a (2.1). Para tanto, faz-se o uso da

Teoria de Sistemas Dinénicos.

2.4. Teoria de Sistemas Dinamicos

Os elementos de investigacdo neste trabalho sdo sistemas de equagdes diferenciais
(SED). Pode-se estudar o comportamento do sistema quando o tempo tende ao infinito.

Assim, busca-se entender o comportamento assintdtico do sistema apds seu transiente inicial.

Valendo-se da Teoria de Sistemas Dindmicos, alguns autores (Cohen, 1989;
Nishikawa et al., 2004) analisam modelos de redes neurais para mostrar que esses modelos
podem ser usados como memoria enderecavel. J4 outros usam a teoria para investigar o
comportamento dindmico das redes em funcdo dos valores dos pardmetros (Monteiro et al.,

2002).

Em determinadas situacOes, o sistema converge para uma solucio estaciondria estavel.
Nesse caso, a teoria também fornece condi¢cdes para o entendimento do porqué da

convergéncia em torno dessa solucdo final.

Seja, por exemplo, o sistema dindmico definido por:

% =5 S (x)+ s, (x;)

P (2.2)
e _ So1f (X)) + 85, f ()

dt

Aqui, os pardmetros sao os termos invariantes, ou seja, os termos constantes. Nesse

exemplo, s;; (i,j=1,2). As varidveis sdo x; € x.

A solucdo estaciondria do SED (2.2) é chamada de ponto de equilibrio, ou de ponto

fixo (Monteiro, 2006), obtido por:
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dx,

_= = 0
dt U

dx,

_ = = 0
L

Ou seja:
Sllf(xl*)-'_snf(x;) =0
Szlf(xf) + Szzf(x;) =0

Um ponto fixo é uma solu¢do invariante do SED, ou seja, se num instante

(2.3)

t,x,(t)=x ex,(t)=x,,entdo x,(t,+&)=x, e x,(t, +&)=x,,para € >0.
Resolvendo-se o sistema (2.3), entdo, obtém-se os pontos fixos x; e x, .

Nota-se que, dependendo de f, o sistema poder ter mais de uma solucao.

Um ponto fixo pode ser assintoticamente estdvel, marginalmente estdvel ou instdvel.
Sua estabilidade é normalmente determinada a partir da matriz jacobiana calculada no ponto

fixo em questao.

Do SED (2.2), a matriz jacobiana € dada por:

o I

dx, 0x,

o, 9, -
dx, Ox, )

sendo (x,,x,) ponto fixo do SED (2.2).

Calculando-se os autovalores da matriz (2.4), € possivel determinar a estabilidade do

ponto fixo. Resumem-se essas informac¢des no Quadro 2.3 (Monteiro, 2006).

Parte real dos autovalores | Estabilidade do ponto fixo

Todos forem negativos Assintoticamente estdvel
Algum for positivo Instavel

Quadro 2.3: Condico6es para estabilidade de ponto fixo.

2.4.1. Tipos de estabilidade de pontos fixos

Seja A um autovalor da matriz jacobiana (2.4). A equagdo que determina A é da forma:

A +al+a,=0 (2.5)
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Em funcio dos valores obtidos de (2.5), esclarece-se o comportamento do SED na

vizinhanca do ponto fixo, ou seja, € possivel saber como o SED evolui em torno desse ponto.

Como (2.5) € uma equagdo do segundo grau, pode-se ter até duas solucdes distintas,

que podem ser reais ou complexas. O Quadro 2.4 ilustra possiveis solucdes e os respectivos

tipos de estabilidade.

A M A2 Ponto fixo Tipo de estabilidade
<0 <0 :><i N assintoticamente estavel
real >0 >0 X NG instével
>0 <0 T
<0 >0 /,.F—"é'—a\
Re(\) Re(\,) Ponto fixo Tipo de estabilidade
<0 <0 @ Foco assintoticamente estavel
complexo
>0 >0 @ Foco instavel

Quadro 2.4: Tipos de estabilidade. Re()) é a parte real de A.
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2.4.2. Critério de Routh-Hurwitz

Considere que se deseja determinar os valores dos parametros do SED (2.2), tal que
um conhecido ponto fixo seja assintoticamente estdvel. Assim, desejam-se determinar os

pardmetros do SED (2.2) para que (2.5) tenha como solugdo duas raizes, tais que Re(A4)<O0.

No caso de equagdes como (2.5), valendo-se do critério de Routh-Hurwitz, sabe-se
que as condigdes a;>0 e a,>0 sao necessdrias e suficientes para se ter Re(A4)<0, para ambas as

raizes (Monteiro, 2006).

No SED (2.2), se (xl* ,x:) € ponto fixo, entdo a condi¢do necessdria e suficiente para
que ele seja localmente assintoticamente estavel é:

* *
al('xl "x2’Sll’S12’s2]’s22) >0

a2(‘x]*"x:’sll’S12’s2]’s22) >0
sendo a,(.) (i =1,2) uma fun¢do dos parametros e de um ponto fixo do SED.

O critério de Routh-Hurwitz se estende aos polindmios de grau n qualquer; contudo,
neste trabalho, estudam-se apenas polindmios do segundo grau, que correspondem a redes

com trés PLLs, como mostrado no Capitulo 4.

2.4.2.1 Demonstracao Critério de Routh-Hurwitz para polinomio de grau 2

Seja o polindmio A* + a,A+a, =0. Uma condi¢io necessdria e suficiente para que

Re(1;)<0 e Re(A)<0, ou seja, as partes reais de 4; e A, sejam negativas é que a; e a; sejam

ndmeros reais estritamente positivos.

ﬂ,:—““;*@

Sejam as solucdes do polindmio ,com A=a’—4a,.
] ¢ p —a+ \/K 1 2

h= =



38

Condicao necessaria

Considerando que A; e A, sejam reais estritamente negativos, tem-se:
A+ 4, =%(—al —\/Z—a] +\/X)=—al <0.Logo, a, >0.

E do produto entre A; eA,, tem-se:

I Ay = =V -a + VB = ) - WA= e

Como Re(A;, A2)< 0, entdo A;.4;> 0. Logo, a, >0.
Portanto, se 4;, A2< 0, entdo a, >0 e a, >0.

Condicao suficiente

Considerando que a; e a; sejam estritamente positivos, tem-se que

A=al —4a, > A<a/.

A= <0
Se A > 0, entdo 2 , logo, 4, 42<0.
Py
lzz—z :>_a1<22<0

Se A <0, entdo \/ZICi,CG R.

Assim, 2 1020, Re(A;), Re(A2) < 0.
_—a, +ci

Portanto, se a;, a; < 0, entdo Re(A;), Re(A;)<O0.

2.4.3. Bacia de atracio de ponto fixo

Sabendo que um sistema E tem dois ou mais pontos fixos assintoticamente estaveis,
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pode-se perguntar qual serd a solucdo assintdtica de E a partir de uma determinada condicao
inicial ¢y. Conhecendo a bacia de atracdo dos pontos fixos € possivel dizer para onde o

sistema evoluird a partir de cy. Para tanto, basta observar a qual bacia de atracdo ¢ pertence.

A bacia de atracdo B de um ponto fixo P de um sistema E € definida como sendo o
maior conjunto aberto de pontos no espago de estados tal que, para todo Q pertencente a B, se

Q € condicdo inicial de E, entdo a solucdo tende para P conforme ¢—oo(Monteiro,

2006). A Figura 2.10 ilustra essa definicdo.

o Q

-II' 1'!
; |
1

TP |
y i

. s
S LB

- -

Figura 2.10: Bacia de atracao B para o ponto P.

Neste trabalho, ha um interesse especial no estudo de bacias de atragdo, pois € a partir
dela que se pode saber qual é o comportamento de uma rede neural. Assim, partindo-se de
uma condicao inicial qualquer, se a bacia de atracdo da rede é conhecida, € possivel predizer,
independentemente do transiente da solucdo, qual serd a solugdo estaciondria da rede. Por
exemplo, pode-se interpretar que um ponto atrator € um ponto memorizado na rede e que os
demais pontos pertencentes a sua bacia de atracdo sdo os pontos com ruido que sdo
interpretados como “semelhantes” ao ponto atrator. Assim, a bacia de atragdao define uma

espécie de classe de equivaléncia para o ponto atrator.

2.4.4. Interpretacio do grafico de bacia de atraciao

Neste trabalho, sdo ilustrados varios exemplos de bacia de atrag¢do, sendo que algumas
conclusdes obtidas sdo extraidas desse tipo de grifico. Na Figura 2.11 (a) € ilustrada um

diagrama de bacia de atragdo contendo nove pontos fixos, identificados por nimeros de 1 a 9.
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Em (b), ilustra-se os tipos de estabilidade possiveis: nd (assintoticamente) estavel e instdvel,
foco (assintoticamente) estavel e instavel e sela. As solucdes assintoticamente estdveis, usa-se
a cor preta e as solugdes instaveis, usa-se a cor cinza. Assim, por inspec¢ao visual, é possivel
identificar que os pontos 5, 6 € 7 sdo os Unicos atratores, pois sdo focos estdveis, e os demais

pontos fixos sdo instdveis, pois sdo selas.

YR S
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né estdwvel
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“‘“1- r
ey T, e 1 foco esxtawel
S
o
-z [ ] foco instdawel
ey L 1) ]
2 % — 7& (b)
-3 -IZ u} ZI 3
(@)
Figura 2.11: (a) Exemplo de grafico de bacia de atracao. (b) Classificacao da estabilidade do
ponto fixo.

Em torno do ponto (0; 0) hd uma linha pontilhada fechada. Cada um desses pontos que
forma essa linha € aqui chamado ponto critico, pois serve de divisor entre duas ou mais bacias
de atracdo. O conjunto dos pontos criticos é chamado de separatriz, pois separam duas ou

mais bacias de atracdo.

Na Figura 2.11, a separatriz divide a drea do grafico em duas regides: a inteior e a
exterior ao ponto (0; 0). A é4rea interior € a bacia de atragdo do ponto (0; 0) e a drea exterior é

a bacia de atracdo dos pontos (-7; 0) e (7; 0).

Nos gréficos apresentados neste trabalho, deve-se considerar uma vizinha periédica
nas bordas do grafico, ou seja, deve-se imaginar que as bordas esquerda e direita se fecham e
que as bordas superior e inferior também se fecham. Isso se deve ao fato da condigdo

periddica avaliada nas equacdes diferenciais estudadas neste trabalho.
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Considerando, entdo, a vizinhanga periddica, os pontos (-7; 0) e (7; 0) passam a ser

equivalentes. Entdo, a bacia de atragc@o externa ao ponto (0; 0) pertence ao ponto (7; 0).

Interpretacdes semelhantes a essa descrita nesta secao devem ser feitas sempre que
houver necessidade de andlise de diagramas de bacia de atracdo. Resumidamente, devem-se
identificar quais sdo os pontos atratores e quais sdo dreas delimitadas pela separatriz em torno

dos pontos atratores.

2.5. Ferramenta de apoio computacional

O Mathematica (Wolfram, 2003) € um programa para computador desenvolvido pela
Wolfram Research, que integra engenharia computacional numérica e simbdlica, sistemas
graficos, linguagem de programacdo, sistemas de documentagdo e conectividade avangada,
com outras aplicacdes. Além de suas diversas funcdes nativas, o Mathematica fornece
inimeros pacotes especificos suplementares, para diversos dominios de aplica¢do. Devido a
sua capacidade de manipulacido simbdlica, o Mathematica é um software bastante conhecido
nas comunidades de pesquisadores que possuem essa necessidade. A versdo utilizada neste

trabalho é a 5.0.

Para analisar a rede neural, proposta neste trabalho, foi desenvolvido um pacote de
rotinas auxiliares para trabalhar no ambiente do Mathematica. Esse pacote é uma ferramenta
para se determinar pontos fixos, estabilidade de pontos fixos e bacias de atragc@o, dentre outras

rotinas implementadas. Ele € descrito no Apéndice A, ao final deste trabalho.
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3 Modelo PLL-NN

O artigo de Hoppensteadt e Izhikevich (2000) descreve uma rede neural formada por
PLLs (em inglés, Neural Network PLL, ou abreviadamente, PLL-NN) e mostra que, sob
determinadas situacdes, ela apresenta sincronismo parcial ou global. Ele ainda associa o
sincronismo ao reconhecimento de um padrao, caracterizando, assim, um modelo de memdria

associativa.

O ponto-chave para fazer com que a rede de PLLs reconheca padrdes € a escolha da
matriz de pesos sindpticos, que determina o comportamento dindmico da rede. Contudo, o
artigo nao propde método rigoroso algum para calculo dessa matriz em fun¢ao dos padrdes a
serem armazenados, apenas usa a regra de Hebb para treind-la. Essa regra nao funciona bem
quando se pretende memorizar dois ou mais padrdoes na matriz sindptica, como mostrado a
seguir.

Outro aspecto pouco explorado no artigo é como determinar o padrdo para o qual a

rede convergiu. Como a rede € formada por osciladores, € importante determinar um

procedimento de como extrair informacdes representadas pelas suas atividades.

No estudo aqui apresentado, procura-se analisar o comportamento da rede neural de
Hoppensteadt e Izhikevich (2000) sob o ponto de vista da Teoria de Sistemas Dindmicos
(Monteiro, 2006). A idéia é entender como os pesos sindpticos influenciam na convergéncia

da rede.

3.1. Modelo da rede neural PLL-NN

O modelo PLL-NN proposto por Hoppensteadt e Izhikevich (2000) é formado por
n-PLLs com realimentacdo de sinal. Os sinais de saida dos PLLs sdo usados para compor o

sinal de entrada de cada um dos PLLs. Os pesos sindpticos, que formam uma matriz,
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determinam a propor¢do do sinal de saida que serd utilizado para compor o sinal
realimentado. Eles sdo os parametros do sistema e sua escolha determina o comportamento
dindmico da rede. A Figura 3.1 ilustra a rede neural PLL-NN e a Figura 3.2 ilustra o modelo

de PLL utilizado neste trabalho.

PLL, ’—>

PLL, (-9

PLL; *@
PLL, *@
Ly (-90°

PLL;

v

v

v

v

Figura 3.1: PLL-NN composto por 5 PLLs.

0=0+a\t)
V(O)I(t) .
Sinalde | 1(t)® Filtro g7 A V(6) | _Sinal de
Entrada Passa Baixa " Saida
4 VCO
V(8)| Detector
de Fase

Figura 3.2: PLL simples.

Individualmente, o sinal de entrada de cada PLL € dado por:
n
I,‘(t): Zsijv(ej_% . (31)
j=1
A funcdo V deve ter periodo 27 e deve respeitar a condicdo
V(-v) = - V(v) e V(-v-7/2) = - V(v-272), ¥ v (Hoppensteadt e Izhikevich, 2000). Nos estudos
aqui apresentados, a fun¢do V adotada é:

V(6) = sin(0), (3.2)
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ilustrada na Figura 3.3. A razdo dessa escolha € a existéncia de PLLs comerciais com esse
tipo de onda, permitindo, assim, a construcao real dessa rede neural. Outro motivo € o fato da
funcdo sin também ser usada em modelos osciladores, como o modelo de primeira ordem,

descrito no capitulo anterior. (Monteiro, 2006).

Figura 3.3: Funcao V(6) = sin(6) encontrada em PLLs comerciais.

De (3.1) e (3.2), tem-se que o sinal de entrada, apresentado ao Detector de Fases, €

n
dado por: I,(t) = X s;sin(6;, —%).
j=1

Ao passar pelo Detector de Fase, o sinal passa a ser:
n n
L,V (6,)= Xs,;sin(0, —F)sin(f,)=— s, cos(,)sin(8,).
j=1 j=1

Portanto'":

1(OV(@8)= —% %sl (sin(6, +6,) +sin(6, - 6,)). (3.3)
i=1

O modelo proposto por Hoppensteadt e Izhikevich (2000) considera que todos os

PLLs tém a mesma freqiiéncia natural (de livre curso) Q e t€ém suas fases &; governadas pela

equagao:
d—ai =Q+w, (3.4)
dt
! sin(a)cos(b) = sin(a + b) +sin(a — b)

2
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sendo:
6. - Fase VCO do i-ésimo PLL
Q - Freqiiéncia natural do PLL (Q>>1)
w- Resultado de Ii(¢)V(6) ao passar pelo filtro passa baixa, que exclui as altas

freqii€ncias.
Para estudo aqui em questdo, além da equacdo de fase de cada oscilador, também ¢é

interessante conhecer a equacgdes da diferencga de fases.
Considerando, entdo, que a fase do oscilador i seja dada por:

0.)=Qt+g, 3.5)
de (3.3) e (3.5), o sinal apresentado ao Fitro Passa Baixa, € dado por:

1 I . .
I,V (Qt+e,)= —5 -Zilj (sm(ZQt +@, +@;)+sin(g, - (pj)).
J:

Como o filtro elimina as altas freqiiéncias ( ), os termos em que essas freqiiéncias

aparecem sao anulados. Assim @(?), o sinal ap6s o Filtro Passa Baixa, resume-se a:

1o
o) === 25 $(P; = 9;). (3.6)
i=1
De (3.5), tem-se
49 _ o, 99 3.7)
dt dt

Concluindo, de (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7), tem-se:

de, oo
w oz oY

que € a equacao da fase de cada PLL.
A equacdo (3.8) € a base dos estudos aqui realizados e serd usada nas secdes seguintes

deste trabalho.
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3.2. Definicao do sistema dinamico

Da mesma forma que em outras redes de osciladores, entende-se, neste trabalho, que o
sincronismo da rede ocorre quando as fases dos PLLs passam a oscilar com mesma
freqiiéncia. Assim, a diferenca de fases entre dois PLLs passa ser constante a partir de um

determinado instante, se eles estdo sincronizados.

Considere que a rede é formada por n PLLs e que J; seja a diferenca de fases entre

dois PLLs, i e k. Ou seja:
0,)=p.)—@,() Vt20 ik=1..n (3.9
Simplificando a notag@o, faz-se J, = J,, Assim, (3.9) pode ser reescrita na forma:
ot)=¢ t)—@,@) Vt20 ik=1..n (3.10)

Tomando como referéncia a n-ésima diferenga de fase, a diferenca & entre as

diferencas de fases ¢, e ¢;,passa ser dada por:
o=@, t)—@@) Vt20 i=1,..,n (3.11)

O sincronismo ocorre quando as diferengas de fases & passam a ser constantes a partir

de 1,20, ou seja:
0,(t)=0,(t,+€) €>0,i=1..,n 3.12)

Assim, de (3.11) e (3.12), tem-se que o sincronismo ocorre quando:

dd, _do, do
dt dt dt

O estudo da rede deve, entdo, usar a condi¢ao de sincronismo definida em (3.13).

=0 t21, i=l..n (3.13)

Substituindo-se (3.8) em (3.13), tem-se:

n
s sin(é‘j)—l s, 8in(0, = 9;).
1 2i=1
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O resultado:

n
do, __1 2 (s, 8in(d;) + s, 8in(5; = J,)), i=1...n-1 (3.14)
j=1

a2

€ o sistema de equagdes diferenciais que define, entdo, as equagdes de diferengas de fases dos
PLLs da rede. Assim, procura-se estudar o comportamento de & (i=1,...,n) para saber se a

rede sincroniza e, com isso, saber qual € o padrao final reconhecido.

Em linhas gerais, conhecendo-se o comportamento do SED (3.14), dada uma condi¢ao

inicial qualquer, serd possivel identificar o padrdo reconhecido pela rede.

Nos préximos capitulos, estuda-se o SED (3.14) considerando que as diferencas de

fases & (i=1,...,n) estdo no dominio de D", tal que D=]-7; 7].
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4 Analise da rede neural

Inicialmente, as equacdes que descrevem o modelo da rede PLL-NN, proposta por
Hoppensteadt e Izhikevich (2000), foram simuladas numericamente para alguns casos. Dessas

simulagdes surgiu a motivagao que norteia o trabalho aqui exposto.

Observou-se que, usando a regra de aprendizado de Hebb, para armazenar apenas um
padrdo, a rede se comporta de tal forma que qualquer outro padrdo apresentado a rede
converge ao padrdo “memorizado”. Ou seja, tem-se a impressdo de que, como a rede
memorizou apenas um padrao, para qualquer entrada apresentada, a rede a reconhece como se
fosse o padriao armazenado. Tal fato é satisfatério, pois ele indica que no espaco de solugdes,

apenas o padrao armazenado € a solu¢do convergente da rede.

(bl) (cD)
- - -
a
( )~ (d)
Padr‘ao Padrdo final
memorizado

(b2) (c2)

Figura 4.1: (a) Padrao armazenado. (b) Padrao inicial apresentado a rede: (b1) padrao (a) com
ruido; (b2) padrao aleatério. (c) Padrao intermediario durante evolucao da rede. (d) Padrao final
obtido apdés o sincronismo da rede.

Inicialmente, construiu-se um modelo de rede com 60 PLLs e se passou a sua andlise.
Da andlise por inspecdo da Figura 4.1, o padrao final (d) ¢ o mesmo que o padrao memorizado
(a). Verifica-se que apresentado os padrdes (bl) e (b2), a rede converge para o padrdao
memorizado. Essa indicacao visual é confirmada com a andlise do gréfico de fases e os dados

numéricos das diferencas de fases.
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Na Figura 4.2 (a) e (b), ilustra-se a evolug@o temporal das 60 diferengas de fases para

os exemplos da Figura 4.1. Em (a), apds o transiente, elas estabilizam em dois valores
distintos e, em (b), em trés valores. Em (a), os valores das 60 diferencas de fases, em mddulo,
sdo 0, quando duas fases sdo iguais; e 7, quando sao diferentes. Para (b), as diferencas de
fases valem 0, we 2z Contudo, como 0 e 27, representam a mesma diferenca de fases, entdo

para (b), as diferencas de fases também sdo 0 e .

-

: : : a0
:XQ-—_ s [
- K
-4
(a)
(b)
O -7 - - -1 0 O n nm nm n 0
0O -7 0 0O -n 0 O 7 0 0 m O
- -1 0 0 -m - a7 a0 0 0 7o
-t -1 0 0 -m - a7 o0 0 0 7o
-t 0 0 0 0 - 7 0 0 0 0
-t 0 0 0 0 - 7 0 0 0 0
- - 0 0 - - a7 a0 0 0 7 o
- - 0 0 -m - a0 0 0 o
0O -7 0 0O -7 0 O 7 0 0 m O
O -nw - - -1 0 O n nm nm n 0
© (d

Figura 4.2: (a-b) Evolucao das fases da Figura 4.1 (exemplo 1 e 2). (c) Diferencas de fases para
Figura 4.1 (exemplo 1) calculados no instante 50. (d) Diferencas de fases para Figura 4.1
(exemplo 2) calculados no instante 60.

Dos dados (¢) e (d) e usando o método de obtenc@o do padrao reconhecido pela rede,
extrai-se uma unica figura que € ilustrada na Figura 4.1 (d), indicando assim que a rede

sempre converge para o padrao armazenado. Conclusdes idénticas foram obtidas para outras

configuragdes de rede que tinha apenas um tnico padrdao memorizado.
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Contudo, quando a rede € treinada com a regra de aprendizado de Hebb para dois

padrdes, os resultados obtidos s@o insatisfatdrios.

Para os casos da Figura 4.3, visualmente ja é possivel identificar que em (d2) hd um
padrdo diferente dos inicialmente “memorizados”. Esse fato indica que na rede, durante o

processo de aprendizado, também se armazenaram outros padroes, além dos desejados.

St E

(bD) (cl) (d1)

’ E 1
- — -

(b2) (c2) (d2)

Figura 4.3: (a) Padrées armazenados (“0” e “17). (b) Padroes iniciais apresentados a rede: (b1)
padrao “0” com ruido; (b2) padrao aleatdrio. (c) Padrao intermediario durante evolucao da
rede. (d) Padrao final obtido apds o sincronismo da rede.

Da Figura 4.4 (a), o grafico de diferenca de fases expde claramente que a rede, quando
converge, apresenta trés fases distintas. Analisando os dados numéricos da simulacdo,
verifica-se que a rede estabilizou a partir do instante 80, quando as fases nao mais variam com
precisdo igual a 10®. E em (d), conclui-se que, de fato, ha trés valores distintos de diferengas
de fases. Dessa forma, analogamente a conclusdo obtida para a Figura 4.3 (d2), a rede também

nao convergiu para um padrao inicialmente memorizado, porém convergiu para outro padrao.

No caso do exemplo (b) da Figura 4.4, quatro diferencas de fases sdo identificadas, as

quais sdo representadas por diferentes cores na Figura 4.3 (d2).
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0
0

.98033
.98033
.98033
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.98033
.98033

0

20 40 B0 i
- }
(a)
0 2.98033 -3.14159 -3.14159 2.98033
0 -3.14159 -0.161263 -0.161263 2.98033
-3.14159 -3.14159 -0.161263 -0.161263 2.98033 2
2.98033 2.98033 -0.161263 -0.161263 2.98033 2
2.98033 0 -0.161263 -0.161263 0 2
2.98033 0 -0.161263 -0.161263 0 2
2.98033 2.98033 -0.161263 -0.161263 2.98033 2
2.98033 2.98033 -0.161263 -0.161263 2.98033 2
0 2.98033 -0.161263 -0.161263 2.98033
-0.161263 -3.14159 -3.14159 -3.14159 -3.14159 -0.

(©)
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0

0
691241
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691241
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691241

0
45035

Figura 4.4: (a-b) Evolucao das fases da Figura 4.3 (exemplo 1 e 2). (c) Diferencas de fases para

Figura 4.3 (exemplo 1) calculados no instante 80. (d) Diferencas de fases para Figura 4.3

(exemplo 2) calculados no instante 100.

Assim, analisando poucos casos, foram detectados problemas quanto ao uso da regra

de Hebb para determinar a matriz de pesos sindpticos. Entao, se deve buscar uma outra forma

para determinar a matriz de pesos sindpticos, se deseja-se armazenar mais de um padrdo na

rede PLL-NN. Nesse ponto, surgem algumas questdes que o trabalho aqui apresentado

procurou r esponder:

sindpticos, de tal maneira que a rede armazene qualquer conjunto de padroes?

¢ (Qual é o limite maximo de padrdes que a rede pode armazenar?

Existe alguma “boa forma” para treinar a rede e assim definir a matriz de pesos

¢ Dada uma matriz de pesos sindpticos qualquer, € possivel encontrar quais sao os

padrdes para os quais a rede pode convergir?

e Dada uma matriz de pesos sindpticos e um padrdo qualquer de entrada, é possivel

prever para qual padrdo a rede convergird?

Para estudar a rede PLL-NN, adotou-se a estratégia de partir de casos simples, ou seja,
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considerar redes com poucos nds, e incrementar a andlise gradativamente para redes com mais

nds. Assim, inicialmente, a idéia € fazer o estudo de redes com dois e trés neurdnios.

A expectativa € que dessa andlise possa ser extraida alguma regra de formacgao da
matriz de pesos sindpticos e, conseqiientemente, uma forma para determinar os padroes

reconheciveis pela rede.

4.1. Rede com dois PLLs (n=2)

A Figura 4.5 ilustra o modelo da rede com dois PLLs.

e
(2 )~(s2 ) PLL, (>’

v

Figura 4.5: PLL-NN formada por dois PLLs.
Partindo de (3.14), tem-se:

s, 12 . :
d_t1 "2 .Ziszj sin(d,) + 5, 8in(J, = J,)) =
J:
do 1.
d_tlz f = —ESIH(al)(S21 +S12) 4.1)

Observa-se que a equagdo (4.1) corresponde ao caso mais simples possivel, pois o

espago de busca fica restrito ao intervalo /-7 7], em .

4.1.1. Pontos fixos (n=2)

Para o cédlculo dos pontos fixos a partir de (4.1), tem-se:

1 .
—Esm(é'l)(s21 +5,)=0
o {sin(al) =0=6,=k7x (ke Z)
Sy 5, =0= 5, ==,
0 (k,=0)

OnOElmm A= 0 :{7[ (k=) 4.2)
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Claramente, se s;2 = -s2;, entdo (4.1) sempre € nula, logo qualquer condicio inicial €

solucdo de equilibrio. Para a andlise da estabilidade, essa soluc¢do trivial ndo € considerada.

4.1.2. Estabilidade dos pontos fixos (n=2)

Para os calculos da estabilidade, considera-se que s # -52;.

A equacdo de estabilidade (matriz jacobiana) é dada por:

of 1

a_é‘l = —ECOS(é‘l )(521 + SIZ)

Assim, a estabilidade linear em torno de um ponto fixo & é dada por:

s

1 N
= 26 ) = —5008(5 )y +5,) (85 #—5),)

cujas solucdes sdo:

| ~I ek =0oulk | par)
0 =kme A= s2 iy
% (1 k, | impar)

Como o dominio das solugdes € restrito ao intervalo /- 7z, 7/, entdo:

_ Syt S, (k, =0)
5 ]:> ] A= ) +2s (4.3)
s 21 2 12 (kl — 1)

Reunindo os resultados do ponto fixo, dados por (4.2), e das respectivas estabilidades,
dadas por (4.3), tem-se dois casos: k; = 0 e k; =I. Analisando cada um dos casos, as

condic¢des de convergéncia de ponto fixo podem ser determinadas.

Para o primeiro caso, tem-se:

k=0=68 =0

Sy S

2{:

>0=> s, <—5, = & diverge
o 4.4)

Syt S

A=

<0= s, >—5, = 0 converge
[ ————
A<0
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E para o segundo:

k=1=06 =x
+ -
A=22"0 5 0o s, > =5, = 0 diverge
2o (4.5)
2= S MRIP)

*
<0= s, <=5, = 0 converge
%,—J
A<0

Analisando (4.4) e (4.5), conclui-se:

5, <=y, = 0 =0diverge NS =7 converge
. . _ (4.6)
S, >—8, = 0 =0converge NS =7 diverge

A Figura 4.6 ilustra a conclusio obtida em (4.6) com os possiveis retrato de fases.

(@) (b)
Figura 4.6: Estabilidade em torno de 0 (a) e 7z (b).

4.1.3. Analise dos resultados (n=2)

De (4.6), tem-se que € possivel ter apenas um, e somente um, ponto de convergéncia
assintoticamente estavel, que serd 0 ou 7. Em outras palavras, somente 0 ou 7 € a solucio

assintoticamente estavel da rede.

Considerando as solucdes (4.6), conclui-se que ndo € possivel determinar valores para
s12 € s2; de tal forma que os dois pontos fixos 0 ou 7 sejam simultaneamente assintoticamente

estdveis. Somente € possivel determinar os pesos para que um deles o seja.

Desse fato, surge uma primeira conclusdo. Para n=2, que representa a rede PLL-NN
mais simples possivel, € possivel determinar pesos sindpticos que definem dois padrdes de
reconhecimento, mas essa configuracdo minima ndo pode ser usada como memoria
associativa para armazenar simultaneamente os dois padrdes possiveis. Ou guarda-se um, ou

guarda-se o outro.



55
4.2. Rede com trés PLLs (n=3)
Se para n=2 a rede PLL-NN ndo permite o armazenamento simultineo de todos os

possiveis pontos fixos, entdo quando a rede cresce para n=3 esse fato também se repete?

Essa pergunta é pertinente ao contexto, pois poderia se chegar a conclusdo de que a
rede ndo é boa para trabalhar como memdria associativa. Assim, passa-se a andlise do

préximo caso, ou seja, n=3, cujo modelo € ilustrado na Figura 4.7.

PLL, P(*0)—1—

PLL, (%

v

v

PLL; (0

Figura 4.7: PLL-NN formada por trés PLLs.
Partindo de (3.14), tem-se:

s, 1 3 . .
—=—— Y (s;,sin(d,) +s,;sin(, - J,))
1p. . )
= —E[sm(ﬁ1 )(sy5 + 85,) +sin(d, — 8, )s,, +sin(J, )532] 4.7)
s, 1 3 . :
=—— X (s5;8in(d;) +s,;sin(J, - J,))
1y. ) .
= —E[s1n(51)s31 +8in(J, — J,)s,, +sin(J,)(s,5 + 53,)] (4.8)

As equacdes (4.7) e (4.8) formam o sistema a seguir:

dd_fl = —%[sin(é‘l )(815 + 85,) +8I(8, = 8,5y, +5in(S,)s5, ]
4.9)
% - _%[Sin(é})sn —sin(8, — ,)s,; +sin(6,)(sy; + S32)]

dt
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Nesse caso, de n=3, o espaco de andlise passa a ser o dominio

|- 7] x]-7 ] em 9%, aumentando a complexidade dos cdlculos e das anélise dos resultados.

4.2.1. Pontos fixos (n=3)

O cdélculo para dos pontos fixos de (4.9) exige manipulacao algébrica trabalhosa, pois
se passa a ter nove parametros (0s nove pesos sindpticos) e duas varidveis (as duas diferencas
de fases). Assim, mesmo usando ferramentas computacionais de apoio, a andlise se torna
dificil, visto que as expressdes algébricas sdo extensas. Contudo, algumas solucdes, aqui
chamadas de triviais, s@o imediatas e sdo usadas para indicar pistas a respeito do

comportamento da rede.

As solugdes triviais, 0;= k; e 0= ky w (k; ko€ Z), fazem com que os termos de
(4.9), que envolvem o cédlculo da funcdo seno, anulem-se simultaneamente. Assim,
independentemente dos valores dos pesos sindpticos, d;=k; T e d,=k,r sempre é um ponto

fixo, ou seja, uma solugdo de equilibrio da rede.

Analisando as solugdes triviais no periodo [-7,7], t€ém-se os quatro pontos fixos

apresentados no Quadro 4.1.

Ponto fixo ) O
(a) 0 0
(b) 0 T
(©) T 0
(d) T T

Quadro 4.1: Solugdes triviais (n=3).

Com o auxilio do “software” Mathematica, também €& possivel obter outros pontos
fixos, determinados em fun¢do dos pesos sindpticos. Por exemplo, para o modelo apresentado
por Hoppensteadt e Izhikevich (2000), no qual a matriz de pesos sindpticos € simétrica, ou
seja, §3; = §13; S21 = $12; $32 = $23, as solucdes sdo mostradas no Quadro 4.2. Nesse conjunto de
solucdes, considera-se também que os pesos ndao sdo nulos, isto €, que s;3 #= 0; s;2 # 0;

523 #0.
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o122 ,opgf_sl2f sz3®
6Z[t]—>—ArcCDs[—% 513 (s_i-2+:l—1:3‘22_%]] 51 [t] » —AreCos|- 2512522132 ]
c12Z yopg?_ 5127 s23°
oz[t] > _Arccos[_% 13 ( siz * :.1.1322 - :21322 )] IR Arccos[_ zzlz szglaz ]
12245252 2127 5252
52[t]—)ArCCDS[—% 513 (Si_z"';l_l;z‘%” 51[t]—>—ArcCDS[— 2512522132 ]
=12Z4s232_ 512% 5237
&z [t] —)AICCDS[—% =513 (si_z + 5511322 - 5521322 ” S1[t] —)ArcCos[— — 522132 ]
_e122_opa2, sl2f s23?
Sg[t] » ~hrccos[ - 513 (- - 55 + 25 ] S11t] » -Arecos| =1t ]
_o12E_ozg2, 512% sz3?
gz [E] —)—AKCCDS[% =13 (— Siz _:_]_—13?24'%]] d1[t] —)ArcCDs[ 25125235132 ]
o128 _opgf, 5127 5237
Sz [E] = ArCCDS[% S (_ siz - 5511322 + 5521322 H S1[t] =+ —ArcCos[ — 5235132 ]
-s12Z_sp32, 122 s23%
ozlt] = ArcCDs[% =13 (- si_Z - 5511322 * 5521322 /] S1[£] > arccos| zslz 5235132 ]

Quadro 4.2: Solucdes obtidas em funcoes dos parametros (n=3).

Além das solugdes apresentadas no Quadro 4.1 e no Quadro 4.2, ndo foi possivel

determinar algebricamente outras solucdes para pontos fixos.

4.2.2. Estabilidade dos pontos fixos (n=3)

Para determinar a estabilidade dos pontos fixos, as rotinas descritas no Apéndice A
foram usadas na andlise do SED descrito em (4.9). Para a andlise da estabilidade dos pontos

fixos, inicialmente, consideraram-se somente as solugdes triviais de (4.9).

Para essa tarefa, o critério de Routh-Hurwitz foi utilizado para estabelecer o tipo de
estabilidade de cada ponto fixo. Assim, para cada conjunto de pesos sindpticos obtidos,

passou-se a andlise do comportamento assintético da rede.

Das equacdes usadas para calcular os autovalores e autovetores, extraem-se 0S
coeficientes das equacdes de segundo grau os quais sdo usados no critério de Routh-Hurwitz,
deduzido no Capitulo 2. Fixando-se um conjunto de pontos fixos e aplicando o critério, foi
possivel determinar valores para os pesos sindpticos tais que os pontos fixos fossem

assintoticamente estaveis, ou nao.

Por exemplo, considerando somente os pontos fixos triviais, do Quadro 4.1, as

inequacoes, segundo o critério de Routh-Hurwitz, para que somente (a) e (d), respectivamente



(0; 0) e (m; 7), sejam pontos assintoticamente estaveis, sdo:
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513 =71 + s1Z =23 + =13 =23 + s1lZ =31 + =521 =31 + sE3 =31 + s1ZF =32 + 513 =32 + sFl s3F -0
4 4 ! 4 4 4 ! 4 4
s1Z + =13 + sE1 + sE3 + =31 + s3E -0
z z z z z z
_ s13s21 + =12 =22  sl3sF3 s1l2s31 0 sE1s31  s23 =31 + =12 =328 =513 =32 + szl =38 =0
4 4 4 4 4 4 4 4 4 -
_ =12 + sl3 _ =sE1 _ =sE3 + 531 _ =32 =0
z z z Z z z
sl3sZ2l _ s12s23 _ s13 sE3 + slZ =31 + 2153l _ =£3s31  sl2s37  sl3s3F2  sZls3f o
4 4 4 4 4 4 4 4 4 -
_=slz _ =13 _ =sZ1 + s23 _ =31 + s32 =1
z Z z Z z z
_sl13=s21 _ slz sZ3 + 13 =23 _ sl2s31  s21s31 + 2331 _ =12 532 + =13 =532 _ =21 532 .
4 4 4 4 4 4 4 4 4
12 _ =13 + =21 _ =23 _ =31 _ =32 .
z z z Z Z z

Quadro 4.3: Inequacoes obtidas pelo critério de Routh-Hurwitz para que os pontos fixos (0; 0) e

(7; @) sejam os Unicos pontos assintoticamente estaveis.

Como as inequacdes sdo extensas, passou-se a simplificd-las. Assim, fazendo-se

- ) . 2
S13= -S31 € S23=532, sd0 obtidos os casos ilustrados no Quadro 4.4°, no Quadro 4.5 e no Quadro

4.6.

- il il
s13<3s12-2+/2 \/5122 & — (-3s12-s13) - E\/5122—6sl2sl3+sl32 <s2l<

s12< 06&
1 1 5 5 1 s12s13

— (-3s12-1513) + — J s124- 6512513 +s13° && — (-sl2-s21) <s23< —————— ||

2 2 2 2512+ 513+ s21
S v | 1
s13>-3s12+22 \/5122 & - (-3s12+s13) - 5 J s122 + 6512513+ 8132 < s21 <

s12 s13 s12 + s21
<823 < ——

1 1 > >
— (—3312+sl3)+—\/312 +6s12s13+s13¢ 8§ —MMMm
2 2512 -s13+s21

Quadro 4.4: Caso 1 - Inequacoes do Quadro 4.3 simplificadas (s13=-S3; € S23=S32).

s13 s132 s13 s132 s21
—\/7 <S2l<—2 +\[2 &&—2 <s23< 0|

s12 == 0&& !(513<O&&—T

\
s13  /s13?2 s13  +/s13? s21
s13> 0&& - + ——— <82l < +—— && 0< s823< \i
2 2 2 |

Quadro 4.5: Caso 2 - Inequacoes do Quadro 4.3 simplificadas (S73=-S3; € S23=S32).

I T 1
sl2> 0&& (sl3<—5 sl2-2+/6 J5122 &&5 (-3s812-s13) - 5 \/5122+ 10512513+ 8132 <521 <
sl2sl13

1 1 1
— (-3s12-5s13) + — \/ 5122+ 10s12s13+s13%2 6& — (-s12-s21) <s23s-—— "~
2 2 2 2s12+s13+s21
N 1 1
s13> 5s12+2/6 \/5122 &8 - (-3s12+s13) - > \/ s122-10s12s13+5132 < s21<
sl2+s21

1 1 s12s13
— (-3s512+5s13) + — \/ s122-10s12s13+5s13%2 g6 -— <523 <
2 2 2512 -s13+s21

Quadro 4.6: Caso 3 - Inequacoes do Quadro 4.3 simplificadas (s13=-S3; € S23=S3,).

De qualquer uma das solucdes geradas, os demais pesos sindpticos podem ser obtidos.

Contudo, para exemplificar alguns resultados, foram consideradas as inequagdes do Quadro

2 Nas férmulas ilustradas, os simbolos “&&” e “II” sdo os simbolos 16gicos “‘e

aparecem em alguns exemplos deste trabalho.

“e” e “ou”, respectivamente. Eles
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4.5, que aparentemente € mais simples. Dessa escolha, fez-se s;,=0, resultando as inequacoes

do Quadro 4.7:
s13  +/s132 s13  +/s132 s21
sl3<0&& —— — <82l < - + && - <s23<0
2 2 2
sl3 s132 sl3 s132 s21
sl3> 0&& - +\/— s21 < +\/— && 0< s23<

Quadro 4.7: Inequacdes do Quadro 4.5 simplificadas (s;,=0).

Como o resultado foram dois conjuntos de solugdes, escolheu-se a primeira delas para
dar continuidade aos cdlculos, ou seja, escolheu-se s;3 < 0. Assim, fixando-se s;3= -1,

obtiveram-se as inequagdes do Quadro 4.8.

s21

0<s2l<1&&- <s23<0

Quadro 4.8: Inequacoes do Quadro 4.7 simplificadas (s;3=-7).

Novamente, houve a necessidade de escolher um valor para outro peso sindptico,
dessa vez sz;, que deveria estar no intervalo J0,1[. Entdo, fixou s,;=1/2 e se obteve a

inequacdo final do Quadro 4.9.

1
-— <s823<0
4

Quadro 4.9: Inequacao do Quadro 4.8 simplificadas (s2;=1/2).

E finalmente, fixou-se s;3= -1/8 para completar a matriz de pesos (4.10).

1 0 -1
S=\y 1 -¥% (4.10)
1 -% 1

Como a diagonal de S, de (4.10), ndo influencia na determinagdo dos pontos fixos nem

na estabilidade, tomou-se s;; = I (i=1,2,3).

Uma vez determinada a matriz S, pOde-se, entdo, determinar os autovalores e
autovetores para os pontos fixos triviais, mostrados no Quadro 4.10, e obter o diagrama de

campo vetorial e a bacia de atracao, ilustrados pela Figura 4.8 e pela Figura 4.9.



&a* Autowvalores(a*) Lutovetores (4*)

1 d:[t] =0 -0,0625 +0,108255 1 -0,25-0.4330153 1.
di[t] =0 -0,0625 -0,108253 4 -0,25 +0.4330133 1.

o de[t] =0 0.412847 0.151388 1.
di[t] = - -0, 037547 -1.6513% 1.
d;[t] =0 0.412547 0.1513588 1.
Si[E] = -0, 037547 -1.65139 1.

4 d:[L] = - 0.257847 -0,217129 1.
di[t] =0 -0, 162847 0.383796 1.
de[t] = - -0,1875 +0,108253 14 0.25+0,144338 1 1.
di[t] = -7 -0,15875-0,1082535 14 0.25-0,1443351 1.
de[t] = - -0,1875 +0,108253 14 0.25+0,1443358 1 1.
di[t] = -0,15875-0,108255 1 0.25-0.1443351 1.
de[€] = 0.257847 -0,217129 1.
d[t] =0 -0, 162847 0.383796 1.
d:[t] = -0,1875 +0,108253 14 0.25+0,144338 1 1.
di[t] = -7 -0,15875-0,1082535 14 0.25-0,1443351 1.

g Ge[t] = -0,1875 +0,108253 4 0.25+0.144338 1 1.
di[t] = -0,15875-0,108255 1 0.25-0.1443351 1.

pesos sinapticos (4.10).
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Figura 4.8: Diagrama de pontos fixos, respectivas estabilidades e campo vetorial

correspondente a matriz definida em (4.10).

6z [t]
(8) (7) (9)
3
2 i ]
1 H 3
] 1
Lt (1) o
0 H i o1 [t]
. Y h
5 (5) /\(m (6)
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.9: Diagrama de pontos e bacias de atracao correspondentes a matriz definida em

(4.10). Os pontos fixos (0; 0) e (x; x) sdao assintoticamente estaveis.
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Quadro 4.10: Pontos fixos e respectivos autovalores e autovetores calculados com a matriz de
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A
Y(x;x) ceparatrizes * (0:0)

™

Figura 4.10: Diagrama de bacia de atracao da Figura 4.9 na representacao toroidal.

Da Figura 4.10, nota-se claramente que o conjunto de pontos criticos separa o tordide,
com coordenada toroidal & e coordenada poloidal &;, em duas regides, cada uma
representando a bacia de atracao de cada ponto fixo assintoticamente estdvel. Nota-se também
que, nesse caso, a bacia de atragdo do ponto fixo (7; z) tem drea maior do que a do ponto fixo

(0;0).

Como a construcdo da matriz de pesos sindpticos foi feita gradativamente com a
elei¢do dos pesos, uma questdo natural que surge € o que aconteceria se outros valores fossem
escolhidos. Por exemplo, se em vez de fixar s,3=-1/8 fosse escolhido s,;=-1/16, quais seriam
as novas bacias de atra¢cao? Ou ainda, como os pesos deveriam ser escolhidos de tal forma que

a bacias de atracdo tivessem a mesma area?

Como a técnica, até entdo utilizada para a constru¢do da matriz € feita passo a passo,
escolhendo-se valores dos pesos em fun¢do das inequagdes obtidas pelo critério de Routh-
Hurwitz, ndo € possivel ter um método que identifica os possiveis intervalos de solucdo para
cada peso sindptico. Uma forma de se conhecer o efeito da variacdo de cada peso é analisar
exaustivamente vdrios casos, com a expectativa de se identificar algum padrdo, ou ainda,
intervalos de escolha. Dessa forma, na pior das hipéteses, ter-se-4 uma tabela com vdrias
matrizes e as respectivas bacias de atra¢do. Outra forma € analisar as expressdes algébricas na
tentativa de se encontrar alguma relacdo que mostre como a variacdo dos pesos sindpticos

influencia no comportamento da rede.
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4.3. Métodos para determinar a matriz sinaptica
Durante o trabalho, percebeu-se que a andlise algébrica dos sistemas como o
SED (4.9), mesmo que de dimensdes pequenas, por exemplo, n=3, € bastante dificil, pois as

equagoes a serem analisadas sdo extensas.

Assim, este trabalho dedicou atenc@o na investigagdo do caso da rede com trés
neurdnios e na determinagdo de condi¢des para escolhas dos pesos sindpticos em funcdo de

pontos fixos e respectivas bacias de atracao.

Uma das técnicas usadas nessa investigacdo envolveu a analise das inequagdes obtidas
do critério de Routh-Hurwitz, da mesma forma que a descrita na secdo 4.2. Outra técnica

utilizada faz uso de computacdo exaustiva para a geracdo de graficos de bacia de atracao.

Desse esfor¢o, gerou-se uma tabela contendo matrizes de pesos sindpticos, 0os pontos

fixos e os respectivos gréficos de bacia de atracao.

Também foi possivel identificar “propriedades gerais” que relacionam as matrizes
sindpticas e os graficos de bacia de atracdo. Essas propriedades podem ser usadas para se
obter novas configuracdes de matrizes sindpticas ja se conhecendo quais serdo os pontos fixos

e as respectivas bacias de atracdo.

Foram propostos dois métodos para determinar a matriz de pesos sindpticos. Os
métodos Forca Bruta e Algébrico diferem quanto ao ponto de partida na andlise dos dados;
entretanto, o objetivo de ambos é gerar os grificos de bacia de atracdo para os pontos fixos
obtidos de cada matriz sindptica. Outro ponto em comum € o uso intensivo de computadores

para producao de dados a serem analisados.

O Quadro 4.11 sintetiza os principais aspectos de cada método. O Quadro 4.12 expde

um resumo dos pontos positivos e negativos de cada um dos métodos.
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Matriz sinaptica

Como determinar?

Método Método
Forga bruta Algébrico
— Associar iterativamente valores a cada — Escolher pontos fixos e definir se serdo
peso da matriz sindptica assintoticamente estdveis ou instiveis
— Calcular pontos fixos — Usar critério de Routh-Hurwitz para
— Avaliar estabilidade dos pontos fixos obter inequacdes dos coeficientes para
— Obter bacia de atracio célculo de autovalores
— Auvaliar estabilidade dos pontos fixos
- Obter bacia de atracio

Quadro 4.11: Métodos para determinar a matriz sinaptica.

Método Forca Bruta Método Algébrico
= Geracdo dos dados ndo requer| = Calcula-se a matriz sindptica para
raciocinio critico pontos  fixos  conhecidos e

= Criagdo de tabela com pontos fixos desejaveis

Pros e respectivas bacias de atra¢do = Possibilidade de identificar padrdes
= Automatizacdo do método para escolha dos pesos
= Conjunto de regras simples
= Relativa lentidao para obtenc¢do dos | = Dificil automatizar o processo
re,sultados, ,dev1d0 a0 elevado = Dificuldade para identificar
nimero de célculos ¥ . e
propriedades relacionais” entre os
Contra| = Apoés termino da simulagdo, pesos sindpticos € as respectivas
nenhum resultado pode ser o ideal bacias de atracdo

= Escolha de “bons pesos” depende de
uma “boa inspira¢dao”

Quadro 4.12: Pros e contra dos métodos Forca Bruta e Algébrico.

Os métodos avaliados neste trabalho visam desenvolver ferramentas que possam ser
utilizadas de forma geral para se obter qualquer configuracido desejada a rede neural de trés
PLLs. Por exemplo, se o objetivo € obter uma matriz sindptica que gere apenas dois pontos
fixos assintoticamente estiveis com uma bacia de atracdo especifica, usando os métodos

apresentados serd possivel obter a matriz sindptica adequada.

Os estudos aqui apresentados consideram uma rede de trés PLLs descrito pelo
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SED (4.9) e procuram criar relagdes entre os pesos sindpticos, as solucdes assintoticamente
estdveis e suas respectivas bacias de atracdo. Com esse estudo, busca-se entender como a
matriz sindptica pode ser construida para armazenar um ou mais padrdes, sem a adi¢do de
padrdes espurios. Assim, como uma configuracdo de rede bem conhecida, pode-se pensar em

desenvolver projetos de maquinas reconhecedoras de imagens, o que € feito no Capitulo 5.

4.3.1. Método Forca Bruta

O Método Forca Bruta € assim chamado pois ndo exige raciocinio critico para
questionar quais valores devem ser usados na matriz sindptica. A idéia consiste de atribuir
valores a matriz e calcular quais sdo os pontos fixos do sistema dindmico, quais sdo as
respectivas estabilidades e qual € a bacia de atracdo associada a essa matriz. A aparente
dificuldade do método estd na realizacdo desses cdlculos. Isso € resolvido com programas de

computador que executam os cdlculos e geram os graficos desejados.

O problema maior surge quando se deseja repetir os célculos para diversas outras
matrizes sindpticas. Executar os cdlculos para uma configuracdo leva alguns segundos, porém

a repeti¢do dos calculos para milhares de tabelas leva dias.

Considerando essas questdes, inicialmente foram adotadas algumas premissas para o

estudo do SED (4.9) com o Método For¢a Bruta.

A matriz que se deseja determinar € dada por: S =|s,, $5,, S,

Contudo, da andlise do SED (4.9), sabe-se que a diagonal de S ndo interfere no
comportamento do SED, pois os termos s;; (i=1, 2 e 3) ndo aparecem no SED (4.9). Dessa

forma, fez-se s; = I (i = 1,2 e 3). Assim, o objeto de estudo passou a ser:
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Em um primeiro momento, preferiu-se trabalhar com os valores de s; normalizados e

dentro do intervalo [-1; I]. Empiricamente, ja havia sido observado que se uma constante
positiva multiplica S, gerando §S’, as respectivas bacias de atragdo de S e S’ s@o idénticas. O
comportamento de SED apenas muda quanto ao transiente da solucdo, ou seja, quanto menor
forem os valores de S, em mddulo, maior € o transiente, pois mais lenta € a evolu¢do do SED
e mais tempo € necessdrio até que ele se estabilize. Essa verificacdo empirica € demonstrada

ao final deste capitulo, na secio de “Propriedades Gerais”.

Supondo que cada valor s;; = I (i = 1,2 e 3, i #j) varie de um décimo a cada nova
matriz, conclui-se que existem 21 possiveis valores para cada s;; (-1; -0,9; -0,8; ...; 0,8; 0,9;
1). Como S € formado por 6 s;; diferentes, existem 21° matrizes possiveis a serem avaliadas.
Em um cendrio extremamente otimista, se um computador consegue fazer todos os calculos
do SED até gerar o grafico de bacia de atracdo em apenas um segundo, seriam necessarios
aproximadamente 85 bilhdes de segundos para finalizar essa quantidade de calculos, ou seja,
algo em torno de 24 mil horas, ou 1000 dias. Claramente, esse tipo de simulacdo nio interessa
aos propodsitos deste trabalho, assim se passou a pensar em usar valores de s; que variassem
de dois décimos. Nesse cendrio, o nimero de configuracdes possiveis cairia para 11°

(aproximadamente 1,8 milhdes de matrizes).

Como o interesse era investigar o comportamento do SED conforme os pesos
variassem, pensou-se, entdo, em restringir alguns s; de tal forma a diminuir o grau de

liberdade de escolha dos pesos sindpticos.

Nesse novo contexto, s3; € s32 passaram a valer zero. Assim:

. . L . , . ~ P 4
e variando cada s;; em dois décimos, o nlimero de configuragdes possiveis passou a ser 117, ou
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seja, 14.641 matrizes.

O fato da escolha de s3; e 537 ser zero reside no fato de que essa restricdo ndao impede a
criacdo de uma mdaquina reconhecedora de imagens baseada em rede de trés PLLs, como

mostrado no Capitulo 5.

Os resultados gerados dessa forma puderam fornecer condi¢des para avaliagdo geral

do método.

Uma vez escolhidos os valores dos pesos sindpticos, passou-se a elaboracdo de um
processo automdtico para obter os graficos de bacia de atracdo para cada matriz sindptica.
Esse processo consistiu do desenvolvimento de programas para o Mathematica interpretar e
gerar os resultados desejados. De posse desses programas de automatizacdo, foram usados
trés computadores trabalhando paralelamente para executar os célculos necessarios e gerar os

seguintes dados:

= Pontos fixos

= Estabilidade dos pontos fixos

= Grifico de bacia de atracao

Os trés computadores, trabalhando de forma independente, processaram os dados das
14.641 matrizes em aproximadamente 24 horas tteis. Na prética, devidos a alguns infortdnios,

os dados foram processados ao longo de 6 dias.

Dos resultados gerados, observou-se que para algumas configuracOes ndo existiam
pontos fixos, pois o SED ndo tinha solu¢do de equilibrio. Para os SEDs que apresentavam
apenas um ponto fixo assintoticamente estdvel, o algoritmo de célculo dos pontos criticos,
para geragdo do gréfico de bacia de atracdo, ndo foi executado, pois ndo havia necessidade de
determinar a separatriz, visto que existia apenas um ponto atrator. Somente para os SEDs com

dois pontos fixos assintoticamente estdveis foram executados os algoritmos para geragdo dos



67

grificos de bacia de atracdo. Na verdade, para as configuracOes testadas ndo foi detectada
nenhuma configuracdo que gerassem trés ou mais pontos fixos assintoticamente estaveis. O
Quadro 4.13 resume a relagdo pontos fixos assintoticamente estaveis e a respectiva quantidade
de casos encontrados a partir da andlise dos dados gerados pelo Método For¢a Bruta para as

14.641 configuracOes possiveis € matrizes sindpticas.

Ponto fixo atrator Quantidade de casos
0;0)
Ei gi 4174
(T; 70)
(0;0)e (w; 0) 228
(0; ) e (0; 0) 228
(0; ) e (m; T 228
(m; 0) (m; ) 228
Outras solucdes com 2 atratores 1196
Total de casos 6282

Quadro 4.13: Pontos fixos assintoticamente estaveis e quantidade de casos encontrados na
analise dos dados gerados pelo Método Forca Bruta.

Nota-se que as solu¢des com apenas um atrator Gnico ocorre somente para oS pontos
fixos triviais. Para as configuragdes que apresentam dois atratores, destacam-se 0s casos cujos
pontos fixos assintoticamente estdveis também sdo os triviais. Outros pontos fixos
assintoticamente estdveis, além dos triviais, também aparecem em diversas solucdes. Nesses

casos, 0s pontos atratores aparecem em posi¢oes variadas, como ilustra Figura 4.11.
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: 1 02 04
N P $=/02 1 -02
T e 0 0 1
i ‘\_i/ﬁ] ﬂm \_?/ﬁ 4 [%]

4) (-0,5054; -1,8235)

R & {)( (8) (0.5054; 1,8235)

1 -02 04
Lo ] Jfl_og _______________ ( S = —0,6 1 0,8
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)( (I /\2 0o 0 1
(b) U'Kw;g» e

(4) (-0,5054; 0,8128)

o Hor 7 (8) (0,5054; -0,8128)

Figura 4.11: Bacia de atracao para dois pontos fixos atratores nao triviais, matriz Se
coordenadas dos pontos fixos atratores.

Nos gréficos da Figura 4.11, assim como nos demais que apresentam pontos atratores
nao triviais, observa-se que as coordenadas dos pontos fixos, em moddulo, sdo iguais, ou seja,
dado um ponto fixo, é possivel obter seu par. Por exemplo, na Figura 4.11 (a) um dos pontos
tem coordenadas (0,5054; 1,8235), que multiplicando-se por (-1), tem-se (-0,5054; -1,8235),

que € o outro ponto fixo atrator. A mesma idéia pode ser aplicada na Figura 4.11 (b).

De fato, essa simetria impar na localizacdo do ponto fixo foi uma das propriedades
observadas e € apresentada em detalhes ao final deste capitulo na se¢ao “Propriedades

Gerais”.

Além dessa particularidade, também pode ser observado que para cada gréifico da
bacia de atragdo existe um outro grafico com caracteristicas semelhantes, porém com as
coordenadas do ponto fixo trocadas, ou seja, se (X, y) € ponto fixo atrator, entdo (y, x) também

€ ponto fixo atrator de uma outra configuracao (outra matriz S). Essas configuracdes, neste
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trabalho, sdo chamadas de primas. Ilustrando esse comportamento, a Figura 4.12 traz as

bacias primas da Figura 4.11.

102 —02
A e =102 1 04
: . o~ - l"‘ O O 1
P =N )’ S - ~ 51l

(a) == im = A=
) vV (4) (1,8235; 0,5054)
RS B <}, ot (8) (-1,8235; -0,5054)

1 06 08
Fm T §S=/-02 1 04
. - \‘iii]_y o \II\‘EL’-‘_J_,, 4 Ie]
(b) HE\\ 4] 4“_5\\ 1
(4) (0,8128; -0,5054)
B e —2, (8) (-0,8128; 0,5054)

Figura 4.12: Bacias de atracao “primas” das bacias da Figura 4.11, matriz S e coordenadas dos
pontos fixos atratores.

Comparando-se os graficos da Figura 4.11 e da Figura 4.12, observa-se que além da
simetria nos pontos fixos atratores, hd simetria também nas respectivas bacias de atragdo.
Comparando as bacias de atracdo de Figura 4.12 com suas primas da Figura 4.11, tem-se a
impressao que elas estdo rotacionadas de 772 de em torno do ponto (0; 0). Na verdade, ndo se
trata de uma rotacdo, porém de uma troca de eixos. Essa constatacdo é outra propriedade

explorada na se¢ao “Propriedades Gerais” ao final deste capitulo.

Dos gréficos cujas bacias de atragdo apresentam pontos fixos que sao atratores triviais,
também foram observadas algumas caracteristicas interessantes, a comecar pelo ndmero de
solugdes equivalentes, conforme mostrado no Quadro 4.13. Para os casos em que 0s pares

(0; 0)e (7 0), (0; e (0;0), (0; m)e (m x), e (x 0)e (7 x)sdo atratores, foram gerados 228
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bacias de atracdo, ou seja, ha 228 configuracdes de matrizes sindpticas que apresentam esses

pontos fixos como atratores.

Empiricamente, foram identificadas algumas bacias de atracdo semelhantes, porém

com pontos fixos atratores diferentes. Na Figura 4.13, alguns desses casos sdo mostrados.

(0: 0) = (m: 0)
1 1 -1
@s=|-06 1 08
0 0 1
(m: 0) — (m: )
1 -1 -1
b)Ss=[06 1 -08
0 0 1
(0: 7) — (mu:m)
1 1 1
(©)S=|-06 1 -08
0 0 1
(0: 0) — (m: 0)
1 -1 1
@s=/06 1 08
0 0 1

Ao S
4 /
f".._.
k_]f_‘; """"" o
hY
_(J) # @) \ G
) ? PR
]
[ . (10y R ab
,7& !
M,
¥
st ] s
-z -7
*{
- At
¢ o
(2) ( (2 4 (3)
. :
gul
10)
|| A “75'4 7
. -
....... oy
~,
| L I (& m |
47151, \
- _ M
i 7
- s

Translagdo
eixo vertical

Translagdo
eixo horizontal

Translagdo
eixo vertical

Figura 4.13: Exemplos de bacias de atracao obtidas por translacao.

A Figura 4.13 (a) ilustra as bacias de atracdo para os atratores (0; 0) e (7; 0). Na

Figura 4.13 (b) os atratores sao (7 0) e (7; 7) e, claramente, apresenta uma outra bacia de

atracdo. Entretanto, analisando a separatriz, que delimita as bacias de atracdo, percebe-se que

da Figura 4.13 (a) para a Figura 4.13 (b) houve um deslocamento no eixo vertical de 7z, ou

seja, uma translaciao do desenho de 7 no eixo vertical. Analogamente, da Figura 4.13 (b) para

a Figura 4.13 (a) houve uma transla¢cdo de 7 no eixo horizontal. E da Figura 4.13 (c) para a



71

Figura 4.13 (d) houve uma translacdo de -7 no eixo vertical. Analisando as matrizes
sindpticas também se observa que os valores, em mddulo, dos pesos se repetem, porém em
linhas diferentes. Essa coincidéncia também € explorada no final deste capitulo, em
“Propriedades Gerais”, onde € demonstrada a existéncia da propriedade de translacdo. Em
linhas gerais, essa propriedade afirma que a partir de uma bacia de atragdo qualquer, pode-se
obter uma nova bacia transladada de 7 no eixo vertical ou horizontal, manipulando apenas os

pesos sindpticos da configura¢do que deu origem a bacia inicial.

Dessa constatacdo, depreende-se o fato de que os graficos das bacias de atragdo para
os pontos atratores (7; 0) e (7#; x) podem ser obtidos a partir dos graficos obtidos pelos
atratores (0; 0) e (7z; 0) por translacdo no eixo vertical de 7z O mesmo raciocinio pode ser
usado para gerar os graficos de bacia de atracdo para os atratores (0, 7) e (7; 7). Basta para

tanto tomar os graficos de (7; 0) e (7; 7) e translada-los no eixo horizontal de 7.

Valendo-se da idéia de “rotacdo”, ou troca de eixos, a partir de (0; 0) e (7; 0), pode-se

obter os graficos de bacia de atragdo para os atratores (0; 0) e (0; 7x), como ilustrado na Figura

4.14.
(0: 1)~ (7:0) e —
. U o S
(@S=|-06 1 -08 ; k%~
0 0 1 g o A oo R
B o e Rotagdo”
. em torno de (0; 0)
(0: 0) = (0: ) o s mum—'
1 -1 1 e T
dSs=(06 1 08 ,{»

Lor
-7
0 0 1 i fo

Figura 4.14: Exemplo de bacia de atracao rotacionada.

Das andlises feitas dos 912 graficos de bacia de atrag@o, cujos atratores sdo triviais, os
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casos que sdo, de fato, diferentes sdo os 228 graficos de (0; 0) e (7 0), pois a partir deles
podem ser obtidos os outros 684 grificos para os demais pares de atratores triviais.
Claramente, pode-se tomar como referéncia, por exemplo, os 228 gréficos de (7 0) e (7 7).
Esses 228 gréficos e suas respectivas configuracdes da matriz sindptica sdao apresentados no
Apéndice B sob a forma de um catdlogo, que pode ser consultado para se identificar uma
bacia de atragdo que sirva a algum determinado propoésito. Neste trabalho, ha um interesse
especial das bacias de atragdo cuja separatriz delimita uma &rea eqiiidistante em torno de um
ponto fixo atrator trivial. A partir de configuracdes sindpticas que gere essas bacias € possivel

construir maquina reconhecedoras de imagens.

4.3.1.1 Método Forca Bruta: pros e contras

O Método Forca Bruta € pritico desde que se tenha a disposicdo um conjunto de
ferramentas computacionais para manipular grande quantidade de dados. Sem esse tipo de
pacote, seu emprego se torna invidvel. Felizmente, como existem bons pacotes para
manipulacdo numérica em computador, esse método se mostra pratico para produzir dados em

larga escala em um intervalo relativamente pequeno de tempo.

De posse desse grande volume de dados, a tarefa de ordend-los e cataloga-los também

¢ relativamente simples, bastando para tanto uma planilha eletronica.

Outro fator positivo € a facilidade para automatizar todo o processo. Para isso, basta
criar um programa que iterativamente processe a geragdo dos grificos de bacia de atragcdo

para cada uma das configuracdes que se deseja avaliar.

Esse método passa a ser ruim se o numero de simulacdes em computador é muito
grande. Nessa situacdo, a geracdo dos dados para andlise posterior pode demorar alguns dias

até que a execucdo da simulagdo em computador seja finalizada.

Um fato que pode ocorrer ao término da geragdo dos dados é ndo se obter bacias de
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atracdo ideais aos propdsitos investigados, ou ainda, diante a grande quantidade de dados, ndo

se conseguir manipuld-los de forma adequada.

4.3.2. Método Algébrico

O Método Algébrico € assim chamado pois se tenta obter uma configuracdo de pesos

sindpticos conveniente para a MRI através de manipulacao algébrica.

Usa-se nesse método as inequacgdes obtidas pelo critério de Routh-Hurwitz, geradas
para um conjunto de pontos atratores; as varidveis sdo os pesos sindpticos. Na medida em que
o sistema de inequagdes vai sendo solucionado, ou seja, que os valores para 0s pesos
sindpticos sdo determinados, configuracdo da rede neural vai sendo determinada. Com a
configuragcdo pronta, pode-se avaliar a estabilidade dos pontos fixos e, na seqiiéncia, gerar o

gréfico da bacia de atragao.

Admitindo que se tenha uma idéia de como deve ser a bacia de atracdo em torno dos
pontos assintoticmante estavies, o objetivo desse método € obter configuragdes sindpticas que
gerem bacias de atragdo com tamanhos e formas proximas a da bacia desejada. Por exemplo,
tomando-se o ponto (0; 0) como referéncia, pode-se querer obter uma matriz sindptica que
gere como solucdo assintoticamente estavel o ponto (0; 0) e que sua bacia de atragcdo seja um
circulo de raio r, ou ainda, que a separatriz se assemelhe a uma circunferéncia de raio r. Como
a manipulacdo € algébrica de algumas equagdes, espera-se deduzir algum tipo de regra que
possa ser usada para se obter bacias de atracdo mais apropriadas seguindo as necessidades em

questao.

Nesta secdo, sdo exploradas algumas técnicas para se obter bacias de atracdo para
pontos fixos triviais e como modificd-las a partir de pequenas alteracdes nas matrizes
sindpticas. Como, nesse método, a referéncia de partida sao pontos fixos, os triviais foram os

escolhidos. Apenas em poucos casos de andlises foram incluidos pontos fixos ndo triviais.
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O uso do programa Mathematica foi imprescindivel para avaliar algebricamente
extensos conjuntos de inequacgdes. Sem ele, esse método ndo seria vidvel devido a grande

quantidade de cdlculos requeridos.

Esse método também pressupde que a equacdo dos autovalores associados a matriz

sindptica ja esteja calculada, ou seja, escrita em funcdo dos pesos sindpticos.

Para o SED (4.9), a equacéo para célculo dos autovalores (A1) é:

A +al+b=0 (4.11)

Para os pontos fixos triviais, os valores de a e b sao mostrados no Quadro 4.14.
Para que um ponto fixo seja assintoticamente estdavel, segundo o critério de Routh-
Hurwitz, uma condi¢@o necessdria e suficiente € que a; € b; sejam estritamente positivos, ou

seja,a;i>0eb; >0 (i=1,2 3,4).

Ponto fixo Coeficientes (a e b) para célculo de A
512 51 31z Sz S12 Sz S1: 51 51 51 Sgr 51
a = + + + + + +
4 4 4 4 4 4
S1: Saz . S12 Saz . Fi1 52
(0:0) 4 4 4
g1 g1 N L] Ekal 832
bh=e—t— + — ¢+ — + — + —
2 2 2 2 2 2
a 1 Sy Fen 4 51z Sz 51z Sz 51z 521 51 521
= —— 312 ;1 - - - -
4 4 4 4 4
Sir 521 . S1: Sag 512 Sz . Sl Sz
(m; 0) 1 1 4 4
=1z =13 S21 Ek] 531 E]
by = - — 4 — - — - — ¢ — -
2 2 2 2 2 2
312 Si1 31: B2 S1z Siz N S1: S N S:1 81 Sir B2
5 = = = - -
4 4 4 4 4 4
S1: Saz S12 Saz 31 Saz
0; m 1 1 1
31z S12 31 Siz 321 Saz
bz — - — - — o — - — ¢ —
2 2 2 2 2 2
a, 1 - 512 803 . 51z ¥z 512 F31 521 %31 R
=-— 8138 - = =
4 4 4 4 4
523 831 512 532 . 513 Sz 521 8=z
(T; ) 1 1 1 1
b 512 51% 511 53 531 532
g = — - — —_— e ,— - ———
2 2 2 2 2 2

Quadro 4.14: Equacodes para calculo de a e b (critério de Rouht-Hurwitz).
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O Quadro 4.15 ilustra as condi¢Oes necessdrias para que um ponto fixo seja

assintoticamente estavel ou instavel.

Coeficientes de A Estabilidade do ponto fixo
a>0eb>0 Assintoticamente estavel
a<0eb<0
a>0eb<0 Instavel
a<0eb>0

Quadro 4.15: Condicoes de estabilidade (coeficientes ae b de A).

Nos exemplos que seguem nesta secdo, sdo considerados alguns valores para ilustrar
como o Método Algébrico deve ser usado. Parte-se da premissa de que ndo se tem idéia de
como € o comportamento da rede em funcao dos pesos sindpticos, assim, faz-se necessirio um
estudo passo-a-passo de como as andlises podem ser feitas. Inicialmente, determinam-se 0s
valores dos pesos sindpticos para se saber como € a bacia de atracdo correspondente a esses
pesos e, no passo seguinte, tenta-se entender como os pesos sindpticos influenciam na geracao
da sepatriz. Assim, tenta-se descobrir algum tipo de regra de regule o formato da separatriz
em funcdo dos pesos sindpticos. As tentativas empregadas nesse método visam a obtencao de
uma bacia de atracdo circular, ou préxima disso, centrada no ponto fixo atrator. Essa
caracteristica € interessante para este trabalho, pois com esse resultado sera possivel construir
uma maquina reconhecedora de imagens.

Por exemplo, considerando que se deseja que (0;0) e (0;7) sejam os pontos

assintoticamente estdveis e que (7;0) e (7;7) sejam instaveis, os coeficientes a e b da

expressao de calculo dos autovalores (4.11) devem ser como os mostrados no Quadro 4.16.

Ponto fixo | Coeficientes (a e b) para célculo de A Estabilidade
(0; 0) a;>0eb; >0 Assintoticamente estavel
(m; 0) a>0eby>0 Assintoticamente estavel
(0; T a;<0eb; <0 Instavel
(7T; ™) a;<0eby>0 Instavel

Quadro 4.16: Exemplo para condicoes de estabilidade (coeficientes a e b de 1) de pontos fixos.
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Substituindo os valores do Quadro 4.14 com as condi¢cdes doQuadro 4.16, chega-se ao

seguinte de sistema de inequacoes:

S1: + S12+ 351+ Sgs + S31 + Sap = n]

S51 81+ Sg Sa1 4 Bp1 Fpp + 51 (Sp1 4+ Spp 4 Spp) + 51 (Sep+ 821+ 5] = 0

S12+ 531 » 312 + 551 +5i2 + S

Szl Spp + 513 [Sip - 521 + Spz) » (Sz1 + Fg2) Sp1 + 512 [Se1 + S + S22

Sgr + S9g = 815 + 512 + 551 + 521 (412)

Sg1 Sa1+ S1p (5g1 — Szp - Saz) 2 Spz Sa1 + 51 Fpz + F12 (Szz - Fa1 +52z)
S1p+ 551 = 512+ Sy +531 + S

Spp Bp1 + 813 (—Bgl + gz + Sp) = 51 (Spa+ Fpp) + F1p (Fgp + 51 + Saz)

Esse sistema é formado por oito inequacgdes e apresenta seis varidveis, que sao: §;2, §73,
821, §23, 831 € §32.

Nesse ponto, € necessdrio atribuir valores a uma ou mais varidveis, para que a
avaliacdo das demais varidveis possa continuar. A expectativa, dessa atribui¢do de valores, €
fazer com que as demais varidveis tenham os valores determinados em funcdo dessa escolha
inicial.

Nos estudos das configuragdes de matrizes sindpticas deste trabalho, preferiu-se
estudar um caso particular, em que as varidveis s3; e s3; sdo nulas. Essa escolha se deve ao
fato do tipo de rede neural resultante, que € investigada na secdo “Andlise de um caso
particular”, neste capitulo.

Assim, fazendo s3; = 0 e s3;= 0, (4.12) se reduz a:

S1r + S12 + Se1 + S = ]

51z Sgp + 512 [Sp1 + S32) = 0

1z = J1x + Fg1 + iz

81z Sgp » 1z (g1 + Fiz)

Sga =313 + 512+ 351 (413)
513 (g1 - Sg2) = 51 Sez

S1: + 81 2 312 + iz

S12 [—Fp1 + Sg2) = 513 Sp2

Simplificando o sistema (4.13) e isolando s;; em funcdo das demais varidveis, tem-se:
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S1: > 0 &a
[D< S12 = -S1p+ W 2 o Sj?'_g &
H H
—87; - & 813 313 — 814 212 351
—_— < 8931 < —-9)1p &k - ————— < Sz £ 515 + 512 + 551 | I
S1z + 2 812 51z + 3512
12 30
Sg1 == - 51 &% - ————— < Sg2 < S1x + 512 + a1 | |
1z + 512
H H
_312 + Sl? S13 351
-S1z < Sl < & - < Sgp < -8+ S12 -S| ||
ESH 1z + 512
—31s + 2 Sjt_g Gk
i H
-8 - £ 812 S12 - 51 S1z Sl
—_————————— . 831 = -81p &% - ————— « 833 2 315 + 312 + 351 | I
S1; + 2 812 S1; + 3513
i i
=51 + 51y S1x Sa1
515 £ 81 & - < gy -8+ 812 -%n | ||
S1x B1: + 512
-31: +W 2 o Sj?'_g < S11 < 81z &&
i H
-8 - £ 812 S12 - 51 S1z Sl
—_————————— . 831 = -81p &% - ————— « 833 2 315 + 312 + 351 | I
S1; + 2 812 S1; + 3513
1z Sal
S§1 == -815 &6 ————— < 8py = S15+ 513+ 31 | |
B1: + 512
i i
=51 + 51y S1x Sa1
815 < S1 & - < gy -8+ 812 -%n | ||
S1x B1: + 512
i H
-31; - 2 51z S12 - 511 S1z Szl
S13 == 81 & | ———————————————————— « 351 < - 81 & ————— « 3;3 2 815 + 813 + 351 | I
S1: + 2 813 S1: + S12
1z Sal
S§1 == -815 &6 ————— < 8py = S15+ 513+ 31 | |
B1: + 512
1z Sal
-31 = 331{0&&—— < Sy = —381x + 813 - 851 ||
B1: + 512
813 = S12 = 2 513 &&
H H
-87s - 2813813 - 8§ Z13 S
13 1: 313 12 12 3i1
— < S; < -S1 & - ————— < Sy S 51 + F1p + 51 | | (4]4)
S1z + 2 812 51z + 3512
12 30
Sg1 == - 51 &% - ————— < Sg2 < S1x + 512 + a1 | |
1z + 512
H H
-81g + 2 813 813 - 8]y 813 851
-S1z < g1 2 S - < Sgp < —81g + 512 - Sa1 | |
ESH S1r + 312
H H
-81p + 2 81; 812 - 81, 313 Fa1 S13 Sa1
—_— e gy elis e —— — 2 Zip - —)—/ ——— | ||
1 31 + S1z2 =31z + 512
H H H H
-87; - £ S1; F12 - 51s -81; + 2 515 S12 - 51 S1p Fz1
513 == 2 815 && <81 < &6 - <82 2 S1p + S+ Fa1 | |
S1: + 2 813 S1: S1: + S12
H i
-351; + 2 81z F12 - 513 1z Szl 512 Syl
_ eEyne0sE-—— 4By - — |
B1¢ 31 + 312 —31; + 312

281: =812 = S1:+ ¥ 2 '\,J'S_{i ot

H i H H
—87; - & 813 313 — 814 37; - 313 S13 Sa1
< Sz = && - <SggSSlg+Slg+Sgl||
S1z + 2 812 -5z + 2 512 51z + 512
H H
51: - 513 813 81 S11 551
— = =gy =leas-— 2 G- — |
-5z + 2 512 51z + 512 -31¢ + 3512
S12 ==391: + % 2 ) Sjt_g &
i 3 i i
- 51z + 2313 S13 - 51 F1r - 913 S1x Sa1
< 31 = & — {3335313+313+331||
S1: -81; + 2 812 S1: + B13
i 3
S1r — F12 312 Fa1
31 == &5 - < Spy % S0y + 512 + 50 ||
-81; + 2 812 S1: + B13
i i
F1r - 913 312 Fa1 1z Szl
7{311{0&&——{333{—7 ||
-81; + 2 812 S1: + B13 -31; + 313
S13 = S1:+ V2 5 3_{2 ot
H i H H
—87; - & 813 313 — 814 37; - 313 S13 Sa1
< Sz = && - <SggSSlg+Slg+Sgl||
S1z + 2 812 -5z + 2 512 51z + 512
H H
51: - 513 813 81 S11 551
— —  Zgy e lEE-———— Sy - ——————
-5z + 2 512 51z + 512 -31¢ + 3512
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ou seja, s;2 deve ser um valor estritamente positivo.

Como pode ser observado, o sistema (4.14) é pouco claro e dificil para ser

compreendido a primeira vista.

4.3.2.1 Escolhas sucessivas para os pesos nas inequacoes de Routh-Hurwitz.

A partir de um sistema com o sistema (4.14), deve-se escolher um valor para a
varidvel que estd isolada, que nesse caso € a varidvel s;,. Esse procedimento deve ser adotado
para que o sistema seja simplificado e para que uma nova varidvel seja isolada. A cada nova
escolha, uma nova varidvel pode ser isolada e, assim, permitir que outras varidveis sejam
determinadas. Apds sucessivas escolhas todas as varidveis serdo determinadas e,

conseqiientemente, a bacia de atracdo estara definida.

Como o objetivo é determinar uma matriz sindptica com sua respectiva bacia de
atracdo e, nesse ponto da andlise, ainda ndo se tem a matriz € muito menos uma idéia de como
serd a bacia de atragdo, atribui-se um valor qualquer a variavel que esté isolada. Como critério

de escolha, buscou-se utilizar valores normalizados no intervalo [-1; /].

Essa escolha arbitrdria serve como ponto de partida para se ter uma configuragdo de

matriz e sua respectiva bacia de atragdo.

Para o exemplo do sistema (4.14), escolheu-se s;,=0,1. Assim, simplificando o

sistema e isolando a varidvel s;3, chegou-se as seguintes nove possiveis solucdes:

0« 32 <0.0414214 g

-0.01-0.2 Slg—SJz_g S12 81
<8 -0, 686 —-——— <« 82 2001+ 312+ 31 | |
|:|.1+23_'|_g |:|.l+3_'|_g

S12 S
S5 == =001 66— —————— <833 = 0.1 + 812+ 341 | |

0.1+ S12

& S1p Fp1

-0.1 <35 =10, (-0.01 + Slgj G = —————— < 333 = =0.1 + 315 - 351

0.1 + 312



312 == 0.0414214d &

-0.01-0.2 5y, - ¢ S1: 3
[ L7 m w0 les-—= T a2 0.1+ 5 ||
|:|.l+2313 |:|.l+Slg
s S12 51
—0.1l =35 < 100 (-0.0L +387,) 6 - ———— <333 = =0.1 + 513 - 31
|:|.l+SJ_g

0.0414214 < 514 < 0.1 66

—D.Dl—D.ZSlg—SE S12 351
[ 1 {Sgl{—n.l&&——{Szgin.l+3lg+331||
0.1+ 2 31s 0.1 +312
31y Fzl
Sgl==—|:|.l&&——{Sgg{ﬂ.l+3_‘|_g+33_‘|_||
0.1+ 312
£ S11 Fp1
-0.1 =« 331 = 10. (—D.Dl+Slgj ff = ——————— = 833 = -0.1 + 313 - 351
0.1 + 312
i
—D.Dl—D.zBlg—Slg S12 511
S_]_g::D.l-S:-S:[ {Sgl{—ﬂ.l&&——-=:323£D.l+3_'|_g+51_'|_||
0.1+ 2 314 0.1+ 312
g1 Fi1
S51=-0.1las—-———— <333 = 0.1 + 3124 331 | |
0.1+ 212
Z1: S
—D.l-:su-:lila&——{333{—D.l+313—321
0.1+ 312
—D.Dl—D.leg—Si S1: 31
D.l{Slg{D.z&&[ 1 {Sgl{—n.l&&——{Sggin.l+slg+331||
0.1+ 2 314 0.1+ 312
313 331
S == -0.1lae - ————— <333 = 0.1 + 312+ 331 ||
0.1+ 312
& 313 Fz1
-0.1 <331 = 10. (—D.Dl+|:|.23_]_g—ﬂlgj&&——-=:Sgg-=:—D.l+Slg—Sz_'|_||
0.1+ 312
212 8 212 8
k4 12 2f1 12 251
10, (-0.01 +0.231;-313) =81 <=0 —————— {Sgg{——]
|:|.1+S_'|_g —D.l+3_‘|_g

0.0l -0.2 8,38
813 == 0.2 && 1 =

<85 <10, (-0.01+0.281; - 3},) &6

D.l+23_‘|_g
S 3
—&{Sggﬁn.l+3lg+33lll
0.1 +2312
512 S S12 3
10, (~0.0L+ 0.2 815 - 85,) 5351 « 0 66 - ——2 2 {Sgg{—&]
0.1+ 212 -0.1+ 313
0.2 2 395 « 0.241421 gs
-0.01-0.2 5 - 51 0,01 - s} g1; 3
[ 1 12 = 51 < 12 Gk — 1t 7il 8322001+ 312+ 351 ||
0.1+ 2314 -0.1+ 2314 0.1+ 312
D.Dl—Sig S12 51 S12 331
— =2y eles - ——— @Sy - —
-0.1+2 312 0.1+ 2312 -0.1 + 3312
31: == 0. 241421 &
0.0l - st S1a 8
[m. (-0.0L1 + 0.2 815 - 35,) =34y = L pp o —ETE s, 20.1+85+ 80 ||
—|:|.1+23_'|_g D.l+3_‘|_g
0.0l - =t 312 3
Se1 == 12 il = 1378 < S <0.1 + 312+ 321 ||
0.1+ 2 314 0.1+ 212
0.0l - SJi_g S12 S11 S12 S1

—  — e =«l&sg-—— Gy - —
-0.1+2 314 0.1+ 312 =0.1 4+ 332
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31z = 0.24142]1 s&

-0.01-0.2 31, - =5, o.01 - =i, S12 S11
= 31 < Gk = < Spa 2 0.1 + 3124351 ||
0.1+ 231, 0.1+ 2 33, 0.1+ 212
0.0l - 3]2_3 S12 811 S12 811
—  — EZ5p+l&g-—— o8y v - —
-0.1+2 314 0.1+ 312 -0.1+ 3314

Dessas solugdes, conclui-se que s;; deve ser estritamente positivo, porém, dependendo
do seu valor, algumas restricdes devem ser respeitadas. Por exemplo, para s;3 > 0,241421

deve ser satisfeita a condi¢ao:

S1s = 0.24142]1 &2

-0.01-0,2 851, -8} 0.0L-si S12 8
1 L < 331 = = Gl — 1278 -=CSgg£D.l+S_'|_g+Sgl ||
0.1+ 2314 —0.1+2 8314 0.1+ 514 (4.15)
0.01 - S_-lz_g S12 551 S12 31
— =2 gy «lef-———— 28y - ————
-0.1+32 314 0.1+ 312 -0.1+ 312

Novamente hd a liberdade de escolha para o valor de s;3. Para esse caso, tomou-se

513 = 0,5. ApOs substituicdo desse valor em (4.15) e isolando s;;, chegou-se ao sistema:

—0.327273 < 541 « -0.266667 66 —0.833333 347 < 542 = 0.6 + 34
(4.16)
-0.266667 = 3;) = 0&5-0.833333 331 = F42 = -1.25 357

Escolheu-se, para continuar a avaliacdo, s;; = -0,3. O sistema restante simplificado

resultou em 0,25 < 5,3 <0,3.
Encerrando as escolhas, fez-se s»3 = 0,28.

Dessas escolhas, obteve-se, entdo, a matriz sindptica S:

1 01 05
S=-03 1 0,28 (4.17)
0 0 1

e o respectivo grafico de bacia de atracdo conforme ilustrado no Quadro 4.17.
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S

1 01 05
=1-03 1 0,28
0 0 1

Quadro 4.17: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao obtida pelo Método

Algébrico.

O gréfico do Quadro 4.17 ratifica as premissas iniciais de que (0; 0) e (0, x) sdo

pontos fixos assintoticamente estaveis e (7; 0) e (7; &) sdo pontos fixos instaveis. Contudo,

nota-se a presenca de dois outros pontos fixos instdveis, que sao identificados pelos rétulos

(4) e (8) no Quadro 4.17. O Quadro 4.18 ilustra todos os pontos fixos obtidos a partir da

matriz (4.17)

Roétulo do ponto fixo o &
1 - -7
2 0 -7t
3 I -TC
4 0,200335 | -1,47063
5 - 0
6 0 0
7 I 0
8 -0,200335 1,47063
9 -7 b8
10 0 L4
11 T T

Quadro 4.18: Pontos fixos obtidos a partir da matriz (4.17).

Para continuar a avaliacdo de outras configuracdes, € necessdrio um objetivo claro

para se obter a matriz sindptica desejada. Nos estudos realizados neste trabalho, o objetivo foi

determinar bacias de atracdo circulares, ou préximas disso, em torno de um ponto fixo atrator.

Essa decisao foi tomada, pois se deseja construir uma maquina reconhecedora de imagens que

tivesse esse tipo de caracteristica. Explicando: condi¢des iniciais no espaco de estados

correspondem a imagens apresentadas a MRI. Deseja-se que condi¢des iniciais eqiiidistantes
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do ponto fixo (a imagem armazenada) sejam avaliadas da mesma forma pela MRI, isto é,
deve-se obter o mesmo resultado para elas (ou sdo reconhecidas ou ndo sdo reconhecidas
como a imagem memorizada).

Para os casos de configuracdes que apresentam dois pontos fixos assintoticamente
estdveis, existem duas bacias de atracdo. Assim, para os estudos, escolhe-se um dos pontos
para se analisar a construcao da bacia de atracao.

Nos gréficos de bacia de atracdo, quem divide as bacias sdo as separatrizes, que
delimitam onde acaba uma bacia e, conseqiientemente, inicia a bacia ao outro ponto fixo. As
separatrizes costumam formar desenhos de facil andlise visual. Valendo-se desse recurso, os
estudos foram feitos a partir dessa anélise visual, ou seja, o lugar geométrico que se busca em
torno de um ponto fixo é exatamente a drea interior delimitada pela separatriz que margeia o
ponto fixo.

Como neste trabalho um dos objetivos é criar uma maquina reconhecedora de
imagens, é necessario que a MRI seja capaz de reconhecer o préprio padrdo armazenado
como também padrdes ‘“‘semelhantes”. Entende-se aqui que essa semalhanca pode obtida
pelos pontos que estio eqiiidistantes do ponto memorizado, ou seja, que a bacia de atragdo do
ponto memorizado tenha uma simetria circular em torno dele. Assim, o interesse principal
deste trabalho € determinar bacias de atracdo circulares, ou proximas disso, em torno de um
ponto fixo. Dessa forma, a drea e o formato da bacia de atragdo atuardo como reguladores do

tipo de padrdao que a MRI reconhecerd, ou ndo.

Por exemplo, no grafico do Quadro 4.18 um valor préximo a (7; 7) pertence a bacia
de atracdo de (0; z). Assim a imagem com dois pontos pretos, equivalente ao ponto (7; 7),

poderia ser reconhecida com um ponto branco e outro preto, o qual equivale ao ponto (0; 7).

Como essa situacdo ndo € desejada neste trabalho, na continuacdo desta secdo,

mostram-se algumas técnicas para se obter dreas de atracdo menores em torno de um ponto
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fixo atrator. Claramente, se por um lado, a bacia de atracdo encolhe em torno de um ponto,

por outro, a bacia de atracdo do outro ponto aumenta.

4.3.2.2 Escolha de outros valores para pesos sinapticos

Na obtencao da matriz (4.17), foram feitas algumas escolhas de valores para os pesos
s;;. Por exemplo, pode-se escolher outro valor para s»;, dentre os possiveis do sistema (4.16) e

avaliar como essa alteracdo se reflete no grafico da bacia de atracao.

Do sistema (4.16) havia duas possibilidades. Na primeira, se escolheu o valor
s27= -0,3, que pertence a primeira solu¢do. Em uma outra escolha, tomou-se s»; = -0,1, que

pertence a segunda solucao.
Dessa escolha, tem-se: 0,0833 < 523 < 0,125.

Escolhendo um valor intermediario, como s,3 = 0,1, tem-se a nova matriz:

I 01 05
S=|-01 1 0l (4.18)
0 0 1

e o respectivo grafico de bacia de atracdo, conforme ilustrado no Quadro 4.19.

&, [&]

T,
2 m‘“‘“‘“‘»""o“;;a—o—o—o— e o..nw‘u“v*"“ﬂ
. {“ 1 01 05
opfm Pf@_ S=[-01 1 01
. . 0 0 1
-z .'“,”“uw-uooo —H—Hun..umuﬁ“”“

v “‘\ 1
-z Ly i\3'12) s (2]

—I:} 2 —Il 0 1 2 2

Quadro 4.19: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atragcao obtida a partir da
escolha de outro valor para s,,.

Comparando-se o grifico do Quadro 4.17 com o gréafico do Quadro 4.19, percebe-se
alguma pequena variacdo nas separatrizes, porém ainda ndo € possivel identificar a relacdo
entre 0s pesos s2; € 523 € a mudanca do desenho da separatriz.

De forma andloga a essa descrita, outras tentativas podem ser feitas. O Quadro 4.20



ilustra algumas outras configuragdes com diferentes valores para s;; € s523.

: o) RV [ 11y
" S
: S 101 05
P r—xﬁ’ = r—#ﬂ')’ silw] S = _0,3 1 0529
i ,w-“'*“’Jij“"“" . 0 0 1
i \}"{2 R o
) -8 2 -1 Elﬂ[h] 1 2 23
ey e [T )
e, e e
: T, _Is.,u ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 1 01 0,5
0 Hr;ﬁ‘i’;— $& ‘,__?;E—L" 51 [%] S = _0,25 1 0,25
doh .. 0 0 1
‘qi)"ﬂ \& ) A @)
- ) $
-8 2 -1 5!0[ i 1 2 2
* ooy ~ i (11
e - - '“’
g e 101 05
e, g 70 S=1-02 1 0,2
. T 0 0 1
"gI)’“ Y@ h (2)
- ) V
-3 Z -1 Elu[h] 1 Z 2
* fay —_yue 1y
" T\‘
: SO A 152 = 1 01 05
o f\{(fl: (£ f_fJEl' &1 [5] S = _0’15 1 0,15
u‘)w e ..\‘\. N
) -8 2 -1 Elﬂ[h] 1 2 3
: f”\ Aé_g ‘\:
. U A TS 1 01 05
0 A__Jf(ﬂa. = 4——;&" &[] S = _0,10 1 0,10
B R | — 0o 0 1
N | 1 01 05
5 f#s) &) fJ(?) & [%] S =\ — 0,05 1 0,05
] n_ﬁ.I.:% ~ 0 0 1
i ) V@ .

Quadro 4.20: Outras configuracées para s,; € Sos.

84
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Da mesma maneira que se escolheu outro valor para s;;, pode-se tomar outro valor

para s;3. Assim, escolhendo-se outro valor para, como s;3 = 0,1, e seguindo 0 mesmo processo

para obtencgdo de s, € 523, chega-se a outras configuracdes e bacias de atracdo, como:

1 01 01
S=|-01 1 0,08],
0 0 1

cujo grafico de bacia de atracao, € ilustrado no Quadro 4.21.

F2 [¥]

97

|(10) [ 51

L & [¢] S =

1
-0,1
0

01 01
I 0,08
0 1

(4.19)

Quadro 4.21: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao obtida a partir da

escolha de outro valor para s,;.

Nesse ultimo caso, € possivel notar uma mudanga no tipo de desenho formado pelas

separatrizes. No grafico do Quadro 4.21, a bacia de atracdo em torno de (0, 7) passa a ser

nitidamente menor.

Dessa constatagdo, surge a suspeita de que o peso s;3 pode influemciar diretamente no

desenho formado pelos pontos criticos. Fazendo s;3 = 0,5 e escolhendo outros valores para

s21 = -0,1, 523 = 0,04, obtém-se o grafico do Quadro 4.22.

e [%]

|(J.D) o5y

-3

&1 [%] S =

{21 e LESH]
&

1
-0,1
0

0,1 0,05
1 0,04
0 1

Quadro 4.22: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao obtida a partir da

escolha de outro valor para sy;.
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Do gréafico do Quadro 4.22, constata-se que, de fato, s;3 influi na forma da separatriz.

Contudo, o comportamento é imprevisivel.

Outra tentativa foi a ilustrada no grafico do Quadro 4.23

f2 [¥]

(5 (1) (1)

e 1 01 001
- A e S=|-01 1 00095

. . / 0 0 1

Quadro 4.23: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao obtida a partir da
escolha de outro valor para s;3.

No caso do grafico do Quadro 4.23, obteve-se como desenho, formado pelas

separatrizes, uma faixa estreita passando pelos pontos (7; 7) e (0; 0).

Em resumo, esse método, o de escolha de valores para os pesos sindpticos, ¢ uma
variacdo do Método For¢a Bruta, porém com as escolhas dos pesos baseadas nas equagdes
derivadas do critério de Routh-Hurwitz. Dependendo do tipo de escolha dos valores dos
pesos, pode-se obter uma configuracdo de matriz sindptica cujo grafico da bacia de atracdo

seja proximo do desejado.

4.3.2.3 Avaliacao de autovalores

O critério de Routh-Hurwitz usado como base para geracdo dos pesos sindpticos deve
ser aplicado a equagdo que determina os autovalores associados a matriz sindptica calculados

em ponto fixo trivial.

Quando se monta um sistema de inequagdes, como o sistema (4.12), deve-se assumir
algumas premissas, como as ilustradas no Quadro 4.15. Desse quadro, sabe-se que cada ponto

fixo instdvel pode ser obtido de trés formas diferentes, basta considerar uma das seguintes
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possibilidades: (a < Oeb<0O)ou(a>0eb<0)ou(a<0eb>D0).

No exemplo até aqui discutido, as premissas para os pontos instdveis foram as do
Quadro 4.16, ou seja, (a3 < 0 e bz < 0) e (as < 0 e by > 0) para os pontos fixos (7 0) e (7; x),

respectivamente.

Uma outra escolha possivel é tomar (a; > 0 e b3 < 0) e (ay < 0 e by > 0) para 0s
mesmos pontos fixos (7, 0) e (7; x), respectivamente, ou seja, apenas o coeficiente a; sofre
alteracdo.

Assim, obtém-se o sistema de inequagdes:

S1r + S12 + Se1 + S = ]

51z Sgp + 512 [Sp1 + S32) = 0
1z = J1x + Fg1 + iz

81z Sgp » 1z (g1 + Fiz)
Spz = J1p + S12+ Fn1

513 (g1 - Sg2) = 51 Sez
S1: + 81 2 312 + iz

S12 [—Fp1 + Sg2) = 513 Sp2

(4.20)

Atribuindo valores para s;», $;3, S2; € s23, obtém-se, por exemplo, a seguinte

configuragdo:
I 01 05
S=1-38 1 38|, (4.21)
0 0 1

cujo grafico de bacia de atracdo, € ilustrado no Quadro 4.24.

c}‘ .
St 10l 05
5 Lo o o) S={-38 1 38
=¥ , )
‘_,,I.ﬁ:’ 0 0 1
R ,
| } l @5 | | ‘/I/()v

-2 -1 a 1 -4 2

L 4
.

1

Ko

Quadro 4.24: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao obtida com a troca da
desigualdade do coeficiente as.

Usando o processo de escolhas sucessivas para se obter os pesos, propositadamente,
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foram escolhidos s;> e sy, iguais aos valores da matriz (4.17). Nota-se que essas escolhas

foram feitas, pois a partir das inequacoes obtidas os valores eram permitidos.

Entretanto, para as escolhas de s;; e s,; foi necessario tomar valores bastante

diferentes de (4.17), pois os intervalos gerados pelas inequacdes eram outros.

Assim, foi possivel obter uma bacia de atracdo, ilustrada no
Quadro 4.24, cujo desenho formado pelas separatrizes delimita a bacia de atragdo em torno do

ponto fixo (0; z) em uma drea bem menor.

Iterativamente, a partir desse ponto, deve-se usar o processo de escolhas sucessivas
para os pesos para avaliar as bacias de atragdo. Os graficos do Quadro 4.25, do Quadro 4.26,
do Quadro 4.27 e do Quadro 4.28 foram obtidos a partir da variacdo de s2; e s23. Escolheu-se

s;2=0,1¢es;3=0,5. Assim, as restricdes a serem obedecidas passam a ser:

851 = -3.6&&-0.6-8; =852 = 0.d-234 ||
—3.6 =231 = -1.64& -0.8335333 31 <5y = 0.3 341 ||
-l.6 £33 2 -0.327273 &6 -0.58333353 541 = Sp2 = =1.25 35 ||
-0.327273 2541 =« -0.266667 &4 0.6 + 351 = T3 = -1. 25 341

As escolhas dos pesos foram feitas de tal forma que se pudesse comparar uma nova
configuragdo com uma ja conhecida. A referéncia para comparacio foi a matriz (4.21), que
sempre aparece nos quadros para facilitar a comparacdo visual das configuracdes e €

identificada pelo nome S,
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(6} 1

01 05

S=|-38 1 33

(a)

N 0 A

(L (£} (2

I 01 05
S=/-38 1 36
0 0 1

(b)

10l 05
S, =|-38 1 38
0o 0 1

(©)

1 F Y
|

|(10) (11

s

Y ¥
¥ ¥

1

01 05

S=1-38 1 4

0

0 1
(d)

Quadro 4.25: Configuracoes para s,=0,1; $13=0,5; S2; =-3,8€ 3,2 <S,3. <4,2.
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1 01 05
S={-35 1 3

S
+ %

(L [£3] 02
. g - :
4 \ ”g‘ o
: p 1 01 05
fon Low S=[-35 1 35
1 «-I- =t " 0 0 1
£
o e, (b)
N <

1 0,1 0,5
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Quadro 4.26: Configuracoes para s;,=0,1; $;3=0,5; S; =-3,5 e 2,9167 < S3. < 3,9.
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Quadro 4.27: Configuragoes para s;,=0,1; $;3=0,5; S2; =-2,5 e 2,0833 < S3. < 2,9.
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Quadro 4.28: Configuragoes para s;,=0,1; $;3=0,5; S2; =-1,5€ 1,25 < s,3. < 1,875.
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No Quadro 4.29 foi feito um estudo variando o peso s;3 e deixando os demais fixos.

]

: /I/\’ \ ;/‘I‘) /I) 1 01 0l
o G (53 Lo - S=1-38 1 3,779
1 -1 0o 0 1

§ A f“‘e (a)
B s
‘ %—W 1 01 05
f oo ,{” & Lo Sref = —3,8 1 3,8
' Ay, =] o o0 1
* ’ (b)
(1 €3] 2
- S S S — S—
: 7 |(10) 1.
Ay
2 f{-» 1 01 03
e | S=|-38 1 37
- L 1 0o 0 1
12y
2 T ©
& ‘}‘; (2}3 2
- |
& |cm) (1
2 :%‘ “\
g :L_'-. cayaent 1 0.1 1
: foorwr ® o |, S=/-38 1 38
Nl T ] 0 0 1
) TR @
- ‘k | I;_ | @ Y | | I%‘/@,y

Quadro 4.29: Configuracoes para s,=0,1; s;3 =livre escolha; s,; =-3,8 e s,3=3,8.
Para o estudo de caso em questdo, analisando os grificos do Quadro 4.25, do Quadro
4.26, do Quadro 4.27, do Quadro 4.28, do Quadro 4.29 e tomando como referéncia a
configura¢do da matriz sindptica S, (4.21), nota-se que se 0s pesos s2; € 523, em modulo, sdo

iguais, entdo a separatriz das bacias de atragdo (casos (c), exceto no Quadro 4.29) pouco se
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alteram se comparadas a separatriz da bacia de atra¢do de S,.. Nesses casos a separatriz

costuma se concentar em torno do ponto (0, 7).

Se s23 assume um valor proximo ao limite inferior, por exemplo, para um valor no
intervalo [3,2; 4,2], para a configuragdo do Quadro 4.25, a separatriz se concentra em torno
do ponto (0; 0), em vez do (0; x), ou seja, a bacia de atracao de (0, x) € muito maior do que a
de (0; 0). Entretanto, se sy;3 assume um valor proximo ao limite superior, a separatriz se
concentra em torno de (7z; 0), assim, sua bacia de atracdo fica menor. Desse raciocinio,
conclui-se que 523, para os casos analisados regula o tamanho da bacia de atracao em torno de
(0; 7), ou (0; 0).

Variando apenas s;3, percebe-se que na medida em que seu valor aumenta a largura e o

comprimento da bacia de atracdo em torno de (0; x) também aumentam.

Comparando as configuracdes tais que s;2 = 0,1 € s;3 = 0,5 € 527 = -523, percebe-se que
na medida em que os valores de s,; € de 523 em mddulo, diminuem, as respectivas bacias de

atracdo em torno de (0; xz) aumentam. No Quadro 4.30, essa evolucao fica nitida.
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Quadro 4.30: Configuracoes para s;2=0,1; $,3=0,5; Sp; =-S23.
Também se observa que apenas a largura dessas bacias varia, sendo que os pontos
fixos (0,20035; 1,6709) e (-0,20035; -1,6709), demarcado por (8) e (4), delimitam a bacia de

atracao.



96
As constatacdes feitas aparentemente levam a uma parcial compreensdo de como os
pesos sindpticos influenciam na area da bacia de atracdo. Entretanto, essas conclusdes servem

apenas para uma configuragao semelhante a matriz (4.21), com s,,=0,1 e 5;3=0,5.

Para uma nova configuracdo, € necessdrio que seja feito um novo estudo semelhante
ao mostrado nesta secdo. Dependendo das escolhas a serem feitas, pode-se chegar a resultados

similares.

4.3.2.4 Inclusao de novas restricoes ao sistema de inequacao

No Quadro 4.30, observa-se que os pontos fixos (8) e (4), (0,20035; 1,6709) e
(-0,20035; -1,6709), respectivamente, ndo variam sua posicao; porém, a largura da bacia de

atracdo em torno de (0; x) é alterada.

Uma forma de variar a drea da bacia de atragcdo € controlando a posi¢ao dos pontos (8)
e (4). A idéia, entdo, é usar o fato de que esses pontos sdo solucdes instaveis para introduzir

novas restri¢des ao sistema de inequagao gerados a partir do critério de Routh-Hurwitz.

Considerando que o ponto (8) seja representado pelas coordenadas (m;, m;), sabe-se

que ele € solucdo de equilibrio instavel do SED:

do, 1. . )
d_tl = —5[sm(51 )(sp5 + 84,) +sin(0, — J,)s,, + sm(52)s32]
is { (4.22)
d—tz = —E[sin(é'l)s31 —sin(J, — J,)s,, +8in(J, (5,5 + 53,)]
Assim, substituindo (m;, m;), que € solucdo de (4.22), tem-se:
sin(m, —m,)s,, +sin(m,)s,; + sin(m,)s,, +sin(m,)s,, =0 423)

sin(m, —m,)s,, —sin(m,)s,, —sin(m,)s;, —sin(m,)s;, =0

Como (m;, my) sdo valores conhecidos, pode-se empregar (4.23) para gerar novas

restri¢des ao sistema de inequagdes usado para calcular os pesos sinédpticos.

Por exemplo, se m; e m; valem 0,5 e 1,7, respectivamente, (4.23) se reduz a:
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5., =0,514384 5, +0,514384.s,, +1,06397s,,

4.24
5, =—1,063975,, —0,514384.s,, +1,06397 s, (424)

Como nos outros exemplos aqui estudados, s3; € s32 sdo nulos. Entdo as equagdes se

resumem a:

5., =0,514384s,,

4.25
5, =—1,06397s,, (4:23)

Considerando o sistema de inequagdes (4.20) e fazendo as substituicdes de (4.25),

obtém-se:

$i3 >0 (4.26)
07337225, < 5,, < 23,6721 5,,

Tomando s;3 = 0,5, s23 passa a pertencer ao intervalo 0,366861 < s»; < 11,836.
Fazendo s»; = 1,0 e voltando em (4.25), tem-se: s;2 = 0,25719 e s5; = -1,06397.

O Quadro 4.31 ilustra algumas configuragcdes, com as respectivas bacias de atragdo, a

partir da variacdo do peso s2;.
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Quadro 4.31: Exemplos de configuracoes sinapticas obtidas com a inclusido de novas
restricoes no conjunto de inequacoes.
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Nota-se que para valores de 5,3 inferiores a 2, o desenho formado pelas separatrizes se
concentra em torno de (0, x). Para valores acima de 2, os pontos criticos se concentram em

torno de (0; 0).

Escolhendo-se outras coordenadas (mj;, my) e repetindo um processo andlogo ao
ilustrado aqui, podem-se também obter bacias de atracdao diferentes e mais adequadas ao
propésito investigado. Lembra-se que, neste trabalho, o objetivo é obter bacias de atracdo

circulares, ou proximo disso, em torno de um ponto atrator.

4.3.2.5 Método Algébrico: pros e contras

O Meétodo Algébrico aqui discutido apresenta uma forma para se obter a matriz
sindptica a partir de pontos fixos. Apesar dos estudos feitos usarem apenas os pontos fixos

triviais, qualquer conjunto de pontos fixos podem ser usados para se determinar a matriz.

A partir das escolhas dos pesos sindpticos que sdo feitas ao longo da aplicacdo dos
procedimentos aqui mostrados, pode-se também depreender como a mudanca de um valor de
um peso sindptico afeta a bacia de atracdo. Com isso, é possivel obter configuracdes de
matrizes sindpticas que geram bacia de atracdo que atendam a uma determinada finalidade,

como, por exemplo, bacias de atracio circulares, ou préximo disso, em torno do ponto atrator.

Outro fator positivo é que o conjunto de regras a ser usado no método € bastante

simples.

Pesa negativamente o fato de que o Método Algébrico carece de andlise passo a passo,
pois a automatiza¢do do processo de escolha dos pesos sindpticos € uma atividade um tanto

complexa.

Outra dificuldade durante a andlise € identificar a relagdo entre a mudanca dos pesos e
a variacdo da bacia de atragdo. Apesar de parecer ser possivel identificar esse tipo de relagdo,

ndo hd regras claras para se perceber sobre como elas sdo formadas.
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4.3.3. Analise de um caso particular
Ao longo das andlises dos Métodos Forca Bruta e Algébrico, nos exemplos que
ilustram este trabalho, considera-se que os pesos s3; € s32 sdo nulos. Essa escolha foi assim
feita devido a um tipo particular de rede a ser usada para construir uma maquina

reconhecedora de imagens, mostrada no Capitulo 5.

A rede de PLLs, avaliada neste trabalho, trabalha com as fases de dois PLLs para
identificar se uma imagem foi, ou ndo, reconhecida, sendo que o reconhecimento ¢é

caracterizado pela sincronizagdo de todos PLLs.

Para se detectar o sincronismo, toma-se como referéncia um dos PLLs, e se mede a
diferenca de fases entre o PLL referencial e todos os outros PLLs. Caso todas as diferencgas de
fases sejam estaciondrias, ou seja, deixam de variar, entdo, sabe-se que a rede estd
sincronizada. Dessa forma, tem-se que esse PLL referencial é uma espécie de “mestre” que

orienta os demais PLLs.

A Figura 4.15 (a) ilustra a configuragcdo geral com 3 PLLs, sendo que a saida dos trés
sdo realimentadas na entrada. Considerando que o terceiro PLL seja o mestre (PLL,,), no caso

geral ele também recebe realimentacdo do mesmo e dos outros PLLs.

PLL, PLL; P(*0)—1—
PLL, PLL, (" >
PLL,, PLL, ()1
(a) (b)

Figura 4.15: Rede de trés PLLs. (a) Realimentacao dos 3 PLLs. (b) Realimentacao de 2 PLLs.

Na Figura 4.15 (b) € mostrado um caso particular de uma rede com os mesmo trés

PLLs, porém somente os dois primeiros recebem realimentacido dos sinais de saida. O PLL
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mestre, nesse caso, recebe realimentacao apenas dele.

A matriz sindptica da rede de PLLs da Figura 4.15 (b) é dada por:

L5, s,
S=ls, 1 sy 4.27)
0 O 1

A diagonal de S ndo interfere nos célculos para determinar os demais pesos sindpticos
e podem assumir valores quaisquer, pois os pesos s;; (i=1, 2 e 3) ndo aparecem no sistema de

equacoes estudado.

Essa configuracdo, neste trabalho, é chamada de rede 2+1 PLLs, pois, apesar da rede
ter trés PLLs, um deles trabalha como “mestre” sem receber realimentacdo dos outros dois

PLLs. Assim, o PLL mestre trabalha independentemente dos demais e é usado como

referencia em relacio aos outros para saber se a rede estd, ou ndo, em um estado estaciondrio.

A rede 2+1 PLLs € interessante, pois a partir dela se pode criar uma rede maior como
a ilustrada na Figura 4.16. Nesse exemplo, tem-se uma rede que recebe quatro sinais de
entrada, sendo que os PLLs 1 e 2 formam o primeiro conjunto e os PLLs 3 e 4 formam o

segundo conjunto da rede.

QRO T

OO oL oy e 2

PLL, ,_,

e 0 @ 55 P PLL3 * > )
o

p-(-90°
PLLn O 523 PLL, > -90° »> 5

J
(a) ———(Ss» PLL, »‘T } PLL
mestre

(b)

v

v

Figura 4.16: Rede de 2+1 PLLs. (a) Rede 2+1 PLLs para dois neurénios. (b) Rede 2+1 PLLs para
quatro neuronios.
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Como os conjuntos 1 e 2 ndo tém relacdo direta um com o outro, cada conjunto

trabalha no ritmo do PLL mestre, porém de forma independente. Dessa forma, conhecendo-se

o comportamento de cada conjunto € possivel construir uma maquina que reconhece imagens.

Para o estudo de cada conjunto, entdo, € necessdrio entender como a matriz (4.27)

determina o comportamento da rede 2+1 PLLs, ou seja, como € a relagdo entre as possiveis

configuracdes de S e as respectivas bacias de atracao.

4.3.4. Sistema de equacoes diferenciais para a rede formada com 2+1 PLLs

O SED para a rede de 3 PLLs, proposta por Hoppensteadt e Izhikevich (2000), é dado

por:

do _1
dt 2j

N Mw

Considerando a arquitetura da rede 2+1 PLLs, a matriz sindptica € dada por:

S=ls, 1 s,
0O O 1

Dessa matriz e de (4.27), chega-se as equacdes:

d 13

d_?ZE'ZijSIH((D_,‘ ¢|)
J:

d 13

%=E.Zi€2jsm(¢j ¢2)
J:

ao. _,

dt

s; sin(@; — ;) (i=12,3)
1

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Considerando uma rede neural formada por k redes 2+1 PLLs, pode-se generalizar o

SED (4.30) para:
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d 13, .

S Eshine] =)
J:

dot 1 3, |

%:E Zf;(] Sln(?f _¢2) (4.31)
J:

Aoy, 0

dt

sendo que k identifica o k-ésimo conjunto da rede 2+1 PLLs e a fase 2k+1 se refere ao PLL

mestre.

Assim o sistema (4.30), que representa as equacdes de fases de (2k+1) PLLs, é usado

para simular o comportamento da rede da Figura 4.16 (b).

4.4. Propriedades gerais

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram notadas algumas caracteristicas na
formacdo das bacias de atracdo. Nesta secdo, sdo investigadas essas caracteristicas e
mostradas que elas sdo gerais a qualquer configuragdo sindptica cuja rede é formada por trés

PLLs e que sdo modelados pelo seguinte sistema de equagdes diferencias (SED):

dd_ét‘l = —% [sin(51)(s13 +55,) +sin(o, — 4,)s,, + sin(§2)s32]
i 1 (4.32)
d—tz = —E[sin(@)sm —sin(J, — J,)s,, +8in(J, (5,5 + 53,)]
cuja matriz sindptica é dada por:
St S S
S=18, 8p» 8y (4.33)

S31 Sz S33

O SED (4.32) é mesmo da defini¢cdo de sincronismo da rede neural, que considera que

ot)=¢ (t)—@ () Vt20 i=1,..,n,enénimerodePLLs usados na rede.

Nas propriedades por nds demonstradas nesta se¢do, sdo usados o SED (4.32) e a

matriz S, de (4.33).
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4.4.1. Propriedade Translacio (eixo horizontal)

Suponha que sejam conhecidas uma matriz sindptica S e a respectiva bacia de atragdo.
Valendo-se da Propriedade Translacdo no eixo horizontal € possivel obter uma matriz
sindptica S’, tal que a nova bacia de atracdo seja transladada de 7 sobre o eixo horizontal.

Nesta se¢do, € mostrado como transladar a bacia, os pontos fixos atratores e a separatriz.

Sejam o SED (4.32), a matriz S (4.33) e o SED (4.34):

d 1¢. . , . , . '
d_}t/l = —E[sm(}/l)(s 3t8's) Fsin(y, — 7,)s',+sin(y,)s 32]

(4.34)
a7

1. . :
dt - _E[Sln(%)S'm_Sln(% = 72)8'y +8in(y,)(s'5 455, )]

Al 1 Al

St S S

com y=(,7,)e S'=|s, s, 85|, tal que ¥y =0*me ¥ =06,. Entio

Sit T8 TS

'— | —
S'=|=55, Sy 893
—S83 Sx S33

Em outras palavras, para transladar de 7 a bacia de atracdo de uma matriz conhecida S

sobre o eixo horizontal, basta tomar S’, como mostrado.

4.4.1.1 Demonstracao

Sabe-se que:

sin(y,) = sin(0, + &) = —sin(J,)
sin(y, — %,) =sin(d, £ £ - 5,) =sin(, = 5, £ 1) = —sin(J, = 5,)

Substituindo (a) na primeira linha de (4.34), tem-se:

W _ _%[_ Sin(8)(s' 45, ) —sin(S, — 8,)s',+sin(S,)s's, |

do Ip. . i
= B ) #sin( = 8)(=s',) +5in(8,)s' .



Assim, os parAmetros que multiplicam sin(d,), sin(d, —d,) e sin(J,) sdo:

' [
83785 =838y,
—_— ' _—
S =8
]

T8 = 83

Analogamente para a segunda linha do (4.34), tem-se:

1

8317 S5
— ' —_—
So1= Sy

' v
T8 TS =Syt S,

De (b) e (c), chega-se a:

_— ' —_—
S1= "8 S 3= 783,
— L
1= 78215 S3 = Sp35
— L
831 = 78315 8§35 = 83€

s'y=s.(i=12e3).

St S TS

'— | —
Portanto S'=|—s,, 8, Sy
— 83 Sy S33

4.4.2. Propriedade Translacao (eixo vertical)

105

(b)

()

Analogamente a Propriedade Translag@o no eixo vertical, pode-se partir de uma matriz

transladar a bacia, os pontos fixos atratores e a separatriz.

Sejam o SED (4.32), a matriz S (4.33) e o SED (4.35):

an
dt

ar
dt

1y. . , . ' . !
= —E[sm(yl)(s 3ts's) Hsin(y, — ¥,)s', +sin(y,)s 32]

1y. ) )
= _E[Sm(%)s'sl_sm(% = ¥2)8'yFsin(y,)(s'5+5', )]

sindptica S e a respectiva bacia de atracio e obter uma matriz sindptica S’, tal que a nova bacia

de atracdo seja transladada de 7 sobre o eixo vertical. Nesta secdo, ¢ mostrado como

(4.35)
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' ' '

St S S
com y=(.7,)e S'=|sy s, s,|, tal que y=46e y=0*x. Entio

S31 Sz S

St S Sz

—
S'=|=sy Sy Sa3
831 S 833

Em outras palavras, para transladar de 7 a bacia de atracdo de uma matriz conhecida S

sobre o eixo vertical, basta tomar S’, como mostrado.

4.4.2.1 Demonstracao

Sabe-se que:

sin(y,) =sin(J, = 7) = —sin(J,)

(@)
sin(y, — %,) =sin(d, — 0, £ &) = —sin(J, - J,).
Substituindo (a) na primeira linha do SED (4.35), tem-se:
d(o Iy. L . Ve .
(d—tl) = —5[s1n(é'1 )($' 355, ) —sin(o, — J,)s' ), —sin(d,)s 32]
d_51 — _l[ : é‘ ' 1 : 5 _é‘ o' : 5 ! ]
% 2 sin(o, )(s';;+s'5, ) +sin(0; — 0, )(=s'}, ) +sin(0, )(—s'5, )].
Assim, os parAmetros que multiplicam sin(d;), sin(d, —d,) e sin(J,) sdo:
'3+’ =55 + 8y,
, b
—S =98 ®)
=S5 =55,
Analogamente, para a segunda linha do SED (4.35), tem-se:
$'3 =83
| c
TS5y ©

' [
T8 TS =Syt Sy,
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De (b) e (c), chega-se a:

v [
S =S S137= 53,
] — ] —
S0 = 7815 803 = T8,
[ [
8§31 =831, §p =573 €

s'i=s(i=12e3).

S TS TS

'_
Portanto S'=| —s,, §,, 8y
—S83 Sy S33

4.4.2.2 Exemplo de aplicacao

Os nomes ‘“‘eixo horizontal” e “eixo vertical”, na Propriedade Translacdo, sdao dados
em alusdo aos graficos que sdo obtidos em fungdo de J; e &, tal que J; representa o eixo

horizontal e & o eixo vertical.

Para a obtencdo de uma nova matriz S’, a partir de uma ja conhecida S, usando a
Propriedade Translagao, basta fazer:

= Translagdo horizontal ()): trocar sinal de s;; (i=1 ou j=1)

= Translagdo vertical (&): trocar sinal de s;; (i=2 ou j=2)

1 01 04
Como exemplo de uso dessa propriedade, seja a matriz sindptica S =|{ -5 1 5
0 0 1
e a respectiva bacia de atrag¢ao, conforme ilustrado no Quadro 4.32.
e 6]
2 > 101 04

{ (E)

1 [6] S: _5 1 5
0O 0 1

A A
— WLLL

'
]

fL
R
(2‘}

.
/"T

-1 o 1

Quadro 4.32: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao com pontos criticos
delimitando regiao em torno do ponto (0; 7).



108
Como os pontos criticos se concentram em torno de (0; T), caso se queira obter o

mesmo tipo de desenho em torno de (0; 0) basta aplicar a Propriedade Translagdo sobre o eixo

vertical para obter a matriz sindptica correspondente.

1 -0,1 04
Assim, de S'=| 5 1 —5 | se obtém o grafico ilustrado no Quadro 4.33.
0O O 1

f2 [¥]

|
(9 10y (L
> A

z R 1 -0l 04
DI,I,E% 11 <31{ o), s'=|5 1 -5
_I_g, 0 0 1

Quadro 4.33: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao com pontos criticos
transladados no eixo vertical.

4.4.3. Propriedade Rotaciao

O SED (4.32) representa equagdes de PLLs que estdo identificados por indices 1, 2 e
3. Essa identificagdo também serve para ordenar os PLLs e permite, assim, a andlise do
comportamento da rede, como o célculo de pontos fixos e as respectivas estabilidades. Para a
obtencao dos graficos de bacias de atracdo, consideram-se representacdes bidimensionais das
diferencas de fases (J;, &), sendo J; o eixo horizontal e & o eixo vertical. Lembra-se aqui que

as diferencas de fases sdo sempre obtidas em relacdao ao PLL de indice 3.

Caso os indices 1 e 2 sejam trocados entre si, de tal forma que as diferencas de fases a
serem analisadas passem a ser )=& e p»=9J;, pode-se esperar que o comportamento das
diferencas de fases 3 e 7 seja igual ao comportamento de &; e o, respectivamente. Se isso
ocorrer, 0 comportamento assintético da rede, a menos da ordenacdo, ndo € afetado. Assim, o

problema passa a ser a identificacdo de qual configuragdo sindptica faz com que o
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comportamento descrito, de fato, ocorra.

O que se tem com a inversao dos PLLs é que a nova rede obtida tem 0s mesmos pesos

sindpticos da rede original, porém em posi¢des diferentes, como ilustra a Quadro 4.17.

PLL, PLL, [»(*0)—4—>
PLL, >(*” PLL, (' >
PLL, (%) PLL, () >
(a) (b)

Figura 4.17: (a) Rede de trés PLLs. (b) Rede com troca de posicoes dos PLL, e PLL,.

Na anélise dos gréficos gerados a partir dessa nova rede neural, obtida a partir de uma
J4 conhecida, o que se tem é uma troca dos eixos horizontal e vertical, como ilustrado na
Figura 4.18. Esse resultado se assemelha a uma rota¢do de 772 em torno do ponto (0; 0), pois
os indices dos novos eixos aparecem nas posicdes dos indices originais na Figura 4.18 (b). Na
verdade, para ser uma rotacdo de /72 em torno do ponto (0; 0), o eixo ) deveria assumir o

valor &.

0 $%=0;

v

“rotacdo m/2”

1=0;

(a) (b)

Figura 4.18: “Rotacao” de eixo em torno do ponto (0; 0). (a) Eixos originais. (b) Eixos com
“rotacao”.

Dessas consideracdes, chega-se a Propriedade Rotacdo, como descrita a seguir. Esse
nome ¢ empregado, pois o novo grifico de bacia de atracdo obtida a partir da nova

configuragdo da matriz sindptica se assemelha a uma rotagdo do grifico da bacia de atracdo
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relativo a matriz sindptica original.

Sejam o SED (4.32), a matriz S (4.33) e o SED (4.36):

d 1¢. . .

d—’? - —5[5111(;/1)(s'l3+s'31 )+ sin(y, — 7,)s',+sin(7,)s', |

) ; (4.36)
% = _E [Sin( V)8’ —sin(y, — ¥,) s’y +sin(y, )(s'5; +s's, )]

! 1 '

St S S

com y=(7.,%,)e S'=|s',, s, s,/ talque y, =d,e ¥, =9,.

Al 1 1

S35 S3p S

S S Sy
Se (J,,0,) é solugdo do SED (4.32)e S'=|s,, s, S5 |,entdo (J,,d,) ésolugdo

S3 S31 Sy

do SED (4.36).

Em outras palavras, para “rotacionar” a bacia de atracdo de uma matriz conhecida S de

772 em torno do ponto (0; 0), basta tomar S’, como mostrado.

4.4.3.1 Demonstracao
Das premissas da propriedade, ¥, = 0,e ¥, = 0,. Substituindo-as na primeira equagao
do SED (4.36), tem-se:

an
dt

Do (4.32) , tem-se:

= —%[sin(ﬁ2 )(8' 55", ) —sin(S, — 8,)s'), +sin(J,)s', |. @

d(ftz = —%[sin(& )$5; —sin(d, — 0,)s,, +in(0, )(s,; + 55, )]. (b)
Como % = % , de (a) e (b), tem-se:
dt dt
S' 3 HS'y =803 + 533
. (©)

S0 =85

' —
S = 83



111

72

Analogamente, para , tem-se:

1 |l —_ .
S 3 tS 3 =85 155,

(d)

831 = 8375

De (c) e (d), conclui-se que:

[ [
S12 = Sy 837 8235

_ [
S =TS S 3= 813
]

— ' —
S'31= S35 3= 83

Como os pesos s;; (i=1,2 e 3) ndo interferem nos calculos, pode-se fazer s',,=s,, ,

1 — 1 —
S =8 € 5337 833

S Sy Sx
'—
Portanto S'=| s, 8, 53

Sz S31 S33

4.4.3.2 Exemplo de aplicacao

1 -01 04
Como exemplo de uso dessa propriedade, seja a matriz sindptica S =|5 1 =5
0 O 1
e respectivo gréfico da bacia de atracdo, conforme ilustrado no Quadro 4.34.
§q %]
: (2 | (103 L.
‘—/k M)
2 R 1 —01 04
o /Iy 2, (;‘l r""(p’ 51 [%] S = 5 1 - 5
’I_@, 0 O 1
I = i

Quadro 4.34: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao com pontos criticos
delimitando regiao em torno do ponto (0; 0).
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1 5 =5
Usando a Propriedade Rotacdo, obtém-se a matriz S'=|{-0,1 1 0,4 |e o grifico
0 0 1
ilustrado no Quadro 4.35.
3 oy 13

. 1 5 =5

o = ol [P S'=[-01 1 04

- 0 0 1

s é)

Quadro 4.35: Matriz sinaptica e respectivo grafico de bacia de atracao com pontos criticos
rotacionados em torno do ponto (0; 0).

Nota-se que os pontos fixos atratores passaram a ser (0; 0) e (7; 0), ou seja, (0; 7) na

configuracdo original foi rotacionado para (7; 0).

4.4.4. Propriedade “Matriz Inversa”

Um ponto fixo pode ser um nd, um foco ou uma sela. A Propriedade “Matriz Inversa”
afirma que se uma dada configuracdo sindptica S for multiplicada por (-1), tal que S’= -S,
entdo todos os novos pontos fixos, obtidos para a matriz sindptica S’, sdo os mesmos obtidos

para a matriz S, porém com mudancga de estabilidade, conforme ilustrado no Quadro 4.36.

Estabilidade S S’=-S
. Assintoticamente estével Instavel
Noé/foco _ _
Instavel Assintoticamente estavel
Sela Instavel Instavel

Quadro 4.36: Estabilidade de ponto fixo para S’=-S.
4.4.4.1 Demonstracao

A demonstragdo é feita em trés etapas. Primeiro, prova-se que uma solucdo de

equilibrio de um SED associado a uma matriz S também € soluciao de um outro SED de matriz
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S’=-S; depois que todas as solucdes relativas a S e também sdo as mesmas de S’. Entdo, €
mostrado que a estabilidade do ponto fixo varia conforme mostrado no Quadro 4.35.
S Sz S

Sejam o SED (4.37), & =(J, ,d,)uma solugdo desse (4.37) e S=|s, 5, 5, |a

S31 Sz 533

matriz sindptica do SED.

dd—fl = —%[sin(é‘l )($y3 + 85,) +sin(0, — 5, )s,, +sin(J,)s,, ] =A(4,,9,)
4.37)

d(ftz = —%[sm(é1 )s5, —Sin(d, = 8,)s,, +sin(J,) (s, + 55,)] = B(S,,6,)
Seja o SED (4.38) gerado partir de S’=-S.

d 1y. . .

T B s1, = 53+ sin7, = 75)(5) +sin(7)(-5.,)]

d | (4.38)

% = _E[Sin( Y(=83) —=sin(y, — 7,)(=55,) +8In(y, ) (=5 — 53, )]

Do SED (4.37) e do SED (4.38), tem-se que % =-A(0,,0,)e % =-B(9,,0,) .

Como &* é solugdo do SED (4.37), entdo A(J,,d,)=0, logo —A(J,,5,)=0.

Analogamente, — B(J, ,J,) = 0. Portanto, &* também & solugdo de SED (4.38).

Supondo, por absurdo, que " = (¥, ,%,) seja uma solugdo do SED (4.38) e ndo seja
solucdo do SED (4.37), entdo:
—A(S,,8,)=0= A(J,,5,)=0¢

~B(6,,8,)=0= B(6,,5,)=0

logo (7, ,¥,) também € solugdo de SED (4.37), que é um fato contraditério, ou seja, ndo exite

¥ como proposto na premissa.

Assim, conclui-se que todas as solugdes do SED (4.37) também siao solugdes do
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SED (4.38) e ndo existe solucdo do SED (4.38) que ndo seja solugdo de SED (4.37).

A andlise da estabilidade dos novos pontos fixos € feita a partir da equagdo dos

autovalores associados ao SED (4.37).

Sejam A e S os autovalores calculados para ¢*, uma solu¢ido dos SEDs (4.37) e (4.38),

respectivamente. As equagdes para determinar os autovalores sdo dadas porA> +al+b=0,

com:

l £ £ l £ l * * l *
a= E Coza[d] - d;] 312 + E Coz[d;] 212 +E Coz[d] - d;] Sgl+E Caz[d;] S:2 +
l E l %
— Coza[d]] 31 + — Cos[o;] 35;
2 2
l £ £ £ l * * *
b= E Cos[dy] Cog[d) —d;] 312 e + E Cos[dy - d;] Cos[d;] 51z Sas +
l * £ l * * * l £ £ £
E Cos[dy] Coz[d;] 512 S +E Cos[dy] Coz[dy - d;] 51z Sgl+E Cos[d;] Coz[d; - d;] Sg1 521 +
l * £ l * * * l £ £
E Cos[dy] Coa[d;] 52 801 +E Cos[dy; - d;] Cos[d;] S1: Sas +Z Cos[d;] Cos[o;] 512 S +

1
3 Cos[d] - 8;] Coa[d;] 251 S
E B> +tB+w=0, sendo t e w obtidos em fungdo dos pesos sindpticos. Como S’=-S,

da andlise dos coeficientes a e b, conclui-se que t = -ae w = b, ou seja, B> —aff+b=0.

Os autovalores A sdo dados por:

A =-a—~a’>-4b e
A, =—a+a’—4b.

E os autovalores £ sdo dados por:

(a)

B =a+a’—4b e
B, =a—~a>—-4b.

Portanto:

:81 :_21 € 182 = _2“2- ®)
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1° caso: o* é um né no SED (4.37)
Como &* é um nd, entdo 4, e A, € R.

Se 0 n6 € assintoticamente estavel, entdo A, <0e A, <0, logo, de (b), conclui-se que

B, >0e S, >0, assim & é um né instdvel no SED (4.38).
Se o né € instdvel, entdo, A, >0e A, >0, logo, de (b), conclui-se que S, <0ef, <0,
assim J* é um no assintoticamente estavel no SED (4.38).

2° caso: &* é um foco no SED (4.37)
Como &* é um foco, entdo 4, e A, € C,logo Va’ —4b =c+id .
Se o foco € assintoticamente estdvel, entdo Re(4,) < 0eRe(4,) < 0. Assim:

A =—a—(c+di)=(-a—-c)+di=>—(a+c)<0=a+c>0¢ ©
A, =—a+(c+di)=(—a+c)+di=>—-(a-c)<0=>a-c>0.

Em termos de £, tem-se:

B =a+(c+di)=(a+c)+die (d)
B,=a—-(c+di)=(a—c)+di.

De (c) e (d), conclui-se que Re(f,) > 0eRe(f,) <0, logo ¢* é um foco instavel no

SED (4.38).

Analogamente para o caso de J* ser um foco instdvel no SED (4.37), conclui-se que

o* é um foco assintoticamente estavel no SED (4.38).
3° caso: O0* é uma sela no SED (4.37)

Como &* é uma sela, entdo 4, ed, € R e (4, <0ed, >0) ou (4, >0el, <0).

Para a primeira situagdo, se (4, <0e A, > 0), entdo:
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A=—a—-+a’-4b<0=-6,<0= >0 e
A =—a++a’-4b>0=-4,>0= 5, <0.

Portanto & é uma sela no SED (4.38).

Analogamente para a segunda situagdio, conclui-se que se (4, >0eA, <0), entdo

(B, <0ep, >0),logo 6* também é uma sela no SED (4.38).

4.4.4.2 Exemplo de aplicacao

O nome “matriz inversa” é dado pois a estabilidade dos pontos fixos obtidos para §’=-
S € “inversa” a estabilidade dos pontos fixos obtidos para S. Como exemplo de uso dessa
propriedade, o Quadro 4.37 ilustra uma matriz sindptica e sua “inversa” e 0s respectivos

gréficos de bacia de atracio.

|
2 (103 (L
4> —+>

2 R 1 —0]1 04
" (*’I’@' E{ (51 fﬁ‘)' 81 [e] S'=(5 1 -5
g 0 0 1

(2 y (2

e 1 01 -04

53 [£] S’= _5 _1 5
0 O 1

A
" N N
!
/I_c;\, U1 bois
Lo

1
-2 -1 ] 1 Z

-4

Lo
=
2

|-

Quadro 4.37: Exemplos de matriz sinaptica e sua “inversa” e respectivos graficos de bacia de
atracao.

4.4.5. Propriedade Elemento Neutro

Essa propriedade afirma que se uma matriz sindptica S for multiplicada por uma

constante k estritamente positiva, entdo todos os pontos fixos o%, obtidos a partir da
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configuracdo dada por S, também sdo pontos fixos para a configuracdo obtida a partir de kS. A

diferenca que se tem da configuragdo dada por S para a configuracdo dada por kS é que o

transiente da solucdo varia. Assim, quanto menores forem os valores de S,

transiente.

4.4.5.1 Demonstracao

Sty
Sejam o SED (4.39), §” =(J,,d,)uma solugdo desse (4.39) e S =| s,

S31

matriz sindptica do SED.

dd—étl = —%[sin(é‘l )($,3 + 85,) +sin(0, — 5, )s,, +sin(J,)s,, ] =A(4,,9,)
diz = —%[sin(ﬁl )s5; —Sin(d, = 8,)s,, +sin(J,) (s, + 55,)] = B(S,,6,)

Seja o SED (4.40) gerado partir de S’=kS, sendo k>0..

d 1. . .

% = —E[sm(yl Y(ks,y + ksy,) +sin(y, — ¥,)(ks,,) +sin(¥, )(ks,, )]
d 1. . .

% - —E[sm( ) (ksy,) —sin(y, — ¥, )(ks,,) +sin(y, ks, +ksy,)]

maior é o

(4.39)

(4.40)

Do SED (4.39) ¢ do SED (4.40), tem-se que 21 = kA(S,,5,) e S22 = kB(5,.5,)

dt dt

Como &% é solugdo do SED (4.39), entdio A(J,,d,)=0, logo kA(S,,5,)=0.

Analogamente, kB(J, ,d,) = 0. Portanto, §* também & solugdo de SED (4.40).

Supondo, por absurdo, que ¥* = (¥, ,%,) seja uma solugdo do SED (4.40) e ndo seja

solucdo do SED (4.39), entdo:

KA(S,,8,)=0= A(5,,5,)=0 ¢
kB(5,,8,)=0= B(J,,6,)=0
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logo (7, ,¥,) também € solugdo de SED (4.39), que é um fato contraditério, ou seja, ndo exite

¥ como proposto na premissa.

Assim, conclui-se que todas as solu¢des do SED (4.39) também sdo solug¢des do

SED (4.40) e ndo existe solu¢do do SED (4.40) que nao seja solugdo de SED (4.39)

4.4.5.2 Exemplo de aplicacao

O nome “elemento neutro” € dado a propriedade pois o grafico da bacia de atragdo nao

sofre mudanca se uma matriz sindptica S for multiplicada por uma constante positiva.

Como aplicagdo desse método, pode-se usa-lo para normalizar matrizes sindpticas ou
acelerar o calculo de solucgdes assintéticas multiplicando a matriz por uma constante “grande”.
Nos exemplos que seguem, mostra-se como se comporta o transiente dos SED em func¢ao das

constantes usadas para multiplicar os pesos sindpticos.

1 -0,2572 -0,5
Considere a matriz sinaptica S =| 1,0640 1 1 |, que tem com solugdo os
0 0 1

atratores (7z; ) e (7; 0), e tem como condig¢do inicial o ponto (2,65967; 2.26148).

Ao simular o SED dessa configuracio, obtém-se o grafico ilustrado na Figura 4.19, no

qual se observa que o estado estaciondrio se inicia proximo de t=80.

Na Figura 4.20, mostra-se a simulacdo de um SED semelhante, porém com uma
configuragdo sindptica 2S. Nota-se que que o transiente diminuiu e que o estado estaciondrio €

obtido préximo de t=40.

Por fim, na Figura 4.21, ilustra-se a simulacdo do SED gerado pela configuracdo

sinaptica 8S. Nota-se que o estado estaciondrio € obtido proximo de r=10.
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&0
Figura 4.19: Simulacao do SED para matriz de pesos S.
wie)
L TR ]
a0 50 &0
Figura 4.20: Simula¢ao do SED para matriz de pesos 2S.
wiE)
af
LEF
L B
5 10 15 20 25 20 25 a0

Figura 4.21: Simulacao do SED para matriz de pesos 8S.
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4.4.6. Propriedade “Existéncia de solu¢cao impar”

S S Si3
Sejam o SED (4.41), & =(J,,d,)uma solugio de (4.39) e S=|s, 5, 5, |a

S31 Sz 533

matriz sindptica do SED. Entdo — &~ = (=4, ,—J,) também é ponto fixo do SED (4.39) e caso

O* seja assintoticamente estavel, entdo -0* também o €.

% = —%[sin(51 )($y; +85,) +sin(0, — 0,)s,, +sin(0, )532]
do,

dt

(4.41)

1r. . .
= —5[sm(51 )s5, —SIn(J, — 8, )s,, +5in(8, )(5,5 + 54,)]

4.4.6.1 Demonstracao

Sabe-se que:
sin(—=y) = —sin(y) & —sin(y) =sin(—y). (a)

Substituindo —¢* na primeira equacdo do SED (4.41), tem-se:
—%[sin(—é‘l ¥)(8,5 + 83, +8In(=(8, *¥ =8, %))s,, +sin(—5,%)ss, |,
valendo de (a), tem-se:

- % [— sin(8,*)(s,; + s5,) = sin(J, * =8, *)s,, —sin(J,*)ss, |

= %[sin(é'1 #)($,5 + 85,) +8In(S, *—0,%)s,, +sin(J, *)s,, ]

Como J* € solugao de SED (4.41), entdo:
= %[s,m(a1 )(5)5 + 83,) +8In(S, ¥ =68, %)s,, +sin(d,%)s5, | =0. (b)

Analogamente, para a segunda equacdo do SED (4.41), tem-se:
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= %[s,m(a1 )55, —Sin(J, * =8, %)s,, +sin(J,*)(s,, +55,)]=0. (c)

De (b) € (c), conclui-se que —J = (—J, ,—J, ) também & solugio do SED (4.41).

Considerando que o* seja assintoticamente estdvel, entdo, valendo-se do Critério de

Routh-Hurwitz, o autovalor associado a esse ponto, pode ser dado por A* +al+b=0,

sendo:

l * * l * l * * l *
a= E Coza[d] - d;] 312 + E Coz[d;] 212 +E Coz[d] - d;] Sgl+E Caz[d;] S:2 +

l E l %
z Coz[d]] Sa1 + < Coz[d;] 3

l * * * l * * *
b= E Cos[dy] Cog[d) —d;] 312 e + E Cos[dy - d;] Cos[d;] 51z Sas +
l * * l £ £ £ l * * *
E Cos[dy] Coz[d;] 512 S +E Cos[dy] Coz[dy - d;] 51z Sgl+E Cos[d;] Coz[d; - d;] Sg1 521 +
l * * l £ £ £ l * *
E Cos[dy] Coa[d;] 52 801 +E Cos[dy; - d;] Cos[d;] S1: Sas +Z Cos[d;] Cos[o;] 512 S +
l * * *
E Cos[dy - ;] Cos[d;] 351 3as

ea>0eb>0.
Seja 3, dado por B° +tB+w=0, a equacdo para obtencdo dos autovalores para o

ponto —J*. Como cos(—¥) = cos(¥) e por inspecdo das equagdes de a e de b, conclui-se t=a e

w=b. Assim, >0 e w>0. Portanto, pelo Critério de Routh-Hurwitz, conclui-se que —&*

também € assintoticamente estavel.

4.4.6.2 Exemplo de aplicacao

O nome “solucdo impar” é dado a propriedade pois as solu¢des do SED estudado se

comportam como fungdes impares, que sao do tipo f(—x) =—f(x).

Como aplicagdo dessa propriedade, o algoritmo implementado para determinar os
pontos-criticos do grifico de bacia de atracdo foi otimizado para varrer somente metade do

intervalo de interesse, ou seja, em vez de varrer & e & no intervalo]—z; 7], O; percorreu
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apenas o intervalo /-7; 0]. Assim, com apenas metade dos calculos, foi possivel obter a outra

metade do grafico.

A seguir, usam-se os resultados obtidos neste capitulo para o desenvolvimento da

maquina reconhecedora de imagens.
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5 Maquina Reconhecedora de Imagens de 4 fases

A partir dos resultados obtidos no Capitulo 4, foi possivel criar um modelo de uma
maquina reconhecedora de imagem (MRI). Esse modelo tem como caracteristica principal a
capacidade de armazenar em sua memoria uma imagem e avaliar se uma imagem qualquer,

apresentada em sua entrada, é semelhante a da memoria.

Neste capitulo, o modelo MRI de 4 fases € apresentado em detalhes mostrando, assim,

como € o seu funcionamento.

5.1. Maquina Reconhecedora de Imagem de 4 fases

O modelo de MRI desenvolvido possui 4 blocos que tratam os sinais advindos de uma
fonte de dados externa e informa se esses sinais correspondem, ou ndo, a imagem previamente

armazenada.

A Figura 5.1 ilustra os componentes do modelo da MRI proposta neste trabalho. Esse
modelo pressupde o tratamento de uma entrada com 2k sinais, tal que k é o numero de redes

do tipo 2+1 PLLs, que sdo representados pelos blocos Ai e Ci (i = 1,...,k).
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Figura 5.1: Maquina Reconhecedora de Imagem de 4 fases.
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Na Fase A, os sinais de entrada, aos pares, sdo apresentados a uma rede 2+1 PLLs, que

sdo os blocos Ai (i = 1, ..., k). O terceiro PLL, que € o mestre que dita o ritmo aos demais, € o

bloco assinalado por PLL4. O esquema dessa constru¢do € apresentado na Figura 5.2.
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—pLL, >

Figura 5.2: Bloco A; ou C; — Rede 2+1 PLLs.

Como cada bloco i (i = 1, ..., k) € uma rede 2+1 PLLs, entdo existe uma matriz
sindptica S; que deve ser construida para determinar o comportamento da rede, isto &,
determinar quais sdo os pontos fixos assintoticamente estdveis e as respectivas bacias de
atracao.

z

A MRI de 4 fases apresentada neste trabalho é capaz de armazenar somente uma
imagem em sua estrutura, ou seja, sua memoria € limitada ao armazenamento de uma unica
imagem. Essa memoria € construida a partir da escolha das matrizes sindpticas S; dos blocos

A;. Assim, cada S; determina parte da imagem que pode ser reconhecida.

Como a rede 2+1 PLLs é capaz de analisar dois neurdnios, cada bloco A; trata dois
dois “pixels” de uma imagem. O termo “pixel”, usado neste trabalho, corresponte, entdo, a um
ponto de uma imagem. Por exemplo, se uma imagem € formada por 60 pontos, entdo ela tem

60 “pixels”.

Considerando que a imagem que se deseja a armazenar na memoria, seja, por
exemplo, a da Figura 5.3 (a), deve-se, entdo, escolher matrizes sindpticas S; de tal forma que a
solucdo gerada por elas apresente como pontos fixos assintoticamente estdveis os pedacos

correspondentes da imagem.
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Figura 5.3: Escolha da matriz sinaptica para formacao da memoria.

A Figura 5.3 também ilustra esse processo de escolha da matriz sindptica.
Inicialmente, deve-se tomar um par de “pixels” da imagem que se deseja guardar na memoria
da MRI de 4 fases. Esse par, como mostrado na Figura 5.3 (b), deve ser convertido em fases
de PLL no intervalo [0; z]. Considerando que a fase do PLLy seja 0, entao a diferenca de
fases de cada PLL e o PLL mestre serd igual a fase do PLL. No exemplo, as diferencas de

fases sdo 0 e 7z, que formam o par (0; 7x).

Uma possivel configuragdo de matriz sindptica, cuja solucdo é (0; 7z), ou seja, a
solucdo € o par que se deseja memorizar, € a matriz S da Figura 5.3 (d). Na Figura 5.3 (e), o

gréfico da bacia de atragdo correspondente a S € ilustrado.

As matrizes sindpticas da Fase A devem ser construidas de modo que existam dois
pontos fixos assintoticamente estaveis, sendo um ponto atrator que corresponda a imagem que
se deseja memorizar € um outro ponto atrator qualquer. Isso € feito porque o que se deseja é
“filtrar” apenas as imagens que sdo ‘“‘semelhantes” a imagem memorizada, qualquer outra
“ndo semelhante” deve pertencer a outra bacia de atracdo. A bacia de atracdo do ponto atrator
correspondente a imagem memorizada funciona como filtro que separa as imagens

“semelhantes” das “ndo semelhantes”. Assim, quanto “menor” a bacia de atra¢io, “menores”
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sdo as chances de uma imagem com “muito” ruido ser reconhecida. O Quadro 5.1 ilustra a

correspondéncia entre o par de “pixels” que se deseja memorizar e o respectivo ponto fixo.

Pixels Ponto fixo
0,0
u 0, ™
u (m; 0)
- ()

Quadro 5.1: Correspondéncia entre “pixels” e pontos fixos.

A Fase A € dita de convergéncia parcial, pois parte da imagem a ser analisada pode
convergir para os pontos atratores que correspondem a parte da imagem memorizada e parte
para outros pontos atratores, que ndo correspondem a imagem memorizada. Assim, a imagem
analisada pode convergir parcialmente a imagem memorizada. Independentemente da
convergéncia das entradas da Fase A, apds certo tempo, todas as saidas da Fase A estardo
estaciondrias, ou em pontos atratores correspondentes a imagem memorizada, ou em outros

pontos atratores.

Antes de submeter a saida da Fase A a entrada da Fase C, devem-se perturbar os sinais
para tird-los do ponto da estacionaridade. Isso € feito na Fase B, com a inser¢do de ruido em
cada sinal da Fase A. A idéia € tirar o sistema da condi¢do de estacionaridade, através da
adicdo de um ruido, e verificar se as fases retornam aos valores que tinham antes dessa

pertubacao. Se isso ocorrer para todas as fases, entdo a imagem foi totalmente reconhecida.

Por isso, cada uma das matrizes sindpticas da Fase C devem ser construidas de modo a
ter um Unico ponto atrator assintoticamente estdvel e que corresponda aos “pixels” da imagem

memorizada. Essa fase € dita de convergéncia total.

A Fase D recebe como entrada os sinais de saida da Fase A e os sinais de saida da
Fase C e, para cada par de sinal de A e de C, decide se sdo, ou ndo, “equivalentes”. Se forem
“equivalentes” € porque o sinal apresentado na entrada da Fase A corresponde a imagem

memorizada na rede, que também corresponde a saida da Fase C. Ao avaliar os sinais das
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Fases de A e C, caso eles sejam equivalentes o resultado serd 0 e 1, caso contrario.
A andlise de equivaléncia é para saber se os sinais sdo, ou ndo, iguais. Como eles sdo
fases de PLLs, pode ser que em um PLL esteja defasado de -7 e outro de 7, porém ambos

representam o mesmo tipo de imagem (no caso, um ponto preto). O Quadro 5.2 mostra como

tratar as equivaléncias de sinais.

Saida Fase A | Saida Fase C | Resultado da avalia¢do
- - 0
-T 0 1
-TC T 0
0 - 1
0 0 0
0 - 1
T -TC 0
T 0 1
T T 0

Quadro 5.2: Analise de equivaléncia de sinais.

Por fim, ainda na Fase D, somam-se todos os resultados da andlise de equivaléncia de
sinal. Caso o resultado seja 0 implica que todos os sinais sdo equivalentes, ou seja, a imagem
foi reconhecida. Caso o resultado seja nao nulo, entdo, pelo menos um ponto da imagem

analisada nao coincide com a imagem memorizada. Resumidamente:

- o . . = 0= imagem reconhecida
Z andlise equivaléncia (Saida A, Saida C) ) o
> 0= imagem ndo reconhecida

Pode-se também interpretar o resultado do somatério como sendo a quantidade de
pontos de uma imagem analisada que difere da imagem memorizada. Assim, a partir desse
dado, tem-se um percentual de reconhecimento dado por:

p_2k-0
2k

sendo P € o percentual de reconhecimento, Q € a quantidade de pontos ndo reconhecidos e k o

9

ndamero de blocos 2+1 PLLs usados nas Fase A.

Dois exemplos completos sdo avaliados ao final deste capitulo para ilustrar o

funcionamento da MRL
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5.2. Construcao da memoria da MRI de 4 fases
A memoria da MRI de 4 fases deve ser construida a partir das matrizes sindpticas dos
blocos A; e C; (i = I,....m). Para a Fase A, deve-se escolher matrizes que gerem solu¢do com

dois atratores e para Fase C, apenas um atrator.

Um dos atratores, para a Fase A, deve corresponder a imagem a ser memorizada e o
atrator da Fase C deve também, corresponder a imagem a ser memorizada. Para a Fase A, o
segundo atrator pode ser qualquer um, pois servird apenas para ajudar no reconhecimento da

imagem.

Dessa forma, percebe-se que ha necessidade de ter uma tabela com as possiveis
configuragdes de imagens a serem reconhecidas e as respectivas matrizes sindpticas. O

Quadro 5.3 ilustra um conjunto de possibilidades.
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Pgnto Bacia de Atragdo Matriz sindptica
fixo
51l 1 -0,2572 0,5
‘/){/csu, |<lo> (1L S =11,0640 1 -1
. 0 0 1
ﬂ:-"‘“‘/';a) ™ Fase A
f’(;? ‘\\ ) $§§ &:L? oo
“ y e F
S 102 02
S=/-08 1 1
| | 0o 0 1
-2 2 1 o 1 2 2 Fase C
& %] 1 0,2572 0,5
|(.1.0) S = — 1,0640 1 1
"/f}» \ “‘j::‘ . 'ﬂb& 0 0 1
[ ] Fase A
"’r@' o /r@v e
//f“;_aa “““ . 1 -02 02
Pt “'\‘ = —_
‘/f,a» Y @ i ‘ﬂf,uw S 0.8 1 1
. | . j 0 0 1
-2 2 1 o 1 2 2 Fase C
] 1 0,2572 -0,5
m - " S=|- 1,(())640 (1) —1 1
|t ‘ | M,wv"'ffk Fase A
3 3 few T D e
e <) 4
/"Fﬂt‘"w” ““ “““““ 1 N 0’2 - 0’2
S=|08 1 1
{11 HLEE)-' (2
, f o 0 1
-2 1 o 1 E4 2 Fase C
& [%] 1 - 0,2572 - 0,5
(9 . [‘gn-)v . (11 S = 1,0640 1 1
/’fég_,‘w‘i; oo 4 ‘s‘\‘ O O 1
m | T e Fase A
e
““““““ /_’f‘% 1 02 -02
! s S=1-08 1 -1
I 3 o *7 " N >
| g 0o 0 1
-2 1 a 1 2 2 Fase C

Quadro 5.3: Possiveis configuracoes para criacdo de memoria da Fase A e Fase C.
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As matrizes do Quadro 5.3 compdem um exemplo. Obviamente, outras matrizes
podem ser usadas, em particular para a Fase A, cuja drea da bacia de atracdo define a precisao
com que a MRI de 4 fases reconhecerd, ou nao, as imagens. Como sugestdo, usando as
propriedades listadas no capitulo anterior, podem-se gerar outras matrizes sindpticas para as

Fases A e C a partir das ilustradas no Quadro 5.3.

5.3. Analise do funcionamento da MRI para dois exemplos

Considere uma MRI projetada com os pesos sindpticos do Quadro 5.3 e que armazene
em sua memoria uma imagem como a mostrada na Figura 5.4. Essa MRI deve ter 30 blocos

2+1 PLLs nas Fase A e C para poder armazernar os 60 pontos que compdem a imagem.

Figura 5.4: Imagem memorizada na MRI de 4 fases composta de 60 pontos.

No primeiro teste, tomou-se uma imagem igual 2 memorizada e adicionou-se ruido. A
idéia era apresentar uma imagem diferente da original memorizada, porém semelhante. Para
cada ponto da nova imagem, foi adicionada uma quantidade de ruido aleatdria, porém de
modo que o novo ponto ainda permanecesse dentre da drea da bacia de atracdao do ponto
original. Por exemplo, se o ponto original era (0; 0), foi adicionada uma quantidade de ruido,
limitada ao intervalo /-1; 1], de modo que o novo ponto (x,; y) ainda pertecesse a bacia de

atracdo do ponto (0; 0). A Figura 5.5 ilustra essa figura.

Figura 5.5: Teste 1 — Imagem a ser apresentada a MRI.
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Ao apresentar a imagem da Figura 5.5 a Fase A da MRI, o estado estacionario da rede

foi alcangado aproximadamente no instante 50 da simulagdo, como ilustra o Figura 5.6. Apés
o transiente inicial, todas as diferencas de fases dos PLLs convergem para os valores 0 ou 7,
valores ja4 esperados uma vez que a MRI foi projetada para armazenar somente esses

atratatores triviais.

20 a0 50 E0

Figura 5.6: Teste 1 - Diferencas de fases dos PLLs da Fase A da MRI. A rede atinge o estado
estacionario aproximadamente em t=50.

Ao passar pela Fase B, os sinais da saida da Fase A sofrem uma pertubacao aleatéria
adicionando-se um valor pertencente ao intervalo /-0,1; 0,1] e, em seguida, sdo apresentados
a Fase C da MRI. Na Figura 5.7, pode-se observar que os sinais tratados pela Fase C atigem o
estado estaciondrio no instante t=40 da simulacdo. Nota-se também, no inicio do grafico
(t=0), que as pertubacdes inseridas pela Fase B, tiram as diferencas de fases do estado

estaciondrio, porém, apds o transiente, voltam ao mesmo valor da Fase A.
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10 20 20 20 50 G0
Figura 5.7: Teste 1 - Diferencas de fases dos PLLs da Fase C da MRI. Em t=0, os sinais sao os
da Fase A com adicao de ruido. A rede atinge o estado estacionario aproximadamente em t=40.

Da andlise dos grificos da Figura 5.6 e da Figura 5.7, conclui-se que todas as
diferencas de fases dos PLLs, ap6s a saida da Fase A, permanecem a mesma na saida da Fase
C. Assim, conclui-se que a imagem apresentada na entrada da Fase A era semelhante a
imagem previamente memorizada. Essa é a mesma conclusdo que a Fase C chega apds a

comparagdo das diferengas de fases da saida da Fase A com a saida da Fase C.

No Quadro 5.4, sdo ilustradas algumas imagens obtidas a partir das diferencas de fases

durante a simulagdo da MRI.

t=5 t=10 t=15 =20 =30 =40 =50

Quadro 5.4: Teste 1 - Convergéncia da imagem apresentada a MRI a armazenada na memoria.

No segundo teste, foi usada a mesma imagem armazenada na memdria, porém com
adicdo de “muito” ruido (ruido pertencente ao intervalo /-2; 2]) na entrada, de forma que os
novos pontos que forma a imagem tivessem a possibilidade de ficar fora da drea da bacia de
atracdo do ponto original. Na imagem da Figura 5.8, apresentada a MRI, intutitivamente,

percebe-se que essa imagem ndo se parece com a imagem inicialmente armazenada.
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Figura 5.8: Teste 2 — Imagem a ser apresentada a MRI (imagem memorizada com “muito”
ruido).

Na Figura 5.9, ¢ ilustrado o grafico da evolugdo das diferencas de fases na Fase A.

Nota-se que a partir de =50, os PLLs atingem o estado estaciondrio.

20 a0 50 E0

Figura 5.9: Teste 2 - Diferencas de fases dos PLLs da Fase A da MRI. A rede atinge o estado
estacionario aproximadamente em t=50.

Na Figura 5.10, as diferencas de fases da Fase C sdo ilustradas. Nota-se que as fases
da saida da Fase A, adicionadas da pertubagdo da Fase B, (t=0) possuem valores préximos a
-7, 0 ou 7, porém, durante o transiente da solucdo, alguns deles se dirigem para outras fases
(saida da Fase C em t=80). Esse fato pode indicar que os “pixels” analisados, correspondentes
a essas fases, sdo diferentes dos “pixels” memorizados; ou seja, os “pixels” apresentados a

rede ndo eram semelhantes aos da memoria.
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WL

50 ] mn &0

Figura 5.10: Teste 2 - Diferenc¢as de fases dos PLLs da Fase C da MRI. Em t=0, os sinais sao os
da Fase A com adicao de ruido. A rede atinge o estado estacionario aproximadamente em t=70.

A andlise numérica, realizada pela Fase C, compara as saidas da Fase A e as saidas da

Fase C. O Quadro 5.5 mostra os valores das diferencas de fases da Fase A (a) e da Fase B (b).

Os valores ilustrados foram normalizados em /-7, 7/. No Quadro 5.6, é apresentado o

resultado da comparacdo das diferencas de fases. Conclui-se que, para o segundo teste, 11

partes da imagem com 2 “pixels” apresentada a MRI ndo sao “semelhantes™ as partes com 2

“pixels” da imagem memorizada.
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1] -3.141538 -3.14149
3.14159 3.14153  3.1415%9
3.1413  3.14146 3.14153  3.1415%9
1] F.1415% 3.1415%

1]
1]
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coooooooo

1]

1] 1] -3.14135 -3.14145

1] 1] F.1415% 3.1415%

1] 1] -3.1413% 3.1415%

1] 1] F.1415% 3.1415%

1] 1] F.1415% 3.1415% 1]
-3.14139% 3.1415% 3.14159  3.1415% 3.1415% 3.1415%9

(b)

Quadro 5.5: Teste 2 - Saidas normalizadas

no intervalo J-z,z] das Fases A e C.

(=R =Y = = =N = = = =

[ i e e R e T e T R R Y

L I e Y e T e Y e T e T e T e Y Y |

(=R =R = R = e e e
L I e Y e T e Y e T e T e T e Y Y |
(=R = N - = =

Quadro 5.6: Teste 2 — Resultada da comparacao das Fases A e C: 11 pontos da imagem
apresentada nao sao “semelhantes” aos pontos da imagem memorizada.

Na evolugdo da simulagio, ilustrado no Quadro 5.7, nota-se quais sdo os pontos que
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nao convergiram para o padrdo memorizado.

t=5 =10 t=15 =20 =25 =30 t=40

t=0 t=1 t=3

Quadro 5.7: Teste 2 - Convergéncia da imagem apresentada a MRl a armazenada na memoria.
Alguns pontos convergem para pontos que nao sao da memdria.
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6 Conclusoes

A motivagdo deste trabalho se baseia em um estudo multidisciplinar que envolve
conhecimentos sobre o funcionamento do cérebro, a modelagem matematica de neur6nios e a

avaliacdo desses modelos para se criar um dispositivo capaz de reconhecer imagens.

Neste trabalho, estudou-se um tipo de rede neural, construida com PLLs, avaliando
sua capacidade de armazenamento e reconhecimento de imagens. A Teoria de Sistemas
Dinamicos forneceu base matemadtica para estudar os sistemas de equagdes diferenciais

associados as redes de PLLs.

Concluiu-se que o modelo matematico, baseado em PLLs, a primeira vista simples,
apresenta comportamento bastante complexo menos para redes pequenas com apenas dois
PLLs. Diante a dificuldade de se analisar matematicamente o modelo para redes maiores, este

trabalho dedicou atenc¢do especial as redes de dois e trés PLLs.

Nos estudos realizados, procurou-se avaliar a relacdo entre a matriz de pesos
sindpticos € o respectivo grifico de bacia de atragdo, que contém dados sobre as separatrizes,
as estabilidades e as bacias de atracdo dos pontos fixos. Apds a geracdo de centenas de dados
e graficos, foi possivel deduzir algumas propriedades sobre como, a partir de uma matriz
sindptica, gerar outras prevendo o formato da nova bacia de atracdo. Esses resultados sdo
importantes para auxiliar, de uma forma simples e ripida, na determinacdo de novas

configuragdes de pesos sindpticos.
As propriedades gerais deduzidas, apresentadas no capitulo 4, sdo:

Translacao — Eixo horizontal

=
= Translacdo — Eixo vertical

= Rotag¢do de /2 em torno do ponto (0; 0)
=

Matriz Inversa
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= Elemento Neutro
— Existéncia de Solucio Impar

Essas propriedades foram percebidas a partir de dois métodos para construcdo das
matrizes sindpticas: Método For¢ca Bruta e Método Algébrico. Dependendo da finalidade para
a qual a rede neural de PLLs estd sendo construida, os métodos propostos, em conjunto com
as propriedades gerais, podem ser usados para se obter configuracdes adequadas de pesos
sindpticos.

Como referéncia de ponto de partida para obten¢do de outras matrizes, no Apéndice B

¢ apresentada uma tabela com os graficos de bacia de atracdo cujos pontos fixos sdo

(0; 0) e (0; 7) e a matriz de pesos sindpticos € da forma:

S=|sy 1 sy (6.1)

com 0s pesos no intervalo [-1; 1].

Uma vez escolhida uma configuracio, pode-se usar o Método Algébrico para “refinar”
a bacia de atracdo até que se obtenha o resultado esperado. Neste trabalho, tal resultado
sempre foi a obtenc@o de bacias de atragdo cuja drea, em torno de um ponto fixo atrator, fosse

circular.

Para as redes de trés PLLs, foi possivel identificar no maximo dois pontos fixos
assintoticamente estdveis. Usando o Método Algébrico, as equagdes de Routh-Hurwitz,
quando consideravam trés, ou quarto pontos fixos atratores, levavam a um sistema de

inequacdes sem solucao.

Para redes com dois PLLs, conclui-se que had apenas duas solugdes triviais (0 e %),
sendo que somente uma, ou outra, pode ser assintoticamente estdvel. Assim, usando redes de

dois PLLs, pode-se memorizar apenas um ponto. Para as redes de trés PLLs, hd quatro
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solucdes triviais, e se pode armazenar até dois “pixels” na memoria.

A partir dos estudos de configuragdes como a equagdo (6.1), cujo modelo de rede
neural foi chamado de 2+1 PLLs, foi construido um modelo de uma madaquina capaz de
reconhecer imagens (MRI), como discutido no capitulo 5.

A MRI sugerida pode ter capacidade de armazenamento ilimitada, dependendo apenas
de quantos blocos 2+1 PLLs se deseja usar. Ela é capaz de armazenar uma imagem
monocromadtica e avaliar se, apresentada uma imagem qualquer, ela se assemelha, ou nio,
aquela armazenada na memoria. A precisao do reconhecimento se faz através da escolha das

matrizes de pesos sindpticos de cada bloco 2+1 PLLs da MRL

6.1. Sugestoes para outros trabalhos

Sabe-se que os resultados aqui apresentados, como as propriedades gerais das matrizes
sindpticas, foram frutos de uma convivéncia intensa com os dados obtidos durante a fase de
simulac¢do. Pouco a pouco, as idéias foram surgindo e gerando resultados interessantes.

Esse tipo de investigacdo iterativa ainda poderd levar a conclusdo de outras
propriedades. Para tanto, serd necessdrio investigar outras configuracdes de redes, como, por
exemplo, redes que utilizem realimentacao de sinal no terceiro PLL.

Outro tipo de estudo a ser considerado envolve redes com quatro PLLs, que gerard
graficos de bacia de atragdo tridimensionais, bem mais complexos que os gréaficos
bidimensionais obtidos para as redes de trés PLLs.

Considerando apenas redes com trés PLLs, ainda pode-se investigar como transformar
o Método Algébrico, até entdo dependente da acdo de alguém para evoluir a cada novo passo
no processo de obtencdo dos pesos sindpticos, em um Método Algébrico Otimizado, tal que o
processo de tentativas de escolhas dos pesos sindpticos seja de alguma forma automatizada.
Nesse caso, seria necessdrio desenvolver um programa para computador que pudesse avaliar

um conjunto de inequagdes e tirar a conclusoes a partir de algum conjunto de premissas.
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Apéndices

A. Pacote computacional de apoio

Analisar um sistema de equagdes diferenciais (SED) sem uma ferramenta
computacional € uma tarefa bastante dificil. Mesmo fazendo uso de ferramenta, como o
Mathematica, que fornece recursos para resolver equacdes tanto de forma numérica com
algébrica, ainda € necessario organizar esses recursos sob a forma de pacotes de rotinas que

permitam sua reutilizagdo em outras situagoes.

Esses pacotes de rotinas, sob o ponto de vista da Ciéncia da Computac¢io, nada mais
sdo que fungdes ou procedimentos que encapsulam uma série de tarefas que envolvem a

manipulacdo de dados e a geragdo de um algum resultado.

No ambiente do Mathematica, além das intimeras fungdes ja disponiveis e que, em sua
maioria, sdo de carater genérico, € possivel criar novas funcdes especificas a um determinado
ambiente de estudo. Dados de entrada, ou parametros, podem ser atribuidos a uma func¢do que
os utilizam para o computo de um resultado de saida. Dessa forma, uma fun¢do pode calcular
desde um simples valor numérico até uma lista de valores representando, por exemplo, a
evolucdo temporal da solugcdo de uma equacao diferencial ou um grafico contendo uma série

de dados.

Uma vez carregada na drea de memoria do Mathematica, uma fung¢do pode ser
utilizada por qualquer outra func¢do, inclusive por ela propria, caracterizando, assim, a
recursdo. Obviamente, uma ferramenta com tantos recursos, também permite que se facam

chamadas a qualquer fungao através dos painéis de comando.

Aos estudos aqui apresentados, foi necessdrio criar algumas fun¢gdes que compdem um

pacote de apoio as andlises das redes neurais, que, na verdade, resume-se a andlise de SEDs.
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Com esse pacote, € possivel analisar o comportamento de uma rede neural e saber em quais
condi¢des hd sincronismo, quais sdo esses estados sincronos e quais sdo suas bacias de

atracao.

Neste apéndice, sdo comentadas as principais fun¢des desenvolvidas para a anélise dos
SEDs. Em linhas gerais, o pacote desenvolvido considera um sistema de equacdes diferenciais
de primeira ordem de duas varidveis e com até nove parametros. O intervalo de solucao das

varidveis, em alguns casos, restringe-se a [-7; 7] e nos graficos a [-7; 7].

A.1. Resolucio numérica das equacoes diferenciais

Dado um SED e uma condi¢do inicial, uma das primeiras tarefas a ser computada € a
solug¢do numérica do SED. A partir dos valores obtidos pela integragdo numérica, pode-se, no

futuro, fazer andlises sobre o comportamento dessa solugao.

Algoritmo Resolu¢do numérica de um SED

eqgs: SED de primeira ordem e de duas variaveis.

01 e &, : Varidveis do SED.

P,: Condicao inicial do SED.

€: Condigao de parada do SED.

sol: Lista contendo os valores assumidos pelas varidveis (9;

e Oy) desde o instante inicial até a estabilizacdo do SED.

e Passolntegracdo: Fazer a integracdo numérica do SED a partir de P, para t
passos. (t<—100).

e Se 18;(t)- 01(t-1)I < € e 10,(t)- dx(t-1)I < €, entdo parar o algoritmo e devolver
como resposta a lista sol.

e Caso contrdrio, guardar os pontos (01(i), d,(i)), 1 <i <t na lista sol.

* P, (8i(1), &2(1))

e Voltar para Passolntegragdo.

Dados de entrada

Dados de saida

Quadro 6.1: Algoritmo para resolucao numérica do SED.

O processo de calculo, mostrado no algoritmo do Quadro 6.1, é bastante simples e
trabalha de forma iterativa até se chegar a integracdo do SED. A cada passo da iteracdo, os
pontos calculados para o SED sdo acumulados para gerar uma lista de dados como resposta
geral do algoritmo. O algoritmo implementado supde que o SED converge para uma solugdo

invariante, contudo isso pode ndo ocorrer num problema em geral e, nesse caso, o algoritmo
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implementado ndo péra.

A.2. Pontos fixos

Quando se estuda um SED sob o ponto de vista da Teoria de Sistemas Dindmicos, o

primeiro passo da andlise € determinar os pontos fixos do sistema. Seja o SED (6.2):

dd_5t1 - _%[Sin(é‘l )(s)3 +53,) +8in(d, — 5,)s,, +sin(J, )s32]
(6.2)
ddét‘z = —%[Sin(é‘l )S31 + Sin(51 - 52 )S21 + Sin(§2 )(S23 + S32 )]

sendo O (k=1 e 2) as varidveis e s; (i,j = 1,2 e 3) os pardmetros. Passa-se a buscar, entdo, o

conjunto solugdo de equilibrio do SED.

O ideal seria obter os pontos fixos em funcdo dos paridmetros, pois assim seria
possivel ter féormulas gerais que gerariam todas as possiveis solu¢des. Contudo, como o
sistema analisado neste trabalho € nao-linear e o nimero de parametros € alto, o resultado
algébrico do sistema de equagdes resulta em expressdes longas e pouco claras, dificultando,

assim, sua analise.

O que se fez, entdo, foi escolher valores para os parametros para reduzir a
complexidade do sistema. Dessa forma, fixando S = s;; (i,j = 1,2 e 3), obtém-se um SED mais

simples, pois os pardmetros passam a ser nimeros. Para:

L %
S=l-% 1 4% (6.3)
A

entdo (6.2) se resume ao sistema (6.4):

a8,
dt
43,

dt

%[—%sin(@ ) —dsin(8, - 8,) +sin(5,)]

6.4)
1[-£sin(8))s,, — Lsin(S, = 8, )s,, +Lsin(S,)]
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Assim, o primeiro passo para se calcular os ponto fixo € igualar o lado direito das
equagoes do SED a zero, depois se passa a andlise algébrica das solu¢des do novo sistema

obtido.

O algoritmo do Quadro 6.2 resume esses passos.

Algoritmo Calculo dos pontos fixos de um SED

eqs: SED de primeira ordem e de duas varidveis
01 e 0, : Varidveis do SED.

Dados de saida pfs: Lista com os pontos fixos.

Dados de entrada

e Jgualar o lado direito de cada uma das equacdes de eqs a zero.
e Resolver o novo sistema em fungido das varidveis d; e 0,. O resultado serd
uma lista com as possiveis solu¢des para d; € 9.

Quadro 6.2: Algoritmo para calculo dos pontos fixos.

Passo Resultado
1 0=1[-Zsin(8,) - +sin(S, — &,) +sin(5,)]
0=1[-Lsin(5))s;, —Lsin(, = J,)s,, +1sin(S,)]

Solucdo S &

1 0 0

2 T 0

3 - 0

o) 4 0 -7

5 - -

6 0 -

7 0 T

8 - T

9 T T

Exemplo 6.1: Algoritmo do Quadro 6.2 aplicado ao sistema (6.4).

Para o sistema (6.4), além das solugdes ilustradas no Exemplo 6.1, hd ainda as
solucdes deslocadas de 2kx (k € Z). Contudo, para o estudo em questdo, sdo interessantes

apenas as solugdes que restritas ao intervalo /-7, 7].

A.3. Estabilidade de pontos fixos

Uma vez determinado um ponto fixo, passe-se a andlise de sua estabilidade,



145

procurando saber se ha solucdes que, com o passar do tempo, convergem ou nao para o ponto

fixo em questao.

Para determinar a estabilidade de um ponto fixo, os autovalores da matriz jacobiana,
obtida para cada ponto fixo, devem ser calculados. Os autovalores determinam, além da
estabilidade do ponto (assintoticamente estavel ou instdvel), qual € o tipo da convergéncia
(n6, foco ou sela). Nesse caso, os autovetores indicam a direcdo e sentido de como o SED se
comporta em torno do ponto fixo. Quando as equacdes do SED sao nao-lineares, como em
(6.4), entdo os autovalores fornecem uma idéia de como o sistema se comporta nas
proximidades do ponto fixo. Quando todos os autovalores sdo ndo nulos, sabe-se que o

sistema ndo-linear € homeomorfico a sua versao linearizada, na vizinhanga do ponto fixo.

O procedimento de determinacdo da estabilidade dos pontos fixos € descrito no

algoritmo do Quadro 6.3.

Algoritmo Cilculo de autovalores e autovetores

eqs: SED de primeira ordem e de duas variaveis.

Dados de entrada | §; e 9, : Varidveis do SED.

pfs: Lista contendo os pontos fixos.

listaAutoValorVetor: Lista contendo pontos fixos e 0s
respectivos autovalores e autovetores da matriz jacobiana.

e Determinar a matriz jacobiana (jac) para um ponto genérico &' .

Dados de saida

5,

‘fi FE,l —1,2
o, I

PRI
o, )
46, dé,|,

e Para cada ponto & de pfs, substituir 8 por & em jac e calcular os autovalores e
autovetores associados a matriz.

e Incluir na lista listaAutoValorVetor o ponto fixo 0, os autovalores e
autovetores.

Quadro 6.3: Algoritmo para calculo de autovalores e autovetores.
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o Eigenwvalues(§*) Eigenwectors (a*)
1 .
L 5y [t] =+ 0 ;(—l+1w,-"313] 1+_(1 i3] 1
il = (-1-12+31) 1+—(1+1«J31) 1
1 1
- e E L fa 7301
2 Gy[t] =0 12 £ ) 16 B
é1[t] = - i(g_m) i(g W) 1
1 1
L (a.+4273 L fa.f273) 1
3 gz{t}—}ﬂ T: EE ) 1 EE )
1[t] =7 L (9_.1273 L fa_.f273) 1
vl ) T )
1
B Gi[t] = -5 iy Tl
drlt] =0 _5
1 T 1 0
5 1 ]
G[t] = - =
s s1lt] = -7 = L
5 1 0
Gi[t] = -5 =
g S1lE] = s i
1
. Gi[t] = iy Tl
dilt] =0 _5
1 - 1 0
5 1 0
Gi[t] = =
8 S1lt] -7 s i
5 1 0
Gi[t] =T =
. S1lt] = = £

Exemplo 6.2: Autovalores e autovetores obtidos com dados do Exemplo 6.1.

A.4. Diagrama de pontos fixos e estabilidade

Uma vez que os pontos fixos e as respectivas estabilidades foram calculados, ja €
possivel ter uma idéia de como o sistema de equagdes diferenciais se comporta, a0 menos na

vizinhanga desses pontos.

Para auxiliar a andlise dos resultados, a determinacdo do comportamento no espago de
estados formado pelas varidveis 0; e J, permitem uma melhor compreensido da evolugdo

temporal do sistema de equacdes diferenciais.

A partir dos dados até entdo obtidos até o Exemplo 6.2, € possivel construir um grafico
que contenha todos os pontos fixos e 0s vetores que representam o comportamento do sistema

de equacodes diferencias em torno deles.

Nessa representacdo, conforme ilustrado no Exemplo 6.3, sdo expostos todos os
resultados até entdo ja obtidos. Todos os pontos fixos aparecem identificados com os

respectivos autovetores indicando o tipo de estabilidade local.
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Exemplo 6.3: Diagrama de pontos fixos e respectivas estabilidades.

Por inspecdo visual, é possivel identificar quais sdo os pontos fixos candidatos a
solucdo atratora do SED. Eles aparecem com os autovetores apontando para seu o centro. Por

outro lado, nas solugdes instaveis um ou dois autovetores apontam para fora do seu centro.

Como se trata de uma representacdo grafica bidimensional, quando os autovetores sao
complexos, € necessdrio fazer uma “projecdo” no plano do real. Isso é feito aqui, por

simplicidade, tomando apenas a parte real do autovetor e desconsiderando a parte imaginéria.

Para cada ponto fixo, sempre ha dois autovalores e dois autovetores correspondentes,

pois o determinante da matriz jacobiana é uma equacdo do segundo grau.

O procedimento que descreve a construcio do diagrama € apresentado no algoritmo do

Quadro 6.4.




Algoritmo

Diagrama de pontos fixos e estabilidade.

Dados de entrada

listaAutoValorVetor: Lista contendo pontos fixos e os
respectivos autovalores e autovetores da matriz jacobiana.

Dados de saida

Diagrama no plano cartesiano representando os pontos
fixos e as respectivas estabilidades.

parte real.

no sentido do autovetor.

Caso o autovetor seja complexo, entdo tracar dois vetores saindo do
ponto fixo no sentido do autovetor determinado apenas pela sua parte

real.

— Se a parte real do autovalor for positiva, entdo:
Se o autovetor € real, entdo tracar dois vetores saindo do ponto fixo

e Para cada conjunto de dados (ponto fixo, autovalor e autovetor) de

listaAutoValorVetor, fazer:

— Inserir no diagrama, préximo a posi¢cdo do ponto fixo, um rétulo de

identificacdo.

— Se a parte real do autovalor for negativa, entdo:

Se o autovetor € apenas real, entdo tracar dois vetores chegando ao
ponto fixo no sentido do autovetor.

Caso o autovetor seja complexo, entdo tragcar dois vetores chegando

ao ponto fixo no sentido do autovetor determinado apenas pela sua

Quadro 6.4: Algoritmo para compor o diagrama de pontos fixos e estabilidade.

A.5. Diagrama de campo vetorial
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Com o grafico obtido pelo algoritmo do Quadro 6.2, é possivel conhecer os candidatos

a solugdes assintoticamente estdveis. Contudo, ainda ndo € possivel predizer o que acontece a

partir de um outro ponto usado como condig¢do inicial do SED. Ou seja, ainda se desconhece a

bacia de atracdo de cada ponto assintoticamente estavel.

6, [t]

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

-2 F —

(1)

N X
R o< <
-4 -2 0 | 4

Exemplo 6.4: Diagrama de campo vetorial.

61 [t]
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Com a representagdo de um campo vetorial, conforme o ilustrado no Exemplo 6.4, é
possivel ter uma no¢do mais clara da possivel trajetdria a ser percorrida a partir de um ponto

pertencente ao espago de estados.

Também € possivel identificar de forma clara os tipos de estabilidade (nd, foco ou

sela) para cada um dos pontos fixos.

A construcdo do diagrama de campo vetorial € feito de forma iterativa, resolvendo-se
o SED por integragdo numérica para varias condi¢des iniciais. A resolucdo, no entanto, € feita

para apenas um passo da integracao.

Algoritmo Diagrama de campo vetorial

eqs: SED de primeira ordem e de duas varidveis
81 € &, : Varidveis do SED.

Dados de saida Diagrama de campo vetorial.

Dados de entrada

¢ Dividir o eixo vertical do diagrama em Ay partes iguais.
e Percorrer o eixo vertical do ponto mais baixo ao mais alto em intervalos de
Ay. Para cada ponto, armazenar o dado em P,.
— Dividir o eixo horizontal, na altura Py, em A, partes iguais.
— Percorrer o eixo horizontal do ponto mais a esquerda ao mais a direita em
intervalos de Ay. Para cada ponto, armazenar o dado em P.
— Usar o ponto P « (P, Py) como condi¢do inicial para resolucio
numeérica de eqs.
— Simular a resolugdo para um apenas um passo de integragdo obtendo
como solugdo o ponto Q < (Qx, Qy).
— Tracar uma seta partindo de P e chegando a Q.

Quadro 6.5: Algoritmo para compor diagrama de campo vetorial.

Apdés a simulagdo de um passo, as varidveis do sistema de equagdes diferenciais sdo
levadas a um ponto P; do diagrama. Com o ponto Py da condi¢do inicial, traca-se um vetor de
Pya P;representado, assim, o sentido da trajetéria da solu¢do. Quanto maior for o vetor, mais

répido se afasta da condic¢@o inicial.

Para a escolha das condi¢des iniciais, uma drea do espago de estados € dividida por
linhas verticais e horizontais separadas de forma eqiiidistante. Em cada cruzamento das linhas
¢ definido um ponto para ser uma condi¢do inicial. Tem-se assim uma idéia do campo vetorial

do sistema.
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Para compor o diagrama de campo vetorial de SED, usa-se o algoritmo do Quadro 6.5.

A.6. Retrato de fases de uma solucao

O diagrama de campo vetorial permite ter uma idéia de como a solu¢do de um SED
evoluird. Contudo, caso seja necessario estudar a trajetoria percorrida pela solucdo, deve-se
compor um retrato de fases de uma solucd@o. Nele todo o caminho percorrido desde a condi¢ao

inicial até o ponto fixo é claramente identificado.

z

O diagrama da trajetéria €, entdo, uma representacdo grifica de todos os valores

assumidos pelas varidveis do SED ao longo da integracdo numérica.

[ ae ST o
: : /\_/
I T = o Z/ﬁ o
P P

(a) (b)

Figura 6.1: Retrato de fases soluc¢des. (a) Condic¢ao inicial (7,7) e solucao final (0,0). (b)
Condicao inicial (0.4, 0.16) e solucéo final (27, 7).

A Figura 6.1, por exemplo, ilustra a trajetéria de duas solu¢des. Em (a), a condicdo

inicial do SED € o ponto (/,1) e solugdo final converge para um foco cujo ponto fixo é (0; 0).

Na Figura 6.1 (b), a condi¢do inicial é o ponto (0,4, 0,16), que fica muito préximo ao
limite da bacia de atracdo do ponto fixo (0; 0). Claramente, percebe-se que a evolugdo da
solugd@o gira em uma 6rbita em torno de (0; 0) e se afasta lentamente dele. Contudo, num certo
ponto, préoximo a (2; 2), a trajetéria muda de comportamento e se dirige para o outro ponto

fixo (27, 7), que é um nod.

A construgdo de retrato de fases € descrita pelo algoritmo do Quadro 6.6.




151

Algoritmo Diagrama de trajetdria

eqs: SED de primeira ordem e de duas varidveis

0; € 8, : Varidveis do SED.

P,: Condicao inicial do SED.

€: Condicao de parada do SED.

Dados de saida Diagrama de trajetdria de uma solucdo.

e Usar o algoritmo do Quadro 6.2 para obter os pontos fixos de eqgs.

- ptsFixos <~ Algoritmo do Quadro 6.2 (eqgs, {01,0,})

Usar o algoritmo do Quadro 6.3 obter os autovalores e autovetores para os
pontos fixos.

— listaAutoValorVetor < Algoritmo do Quadro 6.3 (egs, {01,0,}, ptsFixos)
Usar o algoritmo do Quadro 6.4 para compor o diagrama de pontos fixos e
estabilidade.

- diag < Algoritmo do Quadro 6.4 (listaAutoValorVetor)

Usar o algoritmo do Quadro 6.1 para calcular os pontos da trajetdria
— ptsTrajetoria < Algoritmo do Quadro 6.1(egs, {01,0,}, P, €)
¢ Incluir os pontos ptsTrajetoria em diag e unir os pontos ptsTrajetoria(t) e
ptsTrajetoria(t+1) com um segmento de reta (0 <t < T, T € a quantidade de
pontos de ptsTrajetoria).

Dados de entrada

Quadro 6.6: Algoritmo para compor retrato de fases.

A.7. Representacao toroidal

Quando o espaco de solucdes estd compreendido em um intervalo peridédico, um
espaco de fases plano pode ndo ser a melhor forma de ilustrar o caminho percorrido. Por
exemplo, na Figura 6.1 (b) a solugdo atratora € o ponto fixo (27; 7). Isso poderia indicar que o
conjunto de solucdes calculadas pelo algoritmo do Quadro 6.2 ndo estaria completo. Contudo,
o0 que acontece € que esse ponto fixo pertence a uma classe de solu¢do que tem como

representante o ponto fixo (0, 7), que havia sido obtido como um ponto fixo.

No SED que modela a rede neural em estudo, a fun¢do seno sempre € aplicada sobre a
varidvel calculada. Como a func¢do seno apresenta valores distintos apenas para um dominio D
de tamanho 27, ou seja, por exemplo, D=]0, 2x] ou D=]-7; n], para qualquer outro valor
dezD, sempre hd um valor d’eD tal que sen(d) = sen(d’). Complementarmente, pode-se ainda
determinar que d=2kx +d’ (k € Z), pois sen(2kw +d’) = sen(2kx)cos(d’) + sen(d’)cos(2kr) =

0 + sen(d’) = sen(d’).
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Dessa forma, o que se observa € que d’ define uma classe de solucio e que todas as

classes estdo em D.

Como D, no SED analisado, é segmento finito no plano cartesiano D’, deve-se buscar
uma forma de representar a trajetéria de uma solu¢io que permanece dentre e fora de D’.
Quando a trajetéria permanece exclusivamente dentro da drea de D’, nenhum problema é
verificado, contudo quando a solucdo tange a fronteira de D’ surge a questdo de como

representar a trajetoria.

(b)

@) © (f)

Figura 6.2: Representacao toroidal. (a) Regido D’=]-z z]x]-z z]. (b) Regido D’ sendo torcida. (c)
Cilindro formado a partir de D’. (d) e (e) Cilindro sendo torcido e formando o toréide. (f)
Toroide final.

, . . .. 2 e, .
Esse problema € resolvido considerando a vizinhanca de D” como sendo periddica; ou

. . L . . .. . . 2 ~
seja, se uma trajetoria estd, por exemplo, no limite superior e tendendo a sair de D, entdo no
passo seguinte a trajetoria reinicia na parte inferior de D?. O mesmo vale as extremidades

laterais.
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Usando essa idéia, chega-se a representacao toroidal, que € construida a partir de D’

até formar um tordide, conforme ilustrado na Figura 6.2. Nela (a) ilustra D= -7, 7] x |-7; 7]
com o grifico da funcdo seno. Torcendo as extremidades superiores e inferiores até se
fecharem, tem-se o cilindro da Figura 6.2 (c). Depois, torcendo o cilindro até as extremidades

.. . 2 L. .
abertas se tocarem, que originalmente eram as laterais de D°, forma-se o tor6ide da Figura 6.2

().

Nesse exemplo, vé-se claramente que as extremidades do grafico se encontram como

era esperado, pois sen(-7)=sen( 7).

i1

(5

</
@) (b)

== G
(©) (e)
o > ©

(d) ®

Figura 6.3: Representacao toroidal. (a) Eixos do toréide. (b) Fases (§,, J;) usadas na construcao
do toroide. (c) Fase 0 do eixo J;. (c) Fase xdo eixo J.(e) Fase 0 do eixo J,. (f) Fase wdo eixo &,
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O algoritmo do Quadro 6.7 descreve a constru¢ao de uma trajetdria no plano toroidal.

Algoritmo Composi¢ao de trajetéria toroidal.
Dados de entrada | ptsTrajetoria: Lista de pontos de uma trajetoria.
Dados de saida Diagrama com trajetdria toroidal

e Sejam 1; e 1, os raios que definem a distancia do centro do tordide a
superficie toroidal e a espessura do tordide, respectivamente.

e Para cada ponto de ptsTrajetoria, calcular o ponto tridimensional (X,y,z)
projetado na superficie toroidal e formar uma lista de pontos ptsTrajetoria3D.
- X ¢ co0s(9;) (r1+ 12 cos(8y))
-y« sen(d) (r1+ r; cos(d,))
-z ¢ 1sen(dy)

¢ Incluir em um novo diagrama todos os pontos de ptsTrajetoria3D.

e Unir os pontos ptsTrajetoria3D(t) e ptsTrajetoria3D(t+1) com um segmento
dereta (0<t<T,T ¢ a quantidade de pontos de ptsTrajetoria3D).

Quadro 6.7: Algoritmo para compor trajetoria toroidal.

Analiticamente, a construcdo da trajetdria toroidal € feita a partir de duas fases as
quais sdo obtidas de cada ponto (J; O, da trajetéria plana. Considerando um espago
tridimensional de eixos (x; y; z), a primeira coordenada J;é usada como fase de rotacdo em
torno do eixo z (Figura 6.3-a). Usa-se a segunda coordenada ¢, como fase de rota¢do no plano

vz (Figura 6.3-b). Assim obter-se-a um ponto que serd a uma proje¢do no plano toroidal.

( ponto fixo

-
&

Figura 6.4: Diagrama de trajetorias toroidal para exemplo da Figura 6.1 (b).

A.8. Diagrama de bacia de atracao

Dependendo do tipo de anédlise que se deseja fazer em um sistema dindmico, mais

importante do que conhecer como € a evolugdo de uma solug¢do no espago de estados, isto &,
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qual € a trajetdria percorrida pelo SED, € saber para qual atrator o SED evolui considerando

uma dada uma condicdo inicial.

Para se ter esse tipo de informacao € necessario determinar a bacia de atracdo de cada
ponto fixo, ou seja, calcular o conjunto de pontos que tem como solu¢do o mesmo ponto fixo,

conforme definido em “2.4.3. Bacia de atracdo de ponto fixo”.

No Exemplo 6.5, que apresenta dois pontos fixos assintoticamente estaveis, sendo um
foco (0; 0) e outro n6 (0; #x), a bacia de atracdo, do ponto (0; 0) é o interior de uma
trajetoria eliptica, conforme ilustrado no Exemplo 6.5. L4, qualquer ponto que esteja no
interior dessa curva, serd atraido para (0; 0). Os pontos externos a regido serdo atraidos para a

solucdo (0; £ 7x).

Exemplo 6.5: Diagrama de bacia de atracéo.

O célculo da bacia de atracdo € feito através de simulacOes iterativas. De posse do
diagrama da bacia de atracdo, entdo, é possivel saber qual serd a solu¢do assintética do SED

dada uma condig¢do inicial.

O algoritmo construido se vale do conceito de ponto critico de um SED para

determinar o diagrama de bacia de atracao.

Dado um SED §, um segmento de reta r no espaco de estados de S, P, P; e P, pontos
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de r, tais que P esteja entre P; e P> Q; e Q> solucdes de S quando P; e P, sdao condigdes
iniciais, respectivamente, e um fator de precisdo & Se |l P; — P> lI< €e Q; # (>, entdo P € um

ponto critico. A unido dos pontos criticos forma a separatriz.

01 D‘_J‘
P /j
F-'u e F;, r

Figura 6.5: Ponto critico.

O algoritmo do Quadro 6.8 descreve a obten¢do de um ponto critico.

Algoritmo Algoritmo para calculo de um ponto critico.
eqs: SED de primeira ordem e de duas varidveis
0, e 9, : Lista de varidveis.
P, e P,: Extremidades de um segmento de reta r
€: Precisdo que se deseja usar para definir o ponto critico.
Dados de saida P: Ponto critico de r localizado entre P; e P.
e Calcular Q; e Q,, as respectivas solucdes de eqs obtidas quando P; e P, sdo
condicdes iniciais do SED.
e SelQ; - Qul <&, entdo encerrar o algoritmo e gerar o ponto & como resposta.
EncontrarPontoCritico: Obter P <« (P; + P;)/2, ou seja, P € o ponto médio
entre P e P».
Fazer I, < P;.
Fazer I, « P,.
Se IP; - P2l < €, entdo encerrar o algoritmo e gerar o ponto P como resposta.
Calcular Q, a solu¢do de eqs quando P é condi¢do inicial.
Se IQ — Qql < &, entdo:
— Fazer P, < P.
- Fazer Q; « Q.
e Se lQ - Q:l <&, entdo:
— Fazer P, <« P.
— Fazer Q, « Q.
e SePi=I,eP,=1,, entdo:
— Fazer P < P.
— Fazer Q; « Q.
e Retornar para o passo EncontrarPontoCritico.

Dados de entrada

Quadro 6.8: Algoritmo para calculo de um ponto critico.

Para melhor entender esse conceito, pode-se considerar » uma reta horizontal e P; a

esquerda de P e P, a direita de P. O ponto P € critico se a distancia entre P; e P, € menor que

£e por um lado P; gera a solucdo Q; e P, gera Q> e Q; # Q. Ou seja, se P for usado como



condic¢do inicial de § a solug@o podera ser Q; ou Q.
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Com as separatrizes e os pontos fixos, é possivel compor um diagrama que representa

as bacias de atragdo.

Algoritmo Varredura de um eixo para identificar pontos criticos.

Dados de entrada

eqs: SED de primeira ordem e de duas varidveis
0, e 0, : Lista de varidveis.

Dados de saida pntcriticos: Lista com os pontos criticos

¢ Dividir o eixo vertical do diagrama cartesiano em Ay partes iguais.
e LacoVertical: Percorrer o eixo vertical do ponto mais baixo ao mais alto em
intervalos de A,. Para cada ponto, armazenar o dado em P,.

Dividir o eixo horizontal, na altura Py, em A partes iguais.

Fazer P, <— Py, tal que Py seja o ponto mais a esquerda no eixo horizontal.
Fazer P, < Py + A,

LacoHorizontal: Se P, estiver mais a direita do que o dltimo ponto no eixo
horizontal, entdo retornar ao LagoVertical.

Calcular Q; e Q», as solugdes de eqs quando (P, Py) e (P2, Py) sdo
condicdes iniciais, respectivamente.

Se 1Q; - Qal > €, entdo calcular o ponto critico usando o algoritmo do
Quadro 6.8 e armazend-lo na lista pntcriticos.

Fazer P, < P».

Fazer P, < P>+ A.

Voltar ao passo LagoHorizontal.

Quadro 6.9: Algoritmo para varredura de um eixo para identificar pontos criticos.

A.9. Extracao dos padroes reconhecidos

Aqui neste trabalho, entende-se por padrdo uma imagem que é composta por vdrias

células coloridas. No caso da rede neural estudada, a imagem associada a rede tem tantas

células quantos forem os nds que formam a rede, ou seja, se a rede tem n nds, entdo a imagem

possui n células, ou “pixels”.

A cor da célula depende da fase do respectivo né. Assim, se a fase varia ao longo do

tempo, a cor da célula também varia.

Um padrio € dito reconhecido quando a rede sincroniza e suas fases passam a oscilar

ordenadamente entre si, tais que as diferencas de fases passam a ser constantes.

Representar o padrao em func¢do da fase ndo € uma boa maneira, pois a fase,
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independentemente da rede estar sincronizada, pode variar no intervalo /-7; 7z]. Dessa forma,

a cor da célula, correspondente a fase, também variaria.

Uma boa representacdo deve considerar que se a rede esta sincronizada, entdo as cores

do padrao reconhecido devem permanecer inalteradas.

Como as diferencas de fases, em uma rede sincronizada, sd@o constantes, elas sdo
usadas para extrair a cor de cada célula do padrao. Assim, cada célula p; da imagem € obtida a

partir da respectiva diferenca de fases d.
Como 6 =@, —¢;, ¢;e]-x; 7] (j=1,...,n), entdo o € -7 7].

Quando d=—7r e d=nx, apesar de parecerem ser valores distintos, eles representam a
mesma diferenca de fases. Interpreta-se esse fato considerando que a diferenca de fases pode

ser descrita num circulo de raio arbitrario, como da Figura 6.6.

Ny
1)

Figura 6.6: Circulo trigonométrico representando a diferenca de fases -ze 7.

Assim, a cor c¢; obtida a partir da diferenca de fases, quando essa vale ou —7 ou 7,
deve ser a mesma. Por outro lado, a cor correspondente a diferenca de fases nula (5=0), deve

ser “oposta” a cor c;.

Assumindo que o espectro de cores deve variar de preto (auséncia de cor) ao branco,
com nuances intermedidrias de cinza, defini-se que essas cores devem corresponder as

diferencas de fases #xe 0, respectivamente.

Valorando a cor preta e a cor branca como -/ e +1/, respectivamente, tem-se:

preto = -/

branco = +/
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Assim a relagdo f, que determina a cor a partir da diferenca de fases ¢, é tal que:
!
de]-ma] > [-1,1] (6.5)

sendo que f deve respeitar as seguintes premissas:

f(0—=-m)=f(r)=-1
f(0)=+1

f deve ser continua
A fung@o escolhida para f{ 9), que satisfaz as premissas de (6.5), foi cos(9).

Assim, a extragdo dos padrdes € feita a partir da rela¢do f(J,) = cos(d,) (i=1,...,n),

conforme ilustrado na Figura 6.7.

"\

Figura 6.7: Aplicacao da relacao f = cos para obtencao da cor em funcao da diferenca de fases.
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B. Diagramas de bacia de atracao

Nas tabelas a seguir, os valores apresentados a esquerda s@o pesos sindpticos usados

para gerar o grifico da bacia de atracdo, apresentados a direita. Eles se referem aos pesos

Los, s
sindpticos sz, §73, $2; € s23da matriz sindptica S =|s,, 1 5,
0 O 1
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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