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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1. Métodos sem malha: uma evolugdo natural

Os problemas de mecénica computacional se tornam mais desafiadores a cada dia.
Por exemplo, na simulacdo de processos industriais como extrusdo e modelagem, é
necessario lidar com grandes deformacGes da malha enquanto na computacdo de
processos de fundicdo, a propagacao das interfaces entre sélidos e liquidos séo cruciais.
Em simulacBes de processos de colapso, é necessario modelar a propagacdo de trincas
com caminhos arbitrarios e complexos. No desenvolvimento de materiais avangados,
s80 necessarios métodos que possam localizar o crescimento dos limites das fases e da

extensdo dos trechos onde haja microfraturas.

Estes problemas ndo sdo apropriados para a analise através de metodos
computacionais convencionais como o Método dos Elementos Finitos — MEF, Método
dos Volumes Finitos — MVF, Método das Diferencas Finitas — MDF, ou até para o
Método dos Elementos de Contorno — MEC. A estrutura subjacente destes métodos se
baseia na utilizacdo de malhas de elementos e esta caracteristica faz com que eles ndo
sejam apropriados para o tratamento de descontinuidades que ndo coincidem com as
linhas das malhas originais. Assim, a estratégia mais viavel para lidar com
descontinuidades mdveis em métodos baseados em malhas é a de se gerar uma nova
malha em cada passo da analise, de forma que as linhas da malha permanecam
coincidentes com as descontinuidades ao longo da evolugéo do problema. Esse processo
é comumente chamado de remeshing e o custo computacional associado a ele é
normalmente alto. Além disso, a possibilidade de geracdo de elementos degenerados é

também alta, o que em certos casos inviabiliza o procedimento.



O objetivo dos métodos sem malha, ou do tipo meshless, é eliminar parte desta
estrutura, pelo menos construindo a aproximagdo completamente em termos de pontos.
Embora em muitos desses métodos haja a utilizacdo de malhas em pelo menos algumas
partes do dominio do problema, as descontinuidades mdveis podem ser tratadas
normalmente sem a necessidade de se gerar uma nova malha de elementos, acarretando
uma menor degradacdo na precisdo. Assim, é possivel resolver problemas inadequados

para a analise via métodos baseados em malhas.

O primeiro trabalho publicado em métodos desta natureza tinha como objetivo a
modelagem de fenémenos astrofisicos no espacgo infinito, tais como supernovas e
nuvens de poeira (LUCY, 1977). Comparando-se com outros métodos, num tempo de
pesquisadores prolificos, a quantidade de publicacfes nesse tema foi modesta durante
muitos anos. Recentemente, mais precisamente a partir da década de 90 do século
passado, houve um grande desenvolvimento na pesquisa em métodos sem malha, nos

quais se destacam:

e Métodos dos Elementos Difusos — DEM, do inglés Difuse Element Method
(NAYROLES et al., 1992), que foi onde se utilizou pela primeira vez a
interpolacdo MLS (do inglés Moving Least-Squares), este dependendo apenas
das posicdes relativas dos pontos utilizados, em métodos para a solucdo de
equacOes diferenciais parciais (LANCASTER e SALKAUSKAS, 1981),

e Método de Galerkin Livre de Elementos — EFG, do inglés Element-Free
Galerkin (BELYTSCHKO et al., 1994), que é um aperfeicoamento do DEM,

e Método do N6 de Contorno — BNM, do inglés Boundary Node Method
(MUKHERJEE e MUKHERJEE, 1997),

e Método Local de Petrov-Galerkin Sem Malha — MLPG, do inglés Meshless

Local Petrov-Galerkin (ATLURI e ZHU, 1998), e



e Boundary Element-Free Method — BEFM (KITIPORNCHAI et al., 2006).

A partir do DEM, todos os metodos desenvolvidos utilizaram no esquema de
aproximacdo adotado funcGes de base radial, sendo o MLS e suas variagfes 0s mais

comuns.

A caracteristica comum a todos estes métodos recentemente desenvolvidos, e que
claramente se tornou uma tendéncia em termos de pesquisa, € o fato deles se basearem
em formulacdes desenvolvidas inicialmente para a utilizagdo em conjunto com
esquemas de interpolacdo que utilizam malhas de elementos. Tanto o0 DEM quanto o
EFG séo baseados na formulagéo classica do MEF, diferindo dele basicamente apenas
no esquema de interpolagéo utilizado. O BNM e o BEFM tém como ponto de partida a
formulacdo basica do MEC, sendo que eles diferem entre si e do proprio MEC apenas
no esquema de interpolacdo. Ja 0 MLPG possui variantes baseadas tanto no MEF
(ATLURI e ZHU, 1998) quanto no MEC (ZHU et al., 1998), sendo esta ultima tambem
conhecida como Método da Equacdo de Contorno Local — LBIE, do inglés Local

Boundary Integral Equation.

1.2. Funcdes de Green aplicadas a mecanica da fratura elastostatica

O acontecimento de varias catastrofes, aparentemente sem causas conhecidas,
entre meados do século XIX e inicio do século XX, gerou a necessidade de se aprimorar
as técnicas construtivas e de ensaios existentes, além de se descobrir novas teorias mais
consistentes com a realidade. Com isso, a mecanica da fratura surge na engenharia
estrutural a partir do inicio do século XX, com INGLIS (1913) e GRIFFITH (1924),
como tentativa de se explicar parte das causas das antes inexplicaveis catastrofes. Seu

desenvolvimento nos Gltimos 50 anos se deu a partir de IRWIN (1957).



A partir destes estudos, concluiu-se que o colapso da grande maioria das
estruturas envolvidas se deu por fissuracdo ou fratura devido a grandes concentracGes de

tensdes que ocorriam em circunstancias especificas, entre as quais pode-se citar:

e Falhas internas, denominadas trincas ou fissuras,
e Defeitos de fabricacdo em decorréncia de mé execucdo de soldagem,
usinagem ou corte,

e Tratamento térmico incorreto.

Quanto a forma, a ruptura por fratura pode ser fragil, na qual ocorre pouca ou
nenhuma deformacdo plastica, levando ao colapso inesperado e sem indicios aparentes,
ou ductil, na qual ocorrem grandes deformacdes antes da ruptura total da estrutura, e por

isso fazendo com que esta seja previsivel (ABM, 1982).

As equacdes integrais de contorno, principalmente na forma do MEC, sdo
comumente aplicadas a problemas da Mecénica da Fratura Linear Elastica — MFLE, e
atualmente existem diversas propostas a fim de evitar problemas de integracdo nas faces
coincidentes da trinca. Sdo utilizadas predominantemente quatro formulacGes para
resolver problemas da MFLE com o MEC: Método da Descontinuidade dos
Deslocamentos, Técnica das Sub-regides, Formulacdo Mista e Funcdo de Green

Analitica e Numérica (NGF, do inglés Numerical Green’s Function).

O Método da Descontinuidade dos Deslocamentos, introduzido por CROUCH
(1976), é uma formulacao baseada na solucéo elastica fundamental de um meio infinito
submetido a uma descontinuidade de deslocamentos em uma superficie em meio
infinito. GUO et al. (1990) consideram esta caracteristica uma grande vantagem, pois a

solucdo analitica apresenta resultados precisos proximos a ponta da fissura.



A Técnica de Sub-regides (BLANDFORD et al., 1981, WEEEN, 1983) consiste
em separar o dominio em regides distintas, de tal forma que cada face da trinca pertenga
a um sub-dominio, sempre com a preocupacdo de compatibilizar as forcas e
deslocamentos nas interfaces das sub-regides. Isto gera uma indesejavel aproximagao
em pontos do dominio, que agora pertencem a elementos de contorno ficticios assim

criados.

No terceiro procedimento, as equagdes integrais de contorno classica e
hipersingular sdo aplicadas a cada uma das faces da fissura. A formulacdo classica,
quando empregada isoladamente aos problemas trincados, ndo obtém éxito, ja que a
mesma degenera o sistema algébrico de equacGes. O estudo da representacdo da trinca
através das duas formulagdes, independentemente, € amplamente discutido em
GUIMARAES (1992). Esta técnica denomina-se Formulagdo Mista ou Dual (MARTHA

et al., 1992, PORTELA et al., 1992, GUIMARAES et al, 1994 e CHEN et al, 1995).

A formulacdo baseada nas Funcdes de Green € mais precisa que as demais, pois
estas funcbes sdo solucdes fundamentais para deslocamento e forca de superficie que
contemplam dominios com trincas embutidas. CASTOR (1993) e TELLES et al. (1995)
apresentaram as Funcbes de Green Numéricas (FGN) bidimensionais aplicadas a
problemas com trincas retas horizontais simples, multiplas e de bordo. Esta técnica gera,
com boa aproximacdo, a solucdo fundamental para deslocamentos e forcas de superficie
do problema e é introduzida através da associacdo de uma parte complementar a

conhecida solucdo fundamental de Kelvin (TELLES, 1983).

SILVEIRA (1996) e SILVEIRA et al. (1998) estenderam estes trabalhos a casos
planos com fissuras de geometria qualquer (trincas semicirculares, quadréaticas, cubicas

e mistas). BARRA (1996), BARRA et al. (1999) e VERA-TUDELA (2003) aplicaram a



NGF a problemas elastodindmicos descritos tanto no dominio da freqiiéncia como no
dominio transformado de Laplace, sendo que em VERA-TUDELA (2003) séo
utilizados procedimentos de Dupla Reciprocidade e o Método da Quadratura

Operacional.

Em 1999, FIGUEIREDO aplicou a técnica de obtencdo da FGN para anélise de
placas com fissuras, no dominio da MFLE, utilizando a teoria de Reissner e CASTOR
desenvolveu solugdes fundamentais da FGN para problemas tridimensionais.
SILVEIRA (2003) analisou a propagacdo de trincas planas empregando o critério da

Densidade de Energia de Deformagéo Minima.

Para problemas de descontinuidade de potencial, a FGN foi utilizada com sucesso
tanto no MEC (FALCAO, 2001) quanto para o LBIE (MIERS e TELLES, 2005), sendo
esta ultima a primeira implementacdo da FGN em conjunto com um método do tipo
meshless. Apos este, a FGN para MFLE foi aplicada em conjunto tanto com o LBIE

(MIERS e TELLES, 2006) quanto com o BEFM (MIERS e TELLES, 2007).

1.3. Meios heterogéneos e materiais de propriedade gradualmente variaveis

Um meio é considerado heterogéneo quando suas propriedades ndo permanecem
constantes em sua continuidade, fazendo com que a resposta a determinada solicitacédo
varie conforme elas e a posicdo no meio em questdo. Em problemas de andlise de
tensbes, as propriedades relevantes sdo, comumente, o modulo de elasticidade
longitudinal, ou médulo de Young, e o coeficiente de Poisson. Como o moddulo de
elasticidade transversal é obtido a partir destas duas caracteristicas, sua variacdo €

funcdo da variacdo deles.



A variagdo destas propriedades pode ocorrer em todo o volume do sélido e de
acordo com uma determinada funcdo, como é o caso dos chamados materiais de
propriedades gradualmente variaveis — FGM’s (do inglés functionally graded materials
(SURESH et al., 1998)), e/lou somente em determinadas regifes onde o limite elastico

do material foi excedido, formando assim as zonas de plastificagéo.

Um FGM é uma combinacdo de dois ou mais componentes caracterizada por uma
variacdo composicional de um componente para 0 outro. Em contraste, materiais
comp@sitos tradicionais sdo misturas homogéneas que podem comprometer algumas das
propriedades desejaveis dos materiais componentes. Tendo em vista que proporgdes
significantes de um FGM contém a forma pura de cada componente, este problema é
praticamente eliminado, fazendo com que estas propriedades sejam completamente
utilizadas em conjunto. Por exemplo, podem ser combinadas a dureza de um metal com
as propriedades refratarias de uma ceramica, sem qualquer comprometimento de
nenhuma destas propriedades. Na Figura 1.1 estdo dois exemplos de composicdes de

FGM’s, uma continua (Fig.1.1a) e outra discreta (Fig. 1.1b).

FGM’s oferecem grandes expectativas em aplicagbes onde as condicbes
operacionais sdo severas. Por exemplo, correias antiabrasivas utilizadas para o
transporte de particulas pesadas de minério, protecdes contra calor de foguetes, tubos de
troca de calor, geradores termoelétricos, componentes de aquecedores, revestimentos de
protoplasma para reatores de fusdo e juntas de metal/ceramica eletricamente isolantes.
Eles também sdo ideais para minimizar combinacGes termomecanicas mal sucedidas

entre metal e ceramica.

O conceito de FGM teve origem no Japdo em 1984 durante o projeto Spaceplane,

na forma de um material para utilizacdo como barreira térmica com espessura menor



que 10 mm capaz de resistir a uma temperatura de superficie de 2000 K e um gradiente

térmico de 1000 K.

fase ceramica pura

fase ceramica com incrusta¢does metalicas
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Figura 1.1 — tipos de composicdo de um FGM
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Desde entdo, camadas finas de FGM sdo continuamente pesquisadas e ja sao
quase uma realidade comercial. Sua analise em conjunto com as equagdes integrais foi
primeiramente feita por ERDOGAN e WU (1996) em problemas de trincas decorrentes
de tensGes térmicas. Versdes sem malha do método das equacdes integrais ja foram e
vém sendo continuamente desenvolvidas para a analise dos FGM’s, mais comumente o
LBIE, para problemas de conducdo de calor (SLADEK et al., 2003), elasticidade

(SLADEK et al., 2005) e viscoelasticidade (SLADEK et al., 2006).

1.4. Equagcdes integrais aplicadas a plasticidade

A primeira implementacdo numérica baseada na equacdo integral de contorno
para a analise ndo-linear é devida a RICCARDELLA (1973), onde um esquema de
solucdo puramente incremental foi utilizado em problemas de plasticidade ndo viscosa

obedecendo ao critério de escoamento de von Mises. De acordo com TELLES (1985),



até meados dos anos 80, todos os algoritmos para analise elastopléstica via MEC eram
baseados em esquemas explicitos, os quais se mostraram muito eficientes até entdo. Este
trabalho foi o primeiro a apresentar rotinas implicitas para a solucdo de problemas
elastoplésticos via MEC e foi continuado por TELLES e CARRER (1988, 1991 e

1994).

Apos estes trabalhos, varias implementac6es foram feitas, principalmente no que
diz respeito ao uso de operadores tangentes modificados, onde 0os mais estudados séo 0s
chamados operadores tangentes consistente (CTO, do inglés Consistent Tangent

Operator) e continuo (CON, do inglés Continuum Tangent Operator).

Formulagdes implicitas para o0 MEC que utilizam o CON foram apresentadas por
TELLES (1985) e mais tarde por JIN et al. (1989). Estas também foram utilizadas com
eficiéncia na analise de problemas viscoplasticos de grandes deformacdes por
MUKHERJEE e LEU (1994). O conceito do CTO foi trazido para o contexto do MEC
por BONNET e MUKHERJEE (1996) e sua origem vem de uma formulacdo de
elementos finitos para plasticidade ndo viscosa devida a SIMO e TAYLOR (1985).
Detalhes sobres as diferencas entre CTO e CON podem ser encontrados em POON et al.
(1998) e em PAULINO e LIU (2001). No entanto, todas as formulagbes implicitas
contendo o CTO encontradas na literatura até MIERS e TELLES (2004) sdo baseadas
em critérios de escoamento do tipo J,, como o de von Mises, 0s quais, em geral, ndo sdo
adequados para todos os tipos de problemas (como por exemplo, 0s que envolvem solo

ou concreto).



1.5. Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é trazer para o contexto de formulacGes sem
malha de elementos baseadas na equacdo integral de contorno, ferramentas ja
consagradas do MEC para a analise de problemas elastoplasticos, de mecénica da

fratura elastica e elasticidade em meios heterogéneos.

Os métodos computacionais apresentados e estudados aqui séo o LBIE e o BEFM,
que sdo, respectivamente, formulacdes de dominio e de contorno baseadas na equacao
integral de contorno. Para ambos, € utilizado o esquema de aproximag¢do OMLS (LIEW
et al. , 2006), do inglés Orthogonal Moving Least-Squares, que € um aperfeicoamento

do MLS original.

Para o LBIE, é proposta uma metodologia para a analise de problemas de
mecanica da fratura. J& o BEFM ¢ utilizado, tanto para esta analise, quanto para a

elastoplastica e elastica em meios heterogéneos.

1.6. Organizacédo dos capitulos

No segundo capitulo é definida a formulagdo das equacdes integrais para a analise
de tensdes, onde sdo mostradas as teorias da elasticidade, da plasticidade e alguns
critérios de escoamentos mais comuns, para que, com isso, se chegue a Identidade de
Somigliana para deslocamentos, da qual se parte para a determinacdo da equacao

integral de contorno, em suas formulagc6es convencional e hipersingular.

No terceiro capitulo sdo propostos os dois métodos, baseados na equacéo integral
de contorno, utilizados neste trabalho: o LBIE e 0 BEFM. Para isto, sdo definidos os
esquemas de interpolacdo MLS e OMLS, suas formas de aproximacdo e consideracédo

de descontinuidades de grandezas tanto no dominio quanto no contorno.
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No quarto capitulo é apresentado o processo de obtencdo da Fungdo de Green
Numeérica para problemas de mecénica da fratura, que se da através da superposi¢éo de

solugdes fundamentais especificas.

A aplicacdo da equacgdo integral de contorno em problemas elastoplasticos é
mostrada no quinto capitulo. S&o apresentadas as equagdes constitutivas da plasticidade

sem restricdo a critério de escoamento e sua implementagdo numérica.

No sexto capitulo é apresentada a formulacdo da equacdo integral de contorno
para elasticidade em meios heterogéneos, além da concepcdo de material
funcionalmente graduado. Sdo mostradas as equacfes constitutivas para problemas em

meios heterogéneos além dos procedimentos de implementacéo.

No sétimo capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para cada uma das
técnicas propostas e comparados com 0s obtidos atraves de técnicas previamente

estabelecidas e de eficiéncia comprovada.

As conclusdes e as consideracOes finais sdo apresentadas no oitavo capitulo. Ao
final deste estdo as referéncias bibliograficas consultadas e um breve apéndice que

inclui uma metodologia para a determinacgéo das tensées em pontos do contorno.
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CAPITULO 2 - FORMULAGCAO DA EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

PARA ANALISE DE TENSOES

2.1. Introducéo

Nesta secdo, primeiramente é apresentada, de forma breve, a teoria da elasticidade
geral (VILLACA e GARCIA, 2000). Em seguida, serdo apresentadas as equacdes da
plasticidade ndo-viscosa (CARRER, 1991), os diferentes critérios de plastificacdo e as
formulagdes para plasticidade considerando-se deformagdes iniciais e tensdes iniciais.
Apos estas definiches, s@o apresentadas as equacOes integrais de contorno para
deslocamentos e tensbes que, além de serem a base para as implementacdes do tipo
meshless que serdo vistas nas proximas secdes, originam o Metodo dos Elementos de

Contorno.

2.2. Teoria da elasticidade

As forcas externas que agem num certo instante de tempo em um corpo podem ser

divididas em duas classes:

e Forcas de volume, que, como as forcas gravitacional e centrifuga, atuam em
elementos de massa e volume no interior £ do corpo;
e Forcas de superficie, que atuam no contornoI' do corpo, como as forcas de

contato.
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X3

Figura 2.1 — paralelepipedo infinitesimal de tensdes

Considere-se um paralelepipedo infinitesimal ao redor de um ponto no interior Q
do corpo, representado na Figura 2.1. Para ele é valida a seguinte equacao de equilibrio

estatico de forcas e momentos
O-l'j,l' + bj =0 (21)

onde o;; e b; sdo, respectivamente, as componentes de tensdes e forgas de volume e a
notacdo ( ); indica derivada parcial com relagdo a coordenada espacial x;, isto &,
0ij; = 00;;/dx;. Se nao existem momentos de volume aplicados, as condicGes de

equilibrio levam a

=0

g; i (2.2)

J

Se as seis componentes de tensdo sdo conhecidas em um determinado ponto, as
forcas de superficie equivalentes p; atuando em um plano qualquer que passa por este
ponto podem ser escritas como

pi = 05y (2.3)

onde n; representa o cosseno diretor da normal ao plano com relagéo a direcdo x;.
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Para um material elastico isotropico, onde ndo existem mudancas de temperatura,

a lei de Hooke fornece

2Gv
oy = 2Ge; + mgkkSij (2.4)

onde G € o modulo de cisalhamento do material, v € o coeficiente de Poisson, ¢;; séo as
componentes de deformacgGes especificas de Cauchy e &;; € o delta de Kronecker. O

mddulo de cisalhamento e as deformacdes especificas ddo dadas por

6 =357 (25)

&j = (uuzi”) (2.6)

onde E é o médulo de Young e u; € a componente de deslocamento na direcéo x;.
Alternativamente, a eq.(2.4) pode ser reescrita da seguinte forma

0ij = Cijia€r 2.7)

onde

Cijii = G(6y 6 + 6,6) + %(&j&d) (2.8)

é um tensor de quarta ordem de constantes elasticas.

Ao substituir-se a eg.(2.6) na eq.(2.4), chega-se a relacdo entre as tensbes e as
derivadas de deslocamentos. Considerando esta equacdo em conjunto com as egs.(2.1) e

(2.3) chega-se as seguintes equacdes
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G
Gu]"kk + —1 — oy uk'kj + b] =0 emQ (29)

2G
1-—2v

uk‘knl’ + G(ui'j + u}"i)nj = DP; emT (210)

que sdo as chamadas EquacGes de Navier, validas para 3-D e 2-D no estado plano de

deformacdes. Para o estado plano de tensbes, deve-se considerar ¥ ao invés de v, cuja

forma é
_ v

lembrando que G ndo muda.

2.3. Plasticidade

Considere-se o diagrama tensdo-deformacdo referente a um ensaio de tracéo
uniaxial de um corpo de provas cilindrico apresentado na Fig.2.2. Entre os pontos O e A
existe uma relacdo linear entre tensdo e deformacao e, quando cessado o carregamento,
0 corpo volta ao seu comprimento inicial. Esta fase € chamada fase elastica e é
representada matematicamente pela teoria da elasticidade apresentada anteriormente. O

ponto A é denominado limite elastico do material ou ponto de escoamento inicial.

A partir deste ponto, até o ponto B, chamado limite plastico ou de escoamento do
material, as deformacGes aumentam consideravelmente em presenca de pequenas
tensdes. Este trecho € denominado encruamento ou endurecimento. Nesta fase, uma vez
cessado o carregamento, verifica-se a permanéncia de deformaces plasticas residuais
P no corpo. O descarregamento ocorre segundo a linha A’B’, paralela a AO,
desaparecendo-se assim as deformacdes elasticas €€ e restando somente as residuais. O

trecho AB é onde ¢ valida a teoria da plasticidade.
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Apbés o ponto B, inicia-se a fase de colapso do material, tendo-se que as
deformacbes aumentam mesmo sem acréscimo de tensdo, chegando-se finalmente a

ruptura em C.

Figura 2.2 — diagrama tensdo-deformacao do ensaio de tracdo uniaxial

Tem-se entdo que, no trecho AB, as deformacdes totais séo
e=¢g% 4¢P (2.12)

¢ que o recarregamento ocorre segundo A’B’, ndo havendo escoamento até que A’ seja

novamente alcangado. O ponto A’ representa o novo ponto de escoamento inicial.

Se 0 endurecimento se proceder da mesma forma na compressao e na tracao, diz-
se que o material apresenta comportamento isotropico no endurecimento. Isso leva a um

diagrama tensdo-deformacao simeétrico com relacdo a origem.

Em relacdo ao ponto de escoamento inicial, 0 comportamento elastico ocorre

quando

c—-Y <0 (2.13)
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e, uma vez ultrapassado Y, deve-se desconsiderar a eq.(2.13) e adotar a seguinte

expressao

0—0y<0 (2.14)

onde o, é a nova tensdo de escoamento que varia de acordo com a evolucdo da
plastificacdo no corpo. Para um material que apresenta endurecimento linear, como

apresentado na Fig.2.3, o, varia da seguinte forma

. EEr
00—Y+E_ETE (2.15)

onde E é o médulo de Young e E; corresponde a inclinagdo do diagrama no trecho AB.

c
B
AI
A

Y £

E B’ €
0

ler| e |

7

Figura 2.3 — diagrama tensdo-deformacédo com endurecimento linear

Até agora, todas as consideracdes foram feitas sobre o caso do carregamento
uniaxial, onde o estado de tensGes € representado apenas pela tensdo uniaxial
correspondente. Para estados mais complexos, o critério de escoamento da eq.(2.14) é

substituido por
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F(aij k) = f(0;) —y(k) = 0 (2.16)

onde k ¢é o parametro de endurecimento que representa o trabalho plastico total
k = f aydel; (2.17)

ef (al-j) e uma funcéo escalar das componentes de tenséo o;;. Substituindo-se f (O'l-j)
por uma tensdo equivalente o,, considera-se entdo a existéncia de uma deformacao
plastica equivalente £, de forma que o incremento do trabalho plastico equivalente seja

igual ao incremento do trabalho plastico total, isto é,
dk = o;;de]; = o de;] (2.18)

Logo, a eq.(2.16) pode ser substituida por
00 =90 = ([ oudel) = Heh) (2.19)

A relacdo funcional entre a tensdo e deformacdo plastica equivalentes é
determinada experimentalmente. Na prética, considera-se o diagrama da Fig.2.2, em

que a abscissa e a ordenada ficam em termos de valores equivalentes.

2.4. Critérios de escoamento

A tensdo equivalente é normalmente expressa em fungédo dos invariantes do tensor
de tensdes, uma vez que o0s critérios de escoamento ndo dependem do sistema de

coordenadas. Os invariantes sdo

Iy = oy (2.20)
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SiiS

2 = %
_ 5ij5jk5ki
T2
onde
Sy = oy — K%y (2.21)

Ao invés de se considerar o invariante /5, pode-se considerar o invariante «a,

chamado angulo de Lode,

1 —3+/3. -
a:—sin‘l(—h), ?Sas

NE

(2.22)

Considerando-se estes invariantes, sdo definidos o0s seguintes critérios de

escoamento (CARRER, 1991):

e Tresca:

0y = 24/J, cosa (2.23)
e Von Mises:

oo = /32 (2.24)
e Mohr-Coulomb:

L

V3
3 sing’ + \E(cosa - ?sin @ cos qb') = c'cos¢’ (2.25)

e Drucker-Prager
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a'ly +.; =K' (2.26)

onde ¢’ € 0 angulo de atrito interno e ¢’ € a coesdo do material. As constantes a’ e K’

sdo definidas como

_ 2sin ¢’
a = 3G —sing) (2.27)
K = 6c¢'cos ¢’

V3(3 —sin¢) (2.28)

2.5. FormulagGes de deformagdes iniciais e tensdes iniciais
Considerando-se o regime de pequenas deformacdes, tem-se que o tensor de
deformacdes especificas é dado pela seguinte expressao
_1( + )_ e + 14
&j = 5 Upj T Ui ) = & T&; (2.29)
onde & e 55. sdo, respectivamente, as parcelas elastica e plastica da componente de
deformacdo total.

Aplicando-se a lei de Hooke a parcela elastica da eq.(2.29), chega-se a

2Gv
1-—-2v

oy = 2G(e;; — &f}) + (erk = €hi )83 (2.30)

que corresponde a formulacdo de deformac6es iniciais. A consideracdo da aplicacdo da
lei de Hooke também na parcela plastica leva a obtencdo da chamada tensdo plastica

ficticia
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GP—ZGEP+£EP 8 231
ij =2yt T o0 S (2.31)

Substituindo e eq.(2.31) na eq. (2.30) obtém-se

2Gv p
oy = 2G¢; +m€kk6ij -0y (2.32)
que corresponde a formulacdo de tensGes iniciais. As egs.(2.31) e (2.32) sdo validas
para problemas tridimensionais. Para problemas bidimensionais, deve-se observar que

er, =&, + &b, + &by para estado plano de deformacdo e (2.33)

b, = &b, + b, paraestado plano de tensdo, substituindo-se v por 7 = v/(1 + v).

2.6. ldentidade de Somigliana para deslocamentos

Seja 0 corpo definido por Q + I" que estd em estado de equilibrio estatico sob a
acdo de cargas ou deslocamentos prescritos, de acordo com a Fig.2.4. Este estado de

equilibrio € representado pelo grupo o;;, &;, w;, p; € b;.

X3
2.6
A I

X1

Figura 2.4 — corpo Q + I" em equilibrio no espaco
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Considere-se um dominio Q, cujo contorno é I'*, que contém o corpo Q + I'. Do

mesmo modo que o anterior, seu estado de equilibrio é representado por o7}, &/}, ui, p;

e b;.
Figura2.5-corpos Q+T'e Q" +T™

De acordo com a eq.(2.7), pode-se escrever, respectivamente para Q+1 e
Q" +1
0ij = Ciji€r (2.34)
O = Craij&ij (2.35)

Como o tensor elastico C;j; € simétrico, isto €, Cij; = Cyy;5, tem-se que
o-ijS;j = Cijklgklg;j = gleklijg;j = &0y (2.36)

Para um material que apresenta comportamento elastoplastico, a eq.(2.36) deve,

de acordo com a eq.(2.12) ser substituida por

* P

0:: =05, =0 — 0 gij (2.37)

j<ij ij<ij ijei ij

Com isso, pode-se escrever
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f Uijel-*de:f U{}Ei}-dﬂ—f Ui*jside (2.38)
Q Q Q

Ao se integrar por partes ambos os lados e utilizando-se as egs.(2.1), (2.5), (2.6) e

(2.7), obtém-se

f b;uidQ+f p?uidr=f biu?dQ‘l‘f Piu?dr_f o7jeldQ (2.39)
Q T Q I Q

que corresponde ao 2° teorema da reciprocidade de Betti.

Considerando-se que as componentes das forgas de volume b; correspondem a
forcas concentradas unitarias aplicadas no ponto & € Q" em cada uma das direcdes

ortogonais definidas pelo vetor de componentes P;, tem-se
by = 8(§x) P, (2.40)

onde P; = 1 e 6(§, x) € a fungdo delta de Dirac.

*

I

Figura 2.6 — cargas concentradas em &

Tendo-se em vista que
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2GRN :i - (2.41)
e

| s a0 = g0 (2.42)
a primeira integral na eq.(2.39) pode ser substituida por

L biu;dQ = u;(&)P; = uy (&) + uy(8) + uz(é) (2.43)

Se cada carga concentrada for considerada atuando independente, o0s

deslocamentos, forcas de superficie e as tensées ( )* podem ser escritos como

up = uj; (& X)P) (2.44)
pi = pi;(§ )P (2.45)
0ij = 051 (§, X)P; (2.46)

onde uj;(§ x) e p;;(§ x) representam, respectivamente, deslocamentos e forcas de

superficie na direcdo j do ponto x devido & presenca de uma carga unitaria na direcéo i

no ponto &, e ojj;(§,x) corresponde ao tensor de tensdes em x devido a presenca de

uma carga unitaria na direcdo i no ponto é. Adotando-se também, para o caso 2-D

estado plano de deformacdes,
P; = 6i1; P = 6; (2.47)

a eg.(2.39) resulta na seguinte, considerando-se uma equacao para cada direcao,
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0§ = fr w3, (8, 0)p, (x)dl" — fr pi; (€, X, (x)dr + fg i, (8, X)by (x)dQ
(2.48)
- f 71 (§, %) ]}, () dQ
Q

onde o termo o3;;el; # 0 no caso de estado plano de deformagdo. Esta equagdo é
conhecida como Identidade de Somigliana para deslocamentos na formulagdo de
deformacdes iniciais. Esta equacdo foi obtida através de reciprocidade com a solucdo
singular da Equacéo de Navier

G

As solugdes da eq.(2.49) séo chamadas solugdes fundamentais. No caso do plano
infinito, estas solucBes sdo as chamadas Solugcdes de Kelvin. Para estado plano de
deformacdes:

1
—_V)G{B — 4v) In(r) §;; — 75} (2.50)

ui;(§x) = - 8r(1

d

pi;(§ %) = —m{[(l —2v)6;; + zﬁiﬁjlé — (A =2v)(riny

(2.51)

- T.j”i)}
-1

i (§,%) = w1 —v)r [(1 = 2v) (ric6ij + 7581 — 1:38c) + 21771 ] (2.52)
onde
r=1r(x) = (rr)"? (2.53)
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= x;(x) — x;(§)

_0r  n
= ox;(x) r

(2.54)

(2.55)

Para o caso de estado plano de tensdes, utiliza-se a eq.(2.11) da forma que ja

mencionada.

A versdo correspondente da eq.(2.48) para a formulacdo de tensdes iniciais €

obtida através da seguinte consideragdo

f ok (§, )&, (2)dQ = f Citers&75i(§, 053, (%) dQ
Q Q

Por simetria, tem-se que Cjy,-s = Cyji. LOGO

f E:si(fi x)Crsjkgﬁc(x)dQ = f g:si(a x)afs(x)dQ
Q Q

Com isso, tem-se que

f a7 (&) ), (0)dQ = f i (§ X)), () dQ
Q Q

Ao se substituir a eq.(2.58) em (2.48), chega-se finalmente a

u;(§) :J; u;f‘j(f,x)pj(x)alr—fF pi;(§ 2)u;(x)dl

+f u;-*j(f,x)bj(x)dg—f ej‘ki(f,x)aﬁ(x)dg
0 Q

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

que € a identidade de Somigliana para deslocamentos na formulagéo de tensdes iniciais,

onde
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i€ %) = gy (= 20 (b +758) = 16 + 2mirm (2.60)

A deducdo formal da Identidade de Somigliana, bem como as solucdes
fundamentais para o caso 3-D e para o plano semi-infinito podem ser vistas com

detalhes em (BREBBIA et al., 1984).

2.7. Equacao integral de contorno

A ldentidade de Somigliana ndo pode ser empregada para a determinacdo de
deslocamentos ou tensdes enquanto os valores dos deslocamentos e forcas de superficie
ao longo de todo o contorno ndo forem determinados. Portanto, € necessario que se
considere ¢ € I' (vide Fig.2.7), levando-se a eq.(2.39) a seguinte forma, ja tendo as

cargas unitarias atuando em separado e considerando a formulagdo de tensGes iniciais:
f B p{‘j(f, xX)u;(x)dl
I-T,+T,
= f ~ (& x)p(x0)dl + ] u;; (& 2)b;(x)dQ (2.61)
| A A Q

£

- f i (€, x)aﬁc (x)dQ
Q,
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Figura 2.7 — & no contorno

Ao se analisar o limite de ¢ — 0 de cada uma das integrais da eq.(2.61) em

separado
lim pi; (§ 2)u;(x)dl
€20 Jr_r 4T,
(2.62)
= Ll_f}g LS pi; (§ 2)u;(x)dl + Lljfg Ir_rgpij(f:x)uj(x)dr
tem-se que a primeira integral a direita pode ser escrita como
iy [ #i & 0n oar
= lim f pi; (& 0 [u;(x) — w;(O)]ar (2.63)
£ rg

+ !21_{13 {uj(f) ffg pfj(f, x)dF}

onde a primeira integral é nula por causa da continuidade dos deslocamentos e
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imy [ i 6 0dr = €9 (2.64)

A segunda integral no lado direito da eq.(2.62) é no sentido do Valor Principal de

Cauchy, cuja existéncia € demonstrada se u;(x) satisfizer a condicéo de Holder
u;(x) —u;(§) < Bre (2.65)

onde B e a sdo constantes positivas. As demais integrais na eg.(2.61) ndo apresentam
problemas por terem singularidades fracas ou aparentes. Logo, a €q.(2.61) pode ser

finalmente escrita como
y @+ [ pi (0w Codr
I
=f u;j(f'x)Pj(x)dr‘l'f u; (& 2)b;(x)dQ (2.66)
T Q
_f & (§,0) a7, () dQ
Q

onde a primeira integral do lado direito é no sentido do Valor Principal de Cauchy e
pode ser mostrado que c;;(§) = 8;;/2 quando o contorno € suave em §. Esta equagdo
fornece uma relacdo que deve ser satisfeita pelos deslocamentos e forcas de superficie
no contorno (incluindo as forcas de volume que sdo conhecidas). Portanto, quando as
condicdes de contorno sdo utilizadas, esta equacdo pode ser aplicada para calcular as

incdgnitas restantes no contorno.

2.8. Tensdes em pontos internos

As egs.(2.48) e (2.59) sdo representacdes continuas de deslocamentos no interior

de um corpo. Logo, as componentes de tensdes podem ser obtidas através da derivagao
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direta de uma delas (neste caso, é considerada a eq.(2.59), correspondente a formulagéo
de tensdes iniciais) com relacdo as coordenadas de &, obtendo-se assim as deformacdes
especificas, e aplicacdo da Lei de Hooke que, em termos de deslocamentos, pode ser

escrita como
2Gv
o-l'j = ZG(ul‘] + uj,i) + —1 — oy uk‘ké‘ij — 0'5- (267)

As integrais de contorno e de forcas de dominio séo de facil derivacdo. Porém, a
derivacdo da integral de dominio das tens@es iniciais ndo € trivial, merecendo atencao
especial. Considere-se a eq.(2.59), onde a integral de tensdes iniciais e sua derivada com

relacdo as coordenadas de ¢ sdo dadas como

Ve= i L i (§, 1) (1) dQ (2.68)
€

v, e d i p

g = Vo =I5 | 4@ 0000 269

Adotando-se um sistema de coordenadas polar centrado em & e raio polar a partir
do eixo x,, tem-se que a integracdo em Q. se torna uma integracdo na direcdo angular e
outra na direcdo radial, cujo limite inferior € o raio de Q., €. Como este raio depende da
posicéo de &, é necessario utilizar a formula de Leibnitz (TELLES, 1983) para o célculo
de derivadas de integrais cujos limites dependem da variavel de derivacdo. Com isso, a

eq.(2.69) pode ser escrita como

6Vl a‘c";‘ki (E! x) p p *
o, = L o, O'Jk(X)dQ — O}k(X) frl gjki(f; x)r,mdr (270)
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onde a integral de dominio é calculada no sentido de valor principal e a integral de
contorno é calculada analiticamente, tendo-se que I'; € uma circunferéncia de raio
unitario centrada em §. Logo, a expressao final para as componentes de tensdes em

pontos internos, para a formulacdo de tensdes iniciais, é a seguinte

0 () = fr 13 (8, )Py (X)dT — fr iy (& O (O dT

+f uzkjk(f,X)bk(x)dQ+f sfjkl(f,x)g}fl(x)dg (2.71)
Q Q

+ gijla”(§)]

As componentes dos novos tensores sdo, para 0 caso 2-D estado plano de

deformagéo:

{1 =20) (7,8 + 1385 = 108ij) + 2177} (2.72)

1
ui (&%) = (1= 2r

G

ar
2n(1 = 2v)r? {255 (1= 2)msy + v 60 + 1180

p;jk & x) =
— 4ryr ] + 2v(ngrry + nriry) (2.73)

+ (1 - 2v)(2nyerir; + 18y + ni8p) — (1 — 4V)nk6ij}

1
& (§,%) = m{(l —2v) [5ik5zj + 616y — 6;j6)q + 25ij7",k7",l]

+ 2v[8yr i + Speriry + Sucrari + Suriri] + 280mir; (2.74)

+ 817711}

_ P P
9ij = 8(1—v) [zgij + (1 - )} 5] (2.75)
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Para problemas em estado plano de tensdo, utilizar a substituicdo mostrada na

eq.(2.112).

2.9. Formulagéo hipersingular para elasticidade

Nesta formulagdo, desconsideram-se os termos de forcas de volume e néo-

lineares da equacéo de tensdes em pontos internos apresentada na eq.(2.71).

2.9.1. Equacao integral hipersingular para pontos internos

Considerando-se a equacgdo de equilibrio de forcas de superficie e tensdes,

previamente apresentada na eq.(2.3),
Pi = iy (2.76)

onde m; € a componente j da normal a um plano qualquer do dominio passando por §.

Esta equacéo, em conjunto com a eq.(2.71), resulta em

pi(§) Zf

U;}.(E,x)pj(x)dl"—f P (&, 2)u;(x)dll (2.77)
r r

onde

{(1 —2v) (mjr,i —mr;

’

1
Uij(f:x) Zm

; (2.78)

possui singularidade de ordem (1/r) (termo singular) e
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G

{ or [zar( 8 —4rr;) +2
2n(1—v)r2( oml on VO b VLT

P (& x) =

+2(1 - 2v)nj7ji] + mknk[Zvr’ir’j +(1- 21/)61-}-]

5 (2.79)
r
+ 2% [(1 —2v)mr; + vmjr’l-] + (1 - 2v)mjn;
-(1- 4v)minj}

possui singularidade de ordem (1/r2) (termo hipersingular).

Nas equacOes acima, tem-se
ar
UL (2.80)

2.9.2. Equacao integral hipersingular para contorno externo

Considerando-se ¢ € I', e adotando-se 0s mesmos procedimentos utilizados para a
obtencdo da identidade de Somigliana para pontos no contorno, tem-se que a eq.(2.77),

no contorno suave, se torna

8y . .
U@ = [ @0 00dr- [ i Dw@ar (2.81)
2 T I

onde a primeira integral é no sentido do Valor Principal de Cauchy e a segunda é no

sentido de Parte Finita de Hadamard (BREBBIA et al., 1984).
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CAPITULO 3 - FORMAS DE IMPLEMENTACAO NUMERICA DA EQUACAO

INTEGRAL DO CONTORNO

3.1. Introducéo

De forma que a abordagem numeérica da equacéo integral de contorno apresentada
neste trabalho seja completamente independente de malha, € necessario adotar um

esquema de interpolacdo com esta caracteristica.

Nesta secdo serdo apresentadas as formulagfes do LBIE e do BEFM, que séo o0s
métodos utilizados neste trabalho. Em ambos € utilizado um método baseado no MLS
chamado Orthogonal Moving Least-Squares (OMLS), originalmente apresentado como
Improved Moving Least-Squares (IMLS) (LIEW et al.,2006), cuja formulacdo é a

mesma do MLS, que sera vista a seguir.

3.2. Moving Least-Squares (MLYS)

O MLS é um método que tem como caracteristica principal o fato de néo
necessitar de uma malha para ser aplicavel, pois a definicdo dos pontos que contribuem
para a interpolacdo em um determinado ponto é funcdo apenas da distancia entre eles
(Figura 3.1b) e ndo de alguma conectividade elemental (Fig.3.1a), como acontece nos

esquemas utilizados no MEF e no MEC.

Como a aproximacdo gerada pelo MLS ndo possui a caracteristica de funcgéo
delta’, ndo se pode lidar na interpolacdo com os valores reais das grandezas

consideradas, mas com os chamados valores “ficticios”. Isso faz com que a solug¢do

! Ao se utilizar um esquema com esta caracteristica para aproximar uma fungdo em um ponto pertencente
ao conjunto de pontos utilizados na interpolacdo, ndo h& contribuicdo de outros pontos para a
aproximacdo nele, a ndo ser a dele prdpria.
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encontrada em termos desses valores seja poOs-processada no final, a fim de se
determinar seus valores reais. Nesta se¢do serd apresentada sua formulagdo matematica,

juntamente com as demais caracteristicas relevantes.

(a) (b)

Figura 3.1 — contribuicdes para interpolacdo em x; definidas por: (a) conectividade
elemental; (b) distancia

Considere-se um sub-dominio Q, que corresponda a vizinhanga de um ponto
x = [x,y,z], 0 qual é chamado dominio de definicdo da aproximagdo MLS da funcéo a
interpolar em x. Este estd contido inteiramente no dominio global do problema Q e é
composto por todos 0s pontos que possuem x em seu suporte. Para o caso 1-D, o
suporte de x é composto por dois segmentos de reta que possuem x como extremidade,
como mostrado na Fig.3.2. J& no caso 2-D, o suporte de um ponto x é um circulo

centrado nele, de acordo com a Fig.3.3. As dimensfes dos suportes serdo discutidas

mais a frente.

- o s o oo
X

Figura 3.2 — suporte de funcdo-peso para interpolagédo 1-D
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Qx(%))

suporte da fun¢do-peso em x;

Figura 3.3 — dominio de definicdo e suporte de fungdo-peso para interpolagdo 2-D

Objetivando aproximar uma funcdo u(x) em um ponto qualquer cujo dominio de
definicdo Q, é composto por {x;},i = 1,2,...,n, sendo n o nimero de pontos em (,,

sua aproximacao pode ser considerada u"(x),vx € Q, como sendo
um(x) = p"(x). a(x) (3.1)

onde pT(x) = [p;(x),p,(x),...,p(x)] é uma base monomial linearmente
independente e completa e m é o nUmero de termos na base. Sendo t o expoente do
mondmio de maior ordem dos monémios que compdem a base, a relacdo entre t e m é a

seguinte:

m =t + 1 para 1-D,

_ (t+1D)(t+2)
o 2

m para 2-D, e

(3.2)

para 3-D

m = (t+1)(t-;2)(t+3)

e a(x) é um vetor de m posi¢des que é funcdo das coordenadas espaciais. Para o caso 2-

D, tem-se os seguintes exemplos para p” (x):
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pT(x) = [1,x,y] para base linear (t = 1, m = 3),

(3.3)
pT(x) = [1,x,v,x2 xy, y?] para base quadréatica (t = 2, m = 6),

Como mostrado em (ZHU et al., 1998) e (ATLURI e ZHU, 1998), a base linear ja
garante que a aproximagao possa representar bem qualquer funcéo suave e sua primeira
derivada. O vetor de coeficientes a(x) é determinado pela minimizacdo da seguinte

norma ponderada discreta L, (ATLURI e ZHU, 1998)
J@@) =) w@P' @ a@ -2, = [Pat) - A" W.[Pa) -8 (34
I=1

onde w;(x) é a fungdo-peso associada ao né x; = [x;,y,, z;], cujo suporte é radial de
raio r;, sendo que 0 < w;(x) < 1 para qualquer ponto dentro de seu suporte, e i, Sdo 0s
ja mencionados valores nodais ficticios, que em geral ndo sao iguais aos valores reais de

u(x) nos pontos do conjunto da interpolagdo. Tem-se também que

p" (x;)

P = pT(.xZ) (3 5)
pT(xn) nxm

W = [ : : ] (3.6)

0 Wn(x)

U = [y, Uy, ..., Uy] (3.7)
A estacionariedade de J(a(x)) leva a seguinte relacdo linear entre a(x) e i

A(x)a(x) = B(x)u (3.8)

onde as matrizes A(x) e B(x) sdo definidas como
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Aij(x) = Z wi () p; (i) (xi) (3.9
k=1

Bij(x) = Wi(x)Pi(xj) (3.10)

ou, em forma matricial

A(x) = PTWP (3.11)

B(x) = P"W (3.12)
Logo,

a(x) = A7 (x)B(0)u (3.13)

e, com isso, substituindo na eq.(3.1), tem-se que

um(x) = p"(x). A7 (x) B(x) = ®(x). 1 (3.14)
sendo
®(x) =p"(x). A7 (x)B(x) (3.15)

As derivadas parciais de u"(x) sdo determinadas da seguinte forma

ouh(x) 0@ ~

i el e (3.16)
onde
@), =p(x).A7()B(x) +p"(x). A7 (x)B(x) + pT(x). A7 (x)B . (x) (3.17)
e
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A (x) = A1 (04 (0)AT (x) (3.18)

A aproximacdo MLS é bem definida somente quando a matriz A(x) ndo é
singular. A condi¢cdo minima necesséria para evitar este problema é n > m. O vetor ® é
comumente chamado de vetor de fun¢des de forma da interpolagdo MLS, onde seu i-
ésimo termo corresponde a funcdo de forma associada ao ponto x;. De acordo com as
egs.(3.9), (3.10), (3.13), pode-se observar que ¢; =0 quando w;(x) = 0. Esta
caracteristica preserva o carater local da interpolacdo, uma vez que para os pontos fora

de Q, tem-se ¢; = 0.

A escolha da funcdo-peso é arbitraria, desde que a escolhida seja continua e
positiva dentro dos suportes. As mais encontradas na literatura séo as de distribuicéo de
Gauss e as tipo spline. A funcdo-peso Gaussiana correspondente ao ponto x; pode ser

escrita como

w0 ={ ;_ & o (3.19)

onde d; = |x — x;| é a distancia entre x; e x, ¢, € uma constante que controla a forma
de w;(x), cujo valor é arbitrario e sua determinacdo analitica ainda é tdépico de
pesquisas. De acordo com ATLURI e SHEN (2002), a escolha inapropriada de valores
para esta constante leva a resultados insatisfatorios. Um exemplo de funcédo spline é a

de 42 ordem a seguir
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(3.20)

O tamanho do suporte de w,(x), r;, deve ser grande o bastante para garantir um
namero suficiente de pontos no dominio de defini¢do Q. de cada ponto (n = m) e ainda

pequeno o bastante para preservar o carater local da aproximagdo MLS.

Como se pode observar, a consideracdo deste tipo de interpolagdo na montagem
de um sistema de equacdes leva a obtengdo de grandezas ficticias como solucdo, o que
demanda um pos-processamento desta solugédo a fim de se determinar os valores reais

das grandezas consideradas.

3.3. Orthogonal Moving Least-Squares (OMLYS)

Esta forma de interpolagdo possui a mesma estrutura do MLS, diferindo
inicialmente apenas no tipo de funcdes que compdem a base da interpolacdo. No MLS,
a base p(x) era composta por um conjunto completo de mondmios linearmente
independentes entre si. Para 0 OMLS, a base, agora p(x), é composta por um conjunto
de polinbmios ortogonais entre si com relacdo a funcdo-peso w;(x) adotada. Com isso,
a aproximacao gerada pelo OMLS passa a possuir a caracteristica de funcao delta,

fazendo com que se lide com valores reais das grandezas na interpolacéo.

Utilizando-se um algoritmo de ortogonalizacdo, como o de Gram-Schmidt
(KRIEDER et al., 1983), pode-se obter uma base ortogonalizada p(x) a partir de uma
ja existente p(x). A férmula de Gram-Schmidt aplicada a base relativa a um ponto x,,

qualguer € a seguinte
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P1 (xq) =1

i-1 o _ (3.21)

5.0 = pix) — Xi=1 w; (2)p; (x;)Pi (%)) 5 ()

e b e T wy (0D (D ()

Para a nova base ortogonalizada, € valida a seguinte igualdade

n 0 ik
z w;(20)B; () D1 (%)) = [ _ (3.22)
j=1 Ay 1=k
e a interpolagéo fica com o seguinte aspecto
u(x) =p"(x0). A" (x)B(x)u = d.u (3.23)

onde 0s termos (_) sd0 0S mesmos mostrados anteriormente para 0 MLS calculados
agora utilizando-se p(x) e u é o vetor de valores nodais reais da grandeza a interpolar.
Pelo fato desta interpolacdo ndo lidar com valores ficticios, ndo ha mais a necessidade

de pds-processamento da solugdo encontrada.

A partir da eq.(3.22), observa-se que a matriz A(x) é diagonal. Logo, sua inversdo
é muito menos custosa que a de A(x). Além disso, A(x) é também naturalmente bem
condicionada, necessitando-se assim de um menor numero de pontos em (., para se
obter uma aproximacdo satisfatoria (a condicio n >m ainda € necessaria)

(KITIPORNCHAI et al., 2006).

3.4. Interpolacdo de grandezas no contorno

Do mesmo modo que ocorre com o MEC, a interpolacdo de grandezas no

contorno é feita considerando-se uma dimensao a menos que a do problema real, isto é,
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ao modelar-se um problema bidimensional, a interpolagdo no contorno tera bases

unidimensionais.

No caso da aproximagdo MLS 2-D, isso consiste em se considerar como base um
conjunto completo de monémios que sdo funcdo de uma coordenada unidimensional

parametrizada y(x), como se vé a seguir

p" (@) = Ly, .., ()" (3.24)

Esta nova coordenada é definida a partir de uma origem e é funcdo do perimetro
do problema. Como exemplo, considere-se o quadrado de lado unitario da Fig.3.4 cujos

12 pontos do contorno estao igualmente espacados.

(0,0.66)
[0.833]

(0,0.33)

[0.917] (0.66,0)

[0.167]

(0,0) (0.33,0) (1,0)
[0] [0.083] [0.25]

Figura 3.4 — coordenadas parametrizadas

Os termos entre parénteses se referem as coordenadas cartesianas bidimensionais
dos pontos do contorno e entre colchetes se encontram suas respectivas coordenadas

unidimensionais parametrizadas.

A determinacdo da base ortogonalizada dos pontos do contorno para utilizacdo no

OMLS é feita utilizando-se a eq.(3.21), do mesmo modo que para as bases 2-D e 3-D.
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3.5. Descontinuidades no contorno

Existem casos onde a fungdo a interpolar no contorno € descontinua em algum

local, como no caso das tensdes em um vértice ou de um ponto onde ha mudanca de

carregamento, como apresentado na Fig.3.5.

= ==="" a) (b)
Figura 3.5 — exemplos de descontinuidades de fung¢des no contorno: (a) tensées em um

veértice; (b) mudanca de carregamento

O tratamento de descontinuidades no contorno se faz utilizando-se o artificio do
né duplo, da mesma maneira que no MEC. Para o caso do OMLS, isso acarreta uma
descontinuidade em £, do ponto onde se quer avaliar a funcao, isto é, apenas um dos

pontos de mesma coordenada é considerado e nenhum outro a partir dele (Fig.3.6).

descontinuidade em Qy(Xi)——=

e /(x)

X; ‘ﬁ\

. 'no duplo

Figura 3.6 — descontinuidade de £, em presenca de né duplo

3.6. Descontinuidades no dominio

Uma vez existindo uma descontinuidade de potenciais ou deslocamentos em Q, o

esquema de interpolacdo deve levar este quesito em consideragdo. O procedimento

43



adotado no OMLS €é o mesmo apresentado em CHEN et al.(2004), consistindo na
restricdo do suporte dos nos utilizando o chamado critério de “visibilidade”, apresentado
na Fig.3.7, para o qual a descontinuidade € considerada opaca para um observador
posicionado sobre o né em questdo e somente 0s nds dentro de Q, que podem ser vistos

séo considerados na aproximagéo.

ndo afetado

<
descontinuidade o\

L partes restritas de Q,

Figura 3.7 — critério de “visibilidade” adotado na presenca da descontinuidade

3.7. Meétodo da Equacao Integral de Contorno Local — LBIE

Como as aplicacbes exploradas pelo LBIE neste trabalho sdo todas no regime
elastico linear, os termos ndo-lineares das equacdes apresentadas neste capitulo serdo

desconsiderados.
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ponto-fonte em Q NS00
ponto-fonteem I

Figura 3.8 — sub-dominios de integracao

Considere-se, para fins de integracdo, ao inves de Q e I', um sub-dominio £, cujo
formato € um circulo ou semi-circulo (para o caso bidimensional, e uma esfera ou semi-
esfera para o caso tridimensional) centrado em &, e seu contorno dQ,. O raio deste
circulo ¢ igual a disténcia entre & e o ponto mais proximo a ele. Os casos de Q. e 9€Q,
para ¢ localizado no dominio ou no contorno sdo apresentados na Fig.3.8. Em conjunto,
estes sub-dominios Q. devem se sobrepor de tal forma que o dominio real Q seja

completamente abrangido por eles.

Com isso, a identidade de Somigliana apresentada na eq.(2.48) pode ser escrita da

seguinte forma

Cij(f)uj(f) = f

i (&0, 00dr = [ piy (& D ar (3.25)
90s s

onde o contorno real do problema é substituido pelo contorno de .. Adotando-se a

interpolagdo OMLS de u;(x) da eq.(3.23)

u;(x) = ¢_’kuj (x1) (3.26)
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e, para p;(x), considerando-se a versdéo OMLS para interpolagdo de dominio da

eq.(3.16), a Lei de Hooke (eq.(2.4)) e as condicdes de contorno das forgas de superficie

(eq.(2.3)), tem-se que
p;(x) = NﬂDlmB)Sfrz(x)un(xk) (3.27)

ou, em notacdo matricial,

p(x) = NDB® (x)u(x,) (3.28)
onde
~Ine 0 n,
N = [o n, nl] (3.29)
2G 1—v v 0 ]
D=—— v 1—-v 0 (3.30)
I=2vl o 0 1-2v
¢r1 O
BO@x)=| 0 ¢, (3.31)
¢k,2 (pk,l
Com isso, a eq.(3.25) pode ser reescrita, de forma matricial, para o ponto &, como
c(®Hu(d) :f w (&, x)NDB® (x)u(x,)dl — | p*(&x)pu(x,)dr (3.32)

a0 a0

onde, para o caso bidimensional,

_ C11(§) C12(f)
@=["% o (3.33)
1(9)
u($) = [22 @ (3.34)
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[u3; (&%) ui,( x)

WED = 50 w(E ) (3.35)
G PhED
PED = e 0 pE o (3.36)

A eq.(3.32) representa uma equagdo para cada diregdo considerada. Para o caso

bidimensional, isso acarreta em duas equacdes para cada ponto-fonte.

De acordo com a Fig.3.8, de forma geral, o contorno do subdominio que se
encontra em Qg, dQ, pode ser dividido em duas partes distintas: Lg, que corresponde a
parte circular do contorno, e T, que é o trecho que compreende parte do contorno real
do problema, I'. Ainda, tem-se que Iy pode ser matematicamente dividido em dois
trechos: I, que corresponde ao trecho onde os deslocamentos sdo prescritos, e I, que

é o trecho onde as forcas de superficies sdo conhecidas.

A consideracdo destas divisdes de o, em conjunto com os valores prescritos de
deslocamentos e forgas de superficie (vide eq.(2.3)) em seus respectivos locais, leva a

eq.(3.32) a seguinte forma:

c®u® = | [u(&x)NDB® (x) — p*(§,2) P, Ju(x))dl

Ls

+f uw (§, x)NDBO (x)u(x,)dl — | p*(§ x)U(x)dl (3.37)
r

su l—‘SLI

| wEop@dr - | pE0damdr
r

sp l—‘Sp

Apos o rearranjo, a eq.(3.37), considerando uma equacdo por direcdo por ponto

fonte, tem a seguinte forma:
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N
Z Kju(x)=f, i=12.,N (3.38)
j=1

onde N é o total de pontos,

( _
cx)+ | [p"(xi, )P — u (x;, x) NDBX (x)]dl —
Ls
p/ulx;) #u
f w*(x;, X)  NDB®(x)dl' + | p*(x;,x)p,dl
ou Cop (3.39)
=4
[p* (x;, ) ). — w* (x;, x) NDBX®) (x)]dl —
Ls p/ demais

f w*(x;, x) NDB®(x)dl' + | p*(x;,x)¢p,dl

\ r

su Tsp

fi

f u*(xi,x)fa(x)dl“—f p*(x;, X)Ux)dl — c(x)u(x;) v/ ulx) =u
r r

sp su

(3.40)

f w (x;, )p(x)dl — | p*(x;, x)u(x)dr p/ demais
r

sp Tsu

Apos a resolucdo do sistema de equacdes de ordem 2N, eq.(3.38), deve-se utilizar
a eq.(3.27) para se encontrar as forcas de superficie em cada ponto a partir dos
deslocamentos.

3.8. Boundary Element-Free Method - BEFM

Considere-se o contorno real do problema I' dividido em varios subcontornos T,

(Fig.3.9a), tendo-se que
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NC
= U T, (3.41)
n=1

onde NC é o nimero de subcontornos. Para o caso bidimensional, T,, € uma linha unida
al,_, eTl,,  através de pontos. E importante salientar que T, ndo é um elemento de
contorno, pois ndao ha funcdes de forma que dependam dele. Essa divisdo é feita
somente para fins de integracdo, tanto de contorno quanto de dominio, pois 0 dominio
real Q pode ser subdividido a partir da divisdo do contorno, de acordo com a Fig.3.9b.

Logo, Q pode também ser subdividido em NC subdominios Q, onde, da mesma forma

que para I',
NC

Q= U Q, (3.42)
n=1

Porém, ao contrario do que ocorre para o contorno, a configuragdo da subdivisdo

de Q muda de acordo com a posi¢do do ponto-fonte considerado.

(b)

Figura 3.9 — divisdes do contorno e dominio

Com isso, a eq.(2.66) fica com a seguinte forma, ao desconsiderar as forcas de

volume,
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s ©u© =) [ i@ 0peodr =y | v oueoar
" " (3.43)

NC

—Zf%@w%mm

n=1 2n

Substituindo-se os deslocamentos, forcas de superficies e tensBGes plasticas

ficticias da eq.(3.43) por suas respectivas interpolagdes OMLS

() = P () () (3.44)
D) = P (O, () (3.45)
T (%) = i ()T (X) (3.46)
tem-se:
e
6y (D (§) = Zl | 6B P Gen)T
e
- Zl | P 0P Cen) T (3.47)
e
- Z f (€0 (O (00

que, na forma matricial, corresponde a

Hu = Gp + Qo? (3.48)
Considerando-se as interpolacdes das egs.(3.44), (3.45) e (3.46) e as subdivisdes
em Q e I' na eq.(2.71), correspondente a equacdo integral das tensdes em pontos

internos, tem-se, desconsiderando as for¢as de volume,

50



NC

0y® = Y [ s E0FuCOPCE AT

n=1 In

NC

[ pipE 0B Car (349

n=1 In

NC
3 e 0Bt 0 + gy, ()]
n=1 in
cuja forma matricial é

c=Gp—-—Hu+ Q*c? (3.50)
Impondo-se as condi¢cdes de contorno e rearranjando as egs.(3.48) e (3.50) de
forma a separar 0s termos incognitos dos prescritos, elas respectivamente tomam as

seguintes formas

Ay = f + Qo? (3.51)
oc=-Ay+f +QcP (3.52)

As egs.(3.51) e (3.52) podem ser reescritas da seguinte forma

y=Ko? +m (3.53)
o=So”+n (3.54)
onde

K=A4"1Q (3.55)
m=A"f (3.56)
S=Q"—AA1Q (3.57)
n=f—-A'm (3.58)

A partir das egs.(3.53) e (3.54), € possivel analisar problemas envolvendo

heterogeneidades de meio, sejam elas constitutivas, como no caso dos materiais
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funcionalmente graduados, ou devidas ao aparecimento de regides onde o limite eléstico

do material é excedido, desenvolvendo regifes plasticas.

52



CAPITULO 4 - FUNCAO DE GREEN NUMERICA PARA PROBLEMAS DE

MECANICA DE FRATURA

4.1. Introducéo

Nesta secdo séo apresentadas as formulagcdes da NGF para problemas de mecénica
da fratura elastostatica bidimensional. Sua obtencdo se da a partir da superposicdo de

solucBes que seré vista a seguir.

4.2. Funcao de Green

No ambito da elasticidade bidimensional, da-se 0 nome de funcdo de Green a
toda solucdo fundamental correspondente ao problema da carga unitaria aplicada em um
ponto contido num dominio com caracteristicas especificas (infinito, semi-infinito,
ortotropico, entre outros). Ela tanto pode ser analitica, como a propria solucéo de Kelvin

para o plano infinito, ou numérica, como a que sera apresentada a seguir.

Para a mecéanica da fratura, a funcdo de Green € a solucdo para um dominio que
contém trincas descarregadas. Ela é obtida numericamente a partir da superposicdo das
solucgdes para deslocamento e forca de superficie relativas ao problema fundamental de

Kelvin e das relativas a um problema complementar, de acordo com a Fig.4.1.

A primeira configuracdo de carregamento (*) representa um problema em meio
infinito com fissura(s) submetida(s) as forcas p;; obtidas supondo-se o problema
fundamental de Kelvin, Q*, submetido a uma carga unitaria na dire¢do i no ponto §. A

continuidade das tensdes despertadas nos pontos coincidentes com a fissura I’ inserida
€ garantida aplicando-se a condicdo de contorno das forcas de superficie, p; = o;;m;,

onde o;; € a tensdo interna nos pontos da trinca e m; € a normal externa a cavidade da

53



trinca, formada por duas superficies coincidentes. Uma vez que ocorre uma
continuidade de deslocamentos e forcas de superficie no local da fissura, a solugéo

fundamental para o problema () é igual a solugdo fundamental analitica de Kelvin.

(G) (c)

Figura 4.1 — superposicao de efeitos da NGF

A segunda parcela consiste em um problema em meio infinito Q¢, com uma
fissura carregada com as mesmas forcas de superficie aplicadas em (*), em pontos
pertencentes ao contorno da trinca, porém com sentidos contrarios. A solucdo para a
parte complementar (c) é obtida numericamente através do emprego da formulacao

classica e hipersingular do MEC.

A funcdo de Green é entdo composta pela soma das solucbes de Kelvin e

complementar, de acordo com a expressao abaixo (CASTOR, 1993),
ufj-(f, x) = uj; (€ x) +uf;(§ %) (4.1)

pii (& %) = pi; (&%) + pf; (&%) (4.2)

4.3. Solucao do problema complementar

Considere-se a ldentidade de Somigliana para deslocamentos, desconsiderando-se
os termos de dominio, apresentada na eq.(2.48), agora aplicada no dominio infinito Q¢

com contorno externo I'¢ e contorno da trinca Ff,
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w® = [ i E0p - | p@Duedr+ | i 0p odr
(4.3)

- [, pi @0y ear
rf

onde £€Q° e x € (Ir'*uTlf). Como as integrais em TI'® se anulam por causa da

satisfacdo das condicGes de regularidade no infinito, a eq.(4.3) € reescrita como

w® = [ i@ 0pe0dr - [ v eodr (4.4

Para o problema complementar, tem-se que os efeitos sdo devidos a aplicacdo de
uma carga unitaria na direcdo k em um ponto-fonte ¢. Logo, a eq.(4.4) toma a seguinte

forma

ufi (8,8 = fr (& X)pg; (G 2)dr - fr pij & ug; (¢ x)dr (4.5)

e, substituindo-se na primeira integral a forca de superficie calculada no contorno da

trinca pelo oposto da forca de superficie de Kelvin em seu respectivo problema

plij((rx) = _p;j((rx) (4.6)
e reorganizando-se os indices de forma a compatibilizar as eqs.(4.5), (4.1) e (4.6), tem-

Se

. . . (4.7)
u;(§,x) = _frf wi (6, Opii (§,Odl — frf Pk (%, Ouf (§,Odl

O contorno da trinca I'” pode ser dividido em contornos superior I'S e inferior I'¢.

Como no problema eles sdo coincidentes, tem-se que wj,(x,¢) sdo iguais e que

pjr(x, {) sdo opostos. Logo, a eq.(4.7) se torna, escrita em termos de I’ 3
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| (4.8)
w5620 = = [ i Ce Ol .8+ picg Olar

+ [ Pie D649 — uie 40ar

Sabendo que a solugdo de Kelvin produz um campo de tensdes continuo, pode-se

concluir que

i (§,¢%) = —p;(&.¢Y) (4.9)

e, com isso, o deslocamento complementar fica definido como

i (€0 = |

- Pi (6 ey (&, Odr (4.10)
[‘1

onde ¢ (§,0) = u, (§,¢°) — u& (& ¢') € a abertura fundamental da trinca na diregdo k

quando uma carga unitaria € aplicada na direcdo i em & € Q*.

A expressao para a parte complementar da forca de superficie é obtida da mesma

forma que os deslocamentos, sé que a partir da equacao hipersingular, resultando em

pS (£,2) = fr PG DeuZ (4.11)

Para se determinar as partes complementares da funcdo de Green, é necessario

determinar a abertura fundamental, uma vez que pj; (x,Qe e (x, {) sdo conhecidos.

A abertura fundamental é obtida a partir da eq.(4.11), levando-se o ponto x para o
contorno da trinca, no problema complementar, através de um processo de limite

(CASTOR, 1993), sabe-se que

P5(ED) = fr PG D& D (4.12)
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onde { é o ponto-fonte do problema complementar pertencente a trinca. Com isso, a
integral da eq.(4.12) é calculada no sentido de Parte Finita de Hadamard. Adotando-se
em conjunto as eqs.(4.6) e (4.12), levando em conta que sua resolucéo ser4 numeérica e
empregando-se 0 método dos residuos ponderados com a funcéo-peso igual ao delta de

Dirac §({,,,{), m = 1,2,..., M, onde {,, € o0 ponto de colocacio, tem-se

&) = [ PG DeaE DA m=12,.N @13)
Fl

A abertura da trinca pode ser interpolada com N pontos {,, € T'!, em principio ndo
relacionados com ,,, porém tendo-se N = M para que o sistema de equacéo tenha

solucéo simples.

Ao se resolver a integral da eg.(4.13) com o método da quadratura Gaussiana, ha a
necessidade de se introduzir um termo corretivo Ej; (¢, ¢,,), em funcdo deste método

ndo contemplar a parte finita. Com isso, ela pode ser reescrita como

N
Z P )& Wl )l — Ej(§, &) = —pi(6) m=12,..,N  (414)
n=1

onde {,, se refere as coordenadas reais do pontos de Gauss adotados, W, s@o 0s pesos

respectivamente associados e /,, é o jacobiano da transformacao de coordenadas.

Considerando-se a aproximacdo em série de Taylor para a abertura c;,(¢,{) em

torno de ¢,,

dcy (&, Zm)

TorQ@) [T —T{w]

(6,0 = (&, 8) +

(4.15)
lazcik(f, Zm)

3ot @ = T@u + -

e substituindo-se a eq.(4.15) em (4.13), tem-se que
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dcy (&, ?m)

e WO

[ PGuocuEToar+ [ F@ud
rt ri

{1 0%y (&, Cm) (4.16)

2 orr @~ TEmlI* + ---}dr

¥ fr PG D)

i

= _P;j(fr {n)
onde a primeira integral possui singularidade de ordem (1/72) e é calculada no sentido
de partes finitas, a segunda integral possui singularidade de ordem (1/r) e é calculada
no sentido do valor principal de Cauchy e a Gltima integral ndo possui singularidade e é

calculada normalmente. Considerando-se, de acordo com a eq.(4.15), a expressdo

abaixo
10%cy. (¢, ?m) =
o M@ ~ TGP + -
(4.17)
— 0 i ,_m —
=i (& Q) — cu (€, (o) —%5) [T() —T({)]

e substituindo-a na eq.(4.16), ja se tendo em conta a forma numérica da integral regular,

tem-se

dcy (€, Zm)

Sy 1@ = T @ldr

[ PG 0cue Tar+ [ B
It ri

N
+ z P (8mr C) Wi || {Cik(fy $n) — i (§,80) (4.18)
n=1

_ dcy (&, ?m)

e T - r(zm)]} = (&%)

Ao se comparar as egs.(4.14) e (4.18), chega-se a:
7 s (1, 9Cik (& Cm) (2)
Eij (El zm) = Cik(f: cm)ejk + ?(O ejk (419)

onde todos os termos sdo definidos para o ponto de colocagéo ,,, alam de
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N
ej(kl) = nZle’;c(zm’(n)WnUM - j;i Py (o, O)dT (4.20)

sendo a integral no sentido de partes finitas e

N
e = > P GO = T Wil
" (4.21)

- f P @ OIN(E,) — T()ldr
[‘1
no sentido de Valor Principal de Cauchy.

Utilizando-se a seguinte aproximacédo por polindmio de Lagrange de grau N + 1

(vide Apéndice B)

N
(€D = ) Dacu(£.,) (4.22)
n=1

onde n = T'!/a é a coordenada natural relativa a trinca de comprimento 2a, a derivada

da abertura pode ser calculada como sendo

dci (& 4m) i 19D, (n)

al—‘(() - - aTCik(gr (n) (423)

Como o erro pode ser agora escrito somente em termos da abertura, substituindo
as egs.(4.20), (4.21) (4.22) e (4.23) em (4.19) e a expressao resultante na eq.(4.14), tem-

se em forma matricial

S(Zmr (n)C(f; zm) = p(f' zm) (424)
onde S({,n, {;,)é uma matriz que depende somente da geometria da trinca, c(&, ) € 0

vetor das aberturas relacionadas a carga unitaria aplicada em & (incognitas) e p(&, () é

0 vetor contendo os valores de —p;; (&, {m)-
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Uma vez obtidas as aberturas da trinca para &, a solugdo complementar para
deslocamentos e forcas de superficie pode ser determinada numericamente por
quadratura Gaussiana e somada a solucdo de Kelvin, gerando a FGN para a trinca, de

acordo com o seguinte

N
ug' (E’ X) = uaik]' (E’ .X) + z p;k (x, Zn)cik (gl (n)Wn Unl (425)
n=1
N
PGED = &0 + ) B0 8eu(& LW, (4.26)
n=1

Ao adotar-se a FGN na equacéo integral de contorno, eq.(2.66), no lugar da
solugdo fundamental de Kelvin, ndo ha mais a necessidade de se integrar ao longo do

contorno da trinca, desconsiderando-se assim sua discretizagéo.
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CAPITULO 5 - APLICACAO DA EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO EM

PROBLEMAS ELASTOPLASTICOS

5.1. Introducéo

Nesta secdo sdo apresentadas as equagOes constitutivas para problemas
elastoplasticos. De forma a se preservar o carater geral da implementacédo, as equagdes
apresentadas ndo possuem nenhuma particularidade no que diz respeito ao critério de

escoamento, como apresentado em MIERS e TELLES (2004).

Com base nestas equacges, € proposto um algoritmo implicito para a solucdo de

problemas elastoplasticos independente de critério de escoamento.

5.2. Equag0es constitutivas da plasticidade

Como, no regime plastico, o estado final das deformac6es depende da historia da
aplicacdo do carregamento, as relagdes tensdo-deformacdo correspondentes ao
comportamento elastoplastico devem ser escritas de forma incremental (TELLES,
1983). Com isso, a eq.(2.31) pode ser reescrita, somente em termos de incrementos de

deformacdo, como
dojj = Cija(der — def)) (5.1)

Considerando-se a hipdtese de normalidade dos incrementos de deformacao
plastica, isto €, que a ocorréncia de incrementos de deformacéo plastica se da na direcao
normal da superficie de escoamento relativa ao critério de escoamento adotado, tem-se

que, de acordo com a eq.(2.16)
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OF (o1, k)

de? = dA . (5.2)
onde dA é o chamado multiplicador plastico. Substituindo-se (5.2) em (5.1) tem-se
doij = Cijiu(deg — adA) (5.3)
onde
oF  of
A = o = o (5.4)
Da eq.(2.16), obtem-se também o seguinte
dF:;T];dUij—%dkzo (5.5)
que, considerando-se a eq.(5.3), (5.4) e (2.18), leva a
a;jdo;; — Z—l]faijdeg =0 (5.6)
ou, de outra maneira,
a;jdo;; — g—;’faijaijd/l =0 (5.7)
Como f(o;;) € uma fungdo homogénea de grau unitario, a seguinte relagdo é
valida
0ijij = 0y ;T}; =f(oyj) = 0. (5.8)

levando a eq.(5.8) a eq.(5.7), tem-se
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oy

aijdo'i' - ﬁo'edﬂ, =0 (59)
A partir das egs.(5.2), (5.3), (5.4) e (5.9), o multiplicador plastico é definido como
1

dA = Vaijcijkldgkl (5.10)

onde

V' = aiCijratn + 3k e (5.11)
ou, de acordo com a eq.(2.19),
' C + 4
14 ij“ijkl“kl dEf (512)
Se 1 representar a tensdo de escoamento uniaxial, entéo
ay y = E.E;
de? E-—Ey (5.13)

e

A forma incremental das relacdes tensdo-deformacao € obtida com a substituicéo

da eq.(5.10) em (5.3), resultando na seguinte expressao

doyj = Cijydén (5.14)
onde

ep 1
Cijkl = Cyjrg — VCijmnamnaopCOpkl = Cijkt = DijopCopi (5.15)

Considerando a seguinte relacdo como sendo o chamado incremento de tensao

elastica ficticia
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dO'iej = Cijkldgkl (516)

tem-se que a eq.(5.14) pode ser reescrita como

D;:...dof

doy = dai 2 (5.17)

j — %%~ Fijop

A eq.(5.17) indica que os incrementos de tenséo real podem ser calculados a partir
dos incrementos de tensdo elastica ficticia, onde os incrementos de tensdo plastica

ficticia sdo definidos por

de? =D

e
op ijopdo,

o (5.18)

5.3. Procedimentos da implementacao

A tens@o em qualquer momento pode ser calculada a partir da tensao relacionada a

ultima mudanca do estado de tensdes e do atual incremento de tensdo da seguinte forma

Y |agora -

+ Aoy (5.19)
e, considerando-se a hipotese de endurecimento na plastificacdo (work hardening), o
incremento de tensdo é definido como

Ao-ij = AO’;} - AO’S = AO’iej - Cijklaklﬁsf (520)

onde Ae? é o incremento de deformacgdo plastica equivalente, o qual é determinado

através da resolucdo da seguinte equacdo ndo-linear geral de consisténcia

— p
O-el()'i]'+AO'i]' - o-eldi]'+AO'ie]- - CijklaklaijAge (521)

e, para este caso
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do,|
al-]- =

oy +40l] (5.22)
aO'i i

onde o, = f(0;; + 40;) € o incremento de tensdo equivalente considerando-se um

incremento de tensdo puramente elastico.

A eq.(5.21) é obtida através de uma expansdo em série de Taylor da tensdo
equivalente real em torno de seu valor calculado para o Gltimo passo de carga mais um
incremento de tensdo “eldstica” ficticia. Matematicamente, isto pode ser escrito como se

segue
— p
Uelaij+Aaij - O-elaij+Adfj + agp gij (523)
ij

Expandindo o segundo termo da direita da eq. (5.23), tem-se

60‘kl
D
asij

aaeldij+Adfj 00‘kl
D
60‘kl asi}.

Aef, = Ocloysaot, + i Aef, (5.24)

O-ela'ij"'A‘Tij = O-elo'ij+Ao'fj

Considerando a ndo-dependéncia entre a tensdo puramente elastica e a

deformacdo plastica, o seguinte é observado

doj _ 0o 00y _ o
685 685 685 655 klij ijkl (5 25)

Substituindo a eg. (5.25) na (5.24), tem-se

Ocloyjraoy = Oelora08, = Cijlatiadey; (5.26)

Considerando a hipdtese de work hardening, a eq.(5.26) se torna a eq.(5.21). Tal
equacdo inclui, como caso particular, a equacao de consisténcia apresentada por SIMO e
TAYLOR (1985) baseada no critério de von Mises e utilizada no contexto do MEC por
BONNET e MUKHERJEE (1996), porém ¢ apresentada aqui em uma forma mais geral,

sem restri¢cdo quanto ao critério de escoamento utilizado.
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De forma a calcular os incrementos de tenséo eléstica no processo, o termo livre

gij da eq.(2.71) e substituido por g;; = gj; + 8;;, 0 que leva a substituicdo da matriz S da

j
eq.(3.54) por S=S+1, onde I é a matriz identidade. A eq.(3.54) pode ser agora

reescrita, de forma incremental,

Ac® = (S + DAc? + An = SAG? + An (5.27)

Substituindo a eq.(5.18) em (5.27) e rearranjando, tem-se

SDAc® —Ac® +An =0 (5.28)

onde D é uma matriz de acordo com a eq.(5.15), cuja forma é

[@ [0] .. [o]
p-[l0) [ 529
[0] -l

onde as submatrizes [d] fazem o papel do termo D;,y,.

Considerando-se 0 escopo numérico do procedimento, a eq.(5.28) é reescrita

como o seguinte

R(Ac®) = (SD —DAc® + An = 0 (5.30)
onde R(Ac*®) € o residuo a se aproximar de zero. Esta equacdo € ndo-linear e pode ser
resolvida utilizando-se 0 método de Newton. Neste caso, a corre¢cdo 8o¢ = Aa? —
Ac?_,, que é a diferenga entre os incrementos de tensdo puramente elastica na n-ésima

e (n + 1)-ésima iteragdo, é solucédo de

[SD — I160° = R(Ac®) (5.31)
onde os termos entre barras definem a matriz tangente (TELLES, 1985), também
chamada de operador tangente global (POON et al., 1998; PAULINO e LIU, 2001).

Notar que as componentes do operador tangente global que multiplicam as corregdes
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80° relativas a nos elasticos sdo idénticas as do tensor identidade, isto €, onde a
plasticidade ndo se desenvolveu, d = 0. Este fato é de grande relevancia no
desempenho da implementacdo, uma vez que o sistema de equacgdes apresentado deve

ser resolvido uma vez por iteragéo.

O critério de convergéncia, medido em termos da norma discreta do residuo em

todos os nos, é definido como

oL (5.32)

Z(IiRELAGe)I)Z <7

%014 = j -

onde TOL é um nimero tdo pequeno quanto se queira e 2N é a ordem do vetor R(Ac®).

A estrutura do algoritmo implicito é a que se segue:
Para0 <n < (N — 1):

1. Calcular An = wn
2. Inicializar Ac® = An
Solucdo iterativa da eq.(5.30):
21.i=0
2.2. Calcular o residuo R(Ac?)
2.3. Testar se a condi¢cdo de convergéncia (eq.(5.32)) é satisfeita; caso SIM, ir
para 3.
24.i=i+1
2.5. Calcular os operadores tangentes locais para todos os nos e determinar qual
é plastico ou elastico.
2.6. Gerar o operador tangente global.
2.7. Resolver a eq.(5.31).

2.8. Atualizar Ao? = Ao® + 80°¢
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2.9. Ir para 2.2 para nova iteracao.
3. Atualizar:
3.1. & = &b + Al

32.0 =0+ (I + D)Ac®

onde n é a carga onde a plastificacdo se inicia (carga de primeiro escoamento), w é 0
percentual de incremento de carga dado em termos de n e Ny é 0 nimero total de
incrementos de carga adotados no processo. A carga de primeiro escoamento é
determinada resolvendo-se o problema como se ele fosse puramente elastico, de forma a
se definir o ponto onde ha a maior tensdo equivalente. Esta tensdo € comparada com a
tenséo de escoamento do material e a raz&o entre elas é aplicada ao carregamento total,

gerando-se assim n.

E importante notar que a aplicacdo do item 3.2 do algoritmo tem o mesmo efeito
do algoritmo de retorno radial — RRA, do inglés Radial Return Algorithm (SIMO e
TAYLOR, 1985; BONNET e MUKHERJEE, 1996; POON et al., 1998; PAULINO e
LIU, 2001). Esta denominacdo ndo é mais adequada, tendo em vista que ela é originaria

da particularizagdo para o critério de von Mises, ndo tdo geral como discutido aqui.
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CAPITULO 6 - APLICACAO DA EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO EM
MEIOS HETEROGENEOS
6.1. Introducéo

Nesta secdo serdo vistas as equagdes constitutivas para 0s materiais de
propriedades gradualmente varidveis — FGM’s, além dos respectivos algoritmos de

resolucéo via equacéo integral de contorno (MIERS e TELLES, 2007).

6.2. Equac0es constitutivas

Matematicamente, os problemas envolvendo FGM’s sdo descritos por equagdes
diferenciais parciais com coeficientes variaveis. Para 0 caso especifico da analise de

tensOes, a Lei de Hooke toma a seguinte forma
0ij = Cijr (%) € (6.1)

onde, se for considerada apenas a variacdo do médulo de Young E(x) com relacdo as

coordenadas cartesianas,

Cijia(x) = G(X)Cyy (6.2)
E(x)
¢ =50 (6.3)
e
o 2v
Cijt = Sukjt + Sudji + 75010k (6.4)

Pode-se escrever E(x) como
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E(x) =E+E"(%) (6.5)

onde E é uma parcela constante comum a todos os pontos do meio e E¥(x) ¢ funcdo da

posicao. Substituindo a eq.(6.5) e (6.3) em (6.2) tem-se

E+E"(x) , _

Cijra(x) = 21+ v) Cijir = Cijir + Cijpy (%) (6.6)

onde C;j;, € 0 tensor eldstico para meio homogéneo e Clira (x) representa o tensor

relativo a “corre¢do” das tensdes devidas a heterogeneidade do meio. Substituindo a

eq.(6.6) em (6.1), chega-se a seguinte expressao
0ij = [Cijra + Cla ] e = 7ij + 03(%) (6.7)

onde d;; € o tensor de tensGes considerando-se 0 meio homogeéneo e ay;(x) € a corregdo

das tensbes devido a heterogeneidade.

6.3. Procedimentos da implementacao
Considere-se a eq.(6.7) em sua forma matricial

o(E(x)) = a(E) — 0¥ (E¥(x)) (6.8)
onde as tensdes estdo definidas em funcdo dos respectivos médulos de elasticidade.
Com isso, tem-se que as deformacbes reais sdo definidas, a partir das tensbes

considerando-se 0 meio homogéneo, como

e =[C(E)]" a(E) = D(E) o(E) (6.9)

Substituindo a eq.(6.9) na forma matricial da eq.(6.1), tem-se que

a(E(x)) = C(E(x)) D(E) a(E) (6.10)
e, considerando-se a €q.(6.8), a expressdo acima pode ser reescrita como
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o’ =[I-CD]o (6.11)
que corresponde a relacdo entre as tensdes considerando-se 0 meio homogéneo e a

correcdo das tensdes devido a heterogeneidade.

Considerando-se e eg.(3.54) em conjunto com a eg. (6.8), tem-se que

c=(S+Dc"+n (6.12)
onde as tensBes plasticas ficticias sdo substituidas pela correcdo e I é a matriz

identidade. Substituindo-se a eq.(6.11) em (6.12), tem-se a seguinte relagédo

(S+D[I-CcDle+n (6.13)

o
que, rearranjando, chega-se a

BG=n (6.14)

onde B € uma matriz naturalmente bem-condicionada definida por

B=I1-(S+D[I—CD] (6.15)
Apos a resolucdo do sistema de equacdes acima, as tensdes reais sdo determinadas
utilizando-se a eq.(6.10) e as deformacdes pela eq.(6.9). A estrutura do algoritmo fica

com a seguinte forma:

1. Determinacdo de n, a partir da resolucdo do problema elastico
considerando-se 0 meio homogéneo;
2. Montagem da matriz B a partir das matrizes S, C(E(x)) e D(E);

3. Determinacio de a(E), a partir da resolucio do sistema da eq.(6.14);

4. Determinacéo de o(E (x)), a partir da eq.(6.10).
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CAPITULO 7 - RESULTADOS

7.1. Introducéo

De forma a validar todas as teorias apresentadas anteriormente, sao apresentados
aqui alguns exemplos ilustrativos para cada uma das implementacdes, onde pode-se
verificar também a eficiéncia dos procedimentos propostos. Os resultados obtidos aqui
sdo comparados com o0s obtidos através de técnicas ja estabelecidas, com eficiéncia e

precisdo consagradas.

Os parametros da interpolacdo OMLS adotados sdo 0s mesmos encontrados em

grande parte da literatura correspondente, 0s quais:

Ordem da base polinomial LI: quadratica;

e Funcao-peso, w;: Gaussiana

e Raios dos suportes de w,, r;: grandes o suficiente para que cada suporte
cubra, pelo menos, 12 (doze) pontos;

e Parametro c;: 0.3 1,

7.2. Mecanica da fratura

7.2.1. Abertura de trinca e concentracdo de tensdes

Este exemplo consiste na estrutura e situacdo de carregamento apresentadas na
Fig.7.1a abaixo, em estado plano de deformacdo. A nuvem de pontos utilizada na
analise via LBIE contém 326 pontos e é apresentada na Fig.7.1b. Ja a nuvem de pontos
utilizada na analise pelo BEFM consiste apenas nos nés de contorno da Fig.7.1b,
contendo 72 nés. Como propriedades do material, tem-se que £ = 10000 e v = 0.33.

Para valores de a, adotou-se 0.3 e 0.36.
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Figura 7.1 — mecanica da fratura: (a)geometria; (b)nuvem de pontos

Os resultados obtidos pelas técnicas NGF-LBIE e NGF-BEFM foram comparados
com os obtidos através de um codigo baseado no MEC utilizando a NGF para mecanica
da fratura — NGF-BEM, originalmente proposto por (CASTOR, 1993). Na Fig.7.2 estdo
apresentadas as aberturas da trinca obtidas pelos trés métodos, respectivamente para 0s

valoresde a = 0.3 e a = 0.36.

0.00233

© BEM
== NGF-LBIE

X NGF-BEFM

0.00135

| 0.36 £

(b)

Figura 7.2 — mecanica da fratura: abertura das trincas (a) a = 0.30; (b) a = 0.36
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Foram também obtidos os campos de tensdo nas vizinhancgas da trinca para os dois

valores de abertura (Fig.7.3a para a = 0.30 e Fig. 7.3b para a = 0.36).

infinity
150

130

105

95

60

30

30 (a)

T——half crack——#

infinity

LI T T N A B |
0
[}

f-half crack—T

30 (b)

Figura 7.3 — mecénica da fratura: campo de tensdes (a) a = 0.30; (b) a = 0.36

Como se pode observar, as tensdes na vizinhanga das trincas obtidas pelos trés
métodos, bem como as aberturas, foram praticamente as mesmas, tendo que,

graficamente, as diferencas foram imperceptiveis.

7.2.2. Fator de intensidade de tensdes K,

Neste exemplo, em estado plano de tensdo, o resultado analisado é o fator de
intensidade de tensbes K;, que é o fator associado a abertura na dire¢do normal as faces
da trinca, também obtido através do NGF-LBIE e NGF-BEFM e comparado com 0s
obtidos pelo NGF-BEM e por um cédigo de elementos de contorno utilizando a solugéo

analitica para trincas retas — AGF-BEM (CASTOR et al., 1995). Sua geometria e
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condicdes de contorno sdo apresentadas na Fig.7.4a e a nuvem de pontos utilizada na
analise via NGF-LBIE é apresentada na Fig.7.4b. Novamente, a nuvem utilizada na

analise pelo NGF-BEFM corresponde apenas aos nos do contorno da Fig.7.4b.

O fator K, é obtido a partir da seguinte expressao

_ 6VIm ey -
Tal-n4 '

onde G é o mbdulo de elasticidade transversal do material, c,({;) é o tamanho da
abertura da trinca relativa a K, em {;, r; é a distancia entre {; e a extremidade da trinca
mais proxima e np € 0 numero de pontos na trinca considerados no célculo. Neste
trabalho, é adotado np = 6, de acordo com o proposto por (BARRA et al., 1999) e suas

posicdes na trinca sdo de acordo com a Fig.7.5, em coordenadas intrinsecas.

>

2.50

AV
l

2.50]
|

20.00 | 100.0

o

i

(a)

(b)

Figura 7.4 — fator K;: (a) geometria; (b) nuvem de pontos
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De forma a apresentar os resultados de forma adimensional, os fatores foram
divididos por K, = ov2ma, onde o € o carregamento aplicado. Os resultados obtidos
através de cada método estdo apresentados na Tabela 7.1, bem como o0s erros relativos

de cada método quando comparados a um valor estimado (CASTOR, 1993).

Tabela 7.1 — resultados para K; /K,

Método K /Ko Erro (%)
NGF-BEFM 1.1874 0.97
NGF-BEM 1.1877 0.99
NGF-LBIE 1.182 0.51
AGF-BEM 1.1871 0.94
estimado 1.176 + 1% -
L | 0.95 | 0.95

Figura 7.5 — fator K;: posicionamento dos nos considerados

7.2.3. Fator de intensidade de tensdes K;

No ultimo exemplo utilizando NGF, em estado plano de tensdo, o resultado
analisado é agora o fator de intensidade de tensdes K;;, que é o fator associado ao
deslizamento das faces da trinca, e é comparado com os obtidos pelos mesmos métodos
do exemplo anterior. Este fator é também determinado pela eq.(7.1), trocando-se o

termo c,({;) relativo a abertura por c,({;), que é o relativo ao deslizamento, e 0
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posicionamento dos pontos é 0 mesmo da Fig.7.5. A geometria do problema é mostrada

na Fig.7.6a e a nuvem de pontos na Fig.7.6b.

20.00 10.00 20.00 ———
(@)
(b)

Figura 7.6 — fator K;;: (a) geometria; (b) nuvem de pontos

Os resultados séo apresentados na Tab.7.2, também divididos pelo parametro K,,

bem como os erros associados quando comparados com o valor estimado.

Tabela 7.2 — resultados para K;; /K,

Método K /Ko Erro (%)
NGF-BEFM 1.361 0.65
NGF-BEM 1.360 0.75
NGF-LBIE 1.363 0.50
AGF-BEM
estimado 1.37+1% -

7.3. Meios heterogéneos

7.3.1. Deslocamentos na direcéo x

Este primeiro exemplo consiste na analise dos deslocamentos longitudinais da

face sob acdo de carregamento externo de uma barra em estado plano de deformacéo,
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cuja geometria é de acordo com a Fig.7.7a, cujo modulo de elasticidade longitudinal é

dado pela expresséo

E(x) = Ee?*
onde E = 1.0, y = 0.2 e y = 0.4. A nuvem de pontos utilizada contém 52 pontos no
contorno, sendo 4 deles duplos dos posicionados nas quinas, € 57 no dominio, como

mostrado na Fig.7.7b.

| 1.0
—
y

1.000> —
—>

| X
| 3.00 (@)
oo oo oo oo oo oo ods (b

Figura 7.7 — (a) geometria da placa; (b) nuvem de pontos
Os resultados encontrados para cada valor de y foram comparados com os obtidos

através de um codigo LBIE (SLADEK et al., 2006) e sdo apresentados na Tab.7.3.

Tabela 7.3 — deslocamentos u, ha extremidade carregada

Y LBIE BEFM variacao
0.2 2.251 2.255 0.17%
0.4 1.738 1.746 0.40%
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7.3.2. Tensoes e deslocamentos

Neste ultimo exemplo relativo a meios heterogéneos, séo discutidos os
deslocamentos e tensdes ao longo de arestas e eixos de uma placa quadrada de
carregamento simétrico, de acordo com a Fig.7.8a, e médulo de elasticidade variando de
acordo com a seguinte expressao

b0 = 51+ 1)
w=r(1+5)

onde E = 123.000, além de v = 0.35. Devido a dupla simetria do problema,
apenas o quadrante superior direito foi analisado. A nuvem de pontos utilizada neste
exemplo consiste em 121 pontos equidistantes ao longo de Q e T, além de 4 pontos

duplos em cada quina, num total de 125 pontos (Fig.7.8b).

T R
1.00 ¥ 8 N B E 8
0 (R X EEcisiin:
1.00 e e
! f S
Y ov * ! Y1.0
- 1.00~<1.00 ~ () (b)

Figura 7.8 — (a) geometria da placa; (b) nuvem de pontos

Os resultados aqui analisados sdo: deslocamentos u, e u, ao longo da aresta

Yy
x = 1, mostrados respectivamente em Fig.7.9a e 7.9b, e tensGes o,,, ao longo do eixo x

(Fig.7.9c). Eles foram comparados com os apresentados por (SLADEK et al., 2000),

obtidos a partir de codigos para andlise elastica em meios heterogéneos baseados no
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8.E-6

MEF, no Método da Equacdo Integral de Contorno Local com elementos — LBIE

elemental, e no LBIE convencional.

-4.5E-6

6.E-6

2.E-6

& caso homogéneo

“% MEF heterogéneo

< LBIE elemental heterogéneo
* LBIE heterogéneo

% BEFM heterogéneo

-4.0E-6

-3.0E-64

-2.5E-6

-2.0E-6

-1.5E-6

-1.0E-6 -

-0.5E-6
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-4 MEF heterogéneo

< LBIE elemental heterogéneo
= LBIE heterogéneo

% BEFM heterogéneo
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0.7

0.6

1.0 0.0

@)

0.2

& caso homogéneo

% MEF heterogéneo

< LBIE elemental heterogéneo
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% BEFM heterogéneo

0.0

0.2

| | |
0.6
X4

T
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0.8

1.0

0.4
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©

Figura 7.9 — resultados: (a) deslocamentos wu,; (b) deslocamentos w,,; (c) tensdes a,,,,
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Pode-se observar que todos os resultados analisados se encontram dentro da faixa
de resultados obtidos através das outras técnicas, mostrando assim a eficiéncia da

implementacéo.

7.4. Plasticidade

7.4.1. Bloco retangular comprimido

Este exemplo consiste em um bloco retangular comprimido por dois anteparos
rigidos. A andlise é feita considerando-se estado plano de deformacdo e a geometria do
problema encontra-se na Fig.7.10a. Por causa da simetria do problema, apenas analisou-
se seu quadrante superior direito, cuja nuvem de pontos utilizada é mostrada na
Fig.7.10b. As propriedades relativas ao problema, tanto em termos de material quanto as
condicGes de carregamento, estdo descritas na Tab.7.4. O critério de escoamento

considerado aqui foi o de von Mises.

Tabela 7.4 — propriedades

Item Quantidade
Deslocamento imposto (d) 0,05
Médulo de Young (E) 10" psi
Modulo tangente (E;) 0
Tensdo de escoamento (Y) 13000 psi
Coeficiente de Poisson (v) 0,33
Incremento de deslocamento 10,0%

Os resultados analisados aqui, comparados com os obtidos por um cddigo
implicito de elastoplasticidade baseado no MEC (MIERS e TELLES, 2004), sdo a
pressdo média exercida pelos anteparos e o desenvolvimento das zonas de plastificacao
no bloco, de acordo com a penetracdo daqueles neste. A Fig.7.11 mostra a relacdo entre
a pressao média exercida pelos anteparos e a tensdo de escoamento do material que

compde o bloco a medida que os anteparos penetram no bloco idealmente plastico.

81



_______________ 1 ‘
d 8.5
__________________________________________ x|
_____ ek . Hon
: 13.5 @)
. ()

Figura 7.10 — (a) geometria do bloco; (b) nuvem de pontos

A abrangéncia da zona de plastificacdo devida a evolucdo da penetracdo dos
anteparos € mostrada na Fig.7.12. O desenvolvimento da plastificacdo se deu

praticamente da mesma forma tanto pela analise feita via MEC quanto pela via BEFM.
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Figura 7.11 — pressao média exercida pelo anteparo
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Figura 7.12 — desenvolvimento das zonas de plastificacéo
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7.4.2. Chapa perfurada

Considere-se aqui a chapa simétrica, em estado plano de tensdes, apresentada na
Fig.7.13a, cuja nuvem de pontos é mostrada na Fig.7.13b. As caracteristicas do

problema séo apresentadas na Tab.7.5 e o critério de escoamento considerado foi o de

von Mises.
Tabela 7.5 — propriedades
Item Quantidade
Carregamento aplicado (q) 11.5 kgf/mm?®
Modulo de Young (E) 7000 kgf/mm®
Modulo tangente (E7) 217 kgf/mm®
Tensdo de escoamento (V) 24.3 kgf/mm®
Coeficiente de Poisson (v) 0,2
Incremento de deslocamento 10,0%
. L L
q
20 |= »X >
q
] >
i 36 g (@)
o ° ° L]
°
° o 9
L
° ® ° [
° o
° ° o
— (b)

Figura 7.13 — (a) geometria do bloco; (b) nuvem de pontos

84



Os resultados obtidos aqui, também comparados com os apresentados em (MIERS
e TELLES, 2004) sdo a razdo entre a tenséo oy e a de escoamento Y ao longo do eixo y,
como mostrado na Fig.7.14, e a evolucdo das zonas de plastificacdo em vérias etapas do

processo, de acordo com a Fig.7.15.

Oy/Y

30
— | \\\\
20

ki \\
\ MEC explicito

10 S
— MEC implicito
5 —o BEFM implicito
0 02 0.4 0.6 08 Ti0 7"

Figura 7.14 —tenséo ao longo do eixo do estreitamento da chapa
As zonas de plastificacdo mostradas na Fig.7.15 se desenvolveram praticamente

da mesma forma tanto pela analise feita via MEC quanto pela via BEFM.

Figura 7.15 — evolucéo das zonas de plastificacdo
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7.4.3. Sapata em base flexivel

O ultimo exemplo estudado é o de uma anélise em estado plano de deformacéo de
uma sapata continua sobre base flexivel. Sua geometria e a nuvem de pontos (25em T e
47 em Q) de sua metade direita estdo apresentadas, respectivamente, nas Figs. 7.16a e
7.16b. As dimensdes estdo em pés e o critério de escoamento adotado é o de Mohr-
Coulomb. As caracteristicas do problema sdo apresentadas na Tab.7.6. Ainda que a
solucdo de Kelvin permita a simulacdo correta do espaco infinito, o dominio é aqui
truncado para permitir comparacdo com solucbes classicas alternativas, tais como via

elementos finitos.

: 12.0
////////////E////////////
24.0 (a)
o © " ° " ’ e )
< o o o o o o o (b)

Figura 7.16 — (a) geometria do bloco; (b) nuvem de pontos
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Tabela 7.6 — propriedades

Item Quantidade
Carregamento aplicado (q) 180 psi
Mddulo de Young (E) 30000 psi
Mddulo tangente (E7) -
Coeficiente de Poisson (v) 0,3
Coesao (¢) 10 psi
Angulo de atrito (¢) 200
Incremento de carga 12,5%

Os resultados obtidos aqui, também comparados com os apresentados em (MIERS
e TELLES, 2004) sdo a relacdo entre a carga na sapata e o deslocamento vertical de seu
ponto médio, como mostrado na Fig.7.17, e a evolucdo das zonas de plastificacdo em

varias etapas do processo, de acordo com a Fig.7.18.

07 —
v/l 2
06 p .
0 AL i
5 y: E
/_/
04 ¥ ~MEC implicito
/-//r ~=MEC explicito
03 2 ’ elastico
s BEFM implicito
02 > =
0.1
0=

0 2 4 5 8 10 12 14 16 q’/c

Figura 7.17 — carga na sapata vs. deslocamento do ponto médio
As zonas de plastificacdo mostradas na Fig.7.18 se desenvolveram praticamente
da mesma forma tanto pela analise implicita feita via MEC quanto pela via BEFM,

havendo alguma diferenca com relacdo a analise explicita.
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Figura 7.18 — evolucdo das zonas de plastificacdo: (a) MEC explicito; (b) MEC e BEFM
implicito

A diferenca mostrada na Fig.7.18 entre as zonas de plastificagdo nos ultimos

incrementos de carga se deve ao fato da base estar proxima de seu carregamento critico,

para o qual havera sua ruptura. Nestes casos, € comprovado que algoritmos implicitos

conseguem o0s representar melhor, uma vez que sdo mais estaveis que os explicitos

(MIERS e TELLES, 2004).
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CAPITULO 8 - CONCLUSOES

Além de introduzir os conceitos e desenvolver aplicacbes para métodos do tipo

meshless baseados na Equacdo Integral de Contorno, como o Método da Equacédo

Integral de Contorno Local e o Boundary Element-Free Method, este trabalho teve

também os seguintes objetivos:

Para

Introduzir o conceito da Funcdo de Green Numérica para a mecanica de
fratura linear eléstica, antes utilizada somente no &mbito do Méetodo dos
Elementos de Contorno, no contexto do Método da Equacéo Integral de
Contorno Local — LBIE, e do Boundary Element-Free Method — BEFM,
Desenvolver um esquema implicito de solucdo de problemas
elastoplasticos para utilizacdo em conjunto com o BEFM,

Implementar um procedimento, também implicito, para a analise de
tensOes elasticas em meios heterogéneos, mais precisamente 0s materiais

de propriedades gradualmente variaveis.

isso, foram aqui apresentadas as teorias fundamentais para o

desenvolvimento destas implementacfes, bem como exemplos ilustrativos para

compara-las.

Primeiramente, foi apresentada aqui a obtencdo da Equacéo Integral de Contorno,

que utilizada em conjunto com um esquema de interpolacdo que ndo utilize malhas, da

origem aos métodos do tipo meshless citados acima. Para isso, foram descritas as teorias

da elasticidade linear e da plasticidade ndo-viscosa. Nesta Gltima, foram mostrados

alguns critérios de escoamento mais usuais e 0s tipos de abordagem dos termos nao-

lineares, para entdo ser demonstrada a ldentidade de Somigliana para deslocamentos nas
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formulacbes de tensbes iniciais e deformagdes iniciais. A partir dela e atraves de um
processo de limite, chega-se & Equagdo Integral de Contorno. S&o também descritas as
formas de obtencdo de sua formulagdo hipersingular e da equagdo que fornece as

tensdes no dominio.

Apobs determinada a Equacgdo Integral de Contorno, foi proposto o esquema de
interpolacdo sem malha que seria utilizado em conjunto com ela: o Orthogonal Moving
Least Squares. Este método é uma evolucdo do conhecido Moving Least Squares, que
tem como nucleo fungdes de base radial, fazendo assim com que a interpolacdo seja
apenas funcdo das distancias entre o0s pontos utilizados, ndo mais de alguma
conectividade de elemento. Com isso, definiu-se entdo as duas variantes sem malha do
Método da Equacao Integral de Contorno utilizadas, o LBIE, que é uma formulacgéo de

dominio, e o BEFM, esta ultima de contorno.

Uma vez definidos os procedimentos numéricos, foram mostradas as formulacGes

propriamente ditas dos problemas que seriam analisados, dentre os quais:

e Forma da obtencdo da funcdo de Green numérica para mecanica da fratura
linear elastica bidimensional, que foi utilizada em conjunto tanto com o
LBIE quanto com o BEFM, a partir da superposicdo da solucdo de Kelvin
convencional com uma solucdo complementar referente a um plano
infinito contendo trincas;

e Equac0es constitutivas da plasticidade e algoritmo implicito independente
de critério de escoamento, cuja utilizacdo so se daria em conjunto com o

BEFM,;
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e Equacbes constitutivas e algoritmo implicito para elasticidade em meios
heterogéneos, que é o caso dos materiais de propriedades gradualmente

variaveis, que seriam utilizadas em conjunto com o BEFM.

Para verificar a precisdo das técnicas apresentadas, foram discutidos alguns
exemplos numéricos para cada uma das implementacdes, cujos resultados foram sempre
comparados com o0s obtidos através de técnicas previamente estabelecidas e de

eficiéncia comprovada.

Para o caso da NGF, foram analisados os fatores de intensidade de tensdo, as
aberturas de trinca e as tensdes em suas vizinhangas em barras carregadas em estado
plano de tensdo e deformacdo. Os resultados obtidos foram muito bons, quando
comparados aos encontrados na literatura. A variagcdo entre eles foi muito pequena,

chegando em alguns casos a ser graficamente imperceptivel.

Os resultados analisados nos exemplos referentes a plasticidade foram
deslocamentos e tensdes ao longo de eixos e formacgdo das zonas de plastificacdo de
corpos carregados. De acordo com o observado, todos os resultados tambem
comprovaram a precisdo da formulacdo proposta, uma vez que as diferencas entre as

solucgdes obtidas aqui e as apresentadas na literatura séo muito pequenas.

Para elasticidade em materiais de propriedades gradualmente variaveis, foram
analisados os deslocamentos e tensdes em eixos de barras carregadas. Mais uma vez,
como se pdde comprovar, estes foram muito proximos dos obtidos na literatura e a

precisdo da técnica foi comprovada.

Foi visto que todos os resultados foram encorajadores ao prosseguimento das
pesquisas envolvendo procedimentos de analise baseados em técnicas do tipo meshless.

Contudo, devido ao fato desses temas serem muito recentes e da falta de aplicacGes
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comerciais que impulsionem o seu desenvolvimento, a eficiéncia da etapa de montagem
das matrizes em método do tipo meshless ainda pode ser melhorada. Isso pode ser
alcancado através da otimizacdo dos algoritmos e do desenvolvimento de ferramentas
especificas para eles, desde a geracdo e montagem dos termos das matrizes até métodos
de resolugdo de sistemas de equagOes adaptados e otimizados. J& 0 pré-processamento,
uma vez que ndo ha a necessidade de se definir conectividade entre os pontos utilizados
nas analises, € certamente mais eficiente que o dos métodos com malha, mesmo sem

haver um especifico para métodos do tipo meshless.

A partir destas conclus@es, percebe-se que as formulagdes do tipo meshless séo
uma alternativa interessante aos metodos convencionais, mas seu continuo
desenvolvimento e possiveis aplicacdes comerciais sdo reféns de pesquisas voltadas

para a criacdo de ferramentas especificas para estes métodos.
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APENDICE A — TENSOES EM PONTOS DO CONTORNO

Considere-se o trecho do contorno I' sobre um ponto x qualquer, conforme a

Fig.A.1 abaixo,

Figura A.1 — ponto x no contorno
onde n é o vetor normal ao contorno em x, 8 é o angulo entre n e 0 €ixo x, p; € p, Sao
as componentes da forca de superficie, respectivamente, nas direcdes x e y (referencial
global), e p, e pr sdo as componentes da forca de superficie, respectivamente, nas
direcGes da normal e perpendicular a ela (referencial local). Pode-se observar que estas
se confundem com t,,, € t,r, que sdo as tensdes normal e cisalhante no referencial local

em x. Estas tensGes podem ser escritas a partir de p, e p, da seguinte forma

=150 el ")

A tensdo tpp € calculada a partir da aplicacdo da lei de Hooke, eq.(2.7) a
deformacdo ao longo do contorno em X, err, que pode ser determinada de acordo com

as egs.(2.6) e (3.16) como se segue

0P

érr = Urr = W-ur (A2)
r

onde @ possui base de acordo com a eq.(3.24), os deslocamentos u, dos pontos que
compdem o dominio de definicdo de x sdo determinados aplicando-se a eq.(A.1) para 0s

deslocamentos, chegando-se a
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Ur = —U;Sinf +u, cosd (A.3)
Com isso, trr € definida da seguinte forma
1 v
Trr =1 (2Gerr + VTpa) + 1= Tnn (A4)
Com todas as tensfes no referencial local definidas, as tensdes no referencial

global sdo calculadas de acordo com a seguinte expresséo

011 0121 _[cosO —sin@][tan Tar][ cos@® sind
012 Uzz] N [sinH cos 6 ] [an Trr] [— sin@ cos6 (A-5)

Considerando o meio heterogéneo ou a ocorréncia de plastificagcdo em x, tem-se
que as tensbes calculadas na eq.(A.5) sdo as chamadas ficticias elasticas, como
proposto, de forma incremental, na eq.(5.16). Logo, as tensdes reais sdo obtidas

simplesmente subtraindo delas as tensdes de correcdo (eq.(6.7)) ou as plasticas ficticias

(eq.(5.18)).
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APENDICE B — POLINOMIOS DE LAGRANGE

Considere-se a trinca, em coordenadas parametrizadas 7, juntamente com a curva
que representa sua abertura, um conjunto de pontos ¢,, n = 1,2,..., N dispostos sobre

ela e os respectivos valores conhecidos da abertura c;, (¢, {,,), de acordo com a Fig.B.1

abaixo.
. Gl&S)
e S
: ' ' b
C,'k(‘;;l) ‘ o M & 4 l‘,k(;:,\)
S1 , S S Sy
Ll n=1.0

Figura B.1 — trinca em coordenadas parametrizadas
Para se determinar o valor de c;, em um ponto qualquer entre ¢,, e {, para o qual
ele é incdgnito, faz-se uso de um esquema de interpolacdo polinomial qualquer. Aqui, o
esquema utilizado é o de Lagrange, cuja forma, partindo da eq.(4.22), é dada pela

expressao

N
(& = ) Du(meu(€ gy (B.1)
n=1

onde D, () é o polinbmio de Lagrange associado a { e {,, conforme a expressdo

abaixo

_TT@ 1)
L n@—n@) (B.2)

i#+n

D, (1)
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9Dn (1)
on

A primeira derivada de D,,(n), , & definida como

N HN=1 - j

o &IliLin(€) —1(8x)

i#n
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