TESTES COM ERROS FREQUENTISTAS
CONDICIONAIS E TESTES COM
INTERPRETACAO BAYESIANA E
FREQUENTISTA CONDICIONAL

CARLA REGINA GUIMARAES BRIGHENTI

2007



CARLA REGINA GUIMARAES BRIGHENTI

TESTES COM ERROS FREQUENTISNTAS CONDICIONAIS E
TESTES COM INTERPRETACAO BAYESIANA E
FREQUENTISTA CONDICIONAL

Tese apresentada a Universidade Federal de Lavras,
como parte das exigéncias do Programa de Pos-
graduacdo em  Estatistica e Experimentacdo
Agropecuaria, para a obtencao do titulo de "Doutor"

Orientador:

Prof® Dr. Lucas Monteiro Chaves

LAVRAS
MINAS GERAIS-BRASIL
2007



Ficha Catalografica Preparada pela Divisdo de Processos Técnicos da
Biblioteca Central da UFLA

Brighenti, Carla Regina Guimaré&es.

Testes com erros freqiientistas condicionais e testes com interpretacéo

bayesiana e freqientista condicional / Carla Regina Guimarées Brighenti. --
Lavras : UFLA, 2007.

210 p. : il.

Tese (Doutorado) — Universidade Federal de Lavras, 2007.
Orientador: Lucas Monteiro Chaves.
Bibliografia.

1. Razdo de verossimilhancas. 2. Hipdtese. 3. Significancia. 4. Bayesiano.

5. Estatistica condicionante. 6. Funcéo particionante. 7. Regido de ndo-deciséo.
I. Universidade Federal de Lavras. Il. Titulo.

CDD -519.56




CARLA REGINA GUIMARAES BRIGHENTI

TESTES COM ERROS FREQUENTISTAS CONDICIONAIS E
TESTES COM INTERPRETACAO BAYESIANA E
FREQUENTISTA CONDICIONAL

Tese apresentada a Universidade Federal de Lavras,
como parte das exigéncias do Programa de Pds-
graduacdo em  Estatistica e Experimentacdo
Agropecudria, para a obtencédo do titulo de "Doutor"

APROVADA em, 16 de Julho de 2007.

Prof. Dr. Carlos Henrigque Osério Silva UFV-MG
Prof°. Dr. Daniel Furtado Ferreira UFLA-MG
Prof°. Dr. Mario Javier Ferrua Vivanco UFLA-MG
Prof°. Dr. Rinaldo Artes IBMEC-SP

Prof° Dr. Lucas Monteiro Chaves
DEX - UFLA
(Orientador)

LAVRAS
MINAS GERAIS - BRASIL



A Deus,
fonte de todas as gracas e béncgédos derramadas ao longo da minha vida.
Ao meu eterno professor da vida, meu querido pai,
EURICO DE SOUZA GUIMARAES (in memoriam), que mesmo nio

estando mais entre nds continuou sendo meu maior inspirador.

OFERECO

“Apaixonar-se por Deus é o maior dos romances;

Procuréa-lo, a maior das aventuras;

Encontra-lo, a maior de todas as realizacdes.”
(Santo Agostinho)

A minha mée, ZELIA DE OLIVEIRA GUIMARAES, de quem recebo amor incondicional,
doacéo e apoio em todas as fases de minha vida,

Ao meu marido DEODORO MAGNO BRIGHENTI, guerreiro incansavel, marido e pai
exemplar, o “marechal da minha vida”,

Aos meus filhos, LUCAS GUIMARAES BRIGHENTI e
TIAGO GUIMARAES BRIGHENTI,
meus gatinhos, que sdo as minhas maiores conquistas,

DEDICO



AGRADECIMENTOS

A Deus por me conceder o dom da fé.

Ao0s meus pais, Zélia e Eurico (in memoriam), pelos bons exemplos de
perseveranga e oragao.

Ao meu especial Deodoro pelo amor, carinho, compreensdo, apoio,
dedicacdo, paciéncia e, principalmente, por ser um pai maravilhoso, para que eu
ndo me sentisse angustiada nos momentos de auséncia na educacao dos filhos.

Aos meus familiares que torceram, rezaram e compreenderam minha
auséncia em muitos momentos.

Ao maninho Marcelo Angelo Cirillo pelos “grilos” solucionados, as
conversas de desabafo e 0 apoio de sempre.

Ao0s amigos que me incentivaram e ajudaram, Seja no curso, com
oracoes, e mesmo cuidando de meus filhos, em especial Juliana Vigilato, Dora,
Ana, Lucimara, Imaculada, Sirene, Geraldino, Marcos Geraldo e Everton.

A Escola Preparatoria de Cadetes do Ar pela liberacio parcial das
atividades, e principalmente as professoras Leila e Andréa pelo apoio.

Ao professor Lucas Monteiro Chaves pela orientacdo e pelas “doses
homeopéticas” diarias de seu conhecimento.

Aos professores do Departamento de Ciéncias Exatas da Universidade
Federal de Lavras pela confianga em mim depositada.

Aos meus ex-professores, Efraim Lazaro Reis, Valdir Mano, José
Mauro, Fernando e Wellington, que um dia me deram uma carta de apresentaco
para que eu pudesse ter agora esta conquista, que também € deles.

A todos os colegas dos cursos de mestrado e doutorado pela partilha de
conhecimentos.

Aqueles que porventura ndo foram aqui mencionados, mas sabem que

fazem parte da minha vida, um carinho especial e muito obrigada.



BIOGRAFIA

Carla Regina Guimarées Brighenti, filha de Eurico de Souza Guimaraes
e Zélia de Oliveira Guimaraes, nasceu em 11 de dezembro de 1975, em S&o Jodo
Del Rei, MG. Em mar¢o de 1993, iniciou o curso de Ciéncias na Fundacdo de
Ensino Superior de S&o Jodo del Rei, hoje UFSJ, diplomando-se em fevereiro de
1996 em Ciéncias — Licenciatura Curta e, em dezembro de 1997, em Quimica —
Licenciatura Plena, onde também exerceu atividades de Monitoria.
Concomitantemente realizou sua licenciatura em Matematica, diplomando-se em
dezembro de 1996, na Universidade Vale do Rio Verde, em Trés Coragdes, MG.
No periodo de 1993 a 1997, foi docente no Ensino Médio das Redes Particular e
Estadual de Ensino, nas disciplinas de Matematica e Quimica. No ano de 1997
prestou concurso publico federal e ingressou como professora de Matematica na
Escola Preparatéria de Cadetes do Ar — EPCAR , em Barbacena/MG, local onde
trabalha até os dias atuais. No ano de 1998 concluiu sua Pos-graduacdo “Lato
sensu” em Docéncia Superior e ingressou no Mestrado em Agroquimica na
Universidade Federal de Vigosa, em Vicosa, MG, sob a orientacdo do Prof.
Efraim Lazaro Reis, onde exerceu atividades de Monitoria na area de Quimica
Orgéanica. Submeteu-se a defesa de sua dissertagdo na area de Quimica Analitica
em agosto de 2000. Em 2001 realizou o curso de especializacdo em Matemaética
pela Universidade Federal de Vigosa, em Vigosa, MG. Em 2002 ingressou
novamente no Mestrado, mas agora em Estatistica e Experimentacdo
Agropecuéria, na Universidade Federal de Lavras, em Lavras, MG, sob a
orientacdo do Prof. Lucas Monteiro Chaves, concluido em 2003, quando
ingressou no Doutorado em Estatistica e Experimentacdo Agropecudria. Durante
todo o periodo de pds-graduacdo continuou trabalhando na EPCAr, mantendo

apenas liberacdo parcial das atividades.






SUMARIO

LISTA DE ABREVIATURAS, SIGLAS E SIMBOLOS .........cocoemerirrienne. i
LISTA DE TABELAS......iviiveneeeseeesssesessesessssssessss seesssessssassssssanssssnnns i
LISTADE FIGURAS........cocoiiiiircnnics s et iii
RESUMO ..ot vii
ABSTRACT ..o e ix
CAPITULO 1: OS TESTES DE HIPOTESES E DE SIGNIFICANCIA NO
CONTEXTO FREQUENTISTA E BAYESIANO........ccooooiviinciiccce, 01
1 IntroduGlo Geral ... 03
2 Referencial TEOMICO .......ccocviiiiiiiiiiiccc s 06
2.1. Teste de NIPOLESES ........coviiiiiiiiiiiii 06
2.1.1. Teste de razdo de verossimilhancas simples .............c.cccceovennnnn 09
2.1.2. Criticas a teoria dos testes de hipdteses de Neyman-Pearson ........... 22
2.2. Teste de Significancia ..........c.ccovvviiiiiiiiiic 24
2.2.1. Criticas ao teste de significancia de Fisher ..., 28
2.3. Teste de hipoteses no contexto bayesiano .............cccccvvveieiiincccenene, 35
2.3.1. DefiniGOES Qerals .........ccovvviiiiiiiiiiiiiisec 35
2.3.2. Medidas de evidéncia bayesiana USUaIs .............c.coce. vevviviininiinnnnn, 40
2.3.3. Testes bayesianos apresentando medidas de evidéncia ....................... 42
3 Referéncias Bibliograficas ..............cccocovvviiiiiiiccc, 48
CAPITULO 2: TESTES DE HIPOTESES COM ERROS

FREQUENTISTAS CONDICIONAIS.........ccoviiiicriciciccesc s 51
RESUMO ... 53
ADSTIACT ... 55
1 INtrOAUGED ..o 57
2 Referencial teOriCO ..........cocvviiiiiiiiiir s 58
2.1.  Testes frequentistas CONAICIONAIS ...........ccoevvviiiiiiiiiiii s 58

2.1.1. Probabilidades de erros condicionais aos dados ................ccceviiniiiinns 61



2.2. Particdo do espago amostral ............ccooereiieiieie i 70

3 Metodologia .......covviiriiiiiic 74
3.1, PartiGdo CONLINUA ........ccovvvriririiiiccc e, 74
3.2. Comparagéo entre estatisticas condicionantes..............ccccoeovrrrciccicnne 74
3.3. Regido de ndo decisdo em testes freqlentistas condicionais ................. 75
3.4. Distribuicéo da estatistica condicionante baseada em valores-p ........... 75
3.5. Exemplo de APHICAGAD .......cevvviviriiiiiiiesieee s 75
4 Resultados & DISCUSSAO ...........cevririiiiniiiiniisinses s 76
4.1, Particdo CONINUA ........ccovvvviriiiiiiiscicc 76
4.1.1. Particdo com probabilidade de erros condicionais iguais .................... 83
4.1.2. Parti¢do continua iNtrinSeCa ...........ccoeviviiiiiiiiiiicccc s 88
4.1.2.1. Razéo de verossimilhanga SIMEtrica ...........ccooevevcvicicicciicicnen, 90
4.1.3. Estatistica condicionante ancilar ...............ccoceevvvinnninicisiinnn, 97
4.1.4. Particdo baseada em valores —p.........c.ccccocvvvviiiinciiiiic 99
4.2. Comparagéo entre estatisticas condicionantes............c.ccccovvriiircicinnn 103
4.2.1. Teste de Hipoteses com Razéo de Verossimilhangas Simétrica .......... 103

4.2.2. Teste de Hipoteses com Razdo de Verossimilhangas N&o — Simétrica 113

4.3. Regido de nédo decisdo em testes freqlientistas condicionais ................. 130
4.4. Estudo da distribuicdo da estatistica condicionante baseada em

VAIOTESP 1. 136
4.5. Exemplo de APlCAGAOD .........ccooviviieiiiiiiccc s 140
5 CONCIUSDES ...t 145
6 Referéncias Bibliograficas .............ccoovviiiiiiiiiiiiccccc 146
CAPITULO 3: TESTES COM INTERPRETAGCAO FREQUENTISTA
CONDICIONAL E BAYESIANA .........cocvmrrrmrmmmmnssssssssmmsessssssessessssssssnne 147
RESUMO ... 149
ADSEIACE ..o 151
1 INErOTUGED ... 153

2 Referencial teOMCO .........cccovuiviiiiiicicc s 155



2.1. Teste freqlentista condicional e bayesiano unificado para hipéteses

101 0] L1

2.1.1. Uma alteragdo com motivacdo bayesiana: a regido de ndo-deciséo

2.1.1.1. Construcéo da regido de NA0-0eCISAD ........cccvvvvvrivesiereieesnesienineas

2.1.2. Regido de ndo decisdo em testes freqlientistas condicionais.............

2.2. Generalizagdo do teste UNificado .........c.cooevveiiineieiceee

2.2.1. Interpretacéo frequentista condicional do teste unificado
0ENErAlIZAUO ...c.veveiecicce e

2.3. Comentarios sobre o teste unificado ........oocovveeeeeeeeeeeeeeeeeee e,

2.4. CoNSIeraGhes geraiS. ... ....cuuierererieie e e eeenie e e e teseee e seeeeeenes

3 MetodolOgia ....ocvveiecie e

4 RESUITAAOS € DISCUSSAD ...ccoiieeieeiteeeeeeeeet e e e e e e e ee e e e s ree e e eesssesereeeenans

4.1. O teste unificado para Ho: X~Uniforme (0,1) x H;: X ~ Beta(1/2,1)
4.2. O teste unificado para hipGteses sobre o parametro da Exponencial

4.3. Estudo da regido de ndo decisdo no teste unificado com perdas
ASSHMBITICAS 1..vvevveteivieie ettt ettt ettt e b et sbesbeereenreebeene e

4.4, EXxemplo de apliCagao .......ccooveieieii et

I OF0 o1 [0 L= TR

6 Referéncias Bibliograficas ..o
ANEXOS ..ot

155
158

159
165
172

176

180
182
185
187
187
193

196






%n

H(x)

RND

LISTA DE ABREVIATURAS, SIGLAS E SIMBOLOS

Espagco Amostral
Espago paramétrico
Teste de hipoteses

Regido critica do teste de hipoteses

Funcéo de decisdo
Funcéo de verossimilhanga sob a hipotese H;

Razdo de verossimilhangas

Fungdo densidade de probabilidade da estatistica B(X) sob a hipotese H;

Funcao distribuic@o de probabilidade acumulada de B(X) sob a hipotese H;

Valor critico do teste de hipoteses em relagdo a distribuic@o da variavel B(X)
Probabilidade de Erro Tipo I

Probabilidade de Erro Tipo 11

Probabilidade de Erro Condicional Tipo I (PECI)

Probabilidade de Erro Condicional Tipo II (PECII)

Estatistica Condicionante

Fungdo Particionante

Regido de Nao Decisdo

Densidade a priori

Razao entre as perdas

Razio entre as densidades a priori



Tabela

1.1

1.2

1.3

1.4

2.1

2.2

23

3.1

3.2

33

LISTA DE TABELAS

Tipos de decisao € tipos de €ITO ......ccevvereereerienieeeeieee e

Valores de b, calculados para diferentes tamanhos de amostra
com probabilidades de erros tipo I e tipo Il iguais.....................

Freqiiéncia de H, verdadeira no teste com Hy: X ~N(0,1)
versus H;~N(6,1) para valor-p no intervalo 0,049 a 0,05,
mostrando a natureza ndo-freqilientista do valor-p, utilizando
10000 simulagdes com propor¢do fixada de 50 % de Hy
VETAAACITA. ...ttt

Fungdo perda para teste de hipoteses simples x simples............

Alguns possiveis valores para limitar as regides de alta e
baixa evidéncia e seus erros resultantes para n=4 e a,.=0,1.....

Resultados da  estatistica  condicionante Z  com

Probabilidades de erros condicionais, para alguns valores de
x, de acordo com o valor critico da decisdo do respectivo
teste, quando utilizadas diferentes estatisticas condicionantes..

Probabilidades de erro Tipo I e Il com e sem a regido de nao-
decisdio para o teste unificado para as hipoteses
Hy: X~Uniforme (0,1) x Hi: X ~ Beta(1/2,1)..cccveeciiieiieciee,

Valores criticos para o teste ndo-condicional de X ~ Exp (1)
versus X ~ Exp (2) com diferentes tamanhos de amostra n e o
limite inferior da RND.......cccoooiiiiiiiiii e

Probabilidades do erro Tipo I e Il com e sem a inclusdo da

RND no teste unificado para hipoteses sobre o pardmetro da
EXponencial..........ccooceviiiieiienieiieeeeee e

il

32

35

67

95

127

191

194

195



Figura

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1

2.2

23

2.4

25
2.6

2.7
2.8
2.9

LISTA DE FIGURAS

Graficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades
de erros tipos I e Il iguais a 5% e 90,4%, respectivamente para
0CaS0 AE N = L.iiiiiiiiiiieciieieeeete et

Graficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades
de erros tipos I e Il iguais a 31,25% para o caso den = 1..........

Graficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades
de erros tipos I e Il iguais a 25,2% para o caso den=4............

Fungdo densidade de probabilidade sob a hipotese nula.
Ambos a (a probabilidade de erro tipo I) e o valor-p sdo
“areas da cauda” sob esta curva. A area da cauda para o ¢é
fixada antes do experimento, enquanto que, a area da cauda do
valor-p s6 é conhecida depois que um resultado é observado....

Representagdo das probabilidades a posteriori em funcdo de
razao de verossimilhangas.............cccceeeeeiiiiieiiii e,

Representagdo, no espaco das realizagdes, de diferentes
distancias da amostra em relagdo a regido critica, tanto para
rejeicdo (X, X,) quanto para aceitacao (Xs, X4) da hipotese nula

Representagdo das regides de decisdo com diferentes niveis de
CONTIANGA. .....vviiieiieciiieeiee ettt ettt e eteeeeaae e

Regides de alta e baixa evidéncia para rejeicdo e aceitacio de
Hp € 1eSPECLIVOS EITOS. ...c.veuviniiiiiiiicieieeie sttt

Desenho esquematico considerando as duas partigdes
definidas por 8 € por Z = {Zj, Zo}eeeroeereeneenieeeieeeeee e

Representacdo das areas infinitesimais SOb fo......cccccvvevveennennns
Desenho esquematico da relagdo entre as areas associadas aos
pontos x € x” em fy ¢ f; com Kk € ]X’+ AX, X[ ...............................
Relagdo funcional entre X € X ....c..cceveeeeueeecreeecieeeciee e
Simetria da Fun¢do H(x) em relagdo areta y = X...oooovevvveueennne

Probabilidade de erro condicional tipo I e II resultante da

il

Pagina

17

19

21

25

44

59

62

65

71

77

78

79
86
87



2.10
2.11
2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

3
particao utilizando a fungdo H (x) = —2ln[l _ ezxj ................
3

Relacdo entre as areas sob fj e f para a parti¢do intrinseca.......

Probabilidades em f, (A) e f; (@) do lancamento de um dado..
Distribuigdo de B(X)=X/(7—X)sob Hy e s0b Hi...oovvvvvvvvvrvennn.

Representagdo da area correspondente a

P, {max{B(X),ﬁ} < Z} .......................................................

Desenho esquematico da relagdo entre as areas associadas ao
ponto “t” sob ¥ € i

Representagdo esquemadtica da estatistica condicionante
1-x

Estatistica Condicionante Ancilar associada a B ( X) =
X

Areas correspondentes aos pontos x e H(x) = 1-x para calculo
da probabilidade de erro condicional tipo L..........ccccccveevrrennnnnn.

Areas correspondentes aos pontos x e H(x) = 1-x para calculo
da probabilidade de erro condicional tipo IL..........cccceeereeeenene.

3
Simetria da fungdo g(x)= [X(l - X)]E em relagdo a reta x = 0,5.

Estatistica Condicionante valor-p dada por
Z=max{1-6x" +8%" =3x*, 4% =3X'} oo

Fungdes Densidade de Probabilidades das Distribuigdes
Uniforme (0,1) € Beta (1/2, 1).uvcvveceeeieiieiecieeie e

Estatistica Condicionante 7 = max { 24J%,2-24x } ......................
Distribui¢do Acumulada da estatistica ancilar Z, F, (z) =7-1

Comportamento da estatistica condicionante baseada nos

. e A, 1
niveis de significancia intrinseca Z =max {2\/X,— em

24x

v

100

101

104

107

108

110

111

113

115

116

119



2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

232

2.33

2.34

3.1
32
33
34

3.5
3.6
3.7
3.8

fungdo dos dados..........cooviiiiieiiiieee e

Funcao Particionante H(x) para o critério com probabilidades
de erros condiCionais IGUAIS.........cccvereerreerreerreereerieesseesseesenens

Representagdo das areas com condi¢do do valor-p como
CONAICIONANTE. .....ccuvieirieiieeetieeieeeeteeeeteesreeebeeereeereeereeesaseenes

Probabilidades de Erro Condicional Tipo I e Tipo II para
diferentes condicioNameEntos..........ccvveveerveerieerieesreesreenseeseesseenns

Representacdo dos valores criticos resultantes das estatisticas
condicionantes baseadas nos critérios de probabilidade de
erros condicionais iguais € Valor-p...........ccceevevvieieeevienieeeennennn.

Regido de Aceitagdo, Rejeicdo e Nao decisdo para o teste da
Uniforme (0,1) versus a Beta (1/2, 1)..ccccoecieiiviiniinieiieeeene

Representagdo dos valores criticos resultantes das estatisticas
condicionantes com erros condicionais iguais e valores-p.........

Regido de Aceitacdo, Rejeicdo e Nao decisdo para o teste da
Uniforme (0,1) versus a Beta (1/2,1)..c..ccccvieciiecciieciieeiee e,

Estatistica  Condicionante ~ baseada em  valores-p
Z =max {F (T).1= BT (T)} oo

Funcgdes densidade de probabilidade de populagdes normais de
MEAIA 1,05 € 1,40,

Areas correspondentes aos erros Tipo I e II sob as hipoteses
nula e alternativa, respectivamente.............ccceeeveerveerveerveennnens

Desenho esquematico da Regido de Nao Decisdo para b, > 1...
Exemplo da regido de ndo-decisdo (RND) quando b, > 1..........

Esquema da construcao da regido de nao-decisdo para b, > 1...

Grafico de H (Z) para o caso (i) em que se tem 1< b, < H(1)...

Esquema da regido de ndo decisdo para b, < l........cccccvvevveennnnnn.
Representacdo da regido de ndo-decisdo (RND) quando b, < 1.
Esquema da construcao da regido de nao-decisdo para b < 1....

Limites da regido de ndo decisdo em fun¢do da densidade de
probabilidade..........cccccveeiiiiieiieiee e

122

125

128

132

133

134

135

138

141

143

160
161
161
162
162
163
164

168



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16
3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

Limites da Regido de Nao Decisdo em func¢do da razdo de
verossimilhancas b..........cccooeeciiiiiiiiiieiie e

Probabilidades de erros Tipo I e II considerando o teste de
Hp: =1 versus H;: =2 da exponencial com valor critico

Probabilidades de erros Tipo I e II considerando o teste de
Hp: =2 versus H;: 0=1 da exponencial com valor critico

Esquema da Construcdo da Regido de ndo decisdo para
B > 10 s

Esquema da Regido de Nao Decisdo parab. >1p...ccocvvvenenee

Comportamento da fungdo particionante H(z)............c.ccoveeneeee.

Probabilidades de erro condicional associadas ao valor critico
De=Pl = 1,236,

Regido de ndo-decisdo para o teste unificado para as hipoteses
Hp: X~Uniforme (0,1) versus H;: X ~ Beta(1/2,1)..cccccceeennnnnen.

Representacdo da Regido de ndo-decisdo em funcdo da razdo

de verossimilhangas B(x)= N R

Regides de Rejeicdo e Aceitagdo modificadas pela inclusao da
RND no teste unificado para as hipdteses Hy: X~Uniforme
(0,1) versus Hy: X ~ Beta(1/2,1).c.ceccieeiieiieiieiieieeieeve e

A regido de ndo-decisdo ]r,a] como uma fungdo de |, para
testar hipoteses sobre o parametro da Exponencial Hy:0 =1
contra H;:0 = 2 sob probabilidades a priori iguais com n=1.....

Fungdo densidade de probabilidade e distribuicdo acumulada
de fé’(b)=lognormal(2,52;(3,89)2) € fé(b):lognormal(—2,523;(3,89)2)

Area correspondente a Regido de ndo decisfo.........c.ccceeeeueee.

vi

169

170

171

172

174

174

175
177

188

190

191

192

199

202

203



RESUMO

BRIGHENTI, CARLA REGINA GUIMARAES. TESTES COM ERROS
FREQUENTISTAS CONDICIONAIS E TESTES COM
INTERPRETACAO BAYESIANA E FREQUENTISTA CONDICIONAL.
LAVRAS: UFLA, 2007. 210p. (Tese — Doutorado em Estatistica e
Experimentacdo Agropecuaria)”

Os testes de hipoteses apresentam probabilidades de erro independentes dos
dados observados, o que é uma grande fonte de criticas. Nos testes de
significancia utiliza-se o valor-p, mas esta ndo é uma medida frequentista. Uma
metodologia freqlentista dependente dos dados foi formalizada por Kiefer em
1977. Nela se particiona o espaco amostral e desenvolvem-se medidas de erro
freqlientistas condicionais denominadas de probabilidades de erro condicionais
(PEC’s). O valor critico e as PEC’s de um teste dependem da parti¢do utilizada.
Berger, Brown e Wolpert (1994) perceberam que, no teste Bayesiano, para
alguns valores especificos de perdas e densidades a priori esse seria também um
legitimo teste frequentista condicional. Todavia, ha casos em que podem ocorrer
situaces problematicas e os autores propuseram a incorporacdo da “regido de
ndo-decisdo”, RND, cuja fungdo é impedir que se apresentem PEC’s (ou
probabilidades a posteriori) superiores a 0,5. No capitulo 1, objetivou-se
detalhar a teoria dos testes de hipoteses e de significancia, ressaltando suas
principais criticas e diferencas. No capitulo 2, objetivou-se desenvolver
detalhadamente toda a teoria matematica dos testes com erros freqlientistas
condicionais utilizando uma fun¢do H(x), denominada aqui de “funcdo
particionante”, e analisar as PEC’s quando utilizados quatro critérios de particao
baseados na estatistica ancilar, no “nivel de significancia intrinseco”, nas
“probabilidades de erros condicionais iguais” e em valores-p. E, ainda, verificar
a relacdo destas com a simetria da razdo de verossimilhancas. No capitulo 3, os
objetivos foram avaliar o efeito da incorporagdo da RND no teste unificado em
alguns exemplos e estudar o0 seu comportamento no caso de perdas assimétricas.
No caso de razdo de verossimilhangas simétrica, todas as estatisticas
condicionantes utilizadas concordaram. Em testes em que a razdo de
verossimilhanca é ndo-simétrica ocorreram divergéncias. O condicionamento
com PEC’s iguais e 0 baseado em valores-p foram os melhores. Quanto ao
tamanho da RND, concluiu-se, para os exemplos desenvolvidos, que ele é

* Orientador: Lucas Monteiro Chaves -UFLA.
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dependente do tamanho da amostra e que determinados valores de perda | podem
tornar o teste inadequado.
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ABSTRACT

BRIGHENTI, CARLA REGINA GUIMARAES. TESTS WITH
CONDITIONAL FREQUENTISTS ERRORS AND TESTS WITH
INTERPRETATION BAYESIAN AND CONDITIONAL
FREQUENTISTS. LAVRAS: UFLA, 2007. 210 p. (Thesis - Doctorate in
Statistics and Agricultural Experimentation)”

The Neyman-Pearson tests of hypotheses present probabilities of error
independent of the observed data; this is an enormous source of critics. In the
significance tests the p-value is used, but this is not a frequentist measuring.
Kiefer (1977) formalized a frequentist methodology dependent of the data. The
sample space is partitioned using a partitioning function and it is developed
measure a conditional frequentist error, denominated conditional error
probabilities (CEP). The critical value and CEP’s of a test depend on the used
partition. Berger, Brown and Wolpert (1994) observed that in the Bayesian test
between two simple hypotheses, for certain types of losses function and priors
densities, it would be a genuine conditional frequentist test too. But, there are
some cases that some problematic situations can happen, so they proposed the
incorporation of a “no-decision region”, NDR, whose objective is to avoid the
presence of the CEP’s (or posterior probabilities) greater to 0,5. The objective of
this work in chapter 1 was to review the details of the tests of hypothesis and test
of significance, emphasizing the main differences and critics. In chapter 2, the
objective was the development in details of all the mathematic theory of the tests
with conditioning frequentists errors using one function H(x), denominated
“partitioning function” and to analyze the CEP’s when it is used four criteria of
partition based on the “ancillary” statistic, in the “intrinsic significance level”, in
the “equal probability continuum” and in “p-values” and also to examine the
relation of them with the symmetry of the likelihood ratio. In chapter 3, the
objectives were the exam of the effect of the NDR incorporation in the unified
test in some examples and study its behavior in cases of asymmetrical losses. In
the case of symmetry of the likelihood ratio, all the used conditioning statistics
agreed. In the case when the likelihood ratio is asymmetrical, some divergences
appeared. The conditioning with the equal conditional errors and based on p-
values was the best. Regarding the size of the NDR, the conclusion was that the

* Advisor: Lucas Monteiro Chaves -UFLA.
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developed examples are dependent of the size of the sample, and that some kind
of losses I, can make the test inadequate.



CAPITULO 1

OS TESTES DE HIPOTESES E DE SIGNIFICANCIA NO
CONTEXTO FREQUENTISTA E BAYESIANO






1 INTRODUCAO

A Inferéncia Estatistica tem por objetivo fazer afirmagdes sobre
caracteristicas de uma populacdo com base em informagdes obtidas por dados
amostrais. Em geral, essas afirmagdes traduzem-se em problemas fundamentais
da inferéncia estatistica como a estimacao de pardmetros, mas este ndo ¢ um dos
problemas tratados neste trabalho.

Pode-se também dispor de determinadas hipdteses sobre a caracteristica
da populacdo em questdo, e o que se deseja € testar as hipoteses e decidir pela
aceitacdo ou rejeicdo de uma delas em favor de outra, determinando-se um teste
de hipoteses. No contexto freqiientista este teste de hipdteses apresenta, como
probabilidade de erro, um valor definido pré-experimentalmente, que independe
dos dados observados, o que é problematico e alvo de criticas.

No contexto bayesiano os testes de hipoteses sdo associados a algumas
medidas de evidéncia como o fator de Bayes ou a probabilidade a posteriori, que
sdo medidas dependentes dos dados. Contudo surgem outras criticas, como, por
exemplo, a subjetividade da escolha das densidades a priori.

Um teste complementar, muito utilizado por freqiientistas, é o teste de
significancia em que ¢ calculado o valor-p. Mas esta medida é apenas uma
medida de evidéncia, que ndo tem interpretacdo freqiientista como probabilidade
de erro.

Sendo assim, apesar de os testes de hipdteses, testes de significancia e
testes de hipoteses bayesianos serem os testes mais utilizados na inferéncia
estatistica, nenhum deles apresenta uma probabilidade de erro que tenha
interpretagdo freqlientista dependente dos dados observados, e cada um deles
apresenta vantagens e desvantagens questionaveis por adeptos de segmentos

contrarios.



Um outro teste formalizado no final da década de 70 foi denominado
“teste freqiientista condicional”. Este teste foi desenvolvido com o intuito de
“aperfeicoar” os testes de hipéteses, atrelando a estes uma medida de evidéncia
dependente dos dados que tivesse uma interpretagao freqiientista.

Infelizmente, o método freqiientista condicional ainda nd3o atingiu
popularidade substancial, em parte por causa da dificuldade de se escolher uma
estatistica “adequada” na qual condicionar o teste e, por outro lado, acredita-se
também que a matematica envolvida no procedimento proposto inicialmente por
Kiefer (1977) ndo tenha sido totalmente esclarecedora, merecendo, por isso,
especial atencdo neste trabalho.

Tendo em vista o exposto apresentou-se, no capitulo 1 deste trabalho,
uma apresentacdo tedrica e uma breve discussdo, com as referentes criticas,
sobre os testes de hipoteses, de significincia e de hipoteses no contexto
bayesiano.

O objetivo do capitulo 2 foi estudar detalhadamente a construgdo de um
teste com erros freqiientistas condicionais para o teste de hipotese simples versus
simples, desenvolvendo-se passo a passo a teoria matematica envolvida e
utilizando, para isso, o conceito aqui denominado de funcdo particionante. O
objetivo desse trabalho foi estudar as partigdes e as probabilidades de erros
apresentadas quando utilizadas diferentes estatisticas condicionantes e a relagdo
destas com a simetria da razdo de verossimilhangas. Tentou-se explicar também,
detalhadamente, os conceitos de estatistica condicionante e probabilidade de erro
condicional necessarios a construcao dos testes freqiientistas condicionais. Essa
construgdo foi desenvolvida e exemplificada nos resultados, por meio de duas
situacdes, com ou sem simetria da razdo de verossimilhancgas. Verificou-se o
comportamento de quatro diferentes estatisticas condicionantes, com especial
atencdo para a estatistica condicionante baseada em valores-p, efetuando-se um

estudo sobre sua distribui¢do de probabilidade.



No capitulo 3 apresenta-se o teste unificado freqiientista-condicional e
bayesiano proposto por Berger, Brown ¢ Wolpert (1994) e, com os problemas
que podem surgir devido as diferencas de interpretagdo do teste, discute-se a
introdu¢do de uma regido de ndo decisdo. A construcdo dessa regido ¢ feita
primeiramente para o caso simples de densidades a priori iguais e perdas iguais;
depois, essa construcao ¢ generalizada. Embora a teoria se torne muito extensa, a
metodologia resultante ¢ na verdade muito simples; de fato pode ser muito mais
simples do que a metodologia de teste ndo condicional comum e tem como

vantagem a interpretacdo dual freqiientista-bayesiana.



2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 TESTE DE HIPOTESES

A Inferéncia Estatistica tem por objetivo fazer afirmagdes sobre
caracteristicas de uma populagdo com base em informagdes obtidas por dados
amostrais. Em geral, essas afirmagdes traduzem-se nos dois problemas basicos
da inferéncia estatistica: Estima¢do e Teste de Hipoteses. Neste trabalho, sera
visto o problema estatistico de Teste de Hipoteses.

Definindo ® como espago paramétrico, uma hipétese estatistica H ¢é
simplesmente a especificagdo de um subconjunto de ® . Se uma hipotese
estatistica determina totalmente a distribuicéo, isto €, especifica um subconjunto
com apenas um ponto de ®, ¢ dita uma hipodtese simples; caso contrario,
hipotese composta.

Um teste de uma hipotese estatistica, denotado por Y, é uma regra ou
procedimento para decidir quando rejeitar uma determinada hipotese H.

Um teste Y de uma hipotese estatistica H é dito aleatorizado se Y ¢

definido por uma funcdo y,, que ¢ a probabilidade de rejeicdo da hipotese em
funcao dos dados observados, ou seja,

vy (x,....x, ) =P, [H ser rejeitada | (x, ,..., x, ) foi observado] :
A fun¢ido y, (,,) ¢ denominada fungdo critica do teste Y. Observe

que para efetivamente tomar a decisdo € necessario um mecanismo aleatorio

externo ao experimento. De fato, qualquer fungdo w, (,,) com dominio em

X" e contradominio no intervalo [0,1] é uma fung¢8o critica possivel e define um

teste aleatorizado.



Em geral, um teste ¢ definido da seguinte maneira: Rejeite H se e

somente se a amostra (xl,...,xn ) e C,, em que C, ¢ um subconjunto do espaco

amostral das observagdes. Tal teste Y é denominado um teste ndo-aleatorizado e

C, a regido critica ou de rejeicdo do teste Y ; portanto, um teste ndo-

aleatorizado de H é uma decomposi¢do do espago amostral das realizagdes X"
em C, e C, (complementar de C,), de modo que se (x,,...,x,)eC,, H ¢

rejeitada. Assim, um teste ndo-aleatorizado fica determinado quando
especificamos sua regido critica. Desta forma, pode-se dizer que um teste ndo-
aleatorizado ¢ um caso particular de um teste aleatorizado cuja fungéo critica é
dada por:

1 se (xl,...,xn), eC,

0 caso contrario

l//Y(xn---,xn)Z{

Em muitos problemas duas hipoteses sdo discutidas: uma delas sera

denominada hipétese nula, denotada por Ho: {#e®,}, ¢ a outra hipotese ¢
denominada alternativa, denotada por Hj: {9 c (?)O},Com 0,uU0,=06. (Mood,

Graybill & Boes, 1974).

Ao tomar a decisdo de aceitar ou recusar uma hipdtese existem dois
tipos de erros que se podem cometer. Pode-se rejeitar a hipotese nula Hy quando
de fato ela é verdadeira, erro tipo I; ou pode-se aceitar Hy quando de fato ela ¢
falsa, erro tipo II (Tabela 1.1). O tamanho do erro tipo I ¢ definido como sendo a
probabilidade de se cometer esse erro; do mesmo modo, o tamanho do erro tipo
II ¢ a probabilidade de se cometer o erro tipo II.

O ideal ¢ que ambas as probabilidades dos erros sejam pequenas, mas
geralmente, ao se tentar diminuir a probabilidade do erro tipo I, ndo se consegue

controlar o valor da probabilidade do erro tipo II. Este dilema é resolvido



tentando-se obter testes que possuam um valor predeterminado de probabilidade

de erro tipo I e o menor valor possivel para a probabilidade de erro tipo II.

TABELA 1.1 - Tipos de decisdo e tipos de erro

Realidade Decisao
Aceitar a hipotese nula Hy, Rejeitar a hipdtese nula Hy
Hy verdadeira Decisao correta Erro Tipo I
H, falsa Erro Tipo II Decisao correta

A func¢do poder do teste Y, denotada por 7, (0) , ¢ definida como sendo

a probabilidade de que Hj seja rejeitada se a distribuicdo da qual a amostra foi

obtida for parametrizada por 6, ou seja, 7 (6)=F,[rejeitar H,]. Se Y ¢ um teste
ndo-aleatorizado, entdo 7, (0) :Pg[(Xl,...,Xn)e CY], em que C, ¢ a regido
critica do teste Y . Se Y & um teste aleatorizado com fungo critica y(-,...,"),
entdo

7. (0)= P, [rejeitar H, | I '[P [rejeltarH (%505, ]le (%505 x,:0) [ T dx,

”Y(Q):J.“'IWY(xl"”Vxn)fX],.A xl’ X de =E, [WY :|

O tamanho do teste Y ¢ definido como sendo sup[;rY (49)] =a . Note
0c0,

que, no caso de hipétese simples, Hy: ©, ={6, } entdo, 7, (6,)=c.
Um teste Y * de Hp: X ~ f ( ;90) contra H;: X ~ f( ) sendo 0, e

0, conhecidos, ¢ dito ser um teste mais poderoso de tamanho o (0 <a < 1) se e

somente se:

()7, (6)=a



ii)w.(6)2nm,(6,) paraqualquer outro teste Y parao qual 7, (6, )< c.
T

Ou seja, um teste Y * ¢ mais poderoso de tamanho o se ele possui o
tamanho de seu erro tipo I igual a a e tem menor tamanho do erro tipo II sobre
todos os outros testes com tamanho de erro tipo I igual a o ou menor.

A justificativa para se fixar o tamanho do erro tipo I ¢é que,
normalmente, as hipéteses sdo elaboradas de forma que a hipdtese nula seja mais
importante do que a hipdtese alternativa; sendo assim, a ocorréncia do erro tipo
I, recusar a hipdtese nula sendo esta verdadeira, é mais grave do que o erro em
se recusar a hipotese alternativa sendo esta verdadeira. Fixa-se, entdo, o em uma
probabilidade pequena (frequentemente atribuido como 0,05 ou 0,01).

E importante ressaltar que, segundo Mood, Graybill e Boes (1974),
muitos autores usam os termos “tamanho do teste” e “nivel de significancia” de
forma equivalente. No entanto, deve-se utilizar o termo “nivel de significancia”
para os “testes de significancia”, um tipo de inferéncia estatistica que esta
intimamente relacionado com os testes de hipoteses (tdo intimamente ligados
que muitos autores ndo fazem distingdo) e serd abordado no item 2 deste
capitulo.

Neste trabalho serdo considerados os testes entre hipotese nula simples
contra hipotese alternativa simples. Esse caso ndo € muito comum na pratica
estatistica, mas grande parte da teoria de testes de hipoteses pode ser estudada

por meio dele.

2.1.1 TESTE DE RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS SIMPLES

Assuma que se tenha uma amostra aleatoria X |,..., X, originada de uma

entre duas distribui¢des completamente especificadas fy(x) e f(x).



Um teste Y de Ho: X ~ f;(.;6,) contra Hi: X ~ f,(.;6,) ¢ definido

sendo um teste de razdo de verossimilhangas simples se Y ¢ definido por:
» Rejeita-se Hy se B< b,
» Aceita-se Hy, se B>b,,
em que B ¢ a razdo de verossimilhangas, ou seja,
X,
l;Ifo ( i ) L ( 0. x

05N 50

n) Lo

b

X
B=B(x,....x,) == =T(a =
Hfl(xi) ( l,xl,...,xn) 0

i=1
e b. ¢ uma constante ndo-negativa e L; ¢ denominada funcdo de verossimilhanca
para a amostra de densidade fj(-), para o caso de amostras independentes. Para
cada valor de b, tem-se um teste diferente. A importancia dos testes de razdo de
verossimilhangas se d4 em conseqiiéncia do resultado fundamental:
LEMA DE NEYMAN-PEARSON

Seja X,,...,X, uma amostra aleatéria de uma fun¢do densidade de
probabilidade f(x;0), em que 0 representa um dos dois valores conhecidos 0, ¢
01, e seja 0 < a <1 fixado.

Seja b, uma constante positiva e C* um subconjunto de X" tal que
satisfaca

i) B, [(X..... X, )eC*]|=a.

=2<b, se (x,....x,)eC* ¢

. L(6,;x,,....x,) L
® B ) e
12725y 1

B(x,,...,x,)>b, se (xl,...,xn)eE*.

Entdo, o teste Y* correspondente a regido critica C* é o teste mais
poderoso de tamanho o relativo ao teste de hipdteses simples dado por Hy: 6 = 0,

versus H;: 6 = 0;, como citado em Mood, Graybill e Boes (1974).
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Para se calcular o tamanho de um teste ndo-aleatorizado é necessaria

uma integra¢do multipla sobre a regido critica
P[(X,,..X,)eC, |= J.J. 11/ (x:0)dx, .
Cy

o que pode ser muito dificil.
Nos testes de razdo de verossimilhangas a regido critica do teste &

geralmente dada em termos de uma desigualdade que depende da razdo de

verossimilhangas, a estatistica B (Xl,...,Xn). Uma alternativa a este

procedimento é obter a fun¢do densidade de probabilidade da estatistica

b,

B(X,,...,X,) sobHo, f;(b), e fazer a integragdo simples JfBO (b)db . Tal

0
procedimento €, em geral, também bastante complexo. O usual € obter uma
desigualdade equivalente em termos de uma outra estatistica suficiente S, para o
qual seja mais facil obter a distribuigdo de probabilidade.

B(X)<b, & S<k.

A seguir serd desenvolvido um exemplo para demonstrar como
encontrar a fungdo densidade de probabilidade da estatistica B(X) razdo de
verossimilhangas e sua distribui¢do acumulada sob uma hipotese nula simples e
sob uma hipdtese alternativa simples.

Deve-se ressaltar que ¢ de suma importancia determinar a distribui¢do
acumulada da estatistica B(X) nos testes trabalhados nos capitulos 2 e 3; por isso

esta énfase ¢ dada no capitulo que os antecede.

EXEMPLO 1(a)

Seja Xi,..., X, uma amostra aleatoria de uma distribui¢do exponencial

f(x;0)=6e"" . Um teste mais poderoso de tamanho o para testar as hipoteses

11



simples Hop: 6 = 0y versus H;: 6= 0,, sendo 0y < 0, é o de razdo de

verossimilhangas; portanto:

L,=6) exp{—HOin} e L, =6"exp {—HIZ)C[}

i=1

¢ a razdo de verossimilhangas:

o) -6 y . n
B{rm) =2 =l Z}(QJ o005}
L] en _0 & 1 i=1
1 €Xp 1in
i=1

A familia de testes dada pela razdo de verossimilhangas consiste em

rejeitar Hy se B(x,,...,x,)<b, = [%} exp{—(ﬁo —Gl)ixl}ébv .

1 i=1

Para obter, entre esses testes, aquele de tamanho pré-determinado, por

exemplo, a = 0,05, o procedimento usual ¢ obter a desigualdade equivalente

fo S;)ln[bc [ﬂ] ] . Como Y =ZX,. tem uma distribui¢do gama
i= R

i=1

com parametros n e 0 (Mood, Graybill & Boes, 1974); isto ¢,
1 , .
f ( y) =——y"'0"e”, basta  resolver a  equacdo integral

Z;:X, F(n)

n k
B, {21 X, < k} = J‘ﬁy”lﬁo”e"g‘]ydy =0,05, obtendo-se o valor de k.

2 T (n)

Para os objetivos deste trabalho, serd conveniente calcular diretamente a

distribui¢do da variavel B(Xl,...,X )=(%J exp{—(@o—ﬁl)zn:Xl}. Entéo,
i=1

n
1
para determinar a distribui¢do de razdo de verossimilhangas B(X), ou seja, a

densidade de B, utiliza-se o teorema de transforma¢do de variaveis
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s (b)z %gl (b) Iy (gfl (b)) (Mood, Graybill & Boes, 1974). Note que

B:g(Y):(%J exp{—(@o—ﬁl)Y } ¢ a exponencial de uma variavel com

1

distribuicdo Gama de parametros (n, 8). Expressando Y como fungdo de B, tem-

se que:

. 1 6 n d o
M g (b)z(al_go)lnﬁg_o] b]:%g (b):m

Utilizando (1) e (2), tem-se:

1o (B)=F g (0) £, (27 (b)) =

db

: Al "ol (;Lojb
(6 _lgo)b r?n){(@i%)ln[(%J b} e {( ) { ”

0= —leo)b ré(’;) {(91 190) ln[[%j b}} eg{(ﬂl%)l{[z‘l’] b}} (.1

Para um determinado valor a, € necessario resolver a equagao integral

1 (4 —100 )b re(’;) {(el 190 ) m[[%]n bﬂ eg{wm{[%j b“db -

Usando substitui¢do de variaveis:
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u= ! In [ﬂjb b=0 = u=-o
(‘91_90) 00

du=—1ap b=b = u= In [ﬁj b,
(6,-6,)b 6-6) |\6
(alleo)l“{[zijb} o
| u" e ™ du 1.2)
? I(n)

Para 6 = 0, tem-se:

@],
FO b — 0 un—lefgoudu
0=

Fazendo novamente uma substitui¢do w = Ggu:

w=6,u u=0 — w=0
dw = 6ydu u=;ln (QJ bl —» w= % In [ﬂj b
(6,-6,) 6, (6,-6,) 6,

G
Be)= |

0 r(ln) Wl dw = F[n, G %’90 ) 1n[(gi;]n bn,

em que r( n, t) = [ JL: " exp{—y}dy € afungdo gama incompleta;

1
I'(n)

Entao, Flf(b)nggﬂ(B(X)sb)zl{n, b 1n[(%j bD (1.3)

(01_‘90) 0

De maneira analoga, obtém-se para 0 = 0,, fazendo uma substituicdo w = 6;u em

(1.2),
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w=0u u—0 w—0
n 0,
1 6, 0, —| b
dw = 6,du u—>———In||—|>b w—> In|{ 6,
(‘91_00) 6, (‘91_‘90)

(ef%)l“{[%]”b}
I

2 (6
Fy(b)=P,, (B(X)<b) F[n,(al_eo)ln (%j bn (1.4)

Para o = 0,05, tem-se a equacdo integral:

) NN AN
Fy (b)=F,, (B(X)<bc)—l“[n,(01 _90)111 (%j bCD_o,os

e Particularizando para n=1, com 6, =1 ¢ 6,=2.

0 1 2 : 02 i _|In2p,
FB(b)ZF l,mln (Tj bc 20,053 J.eydy=[—ey0 :|=

0

[—e " +1]= —%H:o,os:%ﬂ,%:‘

c c

Utilizando a desigualdade equivalente, tem-se:

k

{ZX k} j oK Y0 e P dy = P, [ X <k]=[edy=0,05

0

k
je-ydy:—e-y\f) =—¢*+1=0,05= ¢ =0,95= k =—1In(0,95) = [k = 0,051
0

Evidentemente o valor de b.=0,526 pode ser obtido do valor de k pela

equivaléncia das desigualdades.

6

< In|b. | — =k . <0,051].
,le (0 — e)n[c(eon o
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6 A
[ 2] ~eoia-ajoostj=n [ L] eofa-aj00s

0

b, =2"exp{0,051} = =|B(X,....,X,)<0,526

Ou ainda, substituindo diretamente os valores considerados den=1,0,=1¢

0,= 2, tem-se:

X

Para a distribuicao da razdo de verossimilhangas, B(x)= (%j e
g (b)=1n(2b) - 4 o (p)=1
db b

£ (g—l (b)) _ He—ﬂ{ln[Zb]} _ eeln[Zb]’” _ 9(2[))—9 ,

e )= <0 = 1, 0)= (4]

d

fB(b): %

g (b)

que corresponde a distribuicdo Pareto fg(b;1/2, 6); portanto, a probabilidade de

cometer o erro tipo I sera:

a = B, [rejeitar Hy|= P, [B<b,]=0,05

b, 6 1 G b, 1 1
Pgﬂ [B = bc] - }Jiir(}..‘ b900+1 (Ej db = }Jii% bT(E]db =

a

b, 1 1 b
lim [ —db = ——
im | 21 2b

a

— e 120,052 - = 0,952 5, = 0,526
2b 2b

a c c

No caso da desigualdade equivalente, tem-se que x <In (2bc) ; entdo,

a= Pg0 [rejeitar HO] = Pao [x <In (2b€ )] =0,05

In2k In2k
F, [B<b,]= I Ope " dx = j edx=-e"
0

0

In2k

= —¢ " £1=0,05

0
e " =0,95= k =~In(0,95) = ~(~0,051) = k = 0,051

Portanto, para 0¢=0,05 com n=1, o teste ¢ dado por:
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> Rejeite Hyse 5<0,5260u Y x, <0,051
A taxa de erro tipo II é:
B=1-F,(b,)=1-P,,(B(X)<b,)=1-T(1,21n[2b,])
ﬁ:l—Fg(0,526)=1—P€2(B(X)£0,526)=1—1"(1,%j
01

ﬂzl—je’xdle—(—e’x

0

0,1 o1 —
) )—e = [5=0,9048

Ou seja, para garantir o pequeno, o valor do erro tipo II foi muito

elevado (Figura 1.1).

FIGURA 1.1 — Graficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades de
erros tipos I e II iguais a 5% e 90,4%, respectivamente para o

casoden=1.

Neste trabalho, o principal enfoque sera na situagdo em que ¢ igualmente
importante avaliar as taxas de erro tipo I e tipo II. Uma forma de garantir a

importancia de ambos os erros € obter testes em que o = B, isto é:
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Fy (b)=1-F; ()

Neste caso, garante-se que se um deles for pequeno, o outro também
sera e ndo hd um valor pré-fixado para a, e sim uma condicao o = f que fornece
um determinado valor critico b..

Uma primeira observagao ¢ que, considerando a variavel aleatoria B, o valor
mais razoavel com relagao as hipoteses testadas seria b, = 1, ou seja, aquele que

fornece verossimilhangas iguais.
EXEMPLO 2

Considere o teste de hipoteses Hy: X ~ Beta (2,3) versus H;: X ~ Beta (3,2)

com n = 1. A razdo de verossimilhangas de Hy para H; é:

() =)

o B3 A (1-x)" 1-x
B( ) (x)3—1 (1 _x)Z—l 32 (1 _x) X
B(3,2)

O valor critico de b, = 1 corresponde na desigualdade equivalente a

x = 0,5. Entdo, o erro tipo I ¢ dado por:

a=1-F (X)IP{XZ%}:.?(X) B((;,_s;c) dx:B(;’3)j(x—2x2 +x3)dx:

2

N

2 4!

1 X 2 x

B(2,3)l 2 3 4

R

S i |-0,3125
2 3 4 8 12 64}

4!{121111

e o erro tipo II é:

ﬁzF)‘((x)zP[X<—

18



4111 1

= | — -~ |=0,3125.
p 1!2!{24 64}

Assim, F, (1)=1-F} (1) =31,25% (Figura 1.2).

FIGURA 1.2 — Gréficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades de

erros tipos I e Il iguais a 31,25% para o caso de n = 1.

Mas o valor critico b, = 1 nem sempre garante taxa de erro tipo I igual a taxa
de erro tipo II (exceto para o caso de razdo de verossimilhangas simétrica, que

serd detalhado na pagina 54). Por exemplo,

Para n=1
No exemplo 1(a) tem-se que, quando b, =1, baseado nas expressdes dadas
por (1.3) e (1.4), o erro tipo I € dado por a. = 0,5 e o erro tipo II, por =0,25.

In2
T -x —x In2 —In2
azje dx=—e , =€ +1=0,5 e

p=1- I e”‘dx=1—[—e’x

2In2
}:1—[—0,25“]:0,25.
0
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Para n=4
A probabilidade de erro tipo I é dada por a = 0,197, e a do erro tipo II, por
B=0,302.

o= lnf" r(14)x3exdx __2 In(2)’ —%111(2)2 —%1n(2)+1—2; 0,19663
SR 1 31 1 1

pa1- | mape =3 () 4 g2y + 5 in(2)+ o =030197.

Para n=10

As probabilidades de erro tipo I e tipo II sdo, respectivamente, o = 0,163 e 3

=0,116.

In2'
a= I ! x’e *dx=0,163 e
5 T(10)
21n2'° 1
B=1- j — X’ dx=0,116.

s I'(10)

Para o exemplo 1(a), garantir o = B equivale a encontrar o valor de b,

que satisfaca a seguinte equacao:

C|n, Z In [ij b ||=1-T n,Lln (ﬂJ b, ||
(01 _00) ‘90 (‘90 _HI) 90
Utilizando 6q=1 € 6; = 2, obtém-se:

[(nIn[2, ])=1-T(n,2In[ 2"5, ).

Particularizando para o valor de n = 1, tem-se:

1 In2b, B ~ 2In2b, o
r(1,1n[2bc])=1—r(1,21n[2bc]):>m ! e,uly_l—m ! e dy'

[—e ™ +1]=1-[-e?"" +1]:>—i+1= 4262 = [, =0.809]
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Conseqiientemente, as probabilidades de erro serdo dadas por:

1n2(0,809)

o= F(l,ln[Zbc ]) = ﬁ J- e’dy= |:—e’|“|,6|8 N 1} N
0

21n2(0,809)

B=1-T(1.2[26])=1- [ e’ dy=e"" =[£=0,38]

0
Para obter erros iguais no caso de amostra de tamanho 4, o valor de b seria
0,797, o que forneceria uma probabilidade de erro de 25,2% (Figura 1.3).

1n2%(0,797) 21n2*(0,797)

a=p= I xe tdx=1- j
0 0

x'e *dx=0,252

1
r(4)

r(4)

s s

. b. =1 .
a=30% B=19%

S

L
=4
_

00000
5) 7
P 7/
?//////
//?7{///

7
7
%77
_

2

N
.
M&xmm“\\\\\\““;
. 1,5

1,5 2 0 0,5

FIGURA 1.3 - Gréficos exibindo as areas correspondentes as probabilidades de

erros tipos I e Il iguais a 25,2% para o caso de n = 4.

Utilizando o software Maple 10, determinou-se o valor de b, para varios

tamanhos de amostras (Tabela 1.2).
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TABELA 1.2 - Valores de b, calculados para diferentes tamanhos de amostra

com probabilidades de erros tipo I e tipo II iguais.

n 1 4 10 20 30 50 100
b, 0,8090 0,7973  0,7955 10,7948 0,7947 0,7946 0,7945
a=p13820% 2523% 14,07% 6,25% 2,98% 0,74% 0,028%

Como se observa nos testes de hipoteses tradicionais, a Gnica forma de
diminuir o e B ¢ aumentando o tamanho da amostra. Ou seja, ndo h4, em testes
de hipdteses com tamanho de amostra reduzido, uma medida que possa
considerar probabilidades de erros menores, mesmo quando observados dados

extremos; por isso ha varias criticas a este teste.

2.1.2 CRITICAS A TEORIA DOS TESTES DE HIPOTESES DE
NEYMAN-PEARSON

A teoria de testes de hipoteses sistematizada por Neyman e Pearson
(1933', citado por Lehmann, 1993) consiste em definir uma regido critica tal que
se a amostra obtida estiver contida nesta regido, a hipotese nula ¢ rejeitada. De
forma equivalente, utilizando uma estatistica teste S para um valor critico k, a
hipétese nula € recusada se S < k. Os tamanhos dos erros Tipo I e Tipo II sdo
pré-determinados, isto é, sdo pré-experimentais. A justificativa para esta teoria €
o principio freqiientista, com todas as suas implicagdes praticas e filosoficas.

Principio  Fregiientista.  “Quando um  experimento ¢é repetido

indefinidamente nas mesmas condigoes, o erro médio real ndo deve ser maior

' Neyman, J.; Pearson, E. S. On the problem of the most efficient tests of statistical
hypotheses. Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Ser. A, 231,
289-337. 1933.
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que (e seria ideal que fosse igual) a média dos erros obtidos nos experimentos
(Berger, 2003)”.

Geralmente, em problemas reais uma das hipoteses ¢ mais importante
que a outra. Nesse caso, esta hipotese é tomada como a hipotese nula e a taxa de
erro Tipo I tem que ser controlada. Assim, ¢ natural considerar testes tais que a
taxa de erro Tipo I ndo seja maior do que um tamanho especificado, digamos a,
e tentar minimizar a taxa de erro Tipo II.

A maior critica a teoria dos testes de hipdteses de Neyman-Pearson ¢
devida ao fato de que os erros Tipo I e Tipo II ndo refletirem a evidéncia dos
dados observados. Apresentando uma probabilidade de erro pré-especificado o,
ndo se leva em conta se os dados observados estdo proximos ou afastados da
regido critica. Tal fato pareceu a Ronald Fisher altamente nao cientifico. Fisher
também criticou a necessidade de levar em conta uma hipotese alternativa e a
dificuldade associada de se ter que lidar com uma funcdo poder dependente de
parametros (tipicamente desconhecidos) (Berger, 2003).

Outro problema discutido ¢ que, para conduzir um experimento, o
pesquisador propde uma hipdtese nula Hyp, uma hipotese alternativa H; e
seleciona a taxa de erro Tipo I, a. Devido a uma idéia comum, aceita pela
maioria dos periddicos, uma hipétese nula é rejeitada quando a estatistica do
teste fornece uma area menor que 0,05. O valor de 5% tem o objetivo de
padronizar a literatura cientifica com relagdo a analise estatistica; entretanto,
muita importancia ¢ dada a este limite, o que presume um papel de um “limite
magico”. Segundo Tonhasca Junior (1991), vocé publica se encontra-lo; caso
contrario, esquece ou comeca tudo de novo. Este posicionamento leva os
pesquisadores a procurar, entre muitas técnicas estatisticas, a mais conveniente
(isto €, a que resulte em probabilidade menor que 5%). Por outro lado, dados
interessantes podem ser ignorados porque a = 0,06 torna os resultados “nao

significantes”. Uma politica rigorosa sob valores o ndo leva em consideragdo
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diferengas entre a significancia estatistica ¢ a significancia pratica de outras
areas. Em muitos casos, deve-se analisar se os resultados tém algum valor
pratico porque “se a diferenca ndo ¢ diferente o bastante para fazer a diferenca,
qual ¢ a diferenga?”. Um experimento ndo é conduzido para determinar se duas
variedades de um produto, ou duas substancias, sdo as mesmas; muitas vezes,
sabe-se isso de antemao. O objetivo de um experimento € encontrar a magnitude
dessas diferengas (Tonhasca Junior, 1991).

Quando as hipoteses Hy e H; sdo igualmente importantes para o
pesquisador, isto €, quando cometer um erro tipo II for tdo grave quanto cometer
um erro tipo I, pode-se questionar, entdo, se o teste de Neyman-Pearson seria o
mais adequado. Um exemplo disso seria no caso de um teste clinico em que se
pode supor um exame com resultados Hy: r = positivo versus H;: r = negativo.
Deixar de tratar um paciente que estava doente pode ser tdo grave quanto tratar
de um paciente sadio. Nesse caso, seria adequado pensar em um teste no qual
a=p. Ou seja, buscar-se-ia um equilibrio de forma que, dependendo da
estatistica utilizada e do tamanho da amostra, as probabilidades de erros fossem
iguais. Os erros tipo I e II t€m muito em comum com o resultado falso positivo e
o resultado falso negativo que ocorrem nos testes de diagnostico. O problema
nesse caso € que ha situacdes em que os valores de a e p poderiam ser muito
grandes, e para diminuir o tamanho dos erros, o tamanho da amostra deve ser

aumentado excessivamente.

2.2 TESTES DE SIGNIFICANCIA

Um outro procedimento alternativo ao teste de hipdteses de Neyman-
Pearson ¢ o teste de significncia, proposto por Ronald Fisher para testar
Ho: 6 =0,, em que ¢ usual apresentar, como resultado inferencial final do teste,
uma medida de evidéncia em favor da hipotese nula H, denominada nivel

descritivo do teste (ou valor-p) e, com base no valor desta medida, tomar uma
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decisdo sobre a rejeicdo ou ndo desta hipotese de acordo com o critério do
pesquisador.

A principal diferenca entre o teste de hipoteses e o teste de significancia
estd em ndo construir a regido critica. No teste de hipoteses especifica-se um
tamanho do teste o pré-experimentalmente, enquanto, no teste de significancia,
o calculo ¢ apenas pés-experimental, sendo uma medida de evidéncia contra a
hipotese nula (Figura 1.4). O procedimento implica em olhar para a
probabilidade total do conjunto de todas as possiveis observacdes similares,
dado que a hipdtese nula ¢ verdadeira, as quais sdo pelo menos tdo raras quanto
aquelas que foram observadas. Esta probabilidade acumulada é o valor-p e ¢
conhecida também como probabilidade da cauda porque é usualmente obtida nas
extremidades das distribuigdes. Esse procedimento resulta em um feste de
significancia puro ou teste Fisheriano. A particularidade desse método € que ele
depende da probabilidade dos dados nao-observados na cauda da distribuigdo,
sob os quais a informacdo ¢ dificil de ser obtida porque eles sdo raros;

conseqiientemente, esse método € sensivel ao modelo escolhido (Lindsey, 1996).

— Pré-experimental

\ Pvalue Pds-experimental

T A 1

X

FIGURA 1.4 - Fungdo densidade de probabilidade sob a hipotese nula. Ambos,
o (a probabilidade de erro tipo I) e o valor-p, sdo “areas da
cauda” sob esta curva. A area da cauda para a ¢ fixada antes do
experimento, enquanto a area da cauda do valor-p s6 é conhecida
depois que um resultado ¢ observado.
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A idéia é que, apo6s calcular o valor-p, o pesquisador pode escolher o seu
proprio nivel de significdncia. Em geral, se T ¢ uma estatistica do teste e Hy ¢
rejeitada, entdo o valor-p é a probabilidade P(T > t | Hy) em que t é o valor
observado de T.

valor-p = Prob [T pelo menos tdo extremo quanto o valor observado| Hy].

Portanto, o valor-p é a probabilidade de se observarem resultados mais
extremos quanto aos obtidos se a hipdtese nula for verdadeira. A idéia é que, se
o valor-p for grande, ele fornece evidéncia de que Hy é verdadeira, enquanto um
valor-p pequeno indica que existe evidéncia nos dados contra Hy.

Mais tecnicamente, o valor-p, de um valor observado t.,s de alguma
variavel aleatéria T usada como uma estatistica do teste, € a probabilidade de
que, dado que a hipdtese nula é verdadeira, T assumird um valor tdo ou mais
desfavoravel para a hipotese nula quanto o do valor observado t,s “Mais
desfavoravel para a hipotese nula” pode, em alguns casos, significar maior que;
em outros casos, menor que; € em alguns casos, mais afastado de um centro
especificado (teste bilateral).

As seguintes interpretagdes de valores-p, utilizadas para decidir sobre a

"significancia estatistica", normalmente sdo (P-value, 2007):

valor-p > 0,10  Nao existe evidéncia contra H,
valor-p < 0,10  Fraca evidéncia contra Hy

valor-p < 0,05  Evidéncia significativa

valor-p < 0,01  Evidéncia altamente significativa
valor-p < 0,001 Evidéncia extremamente significativa

Quando o valor-p critico é utilizado como critério para decidir se a
hipdtese nula deve ser rejeitada, ele normalmente é comparado ao tamanho do
teste o predeterminado, escolhido de maneira um pouco arbitraria

(freqlientemente fixado em 0,05), sendo que:
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» Sevalor-p < a, rejeita-se Hy.

» Se valor-p > a, ndo se rejeita Ho.

EXEMPLO 3:

E realizado um experimento para determinar se um lancamento de
moeda ¢ justo (50% de chance de cair cara ou coroa) ou viesado, para cara
(> 50% chance de cair cara) ou para coroa (> 50% chance de cair coroa).
Suponha que, de 20 langamentos, o resultado experimental tenha fornecido cara
14 vezes. O valor-p deste resultado seria a chance de em uma moeda honesta
cair pelo menos 14 vezes cara entre os 20 langamentos (pois valores maiores
neste caso também sdo menos favoraveis a hipotese nula de uma moeda justa)
ou no maximo 6 vezes cara entre os 20 lancamentos. Nesse caso, a variavel
aleatéria T tem uma distribuicdo binomial. A probabilidade de que em 20
langamentos de uma moeda honesta ocorram 14 ou mais caras € :

>y 0-n =09 5[

y=14 y y=14 y

20 20 20 20 20 20 20
0,000000954 + + + + + + =
14 15 16 17 18 19 20
0,000000954[38760 +15540+4845+1140+190 + 20 + 1] =0,0577.

Ja que este é um teste bilateral, a probabilidade de que 20 langamentos
da moeda resultem em 14 ou mais caras ou 6 ou menos caras € 0,115.

Se for considerado o nivel de significancia 0,05, o valor-p calculado o
excede e, assim, a hipotese nula, de que o resultado observado de 14 caras entre
20 langamentos vem de uma moeda honesta, ndo € rejeitada. Tal fato é declarado
freqiientemente como sendo “ndo significativo estatisticamente ao nivel de
significancia de 5%”.

Porém, obtendo-se uma tnica cara a mais, o valor-p resultante seria
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20 2 -
Z( OJO’S'V (1-0.5)"" =

y=15\_ YV

20 20 20 20 20 20
0,000000954 + + + + + =0,0207,
15 16 17 18 19 20

que no teste bilateral corresponde a probabilidade de 0,0414.

Desta vez a hipdtese nula - que o resultado observado de 15 caras entre
20 provém de uma moeda honesta - ¢ rejeitada. Tal fato ¢ declarado

freqiientemente como sendo “significativo estatisticamente ao nivel de 5%”.
. . . |
Note que a hipotese alternativa composta (precisa), H, : p # > ndo foi

levada em consideragdo. Assim como, se o problema envolvesse uma hipotese
alternativa simples, esta também nao seria levada em considerag@o no teste de

significancia.

2.2.1 CRITICAS AO TESTE DE SIGNIFICANCIA DE FISHER

O atrativo do valor-p é que ele permite fazer uma afirmacdo absoluta
sobre um modelo a luz dos dados, sem compara-lo com qualquer outro. Tal
afirmagdo ndo € possivel pela funcdo de verossimilhanga, utilizada nos testes de
hipéteses, que compara modelos diferentes. Ha, freqiientemente, uma hipdtese
alternativa H;, mas a constru¢ao do teste de significAncia ndo permite incorporar
uma hipotese alternativa especifica. Obviamente, se 0 modelo da hipotese nula ¢é
rejeitado, outro terd que ser encontrado para substitui-lo, de forma que a
suposicao de ter somente um modelo disponivel pode ser melhor apenas
momentaneamente. Um perigo ¢ que, se 0 modelo a ser testado ¢ especificado

depois de se inspecionarem os dados, o pesquisador pode escolher, até mesmo
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inconscientemente, aquele que produz as observagdes menos raras (Lindsey,
1996).

Neyman criticou os valores-p por violarem o principio freqilientista
(pagina 22), enquanto Jeffreys sentia que a logica de basear valores-p em uma
area de extremidade (como oposta aos dados reais) era tola [“... uma hipotese
possivelmente verdadeira pode ser rejeitada por ndo se preverem resultados
observaveis que ndo tenham ocorrido” (Jeffreys, 1961 citado por Berger, 2003)].
Mais recentemente, com relacdo a ambas as criticas, tem havido grande
discussdo de que a ma interpretagdo, tdo comum de valores-p como
probabilidades de erro, muito frequentemente resulta em consideravel exagero
da evidéncia contra H.

Alguns dos varios equivocos mais freqiientes sobre valores-p sdo dados
a seguir:

1. 0 valor-p ndo € a probabilidade de que a hipotese nula seja verdadeira.

Comparagdo de abordagens Bayesianas e Fisherianas mostra que um
valor-p pode ser muito proximo de zero, enquanto a probabilidade a posteriori

da hipotese nula é muito perto de um. Este € o paradoxo de Jeffreys-Lindley.

2. o valor-p ndo ¢é a probabilidade que decide; ele é “somente uma
aposi¢do” (justificando a “regra” de considerar valores-p pequenos como
“significativos”).

Como o calculo de um valor-p esta baseado na suposigdo que a decisdo
¢ apenas sobre uma hipotese, ele evidentemente ndo pode simultaneamente ser

usado para medir a probabilidade de que a suposicao inicial seja verdadeira.
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3. o valor-p ndo ¢é a probabilidade de errar ao rejeitar a hipotese nula.
Este equivoco é uma versdo da denominada “falacia do promotor>”.

Fisher (1959, citado por Killen, 2005), que introduziu o teste de
significancia da hipotese nula, sabia que “tal teste de significancia ndo permite
que seja feita qualquer afirmagdo sobre a hipdtese em questdo em termos de
probabilidade matematica". Isso ocorre porque tais afirmacgdes de interesse
p(Ho|T >t) geralmente ndo sdo iguais a p(T>t| Hy), que € o valor- p, sendo t o
valor observado da estatistica do teste. A confusdo de uma probabilidade
condicional para a outra ¢ analoga a falacia do promotor. Bayes mostrou que
P(T>t|H,)P(H,)

P(T >t)

P(H,|T2t)= . As probabilidades ndo-condicionais sdo as

densidades a priori, e sao em grande parte desconhecidas. Fisher (1959, citado
por Killen, 2005) deixou claro que p(T>t| Hy) pode “influenciar a aceitagdo da

hipétese nula".

4. [1- (valor-p)] ndo ¢é a probabilidade de a hipotese alternativa ser

verdadeira (Ver item 2).

5. o nivel de significincia do teste ndo ¢ determinado pelo valor-p.

2 A FALACIA DO PROMOTOR: vocé ganha o grande prémio de loteria, mas ¢ entdo acusado de
ter trapaceado. No julgamento, o promotor afirma que ganhar na loteria sem trapacear ¢
extremamente improvavel, e que, entdo, vocé ser inocente deve ser comparavelmente improvavel.
Este raciocinio estd intuitivamente falho. A falha ¢ que o promotor ndo levou em conta a baixa
probabilidade a priori de que vocé, e ndo algum outro, ganharia a loteria em primeiro lugar. A
falacia que usa probabilidade condicional pode ser analisada: Suponha que E ¢ a evidéncia
observada, e I denota que o acusado é inocente. Sabe-se que P(E[I) (a probabilidade que a
evidéncia seja observada se o acusado for inocente) ¢ minima. O promotor conclui injustamente
que P(I|E) (a probabilidade que o acusado ¢ inocente, dada a evidéncia E) ¢ comparativamente
minima. Porém, P(E|l) e P(I|[E) sdo bastante diferentes; usando o teorema de Bayes, tem-se
que:p(1‘5)=[p(5|[),p([)]/p(E). Assim, a probabilidade a priori de inocéncia P(I) e a

probabilidade total da evidéncia observada P(E) precisam ser consideradas. Se P(I) ¢ muito maior
que P(E), entdo P(I|E) pode ser grande também.
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O nivel de significancia de um teste ¢ um valor que deveria ser decidido
pelo pesquisador que interpreta os dados antes de serem vistos, e ¢ comparada
contra o valor-p ou qualquer outra estatistica calculada depois que o teste foi

executado (P-value, 2007).

Interpretacéo do valor-p como uma medida de evidéncia nao-frequientista

A ilustragdo da natureza ndo-freqiientista dos valores-p pode ser vista a

partir do applet disponivel em www.stat.duke.edu/~berger. O applet computa a

proporcao de vezes que a hipdtese nula é verdadeira quando o valor-p estd em
um pequeno intervalo determinado [a,b]. Para realizar os céalculos, € necessario
estabelecer um intervalo bem proximo do valor-p desejado, pois a probabilidade
de um ponto especifico é zero. Entdo, quando se deseja encontrar a proporgao de
vezes que a hipotese nula ¢ verdadeira para um determinado valor-p (por
exemplo, valor-p = 0,05), deve-se escolher um intervalo pequeno (por exemplo,
de 0,049 a 0,05).

O applet considera o teste de Hy: 6 = 0 contra H;i: 6 # 0, em que 0 ¢ a
média de uma distribuicdo normal com desvio padrio 1. S3o tomadas n

observagdes de uma populagdo normal e o teste & baseado na estatistica usual

Jn ‘)? ‘ . O aplicativo simula uma longa série de tais testes, e simplesmente conta

com que freqiiéncia Hy é verdadeira e falsa sempre que o valor-p estd no
intervalo especificado.
Para rodar o applet deve-se escolher, além do intervalo para o calculo do
valor-p:
1°) De que forma sdo geradas as observagdes? Deve-se definir a propor¢ao
de observagdes geradas a partir da hipétese nula, isto €, a propor¢ao de hipoteses
nulas, Hy, que serdo escolhidas inicialmente sendo verdadeiras na sucessdo de

testes simulados;
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2°) Como sera definida a hipodtese alternativa? Deve-se definir o valor da
média da normal que aparece sob a hipétese alternativa, H;, na sucessdo de
testes simulados. Pode-se escolher a média da hipdtese alternativa como um
ponto fixo, ou gera-la aleatoriamente de uma das distribui¢des disponiveis no
applet (Normal ou Uniforme).

3°) Estabelecem-se também o tamanho da amostra ¢ o numero de

simula¢des a serem realizadas.

Definidos os critérios, sdo geradas as n observacdes de acordo com a
hipotese nula ou alternativa na proporcao estabelecida. Para cada simulacdo ¢
calculado o valor-p baseado, obviamente, na hipdtese nula. Se o valor calculado
pertence ao intervalo determinado, a simulagdo ¢ registrada e, entdo, verificam
se os dados que forneceram este valor-p foram realmente originados da hipotese
nula ou nao.

A tabela 1.3 seguinte mostra os resultados de algumas simulagdes

utilizando este applet.

TABELA 1.3 - Freqiiéncia de Hy verdadeira no teste com Hy: X ~N(0,1) versus
H,~N(6,1) para valor-p no intervalo 0,049 a 0,05, mostrando a
natureza ndo-freqlientista do valor-p, utilizando 10000
simulagdes com propor¢ao fixada de 50 % de Hy verdadeira.

Distribuig@o da qual Tamanho % H, Verdadeira de
0 da H, foi gerada da Amostra  acordo com o valor-p
N (-1,1) 10 44,32
N@3,1) 10 92,15
U (0,1) 10 29,18
U (0,3) 10 53,25
N (-1,1) 100 70,30
N (3,1) 100 99,11
U (0,1) 100 53,25
U (0,3) 100 77,92
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A principal discussdo é que alguns pesquisadores — nas aplicacdes —
potencialmente utilizam valores-p, mas depois caem no impulso de interpreta-
los como probabilidades de erro. Segundo Berger (2003), Fisher ¢ Neyman néao
podem ser culpados por esta situagdo: Neyman foi extremamente claro ao expor
que dever-se-ia usar probabilidade de erro escolhidas pré-experimentalmente se
fosse desejada a validade freqiientista do teste, enquanto Fisher foi muito
cuidadoso em distinguir valores-p de probabilidades de erro. Discussdes sobre
esse fato (e outros aspectos do uso inapropriado de valores-p) t€m sido
repetidamente levantadas em muitos artigos cientificos (Hubbard e Armstrong,
2005; Killen, 2005; Berger, 2003; Sterne e Smith, 2001; Hubbard e Bayarri,
2003).

Tomar uma decisdo ¢ diferente de testar a significancia. A diferenca
entre testes de significincia e o teste como regra para decidir entre as hipoteses
ndo esta nos calculos, mas no raciocinio que os motiva. Em um teste de
significancia focaliza-se uma unica hipotese (Hp) e uma tnica probabilidade (o
valor-p). O objetivo ¢ avaliar a for¢ca de evidéncia amostral contra Hy. Faz-se o
calculo do poder para verificar a sensitividade do teste. Se ndo se pode rejeitar
Hyp, conclui-se apenas que nao ha evidéncia suficiente contra Hy, e ndo que Hy
seja efetivamente verdadeira. Se 0 mesmo problema de inferéncia é encarado
como um problema de decisdo, focalizam-se as duas hipdteses e propde-se uma
regra para decidir entre elas com base na evidéncia amostral. Neste caso, devem-
se focalizar igualmente duas probabilidades, as probabilidades dos dois tipos de
erro, fazendo opg¢ao por uma das duas hipoteses.

Ha distingdes claras entre as duas maneiras de encarar os testes
estatisticos. As vezes, entretanto, as duas abordagens se confundem. A escolha
antecipada de um tamanho de teste a tem sentido quando se quer, além de

descrever a for¢a de evidéncia sobre os dados, tomar uma decisao.
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Diferentes pesquisadores podem desejar utilizar diferentes niveis de
significancia. Segundo Sterne ¢ Smith (2001), é preferivel utilizar o valor-p, que
permite que cada um decida individualmente se a evidéncia é suficientemente
forte. Os usuarios da estatistica tém enfatizado, com freqiiéncia, certos niveis
padrdes de significancia, tais como 10%, 5% e 1%. Essa énfase reflete o tempo
em que as tabelas de valores criticos, € ndo os programas de computador,
dominavam a pratica estatistica. Nao ha linha diviséria rigida entre
“significante” e ‘“ndo-significante”; ha apenas uma evidéncia crescente na
medida em que o valor-p diminui. Nao ha distingdo préatica entre os valores-p
0,049 ¢ 0,051.

Ha distingdes claras entre as duas maneiras de encarar os testes
estatisticos. As vezes, entretanto, as duas abordagens se confundem. A teoria de
Neyman-Pearson de teste de hipoteses, com taxa a de erro Tipo I, como tamanho
do teste, ¢ considerada amplamente como um teste estatistico rigoroso. O
modelo de Fisher de teste de significancia, em que a evidéncia valor-p denota o
“nivel de significancia”, contudo, domina a pratica de testes estatisticos. Este
paradoxo aconteceu porque estas duas teorias incompativeis de testes estatisticos
classicos estiveram juntas, anonimamente misturadas, criando a falsa impresséo
de um unico modelo coerente de decisdo estatistica. Mostra-se que esta
abordagem hibrida, ao testar com valor-p < o como critério de decisdo, ¢
utilizada em alguns livros de ensino e de pesquisa. Quer dizer, os pesquisadores
que assim agem tentam o impossivel interpretando, simultaneamente, o valor-p
como uma taxa de erro Tipo I e como uma medida de evidéncia contra a
hipétese nula. O resultado disso ¢ que alguns ainda ndo sabem o que a mais
apreciada, e onipresente ¢ desejada indagagdo,“significAncia estatistica”,
realmente significa (Hubbard e Armstrong, 2005).

Segundo Berger (2003), € natural (e comum), em outras ciéncias, culpar

os profissionais da estatistica pela situacdo, apontando que livros didaticos
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comuns ensinam o teste freqiientista de Neyman-Pearson e, depois, valores-p
sem aviso suficiente de que estas sdo metodologias com principios
completamente diferentes. Mais ainda, segundo Berger (2003), os estatisticos
ndo estdo isentos de culpa em um sentido: ndo se tem feito um esforco
profissional conjunto para fornecer ao mundo cientifico uma metodologia de
teste unificada e, assim, todos se tornam cumplices silenciosos dessa situagdo
infeliz. Sem uma metodologia de teste unificada disponivel, é tempo de se
empenhar para construir ¢ fornecer aos ndo-estatisticos ferramentas de teste para

que eles possam efetivamente usar e entender.

2.3 TESTE DE HIPOTESES NO CONTEXTO BAYESIANO

2.3.1 DEFINICOES GERAIS

Na teoria de teste de hipoteses, no caso de hipodtese simples versus
simples, ¢ usual ponderar os erros tipo I e tipo II através de uma fungdo
denominada fun¢do perda, /(3; ;0;), em que &; ¢ a decisdo de aceitar H; e 0; € o
valor do parametro. Geralmente /(5; ;0;) = 0, enquanto /(3; ;00) = lp € I(5¢;01) = I,,

em que /y e /; s@o constantes positivas (Tabela 1.4).

TABELA 1.4 — Fungdo perda para teste de hipoteses simples x simples

Ocorre Hy | Ocorre H;
O 0 l;
0 Ly 0

Um critério de comparagao entre dois testes € naturalmente o critério de
se optar pelo teste que apresenta menores perdas. Como se t€m dois erros
possiveis, toma-se a perda média como critério.

Iy [probabilidade de cometer erro Tipo I ] +
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[;.[probabilidade de cometer erro Tipo II |

A funcdo de decisio de um teste Y é dada em termos da amostra da

forma
o, se (X,,....X )eC
§(Xpeo X, )=1" (X, )<
5, se (X,...X,)eC;
Pode-se, entdo, definir a fungdo riscoR,(0) como sendo a perda
esperada.

Definicao 1:

A Fungdo Risco R, (0) de um teste Y ¢ definida como:

R.(0)=E, [1(5,6)]:_[:..J.Z(51,¢9)L(x|0)dx+£.j.jl(50,€)L(x|¢9)dx

em que L(x|¢9)=ll[f(x[;¢9).

Portanto,

R.(6,)=lia+0=R.(6,)=la e R.(6)=15.

E desejavel escolher um teste Y que possua a menor fungdo risco, mas,
infelizmente, tal teste raramente existe (Mood, Graybill & Boes, 1974). A
dificuldade ¢ que a fungdo risco assume dois valores, € um teste que minimize
ambos os valores geralmente ndo existe. Um outro critério menos desejavel,
porém util, ¢ o de minimizar o maior valor da fungdo risco.

Definicao 2:

Um teste Y, de Hy: 0 = 0, versus H;: 8 = 6, ¢ definido como sendo um

teste minimax se € somente se:

(6,),R, (@)]Smax[Rr(ﬁo),Rr(Hl)]

m m

max [R]r

para qualquer outro teste Y .
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Teorema:

Para uma amostra aleatéria X ..., X, de fy ou f}, i.i.d., considere o teste
Y, dado pela regido critica G = {(x] ,...,xn) :B< km} , em que B é a razdo de
verossimilhangas e k;, uma constante positiva, e funcéo perda / = (Zo,l1 ) , tal que
R, (6,)=R; (6,),entdo Y, éminimax (Mood, Graybill & Boes, 1974).

No contexto Bayesiano tem-se um outro critério para decidir sobre a
optimalidade de um teste. Considerando uma distribui¢do a priori 7,
Ty = P[H = 90] =1 —P[H =0, ] , deve-se utilizar a média da func¢do risco em
relagdo a prioriz .

Definicao 3:

Risco de Bayes de um teste Y com priori 7 é definido por:
r(;r) =E” [RY (0)} = (1 - 710)R)r ((90) + (7[0)1?Y (6’1)
Definicao 4:

Um teste Y ¢ dito Bayesiano com respeito a uma priori 7z se

(1=7) Ry (6,)+ (7o) Ry (6)<(1=70) Ry (6) + (7)) Ry (6))
para qualquer outro teste Y, isto €, se seu risco de Bayes ¢ o menor possivel.

O Lema de Neyman-Pearson estabelece que um teste mais poderoso de
tamanho o de H, versus H; € o teste de razdo de verossimilhangas, isto é, aquele
que tem a regido critica da forma

C= {(xl,...,xn ):B(x) = M < b(}
L(6;x)

para alguma constante ndo-negativa b,.

Os testes Bayesianos sdao também testes de razdo de verossimilhangas:

LEMA 1.

Testes de Bayes e Testes de Razdo de Verossimilhancas sdo

equivalentes, isto ¢, todo Teste de Razdo de Verossimilhangas é um Teste de
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Bayes para alguma priori = (7, 7;) e todo Teste de Bayes é um Teste de Razdo

ml
de Verossimilhan¢as com b, =—-.
ol

PROVA:

O teste de Bayes define uma regido critica C, que minimiza o risco

esperado r(7)= I"(7Z’,§”) =z lya + L f
=y Pr[X €C, |6+ ml Pr| X €C. |6, |=

=7,l, j L(6y;x)dx + ,l, J L(6,;x)dx
C, Cx

Assumindo que X € continuo, e que a fun¢do de verossimilhanga satisfaz

condi¢des de regularidade apropriadas, tem-se:

C

3

7ol j L(6y;x)dx + ], {1 - I L(Hl;x)dx} =l + J. [ﬁOZOL(HO;x) - ﬁlllL(Hl;x)]dx
C, ¢,

Para minimizar esta expressdo deve-se escolher C, que inclua todo x
para o qual o integrando é negativo e exclua todo x para o qual o integrando ¢

positivo; conseqiientemente, xeC, se e somente se

L(@O;x) <lli

[ﬂOIOL(GO;x) —ﬂlllL(Hl;x)] <0, isto é, x € C, se e somente se L(0:%)  lom, .

Isso demonstra o lema, ja que para qualquer b e qualquer /y, /; >0 pode-
. . I, l
se escolher priori 7 = (7[0,7[1 ) que satisfaga — =5

0
—.
o L

Considere o seguinte teste Bayesiano Y _com regido critica dada por:

- :{(XI""’X"):B(X) = /(x16) <7 }

f(x|91) _107[0
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. . . T ~
Se a razio entre as densidades a priori for p =L € a razdo entre as

7Ty
perdas for [ = L , tem-se:
0
Z7z1
C, =1(x 0 )B(x)— = C, ={(x,.x,): B(X)<Ip|
6,) 17[0
( ‘00) 177}
C.=:(x,..,x,): B(x) = =
{(1 SRED
x|

Cﬁ{(xl,...,xn).jii |Z(:;Z_l i}

Dividindo numerador e denominador por [ f(x16,)m+ f(x16,) 7[1] , tem-se:

f(x|‘90)”0
,f(x|‘90)770+f(x|‘91)771 l1
A () A
f(x|00)”0+f(x|‘91)771

f(x|‘90)770
f(x|‘90)770+f(x|91)771

C =

T

Mas, pelo Teorema de Bayes. f (490 | x) =

Entao:

c. ={(x1,...,xn):f(9° )

Ou seja, a regido critica pode ser expressa em fungdo de razdo das
densidades a posteriori e de razdo entre as perdas. O teste Bayesiano baseado
nesta regido critica ¢ dado da seguinte maneira:

se I, f (6, 1x)<1, /(6 |x), rejeita-se H,
sel,f (6, 1x)>1£ (6| x), aceita-se H,
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2.3.2. MEDIDAS DE EVIDENCIA BAYESIANA USUAIS

No problema estatistico de Testes de Hipdteses sob a abordagem
Bayesiana apo0s a realizagdo do teste, que é simplesmente a regra de decisdo, ou
seja, a regido critica, ¢ necessario apresentar uma medida de evidéncia. Na
abordagem freqiientista, como comentado no item 2, ¢ muito usado, as vezes
inconvenientemente, o valor-p como medida de evidéncia, que se baseia na
distribui¢ao da estatistica do teste sob Hy. Na abordagem Bayesiana, as medidas
de evidéncia usuais para teste de hipotese sdo o Fator de Bayes e a Probabilidade
a posteriori de Hy, que no caso de hipdteses simples se reduzem a mesma
medida. Pode também ser utilizada como medida de evidéncia a perda esperada

a posteriori (Berger, 1985).

Probabilidade a posteriori de Hy

A probabilidade a posteriori com relacdo a hipdtese nula é dada por

f(x‘eo)”o ‘
f(x|90)770+f(x|91)7[1

A hipotese nula é aceita sempre que f(0y|x) é grande, significando que os

f(6]x)=

dados favorecem a hipotese nula, e sera rejeitada caso contrario.

Perda esperada a posteriori

E simplesmente a ponderagdo da probabilidade a posteriori pelas perdas
[; associadas a cada decisdo 6;, de forma que:
Em caso de rejeigdo, apresenta-se como medida de evidéncia:

f(x|‘90)”0
f(x16)m + f(x16)7, |

Em caso de aceitagdo, apresenta-se como medida de evidéncia:

p(f(01x).a) =1,/ (8, 1x)=1,
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f(x|‘91)7[0

p(f(9|x),a0)=l1f(91|x):ll f(x|90)ﬂ-0+f(x|91)771 ’

sendo ag; a acdo de Bayes tomada.
Obs.: A funcdo Risco é pré-experimental, pois tem-se uma integragdo para os
valores possiveis de x, enquanto a perda esperada a posteriori é considerada

uma medida de evidéncia pds-experimental.

Fator de Bayes

Sejam H,:0€0®,e H,:0<0®, as hipoteses a serem testadas com
0,U0,=0,0,n0,=J,0,z0e 0,J.
O Fator de Bayes em favor da hipdtese nula ¢ dada por

zm(x|H0)

FB,(x) —— Gc11,)

, em que m(x|H,.):J-® L(x|6)r,(0)d8, ou seja, a razdo

entre as preditivas. Quando o espago paramétrico se reduz a ® ={€0,€1} , ou

seja, as hipdteses nula e alternativa sdo simples, o Fator de Bayes se reduz a

L(x|€0)
L(x|t91)

FB, (x) = , coincidindo com a razdo de verossimilhangas. Aceita-se a

hipétese nula sempre que FBy(x) ¢ grande, significando que os dados observados

favorecem a hipotese nula, geralmente quando o Fator de Bayes ¢ maior que 1,

ou seja, m(x|H0)>m(x|H1).

Recentemente, uma outra medida de evidéncia foi proposta por Pereira e
Stern (1999). E a metodologia denominada FBST (Full Bayesian Significance
Test), que ¢ adequada para hipdteses precisas (H,:0=60, x H,:0+6,)) e,

portanto, ndo sera abordada neste trabalho.
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2.3.3. TESTES BAYESIANOS APRESENTANDO MEDIDAS DE
EVIDENCIA

No teste Y _, sendo incluida uma medida de evidéncia como a perda

esperada a posteriori, este passa a ser apresentado da seguinte maneira:

se [, f (6’0 |x) <Lf (01 |x), rejeita-se H, com perda esperada a posteriori

f(x|052|f0}7([;91)n1}:l {B(igjrz?ﬂl}

sel,f (00 |x) > f (01 |x), aceita-se H, com perda esperada a posteriori

LS (6 1x)=1, |:f(x|9££fx0|fl}7([;el)ﬂli|:4 {B(x)f’lo “J

lof(90|x)=l{

Alguns casos particulares importantes do teste Y sdo:

» Se for utilizada uma priori objetiva my = %2, lembrando que B(x) =

1(x|00)/1(x|0,), tem-se que o teste fica da forma:
se I,/ (6,1x)<Lf(6]x),

B(x
rejeita-se H, com perda esperada a posteriori /, f (90 | x) = I, [B( () J
x)+

"o se Lf (6, 1x)>11 (6 |x),

1
aceita-se H, com perda esperada a posteriori /, f (6, |x)= [ | ————
0 p p p S(61x) I{B(X)HJ

» Se forem assumidas perdas iguais, [,)= [;, para as possiveis decisdes

incorretas e 0 para uma decisdo correta, a regido critica fica da forma:

- :{(x]""’xn)33(x)<z_; ou j;((z—?:i)L 1}

ou, simplesmente,

C, ={(xrx,): (6,1 x) < £ (6] x)} .
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Ou seja, a regido critica é definida em termos apenas da densidade a
posteriori. Portanto, os testes consistem em simplesmente aceitar a hipotese que

possui a maior probabilidade a posteriori.

. /s
No caso em que 1y #m;, definindo p =L, tem-se

7[0
f(x|90)7z_
f(g |X)= f(X|90)7Z'0 — f(X|91) ’
VS8 S (x10) 7 f(x16)  f(x18)
f(x16)"" f(x16)"
Ty
— B(x)ﬂ-O _ B(X);O = f(e |)C)_ B(X)
_B(x)ﬁ0+7r1 _B(x)@+ﬂ ’ _B(x)+p
T, T,
e também
f(x|91)ﬂ_
f(9|X)= f(X|91)7Z'1 — f(X|91) 1 —
0w s (10w S(16)  S(16)
f(x16)" f(x16)"
2
__m M (g x)=—EP .
7 +B(x)7, ﬂ+3(x)@ /(@) p+B(x)
7Ty 7Ty

E o teste Bayesiano, Y _, para perdas iguais e razdo entre as densidades

a priori dada por p, fica da forma:
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se f(6’0 |x) <f(6’1 |x), rejeita-se H,
- B(x)
com perda esperada a posteriori f (6, | x)=————
¥ - B(x)+p '
se f(t90 |x)2f(6?1 |x), aceita-se H,
com perda esperada a posteriori f (6, | x)= ﬁ
x)+p

Além de perdas iguais, se a densidade a priori for particularizada para my = %2 ,

tem-se:
se B(x)<l1 ou f(t90 |x) <f(6’l |x), rejeita-se H,
. B
com perda esperada a posteriori f (00 | x) = (x)
Y - 1+ B(x)
" |se B(x)=1 ou f(HO |x)2f(6?1 |x), aceita-se H,
1
com perda esperada a posteriori f (6, | x)=
P p P S(O1x)=1— =

Essas perdas esperadas a posteriori sao simplesmente as probabilidades

a posteriori (Figura 1.5).

FIGURA 1.5 — Representagdo das probabilidades a posteriori em fungdo de

razdo de verossimilhangas.
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Retornando aos testes minimax, deve-se observar que o teste de Bayes
escolhe C; que minimiza o risco esperado, min {rz/a+mlf}, ou

equivalentemente, a perda esperada em que a esperanga ¢ determinada com

respeito a distribuicdo a posteriori de 0. Por outro lado, o teste minimax
minimiza o risco maximo, isto ¢, minimiza {Max{loa,llﬁ}} (Garthwaite,

Jolliffe & Jones, 1995).

H4 um resultado geral, em teoria de decisdo, segundo o qual, quando ha
um nuamero finito de possiveis decisdes e ha um Unico procedimento minimax,
entdo ele ¢ um procedimento de Bayes para a distribuicdo a priori menos
favoravel. A razdo para este nome ¢ que, entre todas as distribuigdes a priori
possiveis, esta é a priori para o qual o risco esperado minimo € um maximo
(Ferguson, 1967).

O procedimento de Bayes, que ¢ também um procedimento minimax, &

aquele que possui risco constante para todo 0, ou seja, /,a =/, . Esse resultado

¢ justificado por observar que a cresce quando 3 decresce, e vice-versa, de forma
que o decrescimento de um deles levaria ao crescimento do outro
conseqiientemente, cresceria a perda maxima (Garthwaite, Jolliffe & Jones,
1995).

Tem-se ainda que, como o teste minimax ¢ um teste de Bayes para
determinada priori, 0 minimax deve ser um teste de razdo de verossimilhangas e,
conseqiientemente, um teste mais poderoso para algum valor de a. Dessa forma,
segue que o teste minimax ¢ um teste de razdo de verossimilhangas para o qual

l,a =1, f (Garthwaite, Jolliffe & Jones, 1995).
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EXEMPLO 1(b)

Dando continuidade ao exemplo 1 de se testarem as hipoteses simples
Hy: 6= 6, versus H;: 6= 0;, sendo 6, < 6y, f(x;ﬁ)zé?e’gx, utilizado para

ilustrar o lema de Neyman-Pearson, deseja-se agora verificar o que ocorre
quando sao utilizadas fung¢des perda.

Pelo Lema 1 (pagina 38), um teste de Bayes ¢ um Teste de razdo de

- l
Verossimilhangas com b, =——-.
7[0[0

Considere 0 = 1e 0; = 2 com tamanho de amostran =4 e perdas [p=2 ¢
[;=1 e priori my = %4 ¢ m;= %. Entdo, o teste Bayesiano tem a regido critica, dada

por:

f(x16) bz, S (6-6) |hm\6

PORAGILYPLLIN M. 1n[’1”1 (ij }

ISP, IS

4
Como » X, ~Gama(4,1) e
i=1

4 SR

a=P X <3,178 |= | ——)led

Q{Z l } !r(“)y y
3,178

a:% [ yerdy=0,3926= [ =39,26%)
0

4
e para a hipotese alternativa ZX L~ Gama(4, 2)

i=1

3,178

4
1
=P §X.>3,178 =1- | ——y*2% 4
/ a[zel l } !F(“)y g
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3,178
_1_1 =2 3,2y _1_ _
B=1 {3.([ye dy}—l 0,8778 = [ =12,22%

O risco de Bayes ¢ de

1
7‘(7[) =rla+mlfp= 2(1)0,3926 +%(2)0,1222 =0,09815+0,1833=0,2815.
Usando a abordagem freqiientista, isto é, considerando simplesmente o
teste de Razdo de Verossimilhangas, fixando a = 0,05, o valor critico para a

regido de rejeicdo € de

k

a:@u[i)@gk}:jL
i=l1

3 -y
ye'dy=0,05=k=1367,
2 T(4)

que corresponde a uma probabilidade de erro tipo II dada por:

4 1,367
p=P, {ZX,->1,367}=1— Iﬁyﬁ“e”dyzl—o,z%j.
i=1 0

O Teste de Bayes aumentou, entdo, consideravelmente o além de

quaisquer dos niveis fixos habituais, mas, a0 mesmo tempo,  foi muito

. . I 31
reduzido. O fato de que B < a segue da de&gualdade% = 14— >1.
-
Se as informagdes a priori forem ignoradas e utilizado o procedimento

minimax com risco constante, em que a/, = A, , o qual é um teste de Bayes para
4
um priori adequada m, tem-se 2« = e regido critica in <2,1975, sendo o =

i=1

0,18015 ¢ p =0,3603, ¢ o risco de Bayes sobe para I"(ﬂ') =l,a=1/=0,3603.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 TESTES FREQUENTISTAS CONDICIONAIS

Os testes freqiientistas tradicionais ou nao-condicionais apresentam
probabilidades de erro independentes dos dados; assim, para um teste de

tamanho « =0,05, apresenta-se a mesma probabilidade de erro na rejeicéo se os
dados estdo apenas no limite da rejeicdo ou mais internamente na regido de
rejeicdo. Apos definida a regido critica C,, a decisdo e os erros tipo I e II sdo os

mesmos para amostras obtidas em diferentes regides do espago amostral,
respectivamente, dentro e fora da regido critica. Ou seja, o teste de hipoteses
tradicional ndo depende da distancia dos valores observados em relacdo a
fronteira da regido critica. Na Figura 2.1 pode-se perceber que apesar de as
observagdes X; € x; estarem muito proximas em relagdo ao espago amostral,
corresponderiam a decisdes diferentes, enquanto, entre x; € X,, ambas seriam
rejeitadas no teste Y de tamanho o, ndo apresentando nenhuma medida que leve
em consideragdo que X, esta mais afastada da fronteira do que x;. O mesmo
ocorre com X; € X4, que seriam aceitos com mesmo nivel de confianca apesar das

distancias em relacdo a fronteira da regido critica.
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X4 X3

FIGURA 2.1 — Representagdo, no espaco das realizacdes, de diferentes
distancias da amostra em relacdo a regido critica, tanto para
rejeicdo (X, X;) quanto para aceitagdo (X3, X4) da hipdtese
nula.

Como o objetivo de um experimento ¢ encontrar a magnitude das
diferencas entre as hipoteses, a forma tradicional de contornar este problema ¢
através de um teste de significancia ou de um valor p. Observe, entretanto, como
foi descrito no item 2 do capitulol, que valores-p ndo sdo verdadeiras medidas
de erro freqilientistas. Assim, ao se desejar uma solugdo freqiientista para as
criticas feitas aos testes de hipoteses, o valor-p ndo é o recurso adequado. De
fato, ha uma intensa discussdo sobre como os valores-p podem ser altamente
enganosos quando interpretados erroneamente como razdes de erro freqiientista
no teste de hipoteses (Berger, 2003).

Kiefer (1977) propds que os freqiientistas tentassem empregar a
metodologia denominada “teste freqiientista condicional” para superar estes
problemas. O artigo de Kiefer (1977) foi de grande importancia e também muito
debatido, merecendo comentarios de outros estatisticos, como George A.
Barnard, Lawrence D. Brown, Robert J. Buehler, Arthur P. Dempster, Oscar
Kempthorne, Dennis V. Lindley e J. Wolfowitz.
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A idéia basica por tras desta abordagem freqiientista condicional ¢
construir uma medida estatistica de “for¢ca de evidéncia” nos dados. A idéia é
particionar o espago amostral, X", utilizando uma estatistica condicionante Z,
obtendo-se um subespaco C,, tal que

x"=JC,, comC,nC, =,
Z=2
e entdo desenvolver medidas freqiientistas condicionais em C, .

E importante ressaltar que as medidas freqiientistas condicionais
construidas dessa maneira sdo totalmente freqiientistas e provavelmente, para a
maioria das pessoas, claramente mais faceis de interpretar do que as medidas
freqiientistas ndo-condicionais. Elas tém a mesma propriedade ndo-condicional,
contudo podem fornecer mais garantia sobre a decisdo a ser tomada, pois
dependem do conjunto de dados obtido (Berger, 2003).

A teoria desenvolvida pode ser exemplificada em uma situagdo bastante

simples.
EXEMPLO 1 (c)

Dando continuidade ao exemplo 1(a), para f(X;H)zé?e’gx, se forem

testadas as hipdteses simples Hy: 6 = 1 versus H;: 8 = 2, considerando o tamanho
de amostra n = 4, tem-se que o menor valor possivel para a variavel B(x) ¢ dado

por

4n 5 43X 4
B(X)ZIe—:(lJ e~ e, quando ZXi ~0, tem-se

i=1
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O teste freqiientista ndo-condicional (teste de razdo de verossimilhancas)
com o critério de apresentar uma probabilidade de erro tipo I igual ao erro tipo 11
¢ definido pelo valor critico B(x) <0,797 com a = = 25,2%, isto é, consiste
em rejeitar a hipdtese nula se o valor observado para B(x) for menor ou igual a
0,797 (Tabela 1.2). E intuitivo que, nesta situagio, ao se realizar um
experimento, € encontrar um valor de razdo de verossimilhangas b igual a 0,69,
tem-se uma menor evidéncia para recusar a hipdtese nula do que no caso em que
se obteve uma amostra que forneca b igual a 0,15, por exemplo. Neste caso,
parece razoavel subdividir a regido critica em “sub-regides” de tal modo que seja
possivel estabelecer probabilidades de erros dependes do fato de que o valor

observado pertenga ou ndo a determinada “sub-regido”.

2.1.1 Probabilidades de Erros Tipo I e I Condicionais aos Dados

Deseja-se, agora, apresentar uma medida de evidéncia que sera
denominada probabilidade de erro condicional. Essa medida de erros tipo I e 11
sera calculada condicionalmente ao fato de os dados estarem numa ““subregido”,
denominada aqui de regido de baixa ou alta evidéncia, contraria ou a favor de
Hy, determinada pela parti¢do do espaco amostral.

Para explicar tal parti¢do, considere o problema apresentado no exemplo

1 (c). Deseja-se estabelecer uma parti¢ao de [0,00) de forma que se tenham dois

niveis de confianca relativos a rejeitar ou ndo a hipdtese nula. A idéia é, entdo,
obter dois valores ¢ e d para os quais se tem uma alta evidéncia, tanto para
recusar a hipotese nula se b< ¢ quanto para aceita-la se d < b, e uma evidéncia
menor em rejeitar a hipotese nula para o caso em que ¢ <b< 0,797 ou aceita-la,

quando 0,797 <b < d (Figura 2.2).
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Regido de alta evidéncia (ae)

A 4

—

T d +00

Regido de baixa evidéncia (be)

FIGURA 2.2 - Representagdo das regides de decisdo com diferentes niveis de

confianga.

Para o exemplo 1 (c), eles serdo definidos da seguinte maneira:

Dado que o valor de b resultante da amostra observada (X,...,X, )esta
na regido de alta evidéncia (ae), ou seja, be ([(0,5)4 ,C:| v, [d,oo)), a

probabilidade de que ele esteja no intervalo [(0,5)4 ,CJ define a taxa de erro

tipo I condicional a,., dada por

@ =P {be[(05) c] [ be([(0.5)"c]ud.e) |- Fa (¢)

Fe(c)+(1-Fo(d))

Utilizando as expressoes (1.3) e (1.4), deduzidas na pagina 13,

F2 (b) = r[n,wle_—oeo)m[[z;;jn bD ¢ Fl(b)= F[n,ﬁl{(%}n bn

tem-se:
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ln|:24c] 1 .
———~ye’dy
L | @) 3
% [t 5

| .
.[r(4)ye dy + .[ F(4)

0 ln[z“d]

y’e”dy

In[16¢]
[ yedy
_ 0 @2.1).

Pae In[16¢] ©
_[ yeVdy+ j y’edy
0

In[16d]

E na regido de baixa evidéncia (be), tem-se:

o, =P {be]e:0.797] | be (e:0.797]0]0.797:d])} =

In(16x0,797)
[ yerdy
_ In16
e = In(16x0,797) : Inl6d (2.2).
J. y'eVdy + _[ y'e”'dy
In16c In(16x0,797)

Como o interesse principal, neste trabalho, sdo os testes de hipoteses em

que os erros tipo I e tipo Il sdo igualmente importantes, ¢ necessario avaliar,

também, as probabilidades de erros condicionais tipo Il resultantes deste

procedimento, que sdao dadas por:
B =P, {b e[d.o)be([(0.5)" ] u[d,oo))} _

1-F(d)

FL(e)+(1-Fi(d)

y'e™dy
B 2In[16xd] .
ﬂae ~ 2m[16¢] ® 2:3)
I y'e Vdy + _[ y’e”'dy
0 2In[16xd]
€
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=P {p <0 797:0[]b < (e:0.797] U Jo. 7972 )} =

2In(16d)
y'e'dy
_ 2In(16x0,797)
Poe = 21n(16x0,797) Tinied 2.4).
J‘ yeVdy + J‘ ye Vdy
2In16c 2In(16x0,797)

A escolha dos valores de ¢ e d ¢ muito subjetiva da maneira como foi
definida. Por exemplo, para uma taxa de erro tipo I condicional fixada em
e = 0,10, na regido de alta evidéncia, pode-se considerar, por exemplo, o valor
de c=0,2, isto &,

Jrejeita-se Hy se

B(X)SC:%SCD%SO,ZD L, <0,2L, = 5L, <L,.
1 1

Ou seja, se a hipdtese alternativa é, no minimo, cinco vezes mais
verossimil do que a hipotese nula.

Para este valor sugerido de c e com a taxa de erro condicional tipo I
definida em 10%, tem-se o valor de d obtido resolvendo-se a equacdo integral
(2.1)

[ 2%0,2]

1o
——ye’dy
I @

=0,10>

In[2%0,2] ) - - ! -
D rwre e Ly
que resulta em d igual a 8,592, que, por sua vez, fornece uma probabilidade de
erro condicional tipo I na regido de baixa evidéncia oy = 0,32, dada pela integral
(2.2).
Para a probabilidade de erro condicional tipo II, resolvendo as integrais

(2.3) e (2.4), tem-se que B, = 0,05 e Py = 0,31. E claro que a probabilidade de
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ocorréncia de determinada amostra na regido de alta ou baixa evidéncia ¢
dependente da distribuicdo de B(X) sob Hy e H; e influencia diretamente no
calculo da esperanga da probabilidade de erro condicional tipo I e II (Figura
2.3).

e = 0,10 tpe = 0,32 Bre= 0,31 Bae = 0,05

[ >

8,592 +o0
Probabilidade d

ocoménciados > ° 22.2% 472%  27,6% Sob H,
dados na regido

ae ou be 20,6 % 54,2 % 24,1 % 1,1 % Sob H;
Probabilidade de

erro nio- 25,2 % 25,2 %
condicional

FIGURA 2.3 - Regides de alta e baixa evidéncia para rejeigdo e aceitagdo de Hy

e respectivos erros.

Conseqlientemente, se for usada esta partigdo simples no exemplo 1(c)
com ¢ = 0,2, e for observado o valor de b = 0,69, diz-se que “H, ¢ rejeitada com
erro condicional de 32%”; porém, se for observado b = 0,15, diz-se que “H, ¢
rejeitada com probabilidade de erro condicional de 10 %”.

Entdo, o pesquisador deve decidir se é desejavel “particionar” os 25,2 %
de probabilidade de tomar uma decis@o errada, obtidos por um teste freqiientista
ndo-condicional, em uma parti¢do na qual se tém duas probabilidades de erro

tipo I, sendo 3% a chance de ocorréncia de dados na regido em que se tem
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probabilidade de 10% de erro ao rejeitar (inferior ao o =25,2 %) e 22,2 % a
chance de ocorréncia de dados na regido em que se tem probabilidade de rejeitar
com erro de 32 % (superior ao o =25,2 %, inicialmente estabelecido com
b.=0,797). O mesmo ocorre com a probabilidade de aceitar, em que os erros
sdo “particionados” em 1,1 % de chance de ocorréncia de dados com a igual a
1,1 % (inferior ao B=25,2%) e 24,1% de chance de ocorréncia de dados
quando se apresenta probabilidade de erro igual a 31 % (superior ao = 25,2 %).
Isso reflete o objetivo do teste com taxas de erros freqiientistas condicionais de
declarar uma medida de maior confianga para valores mais afastados da fronteira
da regido critica. Observe que a regido critica continua sendo estabelecida pré-
experimentalmente, mas a diferenca basica ¢ que, nesse tipo de teste, a
probabilidade de erro apresentada ndo ¢ aquela fixada para definir a regido
critica, e sim uma taxa de erro dependente do conjunto de dados observado e,
por isso, condicional. O que a teoria de testes com erros freqiientistas
condicionais propde ¢ uma particdo da regido critica (¢ também da regido de
aceitagdo) de modo que a probabilidade de erro apresentada seja dependente da
distancia dos dados observados em relagdo a fronteira da regido critica.

E importante lembrar que um freqiientista, ao realizar um teste de hipotese
tradicional, rejeitaria a hipotese nula nos dois casos comentados no exemplo
1 (c) (b=0,69 oub=0,15), pois b, = 0,797, mas com o tamanho do teste fixado
em o=p=252% para n =4, e se fosse realizado também um teste de
significancia, o valor-p calculado para b=0,69 seria igual a 0,2216, ¢ para
b=0,15, a 0,0123, indicando maior evidéncia para rejei¢do de Hy no caso em
que b=0,15. Mas os valores-p ndo tém interpretacdo como probabilidades de
erro freqiientistas e esse pode ser um procedimento inadequado em alguns casos,
como o de realizar o teste hibrido comparando o com o valor-p, como

comentado no item 2 do capitulo 1.
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Outros possiveis valores de c, para o exemplo 1(c) em que n = 4, foram
estabelecidos e os valores de d, ope, Pac © Pre resultantes foram calculados
fixando a probabilidade de erro condicional tipo I em a,. = 0,10. Os resultados

estdo exibidos na Tabela 2.1 seguinte.

TABELA 2.1 - Alguns possiveis valores para limitar as regioes de alta e baixa

evidéncia e seus erros resultantes paran=4 ¢ a,.= 0,1.

c¢| 0,07 0,08 0,1 0,2 0,25 0,3 0,31 0,315 0,319
d [102x10* 24806 1048 8,592 2,846 1,129 0943 0,861 0,799
ope | 0,2522 0,2524 0,2544 0,3195 0,4184 0,6981 0,8251 0,911 0,996
Bae| 0,00 0,00 0,00 0,0531 0,1518 0,3086 0,3454 0,3643 0,3799
Boe| 0,2524 0,2528 0,2564 0,3079 0,3081 0,1825 0,1082 0,0558 0,0020

Nota-se que, para o valor de o, estabelecido, uma das menores
probabilidades de erro condicional tipo I obtidas para a regido de baixa
evidéncia foi proxima ao proprio erro usual para este caso, que ¢ de 25,2%, com
um valor de d muito afastado do valor critico b, = 0,797. Da mesma forma que a
probabilidade de erro tipo I na regido de baixa evidéncia tende a ser muito maior
a medida que d se aproxima do valor critico 0,797 estabelecido para o teste
freqiientista. Observa-se também que, como o tamanho de amostra é pequeno
(n=4), o teste se torna muito robusto, pois quando o valor de ¢ passa de 0,2 para
0,319, a probabilidade de erro tipo I na regido de baixa evidéncia € praticamente

1.
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O valor de d deve ser maior que o valor critico, ou seja, 0,797 <d <o0.

Como o valor de c¢ estd relacionado ao valor de d, este também fica limitado.

Assim, para esse caso, o valor maximo para c é:

In[16¢]
[ yedy
Qe = 0’1 - In[16¢] - © =
_[ y'e Ydy + _[ y'e 'dy
0 In[16d]

In[16(0,797)]

In[16¢] o
0,9[ I y3eydyJ=O,1( J' y3eydyJ:>
0

In[16¢] ®
1
I yleVdy = —[ J‘ y3eydy] ~0,0831=c=0,32
0 9 2,546
Portanto, o maior valor admissivel para ¢ deve ser menor que 0,32, o que explica
0 dpe = 0,996 quando isso ocorre.
Para valores do limite ¢ da regido de alta evidéncia inferiores a 0,1, o

intervalo resultante [c,d] corresponde a mais de 99% da distribuigdo de F) (b)

Como conseqiiéncia, obtém-se probabilidades de erros praticamente iguais as do
teste ndo-condicional, sendo ope = € Ppe =B, enquanto age =0 € Pge =0.

Uma observacdo interessante ¢ que, ponderando os dois erros pela
probabilidade da regido que os define, obtém-se a taxa de erro tipo I e I do teste

freqiientista ndo-condicional, que ¢ de 25,2%.
. % P, ([0,0625;¢]U[d;0)) + e, x P, (]c:0,797]w]0,797:d[) =
_ P([0,0625;c])
P, ([0,0625;c]L[d;0))
P, (]c:0,797])
P,(]c:0,797]w]0,797:d])

P, ([0,0625;c]U[d;e0)) +

P (]020,797] v ]0,797;d [) =
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=P, ([0,0625;¢])+ P, (]c;0,797]) = P, ([0,0625;0,797]) =
n[ 230,797

I b y’e™dy = P, (regido critica C, )= 0,252
1{2&0,0625] F(4)

Do mesmo modo, tem-se que a taxa de erro tipo Il média sera:

B x P, ([0,0625;:c]U[d;e0)) + B, x P, (]c:0,797]L]0,797:d[ ) =

5 ([0,;’2 gg‘?;ﬁ){d;w)) P, ([0,0625;c]U[d;0))+

P, (10.797:d[)
P, (]c:0,797]L10,797;d[)
P([d;o0))+ P(]0,797:d[) =1~ P, {([0,0625:c]) + P, (]c;o,797])} -

Py (]CQO, 797] ) ]0,797; d [) =

wfzom] |
=1-P, ([0,0625;0,797]) =1~ j @) y’eVdy =1-0,748 =0,252
2 2470,0625]

Assim, a particdo da regido critica e da regido de aceitagdo fornecem
testes com probabilidades de erro condicionais aos dados, mas que, em média,
ou seja, em termos freqiientistas, apresentam a mesma probabilidade de erro
estabelecida inicialmente pelo valor critico utilizado.

No exemplo apresentado na Figura 2.3 tem-se que a taxa de erro tipo |
sera, em média:

. % P, ([0,0625;¢]U[d;0)) + @, x P, (]c:0,797] L ]0,797:d[) =

0,10x (3% +27,6%) + 0,32 x (22,2% + 47,2%) = 25,2% .

E a taxa de erro tipo II sera, em média:
B x Py ([0,0625:c]U[d;e0)) + B, x P, (]:0,797]L]0,797:d[ ) =
0,05 (1,1% +20,6%) + 0,31 x (24,1% + 54,2%) = 25,2% .

E importante ressaltar que a particio explicada neste exemplo foi uma

parti¢do simples, em que o problema de os erros serem condicionais aos dados
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foi parcialmente resolvido, pois seria adequada agora a pergunta: E se fossem

\

observadas duas amostras pertencentes a regido de baixa evidéncia? A
probabilidade de erro apresentada seria a mesma para as duas? Isso mostra que o
teste ainda deve ser apurado. A idéia inicial foi apresentada nesta segdo 2.1.1,
mas o ideal ¢ que se tenha uma particdo completamente dependente dos dados,

ou seja, uma “particdo continua”.

2.2 PARTICAO DO ESPACO AMOSTRAL

Um teste estatistico Y com regido critica C, define uma regra de decisao
3(x), que ¢ uma fun¢do do espago amostral X" no espago das decisdes, de forma
que: d(x) = rejeitar Hy se x € C,, §(x) = aceitar Hyse x € Cr.

Considerando agora uma estatistica Z, que sera denominada de
estatistica condicionante, em um primeiro momento sera considerado o caso em
que a estatistica Z assume apenas um numero finito de valores z, ..., Zy,.

Considere também:

e Cl= {x € X"; Z(x) = z} o conjunto das amostras para as quais a
estatistica Z vale z;.

e C;=C" NCr, isto é, conjunto das amostras para as quais a estatistica
condicionante vale z; e a decisdo tomada ¢ aceitar a hipdtese nula.

e C/'=C"NC,, isto ¢, conjunto das amostras para as quais a estatistica

condicionante vale z; e a decisdo tomada ¢ recusar H, (Figura 2.4).
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%I"I

Parti¢ao o

Particdo d N Z

FIGURA 2.4 - Desenho esquematico considerando as duas parti¢oes definidas

por d e por Z = {z,, 2,}.

Os valores da estatistica condicionante z; ¢ 7z, corresponderiam aos
limites das regidoes de alta e baixa evidéncia apresentadas no exemplo 1(c).

Lembrando que para baixa evidéncia, isto é, quando Z = z;, poderia ocorrer
aceitacao (COZl )ou rejeicao (Cf‘) da hipétese nula (area quadriculada). O
mesmo ocorrendo para Z = z,, que corresponde as regides de alta evidéncia para
aceitagdo (COZZ )e rejeicdo (ClZz )

~ . Z; , . ..
Entio, a cada conjunto C* estd associada uma taxa de erro condicional

tipo 1, dada por a, :%,

_R[c]

As denominagdes:

e uma taxa de erro condicional tipo II

a, = Probabilidade de se cometer um erro Tipo I dado que Z = z foi

observada P, [(Rejeitar H, |[C")] e
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,b’zi = Probabilidade de se cometer um erro Tipo II dado que Z = z foi
observada P, [(Aceitar H, |C*)]

serdo chamadas de “probabilidades de erro condicionais" e abreviadas por
“PEC”.
A idéia ¢é que a taxa de erro ndo condicional ¢ distribuida através da

particdo definida pela estatistica Z em erros condicionais. Esta distribuigdo ¢ tal

.. . o e
que, ponderando os erros condicionais ¢, pela probabilidade de C* ocorrer,

tem-se a probabilidade de erro ndo condicional. De fato, como para cada valor

da variavel aleatoria Z = z; tem-se uma probabilidade de erro condicional ¢, ,

pode-se considerar estas como varidveis aleatorias «, e f, . Tem-se:
1 1

Proposicéo:

E,[a, |=a ¢ E, |5,

-5

Demonstracao:

P, [CrnC ]

P, [C" ]
P, [C, nC
E, [, |= Z%-% [c* |=P, [C;]=P, [Erro Tipo 1] = &

Sendo «a, =P, [Erro Tipo 1| C” ] = , tem-se:

z
Para o erro tipo II, tem-se:

B,, =P, [ Erro Tipo I | C* |= M .

P, [C ]
P0 Er C% _
E, [ 4, |- Z%Pﬂ [c ]=p, [CY ] =P, [Erro Tipo 1] =4 .

z
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Ou seja, a esperanca da probabilidade de erro condicional € a prdpria
probabilidade de erro freqiientista estipulada no teste freqiientista de Neyman-
Pearson.

Esta proposigdo vale também para o caso em que Z é continua,o que sera
demonstrado posteriormente.

Considerar que a estatistica condicionante Z assume apenas um numero
finito de valores € muito restritivo. Para os casos em que Z assume valores reais
seria necessario discretizar o problema, o que leva a uma situacdo de
aproximac¢ao. Em razao disso, Kiefer (1977) desenvolve sua teoria considerando
uma “particdo continua” definida por estatisticas que assumem valores reais.
Todavia, ele nao desenvolve todas as passagens matematicas dessa construcao
no artigo, no qual uma explicitagdo mais detalhada certamente tornaria seu as
suas informagdes mais acessiveis a comunidade cientifica em geral, o que
tornaria o impacto pratico de sua teoria seria mais acentuado. Esse trabalho
pretende, como contribuigdo, explicitar a0 maximo as passagens matematicas
necessarias para desenvolver o conceito de particdo continua e recomendar uma
estrutura padrdo para testes freqiientistas condicionais baseados em diferentes

estatisticas condicionantes.
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3 METODOLOGIA

3.1 Particao Continua

Desenvolveu-se detalhadamente toda a teoria matematica de testes
freqiientistas  condicionais  utilizando  quatro  diferentes  estatisticas
condicionantes que fornecem diferentes particdes continuas. As partigoes
resultam das estatisticas condicionantes baseadas nas seguintes situagoes:

3.1.1 Estatistica Ancilar;

3.1.2 Niveis de Significancia Intrinseca;

3.1.3 Probabilidade de Erros Condicionais Iguais;
3.1.4 Valores-p.

Forneceu-se uma estrutura padrao para testes freqiientistas condicionais
baseados em diferentes estatisticas condicionantes a partir da denominada

funcao particionante H(x).

3.2 Comparacio entre estatisticas condicionantes

Para explicar algumas possibilidades de condicionamento foram
utilizados dois exemplos explorando as quatro formas de estatisticas
condicionantes e a constru¢do da particdo em cada um dos casos desenvolvidos
no item 3.1.

O primeiro exemplo foi desenvolvido para razdo de verossimilhancas
simétrica considerando um teste de hipoteses Hy: X ~ Beta (2,3) versus
H;: X ~ Beta (3,2). Para o segundo exemplo, com razdo de verossimilhangas

ndo-simétrica, foi desenvolvido o teste de hipoteses Hy: X ~ Uniforme (0,1)
versus H;: X ~ Beta(%,lj .

Como o objetivo principal desse trabalho ¢ estudar a teoria de testes

freqiientistas condicionais e o desenvolvimento da teoria utilizando o conceito
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de funcdo particionante, os dois exemplos foram resolvidos para tamanho de
amostra 1. No caso de amostra de tamanho maior, deve-se considerar a
utilizagdo de recursos computacionais para o desenvolvimento da distribuicdo da

razdo de verossimilhangas, o que ndo ¢ a finalidades do presente estudo.

3.3 Regido de Nao Decisdo em Testes Freqiientistas Condicionais

Em caso de discordincia entre as decisdes nos testes utilizando as
diferentes formas de condicionamento, propos-se a inclusdo de uma regido de
ndo-decisao (RND), restringindo o espaco amostral e considerando apenas a
regido em que hd concordincia entre as decisdes. Para comprovar como a
inclusdo da regido de ndo-decisdo afeta a decisao final, foi utilizado um
programa no SAS (1990) (Anexo A), em que o processo foi repetido 100.000
vezes e a probabilidade de ocorréncia da RND foi calculada e comparada com a

calculada via integragdo.

3.4 Distribuicio da Estatistica Condicionante baseada em Valores-p

Foi realizado um estudo sobre a distribui¢do da estatistica condicionante

baseada em valores-p.

3.5. Exemplo de Aplicacido

A teoria estudada foi aplicada a um exemplo com dados reais para o
teste de hipoteses de duas variedades de café. Foram utilizadas amostras obtidas
de um experimento realizado pelo Setor de Fisiologia Vegetal do Departamento
de Biologia da Universidade Federal de Lavras, em 2006. Entre as varias
analises realizadas no experimento, selecionou-se a variavel “teor de amido
presente na raiz da planta”, estudada em trés plantas das variedades de café

Catuai e Icatu.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1. Particao Continua

Considere uma estatistica Z com valores em R . Uma parti¢do em X" é,
entdo, equivalente a uma particdo em R . O primeiro problema com a teoria ¢
que uma particdilo de R ¢é uma situacdo muito geral para definir boas
propriedades condicionais. E necessario obter parti¢des com boas propriedades.

O fato é que uma parti¢do adequada estara intimamente relacionada a
uma boa estatistica condicionante. A constru¢do de uma particdo adequada pode

ser exemplificada, considerando que se deve decidir entre f(-| 90)= f, e

f(46)=f,, e sera utilizado um teste de razdo de verossimilhangas, sendo
f, (X
B(x) = L) com regido critica b <b_, . Em muitas situagdes essa desigualdade

¢ equivalente a desigualdade T(X) <k, em que T(X) ¢ a estatistica suficiente.

Tem-se o seguinte:

Considere o caso em que n =1 ¢ o espago amostral X tem dimensao 1,
isto ¢, X =R . A idéia ¢é partir R em subconjuntos formados, por exemplo, por
dois pontos {x’, x}, tais que x’ <k e x >k, sendo k o valor critico. Se x’ ocorre,
H, € rejeitada e Hy ¢ aceita se x ocorre.

Quando x’ ¢ observado, a hipotese nula ¢ rejeitada. O erro ocorre se fy €
a verdadeira distribuicdo. Entdo, se f; ¢ verdadeira, qual € a probabilidade de se
obter x” dado que x ou x’ poderiam ter ocorrido?

Para que possam ser definidas probabilidades, considerem-se os

intervalos [x, x + Ax] e [x’, X’ + Ax]. Dessa maneira, podem ser definidas as

probabilidades A, A, A e A, em que A corresponde a area sob a curva f; no
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intervalo [x,x+ Ax] e A; corresponde a area sob a curva f; no intervalo

[x’, x* + Ax] (Figura 2.5).

v

FIGURA 2.5 - Representagdo das areas infinitesimais sob f;.

Nesse caso, a Probabilidade de Erro Condicional Tipo I (PEC I) ¢ dada
A

por o, =— ; ou seja, sob a hipodtese nula, o erro condicional ¢ dado pela

A+ A

probabilidade de ocorrer uma amostra no intervalo [x’, X’ + Ax], dado que

poderiam ter ocorrido [x’,x’+ Ax] ou [x,x + Ax]. Da mesma forma, a

Probabilidade de Erro Condicional Tipo II (PEC II), que acontece se x ¢

A
A+ A

observado e aceita-se Hy quando esta é falsa, ¢ dada por g, =

(Figura 2.6).
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f)

v

X XTAX
X’ X’+Ax

FIGURA 2.6 - Desenho esquematico da relacdo entre as areas associadas aos

pontos x e x” em fy ¢ f; com k & |x'+ Ax, X[ .

Para o caso em que as areas sdo pequenas, pode-se utilizar as

aproximagdes A, ~ f (x)Axe A\ ~ f,(x')AX. Entdo

y - fo (x")Ax _ fo (x) .

T (x)Ax+ £ (x)Ax  f(x)+ fo(x')

5 - f,(x)Ax _ f,(x) '
R () Ax+ f(x)Ax f(x)+ f (X))

Entretanto, construidos dessa forma, x e x’ ndo tém dependéncia
nenhuma. Uma maneira mais apropriada de se obterem os pontos {x, X’} para

definir uma particdo do espago amostral ¢ estabelecer uma relagao funcional
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entre x ¢ Xx’, de modo que x’ seja uma funcdo de x, isto é, X’ = H(x). em que

H(x) sera denominada “fun¢do particionante” (Figura 2.7).

1 | | |
H(x+AX) x’=H(x) X X+AX

FIGURA 2.7 — Relagao funcional entre x e x’.

Entdo, a “funclo particionante” H(x) ¢ a funcdo responsavel pelo
critério de associacdo entre o ponto X, que pertence a “regido de aceitacdo”, e o
ponto x’, que pertencente a “regido de rejeigdo”. Ou seja, € a funcao que define o
critério para uma determinada parti¢do continua do espago amostral. Note que
uma propriedade desejavel da funcdo H € que ela seja estritamente decrescente.

Definida uma relagdo funcional entre x e x’, fica também estabelecida
uma relacdo funcional entre as areas Ag e Ay’ e A; e A,’. Tal fato ocorre porque,
ao se tomar o intervalo [x, X + Ax], o intervalo em x’ fica determinado como

[H(x), H(x + Ax)].

A relagfo entre as areas €

X+AX ' H(x+AX)
A= | fdd e A= [ fdd
X H(x)

A =‘F0(H(X+AX))—FO(H(X))‘ e, pelo Teorema do Valor Médio

para  Integrais  (Larson, Hostetler &  Edwards, 2001), existe

£e[H(x+Ax),H(x)], tal que
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A =\F0(H (x+4x))-F, (H (x))\= f, (&)[H (x+&x) = H (x)| =
|H (x+Ax)—H (x)qAx

A(') = fo (f)l: Ax

O valor absoluto é necessario, pois H(x) ¢ decrescente e, portanto, H’(x)

¢é negativa.
A fungdo H(x) define, entdo, uma “particdo continua” e serd denominada
func¢do particionante. Considerando esta parti¢do, as probabilidades de erros

condicionais sdo dadas por

[ (5)[|H (x+Ax)-H (x)qM

_ A\) _ AX N
A+ A fo(f)[|H(x+A:3_H(X)|]M+fO(X)M
(2 PH(X-I—AAX)B—H(XN]
a,. = lim =

f
T T (RO £ (9 2:5)
B - A _ fl(X)M N
At (é)PH(HAAXX)_H(X)']M
= lim fl(x) =
A=l |H x+Ax)—H(x)|
£ (x)+ 1, (&) ~
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(%)

N (
g H OO ()

(2.6).

f
£ (x)+ £, (

Entdo, o teste freqiientista condicional Y® ¢é dado pela estrutura geral

apresentada a seguir:

se x <Kk, rejeita-se H, e apresenta-se

PECI o, = fo () J

fo () + o (H (x))[H ()

se x >k, aceita-se H,, e apresenta-se

YC

PECII B, = fi ()
CLUR )+ (H ()| (x)

e Uma observagdo sobre a notagio:

Ao denotar a PEC I por a,e PECII por f,, deve-se notar que apenas

um tipo de erro pode ser cometido. Se X <K , apenas o erro tipo I pode ocorrer,

ese X> Kk, apenas o erro tipo I1.

Utilizando as definicdes das PEC’s, pode-se demonstrar que a

E, [az ] =a ¢ E, [ B, ] = [ para o caso em que Z ¢ uma parti¢do continua.

Demonstracgéo:
Para a probabilidade de erro tipo I, sendo k o valor critico do teste, tem-

S¢:
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E,, [ax]_]j[ ¢ I_:O (H (X).) - EX)O (X) '(fo H {x)+ 1, (X))i(AXi )]dx

Como Z:(Axi ) ¢ a drea total sob f, ou seja, 1, entdo:
i=1

Eg0 [ax.]:

~e—8

(fO(H(x))H'(x))dx:l—FO(k): P, [C;]= ErroTipo | = «

E para a probabilidade de erro tipo II, tem-se, de acordo com a

fi (%)

expressao (2.6), S, = e

f (H(x))H'(x)+ f, (%)
P, [Al + A,']z fi (H (X)) H'(x) Ax+ f, (x) Ax

k

E, [ﬂx]zi[ : (H (X))f;_'(’)Z)X)+ i (x)g( f, (H (x))H "(x)+ f, (x))Axi de

Egl[ﬂx]—i(wﬁw.(ﬁH ! +f1(x))i(Axl)de

—00
k

E, [ﬂx]=j f,(x)dx=F (k)= P, [EY]= Erro Tipo Il = 8

—00
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4.1.1. Particao com Probabilidades de Erros Condicionais Iguais

Construidas no nivel de generalidade apresentado no item 4.1, a fungio
particionante H(x) define particdes que podem ndo possuir boas propriedades
para as probabilidades de erros condicionais. Portanto, ¢ necessario procurar
alguma restrigdo. Kiefer (1977) recomendou, em seu artigo, apés toda a
explicacdo sobre a teoria da particdo do espago amostral, uma parti¢ao
denominada por ele de “particdo continua de probabilidade igual”, isto é, uma
parti¢do que fornece valores numericamente iguais para as PEC’s Tipo I ¢ II, ou
seja,

a,=p,..

Assim sendo, a propriedade de interesse ¢ que dentro de cada conjunto
da particdo se tenham pontos para os quais ocorra a “mesma forca de evidéncia”,
tanto para rejeitar quanto para aceitar a hipdtese nula. Entenda-se “forca de
evidéncia” como uma grandeza que indica, por meio de calculos de
probabilidade, a existéncia de indicios para rejeicdo ou aceitacdo de uma
hipotese.

Nesse caso, tem-se, de acordo com as expressoes (2.5) e (2.6):

S S A GICY) GXE) ()
A+A  A+A fO(H(x))|H()|+f() (H))H )]+ (%)

fo (H C))[H G| () + £ (H () H ()] £ (H (x))|H (%)) =
£ () £, (H () [H ()] + £, () £y (x)
)

.(H () + £ (H (%) £, (H(x))[H(x |
f (x)f 'x)|+f0(x)f1(x):>

fF(H)) f(H))H ') = (x) f.(x)
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Integrando a equacao diferencial

JEH ) (HO0)[H (0= () £, (6).

tem-se

]':\/fl (H (u)) f, (H (u)) |H '(u)|du =];2 f,(u) f, (u)du.

Portanto, H(x) ¢ solucdo da equagdo diferencial acima que pode ser
colocada na forma de uma equacao integral.

Fazendo a substituicao de variaveis

H(u)=t u=x =t=H(x)
H'(u)du=dt U—ow = t=H(u)—>-—w,
|H'(u)|du=—dt

tem-se:

_ f) f,(t) f,(t)dt :]j [f,(u) fo(u)du=

H(x

H(x

I)V fi (t) f, (t)dt = T\/ f, (u) f, (u)dul. @.7)

Esta equacdo integral define implicitamente a fung@o particionante H(x).

Como x’=H(x) ¢ razoavel exigir, pela simetria da construgdo, que
H(x’) = x. Dessa forma, H(x) fica definida em R(ou R") e H (H (x)):x.

Como H deve ser decrescente, ¢ necessario que exista um valor a* tal que

H(a*) = a*. Esse valor a* sera denominado valor critico e dado por:

1:\/f1(H(x)) fO(H(x))|H'(x)|dx:i,/f1(x) T, (0dx] - 2.8)
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Obs.: A existéncia do ponto fixo H(a*)=a decorre do fato que H(x) tem que
interceptar a reta y = x. Note que H(x) = -0 quando x = e, portanto, sempre

intercepta a reta y = X.

EXEMPLO 1(d)
Para exemplificar a particdo com probabilidades de erros condicionais
iguais, suponha as densidades exponenciais
f, (X) =e *,parax>0, e f (x)=2e*,parax>0.
E necessario, para determinagdo do valor critico, solucionar a equagio

integral (2.8):

T[Ze_zx e ]; dx = i [Ze‘“]; dx = Tezxdx _ T e%de
’ ar 0 *

T 2%3 e 2 3 T2 Tk
:>'|‘e2dx=—.[—e2dx=— l—j—ezdx :Iezdx=——je2dx
33,2 3] 92 0 3 9

a* 3

= je 2 dx =§—Z[*e§xdx =N Z:fe;de = % = Ie;xdx =%

3 *
S PR D T S D PO T T8
-3 3 . 2 2 2 2
0
Para determinacdo da fungdo particionante, deve-se resolver a equagio
integral dada por (2.7):

HO | - | HOO 3 v 3
'[ (267 e ]2 dy=f[2e’3y]5 dy = j e 2ydyz'[e 2’ dy
0 X 0 X

3 H(x) 3 X
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iH(x) 3y iH(x) 3y 2 3y
=>-le? -—l|=|1+|e? -1||=1l-e?2 =e?2 = H(x)=—§Jn l-e?

Note que:

3 3
H(a*)=—§1n(1—e 2 j:_gln(l_e 2(0’462)J:—%ln(0,499)=0,4621=a*

(Figura 2.8).
Esse valor de x = a* = 0,462 implica no valor critico utilizando a razio

de verossimilhangas B(x) = 0,5¢", b, = 0,794.

(x)

MH(z)=-(2/3)*1n{l-exp ((-3/2)*x))

1,5
Y=x

1

S (0,462;0,462)
X
[ 0,5 1 1,5 2 N

FIGURA 2.8 — Simetria da Funcdo H(x) em relacdo a reta y = x.

Entdo, com n=1, para o exemplo apresentado, o teste freqilientista

condicional Y°, seguindo a estrutura geral de teste apresentada na pagina 82, é
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se b<0,794 ou x 0,462, rejeita-se H e apresenta-se

X EMTE)
PECla =|1+¢ 2[l—e 2 }

C
T se b> 0,794 ou x > 0,462, aceita-se H,e apresenta-se

1\

3,0
PECII B, =|1+¢2 (l—e 2Xj

A representagdo grafica das PEC’s I e II ¢ dada na Figura 2.9.

Probabilidade de Frro Condicional

FIGURA 2.9 — Probabilidade de erro condicional tipo I e II resultante da

3
parti¢do utilizando a fungdo H(x) = —gln {1 e 2 j
3
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Supondo que seja observado o valor x = 0,8, entdo a hipdtese nula é
aceita e a probabilidade de erro condicional Tipo II, apresentada utilizando a

expressao (2.6), com H(0,8) = 0,239, ¢

f (0,8 16
B, = 1 (08) = € —0,4303.

f,(0,239)|H"(0,8)|+ f, (0.8) g7 (1_e4,z)4 60| | g1

. . o . . cC .
Ou ainda, utilizando a expressdo simplificada apresentada no teste Y anterior,

-1

@ ,z(og) % l !
tem-se 5 =|1+e > |[1-e? =[1+e" (1-e™ )3 | =0,4303 .

Uma observacdo importante ¢ que «, = f,. o= f, ou seja, garantir
probabilidades de erros condicionais iguais ndo garante probabilidades de erros
nao-condicionais iguais. Esse fato pode ser verificado pela Tabela 1.2, em que o
valor critico difere do valor utilizado neste teste, sendo b, = 0,809 para o critério

a=peb.=0,794 para a, = f,. .

4.1.2 PARTICAO CONTINUA INTRINSECA

Tem-se uma grande liberdade para definir a fungdo particionante H(x).
Essencialmente, H(x) deve ser decrescente, H (H(x))=x e H(a*)=a*. Uma
vez definida a fung@o H(x), as taxas de erros condicionais sdo:

fo (%)

a, = e (%)

f
SEACTE) CREIREAT SEIBEICIBEEC

Analisando estas equagdes, uma condi¢do interessante a ser imposta em
H(x), proposta por Birnbaum (1961), ¢ de que H(x) satisfaga o sistema de

equagoes diferenciais de tal modo que se obtenham areas iguais (Figura 2.10):
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(2.9)

v

x’:H) a* x=H(x")

FIGURA 2.10 - Relagao entre as areas sob f; e f; para a parti¢do intrinseca.

Assim, as PEC’s serdo simplificadas para:

o = A fo (x) _ fo (x)
COAFA R (HO)H O (x) R ()T (x)

W(x) | _ B(X)
fl(x')+f0(x’) 14 B(x")
f(x) fi(x)
A f, (x) _ f,(x) NP 1
S S T8 e A R E A Y I TR

Portanto, as probabilidades de erros condicionais sdo expressas em
termos da razdo de verossimilhangas.

H(x) € obtida integrando-se o sistema de equagdes diferencias.
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Integrando fO(H (u))|H ’(u)| = f,(u) parax>a*

I () (= o)

Fazendo a substitui¢do de variaveis t =H (u) dt =H'(u)du
u=x = t=H(X)
, tem-se
Uu—->o = t=HlU)—>-o
o o H(x) o
- [ f(t)ydt=[f,(u)du= [ f,(t)dt=f (u)du
H(x) X -0 X

H)=F"(1-F (x))|  parax>a*.

Da mesma forma, para x < a*, H(x) ¢ dada por

H(x)=F"(1-F, (%)), (2.10)

4.1.2.1 RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS SIMETRICA

Todos os calculos para definir as particdes e as taxas de erros
condicionais foram realizados considerando uma amostra de tamanho 1, isto €,

uma unica observacdo x. Nesse caso, as funcdes densidade de probabilidade

envolvidas sdo f)(X)=f(x;6,) e f,(x)=f(X;6,). Igualmente importante ¢

considerar a estatistica razao de verossimilhancgas B(X ) = . Nesse caso,
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as fungdes de densidade de probabilidade envolvidas sio f, (b) e fBl(b)

(densidades de probabilidades da estatistica B(X) supondo, respectivamente, Hy

e H, verdadeiras).

PROPOSICAO: fs (b)=bf; (b)|.

Como B ( X ) = ; usando o teorema de transformacgdo de variaveis, tem-se:

RO (e E)5E 6 RE)-n(ee)5E 6
Logo:

S |
100 HE OO e o)

Utilizando a variavel aleatoria B(X) pode-se definir a fungio
particionante H(b), ou seja, considerando a tomada de decisdo em relagdo aos
valores observados b da razdo de verossimilhangas. As expressdes para as PEC’s

dadas em (2.5) e (2.6) ficam da seguinte maneira:

B (G0 X ) IR 11>
Y, (H()H (o) + f,(b) 7" (b)+ f,(H (b))|H'(b)

Empregando o critério de probabilidade de erros condicionais iguais
(aH(b) = ﬂb) dado em (2.9), f, (H (b))|H ’(b)| = fy (b) , € a proposicdo anterior,

tem-se a seguinte simplificagdo:
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“TREOIHC] K6 GHOIRG], )
(HE)H ()] f5(H®)[H ()
_ H(b) b
“THb)+1 bl

Ou seja, fornece ¢ = e A, =ﬁ, uma particdo que define as

1+b
probabilidades de erros condicionais em func¢do de valores observados da
propria razdo de verossimilhancas, que sdo os denominados niveis de
significancia intrinseca (Birnbaum, 1961).

Note que nesse caso tém-se, de fato, probabilidades de erros

T . 1
condicionais iguais, pois, para os pontos b e b’ observa-se que

PECIemb :asz
b+1
a, =0, .
PEC Il em :>/31=L=L b
b -1 b+1
b —41

b

Quando a distribui¢do de B(X) sob Hy ¢é igual a distribui¢do de ﬁ

sob Hy, ou seja, f dxy=fl(x) 2 estatistica de razao de verossimilhangas B(X) ¢é

A%

dita simétrica.
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PROPOSICAO: Se a razio de verossimilhangas é simétrica, entio

H(b)= (2.11)

1
b

é solugdo de f, (H (b))|H '(b)| =f;(b).

Prova:
Seja Z =g(B)=%. Utilizando o teorema de transformacdao de
variaveis:
d - - e (1
Ha)=|ge @ @) 6(;) = @=ru(5)

Como se trata de razdo de verossimilhangas simétrica,

1 1
(@)= £ @)= @) -5 [ ]= K@) HE] (HE)
Uma questdo interessante €, de posse da fungdo particionante, obter a

. .. 1 L, 1
estatistica condicionante. No caso H (b) = E , a estatistica € Z = max { B,E} .

Teorema: Em testes de razdo de verossimilhangas, na ocorréncia de simetria
( fy = f,}B ) com probabilidade de erro Tipo I e Tipo II iguais (o = ), tem-se, de
acordo com (2.10) (F;'(b)=1-F; (b)), entdo, b, = 1, isto é, o teste de razdo de

verossimilhangas ¢ dado por: Rejeita-se Ho se b< 1.

Prova:
b b
Fso(b)ﬂ. fé)(y)dy:f fl'B(y)dszl[igb}zpl[le} _
0 0 / B b
5 0 1 0 1 1
Entdo FB(b)=1—P1[BsB]:/FB(b)zl—FB(Bj,
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Com o = B, tem-se:

Fg’(b):l—Fg(b):l—Fé(%j:l—Fé(b):Fé(gj:':é(b) :

1
Como Fg é crescente = b :B:> b=1.

Fy (1)=1-F (1)

H1)=F, (1 -F (1)) =F (FO (1)) =1. Assim, a condicdo o = [} fica bastante

Note que a equagao implica em

simplificada para o caso de razdo de verossimilhangas simétrica.
EXEMPLO 4

Seja o langamento de um dado viciado com fungdo de probabilidade

dada por Hy: fo(x):% ou por Hi: fl(x):%. Assim sendo, tém-se as

seguintes probabilidades de ocorréncia no langamento do dado (Figura 2.11):

A
@ ° A
x [ fo() | (%) - . A
L 121 | 621 )
2 [ 2n1 | 521 a ° A
3 [ 301 | 421 EN A e
4 | 421 | 301 i
5 [ 521 | 201 ] A .
6 | 621 | 1721 o | R
T T

FIGURA 2.11 — Probabilidades em fy (A) e f; (®) do langamento de um dado
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A razdo de probabilidade nesse caso sera B(x)

um caso de razdo de verossimilhangas simétrica, pois:

11 (0 0))= 10 0) | 'fo[bm:

|(b+1) |

1 7b 7b
2 (b = f’(b)=———.
s (0)= (b+1) 21b+1 (b) 3(h+1)

E também:

o ()= 0 0] 1 (67 O)=[ 1 (5155 o=

l(b+17] " 3(b+1)

Entdo, a estatistica condicionante adequada ¢ dada pela estatistica

yA :max{B(x),ﬁ}, cuja particdo corresponde a utilizacdo da funcdo
X

particionante H (X) - , resultando em f ( H (X)) = f, (X) Tém-se, entdo,

B(x)

os seguintes resultados da estatistica condicionante (Tabela 2.2).

TABELA 2.2 — Resultados da estatistica condicionante Z com B X/ 7 X

x| Bx) 1/B(xx) Z
110,18 6 6
04 25 25
0,75 1,33 1,33
1,33 0,75 1,33
2,5 0,4 2,5
6 0,18 6

AN W kAW

95



As distribuigdes de B(x) sob Hy ¢ sob H; podem ser representadas pelos

graficos da Figura 2.12.

oA ° . {l °

21 21

5 ° 5 L

21 | 1

4 ]

21 L] 21 °

3 3

£l 31 °

21 ® 21

Hoo. 2| .

21

1 1

2 ° 2 °

21 o 21 ) ) ) ) -
T T T T I | L 1 I I I T e’
018 04 075 133 25 6 B® 018 04 075 133 25 6 D@

FIGURA 2.12 - Distribui¢do de B(x)=x/(7-X)sob Hy e sob H,.

Como se trata de razdo de verossimilhanga simétrica, o teste seria dado

por: Rejeite Hy se B(x)>1 (ou x>3). Supondo que o valor da estatistica

condicionante Z obtido seja z=2,5. Logo, B(x) = 2,5 ou ;=2,5, que

B(X)
equivale a B(x) = 04. Como B(x)=x/(7-x), tem-se que, para
X)= X/(7 - X)=2,5=x=5, rejeita-se Hy com
2
f
PECI= a, = 0(2) 21y,
L)L) 2,5
21 21

e para B(x)=0,4=> x=2, aceita-se com PEC II

A==

() _ 2
+ f

f —
f(s)+f(2) 2,5
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Ou seja, em caso de particio intrinseca, quando a razdo de

verossimilhanga ¢ simétrica, tem-se « = f (probabilidade de erros nao-

condicionais iguais), e também «, = S, (PEC’s iguais).

4.1.3 ESTATISTICA CONDICIONANTE ANCILAR

Uma forma mais tradicional de condicionamento, defendida por alguns
estatisticos como Lindley (citado por Berger, Boukai & Wang, 1997), é aquela

baseada em uma estatistica ancilar, definida como uma estatistica Z em que

f) (x)= f; (x), ou seja, independente das hipéteses testadas.

Teorema:
Para o caso de razdo de verossimilhangas simétrica, isto ¢, fy = fl/'B ,
1
Z =max< B(X),—— 2.12
{ ) B(X)} 12
¢ uma estatistica ancilar (Figura 2.13).
Demonstracao:
1
Fl(z2)=P, [Z<z]|=P, | max{B(x),— <z |. 1
fw-p 2z, mafa gtz o

Todavia, o max{B(x),%} ¢ a unido de dois eventos,
X

{lg B(X)Sl} U {I1<B(x)<z}, como se observa na Figura 2.13, ou
z

. 1 o
simplesmente {— <BX) < z} . Substituindo em (1), tem-se:
z

F'(2)=P, [2<2]=P, Bs B(x) < z} =|F(2)=F2(z)- F Gj )
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Como FJ’B (2)=F, [#X) < Z} =F, [%S B(X)} =1-F (%) , entdo em

(2) tem-se:
F(@)=F@®-[1-F,0].

Da mesma forma, para a hipdtese alternativa, tem-se

Fl(2)=F.(2)-F Gj . 3)

Mas, como se trata de razdo de verossimilhangas simétrica, Fy = FI}B , entdo:
0 1 1 1 (1

of L_p (Lop |1 _I-F!
FB[;J—F,/B(ZJ—P@[B(X)SJ—PQ[sz(x)]—l Fa(2).

Substituindo em (2) e comparando-se com (3), tem-se:

0 0 of 1 (1 1 | (1 |
FZ(Z):FB(Z)_FB (;jz{l_FB(;)}_[l_FB(Z)]ZFB(Z)_FB(;j:Fz(z)

Portanto, Z = max B(x),L ¢ ancilar e
B(x)

z:max{uﬁ,uB(x)}:mmax{ﬁ,s(x)}

também ¢ ancilar, ja que a constante ¢ ndo altera a distribui¢do de Z.
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1/B (%)

B(x)

M)

0.5 \

FIGURA  2.13 - Representacdo da  4rea  correspondente  a

R, {maX{B(x),ﬁ} < Z} .

Para o caso de razao de verossimilhangas ndo simétrica, deve-se encontrar
uma estatistica que satisfaca a condicdo de ancilaridade. Berger, Boukai &
Wang (1997) comentam que o condicionamento em estatisticas ancilares pode
ser inadequado em algumas situagdes € podem, até mesmo, ocorrer situagdes em

que ndo seja possivel encontrar uma estatistica ancilar.

4.1.4 PARTICAO BASEADA EM VALORES-P

Berger, Brown ¢ Wolpert (1994) abordaram a questdo da escolha da
estatistica condicionante na perspectiva de buscar uma unificacdo entre o teste
freqiientista tradicional e o teste bayesiano, a qual ¢ discutida em detalhes no
capitulo 3 desse trabalho. Um outro teste discutido por Paulo (2002) propde uma

unificacdo do teste freqiientista condicional e do teste bayesiano, e ainda uma
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potencial unificagdo com o teste Fisheriano com a utilizagao de valores-p como

estatisticas condicionantes. O teste proposto € o seguinte:
Considere uma estatistica unidimensional T e seja F; (), 1=0,1a sua
funcdo distribuicdo acumulada, em que estas sdo funcdes diferencidveis e

inversiveis no dominio de T. Considere a estatistica condicionante

Z =max{F(T),1-F (T)}. 2.13)
Observe que F’(t) e 1-F(t) sdo valores-p calculados,

respectivamente, quando € testada a hipotese Hy contra H; e vice-versa, usando

T como uma estatistica do teste. Entdo, Z compara pontos amostrais “pareados”
(13 b A b b

com “a mesma for¢a de evidéncia” - como medida por valores-p - tanto contra

Hy quanto contra H; (Figura 2.14).

v

T

FIGURA 2.14 - Desenho esquematico da relacdo entre as areas associadas ao

ponto “t”sob f’ e f!.

Dado um valor da estatistica Z = z, ha dois possiveis valores de t. Sdo

eles t = [FTOT (Z) out'= [F#T (1-z) (Figura 2.15).
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T

FIGURA 2.15 - Representacdo esquematica da estatistica condicionante valor-p.

PROPOSICAO: Sob as pressuposigdes anteriores, denote por t* a solucio da
equagdo F (t)=1-F/ (t). Entdo, o teste freqiientista condicional com regido
de rejei¢do {T < t*! e estatistica condicionante Z =max{FT° (T)1-F (T )}

apresenta as seguintes PEC, tal que, sob a rejeicdo de Hy,

B(t)

1+ B(1)

a, = PRy {rejeitar Hy |Z =2} = «

b

e sob rejeicdo de H;

B, =P {rejeitar H, |Z=2}= S, = ,

i (t)
2oy

em que t € o valor observado de T e B(t) =

Prova: De acordo com a representagdo esquematica na Figura 2.15, tem-se que:
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A fungdo particionante H(t) é obtida a partir do par de pontos

(t,t'z H (t)) que fornece a mesma “forca de evidéncia”, medidos pelos
“valores-p”, tal que: FTO(H(t)):l—FT' (t). Tem-se, entdo, a fungdo
particionante H ( [F ] (1— )) Esta funcdo particionante (expressdao

2.10 na pagina 91) correspondente a fungdo da particdo intrinseca. Portanto, a
particido baseada em valores-p fornece as mesmas expressdes para as
probabilidades de erros condicionais dadas na parti¢@o intrinseca.

Dai pode-se afirmar que as probabilidades de erros condicionais serdo

dadas por:

1) Sob a rejeicdo de Hy,

£ (H(t))
L CIC) RO i (H (1)) -
THEORO-F0 GHO), w0

o - BHO) [ BO)
© B(H(t))+1 1+ B(t)
2) Sob rejeigdo de H;
A (1)
_ fr (1) R _ 1
#= FHOH )+ () F1) (1) =|A= B(t)+1|

Note que os valores-p ndo sdo usados diretamente como medidas de
evidéncia. A proposta de utilizagdo dos valores-p na construgdo da estatistica
condicionante fornece um elo entre os testes de significancia e os testes

freqiientistas condicionais.
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4.2 COMPARACAO ENTRE ESTATISTICAS CONDICIONANTES

4.2.1 Teste de Hipoteses com Razao de Verossimilhancas Simétrica

1.1 — Considere o teste de hipdteses Hy: X~Beta (2,3) versus

H;: X ~ Beta(3,2) (ver exemplo 2, padgina 16) . A razdo de verossimilhangas de

Hy para H; ¢ igual a B(X)zl_x paran=1.

A distribui¢ao de B(X) sob a hipétese nula ¢ dada por:

f, (97 (b)) = Lo (b)]B([;;)g_ (b)] -

(1+b)2

d
— b
59 (®)

()=

LGN L G T =12 (b)=120* (1+b)
(o0 2] C(b) (lem)

E sob a hipotese alternativa, é:

sorfgarofu gl ROl
B RN MR e
(1+b)’ 112! " (1+b) (1+b) fa (b)=12b(1+b)
Como

d

ool (g (3] 25

= fs(b)=12b*(b+1)" = 7 (b)

Tem-se que a razdo de verossimilhangas é simétrica.
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12 Estatistica Condicionante: Estatistica Ancilar

Seja 7 = min {;, B (x)} = min {[l__xj ,[I__Xj} (Figura 2.16)
B(x) X X

Z ¢é ancilar (pagina 98 item 4.1.3).

5
1,2
1
0,8
z=x/ (1-x) z=(1-x)/x
0,6
0,4
0,2
X
i} 0,2 o, 4 0,6 0,8 1

FIGURA 2.16 — Estatistica Condicionante Ancilar associada a B (X) = 1_—X .
X

Al . (I—XJ'l (l—x] 1
1ntersecc;ao ocorrcem| —— = —— | = [ X=—|.
X X 2

Observe que, para valores menores que Y%, a estatistica condicionante sera dada

X . X
or Z=——, e para valores maiores, por Z=——.
p 1 p p
-X X

104



Entdo, dado um valor da estatistica Z = z, ha dois possiveis valores de X,

-1

x=(1+ z)_1 e X'=1- (1 + Z) =1-X. Tem-se, entdo, a fun¢do particionante

H(x) dada por | H(X)=1-x|. Utilizando estes pontos x; e X, determinados,

pode-se fazer a verificagdo de Z como uma estatistica ancilar, pois:

» Quando Hy é verdadeira, ou seja, admite uma distribui¢do Beta (2,3), a

distribuicao acumulada ¢ dada por:

)H (- X)H dx = ! (I]‘YJ(X—ZXZ + x3)dx =

Yo
1+Y,

'y =Pz <y ] [
Fz(yo)_P[Z—yO]_£ B(2,3) _B(2,3)(

(7]

1 | xr2x X!

B(23)| 2 3 4

Yo
1+Y,

=1

N

\9]

(Y (Y2 oY (e Y (v V2w
I+y,) 2 I+y,) 3 I+y,) 4 (1+y,) 2 I+y,) 3 1+,

i

ol ) )} e 5]

2 3 4 4 3
on(y0)=12 l l_yo . _Z 1_yo . +l l_yo -1 |= Yo +4y0 _fy_l'
2L(+ye) | 3L(+y) | AL(1+Y) (1+,)

» Quando H; é verdadeira, ou seja, admite uma distribui¢do Beta (3,2), a

distribui¢do acumulada ¢ dada por:

. 31 2-1 [“13’]
] 10" (1-%) L]
Fi () =P[2 < ] = [y 5624,
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1
3 oy 3 4 3 4
12 X__X_[”] SY I R S D 30 B O D /30 R I
3 4[&] I+y,) 3 \1+y,) 4 (1+y,) 3 (1+y,) 4

~ 2{ A e ]_y04+4y03—4y—1
3(1+y0)3 4(1+y0)4 (1+y0)4

De onde segue que F, (yo) -F, (yo) e, portanto, Z ¢ ancilar.

Obs.: Sugestiao de Escolha da Estatistica Ancilar

Para escolha de uma estatistica ancilar para o teste, é possivel utilizar
a propria condicao FZO ( Yo ) = FZ1 (yo) . Podem ser utilizados os limites x; € x, na

Xy

integral F (yo): P[Z < yo]:J. f.(x)dx , de modo que se tenha uma relagdo

X

entre X; € X, que satisfaca a condigdo anterior. Neste exemplo, tem-se:

1 [X_Z_z X4 (Xz):l_ 1 l:x_3_x_4(xz):l
(%) B(3’2) 3 4 (%)

+ —_—
B(23)|2 3 4
Dai chega-se & equagio x*(1-x ) =x2(1-x,)’, que tem como solugdes:

,=X ou X,=1-X ou xzzéi%w/1—4xf+4xl.

Note que a segunda solugdo corresponde a estatistica ancilar utilizada

no exemplo.

Calculando agora os erros condicionais, tem-se:
» Considerando primeiramente a distribuicdo Beta (2,3), ou seja, Hj
verdadeira, calcula-se a probabilidade de erro condicional tipo I dado pelas
areas determinadas pelos intervalos [x, x + Ax] e [H(x), H(x+Ax)] na

equagao (2.5) (Figura 2.17):
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T )
() + f(HOO)H'O| £ (x)+ fy(1-X)

X (1- x)3_l
S — 2
_ B(2,3) I Ut IR SN o v
X (1-x)" N (1-x)"" %" (1=x)" x+x*(1-x) .

B(2,3) B(2,3)

B(2,3)
1,6

[ 0,2 H(x) U4 0,6 P 0.8 1

FIGURA 2.17 - Areas correspondentes aos pontos x e H(x) = 1-x para calculo da

probabilidade de erro condicional tipo 1.

» Com a distribuicdo Beta (3,2) como verdadeira, calcula-se a probabilidade de

erro condicional tipo II também utilizando a equacao (2.5) (Figura 2.18):

107



fi(x) fi(x)

b= = =
f(x)+ fl(H(x))|H '(x)| f (x)+ f (1-x)
X (1- x)zf1
B(3,2) _ x(1=x) -
X (1-x)" (1- x)" (1-(1- x))zf1 e (1-x)+(1-x)"x pactats
+
B(3,2) B(3,2)
¥y
B(ﬁ/‘
0,4 0,6 HGx) 0,8 1 )

FIGURA 2.18 - Areas correspondentes aos pontos x e H(x) = 1-x para calculo da

probabilidade de erro condicional tipo II.
O teste com taxas de erros freqiientistas condicionais fica, entdo, da
forma:
|
se X2 E,rejena—se H, e apresenta-se PECI o, =1-X

Y =
1 .
se X< —,aceita-se H, e apresenta-se PECII B = X
2
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22 Estatistica Condicionante: Significancia Intrinseca

A estatistica condicionante utilizada por Birnbaum (1961, citada por

Kiefer, 1977) é definida por Z = min { B(X),B(X )71} . Nesse caso, tem-se

b

7 = mm{l_x L}, e, portanto, a abordagem de Birnbaum ¢ idéntica a
X 1-x

anterior.
Exemplo numérico:

Suponha que o valor da estatistica condicionante Z obtido seja

=%EO 429 . Logo, B(x) = 0,429 ou 1/B(x) = 0,429, que equivale a B(x) =

2,33. Como B(X) ZI_TX’ tem-se que, para B(X)=0,429 = x=0,7 com PEC I

a,=0,3, e para B(x)=2,33=x=0,3 com PECII B, =0,3.

3° Estatistica Condicionante: Particdo Continua com erros condicionais iguais.

Kiefer (1977) sugere a escolha da estatistica condicionante Z tal que

o, = P,. Com isso, a parti¢do sera dada por:

j[:«/fo(x) ; (x)dx:j/fo(x) T (x)dx

[ (1-x%)" x ‘I X (=% y
'\ B3 B(3 2) B(2 3)B(3 2)

;,3) I[x(l—x)];dx = 31’2) ;[[X— xzﬁdx: I[x— xz]g dx zi[x_ Xz]%dx
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Geometricamente, como a fun¢do g(x) = [x(1-x)]** ¢é simétrica em
1 3 0,5 3
relacdo a 0,5, entdo J.[X—XZJ2 dx :2I[X—X2]2dx; dai tem-se que a*= 0,5
0 0

(Figura 2.19).

gixr)=(x(1-r))"(3/2)

FIGURA 2.19 — Simetria da fungdo g(x) = [X(l - X)]E em relacdo a reta x = 0,5.

A func¢ao particionante H(x) ¢ dada pela solucao da equacao:

“jx> fo(y)fl(y)dy=T () fi(y)dy = HjX)[y(l—y)];dV:j[y‘yz]idy

Novamente pela da simetria, pode-se concluir que H(X)=(1-X) .

Como a fung¢do H(x) e o valor critico sdo os mesmos do problema

anterior, o teste neste caso ¢ igual aos casos anteriores.
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4° Estatistica Condicionante: valores-p

Considere a estatistica condicionante Z = max {po, p:}, sendo:

() (=) y 2y Ly
pozpao[x ZX]ZI_FO(X)Z-([Wdy=12 —_— 3 + —

X
=
0

]:> p, =4x* -3x*

0

p, =1-6x>+8x’ —3x*| e

4

X 3
p =P, [X <x]=F (x)=12[(y*—y*)dy =12[y?_yT
0

Como Z = max {1 —6x> +8x> —3x*,4x’ - 3X4} , 0 valor critico que define
a fronteira da regido critica é:

1-6a* +8a* —3a*' =4a* -3a*' = a*=0,5 (Figura 2.20), ou

mesmo I f,(H (X))H (x)dx = j f,(x)dx , que neste exemplo se resume a:

a* 2(
f B(32) _f B(23) X = 4a* —6a* +1=0= m.

0

pl

FIGURA 2.20 - Estatistica Condicionante valor-p dada por

Z= max{1—6x2 +8x° —3x*,4% —3x4} .
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A funcdo H(x) que define a particao ¢ dada pela solugdo da equagdo:

H(X) +00
[ (R 0= 1, (o

Nesse exemplo tém-se os limites de integragdo entre 0 e 1, que fornece:
H(x)

I f,(H(y))H '(y)dyz.l[ f(y}dy =4y —3y4‘:(x) =6u”—8u’ +3u’ lx =

0

1-6x* +8x* —3x* =4H (x)3 —3H (x)4

,que tem uma solu¢do dada por H (x)=1-x, como nos casos anteriores,
fornecendo o mesmo teste. Assim, ¢ declarado, por exemplo, que x =0,3 na
regido de aceitagdo tem tanta forca de evidéncia quanto x = 0,7 na regido de
rejei¢do, ja que eles levariam ao mesmo valor-p.

Para o teste de hipoteses classico, o valor critico 0,5 corresponderia a

probabilidades de erro dadas por:

0,5 X(l—X)2 2oyt 0,5
a =P, [rejeitar H,]=P, [x>0,5]= 1- [ “——Ldx=1-12| —=—+"-| |=
° “ ) B(23) 2 34,

=1-6(0,5)" +8(0,5)" -3(0,5)' =0,3125

0,52 (1_ 5 , 4105
p=F, [aceitarHO]:Pgl[x<0,5]: J‘de :lzlx 2X X

» BG.2)
3 4
_pl XX
3 4

0,5

}: 4(0,5)" -3(0,5)" =0,3125

0
Observacao:
Os testes de hipoteses referente ao parametro média p da populacdo de
uma distribuicdo normal, cujo desvio padrdo ¢ possui o mesmo valor sob as
hipoteses Hy e H; (op = o1 = o), sdo testes com razdo de verossimilhangas
simétrica. Esse fato pode ser verificado a partir da simetria das distribui¢cdes sob

H,: =y, esob H, : =y . Portanto, as estatisticas condicionantes estudadas
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nesse trabalho sdo todas adequadas para esse tipo de teste, que foi exemplificado

no item 4.2.1.

4.2.2 Teste de Hipoteses com Razao de Verossimilhancas Nao-Simétrica

2.1. Deseja-se testar as hipoteses simples Hy: X~Uniforme (0,1) versus

H;: X ~ Beta(1/2,1) (Figura 2.21).

Beta (1/2,1)

Uniforme (0;1)

a* 0.6 0.8 1

FIGURA 2.21 — Fungdes Densidade de Probabilidades das Distribuigdes
Uniforme (0,1) e Beta (1/2, 1).

A razdo de verossimilhangas de Hy para H; é: B(X) = ! 2\/;

Gy

sendo ndo simétrico, pois a distribuicdo de B(x) sera dada por:

2(0)=[ 207 (o) 1, (o7 (0) =2 1, [Z)zg c
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| d . b, (b>) b 1 b 1 1
=|— b))=—=fl| — == e .
+(0) ‘dbg (0) fi(97 (%) 2 X[4J 2 \/(sz 2(2bj 2
2004 2
4
Entao:
R (y)=Plbey]=[ =L ¢ F(y)=Pb<y]=[lax=Y
° IR ) 4 i T2 2
Portanto,
1 8 2 y-2
F) y=P1b§y:P{b2—}:1— —dx=1-==2-=,
1/B( ) [/ ] y _([2 y y

ou seja, FBO(y) #Fg (y)

12 Estatistica Condicionante: Estatistica Ancilar

Para obter uma estatistica condicionante que seja ancilar, neste exemplo
deve-se ter:

X, X, 1 1%
X >y ~ ~
> =x2| ; entdo, a relacdo
X

X X X

entre x; € X, deve ser |X, =X, =/%, —+/X, |

Uma possibilidade de estatistica condicionante Ancilar Z ¢

Z:max{B(X),2—B(X)}, que se reduz a z:max{z\/;,z_zﬁ}. O valor

minimo de Z ocorre em

1 .
Wx=2-2x = 4/x =2 = Jx === [x=0,25| (Figura 2.22).
! =509 (i 222
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1 0.2 0,4 2 0.6 0.0

FIGURA 2.22 — Estatistica Condicionante 7 = max {2\/; ,2-2x } .

A partir do ponto minimo de Z pode-se definir as regides de decisdo em

X<0,250u x>0,25. Como 0< X <1 e, conseqientemente, 1<Z<2,
escolhendo-se um valor tal que z<Yy, = X <X<X,. Entdo, na primeira

fungdo determina-se x;, sendo:

2
y0=2—2\/X_1:>2\/X_1:2_y0:>\/x_1:2—2yo:> Xlztz;yoj .

E para a segunda fung¢ao, encontra-se o ponto X, definido por:

2 2

Afirmacdo: A estatistica Z ¢ ancilar.

Utilizando os pontos X; € X, determinados, pode-se fazer a verificagdo que

Z ¢ uma estatistica ancilar, pois:
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» Quando Hy ¢ verdadeira, ou seja, admite uma distribuicdo Uniforme
(0,1), a distribuicdo acumulada é dada por:
% ,
X 4
F(Y,)=P[Z<y,]= jldx= j 1dx = x|
e
2

R G 79 M it Vi A
4 4 4 0

» Quando H; ¢é verdadeira, ou seja, admite uma distribui¢do Beta

y
4

0

2]

(1/2,1), a distribui¢ao acumulada ¢ dada por:

LUZ YO2
R T U S | S R b TN
F(Y,)= ij 22x2dx—x2[2y0j2— =Yl
{2ﬂ] 2

Dessa forma, a distribuicdo da estatistica Z independe do paridmetro
assumido por cada uma das hipoteses inicialmente, sendo uma estatistica ancilar.

Note que a estatistica ancilar Z tem distribui¢do uniforme (Figura 2.23).

FIGURA 2.23 — Distribuicdo Acumulada da estatistica ancilar Z,

F(z)=z-1.

116



Entdo, dado um valor da estatistica Z = z, tém-se dois possiveis valores

2
de x: x:[%) e x=-—. Explicitando z, tem-se z=2/x na segunda

expressdo; com isso, fica definida a fungdo H(x) dada por

x=(ﬁj2 = 4x=4-47+7" = H(x)= 4_4(2&)+(2\/§)
2 4

H(x)=1-2vx+x|.

Tem-se, entdo, que di(1_2\/§+ x): H '(X):I—L .
X

Ix

Utilizando H(x) para constru¢do da parti¢ao, tém-se as probabilidades de

erros condicionais calculadas de acordo com as expresdes (2.5) e (2.6). Estas sao

reapresentadas aqui para comodidade do leitor:

e
fo (HOO)H () + f,(x) 7 f(x)+1, H(x ))|H'(x)|

X'

> Para que o erro condicional tipo I ocorra, deve-se considerar a distribuigdo

uniforme como verdadeira. A PEC I fica:

fy (H (x)).H'(x) ~ 1 N

SR HOO)H )+ 100 ‘1_[1_1)

X

» Para o calculo da probabilidade do erro condicional tipo II, deve-se
considerar a distribuicdo Beta (1/2,1).
Como as areas A; ¢ A, sdo iguais, a probabilidade de erro condicional

1

f(x) 25

tipo II fica sendo S, = ==,
fi (H (x)-[H"(x)] + fl(x) o a2

2Wx 2k
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O teste com taxas de erros condicionais baseado na estatistica ancilar

como condicionante fica, entdo, da forma:

I ..
se X <—,rejeita-se H, e apresenta-se PEC [ o, = Jx ;
YA — 4
1 . 1
se X> Z,acelta—se H, e apresenta-se PEC II B, = 3

E importante observar que a PEC II }, =% ¢ inadequada, pois nao

atende a condigdo essencial dos testes abordados neste trabalho, que ¢ de variar a
probabilidade de erro de acordo com os dados obtidos. Note que se x > V4, B(x)
variade 1 a 2.

Nao ¢ possivel prever com que freqiiéncia este tipo de situagdo ocorre,
pois ha varias possibilidades de estatisticas ancilares possiveis para o
condicionamento, sendo, entdo, esta desaconselhavel para a presente finalidade

quando o problema se tratar de razdo de verossimilhangas nao-simétrica.

22 Estatistica Condicionante: Significancia Intrinseca

A abordagem de Birnbaum (1961) ¢ equivalente a escolher a estatistica

.. 1 1
condicionante 7 = B(x),—} = Z= 2JX,—— -
max{ (%) B(X)} max{ K 2&}

Na Figura 2.24 pode-se observar o comportamento da estatistica

condicionante Z baseada nos niveis de significancia intrinseca para este caso.

2

1 ~ z
Tem-se que z=—+ ¢ 7=2Jx ; entdo, X, = e Xzzj- A

2x

Z2

1

= . O valor minimo
4(4x,) 16x,

funcdo particionante ¢ dada por H(X)= X, =
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de Z ocorre para x = 0,25. Como 0< X<1, entdo B(x) < 2 e, portanto, observe

que para valores menores que 6’ a estatistica condicionante vai para infinito.
. -1 .
Assim, para valores de Z > 2, apenas um valor de x dado (Zx/x) = z; entdo, no

. 1 .. .
intervalo de [0, E] ndo ha condicionamento em B(x), pois o valor deve ser

limitado a B = 2, portanto assumindo-se, para esse intervalo, que PEC [ = 1.

y=(2*x"0, 5) " (-1)

Al A2

b al

1
1
1
I
I
I
|
|
1
1
1
1
i
!
1
1
1
1
I
I
I
I
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
1
1
!
!
:
i

o w1 0.2 0,4 4o 0,6 o, 8 1

16

FIGURA 2.24 — Comportamento da estatistica condicionante baseada nos niveis

e 1 ~
de significancia intrinseca Z = max {2\/; ,—} em funcao

2x

dos dados.
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Tém-se as PEC’s dadas por:

Sob Hy:
o - f, (H (X)).H ’(X) _ 1 _ 1 :(1+(16X2 )4 )1
fo (H(x))H'()[+ f,00 1T+H0G) [, 1
16x°
(H(x)-H'(x) N
f(H(x)).H'(x av?

_ 1 : _ 8X _ X _ -1
S T N e ) F R R T
2x 8%

O teste fica da forma:
1 se X < 1%

|
se X < —,rejeita-se H,, e apresenta-se PEC I a, = 1\
4 I+— | sex>q.
16x

se X > %,aceita—se H, e apresenta-se PEC I B, = (1+4x) .

. 1, a
Porém, apresentar «, =1 quando x <— ¢ totalmente contraditério ao

objetivo principal dos testes freqiientistas condicionais, sendo a estatistica

intrinseca também inapropriada para este exemplo, pois a PEC I no intervalo
1
[O’E} ndo depende dos dados observados, lembrando que as PEC’s possuem

valores elevados mesmo distantes da fronteira da regido critica, pois se trata de
amostra de tamanho n=1, contribuindo para alta probabilidade de erro na

decisio.
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3° Estatistica Condicionante: Particdo com probabilidade de erros condicionais
iguais.

Kiefer (1977) sugere a escolha da estatistica condicionante Z tal que
o, = B,. Com isso, a fungdo H(x) que define a parti¢ao ¢ dada pela solugdo da

equacao:

TR0 Rme- [ R

Neste exemplo os limites de 1ntegra9ao estdoentre 0 e 1:

H(x)

J‘\/idx I\/i )(/ZHj‘X)xldx:)gi‘x‘l‘dx =
‘{/W:l—“x3 = H(x)=3(1—x%)4

E para o valor critico do teste, tem-se:

i[\/idx—j\/idx :>j dx .[ dx:>

.
1 L1 X%a_

a* 4
4y = 4q AN _X_
2£x X 2ix x:%o %

4
28a*® =1 = a**= 1 = |a*= 3/L=0,397
2 16
Note que para x = 0,397, tem-se

4
H (0,397):,/(1—0,397%) =3/(1-0,5)" =3/0,06257 = 0,397,

ou seja, a* = 0,397 (Figura 2.25).

= Ja¥ =1-%{a* =.

a*
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Hix)=y=(1=-x" (0, T5) )" (4/3) /
vy o= x
-

FIGURA 2.25 - Fungdo Particionante H(x) para o critério com probabilidades
de erros condicionais iguais.

As probabilidades dos erros condicionais sdo dadas por:
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N 1\ 1\
1-x* 1 ERE SLEE N B E]
1-x* =1+ x 2 —x*1
1

-1 -1
1 ﬁ% 1.8 % 3 %
ol | i) sl ufrio)

1 3y _1 1 3 E% ! 3 g_
—Y— |l -X* | X +—= 1—x* : I1—Xx* | X 4JX+|1-x*
o 2% T
2 {I—X“J Jx

B ! !
1 3Y3 1 10\3 3 3
l+x4[l—x4J = l+(x‘2—x'2] = 1+[x4—1]

Para o critério com probabilidades de erros condicionais iguais o teste
fica, entdo, dado por:
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3 3
se x<0,397, rejeite H, e apresente PEC1 «, = 1+[X 4 —1}

Y‘B

3 3
se x>0,397, aceite H, e apresente PECII f =|1+ [X 4— lj

4° Estatistica Condicionante: valor-p

Considere a estatistica condicionante
Z =max{p,, p,} =max{F,(x), 1-F (x)} ,

sendo P =P (X <x)=x e ple’l(XZX):l—&, tem-se
. 3 .
Z= max{x,l—\/; } . Assim, ¢ declarado que, por exemplo, X :Z na regido de

N A 1 x D
aceitacdo tem tanta forga de evidéncia quanto x = Ena regido de rejeicdo, ja

que eles levam o mesmo valor-p no teste de Hy e H;, respectivamente.

Como Z = max{x,l - \/; } , 0 valor critico sera dado por

x=1—\/;:>(1—x)2=(\/§)2:>1—2x+x2=x:>x2—3x+1=0:>.

Este valor critico pode também ser obtido pela resolu¢do da equacao

integral: _]; f, (H (x))|H '(X)| dx =+f fo (X)dx

que nesse exemplo S€ resume a:

Tfi (H(x))[H '(x)|dx=j fo(x)dx:>1* f, (u)du ﬂ—a*:{fﬁdu —l-a*

0 a*
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= Ju =1-a* = Ja*=l-a*= a*:(l—a*)2 =
0
a*=1—2a*+(a*)2:a*2—3a*+1=0 = |a*=0,382
0,382 o360 Lo 1 %2 !
Entdo, [ ldx=x""=0382¢ [ —=dx= > =1-/0,382=0.382
0 ,38 2\/_ 2 1/2 0,382
(Figura 2.26).
ke y
Beta (1;1/2) Beta (1:;1/2)
Uniforme (0;1) Uniforme(0;1)

|

)

FIGURA 2.26 — Representacdo das areas com condi¢cdo do valor-p como

condicionante.

Para encontrar o valor da fun¢do H(x) que define a partigdo, basta

solucionar a equagdo integral:

H(X) +o0
_[0 f,(H (x))[H '(X)|dx=£ f, (X)dx

Nesse exemplo, tém-se os limites de integragdo entre 0 e 1, que fornece:

H(x) 1
.([ f (H())H () dx=[ f, (x)dx  =+u

X

JH(X)=1-x = H(x):(l—x)2

H(x
():l—x =
0
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A funcdo H(x) também pode ser obtida diretamente da forma: dado um
valor da estatistica Z = z, t€m-se dois possiveis valores de x: X=Z ¢ ; com isso,
fica definida a fungdo H(x) dada por H (x)=(1- x)2 .

A interseccdo entre a reta y = x ¢ a fungdo H(x) ocorre no ponto 0,382,

que ¢ o valor associado ao critério de decisdo.

As probabilidade de erros condicionais ficam da forma:

£ (H (X)) H () f ((1—x)2)(2(1—x))

C RO G K00 (-0 ) 2(1-x)+ £, (x)
! 1
e U ——(2(1-x
21 (2(1-x)) i (2(1-%)) L
1 1 1
2(1_)()2(2(1—X))+f1(x) 2(1_)()2(2(1—X))+f1()() l+ﬁ
o = fo (X)
tf (%) + f (HOO)H ()
f. = fi (%) _ f (%) )

LR OOH G 100 (1) )20+ 1, ()

1
2% _2x 1
L (2(1-%)) oL 142X

——— PR S
2,/(1-x)’ 2x 2x

O teste com taxas de erros condicionais com respeito ao valor-p é, entio,

-1
1

se x<0,382, rejeita-se H, e apresenta-se PEC 1 «, = (1 + % X 2 J
YP =

-1
1
se x>0,382, aceita-se H, e apresenta-se PECII S, = {1 +2X2 J
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O condicionamento baseado em valores-p apresenta probabilidade de

erro condicional superior a 50% no intervalo de Xe]O,ZS; 0,382[ e isto é

inadequado dependendo do critério estabelecido para o teste, pois, com uma
probabilidade de erro em rejeitar superior a 0,5, o intuitivo seria aceitar a
hipotese nula.

Sao apresentados, na Tabela 2.3 a seguir, para diferentes valores de
amostra observados, os erros condicionais resultantes quando utilizadas as
estatisticas condicionantes discutidas nos exemplos anteriores, e na Figura 2.27,

o grafico obtido de acordo com cada condicionamento.

TABELA 2.3 — Probabilidades de erros condicionais (PEC), para alguns valores
de x, de acordo com o valor critico da decisdo do respectivo
teste, quando utilizadas diferentes estatisticas condicionantes.

Estatistica Condicionante

x observado
Ancilar | Intrinseca | Erros Iguais | valor-p
0,05 0,22 1,00 0,33 0,31
0,1 0,32 0,14 0,38 0,39
0,2 0,45 0,39 0,43 0,47
0,3 0,50 0,45 0,47 0,52
0,4 0,50 0,38 0,50 0,44
0,5 0,50 0,33 0,47 0,41
0,6 0,50 0,29 0,44 0,39
0,7 0,50 0,26 0,40 0,37
0,8 0,50 0,24 0,36 0,36
0,9 0,50 0,22 0,30 0,35
0,99 0,50 0,20 0,16 0,33

* Os valores em negrito correspondem a PEC I, e os outros, a PEC II.
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Estatistica Condicionante Ancilar Partigdo Intrinseca

Probabilidade de Erro Condicional

Probabilidade de Erro Condicional

Partigdo com Erros Condicionais Iguais

oen Estatistica Condicionante p-valor

Probabilidade de Erros Condicionais
Probabilidade de Erro Condicional

FIGURA 2.27 — Probabilidades de Erro Condicional Tipo I e Tipo II para

diferentes condicionamentos.

Comentarios Gerais

Para problemas “simétricos”, todos os métodos propostos para
selecionar uma fungdo particionante H(x) concordaram, como pode ser visto no
exemplo 1. Todavia, para problemas ndo-simétricos, como no exemplo 2, notou-

se que o condicionamento:
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» Baseado em uma estatistica ancilar pode resultar em probabilidades de erro
condicionais ndo naturais para este tipo de teste, em que se desejam
probabilidades de erro dependentes dos dados e estes foram constantes em
determinadas regides.

» A partir dos niveis de significancia intrinseca propostos por Birnbaum (1961)
(definindo a estatistica condicionante Z por meio da razdo de
verossimilhangas) ndo é adequado, pois, neste exemplo, possui valores em
que a probabilidades de erros resultantes sdo constantes, sendo este
condicionamento apropriado apenas para o caso simétrico.

» Com o critério de probabilidades de erros condicionais iguais proposto por
Kiefer (1977) parece funcionar adequadamente, mas, neste exemplo, possui
erro condicional tipo II tendendo a zero muito rapido para valores ainda
pouco significativos da varidvel aleatéria B(x), mas isto pode ser
conseqiiéncia do pequeno tamanho de amostra.

» Utilizando a estatistica condicionante baseada em valores-p funciona bem,
mas possui valores de probabilidade de erro condicional superiores a 0,5 na
regido de em que X € ]0, 25; 0,382[ .

Entdo, no caso de razdo de verossimilhancas simétrica, as quatro
estatisticas condicionantes utilizadas concordam entre si e estdo também em
concordancia com o valor critico do teste de hipétese de Neyman-Pearson. Mas,
para o caso de razdo de verossimilhangas ndo-simétrica, os valores criticos para
os testes com taxas de erros condicionais variam com a estatistica condicionante
utilizada. Tal fato implica que, para valores proximos aos valores criticos, as

decisdes tomadas poderdo também ser diferentes.
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4.3 Regiao de Nao Decisao para Unificacdo de Decisdes em Testes

Freqiientistas Condicionais

O que se propde ¢ utilizar um critério para unificacdo das decisdes
tomadas para as varias estatisticas condicionantes utilizadas, através do uso de
uma denominada “regido de ndo-decisao” (RND) (Berger, Brown & Wolpert,
1994 - ver comentarios no capitulo 3 deste trabalho). A RND deve ser um
recurso apenas para o caso em que se deseje comparar testes baseados em
estatisticas condicionantes diferentes, caso em que normalmente ndo ha
concordancia do valor critico utilizado. Ou seja, definida uma tUnica estatistica
condicionante, ndo € necessaria a utilizacdo da RND.

A justificativa de tal procedimento ¢ que as probabilidades de erros
condicionais apresentadas dependem da estatistica utilizada no condicionamento
e sdo diferentes; mas, pelo menos as decisdes tomadas devem ser as mesmas.
Este problema ocorre apenas no caso de razdo de verossimilhanga ndo-simétrica.

Para os condicionamentos ancilar e intrinseco o valor critico € 0,25, para
erros condicionais, ¢ 0,397, e para valor-p, é 0,382.

O valor critico do teste ndo-condicional com a = [ é dado por:
1
X X E‘l 1— -1 X
dy =1-— —(y) ( y) dy =x = l—lJ.Ldy =
g . B(1/2,1) 294y >
x=1-x = x=0,382
correspondendo, entdo, ao valor critico obtido no teste utilizando a

estatistica condicionante baseada no valor-p.

As probabilidades de erro ndo-condicionais seriam, entdo, iguais a:
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0,382
a= Pg0 [rejeitar HO] = Pg0 [X < 0,382] = I 1dx =0,382

0

. 0382 (y 1—x 1
=P, [aceitar H,| =P, [x>0,382] =1- l()B(l(/—Ll))dx_

0,382
_ _% [ =dx=1-0,382 = =032
0

7

Para o valor critico 0,397, as probabilidades de erros ndo-condicionais

sdo dadas por:

0,397
a =P, [rejeitar H,]=P, [x<0,397]= [ 1dx =0,397

0
0397 (¢ 57! 1—x 1-1 0,397
B=P,[x>0,397]=1- | (LA Gl NP L dx= £=0,3699.
. B(1/2.1) 2 4 Jx
fornecendo, portanto, probabilidades de erros nao-condicionais
diferentes.
Com o valor critico 0,25 obtido pelas estatisticas condicionantes ancilar

e intrinseca, tém-se as probabilidades de erros dadas por:

0,25

a =P, [rejeitar HO] =P, [x<0,25]= [ 1dx=0,25
0

0, 25 )1—1 0 25

B=P,[x>0,25]=1 j 1/21 j[

Observa-se, nas discussdes anteriores, que o condicionamento em uma

dx= f#=0,5.

estatistica ancilar ou intrinseca fornece resultados ndo adequados em problemas
com razao de verossimilhangas ndo-simétrica. No entanto, para problemas deste
tipo, as estatisticas baseadas em erros condicionais iguais e valor-p mostraram-
se adequadas, sendo que, no exemplo desenvolvido, o problema mais grave
detectado estd no intervalo [0,382; 0,397]. Por exemplo, na obtencdo de uma

amostra com valor 0,39, um teste decidiria por rejeitar e outro, por aceitar. A
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sugestdo para resolugdo desta dificuldade € a extensdo do conceito de regido de
ndo-decisdo proposto por Berger, Brown e Wolpert (1994), que seria um
intervalo em que nenhuma decisdo seria tomada, promovendo certa unificagdo
entre os testes com taxas de erros condicionais propostos por Kiefer (1977) e
Berger (2003).

O procedimento proposto ¢ o seguinte:

Dado que o valor critico ¢; do condicionamento com «, =, ¢ dado

pela solucao da equacdo integral dada pela equagdo (1.8):

Cf; fo (x) f,(x)dx =+f f, (x) f, (x)dx

E o valor critico ¢,, do condicionamento baseado no valor-p fornecendo a = 3,

¢ dado pela solugao de:

C, +o0

J. fo (X)dX = I f (X)dX =¢, ou K (Cz) =1-HK (Cz) (Figura 2.28).
RND
C.c l
+oo;
r ¢, =0,382 c; =0,397
C.

FIGURA 2.28 - Representacdo dos valores criticos resultantes das estatisticas
condicionantes baseadas nos critérios de probabilidade de
erros condicionais iguais e valor-p.

Tem-se que uma regido de ndo-decisdo que evitaria discordancia entre

estas duas metodologias seria dada pela regido estabelecida da seguinte maneira:
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RND :(min(cl,cz);max(cl,cz))

A probabilidade de erro apresentada em cada uma das metodologias
continua a ser diferente, mas as decisoes fora deste intervalo seriam as mesmas.
No exemplo da Uniforme (0,1) versus a Beta (1/2, 1), o teste fica da seguinte

maneira:
se x<0,382, ou B(X)<1,236 rejeita-se H, e apresenta-se PEC I ;
se 0,382 <x<0,397 ou 1,236 <B(X)<1,26,

ndo se toma nenhuma decisao;

5

Y:

sex = 0,397 ou B(x) 21,26, aceita-se H, e apresenta-se PEC 1I .

As probabilidades de erros condicionais I e II serdo determinadas de
acordo com o condicionamento optado para o teste.

Caso se inclua a RND, considerando a hipdtese nula como verdadeira, a
probabilidade de ocorréncia de um valor pertencente 8 RND ¢ de 0,015, e sob a

hipotese alternativa, de 0,012 (Figura 2.29).

1,5 B(1/2,1)

U(0,1)

Rejeigédo \.

Q
0,5 REND

FIGURA 2.29 — Regides de Aceitacdo, Rejeicdo e Nao decisdo para o
teste da Uniforme (0,1) versus a Beta (1/2, 1).
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Para comprovar como a inclusdo da regido de ndo-decisdo afeta a
decisdo final em teste de hipdteses com razdo de verossimilhangas ndo-
simétrica, foi utilizado um programa no SAS (1990) (Anexo A).

As amostras foram obtidas da distribuicdo Uniforme (0,1) versus Beta
(1/2,1) e avaliou-se a taxa de erro Tipo I e Tipo II para o procedimento
freqiientista ndo condicional com a inclusdo da regido de ndo-decisdo. Verificou-
se o numero de vezes em que ndo houve tomada de decisdo e os erros cometidos.

O teste com regido de nao decisdo forneceu taxa de erro tipo I igual a
37,86% e taxa de erro tipo II igual a 37,18% e ndo houve decisdo em 1,34% dos
casos simulados. O numero de casos em que ndo se tomaram decisdes ¢
razoavelmente pequeno. Estes valores estdo de acordo com os calculados pela
respectiva integracdo associada as hipoteses nula e alternativa.

Se o condicionamento com uma estatistica ancilar ou intrinseca ¢

incorporado, o teste pode ser construido considerando ainda o valor c; como

fo(x)

solugdo da equagdo B(x) = fO (X) =1 ¢ a RND ¢ dada, entdo, por:
1

RND = (min(Cl,Cz,C3);max(cl,cz,c3 )) (Figura 2.30)

RND

C3 = 0,25 Cry = 0,382 C = 0,397

FIGURA 2.30 - Representacdo dos valores criticos resultantes das estatisticas

condicionantes com erros condicionais iguais e valores-p.
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E o teste ¢ dado por:

se x<0,25, ou B(x)<1 rejeita-se H, e apresenta-se PEC I ;

Y*=4{se 0,25 <x<0,397 ou 1 <B(X)<1,26, ndo se toma nenhuma decisao;

sex = 0,397 ou B(x)>1,26, aceita-se H, e apresenta-se PECII .

Considerando a hipdtese nula sendo verdadeira, a probabilidade de
ocorréncia de um valor na RND ¢é de 0,147, e na hipdtese alternativa, é de

0,1301 (Figura 2.31).

¥
1,5 B(l1/2,1)
Uu(o, 1)
1
Rejeigdo Aceitacio
i \
x
0 0,z 0,4 0,6 0,6 7

FIGURA 2.31 — Regibes de Aceitagdo, Rejeicdo ¢ Nao decisdo para o
teste da Uniforme (0,1) versus a Beta (1/2,1).

Novamente foi utilizado um programa no SAS (1990) (Anexo A) para
verificar como a inclusdo da RND afeta a decisdo final em teste de razdo de

verossimilhangas ndo-simétrica. As amostras foram obtidas da distribuigdo

135



Uniforme (0,1) versus Beta (1/2,1). Verificou-se o numero de vezes em que nao
houve tomada de decisdo e as taxas de erros Tipo I e Tipo II.

O teste com regido de ndo decisdo forneceu taxa de erro tipo I igual a
25,14 % e taxa de erro tipo II igual a 37,12% e ndo houve decisdo em 13,95 %
dos casos simulados. Estes valores estdo também de acordo com os obtidos pela
integragdo das respectivas funcdes correspondentes as hipoteses nula e
alternativa.

A taxa de erro tipo I foi consideravelmente diminuida, porém o nimero
de casos em que ndo se tomaram decisdes foi igualmente elevado.

E importante lembrar que, no caso de razdo de verossimilhangas

simétrica, a regido de ndo decisdo se torna vazia pois ¢; = ¢; = Cs.

4.4 Estudo da distribuicdo da estatistica condicionante baseada em valores-p

Para avaliar a distribuicdo da estatistica condicionante baseada nos

valores-p, Z = max{FTO (T),1-F (T )} , deve-se estudar o seu comportamento,

tanto sob a hipdtese nula quanto sob a hipdtese alternativa, para verificar os

valores que tém maior probabilidade de ocorréncia, sendo assim:

a) Sob a Hipodtese Nula H,
F/ (z)=P, [Z<z].
Pela Figura 2.32, observa-se que
F(2)=P, [t'<T <t] :j £ (u)du=F¢ () - F° (") (1)
o’
Mas t” pode ser expresso da seguinte maneira:

Sabendo que F/(t)=z=>t= [FTO ]71 (z) ()
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E 1-F(t)=z A3)

Entdo, substituindo (3) em (2), tem-se:

(C))

F(t)=1-F (t)=F(t)=1-F'(t)=>t'

—
Il
| —
m
| I—
—
—
[
M
-5
—~
—
~
N—
|
I
—~
—
~

Substituindo (4) e (2) em (1), obtém-se:

F(2)=F'(t)-F (t)= F (z)=F'(t)-F ([FT‘ I (1-F (t))),

Derivando, tem-se:
£2(z)=F(2)=1- fT"([FTT (1- z)).([FTIT)'(l— 2)(-1)
£ (2)=1+ fTO([FTIT (1—z)).([FT1]‘1)'(1—z) (6)

Observagio: Derivando-se a identidade Fy o [F; ]71 (x)=x, obtém-se

(R T == (B)TRT (R T 0=

Entdo, utilizando (7) em (6), tem-se:

fz"(z)=1+fTO([FT‘]_l(l—z)) — 1y E -

137



Ou seja, a distribui¢do da estatistica condicionante baseada em valores-p

possui, sob a hipétese nula, distribui¢@o inversamente proporcional a PEC II.

FIGURA 2.32 - [BEstatistica Condicionante baseada em valores-p
Z =max{F,(T),1-F(T)}.

b) Sob a hipétese alternativa H,

F(z)=P,[2<z]=PR, [t'<T <t]=F/(t)-F ([FT‘T(I— F (t))) 8)

Substituindo (2) em (8), tem-se:
Rl (2)=F () -(1-F (1)) = F ([FTO]" (z))—1+ FTO([FTOT (z))
F(2)=F ([FTOT(Z))—IJr 7

Derivando, tem-se:

2@)=(F)([RT @) )@+
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Entao

Ou seja, em caso de hipotese alternativa, a distribuicdo € inversamente

proporcional a PEC 1.
Note que para Z=max { F (T).1-F'(T )} , tem-se  dois

. . 1 1 .
comportamentos para a estatistica Z, pois f, (z)=— e f,(z)=—. Assim
a

sendo, pode-se afirmar que:
1*) Para valores grandes da variavel T, pelo Teorema da Probabilidade Integral,

a tendéncia é de que Z tenha distribuicdo uniforme sob H, e seja nao-uniforme

sob H; pois o méaximo sera obtido em F, (T), que ¢é uniforme sob Hj
(Z = max {uniforme,1 - F" (T)}).

2%) Para valores pequenos da varidvel T, a tendéncia ¢ de que Z tenha

distribuicao uniforme sob H; e seja ndo-uniforme sob H, Seguindo o mesmo
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comentario feito anteriormente, tem-se que para t pequenos, 0 maximo sera

obtidoem 1— FlT (T) e, portanto, sera uniforme sob H; e ndo uniforme sob Hj.

- Resumindo:

) sob H, — valores grandes de t

Uniforme

o sob H, — valores pequenos de t
Distribuigado de Z
. . sob H, — valores pequenos de t
Nao-Uniforme
sob H, — valores grandes de t

Observacio:

As PEC’s obtidas quando a estatistica condicionante esta baseada em
valores-p sdo numericamente iguais as probabilidades a posteriori de um teste

de hipoteses no contexto bayesiano dadas por:

!
g - BOO _ 2 | 17
“T14B(X) 1+2VX 2
(&
)l
B ! ! 1+2XE (Ver capitulo 3)
X: = = plu .
1+B(X) 1+2x

4.5 Exemplo de aplicacao

A teoria do teste freqiientista condicional foi aplicada a um exemplo
com dados reais de duas variedades de café (Icatu e Catuai).

Uma das possiveis analises efetuadas em variedades de café ¢ o teor de
amido existente na raiz da planta. Sabe-se que a quantidade de amido presente

na raiz pode ser obtida por uma avaliagdo bioquimica e que esta quantidade
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apresenta-se normalmente distribuida, sendo que, para a variedade Icatu 3686, a
média obtida por experimentos anteriores ¢ de m;= 1,05, e para a variedade
Catuai 2SL, mc = 1,46. Considerou-se o mesmo desvio padrio para as duas

populagdes de (0,1)"* (Figura 2.33).

1,2

N(1,05;0,316) N(1,46;0,316)

S| 1 k:l,255 2 2,5

FIGURA 2.33 - Fungdes densidade de probabilidade de populagdes normais de
média 1,05 e de 1,46.

A analise de amido na raiz de uma amostra de tamanho trés de certa
variedade revelou média m,= 1,248. Deseja-se saber se esta variedade avaliada ¢
do Icatu ou do Catuai.

As hipoteses seriam:

Ho: a média da populagdo a que pertencem as amostras de café¢ ¢ 1,05, ou
my=m;= 1,05;
H;: a média da populagdo a que pertencem as amostras de café testada é 1,46, ou

m;=mc= 1,46.
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Como tais distribui¢des se sobrepdem, deverd ser estabelecido algum
ponto de separacdo entre as populacdes. No caso de um teste de hipoteses
tradicional, este ¢ determinado tendo por base a probabilidade de erro tipo 1. Os
pesquisadores em geral desejam uma probabilidade pequena de rejeitar
incorretamente Hy. Suponha que a escolha seja 5%. A area de rejei¢do de Hy,
nessa situagdo de teste, ¢ unilateral e situa-se na cauda direita da curva, ja que a
hipotese alternativa considera somente uma média maior que 1,05. As duas sdo
distribui¢cdes normais, centradas em 1,46 ¢ 1,05, entdo o erro padrdo sera dado

Jo.1
=0,182.
N

Como o teste ¢ unilateral, a média que limita a regido critica na

por: o(X)=

distribuicdo em 1,05 ¢é dada por:

Kimite = My + 1,640, 51 = X = 1,05+ (1,64x0,182) =1,35.
Para obter a probabilidade do erro tipo II, procura-se inicialmente o

valor correspondente na normal padrdo para X =1,35. Ora, considerando a

hipdtese alternativa, tem-se:

X-m, X-—1,46 1,35-1,46
o, 0,182 0,182

=-0,604.

Isto é, na populagdo da variedade Catuai, a média 1,35 esta a 0,604
unidades de erro padrao abaixo da média, que corresponde a probabilidade de
erro tipo Il igual a 0,269.

Como a média amostral foi de 1,248, a decis@o a ser tomada ¢ a de que
as amostras sdo da variedade Icatu, com probabilidade de erro

a=0,05 e $=0,269 (Figura 2.34). O poder do teste, no exemplo, ¢
1-0,269 = 0,731.
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N(1,05;0,033) N(1,05;0,033)

1,5 1,5

N(1,46;0,033) N(1,46;0,033)

FIGURA 2.34 — Areas correspondentes aos erros Tipo I e I sob as hipoteses

nula e alternativa, respectivamente.

Para este teste, sendo a média observada igual a 1,248, ha entdo uma
aceitagdo da hipotese nula, podendo-se, nesse caso, estar cometendo o erro tipo
I, cuja probabilidade seria de 26,9%.

Se fosse considerado um teste de significancia, o valor-p calculado seria
de 0,138.

Se as hipoteses fossem invertidas, o teste seria dado pelo valor critico
k = 1,162, invertendo-se também as probabilidades de erro tipo I ¢ 1. O valor-p
correspondente seria, agora, igual a 0,119.

No caso de teste freqiientista condicional sob a condi¢do de erros nao-
condicionais iguais (a = f), o valor critico utilizado para o teste seria 1,255, o
que levaria também a uma aceita¢do de Hy, mas com erro tipo Il igual a 13%. A

razdo de verossimilhanca fica sendo:
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: -1
(0,27) 1/zexp —1{)(' ’OSJ
20 Vo ) exp{_l(xi—1,05)2+l(xi—1,46J2}_
1

& 0,316 21 0,316
i=1 _ - —1.46 > 5
(0,27) " exp _px-h
2 0,1

e o teste fornece:

se B(x)<1ouXx, 21,255, rejeita-se H, com PEC I
B(X) exp{—12,3X +15,435}
“T1+B(X) 1+exp{-12,3X +15,435)
se B(x)>1ouXx, <1,255, aceita-se H, com PECI
1 1
“T1+B(X) 1+exp{-12,3X +15,435)

No caso da amostra observado com média igual a 1,248, aceita-se a
hipotese de que a variedade testada seja proveniente da variedade Icatu, com
probabilidade de erro condicional tipo II igual a 0,479. Ou seja, apesar de
proporcionar aceitagdo da amostra, como no teste tradicional, percebe-se que o
valor da PEC ¢ muito alto, mostrando pouca evidéncia a favor de Hj,.

Nesse caso, todas as estatisticas condicionantes discutidas neste trabalho

concordariam, pois se trata de razdo de verossimilhanca simétrica.
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CONCLUSOES

Os aspectos matematicos subjacentes a teoria de testes de hipoteses com
erros freqiientistas condicionais, sistematizada por Kiefer, sdo acessiveis e foram
detalhados neste trabalho.

O uso sistematico da defini¢do de funcdo particionante simplifica de
maneira significativa os conceitos da teoria de testes de hipdteses com erros
freqiientistas condicionais.

Para o problema na presenca de razdo de verossimilhanca simétrica,
independentemente das estatisticas condicionantes utilizadas, os testes
coincidem.

No caso em que a razdo de verossimilhanga é ndo-simétrica, os testes
com erros condicionais iguais e os definidos pela estatistica condicionante
valores-p apresentaram uma maior coeréncia.

A incluso de uma regido de ndo decisdo pode trazer propriedades
desejaveis aos testes com erros freqiientistas condicionais.

Apesar de a estatistica condicionante valores-p ndo ser ancilar, sua
distribuicdo apresenta comportamento similar sob a hipotese nula e sob a

hipotese alternativa, mostrando-se uma boa alternativa para o condicionamento.
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RESUMO

BRIGHENTI, CARLA REGINA GUIMARAES. TESTES COM
INTERPRETACAO FREQUENTISTA CONDICIONAL E BAYESIANA.
LAVRAS: UFLA, 2007. 64p. (Tese — Doutorado em Estatistica e
Experimenta¢io Agropecudria)”

Todo Teste Bayesiano ¢ um Teste de Razdo de Verossimilhanga com valor
critico dado por b, =pl, em que p=r, /7, ¢ a razdo entre as densidades a

priori e 1 =1 /I, a razdo entre as perdas. Sendo assim, para determinados

valores de p e [, t€m-se regides criticas coincidentes para um teste bayesiano e
para um teste com erros freqiientistas condicionais. Mas a medida de evidéncia
apresentada no teste bayesiano é a probabilidade a posteriori, enquanto no
freqilientista condicional, é a probabilidade de erro condicional (PEC).
Dependendo da estatistica condicionante utilizada e dos valores de p e [, esses
valores podem ser numericamente iguais, definindo um teste “unificado”. Mas
quando a probabilidade a posteriori ou a PEC s@o numericamente iguais e
superiores a Y2, deve ser incorporada uma “regido de ndo-decisio”, RND. A
constru¢do da RND depende da funcdo particionante H(x) do teste condicional e
dos valores de p e [. Dessa forma, a RND pode apresentar comportamentos
variados e o seu tamanho pode ser um fator complicador do teste unificado.
Neste capitulo, utilizou-se o conceito de funcdo particionante H(x) para construir
detalhadamente a RND e estudou-se o seu tamanho em trés exemplos. No
primeiro, calcularam-se as probabilidades de erro tipo I e II para o procedimento
freqiientista ndo condicional com e sem a inclusdao da RND para o teste da
Uniforme (0,1) versus Beta (1/2,1). No segundo, estudou-se a RND para o teste
da distribuicdo Exponencial (1) versus Exponencial (2), com amostras de
diferentes tamanhos. No terceiro, obteve-se explicitamente o teste unificado

estudando o tamanho da RND em funcdo da razdo entre as perdas [ =1/ /I, .

Concluiu-se que o tamanho da RND € dependente do tamanho da amostra e que
determinados valores de / podem tornar o teste inadequado.

* Orientador: LUCAS MONTEIRO CHAVES - UFLA.
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ABSTRACT

BRIGHENTI, CARLA REGINA GUIMARAES. TESTS WITH
FREQUENTISTS CONDITIONAL AND BAYESIAN
INTERPRETATION. LAVRAS: UFLA, 2007. 64 p. (Thesis - Doctorate in
Statistics and Agricultural Experimentation)”

Every Bayesian Test is a Likelihood Ratio Test with critical values given by
b, = pl, where p =rx, /x, it’s the ratio between prior densities and [ =/, /I, the

ratio between losses. In this way, for some determined values of p and / there are
coincident critics regions for a bayesian test and for a conditional frequentist
test. The evidence measure reported in the bayesian test is the posterior
probability while the conditional test is the conditional error probability (CEP).
Depending on the conditioning statistic used and the p and [/ values, these values
can be numerically the same, defining a “unified” test. But when the prior
probability or the CEP are numerically the same and superior to 1/2, it must be
incorporated a “no-decision region”, NDR. The NDR construction depends on
the partitioning function H(x) of the conditional test and the p and [ values. Its
size can be a complicated factor for the unified test. In this chapter, the concept
of the partitioning function was used to construct in details the NDR, and it was
studied its size in three examples. In the first, Uniform (0,1) versus Beta (1/2,1),
it was calculated the probabilities of error type I and II for the frequentists
unconditional proceeding with and without the inclusion of the NDR. In the
second, Exponential distribution (1) versus Exponential (2), it was done the
same but with samples of different sizes. In the third, it was explicitly obtained
the unified test studying the size of the NDR due to the ratio for the losses
[ =11, .1t was concluded that the size of the NDR depends on the size of the

sample and that some / values can make the test inadequate.

* Advisor: Lucas Monteiro Chaves -UFLA.
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1 INTRODUCAO

O problema de testar hipdteses estatisticas € um dos pontos de
discordancia entre Bayesianos e freqiientistas.

O método freqiientista tradicional constréi uma regido critica e descreve
probabilidades de erros associadas. O uso desta abordagem freqiientista
tradicional € criticado por descrever probabilidades de erros que nao refletem
informacdes proporcionadas pelos dados apresentados. Uma alternativa comum
¢ um teste de significancia usando o valor-p como medida de evidéncia contra a
hipétese nula Hy. Porém, o valor-p ndo é uma medida freqiientista verdadeira e
tem suas préprias limitacdes como medida de evidéncia.

Para solucionar estes problemas, uma tentativa possivel ¢ modificar o
método freqiientista tradicional incorporando procedimentos baseados em
condicionamento que sejam dependentes dos dados. Em Kiefer (1977), o método
freqiientista condicional foi formalizado. A idéia basica por detrds desse método
¢ condicionar em uma estatistica que mede a for¢a de evidéncia dos dados e,
entdo, fornecer probabilidades de erro condicionais (PEC’s), que podem ser
definidas como medidas das probabilidades dos erros tipo I e II, calculadas
condicionalmente aos dados estarem em regides determinadas a partir da
parti¢do do espaco amostral.

Uma outra abordagem alternativa é a Bayesiana, que € baseada na forma
mais extrema de condicionamento, nos proprios dados observados, discutida no
capitulo 1 desse trabalho.

Berger et al. (1994) sugeriram um procedimento que promovesse O
acordo entre os métodos Bayesianos e freqiientistas e consideraram, entdo, o
teste de hipétese simples versus hipétese simples, mostrando que o método

freqiientista condicional pode ser equivalente ao método Bayesiano, dependendo
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da estatistica condicionante utilizada. O aspecto mais importante ndo € o fato de
que o Bayesiano e o freqiientista condicional poderiam ter a mesma regra de
decisdo para rejeitar ou aceitar a hipdtese nula, mas sim que apresentardo as
mesmas medidas de evidéncia ao rejeitar ou aceitar. O teste proposto e a idéia de
condicionamento indicam que ha uma maneira de testar que apresenta medidas
de evidéncias freqiientista condicional (Probabilidades de erros condicionais) e
Bayesiana (probabilidades a posteriori) que sdo numericamente iguais. Uma
vantagem € que um procedimento de teste unificado que tenha simultaneamente
justificativas Bayesiana e freqiientista pode ter maior aceitagdo.

Alguns problemas com o chamado teste unificado podem ocorrer por
causa da possibilidade de diferentes valores de perdas e densidades a priori; para
solucionar esse problema, Berger et al. (1994) sugeriram a introducido de uma
regido de ndo decisdo (RND). A RND corresponderia a uma regido, ]r,a[, na
qual potencialmente nenhum estatistico sentiria que as evidéncias sio fortes o
suficiente para uma decisdo conclusiva.

Em virtude do que foi mencionado, este capitulo objetivou utilizar o
conceito de funcdo particionante, desenvolvido para teste freqilientistas
condicionais no capitulo 2, para auxiliar na construcdo do teste unificado durante
o desenvolvimento da teoria de testes unificados da revisdo bibliografica, assim
como verificar o comportamento da regido de nio decis@o em trés exemplos de
testes de hipéteses simples com razdo de verossimilhangas ndo-simétricas e o

comportamento desta na presenca de perdas assimétricas.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 TESTE UNIFICADO PARA HIPOTESES SIMPLES

Berger et al. (1994), resgatando o trabalho desenvolvido por Kiefer

(1977) em testes de hipéteses com probabilidades de erros condicionais,
utilizando a fungdo particionante H(z)=F, ' (1 -F (z)) discutida no item 4.1.2
do capitulo anterior, observaram as semelhancas entre o teste freqiientista

condicional Y~ dado, na péagina 90, por:

se B(x)<l1, rejeita-se H, com PEC I &, = B(x)
. 1+ B(x)
T = .
se B(x)>1, aceita-se H, com PEC 1l f =
1+ B(x)

E o teste Bayesiano Y _, considerando perdas iguais e densidades a priori

T

também iguais dado, na pigina 44, por:

se B(x)<1, rejeita-se H, com probabilidade a posteriori, &, =M
1+ B(x)
Y, = |
se B(x)>1, aceita-se H, com probabilidade a posteriori, S =
1+ B(x)

Ou seja, para o valor critico b, igual a 1, os valores das probabilidades de erro
condicional tipo I e tipo II, apresentados como medida de evidéncia no teste
freqiientista condicional, sdo numericamente iguais as probabilidades a
posteriori encontradas no teste Bayesiano..

O teste Y apresenta probabilidades de erro do Tipo I e Tipo II iguais,
a =P, e probabilidades de erros condicionais dadas por o, e By, sendo que o
valor maximo de ay ou de B4 € ¥2, uma vez que a regido critica é dada pelo valor

critico b, =1.
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Note, entdo, que tanto um freqiientista quanto um Bayesiano, observados
os dados x= (xl,...,xn), tomariam a mesma decisdo e apresentariam a mesma

medida de evidéncia. E claro que a interpretacdo desta medida de evidéncia é

diferente; ou seja, para o freqiientista ¢ uma medida de probabilidade de erro
condicional, e para o Bayesiano, € a probabilidade a posteriori (que é
numericamente igual a perda esperada a posteriori quando se considera perda
“0-17, ou seja, [, =1, =1).

Para os casos em que as perdas ndo sdo simétricas, [, #/,, o teste

Bayesiano apresenta, apds a tomada de decisdo, a perda esperada a posteriori da

forma:
ll . .
se B(x)<b, = 7 rejeita-se H,,
0
com perda esperada a posteriori [ &, =l _Bw_
1+ B(x)
T, = ;
se B(x)>b, :l—l, aceita-se H,
0

com perda esperada a posteriori [, 8 =, [ﬁj
+ b(x

Como apresentado na pagina 44.

Nesta situagdo, supondo /;=3 e [, = 1 e sendo observado B(x) = 2, o
teste leva a decisdo de rejeitar Hy, apresentando perda esperada a posteriori de
0,66. Note que, neste caso, em que [,=1, a perda esperada a posteriori é
numericamente igual a probabilidade a posteriori de Hy, para o caso de rejeicao
da hipétese nula.

A outra opcdo de medida de evidéncia em um teste Bayesiano é a

probabilidade a posteriori, sendo, neste caso, o teste da forma:
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l

se B(x)<b, =l—‘, rejeita-se H,
0
com probabilidade a posteriori &, =M
. 1+ B(x)
Y, = / .
se B(x)>b. =l—1, aceita-se H,,
0
com probabilidade a posteriori S, = _
1+ B(x)

Testes Bayesianos que apresentam como medida de evidéncia a
probabilidade a posteriori foram anteriormente utilizados, conforme citado por
Berger (2003):

“Harold Jeffreys, com sua abordagem“objetiva” na andlise Bayesiana,
propds o seguinte teste Bayesiano:
® Definir o fator de Bayes (ou razdo de verossimilhancas no caso simples)
B(x) = fix|6,)/ f(x10;).
® Rejeitar Hy quando B(x)< I e aceitar Hyquando B(x) > 1.

e Apresentar as probabilidades de erro a posteriori das hipdteses dadas por:

_1+B(x) 1+B(x)

Pr(HOIx)—M (ou Pr(Hllx)=;J,

assumindo probabilidades a priori iguais a Y2 para as duas hipoteses e
aplicando o teorema de Bayes “.
Tal procedimento justifica a abordagem de probabilidade a posteriori

utilizada por Berger et al. (1994) para definir o teste unificado.
Os testes Y, e Y; possuem o mesmo valor critico [;/l,. A tnica

diferenca entre os dois testes estd na medida de evidéncia que acompanha a

decisdo, pois, em Y,, a perda influencia também no célculo da medida de

%

evidéncia (perda esperada a posteriori), enquanto, em Y_, a probabilidade a

T

posteriori ndo depende da perda.
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O teste Y, §é, entdo, um teste unificado Bayesiano e freqiientista

condicional, mas apesar de a familia de testes assim definida apresentar uma
interpretagcdo legitimamente bayesiana e freqiientista condicional, pode levar a
situacdes de dificil explicagdo nas duas abordagens para os casos em que o valor
critico b.# 1.

Se, por exemplo, forem considerados novamente os valores para perda
;=3 ely=1, e for observado B(x) = 2, o teste Y’; diz que: como B(x)<3,

rejeita-se Hy, apresentando probabilidade de erro condicional ou probabilidade a

B(x) _2

=—=06,6% . Para o conceito freqiientista condicional
1+B(x) 3

posteriori C{X =

de probabilidade, este valor € totalmente incoerente com a decisdo de rejeitar Hy,
isto é, questiona-se qual a razdo de se rejeitar Hy se esta hipdtese tem 2/3 de
chance de ser verdadeira. Para o Bayesiano, tal decisdo poderia ser até

justificada, ja que leva em conta perdas assimétricas, ou seja, [, # /.

Berger et al. (1994) propuseram, entdo, uma modifica¢io do teste Y, de

forma a ampliar os casos em que o teste teria uma adequada interpretacio
genuinamente freqiientista e genuinamente bayesiana, considerando outros

valores de perdas, além de “0-1" e densidades a priori ndo-uniforme.

2.1.1 UMA ALTERACAO COM MOTIVACAO BAYESIANA: A REGIAO
DE NAO-DECISAO

Uma modificagdo do teste T, que resolve a dificuldade, comentada no

item anterior, de a PEC ser maior que Y2, € dada pela incorporacdo de uma

“regido de ndo-decisdao”, RND.
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2.1.1.1. CONSTRUCAO DA REGIAO DE NAO-DECISAO

A incorporagdo de uma “regido de ndo-decisd@o” tem o objetivo de
impedir que se apresentem probabilidades de erros condicionais superiores a 0,5,
0 que poderia ocorrer em casos em que [, #/ e, assim, o valor critico b, €
diferente de 1.

Considerando os testes em que se seleciona um b, de tal forma que, no
caso freqiientista, se obtenham erros tipo I e tipo II iguais, isto &,

Fy (b, )=1-F;(b,), e utilizando a parti¢do definida pela funcdo particionante
H(z)= [FL? T (1— F, (z)) , tem-se que esta fornece probabilidades de erro

condicionais iguais (capitulo 2, item 4.1.1). Assim, a partir do valor critico b, a
cada valor z € associado um H(z), que fornece a mesma probabilidade de erro
condicional, sendo a PEC I para um dos pontos do par e a PEC II para o outro.

Mas as PEC’s possuem valores numericamente iguais, pois
Fy (H(z)) =1-F,(z) ou F;(z)=1-F, (H(z)) dependendo da posi¢cdo do
valor critico b, em rela¢io ao ponto b=1.

A RND exclui os pares (z, H(z)) que estdo entre o valor critico e o valor
1, pois, pelo condicionamento utilizado, estes sdo os pares que forneceriam

probabilidades de erros condicionais superiores a 0,5. Avaliando as duas

situacOes possiveis para b, tem-se:

1° Caso) O valor critico € superior a 1, ou seja, b, > 1.

Como em b, tem-se F, (b,)=1—F, (b,), para b=1 as probabilidades
de erro tipo I e tipo II serdo diferentes, pois a fungdo acumulada Fy (b)é

crescente, enquanto l—F; (b) é decrescente e, como b, > 1, conseqiientemente
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FJ(1)<1-F4(1). Mas o problema é que as PEC’s continuam assumindo os

mesmos valores e, portanto, no valor de b exatamente igual a 1, as

probabilidades dos erros condicionais dados por ¢, e [, sdo iguais a ¥2; com

isso, entre b, e 1, estas probabilidades serdo superiores a %2 (Figura 3.1).

B(x)

Rejeita-se Hy

Aceita-se Hy

FIGURA 3.1 — Desenho esquemdtico da Regido de Nao Decisao para b, > 1.

Dessa forma, a RND fica limitada inferiormente pelo valor 1, em que a

probabilidade € o valor maximo admissivel 0,5, e determina-se o limite superior
através da funcdo particionante H (z) =[th,’ ]71 (l—be (z)) aplicada no ponto
z=1, obtendo-se o par (z, H(z)). Dessa forma, tem-se o limite superior

a=H(l)= [F; ]71 (1 -F, (l)) , que € um valor a direita de b (Figura 3.2).
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0,4
PEC IT
PEC I

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 z 2,2 2,4

r‘
o
©

FIGURA 3.2 — Exemplo da regido de nao-decisdao (RND) quando b, > 1.

Tem-se entdo que F, (a)= P, [B(X) < a] = 1-F,(1) (Figura3.3).

— »

Rejeicdo 1 N Aceitacdo B(x)
Hy Decis3 H,
ecisio

FIGURA 3.3 — Esquema da construcdo da regido de ndo-decisio para b, > 1 em

que Fy (1)<1-F;(1)
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Como a derivada de H(z)=[F;T(1—F;(z))é negativa, a fungdo €

decrescente e o valor de H(1) € maior que H(b.) = b, (Figura 3.4).

B

v

—_
on
o

H(1)

FIGURA 3.4 — Graficode H (z) para o caso (i) em que se tem 1< b, < H(1).

2°caso) O valor critico € inferior a 1, ou seja, b, < 1.

Agora, como b, < 1, tem-se F,(1)>1-F,;(1). Em b=1 tem-se
o, = [ =Y2 com isso, no ponto b, < 1, uma destas probabilidades serd superior

a %. Esse fato ocorre porque as probabilidades de erro tipo I e tipo II serdo

diferentes em b = 1 (Figura 3.5).

»

K B(x)

Aceita-se Hy

Rejeita-se Hy

RND

FIGURA 3.5 — Esquema da regido de nao-decisdo para b, < 1.
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Logo, a RND fica limitada superiormente pelo ponto b, = 1 e determina-

se 0 limite inferior através da funcao particionante

r=H"'(1)=[F ] (1-F2(1)) (Figura3.6).

N

o 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4

" b

FIGURA 3.6 — Representacdo da regido de nao-decisdao (RND) quando b, < 1.

Tem-se, entdo, que Fy (r)= P, [B(X) < r] = 1-F; (1) (Figura3.7).

Portanto, o teste Y, com a inclusdo da regido de ndo decisdo definida
V4

da forma:
r=l e a=[F| (1-F (1) se FY(1)<1-F) (1)
r=[R] (1-F (1) e a=1 se Fy(1)>1-F(1)
O, considerando H(b)=[F ] (1-F} (b)) e

H'(b)= [F; T (1-F) (b)), a RND é dada por:

r=1 e a=H(l), se H(l)=1,
)<1.

r=H"'(1) e a=1, se H(l
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Rejeicao Aceitacao B(x)
HO Hl

FIGURA 3.7 — Esquema da constru¢do da regido de ndo-decisdo parab < 1.

E o teste fica:

se B(x)<r, rejeita-se H, e apresenta-se PEC 1
ou probabilidade a posteriori &, =——;
1+B
T =Jse r<B(x)<a, ndo setoma nenhuma decisio; (3.1)

se B(x)=a, aceita-se H, e apresenta-se PEC II

ou probabilidade a posteriori 3, = ﬁ
+

As discussdes para construgdo da RND aqui apresentadas contemplam
os testes de hipéteses que envolvem os modelos ndo-encaixados, isto €, modelos
que apresentam formas funcionais completamente diferentes, e os modelos
encaixados, sendo que, neste dltimo caso, apenas o 2° caso em que b.< 1
ocorrerd, a varidvel B(X) assume apenas valores menores que 1 (considerando o
modelo mais simples na hipétese nula).

A regido de ndo-decisdo neste teste ¢ uma fonte de criticas. Mas a regido
de ndo-decisdo € o preco que se deve pagar a fim de fazer com que as

probabilidades de erro Bayesiano descritas também sejam probabilidades de
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erros freqiientistas condicionais limitadas a ¥2. Assim, o tamanho da regido de
ndo-decisdo € uma caracteristica particularmente importante para estudar. Deve,

também, ficar claro que a regido de ndo-decisdo desaparece sempre que

Fy(1)=1-F,(1), pois, nesse caso, r = a = 1. Isto ocorre no caso de razdo de

verossimilhancas simétrica (Berger et al., 1994).

A regido de ndo decisdo pode também evitar que um comportamento
contra-intuitivo ocorra. Suponha, por exemplo, que b = 5. Entdo, Y rejeitaria

Hy quando B(x) = 4, embora B(x) = 4 seja interpretado (por um Bayesiano)
como evidéncias 4 para 1 a favor de Hy. Para um Bayesiano, ndo é sensato
aceitar ou rejeitar quando a posteriori favorece a acdo oposta (pelo menos

quando se pressupdem probabilidades a priori iguais e perdas iguais).

2.1.2 Regiao de nao decisao em testes freqiientistas nao-condicionais

No contexto freqiientista tradicional, a inclusdo de uma regido de ndo-
decisdo ajuda a diminuir algum comportamento paradoxal de testes ndo-
condicionais. Para verificar isto, considere dois estatisticos tradicionais (nao-
condicionais), A e B, que pretendem, baseados nas mesmas observacdes Xx’s,
construir um teste mais poderoso de tamanho o para testar duas hipdteses
simples, X ~ fy(x) versus X ~ fj(x). Além disso, suponha que ambos os
estatisticos sdo indiferentes quanto a escolha de qual f. d. p. deve ser considerada
na hipétese nula.

O estatistico A escolhe que as hipdteses sejam

Hy* X ~ fo(x) versus H™ X ~ fi(x)
e constrdi um teste mais poderoso de tamanho o como
se B(x)<c,, rejeita-se Hy,

se B(x)>c,, aceita-se H(’?,
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em que o valor critico ¢, € determinado pela equagéo F, ; (CO) =«.

O estatistico B escolhe que as hipéteses sejam
Hy”: X ~ fi(x) versus H;": X ~ fy(x)
e constrdi um teste mais poderoso de tamanho o como
se B(x)>c, rejeita-se H,
se B(x)<c,, aceita-se H},
em que, nesse caso, o valor critico c; é determinado pela equagdo

1- FBl (cl) = ¢ . Em ambos os casos, B(x) = fo(x)/f;(x).

A dificuldade surge sempre que cy #c;, Ou seja, nesse caso 0 conjunto
{x: min(cy, ¢;) < B(x) < max(cy, ¢;)} ndo é vazio. Este € o conjunto de
discordancia entre os dois estatisticos, os quais chegario a diferentes conclusdes.
Este conflito pode ser solucionado. Contudo, deve-se estar disposto a modificar
o teste tradicional para incorporar a possibilidade de ndo-decisao. Com isso em
mente, seja ry = min (cy, C;) € dp = max(cy, ¢;); entdo a modificacdo do teste

tradicional para as hipéteses simples, que inclui uma regido de ndo-decisdo, é:
se B(x)<r, rejeita-se H,

T se r, <B(x)<a,, ndo setoma decisdo alguma,
se B(x)2a,, aceita-seH, .

Outra maneira de explicitar esse fato € a de que, se o desejo tratar f e f;
com mesma importancia, com probabilidades de erro tipo I e Tipo II iguais a o
especificado, entdlo a introducao de uma regidio de ndo-decisdo € necessaria.

Serdo apresentados dois exemplos com a construcdo da RND para o
caso de um teste freqiientista tradicional, o primeiro exemplo tratando de teste
de hipdtese para a média de uma populacdo normal e o segundo exemplo

testando o parametro de uma distribui¢do exponencial.
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EXEMPLO 5: Caso de Razdo de Verossimilhancas Simétrica

Suponha que X, X, ..., X4, sdo i.i.d. N(0,1), e que se deseja testar:
Estatistico A: Hy: X ~ N(0,1) versus H;: X ~ N(1,1)

A média k, que limita a regido critica considerando a = 0,05 € dada por:
kA —Hy _ _ 1 _
——~=164= k,=u,+1,640. =k, =0+|1,64x— [=0,82.

o. V4

O teste mais poderoso de tamanho o é dado  por

se )?4 >0,82, rejeita-se HQ,
se X . <0,82, aceita-se Hg‘,

Em termos de razdo de verossimilhangas, tem-se que:

, , (2x)™"” exp{—l(xf _0)2}
B=[T2=]] ; :eXp{_nﬂﬁ}
o fi (271')_”2 exp{—z(xi _1)2} ?

Utilizando o valor critico k, = 0,82:

B=exp {—nkA %} = exp{—4k, +2} =exp{-4(0,82)+2} = ¢, = 0,278
Estatistico B: Hy: X ~ N(1,1) versus H;: X ~ N(0,1)

ky = pt, —1,640, =k =1—[1,64><Lj=0,18.

N

Um teste mais poderoso de tamanho o é dado por:

{se X,<0,18, rejeita-se HY

se X,>0,18,  aceita-se H{

Em termos de razdo de verossimilhangas, tem-se que:

B =exp{—4k, +2} =exp{-4(0,18)+2} = ¢, =3,597
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Note que ¢y # c1, ou seja, o conjunto {x: min(cy, ¢1) < B(x) < max (cy, ¢1)} ndo é
vazio (Figura 3.8 e 3.9).

se x<0,18 ou B(x)<0,278, rejeita-se H;
T; =¢5e 0,18 <x<0,82 ou 0,278 < B(x) <3,597, ndo se toma nenhuma deciso;

sex = 0,82 ou B(x)=3,597, aceita-se H,.

E importante ressaltar que a regido de ndo-decisdo neste caso € muito
grande, pois o tamanho da amostra é pequeno (n=4) e os erros tipo I e II sdo

iguais e pequenos.

N (1;0,25)

FIGURA 3.8 - Limites da regido de ndo-decisdo em func¢do da densidade de
probabilidade.
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FIGURA 3.9 - Limites da regido de ndo-decisdo em func¢do da razdo de

verossimilhancas b.

EXEMPLO 6: Caso de Razdo de Verossimilhangas Nao-Simétrica

Serdo feitos os cdlculos para incluir a RND, no exemplo 1(d) do capitulo
anterior, de se testar Hy: 6 = 1 versus H;: 8= 2, da exponencial f (x;@) =0 %,
com tamanho de amostra n = 4. Fixando a = 0,05, o valor critico para a regido de
rejei¢do € de k; = 1,367 e a probabilidade de erro tipo II € igual a 0,707 (Figura
3.10).
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FIGURA 3.10 — Probabilidades de erros Tipo I e II considerando o teste de
Hyp: 0 =1 versus H;: 6 =2 da exponencial com valor critico

k1=1,367.

Sob a desigualdade equivalente

B(xl,...,xn)=(%Jn exp{—(ﬁo —ﬁl)ixi}=

1

4
= Gj exp{—(1-2)1,367} =0,0625exp(1,367) = 0,245

Se as hipdteses fossem invertidas, ou seja, 8y =2¢ 0,=1.

4
Sob H,, ZXI. ~ Gama(4,2) , entdao

i=1
4 k 1
a=1-P, | D X, <k |=1-|==y"2"¢?dy=0,05= k=3,877.
| S refgr2e
Que corresponde a uma probabilidade de erro tipo II dada por:

03877
1

4
B=P, {Z X, < 3,877} = | my%-ydy = (Figura 3.11).
i=1

0
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FIGURA 3.11 — Probabilidades de erros Tipo I e II considerando o teste de
Ho: =2 versus H;: 6 =1 da exponencial com valor critico

k,=3,877.

Sob a desigualdade equivalente e utilizando o valor critico k;, tem-se

(Figura 3.12):

1

.
> % <In| 0,245(2 J:Zx_l36662x>ln[3017 J:Zx_3877

i=1 i=l1

B(xl"“’xn):(%j exp{—(@o -6) h x,}=(2)4 exp{3,877}=3,017
i=1

4
ZXI.£1,367 ou B(x)<0,245, rejeita-se H,

i=1

4
yr. se 1367< ) X,<3,877 ou 0,245<B(x)<3,017

i=l1

ndo se toma decisdo alguma,

4
ZXI.23,877 ou B(x)23,017, aceita-se H,,

i=1
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0

FIGURA 3.12 —Regido de ndo decisio para o teste de Hy: 6 = 1 versus Hy: 0= 2.

2.2. GENERALIZACAO DO TESTE UNIFICADO

. ~ l ~ .
Considerando a razdo entre as perdas [ =--e a razéo entre as densidades
0

i T, . . .
a priori p =—-, pode-se generalizar o teste Bayesiano Y da seguinte forma:
7[0

se B(x)< pf, rejeita-se H, com probabilidade a posteriori
B(x)

f(aolx):—B(x)+p;

» ~|se B(x)>p/, aceita-se H, com probabilidade a posteriori

7(8 |x)=B(x’ﬁ.
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Pode-se, ainda, generalizar o teste unificado Y;, considerando uma
regido de ndo-decisdo, com limites r;, € a;,, para 0</< o0 e 0 < p < o,
definidos como se segue
r =] 0Tt 1 0 < 1 .
L=lp e a,=[F] U-pFap) se Fp) < p -Fp);
-1
o= |Fs ] pI- FJUp)) e a, =lp se F)ip)>p -Fp)
Entdo, a generalizagio do teste Y, , dado pela expressio (3.1),

denominado agorade Y, , fica:

Lp>

se B(x)<r,, rejeita-se H, com probabilidade a posteriori

B(x
f(g()lx):ax: ( ) )
B (x) +p
Y, =8¢ 1, < B(x)<a, ,, nao se toma nenhuma decisao; (3.2)

se B(x)2a,,, aceita-se H; com probabilidade a posteriori

F615)=A= gy

Os valores para os limites da RND seguem o mesmo padriao de

construgio do teste Y, , sendo que, seFy (Ip)< p—F,(lp), entdo r=Ip e

—[F] 1- pF,(1p))-Entdo, ) (a) = P, [B(X) <al =1- pF; (Ip)

(Figura 3.13 e 3.14).
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1-p Fy (Up)|- oo

[

Rejeicdo P I'Nao 0 Aceitagio B(x)
H, Decisio H,

FIGURA 3.13 — Esquema da construgdo da regido de ndo-decisdo no teste Y, »

parab.>Ilp.

5 B(x)
Rejeita-se Hy Aceita-se Hy

RND

FIGURA 3.14 - Esquema da Construgdo da regido de ndo-decisdo parab. > [p.

Para b.<Ip a RND, ou seja, quando F, (Ip)> p—F,(lp), t€ém-se 0s

limites a=lp e g = [FB‘ ]_1 (1(1_}7; (lp))J, de forma que
| p

Fl;(r)z[;][B(X)Sr]zl(l-Fg(l,O)) (Figura 3.15).
Yo
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»

B(x
P ! Iy r b lp \\ ( )
Aceita-se H,
RND

Rejeita-se Hy

FIGURA 3.15 — Esquema da Regiao de ndo-decisdo para b, >[p.

O teste Y,, € o proprio teste Bayesiano Y, exceto pela presenca da

zo
regido de “ndo-decisdo” (r;,, a;p). (Claramente, multiplicando a, por [, € B, por
l,, converte-se a probabilidade de erro condicional em Y, para perda esperada a
posteriori).

Segundo Berger et al. (1994), um freqiientista rigoroso pode também
usar 1, efetivamente. Suponha que um freqiientista tenha planejado usar o teste

Neyman-Pearson ndo-condicional com valor critico b, e probabilidade de erro

o= F; (b)e B=(1- F,(b.). Este pode ser substituido pelo teste T,. L+ » €M que

(1-a) . b

% c

(1-5) T pr

Verifica-se diretamente que T ,. - ainda tem b, como um valor critico, e

* =

< . ~ ~ - (1-a) .
ndo possui uma regido de ndo-decisdo. Com p* =22 tem-se, para os limites

(1-74)

da RND:

a.,. =[F] [1-p'Fi(b)]=[F] {1— (=) (b)} =
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7

Note que a escolha de [* e p* € vista aqui justamente como um
formalismo; suas interpretacdes em termos de perdas e densidades a priori ndo

sdo necessdrias (Berger et al., 1994).

2.2.1 INTERPRETACAO FREQUENTISTA CONDICIONAL DO TESTE
UNIFICADO GENERALIZADO

Para validar o teste unificado Y, , no contexto de testes freqiientistas

>
condicionais (discutido em detalhes no capitulo 2 deste trabalho) deve-se
estabelecer uma fungdo particionante H(z) com boas propriedades e que fornega
como probabilidades de erros condicionais tipo I e II, os mesmos valores

apresentados pelo teste T, como probabilidades a posteriori.

Uma op¢do para a  funcdo H(z) é dada  por
H(z)= [F;T (1-pF;(2)) para z>a,, e H(z)= [F; ]’1 [%(1— F! (z))j para

z<r, (Figura3.16).
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H(z)

FIGURA 3.16 — Comportamento da fun¢do H(z).

E importante ressaltar que a funcao particionante

H(z)=F,' (1 - pE (z)) possui como inversa a funcdo particionante

1

105" (L0-R(2) ) pos
M

=F" Ll—p(%(l—Fa (z))B =F,'(1-(1-F,(2))) =2

177



TEOREMA

Para o teste 1, , com parti¢do definida por H(z), se z > 0,

a(z) =P (rejeita—se H I(Z ou H(z) foi observadO)) =a :ﬂ
0 0 * p+B(X) '
B(z) =P, (aceita-se H, 1(z ou H(z) foi observado))=, :#B(x)‘

PROVA

Seja f;(.) a densidade da estatistica suficiente B(X) sob f,, i = 1,2.
Tem-se que, pelo teorema apresentado no capitulo 2, péagina 91,
13 (b)=bf ().

Com a func¢do particionante H(z) e utilizando a composicao

Fo(H(2))=F o[ Fe ] (1- pFi(2)) =1~ pFi(2)

Derivando em relagdo a z, tem-se:
F;'(H(2))H'(2)=-pF;'(z)

15 (H(2)H'(z)==pf,(2)

L) - =P5 ()
&= 51 0)

Substituindo na expressdo freqiientista para o erro condicional tipo I, obtém-se:

a(z)= P, (rejeitar H, | z ou H(z) foi observado) = fa (2)
f5 (2)+ 1 (H(2))

;;;H(z)
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15 (2)

R Rt
TR RO,
f3(2)

Para a ocorréncia de B(z) tem-se a, , <z<ooe,agora, hp= H (al’p ) ,ea

fs
P 11(z)

funcgdo particionante H(z) para a construgdo da parti¢do dada por:

1

H(z)=F" (;(k%(z))j

Pois, partindo da composi¢ao:

Fy(H(z))=F, o[F;T L%(I—F; (z))j =l(1—F§(z))

e derivando em relagdo a z, tem-se:

F;'(H(Z))H'(Z)=—;F£'(Z)
A(HE) () =L ()= () =S
p pli(H(2))
Substituindo na expressio freqiientista para o erro condicional tipo II, obtém-se:
B(z)= P, (aceita-se H, | z ou H(z) foi observado) = fa(2) y
HERACIE) IS
f3(2)
R /1¢) N /1 ¢)) 1 p
P @ B, GG 1,8 o
' L) phi(z) P
[
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2.3 COMENTARIOS SOBRE O TESTE UNIFICADO

Os testes Y, , possuem, simultaneamente, uma justificativa Bayesiana e

uma freqiientista condicional, com a decisio e a medida de evidéncia
(probabilidade de erro condicional) apresentada sendo numericamente a mesma
sob ambos os paradigmas. E claro que a interpretacdo da medida de evidéncia
dada pelo teste diferird para Bayesianos e freqiientistas, mas tal fato serd
irrelevante na pratica. Aqueles que véem mérito nas filosofias Bayesiana e
freqiientista certamente ficarfo satisfeitos com esta interpretagdo dual.

Freqiientistas rigorosos poderiam reclamar que, na pratica, Y, , ndo

fornece toda a informacdo necessdria. O dogma Freqiientista afirma que ndo se
pode apenas, dizer, mas sim olhar para a probabilidade de erro tipo I ao rejeitar,
mas também diz que se deve olhar para erro tipo II. No contexto freqiientista
condicional, este dogma implicaria que devem ser informados ambos os erros
a(z) e PB(z), tanto ao rejeitar quanto ao aceitar. No entanto, o procedimento dado

por T, , s6 pode apresentar um dos tipos de erros, uma vez que estes ocorrem

em pontos distintos (Berger et al., 1994).

Ha vérias possiveis solugdes para este dilema. Primeiro porque a forma
do teste estd definida com os dois tipos de erros e, caso fosse necessario, as duas
probabilidades de erro poderiam ser calculadas. Na pratica, porém, calcular, por
exemplo, a PEC II, B(z), ao rejeitar Hy ndo teria utilidade. Segundo, pode ser
argumentado que a origem do dogma freqiientista sobre informar ambas as
probabilidades de erro se apdia em uma tentativa para intuitivamente compensar
o fato de ndo condicionar; tal compensacdo € claramente ndo necessdria para

Y, . Finalmente, na “situacdo simétrica", a, = B, para todo z; assim, o problema
Lp

desaparece (Berger et al., 1994).
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O principal problema possivel no uso de Y, , € a presenga da "regido de

7

nao-decisdo". De certo modo, esta € a regido na qual nido se pode obter
concordancia entre Bayesianos e freqlientistas. Se esta regido € muito grande,

entdo a utilidade do teste Y, , € reduzida (lembrando ainda que um freqiientista

que estd menos interessado sobre um acordo com Bayesianos pode apenas usar

Y _ ou Y,. . nenhum dos quais possui uma "regido de ndo-decisdao").
V.4 1*,p

O tamanho da RND € uma caracteristica particularmente importante

para ser estudada, pois desaparece sempre que F, (b, )=1-F,(b,), em que
F, e F, sdo as fungdes de densidade acumulas da razdo de verossimilhangas

B(x) sob fy e f; e b. € o valor critico do teste. Nesse caso, r = a = 1. Isso ocorre
no caso de razdo de verossimilhanca simétrica.

Um fato encorajador € que se pode mostrar, em geral, que para qualquer
[ ou qualquer p, uma soluc@o na outra varidvel pode ser encontrada de modo que

n,=4a,,=1p, situagdo em que a "regido de ndo-decisdo" € vazia. Para isso

pode-se mostrar, também, que as solu¢des em [ e p estdo inversamente
relacionadas, pois, neste caso, a condi¢do de igualdade entre os ‘“‘erros”
apresentados nos testes Bayesianos e freqiientistas condicionais deve ser

satisfeita. Entdo:

B(X) _ B(X)
1+B(X p+B(X

J

T
B(X)| p+B(X) p+B(X)

o= poli=p
l l

1
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Berger et al. (1997) comentam que o procedimento proposto de teste
unificado ¢ muito diferente do que ¢ tipicamente usado na pratica e que uma
séria mudanga na metodologia estatistica prética deveria ocorrer com base nos
principios de condicionamento. O teste unificado propde um método que evita

que se interpretem erroneamente valores-p como probabilidades a posteriori.

2.2.1 CONSIDERACOES GERAIS

O artigo publicado por Berger et al. em 1994 teve uma forte repercussdo
na comunidade estatistica, mas os comentdrios sobre o mesmo s foram
publicados juntamente com o segundo artigo de Berger et al., em 1997. Nesse
artigo foram publicados comentérios e criticas de Dennis V. Lindley, Thomas A.
Louis e David Hinkley, principalmente sobre a inclusdo da RND. A proposta de
Berger et al. (1994) de um teste unificado € ainda polémica e traz a tona vérias
discussdes, mas o préprio Berger deu continuidade a este trabalho juntamente
com outros profissionais da drea e em seus trabalhos de orientacdo, entre os
quais aqui alguns trabalhos, ndo utilizados na integra neste capitulo, merecem

destaque:

> Berger, J. O., Boukai, B. e Wang, Y. Properties of unified bayesian-
frequentist tests. In: Advances in Statistical Decision Theory and Applications.

Birkhauser, Boston, 207-223. 1997a.

> Berger, J.O., Boukai, B. and Wang, W. (1997). Unified frequentist and
Bayesian testing of a precise hypothesis. Statistical Sciences, 12, 133-
160 (com discussao).

Fazendo a mesma abordagem do artigo de 1994 (fundamentacéo do capitulo 2

deste trabalho), mas com hipdtese precisa.
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> Dass, S.C. and Berger, J.O. (1998). Unified Bayesian and conditional
frequentist testing of composite hypotheses. Institute of Statistics and
Decision Sciences Discussion Paper, Duke University, USA, 43-98.

Continuidade do trabalho de teste unificado com discussdes sobre o problema da

hipétese precisa.

> Berger, J.O., Boukai, B. and Wang. Y. (1999). Simultaneous Bayesian-
frequentist sequential testing of nested hypotheses. Biometrika, 86, 79-
92.

Trabalha novamente com hipétese precisa, mas agora no contexto de andlise

seqiiencial, mostrando como a regido de ndo-decisdo pode ser interpretada

naturalmente nesta situag@o.

> Sarat C. Dass. Unified bayesian and conditional freqiientista testing for
discrete distributions. Sankhya : The Indian Journal of Statistics. 2001,
Volume 63, Series B, 3.

Esse artigo também € parte de trabalho de orientacdo de doutorado com a mesma
situacdo de unificacdo considerando distribui¢des discretas, ressaltando, com
alguns exemplos, qual seria o comportamento da regido de ndo-decisdo em casos

de “fronteira”.

> BERGER James O.; GUGLIELMI Alessandra. Bayesian and conditional
frequentist testing of a parametric model versus non parametric
alternatives. Journal of the American Statistical Association (J. Am. Stat.

Assoc.), 2001, vol. 96, n°453, pp. 174-184.

Outra orientag¢do envolvendo o teste unificado.
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> Paulo, R. M. B. Problems on the Bayesian/Frequentist Interface. (Tese de

Doutoramento - orienta¢do de James Berger.). 2002, Duke University.

> Paulo, R. M. B. Conditional Frequentist Sequential Tests for the Drift of
Brownian Motion. 2002, Duke University.

Esse artigo faz parte da Tese de Ph. D. na Duke University, em 2002, com

orientacdo do Prof. James Berger.

» James O. Berger. Could Fisher, Jeffreys and Neyman Have Agreed on
Testing? Statistical Science. 2003, Vol. 18, No. 1, 1-32. Institute of
Mathematical Statistics, 2003.

Artigo em que Berger expde de maneira mais “filoséfica” as vantagens do teste
unificado, comentando um pouco das diferentes escolas. Resultado de uma
palestra ministrada pelo autor durante o VIII LATIN AMERICAN CONGRESS
OF PROBABILITY AND MATHEMATICAL STATISTICS (C.L.A.P.EM.)
La Habana, Cuba, em Novembro de 2001.

> SARAT C. DASS & JAMES O. BERGER. Unified Conditional Frequentist
and Bayesian Testing of Composite Hypotheses. Scandinavian Journal
of Statistics. Volume 30 Issue 1, Page 193 - March 2003.

Novamente outro artigo, fruto de orientacdo envolvendo o teste unificado.

> M. J. Bayarri and J. O. Berger. The Interplay of Bayesian and Frequentist
Analysis. Statist. Sci. 19, no. 1 (2004), 58-80.
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3 METODOLOGIA

Para ilustrar a construcio da "regido de ndo-decisdo”, foram
considerados trés exemplos. O primeiro exemplo mostra como € a construgdo da
RND considerando o teste de hipdteses entre as distribui¢des Beta (1/2, 1) e

Uniforme (0,1) com amostra de tamanho 1, considerando a fun¢@o particionante
H(z)= [F; ]71 (1 -F, (l)) . Verificou-se também qual foi o comportamento da

esperanca da probabilidade de erros condicionais com a condi¢do de igualdade
entre as probabilidades de erro Tipo I e Tipo II ndo-condicionais.

No segundo exemplo, considerou-se um teste de hipdteses entre
distribuicdes exponenciais considerando os tamanhos amostrais: n=1; n=4;
n=10; n=30 e n = 100. Para encontrar o valor critico e os limites da RND em

cada caso utilizou-se o software Maple 10. Nesse caso considerou-se, para o
condicionante, a fungdo particionante H ™' (z)= I:F; T (1 -F) (1)) . Elaborou-se

uma rotina no programa SAS, versdao 8 (Anexo B), verificando o nimero de
vezes em que niao houve tomada de decisdo. Os resultados foram também
realizados pela integracdo da regido envolvida em cada situacdo. Inicialmente
um ndmero aleatério uniforme u ~ U(0,1) foi gerado com a fun¢@o ranuni. Caso
u fosse menor que Y2, gerava-se uma amostra de tamanho n da distribui¢dao
Exponencial (1); se u fosse maior que %2, a amostra era gerada da distribuicio
Exponencial (2). Utilizavam-se os limitantes da regido de aceitagdo, rejei¢do e
ndo-decisdo para realizar a contagem dos erros tipo I e tipo II. O processo foi
repetido 100.000 vezes e a propor¢do de vezes em que ndo houve tomada de
decisdo foi computada,

No terceiro exemplo avaliou-se o comportamento da RND em fung¢do da

razdo entre as perdas [ =1, /I, .
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O teste com a inclusd@o da regido de ndo decisdo foi aplicado ao exemplo
com dados reais para o teste de hipdteses de duas variedades de café, utilizando

os valores obtidos no capitulo 2.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 O teste unificado para as hipéoteses Hy: X~Uniforme (0,1) versus
H;: X ~ Beta(1/2,1)

Considerando o teste de hip6teses simples Hy: X~Uniforme (0,1) versus
H;: X ~ Beta(1/2,1), a razdo de verossimilhangas de Hy para H; é B(x)= 2Jx,

considerando n=1.

Do ponto de vista freqiientista, o problema seria resolvido
primeiramente estabelecendo-se o valor critico do teste ndo-condicional quando
a = B, que é dado por:

1

Fo(x):l—Fl(x)jj.dy :l—j%dy:le—%iﬁdy:‘

x=1-vJx = x=0,382
Para que o teste freqiientista seja unificado com o teste Bayesiano, o
valor critico x =0,382 (ou B(x) = 1,236) deve ser também o mesmo. Isto

significa, do ponto de vista Bayesiano, que o valor /p € diferente de 1. Uma

maneira de garantir a unificacdo do teste seria considerar p igual a 1 para se
obter a probabilidade a posteriori igual & PEC, e considerar uma razao entre as
ll

I

perdas igual a 1,236, ou seja, [ =—=1,236.

O teste unificado freqiientista condicional e Bayesiano é dado por

(Figura 3.17):
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se x<0,382 ou B(x)<1,236, rejeita-se H, e apresenta-se PEC 1

ou probabilidade a posteriori &, = 2\/; :
Y, = 1+2x

se x > 0,382 ou B(x) >1,236, aceita-se H, e apresenta-se PEC II
1

1+ 2%

Este é o teste freqiientista condicional com estatistica condicionante

ou probabilidade a posteriori 3, =

baseada em valores-p.

Probabilidade de Erro Condicional

FIGURA 3.17 — Probabilidades de erro condicional associadas ao valor critico

b.=p/ =1,236.
Note que para valores de razdo de verossimilhancas no intervalo

[1; 1,236] (correspondente a 0,25 < x < 0,382) a PEC I (e a probabilidade a

posteriori) é superior a 0,5, mas mesmo assim ocorre a rejeicdo de H,. Entdo,
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deve-se incluir uma RND, avaliando primeiramente se Fy (1)<1-F,(1) ou se
Fy(1)>1-F;(1).

Utilizando a transformag@o de varidveis

Iy (g_l (b)) , tem-se:

1)< 6 )

Sob Hy:
)=ttt (e 0)-
f;(b)z‘%gl(b)fy(gl(b))—g e F;’(b)=1%(xsb)=1§dx=%
Sob H;:
70) =5 01 (¢ 0) =23

Fy(b)= R (x<b)=

O C— >

Dai tem-se Fy(1)=1/4 e F;(1)=1/2, e como F,(1)<1-F,(1), a
RND ¢ dada por:
r=l e a = (F)) (1-F)) = (F) " (1/2)= 1,414.

O teste fica, entdo (Figura 3.18):

189



se x<0,25 ou B(x)<I, rejeita-se H, e apresenta-se PEC I

2Wx
1+2Jx

se 0,25<x<0,5 ou 1<B(x)<1,41, ndo se toma nenhuma decisio;
sex =2 0,5 ou B(x)=1,41, aceita-se H, e apresenta-se PEC Il
1

1+2x

ou probabilidade a posteriori ¢, =

ou probabilidade a posteriori S, =

U, 1)

Rejeicdo

X Aceitacio
Dls \

FIGURA 3.18 — Regido de ndo-decisdo para o teste unificado para as hipéteses

Hy: X~Uniforme (0,1) versus H;: X ~ Beta(1/2,1).

Os valores incluidos na RND vao além do intervalo em que a PEC &

superior a 0,5, pois devem ser retirados os pontos em que ocorre este problema
e, também, os pontos que formam os pares correspondentes a estes no

condicionamento (Figura 3.19).
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v

Probabilidade de Erro Condicicnal

FIGURA 3.19 - Representacdo da Regido de ndo-decisdo em func¢do da razdo de

verossimilhancas B (x)= 2\/; .

Para fins de comparagdo foram obtidas, por simulacido, 100000 amostras
da distribuicdo Uniforme (0,1) versus Beta (1/2,1), utilizando uma rotina no
programa SAS (anexo B), e avaliou-se a taxa de erro Tipo I e Tipo II para o
procedimento freqiientista ndo condicional com e sem a inclusdo da regido de

nao-decisdo (Tabela 3.1).

TABELA 3.1 — Probabilidades de erro Tipo I e II com e sem a regido de ndo-
decisdo para o teste unificado para as hipdteses Hy:
X~Uniforme (0,1) versus H;: X ~ Beta(1/2,1)

Teste usual Teste com regido de ndo decisdo
[Erro Tipo I]  [Erro Tipo II]  [Erro TipoI] = Nao Decidiu  [Erro Tipo II]
38,44 % 38,28 % 25,44 % 22,64 % 29,42 %
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As taxas de erros sdo consideravelmente diminuidas, porém o nimero de
casos em que ndo se tomam decisdes ¢ igualmente elevado. Este resultado esta
de acordo com os valores obtidos pela integragdo das regides de aceitacido e
rejeicdo quando se leva em conta a RND (Figura 3.20).

Note que as esperancas das probabilidades de erros condicionais nio
diminuem igualmente, apesar de inicialmente se ter o = . Como ndo é um caso
de razdo de verossimilhancas simétrica e as esperancas sdo relativas, ora a
hipétese é nula (PEC I) ora a hipétese € alternativa (PEC II), entdo as novas
esperancas podem variar independentemente uma da outra. Nesse caso, por

exemplo, tem-se:

0,25

Lo |
EJa]= [ dx=0,25 e E[B.]= [ —=dx=+x| =0,2929
olad= | 8= [ S prae=,,
y
1,5 B(1/2,1)
U(o,1)
1
Aceitacdo

RND \\\\Q\§§

N

FIGURA 3.20 — Regides de Rejeicdo e Aceitagdo modificadas pela inclusdo da
RND no teste unificado para as hipdteses Hy: X~Uniforme
(0,1) versus  H;: X ~ Beta(1/2,1)
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A probabilidade de ndo decidir é dada por:

0,5
R[0,25<x<0,5]= [ dx=0,25

0,25

€

0,5 1
R[0,25<x<0,5]= |

0,25 2\/;

dx = J}‘:; ~0,2071

Este é o tamanho do risco de ndo decidir que o pesquisador corre ao
utilizar o teste unificado, ganhando, em troca, uma interpretagdo tanto
freqlientista condicional quanto Bayesiana do teste, lembrando, ainda, que o
teste freqiientista condicional neste caso foi elaborado a partir de uma estatistica
condicionante baseada em valores-p. Ou seja, a regido critica do teste foi
definida a partir do critério estabelecido pelo teste de Neyman-Pearson; apds
esta defini¢do efetuou-se uma parti¢cdo do espago amostral baseada em valores-
p, como estabelecido por Fisher. E, ao se apresentar uma probabilidade de erro
condicional de acordo com esta particdo, estes valores sdo numericamente iguais
as probabilidades a posteriori, fornecendo uma interpretacdo Bayesiana como

proposta por Jeffreys.

4.2 O teste unificado para hipéteses sobre o parametro da Exponencial

Neste segundo exemplo serd abordado o problema para diferentes

tamanhos de amostras, considerando o teste de hipdteses Hy:0 =1 versus

H;:0 =2, emque f(x;0)=6e".
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A razdo de verossimilhancas é: B(xl,...,xn):(%j exp{Zx,}, com

distribui¢do f, (b)= % Fe(?" ) {ln [an]}m efg{m[z"b}} ‘
n

Entéo, th(b)=Pa:1(B(X)Sb)zr(n,ln[Z”b])
Fy(b)=P,_,(B(X)<b)=T(n.21n[2"b]).

Na Tabela 3.2 sdo reapresentados os valores criticos b, para se obter

o = P no teste ndo-condicional (calculados no capitulo 1 deste trabalho); a partir

desse valor, foi calculado o limite inferior da RND para cada caso. Com a

funcdo particionante H(z), que define os limites da RND, utilizou-se o software
Maple 10 para a realizacio dos cdlculos.

Vale lembrar que o limite superior neste caso é sempre 1, pois este exemplo

trata do caso em que b, < 1.

TABELA 3.2 — Valores criticos para o teste ndo-condicional de X ~ Exp (1)

versus X ~ Exp (2) com diferentes tamanhos de amostra n e o

limite inferior da RND.
n | a=p n Valor Critico Limite Inferior da
(%) | Valor Critico (Z xi] (bo) RND
i=1

1 38,2 0,4812 0,809 0,7071

4 25,2 2,5461 0,7973 0,6717

10 | 14,1 6,7027 0,7955 0,6655

30 | 2,98 20,565 0,7947 0,6629
100 | 0,028 69,085 0,7945 0,6620

Simulou-se o procedimento de obtencdo de amostras da distribui¢do
Exponencial (1) versus Exponencial (2) de acordo com uma rotina desenvolvida

no programa SAS apresentada no anexo B adaptada para a exponencial.
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Avaliou-se a taxa de erro Tipo I e Tipo II para o procedimento tradicional com e

sem a inclusdo da regido de ndo-decisdo (Tabela 3.3).

TABELA 3.3 — Probabilidades do erro Tipo I e Il com e sem a inclusdo da RND
no teste unificado para hipdteses sobre o parametro da

Exponencial.
Tamanho da Teste usual Teste Com Regido de Nao Decisido
amostra Erro Erro Erro Nao Erro

Tipo I Tipo Il Tipo I Decidiu Tipo I

1 0,3810 0,3806 0,2918 0,2285 0,2494

4 0,2530 0,2522 0,2168 0,0955 0,1968

10 0,1404 0,1404 0,1246 0,0421 0,1156

30 0,0298 0,0296 0,0270 0,0073 0,0254

100 0,0030 0,0025 0,0027 0,0007 0,0022

Pode-se perceber entdo que, como era esperado, com o aumento do
tamanho da amostra, a probabilidade de se obter uma amostra na RND diminui,
assim como acontece com os erros tipo I e II. Assim, a inclusdo da RND, neste
exemplo, apresenta varias qualidades desejaveis como o controle simultdneo das
taxas de erros tipo I e tipo II, além do fato de poder ser usada no contexto
Bayesiano ou freqiientista.

A inclusdo da Regido de Nao-Decisdo pode ser muito util em testes de
hipéteses quando se deseja uma concordancia entre os diferentes contextos, pois
traz redugdo na taxa de erro para um freqiientista classico e apresenta medida de
evidéncia Bayesiana e probabilidade de erro condicional numericamente iguais

nas abordagens Bayesiana e Freqiientista Condicional, respectivamente.
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E evidente que o fato de ndo decidir pode trazer incomodo para alguns
pesquisadores, mas basta avaliar se isso € realmente menos aconselhavel do que
tomar uma decisdo incorreta.

Como comentado anteriormente, o teste assim definido utiliza a parti¢ao
baseada em valores-p. Ou seja, o teste unificado propde o uso do valor-p de
Fisher para condicionar um teste freqiientista de Neyman-Pearson e, além disso,

fornece uma interpretacdo Bayesiana de acordo com a escola de Jeffreys.

4.3 Estudo da regiao de nao-decisao no teste unificado com perdas

assimétricas

Suponha que Xi,..., X, seja uma amostra aleatéria i.i.d. de uma

exponencial f (x;B)zBe’a‘” para x > 0, e que se deseje testar as hipdteses

00

simples Hy: 8 =0y x H;: 6 = 8;, sendo 8;> 6,. Definindo 7=?
1

, € imediato que

B(X,.....X,)=(7)"exp{(1- 7)n6, X}, em que B é monétona crescente em X.

Note que 7" < B<co.
Ha um ponto de intersec¢do entre todas as curvas com os diferentes
tamanhos de amostra m e n, o qual € obtido através da solucdo da equacio:

7,’16”(1*7)913 — ?,’nem(lf}’)aﬁ — Vlfme("*m)(l*}’)aﬁ =1=

(n=m)logy+(n=m)(1-7)8x =0

~ _ —(m=n) logy ==
(n=m)logy =(m=n)(1-7)8x =7 iy =0x= T =g

Note que x ndo depende de m e n (dois tamanhos quaisquer da

amostra). Tem-se o valor de x explicitamente em funcdo de y e 0.
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Como demonstrado no capitulo 1, tem-se que a densidade acumulada de

Sob Ho: F/(b)=PF,_, (B(X)<b)= l{n, % 1n[[ﬂjn bD
a3’

SobHy: Fy (b)=P,, (B(X)Sb)zl“(n, 4 ln[g/”b]J

Sob Hi: Fy (b)=P,_, (B(X) <b) =F[n,

Ou, em termos de v:

Sob H;: Fl; (b) = Rg:gl (B(X) gb) :Fln, m[;/”bﬂ, emquel éa

(1-7)

distribuicdo gama incompleta.

Para o caso particular n = 1, tem-se:

Ll y7's] y
(1-7) Y wl s =
2" crawmme 1—[4[0 ;
0 0 b
€
! ln[}/’lb] 1
(1-7) . —
B J 0 b

Com a RND generalizada definida pelo teste 1, , 0 </<oe 0<p<oo:
np=lp e a,=[F] (1-pFi(1p)) se Flp)<p-Filpy (D)
no= [F] ((Vp)(1-FL(ip)) e an=lp se  Folp)>p-Fillp). (2)
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Os valores de r;,, € a;, podem ser obtidos explicitamente. Considerando

o efeito de /, a razdo entre as perdas [,/ly quando p = Mige 7:% = 1 (para
72’-0 1

testar Hy 6=1 contra H; 6 = 2 com probabilidade a priori iguais), tem-se:

B(X):(%jexp{X} em que B(x) € mondtona crescente em X e %SB <oo,

2
com fungdes acumuladas dadas por F; (b)= (1 _Lj eF,(b)= 1_(ij . Os

2b 2b
limites da RND sao:

=l e a,=[F](1-F0)

De (2), tem-se:

n = [F;T(I—F;(Z)) e ay=I

= [F;}-I(I_F;(l)):[FJ;T(%lj’Como Fé(l)zl_(%ljz =
o -0 o, L7 ({13 )]

O comportamento de (1) e (2) pode ser resumido na expressdao dada

seguinte, considerando sempre r;, como limite inferior da regido de ndo-decisdo

e a;, , como limite superior (Figura 3.21).

il L
) 4]-2 ) 2 1 1
’7,1 =min L(Tj € al,l :max{l,(2—?j } se ESISOO .
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Limites da RND

(0,809;0,809) r

FIGURA 3.21 - A regido de nio-decisdo ]r,al como uma funcao de /, para testar
hipdteses sobre o pardmetro da Exponencial Hy:6 =1 contra

H;:0 =2 sob probabilidades a priori iguais com n=1.

Lembrando que os testes de maior interesse neste trabalho sdo aqueles

em que a =/, nesse caso, em que n=1, corresponde a ter o valor critico

b. = 0,809 (Tabela 3.2). Entdo, quando a razdo entre as perdas / = 0,809, ou seja,

perdas assimétricas, o valor critico no teste Bayesiano, dado por /o, estaria em

completa concordincia com o teste freqiientista e, por isso, a RND é vazia

(Figura 3.21). O teste Y ¢ ,, coincide com o teste freqiientista de Neyman-

Pearson com probabilidades de erros iguais, o= 3 =0,382. O valor 0,809 é o
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mesmo obtido pela expressdo p* = e (k= b fornecida no item 2.5 do
*

referencial tedrico deste capitulo.

Quando as perdas sdo simétricas, ou seja, / = 1, a RND nio € vazia, pois
leva em conta que um Bayesiano discordaria da decisdo de um freqiientista no
intervalo de 0,809 a 1. Isto ocorre porque, para o freqiientista, esta regido indica
rejeicdo da hipdtese nula. Todavia, para o Bayesiano, a medida de evidéncia
probabilidade a posteriori associada a esta regido ¢ dada por um valor superior a
14, 0 que indica uma aceitacdo da hipétese nula. Esta incoeréncia € solucionada
incluindo uma RND. Devido ao critério de condicionamento, deve-se excluir
também a regido ]0,707; 0,809[, que contém os valores correspondentes aos
pares (z, H(z)), ficando, dessa forma, com a RND no intervalo ]0,707;1[. Esta
regido esta de acordo com os limites estabelecidos na Tabela 3.2.

Percebe-se também que, para [ < Y2, tem-se que r,, =/¢e a;,= o . Como

1 1 . . . - .
B(x)zEe” :>B(x)>5, uma decisdo nunca é tomada nesta situacdo, pois

qualquer valor b obtido pertence a RND.

Um comentdrio sobre a razdo das densidades a priori é que, de acordo
com Berger et al. (1994), quando p#l, a regido de ndo decisdo cresce
enormemente quando n— oo.

Para n grande, a RND deveria ser pequena, pois a incerteza deveria
diminuir; porém, o fato aqui € a importincia que a priori tem na decisdo. Se ha
imparcialidade, ou seja, densidades a priori nao informativas, a razdo vai para 1,

e a probabilidade da regido de ndo-decisdo vai para zero.
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4.4 Exemplo de Aplicacao

Utilizando os mesmos dados do exemplo de aplicagdo do capitulo 2,
pode-se fazer uma andlise do comportamento da RND para este caso.

Para o valor critico de B(x) =1(ou x =1,255), os valores de PEC’s e
probabilidades a posteriori sdo numericamente iguais. Entretanto, se fosse
mantido o valor critico em 1,35 (que representa um valor B(x) = 0,3104, para o
teste com o = 0,05), deveria ser incluida a RND para que o teste tivesse uma
interpretacdo freqiientista condicional e Bayesiana. Nesse caso, o valor Ip seria
dado por 0,3104.

Os valores para os limites da RND seguem o mesmo padrdo de

construgio do teste 1, sendo que, quando Fy (Ip)< p—F, (lp), entio r=lp e
—[F ] (1-pF; (1p))- Tem-se, entdo, que

Fj(a) = P,[B(X)<a]=1-pF,(lp). Considerando/=0,3104, tem-se p = 1.
Mas a distribuicio de B(X) é uma lognormal, pois, se X~ N, entdo

exp(X) ~LogNormal, sendo, nesse caso: f;(b)zlognormal(Z,SZ;(3,89)2) e

£1(b)=1log normal(—2,523;(3,89)2) (Figura 3.22).
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FIGURA 3.22 — Fungdo densidade de probabilidade e distribuicdo acumulada
considerando flf (b) =log normal (2,52;(3,89)2) €

£+ () =lognormal (-2,523(3.89)" ).

Entdo:

,=[E T (1-pF(1p))=[ F2 ] (1~ Fi (0.3104)) =

[F]ll 0,636)=[ F; | (0,364) = [, =3,212]

A RND seria construida da seguinte forma:

se B(x)<0,3104, ou x=1,35 rejeita-se H,

B
com probabilidade a posteriori ou PEC I, &, =f (6, | x) =————;
’ B (x) +1
Y, , =<se 0,3104 < B(x)<3,212 ou 1,16 <x<1,35,
ndo se toma nenhuma decisio;
se B(x)=3,212 ou X<L116 aceita-se H,

com probabilidade a posteriori ou PECIL S =f (6, 1x)=

B(x)+1.
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Como se trata de razdo de verossimilhanca simétrica, a probabilidade da
RND quando H, é verdadeira é igual a probabilidade desta quando H; &
verdadeira, sendo dada por 0,1926 (Figura 3.23).

beta=1/(1+B (x))
alfa=B(x)/ (1+B(x))

FIGURA 3.23 — Area correspondente 4 Regido de ndo-deciséo.

Na amostra observada neste exemplo, com média igual a 1,248, seria o
caso de ndo tomar decisdio alguma. Esta decisdo estd coerente com a
probabilidade de erro condicional tipo II apresentada no capitulo anterior, pois
no teste freqiientista condicional ndo modificado a decisdo era de aceitagdo, mas

com PEC II muito alta (igual a 0,479).
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CONCLUSOES

O conceito de fung@o particionante simplifica a construcdo do teste
unificado.

Nos exemplos desenvolvidos, a inclusdo da regido de ndo-decisdo
diminuiu a taxa de um dos erros do teste unificado, mas forneceu uma
probabilidade de nao-decisdo proporcional. As esperancas dos erros
condicionais também foram proporcionalmente diminuidas.

Observou-se que o tamanho da regido de nao-decisdo foi influenciado
pela razdo entre as perdas e pelo tamanho da amostra.

Uma das formas de se manter a regido de ndo-decisdo vazia € utilizar a
razdo entre as perdas igual ao valor critico do teste com erros nio-condicionais
iguais, no caso que a razdo entre as densidades a priori for igual a 1, ou escolher

um valor critico b, dependente de pl, o que poderia provocar problemas com

relag@o a esperanga dos erros condicionais.
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ANEXO A

ANEXO B

ANEXOS

Rotina SAS, programa utilizado para a obtencdo do
nimero de vezes em que a amostra gerada pertencia a
regido de ndo-decisdo no teste das hipéteses simples
Hy: X ~ Uniforme (0,1) versus H;: X ~ Beta (1/2,1)........
Rotina SAS, programa utilizado para a obtencdo do
nimero de vezes em que a amostra pertencia a regido de
ndo-decisdo no teste de hipéteses sobre o pardmetro de
distribuicdes exponenciais considerando os tamanhos

amostrais: n=1; n=4;, n=10; n=30 e
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ANEXO A

proc iml;

/* Teste RND para uniforme (0,1) x beta (1/2,1)

n=1; nsim=100000;
errala=0; acertala=0; rndl=0; rnd2=0;

erraZ2a=0; acertal2a=0; erralb=0; acertalb=0; erral2b=0;

acertal2b=0;

x1=0; y1=0;

do il=1 to nsim;
u=ranuni (0) ;

if (u<=0.5) then do;
do i=1 to n;
x=ranuni(0); /* simula uniforme (0,1)*/
x1=x1+ Xx;
end;
/* teste Neyman-Pearson */
mx=x1/n;
x1=0;
bx=2* ((n*mx) **(1/2));
if (bx<=1.236)then errala=errala+l;
if (bx>1.236) then acertala=acertala+l;
/* teste RND */
if (bx<=1l)then erralb=erralb+1l;
if (bx>=1.414) then acertalb=acertalb+l;
if (bx<1.414 && bx>1) then rndl=rndl+1;
end;

if (u> 0.5) then do;
do j=1 to nj;

y=ranuni (0)**2; /* simula beta (1/2,1)*/

yl=yl+ y;
end;
/* teste classico */
my=yl/n;
y1=0;
by=2* ((n*my) **(1/2));
if (by>1.236)then errala=errala+l;
if (by<=1.236) then acertala=acertaza+l;
/* teste RND */
if (by>=1.414)then erralb=erra2b+1l;
if (by<=1l) then acertalb=acertalb+1;
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if (by<1l.414 && by>1l) then rnd2=rnd2+1;
end;

end;
total=acertala+acertaZa+acertalb+acerta2b+erralat+erralb+err
aza+erralb+rndl+rnd2;
*print acertala;
*print acertala;
print errala;

print erraza;

*print acertalb;
*print acertalb;
print erralb;

print erraZz2b;

print rndl;

print rnd2;

print total;

run;

quit;
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ANEXO B

proc iml;
/* Teste RND para exponencial (thetal) x
exponencial (thetal) */
/* Importante: distribuicao exponencial dada por
y=(theta)e” (-theta*x) sera gerada por ranexp(0)/theta

n=100; nsim=10000; thetalO=1; thetal=2;

/* teste Neyman—-Pearson */
criticoa=0.7945;

/* teste RND */
LIb=0.6620;
LSb=1;

errala=0; acertala=0; rndl=0; rnd2=0;

erra2a=0; acerta2a=0; erralb=0; acertalb=0; erral2b=0;
acerta2b=0;

x1=0; y1=0;

do il=1 to nsim;
u=ranuni (0) ;

if (u<=0.5) then do;
do i=1 to n;
zl=ranexp (0);
x=z1/thetal; /* simula exponencial (thetal)*/
x1l=x1+ x;
end;

/* teste classico */
mx=x1/n;
x1=0;
bx=((thetalO/thetal)**n) *exp (( (thetal)-(thetal))* (-
1) *mx*n);
if (bx<=criticoa)then errala=errala+l;
if (bx>criticoa) then acertala=acertala+l;

/* teste RND */
if (bx<=LIb)then erralb=erralb+1l;
if (bx>=LSb) then acertalb=acertalb+l;
if (bx<LSb && bx>LIb) then rndl=rndl+1l;
end;
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if (u> 0.5) then do;
do i=1 to n;
z2=ranexp (0) ;
y=z2/thetal; /* simula exponencial (thetal)*/
yl=yl+ y;
end;

/* teste classico */
my=yl/n;
y1=0;
by=((thetalO/thetal)**n) *exp (( (thetal)-(thetal))* (-
1) *my*n) ;
if (by>=criticoa)then errala=errala+l;
if (by<criticoa) then acertaZa=acertala+l;

/* teste RND */
if (by>=LSb)then erralb=erralb+l;
if (by<=LIb) then acertalb=acertalb+l;
if (by<LSb && by>LIb) then rnd2=rnd2+1;
end;

end;
total=acertala+acertal2a+acertalb+acertalb+errala+erralb+err
aza+erralb+rndl+rnd2;
rnd=rndl+rnd2;
erralA= 2*errala;
erra2A= 2*errala;
erralB= 2*erralb;
erra2B= 2*erralb;
RND=2*rnd;

print errall;

print erra2h;

print erralB;

print RND;

print erraZ2B;

print total;

run;

quit;
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