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Resumo

Este trabalho aborda o problema de modelagem e controle de uma classe de

sistemas ndo-lineares utilizando model os Fuzzy Takagi-Sugeno (TYS).

A contribuicéo principal foi a flexibilizagdo dos ganhos do controlador, em

funcdo das condigdes iniciais da planta, tornando os controladores mais relaxados.

A matriz X, positiva definida, relacionada a fungdo de Lyapunov
V(x(t))= x"(t)X *x(t) é relaxada utilizando o conceito de politopo, em relacdo ao
politopo das condig¢des iniciais. O controlador, descrito por modelos fuzzy TS do

mesmo tipo da planta, apresenta seus ganhos dependentes das condi¢des iniciais.

As andlises de estabilidade e problemas de projetos de sistemas de controle
s80 descritos através de Desigualdades Matriciais Lineares (em inglés, Linear Matrix
Inequalities (LMIs)), que podem ser resolvidos eficientemente por técnicas de

programacao convexa.
As técnicas de projeto também permitem a especificacdo da resposta
transitoria através da taxa de decaimento e especificaco de restrigdes nas entradas e

saidas do sistema.

O projeto e a simulagdo do controle de um sistema bola-viga ilustram a

aplicacdo das condicoes rel axadas de estabilidade para sistemas ndo-lineares.



Abstract

This work considers the problem of modeling and designing of a class of

nonlinear systems, described by Takagi-Sugeno (TS) fuzzy models.

The main contribution was the flexibility of the controller’s gains, was a

functions of the initial conditions of plant, making the controllers to be more relaxed.
The matrix X, positive definite, related to the Lyapunov function

V(x(t))= X" (t)Px(t) is relaxed using the concept of convex polytope, in relation to the

polytope of the initial conditions. The controller, that is described by a Takagi-Sugeno

model with the same structure of the plant, has its gains depending on the initial

conditions of the plant.

The analysis of stability and problems of designing of control systems are
described as the solution of LMIs (Linear Matrix Inequalities) that can be efficiently

solved by convex programming techniques.

The design methods also alows the specification of the decay rate, constraints

on control input and output.

One of the proposed methods system is applied in the control of a ball-beam.
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1. Introducéo

Atua mente, a comunidade cientifica tem um crescente interesse em pesquisas
de teoria e aplicagdes de controle com ldgica fuzzy, que teve inicio em 1965, com
Lofti A. Zadeh (Zadeh, 1965). Este interesse se deve a similaridade deste sistema com
0 comportamento humano na solu¢cdo de problemas complexos, permitindo que o
projetista utilize o conhecimento experimental para elaborar o projeto de controle do

Seu sistema

Sistemas reais, em geral, sGo complexos devido ao surgimento de incertezas
na forma de ambiglidades, e foi através da andlise do comportamento humano diante
de problemas, que pesquisadores comegaram a questionar se 0 conceito de incertezas,
ambiguidades e o conhecimento humano poderiam ser utilizados para completar a

descricdo e compreensdo de sistemas reais complexos.

Duas razdes principais motivam o estudo da teoria fuzzy. A primeira é pela
capacidade de processar informagdo de natureza incerta ou qualitativa com a
capacidade de aproximacdo universal (Campello (2002); Kosko (1997)). E a segunda
esta relacionada com as diferentes arquiteturas existentes, adequadas a diferentes tipos
de aplicacdo. Este trabalho enfocou-se nos modelos fuzzy TS e estéo relacionadas a

aproximacao e controle de sistemas ndo-lineares.

Uma ferramenta matematica chamada LMIs (Linear Matrix Inequalities, no
portugués, Desigualdades Lineares Matriciais) tem sido amplamente difundida em
sistemas de controle (Boyd et al., 1994). Problemas como a andlise de estabilidade e 0
projeto de controle sdo reduzidos a problemas descritos por LMIs (Boyd et al., 1994).
Numericamente, os problemas de LMIs podem ser resolvidos muito €ficientemente
por meio de algumas ferramentas poderosas disponiveis na literatura de programacao
matemética convexa (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solucdo encontrada para tais
problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar solugdes para o problema

original.

Uma das caracteristicas mais importantes de qualquer sistema de controle
inteligente € a habilidade para controlar um sistema em um ambiente incerto ou
impreciso. Porém, para que um sistema seja controlado € necessario sua descricao por

um modelo matemético, denominado “modelo de simulacdo”. Contudo, 0 modelo



verdadeiro € muito complexo para o projeto de sistemas de controles. Assim, utiliza-
se um modelo simplificado, denominado “modelo de projeto” (Friedland (1996),
Pietrobom (1999)). O modelo de projeto deve capturar as caracteristicas essenciais do
processo. Quando a planta do sistema é desconhecida, € necessario utilizar um
processo de identificacdo dos par@metros (Teixeira et a. (1996); Teixeira et al.
(1998); Teixeira, Daruichi and Assuncdo (2000); loannou and Sun (1996)).

Para a obtencdo de um modelo de projeto de plantas ndo-lineares a técnica
mais comum € a de linearizagdo da planta em um ponto de operacédo de interesse.
Com este método o modelo de projeto € em geral um sistema linear invariante no
tempo (SLIT), o projeto de reguladores é relativamente simples em muitos casos e a
teoria é bastante desenvolvida, como, por exemplo, as técnicas baseadas no root
locus, diagramas de Bode e Nyquist e na descricdo através de variaveis de estado
(Ogata (1997); Teixeira, Assungdo and Daruichi (2003); Chen et a. (1999); Teixeira,
Assuncéo and Avellar (2003)). Entretanto, este modelo de projeto descreve bem a
dinmica do sistema s em torno do ponto de operagdo em que o sistema foi

linearizado.

No caso de sistemas que podem operar em regides distantes do ponto de
operacdo este modelo pode ser inadequado. Os modelos fuzzy TS (Takagi and Sugeno
(1985), Sugeno and Kang (1988)) podem solucionar este problema facilmente. A
idéia de modelos fuzzy TS consiste na descricdo aproximada de um sistema néo-linear
como a combinacdo de certo nimero de modelos lineares (ou afins) invariantes no
tempo locais, que descrevem aproximadamente o comportamento deste sistema em

diferentes pontos do seu espaco de estados.

Uma férmula para a obtencdo dos modelos locais foi desenvolvida em
Teixeiraand Zak (1999). Com esta férmula é possivel obter resultados mais atraentes
gue a técnica de linearizac8o, pois apresenta uma melhor aproximacdo do modelo

fuzzy com respeito ao modelo de simulag&o.

Um novo método para determinar os modelos locais baseado na técnica de
Teixeira and Zak (1999) foi proposto, onde os modelos possuem novos graus de
liberdade e sdo obtidos a partir da solucéo de um problema de otimizac&o baseado em
LMIs (Daruichi, E.R.M., (2003)).



As fungdes de pertinéncia fuzzy, utilizadas para combinar os modelos locais,
tém papel fundamental no desenvolvimento do projeto de controle, pois séo elas que
determinam, dados os modelos locais, a forma de aproximagdo do modelo fuzzy com
relacdo ao modelo de simulagdo. As principais funcdes de pertinéncia utilizadas séo
as triangulares, trapezoidais e em forma de sino (gaussiand). Determinar as funcbes e
0s parametros que melhor se gjustam ao sistema nem sempre € uma tarefa trivial.
Pode-se fazer a determinagdo através de uma forma sistemética. Estas fun¢fes sdo
obtidas a partir de um problema de otimizagdo que tem por objetivo minimizar o erro

entre a aproximagao fuzzy e 0o modelo verdadeiro.

Uma outra questdo importante diz respeito ao erro de modelagem que € um
fator determinante, pois ele define 0 nimero de modelos locais utilizados e suas
localizagbes. Uma aproximacao suficiente ou desejada para efetuar o projeto de um
sistema de controle esta relacionada com o erro de modelagem, pois quanto maior 0
nimero de modelos locais, melhor a aderéncia do modelo fuzzy ao modelo verdadeiro
e menor se torna o erro. Um dos principais obstacul os a aplicacdo desses modelos em
sistema de grande porte se da devido a0 excessivo nimero de modelos locais
necessarios para representar um sistema com determinada precisdo por causa do
aumento do nimero de entradas. A importancia de se obter modelos fuzzy TS com
poucos modelos locais € o aumento da factibilidade das LMIs e a facilidade de

implementagdo no projeto de controladores.

Taniguchi e seus colaboradores apresentaram um método de representacdo
exata de sistemas fuzzy com LMIs em Taniguchi et a. (2001). O método proporciona
uma aproximagdo exata do sistema dentro de uma regido de operacdo, utilizando 2s
regras, sendo que “s” € o nimero de fungdes ndo-lineares presentes no sistema. As
funcbes de pertinéncia sdo obtidas utilizando os modelos locais e as fungdes ndo-

lineares.

A andlise da estabilidade de sistemas de controle fuzzy € um dos conceitos
mais importantes em sistemas de controle fuzzy. E possivel projetar teoricamente um
regulador fuzzy se for disponivel um bom critério para a andise da estabilidade
adequado a estes sistemas. Recentemente, muitos esforcos tém sido feitos nesta area
(Tanaka e Sugeno (1992); Cao, Rees e Feng (1996); Feng, Cao e Chak (1997);
Tanaka, Ikeda e Wang (1998a); Teixeira e Zak (1999); Teixeira, Pietrobom e
Assuncédo (2000); Kim e Lee (2000)).



O método de projeto baseado em LMIs para reguladores fuzzy é construido
usando a Compensacdo Paralela Distribuida (CDP) (Tanaka and Sugeno, 1992),
(Wang et d., 1996).

A motivagdo deste trabalho € em flexibilizar a matriz X, positiva definida,
relacionada & fung&o de Lyapunov V(x(t))= x" (t)X *x(t), em funcio das condigdes
iniciais de um politopo conhecido. Também a flexibilizagdo dos controladores em
funcdo das condigBes iniciais é analisada. Essas situagbes sdo coerentes com
aplicacOes praticas. As flexibilizagdes buscam melhorar os indices de desempenho do
sistema, sendo esses indices a taxa de decaimento e a restri¢éo do sina de entrada do
Sistema.

O projeto e a simulagdo do controle do sistema bola-viga ilustram a aplicacéo

de condigdes mais relaxadas de estabilidade para sistemas incertos.

O Capitulo 2 apresenta 0 modelo fuzzy proposto por Takagi-Sugeno. O
Capitulo 3 introduz as fungdes de pertinéncias e modelagem. No Capitulo 4 introduz o
regulador fuzzy e suas questdes de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi-
Sugeno. O Capitulo 5 apresenta os indices de desempenho para reguladores fuzzy. No
Capitulo 6 é abordado o projeto descrito por LMIs, de condigdes propostas nesta
dissertacio para o projeto de reguladores fuzzy. E apresentado o exemplo de aplicacéo
utilizando o modelo bolaviga na forma continua. No Capitulo 7 sdo discutidos

resultados propostos e estudos comparativos realizados, além das perspectivas futuras.



2. Logica Fuzzy

2.1.Introducéo

Em meados de 1960, Zadeh pesguisava sobre formas de modelar alguns
sistemas de natureza industrial, biolégica ou quimica, que compreendessem situacdes
ambiguas, ndo passiveis de processamento através da légica computacional
fundamentada na |6gica booleana. A Légica Fuzzy, que ele desenvolveu, viola o

conceito de que uma premissa é totalmente verdadeira ou totalmente falsa.

Em 1965, com uma publicacéo de Lotfi A. Zadeh ("Fuzzy Sets', Information
and Control, Vol. 8, pp. 338-353) surgiu uma nova teoria de conjuntos. Zadeh criou
uma teoria de conjuntos em que ndo ha descontinuidades, ou sgja, ndo ha uma
distingéo abrupta entre elementos pertencentes e ndo pertencentes a um conjunto, que
s80 0s Conjuntos Nebulosos (Fuzzy Sets). Comecava ai a se desenvolver a Teoria

Fuzzy (Nebulosa), paratratar de variaveis "imprecisas’, ou definidas de forma"vaga'.

Zadeh percebeu que a modelagem de muitas atividades relacionadas a
problemas industriais, biolégicos ou quimicos seria complexa demais se
implementada da forma convencional. Os sistemas fuzzy foram utilizados, com
sucesso, em algumas aplicacdes que se tornaram exemplos cléssicos. A primeira
aplicacdo que se tornou publica foi em 1974 na Inglaterra, onde o professor Mandani
(Mandani, 1974) implementou um controle de uma méguina a vapor baseado em
|6gica fuzzy.

Com o tempo, outras aplicagdes foram surgindo. No oriente, 0os conceitos da
I6gica nebulosa foram aceitos com maior facilidade do que no mundo ocidental,
investiu-se muito em solucdes baseadas em modelagem e controle fuzzy. Inimeras

aplicacdes surgiram principa mente no Jap&o.

A Légica Fuzzy ou Légica Nebulosa € baseada no uso de aproximagdes, ao
contrério da exatiddo, com que estamos naturalmente acostumados a trabalhar. O
principio fundamental da Teoria Fuzzy, principio da duaidade, estabelece que dois
eventos opostos possam coexistir. Isto € um elemento pode pertencer, em um certo

grau, aum conjunto e, em um outro grau, a um outro conjunto. Nota-se isso em Varios



casos na natureza e na vida cotidiana, principalmente quando se trata de conceitos
abstratos.

Muitas vezes, quando se define um conjunto, encontram-se dificuldades em
classificar elementos de sua fronteira, pois esses podem seguir algumas caracteristicas

do conjunto, mas ndo exatamente todas.

A principal caracteristica de um sistema fuzzy é o conhecimento por regras
fuzzy Se - Entdo. Uma regra fuzzy Se - Entdo € uma declaragdo na qual algumas
palavras sdo descritas por fungdes continuas, conhecidas como fungdes de pertinéncia.
O Modelo Lingistico € um modelo fuzzy proposto por Tong e é constituido por um
conjunto de regras Se - Entdo (Tong, 1978). Este modelo € utilizado para identificar
sistemas a partir de um conjunto de dados de suas entradas e saidas. O formato de
umaregra do Modelo Linguistico possui uma parte premissa e uma parte consequiente

do tipo:

Sex €A (premissa), (2.2)
Entéoy é B (conseqglente),

sendo x ey as variaveis de entrada e saida, respectivamente, e A e B sd0 termos
linguisticos associados aos conjuntos fuzzy que descrevem linglisticamente essas
variaveis. Para um dado valor de entrada, a saida correspondente € calculada a partir

do conjunto de regras através de um método de inferéncia.

Em gera ha trés tipos de sistemas fuzzy encontrados na literatura (Wang,
1997): os sistemas fuzzy puro, sistemas fuzzy com fuzzificador e defuzzificador e

sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TYS).
2.2.Sistemas Fuzzy Puros

As regras fuzzy representam um conjunto de regras SE-ENTAO. A inferéncia
fuzzy combina estas regras fuzzy SE-ENTAO em um mapeamento dos conjuntos fuzzy
no espaco de entrada U< 9" para conjuntos fuzzy no espaco de saida V < ¥ baseado

nos principios de | ogica fuzzy.

A principal caracteristica do sistema fuzzy puro é que suas entradas e saidas

s80 conjuntos fuzzy.



2.3.Sistemas com fuzzificador e defuzzificador

Na teoria dos conjuntos nebulosos, o raciocinio exato corresponde a um caso
limite do raciocinio aproximado e é interpretado como um caso particular de uma
guantidade nebulosa. O valor verdade de uma proposicdo pertence a um conjunto
parciamente ordenado, ao contrério dos sistemas |6gicos bindrios, onde o valor

verdade sO pode assumir dois valores: verdadeiro (1) ou falso (0).

O grau de pertinéncia dos elementos de um conjunto é especificado por um
nimero: 'l' para os estritamente membros, '0' para os ndo—-membros e valores do
intervalo ]0,1] para representar a transicdo entre esses extremos. A chamada
fuzzyficagdo consiste na atribuicdo de um grau de pertinéncia (do intervalo [0,1]) a
umavariavel, dentre um conjunto de elementos classificadores. Com isso classifica-se
a varidvel com um termo linguistico e cria-se uma semantica a partir de elementos

matematicos. A classificacdo da variavel é feita por uma funcdo de pertinéncia.

Controladores fuzzy, em geral, consistem de um estagio de entrada, um estagio
de processamento, e um estagio de saida. O processamento verifica as regras,
disparando um peso para cada uma (processo de inferéncia). O estégio de saida,
finalmente, gera um resultado a partir das saidas das regras, combinando os resultados

de cada uma por uma operacdo matematica que resultaem um valor fuzzy (nebul 0so).

As medidas sdo convertidas em uma quantidade nebulosa (fuzzificada),
processadas e transformadas, na saida do controlador, em valores ndo nebulosos

(desfuzzificados) para o controle do processo.

Para definir o resultado de uma regra, um dos métodos mais comuns € o
chamado método de inferéncia "max - min". A saida é dada pelo maximo entre as
saidas das regras, que sdo obtidas pelos minimos dos valores de suas variaveis
linguisticas. A desfuzzificagdo pode ser feita por vérios métodos. O mais comum é
chamado desfuzzificacdo pelo centréide: o "centro de massa' do resultado, obtido
pelo método "max - min", fornece o valor da saida. Esse método favorece aregra com

asaidade maior drea



2.4.Sistema Fuzzy Takagi-Sugeno

Nos sistema fuzzy Takagi-Sugeno, as entradas e saidas sdo variaveis reais.
Entretanto ao invés de considerar as regras fuzzy SE-ENTAO no formato de regra do
modelo linguiistico (2.1) (Takagi and Sugeno, 1985), estes sistemas usam as regras na
seguinte forma (2.2):

Sex éA (premissa), 22)

Entdo y = cx (conseqguiente).
Comparando (2.1) e (2.2), verifica-se que a parte consegiiente muda de uma
descricdo que usa termos linguisticos para uma simples formula matemética. Esta
mudanca torna mais facil combinar as regras. Assim, no sistema fuzzy TS € obtido um

peso médio dos valores nas partes ENTAO das regras.

A Figura 2.1 mostra a configuragéo bésica de um sistemafuzzy TS.

Regras Fuzzy

\ J

— Peso Médio ——

x em [ y emV

Figura2.1l. Configuragdo basica deum sistemafuzzy TS.

24.1. Representacao de Sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno

Uma dada planta ndo-linear € representada pelo modelo fuzzy TS (Takagi and
Sugeno, 1985) homogéneo através da conversdo direta da equagdo néo-linear do
model o fisico.

A descricdo local da planta dindmica a ser controlada estd disponivel em
termos dos model os lineares locais:
X(t) = A X(t) + B,u(t)
y(t) = Cix(t),

sendoi = 1,2,...,r, o vetor de estado x(t) € R ", o vetor de entrada u(t) € R™, o vetor

desaiday(t) e R A e R"" Bie R"*MeCi e RI*". A informagio acima é



entdo fundida com as regras Se - Ent&o disponiveis, sendo que a i-ésima regra pode

ter aforma

Regrai: Sez(t) éM'1E...Ez(t) éM ',
3 {)‘((t) = A X(t) + B,u(t) (23)
Entéo
y(t) = C X(t),

M ‘,—, j = 12,..p éo conjunto fuzzy j da regra i e z(t),...,z(t) sdo as variaveis

premissas.

Seja 1'(z(t)) afungéo de pertinéncia do conjunto fuzzy M}, definindo w'(z(t))
como sendo (Tanakaet a., (1998a)):

ez(t)=[a(t) z(t) ... 7).
Como (z(t)) > 0 tem-se, parai = 1,2,....1,
W (2(0) 20 e YW (2(0)>0.

Uma escolha natural para a obtencdo de um modelo fuzzy TS para sistemas

nado-lineares € adotar z(t) = x(t), sendo x(t) o vetor estado do sistema ndo-linear.

Desta forma, dado um par (x(t), u(t)), o sistema fuzzy resultante € obtido como

amédia ponderada dos modelos locais, e parai = 1,2,...r, tem aforma:

3w (XO)(AX() + Bu(t))
X(t) — i=1

3w (x(1)
_ Zai (X®)(A () + B,u(t) (2.4)

= Zr:ai (XA, jx(t) + (iai (x(1))B; ju(t)

= A(@)X(t) + B(a)u(t).

A saida é dada por:
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3w (xO)CX(0)
y(t) ==——
3w (x(0)

(2.5)
= > (xO)C X
= C(a)X(b).

Parai=1,2,...,

o () =YD _2 0 6 3 g (xqt)) =1

Z w (x(1)) i1 (2.6)

2.4.2. Funcao de Pertinéncia para Sistemas Fuzzy TS

O modelo fuzzy global TS pode fornecer uma aproximacdo satisfatéria do
sistema ndo-linear até mesmo quando os modelos locais afins constituintes ndo séo
convencionalmente linearizados. Na prética, os modelos TS sdo construidos
interpolando os parametros dos modelos locais constituintes usando inferéncia fuzzy.
A escolha da funcéo de pertinéncia € de importancia crucia neste procedimento
(Leith and Leithead, 1999). Esta escolha deve ser feita para fornecer tanta preciséo do
sistema dindmico quanto possivel. Entretanto, em algumas aplicagdes, funcdes de
pertinéncia escolhidas para aproximar as dinamicas globais podem ser inadequadas

guando o modelo é linearizado.
A Figura 2.2 apresenta uma ilustracdo simplificada do modelo TS. Uma
aproximacdo de uma fungdo f(x): R — R é feita com dois modelos locais lineares

definidas pelas constantes a; e a; combinados com as fungdes de pertinéncia aa1(X) e

az(X) (Daruichi, 2003).

Considere afuncgao ndo-linear f(x) descrita na Figura 2.2. Note que esta fungéo
pode ser aproximada, para X ~ Xo, por fi(X) = a1x, que é a reta tangente desta curva em
x=0.
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bfa). frw) [hi=az

if-.a = agx
fla)

fr(z) fl@) = fi(r) = ea(x)arx + ag(r)aze

0 =xq Tl T

Figura2.2. llustracdo da aproximacéo obtida por modelos fuzzy TS.

Uma aproximacdo linear para esta funcéo, representando x = X3, por fa(x) =
apX; observe gue esta segunda aproximagao linear ndo é tdo boa quanto a primeira
aproximagao linear, pois f2(xp)=0 e fa(x1) # 0. Adotando-se f1(X) e fo(xX) como modelos
locais, e as funcdes ai(X), a(X) definidas na Figura 2.2 (observe que o(X)+ a(X) =
1), um modelo fuzzy TS para f(x) seria fi(x) = a1 (X)f1(X) + a2(X)f2(X), como ilustrado na
Figura 2.5. Pode-se observar que para x~Xp, entdo a1 ~ 1, o, ~ 0 e fi(X) ~ f1(X) e parax
~ Xp, entdo o = 1, a1 = 0 e fy(X) =~ f2(X). Finamente, verifique que fi(x) proporciona
uma aproximagdo da funcdo f(x) muito melhor do que as fungdes f1(x) (linearizacdo
em torno de um ponto de operacdo) ou fx(X), por exemplo, para Xp < X < X;. Se
aumentarmos 0 numero de modelos locais, a aproximagdo torna-se melhor. Esse
exemplo simples mostra o potencial dos modelos fuzzy TS, no tratamento de funcbes

e/ou de sistemas n3o lineares.

Os modelos fuzzy TS tém sido Uteis na descricdo aproximada de sistemas nao-
lineares. No caso do modelo fuzzy TS, quanto maior o nimero de modelos locais,

melhor sera a aderéncia do modelo a equacdo diferencial ndo-linear da planta.

2.4.3. Funcgbesde Pertinéncia Tradicionais

Um conjunto fuzzy A em um universo U é caracterizado por uma funcéo de

pertinéncia ua que tem valores compreendidos no intervalo [0,1].

As principais funcbes de pertinéncia encontradas na literatura sdo as
triangulares, trapezoidais e em forma de sino (gaussianas). Estas fungbes estéo

representadas nas Figuras 2.3, 2.4 e 2.5 respectivamente.

Os parametros da funcdo de pertinéncia triangular sdo definidos por vy, V7 e va.
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i)

U] [ U3 i

Figura2.3. Func&o de pertinéncia triangular.

Matematicamente, a funcéo de pertinénciatriangular é definida por:

a(x) = V, S X<V, (2.7)

0, caso contrario.

Os parametros da fungdo de pertinéncia trapezoidal séo definidos por vy, Vo, V3

e V.

—

" V2 y 4 =

Figura2.4. Funcéo de pertinéncia trapezoidal.

M atematicamente, a funcéo de pertinénciatrapezoidal € definida por:

X—=V;
V, =V

v S XLV,

Lv, <x<v,,
a(x)=4""? 3 (2.8)
v, — X
WV S XSV,
V, -V,

0, caso contrario.

As fungdes de pertinéncia em forma de sino séo definidas pelos parametros Xp,
W, € IM, Como descrito a seguir:
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1

O[(X) - 2m
|x— Xpl ’
+ -

Wo

. (2.9)

sendo x, 0 ponto médio, w, a largura da funcdo sino e mp > 1, descrevem a

convexidade da fungéo sino.

i Ly HE
o, I

Figura2.5. Funcdo de pertinéncia em forma de sino.

2.5.Modelos Locais Fuzzy

O primeiro passo no projeto de um sistema de controle € a construcéo de um
“modelo de simulacdo” do sistema dindmico a ser controlado. Este modelo deve
representar o comportamento do sistema por meio de equacdes diferenciais lineares
ou ndo-lineares e representar todas as caracteristicas que possam ser obtidas do
sistema fisico.

O passo seguinte, apbs obter 0 modelo de simulacdo do sistema dinamico, é
obter 0 “modelo de projeto”. Este modelo deve ser mais simples que o modelo de
simulacdo e deve considerar apenas as caracteristicas essenciais do projeto. Um modo
de se obter 0 modelo de projeto € por meio da técnica de linearizagdo por Taylor,
apesar de ndo ser a técnica mais adequada para linearizar pontos distantes da origem

(que ndo sdo pontos de equilibrio).

Na literatura h4 dois métodos utilizados para a determinacéo dos modelos
locais lineares. O primeiro foi elaborado em Teixeiraand Zak (1999) e o segundo em
Taniguchi et a. (2001).

O método proposto em Taniguchi et al. (2001) € um método de representacdo

exata e sera utilizada para a obtencéo do modelos locais.
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2.6.Forma Generalizada do Sistema Fuzzy Takagi-

sSugeno

No método proposto em Taniguchi et al. (2001) para determinar os modelos

locais, a seguinte classe de sistemas ndo-lineares foi considerada:

% (1) = Y F (X)X, 1)+ g (X(D)u, (1) (2.10)
j=1 k=1
sendo que i = 1,2,...,r, n e m denotam, respectivamente, 0 nimero de estados e

entradas e ﬂ. (x(t)) e g, (x(t)) sdo funcbes de x(t), sendo x(t) = [xa(t) . . (D]
Para obter a forma generalizada deste método, considere as seguintes

variaveis:

a,; = max,, |, (X))}
a,, = min t){fl (1)}
{
{

B = X, 1) 19k (X(t))}, (2.11)
By =min, 19 (X(t))}

Logo, para representar o sistema de simulacdo com a forma generalizada séo
necessarios 2° modelos locais, sendo s 0 niimero de ndo-linearidades existentes no
sistema (Taniguchi et al., 2001).

O método proposto em Taniguchi et a. (2001), valoriza os modelos fuzzy TS,
pois ele mostra que é possivel modelar exatamente uma grande classe de sistemas
ndo-lineares com modelos fuzzy TS, com um numero finito de modelos locais.
Entretanto, uma critica a este método € o elevado nimero de modelos locais
necessarios, a medida que o nimero de ndo linearidades cresce, 0 que pode dificultar

0 projeto e/ou aimplementacdo prética de sistemas de controle.

No Capitulo 6 sera apresentada a aplicacdo deste método na modelagem de um

sistema bola-viga ndo-linear e incerto.
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3. Fungdes de Pertinéncias e Modelagem

3.1.Introducéo

Fungdes de pertinéncia sdo funcbes utilizadas para relacionar os modelos

locais, na descricéo de sistemas din@micos através de modelos fuzzy TS.

Estas fungdes possuem duas caracteristicas importantes. A primeira € que seus
valores devem sempre estar entre 0 e 1, [0,1]. A segunda € que a soma dos valores de

vérias fun¢bes em um determinado ponto deve ser sempreigual a 1.

As funcdes de pertinéncia determinam o grau de aderéncia das fungdes obtidas
com modelos fuzzy as funcBes do modelo de ssimulagdo e tem influéncia direta na

estabilizagdo do sistema.

Para a modelagem completa é necessario determinar 0 niUmero de modelos
locais e a localizagdo destes modelos na regido de operagdo. Existem algumas
técnicas para a determinacdo desses fatores. A técnica que € um pouco mais elaborada
€ a que acrescenta model os locais nas regides onde as ndo-linearidades sdo mais fortes

e reduz nas regi6es com poucas ndo-linearidades.

Em Daruichi (2003) foi proposto um novo método para determinar as fungdes
de pertinéncia de forma 6tima. Neste método as fungbes sdo obtidas por meio de um
problema de otimizagdo que tem por objetivo diminuir o erro de modelagem em cada
ponto da regido de operacdo. No mesmo trabalho (Daruichi, 2003) foi apresentada

uma solucdo analitica para o problema e uma solucéo por meio de LMIs.
Neste trabalho ndo sera utilizado o método proposto por Daruichi (Daruichi,
2003), somente a modelagem exata proposta por Taniguchi (Taniguchi et a., 2001).
3.2.Forma Generalizada do Sistema Fuzzy TS
Para a forma generalizada dos sistemas fuzzy TS utilizou-se 0 método proposto
em Taniguchi et al. (2001).

Considere a classe de sistemas do sistema (2.10) proposta em Taniguchi et al.
(2001):
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X ()= T (X)X 0+ g KOO, =L
A forma generalizada é obtida expressando as variaveis f,(x(t)) e g, (x(t))
como

L= 3 oy ()R,

£ k=1

gik(x(t)): bzz: érik@?i‘k) (X(t))bikd’i‘k)’

i ky=1
sendo que O'ijl(x(t)) >0, Gijz(x(t)) >0, gikl(x(t)) >0 e é:ikz(x(t)) >0 possuem as
seguintes caracteristicas.

2

> oy (X(H)=1,

(i)
R

> £ (0)=1

ﬁ?w.k):l
f(xt)-a
oy (X(t) == ——*, 31
! %1~ G2 G0
o) - 2 )
&1~ 2
g (X(t) ~ by,
Sialx(t) === =2,
“ QKI - blkZ
by, — 9 (X(t))
] t)) = 1kl ik .
§I|(2(X( )) blkl _ blk2
Os elementos ¢ ,, e (%, estdo relacionados com os limites de méximo e

minimo das fungdes f,(x(t)) e g;(x(t)). Sempre assumiréo valores 1, relacionado ao
maximo, ou 2, relacionado ao minimo.

Usando a representagdo com model os fuzzy, (2.10) é reescrita como:
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(i k)=1
n m 2
P33T Y g (b, UG
ikl ' (3.2
n.n 2
:ZZ Z Tt J)( ()) .0 ()
i=1 =1 6§
n m 2
P33 6, (OB, ul)
i=1 k=1%o
sendo:
j k
[0 0 0] 0 - 0 0]

utr=ifo0 -~ 1 - 0leUZ=il0 --- 1 - 0.

0 -~ 0 - 0] 0 - 0 - 0
j k
0 0 0] 0 0 0
a _ b —j
0 - 0 0] 0 - 0 - 0]

para (§ ,, =12 e (%, =12 sendo que U e R™ e UL e R™™ . Os elementos

aj,,, € bliw desempenham um importante papel na reducéo de regras. A forma

generalizada (3.2) € uma estrutura conveniente para a reducdo do nimero de regras.
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Na literatura € possivel encontrar assuntos a respeito da reducdo de regras
(Taniguchi et al., 2001), bem como de fungdes de pertinéncia otimizadas (Teixeira
and Zak, 1999), simetria das funcBes de pertinéncia (Daruichi, 2003) e solugdo por
LMIs (Daruichi, 2003).
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4. Critério de estabilidade quadratica

4.1.Restricdo de estabilidade

Seja a o sistema autdnomo, linear, incerto e invariante no tempo dado por:

X0 =ABXO, f=[f, .. B *.1)

sendo x(t) € R" o vetor de n estados, A um vetor constante mas desconhecido e A(f) e
R™ a matriz que representa a dindmica da planta do sistema incerto, dada pela
combinacdo convexa (4.2) (Boyd et al., 1994):

A(B) =iﬂjAj. (4.2)

Oindicej variaentre osvaloresde 1 as, sendo sdado pelarelagdo s=2" en é
0 numero de parametros incertos da planta A. Por se tratar de uma combinagéo

convexa, tem-se:

S

DB =1 p20ej=1.,s (4.3)

=1

Dada a funcdo candidata de Lyapunov, Apéndice A, (Ogata, 1997), dada em
(4.4), quadrética, positiva definida (V(x(t))> Opara Vx(t) # 0 e V(0) = 0). Desgja-se
gue a derivada em relacdo a0 tempo, dada por (4.5), sgja negativa definida
(V(x(t))< 0 para Vx(t) =0 e V(0) = 0), entdo, substituindo (4.1) em (4.5) e sendo
A(p) incerto, tem-se (4.6):

V(x(t)) = x(t)" Px(t) > 0. (4.9)
V(x(t)) = X(t)T Px(t) + X(t)" PX(t) < 0. (4.5
V(x(t),2) = X() (A(B)T P+ PA(S) X(t) <O. (4.6)

Se 0 méodo de estabilidade de Lyapunov for satisfeito para uma funcéo
quadrética, entdo existira uma P € R™" simérica, positiva definida e que atenda a
desigualdade (4.6), que satisfaca a desigual dade matricial linear (LMI):

A(B) P+PA(B)<0. (4.7
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O Lema 4.1 enunciado abaixo, objetiva através do principio da dualidade,
padronizar a restricdo de estabilidade quadrética em relacdo as outras restri¢des que
serdo discutidas a seguir. Tal principio possibilita mudar a matriz P por suainversa X
sem alterar, essencialmente, a negatividade da restricdo de estabilidade quadratica.
Lema 4.1: O sistema dindmico (4.1), com incertezas politopicas descritas em (4.2), é
guadraticamente estavel (Barmish, 1985), se e somente se, as seguintes LMIs forem

satisfeitas simultaneamente:;

(AX+XAT)<0i:L..,r. (4.8)
Prova: (Rampazzo, 2004).

Se as LMIs dadas em (4.8) forem factiveis, entdo, o sistema é assintoticamente

estavel. Neste caso, € necess&rio que as LMIs sgjam factiveis em conjunto.

4.2.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

com ganho K unico
Seja o sistema dado pela seguinte equacdo (4.9):

%(t) = A()x(t) + Bu(t). (4.9)

Sendo A(a) a planta do sistema incerto descrito por modelos fuzzy TS, e sga

a entrada u(t), definida em (4.10) pelo lago de realimentacdo mostrado pela Figura
4.1.

u(t) = —Kx(t). (4.10)

r=0 g& B ,(}I@k(ﬂ, j x(f); C l@}

L Aoy

A

-K

Figura4.l. Diagrama debloco deum sistema SLIT.
Logo, substituindo (4.10) em (4.9), obtém-se arelacdo (4.11):

X(t) = (A(a) - BK)X(®). (4.11)
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Podemos escrever a equagdo (4.11) dependente de modelos fuzzy TS

representada por:

Ala)=Y A, (4.12)

sendo:

Zr:ai =1, o, 20€ei=1..r. (4.13)

i=1

Utilizando o critério de estabilidade quadrética (Boyd et a., 1994) e as LMIs
necessdrias para a obtencdo dos ganhos K Unicos, verificamos que podemos escrever

aequagdo (4.11) da seguinte forma (Souza et a., 2006):

X(t) = A X(t). (4.14)

onde:

A = (A(a) - BK). (4.15)

Sendo x(t) € R" o vetor de n estados e A(a)e R™" a matriz que representa a
dindmica da planta do sistema incerto, dada pela combinagdo convexa (4.12) (Boyd et
al., 1994).

Oindicei variaentre osvaloresde 1 ar, sendo r dado pelarelacdor=2"en é
0 nimero de parametros incertos da planta A. Por se tratar de uma combinagéo

convexa, tem-se:

Ya =1, q20ei=1..r.

=

Através da funcdo candidata de Lyapunov (Ogata, 1997), dada em (4.16),
quadrdtica, positiva definida (V(x(t))>Opara vx(t)=0 e V(0)=0) com sua
derivada em relagio ao tempo, dada por (4.17), negativa definida (V(x(t))<0 para
Vx(t) =0 e V(0)=0), entdo, substituindo (4.14) em (4.17) e sendo A(a) incerto,
tem-se (4.18).
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V(x(t)) = x(t)" Px(t) > 0. (4.16)
V(x(t)) = X(t)" Px(t) + x(t)" Px(t) <O. (4.17)
V(x(t),a)=x®)" (A(a)" P+PA(a) X(t) <O. (4.18)

Se 0 méodo de estabilidade de Lyapunov for satisfeito para uma funcéo

nxn

quadrdtica, entdo existirauma P € R™" simétrica, positiva definida e que atenda a

desigualdade (4.19), quando a planta for K(a) :
A(a)"P+PA(a) <0. (4.19)
Rearranjando as equacdes acima e sabendo que X ' = P e fazendo o produto

ndo-linear devariaveis KX igual aR (KX = R) linear, obtém-se:

Zr:ai[AiX +XA," —-(BR+R'B")] <0. (4.20)

i=1
A condicdo suficiente para a solucédo da desigualdade (4.20) € que exista uma

matriz X positiva definidae umamatriz R e R", tais que, todas as LMIs (4.21) sgjam

satisfeitas simultaneamente.
AX+XA-(BR+R'B") <0,
A X+ XA —(éR+RTBT) <0, (4.21)
AX+XAT - (éR +R"B") <0.
Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X>0,X=X"

4.22
AX+XA"-(BR+R'B")<0. (4.22)

Quando as LMIs acima sdo factivels, o ganho do controlador pode ser obtido

pela expresséo:

K =RX™ (4.23)
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4.3.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno
com ganho K Unico e X dependente das condi¢cdes
iniciais
Defina o conjunto convexo (politopo) das condigdes iniciais por
p p
X0)=>7Xu: 2.7 =1 720, k=1..,p, sendo que os vetores X, , kK=1..,p
k=1 k=1

sdo0 conhecidos. Para ilustrar esta expressdo, considere o caso no qua p = 4,

representado graficamente nafigura4.2.

x

2
*o2 204 oy
— 20
l (S l
| X, |
xmi! !xiﬂs
I t |
| M | I
' |
' |
SRS L
%01 F;  *ps

Figura4.2.  Politopo das condigdesiniciais da planta com p = 4.

Agora sera mostrado, para esse exemplo, uma forma para a obtencéo de y,,

Yoy V3 € V4, dAOS Xy, Xgps Xoz, %os € X(0). Considere uma condigéo inicial arbitraria
x(0)=[x, X,[, representada na figura 4.2. Entdo, como X,<€[Xy Xo.] €

X € %o Xope, EXiStEM 0, 0., 0, 0, € R taiS QUE

Xo = 03 X0, + T1Xu0s, 0y + 03 =1, 0 €0y, €[0]]

Xog = O Xogi + O psXopss Opi + 0,5 =10, €0 € [Ov]-]

Para comprovar esse fato, note que:

X = Oy Xyg + (1= 0y ) Xppsr Oy = w € [0’1]’ o, =1-0y € [0,1]6
Oi Os

< _x (4.24)
Xop = O Xog + (L= 0 ) Xopg, Oy = % € [0’1]1 0y =1-0, € [Ovl]-
200 ~ XKo0s

Assim, x(O) pode ser representada da seguinte forma:
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X(O) = [Ko izo]T = [(O-li X0 + O-lleOS) (O-Zi Xooi T O 26Xo0s )]T
= [(U 2i T 0o )(U 1 %01 T O 15)(105) (U 1 T 01 )(O'zi Xo0i T 025 %X505 )]T
= 0,50y [Xmi sz]T +0,0 15[X105 sz]T

+ 0,0y [Xmi XZOS]T + (725(715[)(105 Xzos]T-
Definindo-se:
V1= 0,0y, Y, = 045015, V3 = 0,504 €Y, = 0,0,
observe que 7,, 7,, 7, € 7, =0 aindaque y,+7,+ 75+, = (0 + oy N0y +055) =1.

Finalmente a expressdo:

4
X(O) = Z Vi Xok
k=1

€ obtida, considerando-se que:
Xo1 = [X10i Xopi ], Xop = [X105 Xopi ]7
X = X0 Xozsh Xou = [X0s  Xozs}
Observe arepresentacéo graficade X,, X,,, X3 € %, nafigura4.2. A andise
acima pode ser generalizada paraqualquer p € {3,4,5,...}.

Na aplicacio dos métodos propostos nesta dissertaggo, dada a condicdo x(0) e
0s vértices X, , k = 1,.,p, entdo iniciamente é necessaria a determinagcdo dos
pardmetros y, , k = 1,...,p. Tomando novamente o exemplo da figura 4.2, entdo dado
x(0)=[%X, X, épossivel obter &, o,., o, , o, daforma descrita anteriormente.

A seguir, calculase y,, 7,, 75 € 7, com as expressdes também descritas acima.

Entéo, segja 0 sistema dado pela equacéo (4.9), sendo u(t) definida em (4.10) e

considerando amatriz X depende das condicfes iniciais dada por:

X(r)=d nX,. (4.25)
onde:

P
Zykzl; 7.20ek=1..,p. (4.26)
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Logo, temos arelacdo (4.27):

X(t) = (Z a,A, —BK jx(t). (4.27)

i=1
De modo semelhante ao anterior e se 0 método de estabilidade de Lyapunov,

equacdo 4.5, for satisfeito para uma funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™"
simétrica, positiva definida e que atenda as desigualdades de (4.28) e (4.29).

(i“iAi_BKijlﬂ/ka +Zp:7kxk(iaiAi—BKjT <0, (4.28)
i=1 k=1 k=1 i=1
ou ainda

Zrl:o{ (A, -BK) éy Xk+kZpl:7ka(Ai —BK)T}O, (4.29)
onde:

r P
Zai =1; ¢ ZO;Zykzl; 7«2 0;
i=1 k=1
i=L..,rek=1..,p.

Podemos escrever (4.29) como:

(4.30)

p p
(A, _BK)ZVka +Z7kxk(Ai -BK)" <0
=) =)
P p p p
Aiz7kxk_BKz7ka+27kaAiT _Z7kaKTBT <0. (4.31)
=) =) k1 =)

p p p p
AiZVka +Z?’kxkAiT -BK Z}/kxk —z;kakKTBT <0
k1 ] ] ]

p
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K Zykxk igua aR, ou sga
k=1

R=KY »X,, (4.32)
obtém-se:

AX,+XA"-BR-R'B" <0. (4.33)
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A condicdo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.33) € que exista uma
p

matriz Zykxk positiva definida e uma matriz R e R", tais que, todas as LMIs de
k=1

(4.33) sgjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X,>0,X, =X]

: 4.34
AX +XAT-BR-R'B" <0 (439

Quando as LMIs acima sdo factivels, o ganho do controlador pode ser obtido

pela expressao:

K = R(i 7kxk]_ . (4.35)

4.4.Planta e ganho K descritos por modelos Fuzzy

Takagi-Sugeno
Seja 0 sistema dado pela seguinte equagao (4.36a):

X(t) = A()X(t) + Bu(t). (4.363)
Sendo A(«) aplantado sistemaincerto descrito por modelos fuzzy TS.

Utilizou-se o conceito de Compensagdo Distribuida Paralela (CPD) (Tanaka
and Sugeno, 1992) para projetar reguladores fuzzy para estabilizar sistemas néo-
lineares descritos por modelos fuzzy. A idéia é projetar um compensador para cada
regra do modelo fuzzy. Para cada regra, sdo utilizadas técnicas de projeto de controle
linear. O regulador fuzzy globa resultante, que é ndo-linear em geral, é uma
combinacdo fuzzy de cada regulador linear individual. A CDP oferece um
procedimento para projetar um regulador para modelo fuzzy Takagi-Sugeno, onde
cada regra de controle € projetada a partir da correspondente regra de um modelo TS
da planta. O regulador fuzzy projetado compartilha os mesmos conjuntos de regras
com 0 model o fuzzy nas partes premissas. Para os modelos fuzzy (2.3), sendo i=1,...,I,

os reguladores fuzzy via CDP possuem a seguinte estrutura:
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Regrai: SE x,(1)é M, E..E x (1) é M|,
. (4.36b)
ENTAO
u(t) = K x(t).
Logo, o regulador fuzzy é dado por:
2 o' (2K ()
U(t) =-= T
3 o' (z(t)
o (4.36¢)
-3 (#OK )
= —K (a)x(t)
sendo a =[ay, ..., ar]T
Assim o ganho do controlador &
K(a)= Zr:aiKi : (4.37)
Assim aentrada u(t) é:
U = - K x(). (4.38)
Substituindo (4.38) em (4.364), obtemos:
X(t):(;aiAi —B;aiKijx(t). (4.39)

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito para uma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.40).

[;ZlaiAi—B;ZlaiKi]wx@“‘A‘ _BZ“‘K‘J - o0

ou ainda
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Zai[(Ai_BKi)x+x(Ai_BKi)T]<O’ (4.41)

i=1

onde:
D=1, q20ei=1..r. (4.42)
i=1 .

Podemos escrever (4.41) como:

(A, =BK, )X +X(A, -BK,)" <0,
AX-BK X+XA"-XK,'B" <0, (4.43)
A X+XA"-BK,X-XK,'B" <0.

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igual aR;, ou sgja

R, =K X, (4.44)

obtém-se:

AX+XA"-BR,-R,'B" <0. (4.45)

A condicéo suficiente para a solucdo da desigualdade (4.45) € gue exista uma

matriz X positiva definida e uma matriz R, e R", tais que, todas as LMIs de (4.45)
sejam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X> 0,X=X"

AX+XAT-BR,-R'B" <0’ (4.46)

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expressao:

K =RX". (4.47)
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4.5.Planta e ganho K descritos por modelos Fuzzy
Takagi-Sugeno e a matriz X dependente das
condigdes iniciais
Seja o sistema dado pela seguinte equacéo (4.48):
X(t) = A(a)x(t) + Bu(t). (4.48)

Sendo A(a) a planta do sistema incerto descrita por modelos fuzzy TS, e sgja

aentrada u(t), definida em (4.49).

u(t) = —K (a)x(t), (4.49)
onde:
K(a)= izrl:aiKi : (4.50)
Assim aentrada u(t) &
u(t) = —Zl: a K x(t). (4.51)

Substituindo (4.51) em (4.48), obtemos:

x@):(izrl:aiAi - BizrljaiKi]x(t). (4.52)

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que

atenda as desigual dades de (4.53).

r r r r T
(ZaiAi —BZaiKiij:;/ka +Zp:7ka[ZaiAi —BZaiKiJ <0, (4.53)
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 i=1

ou ainda:

iai|:(Ai_BKi)iykxk"_iykxk(Ai_BKi)T:|<O’ (4.54)

onde:
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= = (4.55)
i=L..rek=1..,p.
Podemos escrever (4.54) como:

P P

(Ai _BKi)ZVka "‘ZVka(Ai _BKi)T <0
=) =)

P p p p
Ai;}/kxk _BKi;ﬂXk +;7/kxkAiT _éykkaiTBT <0. (4.56)

p p p p
AiZ?’kxk "‘ZVkaAiT _BKiZVka _ZVkaKiTBT <0
k1 =) =) k1

p
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, Zykxk igua aR;, ou sgja
k=1

R; ZKiZVka’ (4.57)
obtém-se;

AX,+XA™-BR,-R,'B" <0. (4.58)
A condicéo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.58) € gque exista uma
matriz Zp:;/kxk positiva definida e uma matriz R, € R", tais que, todas as LMIs de
k=1
(4.58) sgjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, =XI

: 459
AX,+XA"-BR -R'B" <0 (459

Quando as LMIs acima séo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expressdo:

K, =Ri(zp:;/kxk]_ . (4.60)
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4.6.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno
e 0 ganho K dependente das condic¢des iniciais

Seja 0 sistema dado pela seguinte equacéo (4.61):
%(t) = A()X(t) + Bu(t). (4.61)

Sendo A(«) aplanta do sistema incerto descrita por modelos fuzzy TS, e sgja
aentrada u(t), definidaem (4.62).

u(t) = K (y)x(t), (4.62)
onde:
K(y)= kZ:nK . (4.63)
Assim aentrada u(t) €
u(t) = —kzpll 7K X(t). (4.64)

Substituindo (4.64) em (4.61), obtemos:

x(t)z[iz;:aiAi —BgykK ij(t). (4.65)

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que

atenda as desigual dades de (4.66).

r p r p T
(gaiAi—B;ykKij+X(§aiAi—Bkz_l:ykKk] <0, (4.66)
ou ainda:
r P
.1k2;4ai7k[(Ai —BK )X +X(A, _BKk)T]<O! (4.67)

onde:



32

r p

Zai =1; ¢ ZO;Z)/k:l; 7 20;

i=1 k=1
i=L..rek=1..,p.

Podemos escrever (4.67) como:

(4.68)

(A, -BK, )X +X(A, -BK )" <0
A X-BK ,X+XA"-XK, BT <0. (4.69)
AX+XAT-BK,X-XK, (B <0

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igua aRy, ou sgja

R, =KX, (4.70)

obtém-se:

AX+XA"-BR,-R,'B" <0. (4.71)

A condicéo suficiente para a solucdo da desigualdade (4.71) € gque exista uma

matriz X positiva definida e uma matriz R, € R", tais que, todas as LMIs de (4.71)

sejam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética séo as seguintes:

X> 0,X=X'

, 472
AX+XA-BR,-R,'B" <0 (4.72)

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expresséo:
K,=RX™. (4.73)

4.7.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno
e 0 ganho K e a matriz X dependentes das
condicdes iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equacéo (4.74):

X(t) = A()x(t) + Bu(t). (4.74)
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Sendo A(a) a planta do sistema incerto descrita por modelos fuzzy TS, e sgja
aentrada u(t), definida em (4.75).

u(t) = —K (»)x(t), (4.75)
onde:
K(y)= kZ:ykK . (4.76)
Assim a entrada u(t) €
u(t) = —kZ: 7K (X(). (4.77)

Substituindo (4.77) em (4.74), obtemos.

5(t)= (ZaA ~BY 1K ij(t)- (479

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existirda uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigualdades de (4.79).

r p P P r P T
(ZaiAi _BZHKij?’ka +27kxk(zaiAi _Bz7kKkj <0, (4.79)
i-1 k=1 k=1 k=1 i-1 k=1
ou ainda:
p P p .
Zaﬂ’k (Ai _BKk)Z7ka+Z7kxk(Ai _BKk) <0, (4.80)
onde:

Zr:ai =1, ¢ ZO;Zp:yk =1; . 20;
i=1 k=1

(4.81)
i=L...,r ek=1..,p.

Podemos escrever (4.80) como:
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p p

(Ai _BKk)Z7kxk "‘Z?’kxk(Ai _BKk)T <0

k=1 k=1

P p p
AD 7 X —BK D7 X, +ZkakAiT =3 r XK BT <0. (4.82)
k=1 k=1 k=1

p p p
AiZ?’ka "‘Z?’kxkAiT -BK kZ?’kxk _ZkakK kTBT <0
=) k1 P}

k=1

P
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K kaka igual aRy, ou seja
k=1

Rk:Kkaka’ (4.83)

obtém-se;
AX, +X,A"-BR,-R,'BT <0. (4.84)

A condicéo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.84) € gque exista uma

matriz X, positivadefinidaeumamatriz R, e R", tais que, todas as LMIs de (4.84)

sejam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, =XI

: 4.85
AX, +XA"-BR,-R,/B" <0 (4.8

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expresséo:
b -1
K, :Rk(Zkakj . (4.86)
k=1

4.8.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno
e 0 ganho K descrito por modelos Fuzzy Takagi-

Sugeno e condigdes iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equacéo (4.87):

X(t) = A(a)x(t) + Bu(t). (4.87)
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Sendo A(a) a planta do sistema incerto descrita por modelos fuzzy TS, e sgja
aentrada u(t), definida em (4.88).

u(t) = —K (a, 7 x(t), (4.88)
onde:
(a,7)= Zrlzp:a, (4.89)

Assim aentrada u(t) &

r

u(t) = _Ziaﬂ/kKikx(t)- (4.90)

i=1 k=1
Substituindo (4.90) em (4.87), obtemos:
r r p
X(t)z(zaiAi _BzzainKiij(t)- (4.91)
i=1 i=1 k=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existird uma P € R™" simétrica, positiva definida e que

atenda as desigual dades de (4.92).

[ZaA BZZayk IKJX+X[ZaA BZZWK ]T<, (4.92)

i=1 k=1 i=1 k=1
ou ainda
r p
Za,yk[A —BK, )X + X(A, —BKik)T]< 0, (4.93)
i=1 k=1
onde:

Za =1; o, 20; Z;/k—l 7.20;

i=1.. rek L..,p.

Podemos escrever (4.93) como:

(4.94)

(A, -BK, )X+X(A, -BK, ) <0
A X-BK X+XA-XK, B <0. (4.95)
AX+XAT-BK, X-XK,'B" <0
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Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igual aRi, ou sgja

Ry =Ky X, (4.96)

obtém-se:

AX+XA"-BR, -R,'B" <0. (4.97)

A condicéo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.97) € que exista uma
matriz X positiva definida e uma matriz R, € R", tais que, todas as LMIs de (4.97)

sejam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X> 0,X=X"

: 4.98
AX+XA"-BR,-R,'B" <0 (4.98)

Quando as LMIs acima séo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expresséo:
Ky =Ry X7 (4.99)

4.9.Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno,
o0 ganho K descrito por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno e condigbes iniciais e a matriz X

dependente das condic¢des iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equacéo (4.100):

(1) = A(@)X(t) + Bu(t). (4.100)

Sendo A(«) aplanta do sistema incerto descrita por modelos fuzzy TS, e sgja
aentrada u(t), definidaem (4.101).

u(t) = =K (e, 7 )x(t), (4.101)

onde:
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K(a,y)= ZrlzplaiykKik. (4.102)

Assim aentrada u(t) &

ut) =->.> a7 K Xt). (4.103)

i=1 k=1

Substituindo (4.103) em (4.100), obtemos:

{ZaiAi Blzrl:zp:a. j (4.104)

k=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.105).

[ZaA BZZa,yk ijZ}/kX +Z}/k k(ia,A Bizp:alyk JT<0(4.105)

i=1 k=1 i i=1 k=1

ou ainda:

Zrlzp:aﬂ{ A _BKik)Zp:ﬂxk +Zp:7kxk(Ai _BKik)T:| <0, (4.106)

i=1 k=1

onde:

p
a, =1; o, 20; =1; >0;

i=1...r ek=1..,p.

Podemos escrever (4.106) como:
(A, -BK, Zykx +Z}/k (A, -BK,) <0
p
AiZkak _BKikZVka "‘ZVkaAiT _ZVKXkKikTBT <0. (4.108)
k=1 k=1

p p
Aiz7kxk+27kaA BKlkZVkX ZVkX Kk 'B" <0
=) k1

k=1

P
Fazendo o produto néo-linear de variaveis K ikaka igual aRix, ou sgja
k=1



38

R, = KikZkak , (4.109)
obtém-se:
T TpT
AX, +XA -BR,-R, B'<0. (4.110)

A condicdo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.110) € que exista uma
matriz X, positiva definida e uma matriz R, e R", tais que, todas as LMIs de

(4.110) sgjam satisfeitas simultaneamente.
Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, =X;

, 4111
AX, +XA"-BR,-R,'B" <0 (.11

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtidos pela expressdo:

D -1
Kik:Rik(Zykka . (4.112)
k=1
4.10. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-

Sugeno com incertezas do tipo politépicas com

ganho K Unico
Seja 0 sistema dado pela seguinte equagdo (4.113):

X(t) = Aa, B)X(t) + Bu(t). (4.113)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em
(4.114).

u(t) = —-Kx(t). (4.114)

Substituindo (4.114) em (4.113), obtemos:

X(t)= [iiaiﬂinj —~ BKjx(t). (4.115)

i=1 j=1
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Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma

nxn

funcdo quadrética, entdo existirA uma P € R™' simétrica, positiva definida e que

atenda as desigual dades de (4.116).

-

S

(ZZ%A—A” -BK jx +x(

|T1 j:l r |:Sl j=1 (4116)
>N ap, (A, -BKX+Y Y a XA, -BK] <0
i=1 j=1 i=1 j=i
ou ainda
> > e [A, -8+ x(a, -8k ) |<0, (4117
1= J=
onde:
Zr:ai =1; o Zo;iﬂj =1; B, 20;
= =t (4.118)

i=1..rej=1..,s.
Podemos escrever (4.117) como:
(A, -BK )X +X(A, -BKJ <0

:
Ay X-BKX+XA;" -XK'BT <0. (4.119)
A X+XA;" -BKX-XK'BT <0

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis KX igual aR, ou sgja:

R=KX, (4.120)

obtém-se:

A X+XA,"-BR-R'B' <0. (4.121)

A condicdo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.121) € que exista uma
matriz X positiva definida e uma matriz R e R", tais que, todas as LMIs de (4.121)

segjam satisfeitas simultaneamente.
Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética séo as seguintes:

X> 0,X=X"

A X+XA,"-BR-R'B" <0’ (4.122)
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Quando as LMIs acima sdo factivels, o ganho do controlador pode ser obtido

pela expressao:
K =RX™. (4.123)
4.11. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-

Sugeno com incertezas do tipo politépicas com
ganho K Unico e X dependente das condicdes
iniciais

Seja 0 sistema dado pela equacéo (4.113), sendo u(t) definida em (4.114) e

considerando amatriz X depende das condicfes iniciais dada por:

X(r)=2nXs (4.124)

onde:

27 =L n20ek=1.p. (4.125)

k=1

Logo, temos arelacdo (4.126):

X(t)= (ii%ﬁin,— - BKJX(I)- (4.126)

i=1 j=1

De modo semelhante ao anterior e se 0 método de estabilidade de Lyapunov,
equacdo 4.5, for satisfeito para uma funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™"
simétrica, positiva definida e que atenda as desigualdades de (4.127) e (4.128).

r

=

.
o BiA; _BKJ <0, (4.127)

S p p
[ D aBiA; _BK]ZVka +Z7’kxk(
=] =} ke

S
i=1 j=1

ou ainda:
iiaiﬂi |:(Aij _BK)Zp‘,J/ka +Zp:7kxk(Aij _BK)T} <0, (4.128)

i=1 j=1 k=1 k=1

onde:
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i1 i1 k=L (4.129)
i=L..,r; j=1..,sek=1..p.

Podemos escrever (4.128) como:
p P T
(A, =BK)> 7 X + Y 7 X (A, -BK] <0
k=1 k=1
P P b T T
Aijé?”kxk_BK;Vka+kZ;,7kxkAij _kZI:VkaK B' <0. (4.130)

P p p p
A X+ XA =B Y 7 X =Y 7 X, KB <0
k=1 k=1 k=1 k=1

p
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K Z 7 X, igua aR, ou sgja
k=1

R=K> X, (4.131)
obtém-se;
A”.Xk+XkAiJ.T—BR—RTBT <0. (4.132)
A condico suficiente para a solucéo da desigualdade (4.132) € que exista uma
p
matriz Zykxk positiva definida e uma matriz R e R", tais que, todas as LMIs de

k=1

(4.132) sgjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, =XI

: 4133
A X, +XA,"-BR-R'B" <0 (4-133)

Quando as LMIs acima sdo factivels, o ganho do controlador pode ser obtido

<R

pela expresséo:

M-
=
~
X
x
N—
iR

(4.134)
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4.12. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo politopicas com o
ganho K dependente de Fuzzy Takagi-Sugeno

Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.135):

X(t) = A(a, )X(t) + Bu(t). (4.135)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em
(4.136).

u(t) = —K (ar)x(t), (4.136)

onde:

K(a)=Y aK,. (4.137)

Assim aentrada u(t) &

u(t) = —> K x(t). (4.138)
i=1
Substituindo (4.138) em (4.135), obtemos:

r S

X(t):(ZZaiﬁinj - BgaiKi]x(t). (4.139)

i=1 j=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.140).

(iiaiﬂinj —Bzr:aiKiJX +X[iiaiﬂinj —BiaiKiJ <0,  (4.140)

i=1 j=1 = i=1 j=1 =
ou ainda
r S

PP J[(Aii -BK X+ X(A, _BKi)T]<O’ (4.141)

i=1 j=1

onde:
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= = (4.142)

Podemos escrever (4.141) como:

(A, -BK, )X +X(A, -BK, ] <0

T TpT
A X-BK X+XA,;" -XK,"B" <0. (4.143)
A X+XA;T -BK X-XK,"B" <0

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igual aR;, ou sgja
Ri =KX, (4.144)
obtém-se;

T ThT
A X+XA; -BR;-R, B <0. (4.145)

A condicéo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.145) € que exista uma

matriz X positiva definida e umamatriz R, e R", tais que, todas as LMIs de (4.145)
sejam satisfeitas simultaneamente.
Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X> 0,X=X'

, 4.146
A X+XA;"-BR,-R,B" <0 (4.146)

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtido pela expressao:

Ki=RX™. (4.147)
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4.13. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo politépicas, com o
ganho K dependente de Fuzzy Takagi-Sugeno e a

matriz X dependente das condi¢des iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.148):

X(t) = A(a, B)X(t) + Bu(t). (4.148)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em
(4.149).

u(t) = —K (a)x(t), (4.149)
onde:
K(a)= iaiKi . (4.150)

Assim aentrada u(t) é:

u(t) =-> oK x(t). (4.151)
i=1
Substituindo (4.151) em (4.148), obtemos:

r S

X(t):(ZZaiﬁinj - BgaiKin(t). (4.152)

i=1 j=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equacdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.153).

Zr:iaiﬂj |:(Aij _BKi)ZpZVka +Zp:7kxk(Aij _BKi)T:| <0, (4.159)

onde:
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Zr:ai =1, o, 20, iﬂj =1; ,BJ- ZO;kZp:ykzl; 7,20,
i=1 j=1 =1

(4.155)
i=1..r; j=1..sek=1..p.
Podemos escrever (4.154) como:
p p T
(A, -BK, D 7 X + Y7 X, (A, -BK,J <0
k=1 k=1
p P p T p TT
Aiijka—BKiZkakJrZkakAij —Z}/kaKi BT <0. (4.156)
k=1 k=1 k=1 k=1

p p p p
AqZ?’ka +Z7/kxkAijT - BKiZVka _ZVkaK iTBT <0
kL p] kL kL

p
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, Z;/kxk igua aR;, ou sga
k=1

R = KiZVka ) (4.157)
k=1
obtém-se;
A X, + XA, -BR,-R,'B" <0. (4.158)

A condicdo suficiente para a solugdo da desigualdade (4.158) € que exista uma

P
matriz Zykxk positiva definida e uma matriz R; € R", tais que, todas as LMIs de
k=1

(4.158) sgjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM Is para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, =X]

Aiixk+XkAijT_BRi _RiTBT <0’ (4.159)

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtido pela expressdo:

K= R(Zplnxkj : (4.160)
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4.14. Planta descrita pode modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo politopicas e o

ganho K dependente das condig¢des iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.161):

%(t) = A(a, B)X(t) +Bu(t). (4.161)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em

(4.162).
u(t) = —K (y)x(t), (4.162)

onde:
K(r)=> 7K. (4.163)
Assim aentrada u(t)
u(t) = —kZp; 7K X(t). (4.164)

Substituindo (4.164) em (4.161), obtemos:
) r s p
X(t): Zaiﬁinj —BZ}/kKk X(t) (4165)
i=1 j=1 k=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equagdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.166).

(iiaiﬂinj —sz:)/kKk]XJrX(iiaiﬂinj —sz:;/kKk] <0, (4.166)

i=1 j=1 i=1 j=1

ou ainda

izp:aiﬂij[(Aij —BKK)X+X(/-\”- _BKk)T]<07 (4.167)

r
i=1 j=1 k=1

onde:
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= = K= (4.168)
i=L..,r; j=1..,sek=1..p.

Podemos escrever (4.167) como:

(A, -BK, )X +X(A, -BK,J <0

T T
Ain—BK kX+XAij —XKK BT <0. (4169)
A X+XA;" -BK, X -XK, BT <0

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igua aRy, ou sgja
R, =KX, (4.170)
obtém-se;

T T
A X+XA;'-BR, -R,'BT <0. (4.171)

A condicdo suficiente para a solucdo da desigualdade (4.171) € que exista uma

matriz X positiva definida e umamatriz R, € R", tais que, todas as LMIs de (4.171)
sejam satisfeitas simultaneamente.
Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X> 0,X=X'

A X+XA,T-BR, -R,/B" <0’ (4.172)

Quando as LMIs acima séo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtido pela expressdo:

Ky =RX™. 4.173)
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4.15. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo politopicas e o
ganho K e a matriz X dependente das condi¢cdes
iniciais

Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.174):

Sendo A(e, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em

(4.175).

u(t) = —K (y )x(t), (4.175)
onde:

K(y)=im<k : (4.176)

Assim aentrada u(t) é:

u(t) = —Zp: 7 K X(t). (4.177)

Substituindo (4.177) em (4.174), obtemos:

)'((t):(.r iaiﬁinj —sz:;/kKka(t). (4.178)

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equagdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.179).

r S

;
r s p P P p
D> apiA, —BZykKkJZkak+27ka(z aiﬁinj—BZnKk) <0 (4.179)
j k=1 k=1 k=1 k=1

i=1 j=1 i=1 j=1
)

ou ainda

p

iaiﬁjyk[(A” CBK, Y 72X + 3 X (A~ BK k)T} <0, (4180

i=1 j=1 k=1 k=1 k=1

r S
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onde:

r

> a =1, ¢, >0; ZS:,B,. =1; B, zo;zp:;/kzl; 7 >0;
=L k=1

= (4.181)
i=1..r; j=L.,sek=1..p.
Podemos escrever (4.180) como:
p P T
(A, =BK > 7 X+ 7 X, (A, -BK,J <0
k=1 k=1
p P p T P ToT
AijZ?’ka_BKkZ7ka+Z7’kaAij _ZVkaKk B' <0. (4.182)
k=1 k=1 k=1 k=1

p P p p
A D 7K+ XA =BKD n X = D X K BT <0
k=1 k=1 k=1 k=1

P
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K kaka igua aRy, ou sgja
k=1

R, =K. D 7 Xy, (4.183)
obtém-se;
A X +XA,;"-BR,-R,'B" <0. (4.184)

A condicdo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.184) é que exista uma

matriz X, positiva definida e uma matriz R, e R", tais que, todas as LMIs de

(4.184) sgjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LMIs para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X, > 0,X, = X!

A, X, + XA, ~BR,-R,'B" <0’ (4.185)

Quando as LMIs acima séo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtido pela expressdo:

Kk:Rk(ZkakJ . (4.186)
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4.16. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo politopicas e o
ganho K descrito por modelos Fuzzy Takagi-

Sugeno e condicdes iniciais
Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.187):

X(t) = A(a, B)X(t) + Bu(t). (4.187)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em
(4.188).

u(t) = —K (a, 7 )x(t), (4.188)

onde:

Sk (4.189)

k=1

M“

a;/:

Il
AN

Assim aentrada u(t) é:

u(t) = Zr:zp:ai 7K X(1). (4.190)

i=1 k=1

Substituindo (4.190) em (4.187), obtemos:

:(iia,ﬁjA” “BY Y aK ,ij (4.191)

i=1 j=1 i=1 k=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equagdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.192).

(Zr:iaiﬂinj —Bizp:al IkJX+X[Zr: 3 aiBiA;; —Bizp:aiykKikj <0,(4.192)

Zizp:aiﬂﬂk [(Aij -BK ik)x + X(Aij -BK ik)T]< 0, (4.193)

onde:
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i=1 j=1 k=1 (4.194)
i=L..,r; j=1..,sek=1..p.

Podemos escrever (4.193) como:

(A, -BK X +X(A, -BK,J <0

T T
A X-BK X +XA;" -XK, B" <0. (4.195)
A X+XA;T -BK  X-XK, BT <0

Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K, X igua aRjx, ou sgja
Ric =KX, (4.196)
obtém-se:

T TpT

A condic&o suficiente para a solugdo da desigualdade (4.197) € que exista uma

matriz X positivadefinidaeumamatriz R, € R", tais que, todas as LMIs de (4.197)
segjam satisfeitas simultaneamente.

Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética sdo as seguintes:

X> 0,X=X"

A X+XA;" -BR, -R,'B" <0’ (4.198)

Quando as LMIs acima sdo factiveis, os ganhos do controlador podem ser

obtido pela expressdo:

K =Ry X (4.199)
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4.17. Planta descrita por modelos Fuzzy Takagi-
Sugeno com incertezas do tipo, o ganho K descrito
por modelos Fuzzy Takagi-Sugeno e condi¢des
iniciais e a matriz X dependente das condicdes
iniciais

Seja 0 sistema dado pela seguinte equagéo (4.200):

X(t) = A, B)X(t) + Bu(t). (4.200)

Sendo A(a, ) aplanta do sistema incerto, e seja a entrada u(t), definida em
(4.201).

u(t) = —K (e, 7 )x(t), (4.201)

onde:

K(a,y)= Zr:Zp‘,ainKik- (4.202)

Assim aentrada u(t) é:
p

u() = -2 > @K xt). (4.203)

r
i=1 k=1

Substituindo (4.203) em (4.200), obtemos.

X(t)z(zr:iaiﬂinj —Bizp:aWkKik]X(t)- (4.204)

i=1 j=1 i=1 k=1

Se 0 método de estabilidade de Lyapunov, equagdo 4.5, for satisfeito parauma
funcdo quadrética, entdo existira uma P € R™" simétrica, positiva definida e que
atenda as desigual dades de (4.205).

r s r p
[ Zaiﬂinj_B ZaiykKiijykxk_l—
i1 j=1 i-1 k=l k=1
T ' (4.205)
j <0

k= i=1 j=1 i=1 k=1

p r s r p
7kxk[zzaiﬂinj _Bzzaﬂ’kK ik
4 L £
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p P p
Zaiﬂﬂ’k[(Aij -BK ik)Z?”ka +Z7/kxk(Aij -BK ik)T:| <0, (4.206)
k=1 k=1

onde:

Zr:ai =1, o, 20; ZS:,BJ- =1; ,BJ- ZO;Zp:;/kzl; 7 20;
i=1 j=1 k=1

(4.207)
i=1..r; j=1..sek=1..p.
Podemos escrever (4.206) como:
P p "
(Aij_BKik)Zkak"‘Z?’ka(Aij_BKik) <0
k=1 k=1
p p p ;L Tor
Aijzykxk_BKikZkak"‘Z?/kxkAij _ZVKXkKik B' <0. (4.208)
k=1 k=1 k=L k=1

p p p p
AijZ?”ka +Z7/kxkAijT _BKikZVka _Z7kaKikTBT <0
k=1 k=1 ke

k=1

P
Fazendo o produto ndo-linear de variaveis K ikZVka igual a R, ou sgja

k=1
p
Ri = Kikz7kxk g (4.209)
k=1
obtém-se:
A X, +XA,"-BR,-R,'B" <0. (4.210)

A condicdo suficiente para a solucéo da desigualdade (4.210) é que exista uma
matriz X, positiva definida e uma matriz R, e R", tais que, todas as LMIs de

(4.210) sgjam satisfeitas simultaneamente.
Desse modo, as LM s para estabilidade quadrética séo as seguintes:

X, > 0,X, =X]

: 4.211
A X, +X A, -BR,-R,'B" <0 (4.211)

Quando as LMIs acima séo factiveis, os ganhos do controlador podem ser
obtido pela expressao:



-1
p

K, = Rik(Z;/kaj . (4.212)
k=1

Todos os casos possiveis foram desenvolvidos e no Capitulo 6 serdo aplicadas

todas as analises para o sistema bola-viga.
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5.Indices de Desempenho para Reguladores
Fuzzy
Além da estabilidade o projetista pode especificar 0 sistema de controle

utilizando outros indices de desempenho, tais como a taxa de decaimento, restri¢do na
entrada e restri¢éo na saida.

5.1.1. TaxadeDecaimento

E relevante considerar no apenas a estabilidade, mas também outros indices
de desempenho do sistema controlado tais como a velocidade de resposta e restricoes
de entrada e saida A velocidade de resposta esta relacionada com a taxa de
decaimento p.

Considere uma candidata da fungéo de Lyapunov V(x(t))=x"X"x e que
V(x(t))< 0, paratodo x = 0. A taxa de decaimento B, B > 0, € obtida se a condig&o
V(x(t))< —2pV(x(t)) (Tanaka, lkeda and Wang, 1998c) é satisfeita para toda a
trgjetoria.

5.1.2. Restricdo na Entrada

ut) = - =

NC ) &Y

A restricao |Ju(t)|l. < u €impostaparatodo o tempot> 0 seasLMIs

1 x(0)" -0 (5.2)
x(0) X |
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{X M‘T}zo (5.3)
M, 4l

semantém sendo X = PleM; = K;X.

Estendendo para o caso mais amplo, onde temos os ganhos dependentes das
condicbes iniciais e descrito por modelos fuzzy TS, sendo
x(0)=[%(0) x,(0) x,(0) x,(0)] de modo semelhante a0 definido na Segdo 4.3,

temos.
1 Xo (0) B 5.4
{XOK(O) %, }zo,k_LZ,...,p (5.4)
e
$ Xk R-L >0 |:Xk R-:;:|>O
;{Rk ﬂzl}_ - R« ,Uzl - (59)

semantém sendo R, =K, > 7, X, .
k=1

5.1.3. Restrigdesna Saida

A restrico |ly(t)|l2< A éimpostaparatodot>0seasLMIs

[ 1 X(O)T}zo (5.6)
x(0) X
e
{ X Xg }zo (5.7)
CX A

se mantém sendo X = P,
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6. Sistema Bola-viga

Um sistema bola-viga consiste de uma viga com o angulo de inclinagdo que
pode variar, € uma bola sobre esta. O objetivo do sistema de controle € gjustar o
angulo da viga de modo que a bola permanega proximo ao centro da viga, dada uma
perturbacdo na posicéo da bola.

Este tipo de sistema, além de ser um problema cléssico de engenharia de
sistemas de controle, tem usos possiveis nas areas como a aeronautica (Marin, R.C.,
2004).

Considere o sistema bola-viga mostrado na Figura 6.1 (Silva, 2005):

Figura6.1. SistemaBola-viga.

com equagdes dadas por:
F(t)—a r(t)0(t) +a B sen(6(t)) = 0,
a(t) = u(t). (6.1)
A dindmicado sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como sendo:
r(t): posicdo dabola,
6(t) : angulo daviga,

u(t): sinal de controle,

a, [ parametros, o =0.7143 e  =9.81.

Considerando as varidveis de estado do sistema  como:
X () =r(t); X, (t) =r(t); X, (t) =0(t); Xx,(t) =9(t) e asaida do sistema y(t) = x,(t),

as equacOes de estado do sistema sdo descritas por:

X, (1) = %, (1) , (6.2)
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%, (1) = & %, (t)%,” (1) — B sen(x, (1)), (6.3)
X5(t) = %, (1), (6.4)
X, (t) = u(t) . (6.5)
SupBe-se que:

T w
-1<x (M) <1; -1<x () <1, ——<x, () <s—; —-2<x,(t) < 2.
X, (t) , (1) o 5(t) 5 L (1)

A seguir, o sistema ndo-linear (6.2)-(6.5) sera transformado na forma
generalizada do sistemafuzzy TS (Taniguchi et al., 2001).

O sistema fuzzy TS generdizado pode ser construido de (6.2)-(6.5)

reescrevendo:
% @®)] [0 1 0 0 [x(@®] [0]
. — afsen(X,(t))
X, (t) _ 00 T x® ax, (1) %, (t) || X, (t) N 0 " 66)
X4 (t) 00 0 1 X, (t) 0
X, ()] |0 O 0 0 I x® ] [1]
sendo:
X, =D ) %0 x50 xO;
Fu0x,) =~ 7 (o 1) = @ x, (1), () (6.7
X3 (t)
as fungdes que contém as ndo-linearidades do sistema.
Ent&o (6.6) € representado como:
(0 =%, (1), (68)
. ~ = (6.9)
X (1) = f(X, (1))%s (1) + f2, (X, (1))%, (1),
% (t) = %, (), (610
(6.11)

X, (t) = u(t) .
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Para obter a forma generalizada, é necessério determinar os valores maximo e
minimo das fungdes inxp(t)) e F24(xp(t)) no conjunto considerado (Taniguchi et

al., 2001; Silva, 2005). Sgjam:

A = %x{ i;23 (X, (O} = -6.9275;

B = N[, (x, (D} = ~7.0073
gy = r’!’(l(%x{ fau(X,(}= 14286

8, = ming fo (X, ()} = —1.4285.

Segundo o método proposto por Taniguchi et al. (2001), a funcdo ndo-linear
?ngp(t)) pode ser representada, de forma exata, através de modelo fuzzy TS,
considerando dois modelos locais: a,,; € a,,, Ou sga existem o, (X, (1) e

0 (X, (1)) taisque (Silva, 2005):

FodXp (1)) = 001 (X, (0)2sy + 05y (X, (1) sy (6.12)
sendo:
0< 0, (X p ((9) P (Xp 1) <1,

T (X, (1) + 05 (X, (1)) =1,

f23 (x p ) - A3

Ay — Ay

0 (X P 1) =
Damesmaformaafungéo F24(x » (1)) pode ser representada exatamente por:

Fod X (1) = Epea (X, ()B4 + Enap (X, ()8 (6.13)

sendo que &,,, (X, (1)) € &, (X, (1)) setisfazem:

0 < G (X (1)) S (X, (1)) <L, Sg (X, (D)) + S (X, (1) = 1.

Entdo, tem-se:

F o (1) = (G0 (% (1) + Eap (X (D)) (030 (X (1) sy + 0y (X, (1) 25,)
= Cou (X p (1)) 01 (X (1)) By + Sy (X, (D) 0 (X (1)) B
+ Saia (X (1)) 03 (X (1)) Bz + S (X, (1)) 05 (X (1)) Bz
Agora, defina:



al(xp(t)) =§241(Xp(t))o-23l(xp(t)) ) a2(xp(t)) = 5241(Xp(t)o-231(xp(t)) )
a5 (X, (1)) = Coa1 (X5 (D)) 0252 (X, (1) @y (X, (1)) = Sz (X, (1)) 023 (X (1))

Assim,
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(6.14a)
(6.14b)

F X, (0) = g (X, (1)@ + s (X, (6))Bgg + 015 (X, (1) + g (X, (1)) Bggy.  (6:140)

Usando os passos descritos acima para a funcéo f LAX(t)), tem-se:

FodX, (©) = g (X, (1) + (X, (6)) B + 05 (X (1)) gy + @2 (X, (1)) By (6:140)

Substituindo (6.14c)-(6.14d) em (6.6) pode-se obter uma representacdo exata

do sistema (6.2)—(6.5) com os modelos fuzzy TS:

%, (0 =[iai(xp(t» A] xp(t>+(iai(xp(t))BiJu(t),

sendo

a

o O o o
o O O Bk

0

23i

0
0

a

0

24

1

0

ol
0
0

L 1_

com i=12,34; com «;(X,(t)) dadas por (6.143)-(6.14b). Portanto os modelos

locais sdo:

o O O B+

1
0
0
0

0 0
~7.0073 1.4285|
0 1

0 0
0 0
~7.0073 —1.4286|
0 1
0 0

|
o O O O

|
o O O O

o O O -

o O O Bk

0 0
-6.9275 1.4285|
0 1
0 0
0 0
-6.9275 -1.4286
0 1
0 0

(6.14¢)

(6.14e)
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De uma maneira geral segundo este método, se o0 sistema apresentar s fungdes

ndo-lineares, serdo necessarios 2° modelos locais para a sua representagio exata

através de modelos TS.
{xp(t) - [Za (%, (0) A j X0 {Z a1 (%, (OB ] uo. (615)
sendo:

C=[1 0 0 0]; a(x,M)e[0],i=1..4; iai(xp(t)):leu(t)eiﬂ.

Observacéo 6.1:

(1) Em todos os modelos locais, as matrizes A, , i =1,2,34 (equacéo (6.14€))
possuem a primeira coluna nula. Para obter essa condic¢&o, na construgdo do sistema
fuzzy TS generalizado do sistema bola-viga, as equacdes (6.2)-(6.5), foram reescritas
como em (6.6) (Silva, 2005):

x®] |1 0 0 x| |0
v [0 0 =20 x| xm| |o

, X, (t) +| _fu(t)
%t | o o 0 1 x| |0
%t |o o 0 0 Xt ] [1
€ Nao como:

- 0 1 0 0

fﬁi ax2(t) 0 () 38 ;

o T T U Y P e

X, (t) 0 O 0 ol %®)] [1

Portanto, durante a modelagem pode-se escolher a realizagéo fuzzy adequada.

A seguir serd mostrado que se no exemplo anterior existirem incertezas do tipo
politopicas nos parametros da planta, a metodologia proposta anteriormente também

se aplica.
6.1.0 Controle de um Sistema Incerto

Considere o sistema bola-viga como mostrado na Figura 6.1.
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A dindmicado sistema (Wang, 1997, pg.217) pode ser descrita como sendo:
F(t)—a r(t)0%(t) + a B sen(O(t)) = 0, (6.16)
6(t) = u(t),
onde:
r(t): posicdo dabola,
6(t) : angulo daviga,

u(t): sina de controle,

a, [ parametros constantes do sistema

Suponha que 0s parametros « e £ possuam incertezas do tipo politdpicas, ou

sgia, o €[0.2,1.2] e B<[9.6,10.0]. Assim,

a=0110.2+0izl.2, (6.173)
p=0,9.6+4,10
sendo:

@, @,>0 e, +a,=1,

B.B,20e B+F,-1.

(6.17b)

Supondo as variaveis de estado do sistema como: X, (t) = r(t); X, (t) = r(t);
X,(t) = O(t) ; x,(t) =O(t) easaidado sistema y(t) = x,(t) , as equagdes de estado do

sistema séo descritas por:

% (t) = %, (1), (6.18)
%, (1) = a ()%, (t) — B sen(x,(t)), (6.19)
X5 (t) = X, (1) , (6.20)
X, (t) = u(t). (6.21)

Supde-se que durante a operacao:

~1<x (1) <1; —1< X, (1) <1; —%s X4 (t) s%; —2<x,()<2.  (6.21a)
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A seguir, o sistema ndo-linear (6.18)—(6.21) sera transformado na forma
generdlizada do sistema fuzzy TS (Taniguchi et al., 2001) com incertezas do tipo

politopicas.

O sistema fuzzy TS generalizado pode ser construido descrevendo (6.18)—
(6.21) como mostrado abaixo:

xo] 0+ 0 x(t)] [0

wm| [0 o "‘ﬂf‘T()XS“” o Ox0|| 0| o]

%0 lo o 0 L o lfo"® 622
x®] |lo o 0 0 Xt ] [1

A representacdo das incertezas dos parametros do sistema na forma politopica
supde que a estrutura do sistema incerto varia de acordo com uma combinagdo
convexa dos dois sistemas vértices que delimitam o politopo, ou sgja, de (6.17a)—

(6.17b) pode-se representar a equagao (6.22) como:

% (t) 01 a0 0 x®7 [0
%,(t) - 0 o =92 9.)6(53 (?n(xg(t)) 0.2%, 0% (1) || (1 o "
x®1 "o o 0 1 x(t)| |0
X, (t) 00 0 0 @] |1
0 1 0 0
— . . )<1(t) O
_||o o 22220en(6®) oo @x,0) || x| |0
+a@,- B, X, (t) +| _|u(t)
00 0 1 X()| |0
00 0 0 x| [1
0 1 0 0 (6.23)
_15.96. x| |0
- 0 o —12 9.i (ﬁn(xg(t)) L2x 0% 0 || %, o o
*lo o 0 1 X(t)| |0
00 0 0 x, 0] [1
01 0 0
_12.10. (@] |0
- 0 o —12 1())(3 (ste)n(xs(t)) L2x 0% 0 || % @ o o
*o o 0 1 X(t)| |0
00 0 0 @] |1

com
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@, @,>0eq,+a,=1,

B..3,>0 e B+ B,=1.

Assim, o sistema dinamico ndo-linear (6.23) com incertezas do tipo politopica

pode ser descrito por:

(1) = 20> @B (A (6, (), (1) +B (D),
sendo

X,(0) =0 X0 x50 x0];
o1 _0 0 @, =02
0 0 2l W) Z x| mo12 712

A, = X5(t) , e _

00 0 1 n=12 B =96
00 0 0 5, =10.0.

Para cada sistema vértice correspondente a A, (mM=12n=12), sera

utilizado o método proposto por Taniguchi et al., (2001) para a obtencéo dos modelos
lineares locais. As fungdes que contém as ndo-linearidades de cada sistema vértice

Sao:

-0.2-9.6-sen (x,(1)) . =

P (X, (1) = 0 (6, ) =02xMX,0).  (6.243)

a0, () = 2220 SNOM) 6 )= T, @) (6:240)
)

(X, (D) = ~1.2:96-sn (1) . P (X, (1)) = 1.2, (1), (2) . (6.24¢)
% (0

T, () = 222050 0G0)  f () = Fan, ). (6:240)

%5(t)

Para obter a forma generalizada, obtiveram-se os valores méximos e minimos

destas fungdes no conjunto considerado em (6.21a):



B = MO o (X, (0} = ~1.8981
Bpg1p = nxrgl)n{fzgll (x,(t)} = —1.9200;
B = M F o (X, (O} = 0.4000;
Aop1p = nxrl(p)n{fmll (x,(t)} = —0.4000.

gy = I‘I‘(I%X{ F2312 x(}= -1.9772

Qg1 = rm;“{ F2312 (x()} = -2.0000;
Qopy1 = Aonn1 = 0.4000;
Qi = op1p = —0.4000.

a1 = r{(‘(?)x{ F2321 (Xp(t)} = -11.3889;

Q312 = rﬂltp{ F2321 (Xp(t)} = -11.5200;
Qg1 = n)?(%x{ f ouo (Xp(t)} = 2.4000;

Qosprp = r}(}{p{ f~2421 (Xp(t)} = —2.4000;

Qo = r?(%x{ f o (X(1)} = -11.8634;

Qg = rm?{ f 5 (X(1)} = —12.0000;
Qoppo1 = Qo1 = 2.4000;
a24222 = a24212 = - 24000

Usando os passos descritos nas equagdes (6.12) — (6.14d) obtém-se:
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(6.253)

(6.25b)

(6.25c¢)

(6.25d)

i;2311 (x P (1) = o, (x P (1)) a1, + @,y (X P (1)) Az, + ax3(X p (1)) a1y + (X p (1) 2311,

i;2411 (x P (1) = o, (x p (1)) @11 + @y (X p (1) @1, + 3(X p (1) @1 + @y (X p ()21,

ir2312 (X, (1)) = oy (X, (1) A0y + @y (X, (1) 8100 + 5 (X, (1)) a1 + 4 (X, (1)) B0

ic‘-2412 (x P 1) = o, (X p (1)) @10 + @y (X p (1)) @10 + x3(X p (1) @10 + @y (X p (1)) 212

i;-2321 (x P (1) = o, (X p (1)) A0, + @,y (X p (1)) @01, + ax3(X p (1)) @01, + @, (X p ()21,

F aron (X (£)) = (X, () Bgors + @ (X 5 (6)) Bogan + s (X (1) By + @y (X 5 (6)) B

anzz (x P 1) = o (x P (1)) + a, (X p (1)) @y + a5(X p (1)) augsm + a4 (X p (1) 3320,

i;2422 (x p 1) = (x p (1)) @00 + a5 (X p (1)) a0 + (X p (1)) @00 + 4 (X p (1) 220
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sendo as fungdes de pertinéncia «; (x,(t)), i =1,2,3,4 dadas pelas equacdes (6.12) e
(6.14a) — (6.14b).

Os modelos locais para 0 primeiro sistema vértice sdo:

01 0 0 0
A = 00 Qz1p  Roapig ‘B = 0l (6.26)
Molo0 0 1 "™ ol
00 O 0 1
para o segundo:
01 0 0 0
A = 0 0 @&y, &y ‘B. = 0 (6.27)
oo o 1| |0f
00 0 0 1
para o terceiro:
01 O 0 0
A = 0 0 apy, & ‘B. = 0]. (6.28)
¥ oo o 1 |7 ojof
00 0 0 1
e para o quarto:
01 0 0 0
A = 0 0 &y, auxg ‘B = 0. (6.29)
1000 1 |77 ol
00 O 0 1

Desta forma, das equagdes (6.25) — (6.29) resultam:

01 0 0 0 1 0 0
0 0 -1.8981 0.4 0 0 -1.98981 -0.4
A = ; - ; 6.30a
Molo o0 0 1 210 0 0 1 ( )
00 0 0 00 0 0
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01 0 0 01 0O 0
0 0 -1.92 04 0 0 -1.92 -04
A = ,A = ’ 630b
2700 0 1 27100 0 1 ( )
00 O 0 | 00 O 0
01 0 0] 0 1 0 0
0 0 —-1.9772 0.4 0 0 —-1.9772 -04
1o 0 0 1 210 0 0 1 ( )
00 0 | 00 0 0
01 0 0] 01 0O 0
0 0 -20 04 0 0 -20 -04
100 0 1 2100 O 1 ( )
00 O | 00 O 0
01 0 0] 0 1 0 0
Ay - 0 0 -11.3889 24 A, - 0 0 -11.3889 —2.4; (6.300)
00 0 1 00 0 1
00 0 | 00 0 0
01 0 0] 0 1 0 0
0 0 -1152 24 0 0 -1152 -24
710 0 0 1 210 0 0 1 ( )
00 0 | 00 0 0
01 0 0] 0 1 0 0
0 0 -11.8634 24 0 0 -11.8634 -24
1o o0 0 1 2710 0 0 1 (6-:309)
00 0 0 | 00 0 0
01 O 0] 01 O 0
0 0 -120 24 0 0 -120 -24
“1lo0 o0 1 2100 o0 1 ( )
00 O 0 | 00 O 0
Bix=[0 0 0 1 para i=1234, p=12eq=12. (6.31)

Entdo, um modelo fuzzy TS com incertezas do tipo politopicas para o sistema
(6.23) pode ser representado por:
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& (X, (©)) @B (AyrX o (1) + By (1) ), (6.32)

X0=33

2 4
m=ln=1 =1l

sendo: @, ,@,>0; B, 3,20, +@,=1; B+ B,=1 o (X,(t)), i=1234 descritas
pelas equagbes (6.12), (6.13) e (6.14a) — (6.14b); as matrizes A, € B,,,
i=1234;m=12 e n=12 dadas pelas equacbes (6.30a) — (6.30h) e (6.31)

respectivamente.

Definindo ¢,,,(x,(t)) =a,(x,(t)) @, 3, , tem-se de (6.32):

2 2 4

Xp) = 2D o (XpO) i X (8) + Bimi(t)), (6.33)

m=1 n=1 i=1

com ¢, (X, (1) 20 e D> g, (x, 1) =1.

m=1l n=1 i=1
Assim podemos considerar o sistema dependente de fuzzy TS e das condigdes

iniciais da planta sendo representado pela forma A(a,/), considerando que os

paréametros incertos sejam representados somente por £ para simplificacéo.

6.2.Restricao na Entrada

Através dos casos apresentados no Capitulo 4, dada uma taxa de decaimento,
foi feito a busca dos valores 6timos da restricdo na entrada dada pelas LMIs (4.7) e
(4.8) para cada caso. Paraisso, foi utilizado o MATLAB com o toolbox LMI Control.

Simultaneamente encontrou-se as matrizes de ganho para cada caso.

As Tabelas abaixo apresentam os valores 6timos das restri¢cdes na entrada para
cada caso e 0 erro entre arestri¢do na entrada devido as matrizes X, positiva definida,
gue ndo dependem das condic¢des iniciais da planta e das matrizes X que dependem

das condigfes iniciais da planta.

Na Tabela 6.1, foram utilizadas as equagdes (4.22), (4.23), (4.33) e (4.34),
sendo a planta descrita por modelos fuzzy TS, o ganho K Unico, a matriz X, positiva

definida, Unica e também dependente do politopo das condicbes iniciais dado por:

x(0)=[%(0) x,(0) x(0) x,(0)] (6.34)
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Xou =L

Xos =1 (6.35)
X = 01745; 10°
Xy = 02618, 19

(6.36a)
X01(0) = [Xon' 0 Xy O]T
(6.36b)
X2(0)= %y 0 X O
(6.36¢)
)(03(0) = [X01s 0 Xy O]T
(6.36d)
Xu(0)=[Xs O X5 O
Assim tem-se:
Tabela6.1. Comparagéo entre ossistemas A;KX e AKX .
A K X A, K X, EI’rO(%)='uSCl ~ Hec .100
Hr
p=20 | u=1.4125 | p=1.2162 13.90 %
$=10.0| p=3.5848 | pn=3.0558 14.76 %

onde /3 é ataxa de decaimento e x arestri¢do na entrada.

A matriz de ganho parao caso AKX com g=20¢

K =[-0.6181 -1.4167 10.6471 3.8377],

ecom £ =10.0:

K =[-0.6928 -1.5835 11.7523 4.1439).

Japara A KX, com =20 tem-se:
K =[-0.7670 -1.6454 115715 3.6160],
ecom £ =10.0:
K =[-0.7289 -1.5595 11.0522 3.4888].

Na Tabela 6.2 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS, o ganho

K descrito por modelos fuzzy TS, a matriz X, positiva definida, Unica e também
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dependente do politopo das condic¢Oes iniciais, equagdes (4.46), (4.47), (4.59) e
(4.60). Assim:

Tabela 6.2. Comparagéo entre ossistemas A;K; X e AKX, .
A Ki X | A K X, Erro(%):ﬂsa —Hea 100
Hao
£=20 | p=1.4124 | p=1.2161 13.90 %
£=10.0| p=3.5845 | p=3.0555 14.76 %

A matriz de ganho parao caso A K, X com f=20¢&

K,=[-0.3663 -0.8487 7.3932 2.6783]
K,=[-0.3661 —0.8463 7.3765 2.6772]
K,=[-05153 -1.2320 8.4802 3.3107|
K,=[-05171 -1.2314 8.4748 3.3142]

ecom £ =10.0:

K,=[-0.4115 -0.9535 8.0393 2.7755]
K,=[-04114 -09507 8.0218 2.7749]
K,=[-05298 -1.2709 8.8987 3.4410|
K,=[-05299 -12719 88821 3.4422]

Japara A K X, com g=2.0tem-se

K,=[-0.3699 -0.8496 7.4954 2.4602]
K,=[-0.3695 -0.8462 7.4760 2.4588]
K,=[-05654 -1.3650 8.9673 3.2168]'
K,=[-05661 —1.3647 89524 3.2171]

ecom £ =10.0:

K,=[-0.3916 -0.8971 7.7549 25017]
K,=[-0.3911 -0.8935 7.7341 2.5004]
K,=[-05522 -1.3331 8.8806 3.2080]
K,=[-05530 -1.3331 8.8671 3.2086]

Na Tabela 6.3 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS, o ganho
K dependente do politopo das condi¢Bes iniciais, a matriz X, positiva definida, tnica
e também dependente do politopo das condi¢Bes iniciais, equagdes (4.72), (4.73),
(4.85) e (4.86). Assim:
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Tabela6.3. Comparagao entre ossistemas A ;K | X e A;jK | X, .
A K, X | A KX,

Erro(%) :M.]_OO

Hsy
$=20 | n=14125 | p=12112 14.25 %
£=10.0| u=3.5848 | n=3.0431 15.11 %

A matriz de ganho parao caso A K, X com f=20¢&

K,=[-0.6403 -1.5656 12.2483 4.4891]
K,=[-0.6403 -1.5656 12.2483 4.4891]
K,=[-0.6403 -1.5656 12.2483 4.4891]
K,=[-0.6403 -1.5656 12.2483 4.4891]

ecom £=10.0:

K,=[-0.6411 —-1.5463 12.0715 4.4717]
K,=[-06411 -1.5463 12.0715 4.4717]
K,=[-06411 -15463 12.0715 4.4717|
K,=[-0.6411 -1.5463 12.0715 4.4717]

K,=[-0.7328 -15632 11.1528 3.4917]
K,=[-0.7329 -15647 11.2073 3.4902]
K,=[-07369 -15716 11.3133 3.5055]’
K,=[-0.7476 -1.6123 11.3640 3.5634]

ecom £ =10.0:

K,=[-07918 -16854 11.8954 3.6724]
K,=[-0.7885 -16772 11.9093 3.6571]
K,=[-0.7872 -1.6743 11.9787 3.6627|
K,=[-0.7886 -1.6960 11.9295 3.6936]

Na Tabela 6.4 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS, o ganho
K descrita por modelos fuzzy TS e dependente do politopo das condicfes iniciais, a
matriz X, positiva definida, Unica e também dependente do politopo das condicfes
iniciais, equagdes (4.98), (4.99), (4.111) e (4.112). Assim:



Tabela6.4. Comparagao entre ossistemas A;K; X e AjK; X, .
A Ky XA Ky X Erro(%) = Hsol ~ Hea 100
Hgy
p=20 | p=1.4124 | p=1.2111 14.25%
p=10.0] u=3.5845 | pn=3.0439 15.11%

A matriz de ganho parao caso A K, X com g=2.0¢€

ecom £ =10.0:

K,, =[-0.3500
K, =[-0.3498
K, =[-0.4755
K, =[-04761
K, =[-0.3500
K ,, =[-0.3498
K, = [-0.4755
K, =[-0.4761
K, = [-0.3500
K ,, =[-0.3498
K . = [-0.4755
K 5 =[-0.4761
K, = [-0.3500
K ,, =[-0.3498
K 4, =[-0.4755
K, =[-0.4761

K, =[-0.3407
K ,, =[-0.3404
K, = [-0.4702
K, = [-0.4709

-0.8169 7.2885 2.6742]
~0.8149 7.2722 2.6736]
~1.1657 8.2485 3.3018]
~1.1657 8.2365 3.3025]
~0.8169 7.2885 2.6742]
~0.8149 7.2722 2.6736]
-1.1657 8.2485 3.3018]
~1.1657 82365 3.3025
~0.8169 7.2885 2.6742]
~0.8149 7.2722 2.6736)
~1.1657 8.2485 3.3018]
~1.1657 82365 3.3025]
~0.8169 7.2885 2.6742]
-0.8149 7.2722 2.6736]
~1.1657 8.2485 3.3018]
-1.1657 8.2365 3.3025]

~0.7912 7.1389 2.6395
-0.7893 7.1227 2.6388]
~1.1512 8.1245 3.2588]
-1.1513 8.1128 3.2595]

-0.7912 7.1389 2.6395|
~0.7893 7.1227 2.6388]
~1.1512 81245 3.2588]
~1.1513 8.1128 3.2595]
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K, =[-0.3407 -0.7912 7.1389 2.6395]
K, =[-0.3404 -0.7893 7.1227 2.6388]
K, =[-04702 -1.1512 8.1245 3.2588]
K, =[-04709 -1.1513 8.1128 3.2595]

K, =[-0.3407 -0.7912 7.1389 2.6395]
K, =[-0.3404 -0.7893 7.1227 2.6388]
K, =[-04702 -1.1512 81245 3.2588]°
K, =[-04709 -1.1513 81128 3.2595]

Japara AKX, com = 2.0 tem-se:

K, =[-03711 -0.8543 7.5065 2.4676]
K, =[-03707 -0.8509 7.4872 2.4661]
K, =[-05672 -1.3738 89869 3.2257]
K, =[-05679 -1.3735 89722 3.2260]

K, =[-03703 -0.8515 7.4973 2.4641]
»=|-0.3698 —0.8480 7.4777 2.4627]
K, =[-0.5669 -1.3705 8.9850 3.2247]
K, =[-05676 -1.3702 8.9704 3.2250]

K, =[-0.3700 -0.8495 7.4919 2.4613]
K, =[-0.3695 —0.8461 7.4722 2.4600]
K, =[-05661 -1.3665 8.9759 3.2211]
K, =[-05668 -1.3662 89611 3.2214]

A

K, =[-03700 -0.8491 7.4935 2.4591]
K, =[-0.3695 -0.8458 7.4736 2.4578]
K, =[-05652 -1.3624 8.9651 3.2162]
K, =[-05659 -1.3619 89497 3.2164]

ecom £ =10.0:

K, =[-03979 -0.9131 7.7819 2.5333]
K, =[-0.3973 -0.9095 7.7616 2.5319]
K, =[-05644 -1.3723 89792 3.2569]
K, =[-05652 -1.3725 89660 3.2576]
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K,=[-0.3964 -0.9099 7.7837 2.5252]
K,, =[-0.3958 -0.9063 7.7632 2.5238]
K, =[-05593 -1.3554 89425 3.2426]
K, =[-05602 -1.3556 89294 3.2433]

K, =[-0.3948 -0.9060 7.7813 2.5162]
K, =[-0.3942 -0.9024 7.7604 2.5150]
K, =[-05539 -1.3383 8.8977 3.2269]
K, =[-05547 -1.3382 8.8841 3.2275]

K, =[-0.3931 -0.9015 7.7739 25067]
K, =[-0.3626 -0.8978 7.7527 2.5055]
K, =[-05484 -1.3213 8.8474 3.2100]
K, =[-05492 -1.3207 8.8327 3.2106]

Comparando os sistemas para a planta descrita por modelos fuzzy TS, com o
ganho K Unico e a matriz X Unica e a planta descrita por modelos fuzzy TS com o
ganho descrito por modelos fuzzy TS e dependente do politopo das condigbes iniciais,
eamatriz X dependente do politopo das condigdes iniciais, tem-se atabela 6.5:

Tabela 6.5. Comparagéo entre ossistemas A;KX e AjK;, X, .
A K XA Ky Xy EI‘I‘O(%):'HSC' —Hea 100
Hao
p=20 | n=1.4125 | p=1.2111 16.62 %
£=10.0| p=3.5848 | p=3.0439 17.77 %

Na Tabela 6.6 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS e
incertezas do tipo politopica, 0 ganho K Unico, a matriz X, positiva definida, Unica e
também dependente do politopo das condi¢des iniciais, equacdes (4.122), (4.123),
(4.133) e (4.134). Assim:

Tabela 6.6. Comparagéo entre os sistemas AKX e A; KXy .
Aij K X Aij K Xy Erro(%) = Hsoi — Hea .100
Hgy
£=20 | n=1.9404 | p=1.6140 16.82 %
p=10.0| p=5.0402 | n=4.0650 19.35%

A matriz de ganho parao caso A;KX com g=2.0¢:

K =[-0.9906 -6.3286 40.5946 9.2473],

ecom £ =10.0:
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K =[-0.9533 -6.0072 38.3240 8.8535].

Japara AKX, com g=2.0 tem-se:

K =[-1.4576 —-7.7050 46.3208 9.3212],

ecom £=10.0:

K =[-1.3510 —-7.1607 43.0009 8.9080].

Na Tabela 6.7 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS e
incertezas do tipo politdpica, 0 ganho K descrito por modelos fuzzy TS, a matriz X,
positiva definida, Unica e também dependente do politopo das condi¢des iniciais,
equagoes (4.146), (4.147), (4.159) e (4.160). Assim:

Tabela6.7. Comparagéo entre os sistemas A;K; X e AKX, .
A Ki X | Ay Ky X, Erro(%)= Hso ~— Hea 100
Hao
p=20 | n=1.9395 | p=1.6139 16.79 %
£=10.0| p=5.0353 | p=4.0648 19.27 %

A matriz de ganho parao caso A;K ;X com g=20¢:

K,=[-0.8125 -4.6225 29.5824 7.4518]
K,=[-08161 —-4.6463 29.7556 7.4450]
K,=[-0.7406 -4.2280 30.0636 7.2748|’
K,=[-0.7385 -4.2188 30.1228 7.2411]

ecom £ =10.0:

K,=[-0.8697 —4.9583 31.6520 7.8247]
K,=[-0.8738 -4.9848 31.8435 7.8205]
K,=[-0.7900 -45184 31.9027 7.6103|
K,=[-0.7885 -45122 319499 7.5755|

Japara A;K X, com 8= 2.0 tem-se:
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K,=[-0.8932 -4.6329 28.7964 6.9762]
K,=[-0.8975 -4.6598 28.9776 6.9545]
K,=[-0.8359 -4.3459 29.9228 6.9208]’
K,=[-0.8353 -4.3455 30.0661 6.9041]

ecom £ =10.0:

K,=[-0.8982 -4.6323 28.6456 6.9563]
K,=[-0.9022 -4.6580 28.8192 6.9353]
K,=[-0.8367 -4.3255 29.6799 6.8950|
K,=[-08357 -43233 208141 6.8781]

Na Tabela 6.8 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS e
incertezas do tipo politépica, 0 ganho K dependente do politopo das condigcdes
iniciais, a matriz X, positiva definida, unica e também dependente do politopo das
condicles iniciais, equactes (4.172), (4.173), (4.185) e (4.186). Assim:

Tabela 6.8. Comparagéo entre os sistemas A K X e AKX, .
Aij Ky X Aij K Xy Erro(%) = Hsoi — Hee .100
Hi
£=20 | n=1.9404 | n=1.6058 17.24%
=100 pu=5.0402 | p=4.0441 19.76 %

A matriz de ganho parao caso A; K X com f=20¢€

K,=[-09221 -7.0545 45.9839 10.4020]
K,=[-09221 -7.0545 45.9839 10.4020]
K,=[-09221 -7.0545 459839 10.4020]'
K,=[-09221 -7.0545 45.9839 10.4020]

ecom £=10.0:
,=[-09779 -7.5045 48.8293 10.9084]
,=[-0.9779 -7.5045 48.8293 10.9084]

K
K
K,=[-09779 -7.5045 48.8293 10.9084]
K,=[-09779 -75045 488293 10.9084]

Japara A;K X, com g=20tem-se:



K, =[-1.4946
K, =[-1.5028
K, =[-1.4786
K, =[-1.4497

ecom £ =10.0:

1
3

K
K2
K
K

4

[-1.4258
[-1.4280
[-1.4234
[-1.4054

—7.8618
—7.9006
—7.7760
—7.6282

—-7.5074
—7.5142
—7.4888
—7.4006

46.9249
47.1659
46.4179
45.5065

44.3037
44.3688
44.2525
43.7313
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9.5972]
9.6413]
9.5008]’
9.3232]

9.2658]
9.2691]
9.2538|
9.1872]

Na Tabela 6.9 foi considerada a planta descrita por modelos fuzzy TS e

incertezas do tipo politopica, 0 ganho K descrito por modelos fuzzy TS e dependente

do politopo das condi¢des iniciais, a matriz X, positiva definida, Unica e também

dependente do politopo das condigdes iniciais, equacdes (4.198), (4.199), (4.211) e

(4.212). Assim:
Tabela 6.9. Comparagéo entre os sistemas A K, X e Aj;K; Xy .
Ay Ky XL Ay Ky X, Erro(%):ﬂsm —Hea 100
Hgy
p=2.0 | p=1.9395 p=1.6058 17.20%
£=10.0| p=5.0353 u=4.0440 19.69 %

A matriz de ganho parao caso A; K X com g=20¢&

K,, =[-0.7702
K, =[-0.7718
K, =[-0.6974
K, =[-0.6961

K, =[-0.7702
K,, =[-0.7718
K, = [-0.6974
K, =[-0.6961

K, =[-0.7702
K, =[-0.7718
K . = [-0.6974
K , = [-0.6961

—4.5584
-4.5701
—-4.1436
-4.1379

—4.5584
-4.5701
-4.1436
-4.1379

—4.5584
-4.5701
—-4.1436
-4.1379

29.3492
29.4520
29.7338
29.8450

29.3492
29.4520
29.7338
29.8450

29.3492
29.4520
29.7338
29.8450

7.5022]
7.4914]
7.3543]
7.3362]

7.5022]
7.4914]
7.3543]
7.3362]

7.5022]
7.4914]
7.3543]
7.3362)



K, =[-0.7702 -45584 29.3492 7.5022]
K, =[-0.7718 -4.5701 29.4520 7.4914]
K, =[-0.6974 -4.1436 29.7338 7.3543]
K, =[-06961 —-4.1379 29.8450 7.3362]

ecom £ =10.0:

K, =[-0.7804 -4.5761 29.2341 7.5052]
K, =[-0.7819 —4.5874 29.3336 7.4955]|
K, =[-0.7063 -4.1589 29.6469 7.3753]
K, =[-07048 -4.1522 29.7543 7.3576]

K,=[-07804 -45761 29.2341 7.5052]
K,, =[-0.7819 -4.5874 29.3336 7.4955]

K, =[-0.7063 —4.1589 29.6469 7.3753]
K, =[-0.7048 -4.1522 29.7543 7.3576]
K, =[-07804 -45761 29.2341 7.5052]
K, =[-0.7819 -4.5874 29.3336 7.4955]
K, =[-0.7063 -4.1589 29.6469 7.3753]
K, =[-07048 -4.1522 29.7543 7.3576]
K, =[-0.7804 -45761 29.2341 7.5052]
K, =[-0.7819 -45874 29.3336 7.4955]
K, =[-0.7063 —4.1589 29.6469 7.3753]
K, =[-07048 -4.1522 29.7543 7.3576]

Japara A;K; X, com g=2.0 tem-se:

K, =[-08957 -4.6663 29.0573 7.0438]
K, =[-0.9002 -4.6948 29.2492 7.0242]
K, =[-0.8465 —-4.4199 30.4393 7.0370]
K, =[-0.8457 -4.4185 30.5790 7.0206]

K, =[-0.8939 -4.6526 28.9856 7.0356]
K,,=[-0.8985 -4.6819 29.1817 7.0156]
K, =[-0.8457 -4.4125 30.4010 7.0243]
K, =[-08451 —-4.4119 30.5441 7.0077]
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K, =[-0.8902 -4.6302 28.8583 7.0118]
K, =[-0.8950 —4.6605 29.0595 6.9918]
K, =[-0.8430 -4.3953 30.3012 6.9986]
K, =[-08424 -43954 304475 6.9817]
K
K
K
K .

=[-0.8857 —4.6030 28.7033 6.9792]
=[-0.8906 —-4.6340 28.9086 6.9595
» =|-0.8386 -4.3697 30.1475 6.9613]’
=[-0.8381 -4.3705 30.2967 6.9442

_—

1, =[-0.9047 -4.6913 29.0858 7.0488]
2 =[-0.0092 -4.7192 29.2739 7.0302]
2 =[-08516 -4.4265 30.3792 7.0345]
1 =[-08507 -4.4239 305131 7.0179]

»=[-0.9038 —4.6831 29.0455 7.0471]
»=[-09084 -47116 29.2369 7.0281]
»=|-0.8517 -4.4237 30.3687 7.0283]
»=|-0.8508 -4.4217 30.5046 7.0115]

5 =|-0.9055 —4.6940 29.1364 7.0086]
»=|-0.8496 -4.4103 30.2918 7.0083]
. =|-0.8487 —4.4087 30.4299 6.9914]

0.8964 -4.6393 28.7948 6.9966]

14 — 1™
[-0.9013 -4.6696 28.9958 6.9779]
—[-0.8456 -4.3876 30.1560 6.9757]
=[-

K
K
K
K
K
K
K
K
K, =[-0.9007 -4.6646 28.9402 7.0276]
K
K
K
K
K
K
K 0.8448 -4.3865 30.2962 6.9586]

34
MM =

Comparando os sistemas para a planta descrita por modelos fuzzy TS, com o
ganho K Unico e a matriz X Unica e a planta descrita por modelos fuzzy TS com o
ganho descrito por modelos fuzzy TS e incertezas politopicas, e amatriz X dependente

do politopo das condi¢des iniciais, tem-se atabela 6.10:

Tabela 6.10. Compara(;aoentreosssiemasA KX e AjKj X
Aij K X Aij Ko Xy

Erro(%) _ Hsa “Hea 40

Hsoy
£=2.0 | p=1.9404 pn=1.6058 17.24 %
£=10.0| p=5.0402 u=4.0440 19.77 %
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As Figuras 6.2 - 6.17 mostra a resposta do sistema em fungdo do tempo para
as LMIs mostradas no Capitulo 4 considerando a minimizagéo na restri¢éo de entrada
no projeto do controlador. Foram testadas todas as combinagdes considerando a planta
A descrita por modelos fuzzy TS e do politopo apresentado; os ganhos descritos por
modelos fuzzy TS e das condigdes iniciais x(O); e por fim da matriz X positiva

definida Unica e dependente das condigdes iniciais. Nas simulagdes a taxa de

decaimento foi igual a10 (4 =10), eacondigao inicia x(0)=[05 0 0.1745 0.

De (6.35), (6.368)-(6.36d), x(0)=[0.5 0 0.1745 O] e daandlise efetuada
na Secédo 4.3, ent&o:

X, =05=0,(-1)+0,(1),0, +0, =10, ec,, €[0]].

Logo,
05=-0, +(1-0,)= 0, =0.25e0, = 0.75.
Anaogamente,
X,, = 0.1745= 5,(0.1745)+ 5,.(0.2618), 5, + 7, =1, 0, €0, €[0]].
Logo,
o, =leo, =0.

Daandlise acimae (6.35), (6.36a)-(6.36d), observa-se que:

x(0)=[05 0 01745 Of
= 0,0y [X01i 0 Xy O]T T 0,507 [Xon 0 Xos O]T

+O—2io-15[X015 0 X O]T +0230'13[X01s 0 Xoss 0]T1
= V1o T Vo Xoo T V3Xos T VaXoa

4
= ZVkXok
k=L

sendo que:



Posigao da bola
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y, =00, =1.025=0.25
¥, =0,0; =0:025=0
V3 =0,0,=1.075=0.75
V4 =0,0,=0-075=0

AKX Ai KX AKX

lo da viga

Tempo [s] Tempo [s]
AKX

o H

= !

=

3

= )11 P, [
z

o

B ARGRRITIEETEEEE [ SN § EELEETLEEI PRt SRERRPTERRIES
m

=

g _______________________________
2

5 10
Tempo [s]

Figura6.2. Simulagéo do sistema bola-viga para AjKX.

Pode-se observar pela simulagdo acima que a modelagem satisfaz o intervalo

de operacdo para a dinamica do sistema, sendo o intervalo de operacdo apresentado

em (6.21a). Outro fato relevante ao trabalho é que a entrada do sistema satisfez a

restri¢do de entrada dada por |ju(t)|l> < , sendo u = 3.5848.

Posigao da bola

Ai K Xk Ai K Xk
0.6 ; 0.1 T
©
8 e
o =
= m
@ 3
= =)
= E3
= £
=
-0.2
0 5 10
Tempo [5]
Ai K Xk Ai K Xk
01 ; 0.5 T
© ] ]
2 ' = '
= = 1
g E 0= 5
S - L B bommeeneeaeeed
5 s ’
o '
g B
o ® H
S - E B emmen e
o [IT] '
p= :
-2
0 5 10

Tempo [s]

Figura6.3. Simulacéo do sistema bola-viga para AjKXy.
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Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.3, que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operacao apresentado em (6.21a). A entrada do sistematambém satisfez a

restricéo de entrada dada por |[u(t)||> < x, sendo x = 3.0558.

A Ki X AiKi X AiKi X
0.6 T 0.2 T 0.3 T

Posigao da bola
Welocidade da Bola
Angulo da viga

ALK X
5 3
= 1
R B e = S —
E |
=) |
= -1 beeccccmaeanas
i 1
@ |
S | S (- S 1 SR SO
o
=
=

5 10
Tempo [s]

Figura6.4. Simulacgdo do sistema bola-viga para AiK;X.

Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.4, que a
modelagem satisfez o intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operagao apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a
restricdo de entrada dada por |Ju(t)||> < x, sendo u = 3.5845.

A Ki Xk

Ai Ki Xk Ai Ki Xk

0.2 0.3

0.6

Posigao da bola
Angulo da viga

Velocidade da Bola

-0.2
0 5 10
Tempo [s]
Ai Ki Xk
0.5 T

© ]
= = |
= =
z P B RS
5 5
= i
g ) ettt
% =

o
5 B A
o -—
s i
= 1 1

-1.5
5 10 0 5 10
Tempo [s] Tempo [s]

Figura6.5. Simulagéo do sistema bola-viga para AiK;X.
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Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.5, que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operagéo apresentado em (6.214). A entrada do sistematambém satisfez a
restricaéo de entrada dada por |[u(t)||> < x, sendo x = 3.0555.

Ai Kk X

Al Kk X Ai Kk X

03 —02

06— 05

0.2

Posigao da bola
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Figura6.6. Simulacdo do sistema bola-viga para AjKiX.

Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.6, que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operacao apresentado em (6.21a). A entrada do sistematambém satisfez a

restricdo de entrada dada por ||u(t)||> < w, sendo u = 3.5848.
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Figura6.7. Simulagéo do sistema bola-viga para AjKiXy.



84

Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.7, que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operagéo apresentado em (6.214). A entrada do sistematambém satisfez a
restricaéo de entrada dada por |[u(t)||> < x, sendo x = 3.0431.
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Figura6.8. Simulagéo do sistema bola-viga para AjKiX.

Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.8, que a
modelagem satisfez o intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operagao apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a
restricdo de entrada dada por |u(t)||> < x, sendo u = 3.5845.
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Figura6.9. Simulacéo do sistema bola-viga para AiKigX«.
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Neste caso também € possivel observar pela simulagdo, Figura 6.9, que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operacao apresentado em (6.214). A entrada do sistema também satisfez a

restricaéo de entrada dada por |[u(t)||> < x, sendo x = 3.0439.
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Figura 6.10. Simulag&o do sistema bola-viga para A;KX.

Nos casos onde a planta é descrita por modelos fuzzy TS e incertezas do tipo
politopica observa-se pela simulacdo, figura 6.10, que a modelagem satisfez o
intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o intervalo de operacéo
apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a restricéo de entrada
dada por |Ju(t)||2 < & sendo x = 5.0402. Devido aresposta do sistema ser rapida e para
manter a mesma escala dos gréficos, foi feito a smulagdo diminuindo o tempo de

analise, mostrada no interior de gréfico da dinémica do sistema.

No caso de simulagdo mostrada a seguir, Figura 6.11, notase que a
modelagem satisfez o0 intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o
interval o de operacdo apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a
restricaéo de entrada dada por |[u(t)||2 < , sendo x = 4.0650.
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No caso de simulacdo mostrada a seguir, Figura 6.12, nota-se que
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Figura 6.11. Simulag&o do sistema bola-viga para A;jKX.
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a

modelagem satisfez o intervalo de operagcéo para a dindmica do sistema, sendo o

intervalo de operacdo apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a

restricéo de entrada dada por |[u(t)||> < x4, sendo x = 5.0353.
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Figura 6.12. Simulag&o do sistema bola-viga para A;KiX.

No caso de simulagdo mostrada a seguir, Figura 6.13, notase que a

modelagem satisfez o intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o

interval o de operacdo apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a

restricaéo de entrada dada por |[u(t)||2 < x, sendo u = 4.0648.
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No caso de simulagdo mostrada a seguir, Figura 6.14, nota-se que
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Figura 6.13. Simulag&o do sistema bola-viga para A;jK;X.
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a

modelagem satisfez o intervalo de operacdo para a dinamica do sistema, sendo o

interval o de operacdo apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a

restricaéo de entrada dada por |[u(t)||> < x, sendo x = 5.0402.
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No caso de simulagdo mostrada a seguir, Figura 6.15, nota-se que
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Figura 6.14. Simulagéo do sistema bola-viga para A;jKiX.

a

modelagem satisfez o0 intervalo de operagcdo para a dindmica do sistema, sendo o

intervalo de operacdo apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a

restricdo de entrada dada por ||u(t)|l> < 4, sendo p = 4.0441.
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Figura 6.15. Simulag&o do sistema bola-viga para A;jKiXx.

No caso de simulacdo mostrada a seguir, Figura 6.16, notase que a

modelagem satisfez o0 intervalo de operacdo para a dindmica do sistema, sendo o

interval o de operacao apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a

restricdo de entrada dada por ||u(t)||> < w, sendo x = 5.0353.
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Figura 6.16. Simulag&o do sistema bola-viga para A;K;X.

Na Ultima simulacgo mostrada a seguir, Figura 6.17, nota-se que a modelagem

satisfez o intervalo de operagéo para a dindmica do sistema, sendo o intervalo de

operacao apresentado em (6.21a). A entrada do sistema também satisfez a restricdo de

entrada dada por [ju(t)|2 < x, sendo u = 4.0440.
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Figura 6.17. Simulag&o do sistema bola-viga para A;jKixX«.

Através das tabelas e das simulagdes nota-se que para a planta descrita
somente por modelos fuzzy TS, a flexibilizagdo dos ganhos e da matriz X retornou
para a restricdo de entrada valores melhores ou pelo menos iguais de 1. O mesmo

ocorre quando a planta € descrita por modelos fuzzy TS com incertezas politopicas.
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7. Conclus0Oes e Perspectivas

7.1.Conclusdes

Explorou-se 0 conhecimento das condi¢des iniciais da planta, consideradas em
um politopo conhecido, no projeto de reguladores para plantas ndo-lineares descritas
por model os fuzzy Takagi-Sugeno.

Foram propostos métodos de andise utilizando fungbes de Lyapunov do tipo
V(x(t))= x" (t)X *x(t), sendo X dependente das condigdes iniciais da planta Os
ganhos do controlador também foram projetados em funcdo das condig¢Bes iniciais da

planta.

O método proposto € baseado em LMIs, que permite a existéncia de incertezas
politépicas na planta, a especificacdo da taxa de decaimento e restrices na entrada e
saida.

A andlise comparativa dos resultados realizada teve por objetivo verificar a
possibilidade de aumentar o grau de liberdade para as LMIs de estabilidade

quadrdtica, taxa de decaimento, restricbes na entrada e saida (Ogata, 1997), para
Sistemas incertos.

Nota-se que 0 aumento da ordem da matriz A associada a um grande nimero
de incertezas, quanto ao controlador K associado afuzzy TS, as condic¢Bes iniciais x(0)
etambém a X associada as condi¢bes iniciais, pode gerar um niimero muito grande de
combinagbes e com isto, um esforco computacional excessivo. Entretanto, este fato

n&o limita o projeto dos controladores K.

A flexibilizagdo da matriz X para X(y), dependente das condigdes inicias,
bem como a flexibilizagdo do controlador K descrito por modelos fuzzy TS por K(«)
e K(a,7), propostas deste trabalho, adicionaram ao critério de estabilidade mais
liberdade no sentido de atender o conjunto de todas as restri¢des impostas ao sistema.
Um fato observado foi que quando se tem a flexibilizagdo do ganho do controlador
descrito por modelos fuzzy TS comparado com o ganho do controlador sem ser
descrito por modelos fuzzy TS, néo é obtida grande reducéo dos niveis da restricdo de
entrada. Foi observado nas simulagdes que o ganho no desempenho do sistema ocorre

guando se flexibilizaamatriz X considerando-se as condi¢des iniciais da planta. Com
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isto, os nivels da restricdo de entrada, foram reduzidos, chegando ao pior caso a
valores de até 14%, como mostra as Tabelas da Secéo 6.2.

Tabela7.1. Compar agéo entre ossistemas A;KX e AKX, .
A K X | A KX,

Erro(%) _ M —Hea 400

He

£=20 | p=14125 | pn=1.2162 13.90 %

=100 | p=3.5848 | n=3.0558 14.76 %
Tabela7.2. Comparagéo entre ossistemas A;K; X e AKX, .

A K, X | A K X, Erro(%)zﬂw—ﬂcm .100

Hsy
p=20 | u=14124 | p=12161 13.90 %
£=10.0 | n=3.5845 | n=3.0555 14.76 %

Pela comparagéo entre as Tabelas 7.1 e 7.2, nota-se que o controlador descrito
por modelos fuzzy TS € o controlador K Unico ndo retorna resultados relevantes com
relacdo ao indice de desempenho da restricdo de entrada. Porém, para o caso que se

tem amatriz X flexibilizada tem-se a melhora na restri¢céo da entrada.

Esse fato foi observado em todas as tabelas apresentadas na Secéo 6.2. Entéo,
a flexibilizacdo da matriz X retorna mais beneficios do que quando se descreve o

controlador por modelos fuzzy TS e dependente das condigdes iniciais.

Quando a planta foi descrita por modelos fuzzy TS e considerando também
incertezas do tipo politdpicas na planta, observou-se que 0 mesmo ocorreu quando se
teve aflexibilizagdo da matriz X.

7.2.Perspectivas

A andlise foi feita somente para sistemas continuos e bons resultados foram
constatados a favor da flexibilizagcdo da matriz X e do controlador K considerando a
taxa de decaimento e a restri¢éo na entrada. Portanto, como perspectivas futuras, tem-
se a adicdo de novas restrigbes, como por exemplo, restricdo do sinad de saida,
restricéo de indice de desempenho baseada na norma H_,, além da possibilidade de
confrontar a estabilidade quadrética com a estabilidade projetiva (Apkarian et a.,

2001). H& ainda a possibilidade do desenvolvimento do estudo para o caso discreto.
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Apéndice A. Analise da Estabilidade Segundo
Lyapunov

Uma das mais importantes exigéncias a ser determinada em um sistema de
controle é a sua estabilidade. Para sistemas lineares invariantes no tempo, as
ferramentas da teoria classica de controle podem ser aplicadas, dentre elas. o critério
de estabilidade de Routh e o critério de estabilidade de Nyquist. Porém, esses critérios
ndo podem ser aplicados nos casos em que o sistema € ndo-linear, ou linear, mas
variante no tempo (Ogata, 1994).

Por volta de 1892, A.M. Lyapunov apresentou dois métodos para se
determinar a estabilidade de sistemas dindmicos descritos por meio de equagdes
diferenciais. O Primeiro Método, assim denominado, consiste na utilizacdo das
formas explicitas das solucbes das equagBes diferenciais para verificacdo da
estabilidade. Ja o segundo, denominado Segundo Método de Liapunov, ndo necessita
do conhecimento das solugBes das equacOes diferenciais, ou sgja, ndo é necessario
resolver as equagdes de estado para a andlise de estabilidade. Este método apresenta,
portanto, maior abrangéncia em relacdo aos métodos da teoria de controle
convencional, pois permite estender a analise de estabilidade a classe de sistemas ndo-

lineares, ou lineares, mas variantes no tempo.

Conceitos Basicos. As definicbes a seguir fazem parte da teoria de
estabilidade de Lyapunov e sdo fundamentais & compreensdo dos teoremas de
estabilidade.

Sistema. A representacdo a ser considerada aqui €
x= f(x), (A1)

sendo x o vetor de estado (n-dimensional) e f(t) um vetor de dimensdo n cujas

componentes s3o funcoes de x;, X,,» X, € t. A solucdo comegando em uma dada

condigdo inicial x=x, emt = t, seradesignadapor ®(t,x,).

Estado de Equilibrio. No sistema considerado em (A.1), um estado x, parao

qual
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f(x,)=0, (A.2)

€ denominado um estado de equilibrio do sistema. Estes estados correspondem as
solucdes constantes das equacdes de estado. A determinacéo dos estados de equilibrio
ndo envolve a solugdo das equacdes diferenciais do sistema, mas apenas a solucéo da
equacdo (A.2).

Al Estabilidade no sentido de Lyapunov.

E necessario definir uma regido esférica de raio k em torno de um estado de

equilibrio x, por
Ix - x¢ < k (A.3)

sendo que ||x - X e|| é chamada de norma Euclidiana e é definida por:

1

Pt (Xn - Xne)z}2

X - xe] = {0 = %)% + (%5 — %)

Seja S(5) aregi&o que consiste em todos os pontos tais que

% -x]=5-

Sendo X, o0 estado inicial, e sgja S(&) a regido que consiste em todos 0s

pontos para os quais

t>t,

|6(t; %,t) — x| < £, paratodo

Um estado de equilibrio x, do sistema é dito estavel no sentido de Lyapunov
se, correspondendo a cada S(&£) houver uma S(6) ta que as trgjetérias iniciadas em

S(5) néo deixem S(&) amedidaque t cresce.

Estabilidade assintética. Um estado de equilibrio x, € dito assintoticamente
estavel no sentido de Lyapunov se for estavel no sentido de Lyapunov e se toda
solugdo comegando em S(o) converge para X,, sem deixar S(&), a medida que
t aumenta. Na prética a estabilidade assint6tica € mais importante do que a mera

estabilidade. Também como estabilidade assint6tica € um conceito local, a simples
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confirmacdo da estabilidade assintética pode ndo significar que o sistema vai operar
adequadamente. Algum conhecimento do tamanho da méxima regido de estabilidade
assintética é geralmente necessario. Esta regido € chamada de dominio de atrag@o.
Este dominio é parte do espaco-de-estados em que se originam trajetérias
assintoticamente estaveis. Em outras palavras, toda trgetoria que se origina no

dominio de atragdo € assintoticamente estavel.

Estabilidade assintética global. Se a estabilidade assintética se mantém para
todos os pontos do espaco de estados a partir dos quais se originam trgjetérias, 0
estado de equilibrio é dito assintoticamente estéavel globamente.

Instabilidade. Um estado de equilibrio x, do sistema € dito instavel se, para
algum nimero real £ >0 etodo nimero rea 6 > 0, ndo importando quéo pequeno ele
sga, ha sempre um estado x, em S(J) tal que a tragjetoria comegando neste estado

deixaaregido S(&) .

Funcdes escalares positivas definidas. Uma funcéo escalar \V/(x) € dita

definida positiva em uma regido €2 (incluindo a origem do espago de estados) se

V(x) > 0 paratodos os estados nZo nulos x naregidgo Q eV(0) = 0.

(a) (b) (c)

FiguraA.l. Interpretacio da estabilidade: a) estado de equilibrio estavel; b) estado de
equilibrio assintoticamente estavel e uma trajetoria representativa; c) estado de equilibrio

instavel e uma trajetdria representativa.

Uma fungdo variando no tempo V (x,t) é dita definida positiva em uma regiéo

Q (incluindo a origem do espaco de estados) se for limitada inferiormente por uma
funcdo positiva definida invariante no tempo, isto é, se existir uma fungdo positiva
definida V(x) tal que:
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V(x,t) >V(x) paratodo t=1

V(0,t) =0 paratodo t2%

FungBes escalares negativas definidas. Uma fungéo escalar V(x) é dita
negativa definida se — V/(x) for positiva definida

Funcdes escalar es positivas semidefinidas. Uma funcéo escalar V(x) € dita
positiva semidefinida ser for positiva em todos os estados de uma regizo {2, exceto
na origem, e em outros estados onde seu valor é zero, V(x) > 0.

Funcbes escalares negativas semidefinidas. Uma funcdo V(x) € dita
negativa semidefinida se — V(x) for positiva semidefinida.

Forma quadratica. A forma quadratica constitui uma classe de fungdes

escalares que desempenham um papel importante na andlise de estabilidade de

sistemas dindmicos, aformageral é da por:

Pi P - P X
Vi) = XTPx = [ % e x| P2 P2 P2
Pin Pon = Pl X%

sendo x um vetor real e P umamatriz ssimétricareal.

Segundo (Bell, D. J., 1990), a condicdo necessaria e suficiente para a definicéo
positiva da forma quadrética é que todos os determinantes menores principais

sucessivos de P sgjam positivos, ou sgja,

Pui P - P

Pu >0 |Pu Pr > Qees|P2 P22 0 Pon .0
P P2 : o :
Pn Pon ° Pm

Em (Feng et a., 1997), também é estabelecido um outro critério para a

determinacéo da positividade da forma quadratica. Estudando os autovaloresde P é

possivel verificar a definicio positiva deV (x) = x" Px. Desde que os autovalores de
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P, que sdo reais pois P € simétrica, sejam todos positivos, entdo se pode concluir
que P é positiva definida.
Teorema 1. Suponha-se que um sistema seja definido por
x = f(x),
com
f(0)=0.
Se existir uma fungdo V(x) que possui primeiras derivadas parciais continuas
e satisfaz as condigoes:
V(x) é definida positiva;
V(x) é negativa definida;

Entdo o estado de equilibrio na origem é assintoticamente estavel

uniformemente.
Teorema 2. Suponha-se que um sistema seja definido por
x=f(x),
com
f(0)=0.
Se existir uma funcéo escalar V(x) gue possui primeiras derivadas parciais
continuas e satisfaz as condicles:
V(x)é definida positiva;
V(x) € negativa semidefinida;
V(®(t; x,)) nfio se anulaem t >0 e qualquer x, =0, onde denota a trgjetéria

ou solugdo partindo de x, em t,, entdo, o estado de equilibrio na origem do sistema é

uniforme e assintoticamente estavel globalmente.

Teorema 3. Suponha-se que um sistema seja definido por
x=f(x),

com
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f(0)=0.

Se existir uma fungio escalar W(x) que possui primeiras derivadas parciais

continuas e satisfaz as condicoes:
W(x) € definida positiva em alguma regi&o em torno da origem;
W(t) é positiva definida na mesma regi&o.

Ent&o o estado de equilibrio naorigem é instavel.
A.2. Analise da estabilidade segundo Lyapunov

Considere o sistema autbnomo
X = AX, (A.4)

sendo x o vetor de estados e A uma matriz constante. Se A é ndo-singular, o Unico
estado de equilibrio € a origem x=0.

Para este sistema defina uma fungdo de Liapunov:

V(x)=x"Px>0
A derivada em relacéo ao tempo €
V(x) = X"Px+ X" Px = (AX) Px+ X" PAx = X (ATP + PA x

Como V(x) foi escolhida sendo positiva definida, para se ter estabilidade

assintotica é necessario que V(x) sejanegativa definida.
V(x)<0.

Ent&o € necessario para a estabilidade de (A.4) que
A"P+PA <0 1

Teorema 1. Considere 0 sistema autdbnomo descrito em (A.4), sendo que x €
um vetor de estado e A € uma matriz nxn constante e ndo singular. Uma condicéo
necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio sgja assintoticamente estavel é

gue exista umamatriz P, positiva definida, simétrica, tal que:

A'P+PA <0
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| nterpretagdio geométrica: na Figura A.2 mostramos uma fungdo V(x) e o
caminho da evolucdo dos estados do sistema relaxado (A.4), sendo que os estados
estdo restritos a0 lugar geométrico delineado por V(x), ou sga, pela funcéo
Lyapunov escolhida. Note que V(x) é sempre negativa ao longo de V/(x), mostrando

que V(x) decresce ao longo do tempo, o que implica que o sistema € assintoticamente

/;4.-} <0)

estavel.

Figura A.2. Interpretacdo geométrica do teorema.
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Apéndice B. Restricdo nos Vetores de Entrada e

Saida da Planta

B.1. Restricao no Vetor de Entrada

Admitaque um SLIT (Sistema Linear Invariante no Tempo) possua a seguinte
representacéo em variaveis de estado:

X = AX+ Bu, (B.1)
y=Cx
sendo xeR" o vetor de estado, ue R™ a entrada de controle, y e R’ a saida do
sistema (p=> m), Ae R™ a matriz caracteristica do sistema, Be R™™ a matriz de
entradado sistemae C € R”" amatriz de saida do sistema.

O problema da restricéo no vetor de entrada u consiste em especificar LMI, de
modo a assegurar que (Cavacic, 2006):

max
t=>0

Jul < 4o,
sendo p, uma especificagdo considerada no projeto do controlador. Para a lei de

controle u = Kx, tem-se;

X = Ax+ BKx = (A+ BK)x
Considera-se, entdo, uma candidata a funcdo de Lyapunov naforma quadrética
V(x) = x'Px, naqua P é uma matriz real simétrica definida positiva. A derivacio

desta funcéo em relacéo ao tempo, ao longo de qual quer trajetdria, é descrita por:

V(X) = X' Px+ X" Px

= x" (A+BK)" Px+ x"P(A+ BK)x

=X (A'P+K'B"P)x+x" (PA+ PBK)x

= X' (PA+ AP+ PBK +K'B"P)x

= X'PP{(PA+ ATP + PBK + K"B"P)P'Px
=X P(AP"+P*A" + BKP™*+ P'K"B")Px

(B.2)

Definindo-se X =P ' e F =KP =KX, tem-se:

V(x) = X' P(AX + XA" + BF + F'B")Px
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Como V(x) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha
estabilidade assintética, é suficiente que V (x) seja definida negativa. Logo,
AX+ XA +BF+F'B" <0
Ent&o, as condi¢des para a estabilidade sdo a existénciade X e F, tais que:

AX+XA +BF+F'B <0 e X =XT">0, (B3

gquesdo LMl em XeF.

Quando uma determinada condi¢do inicial x(0) é conhecida, € possivel
encontrar um limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u (Boyd

et al., 1994). Considera-se, inicidmente, que X = X' > O satisfaca:

x(0)" X 'x(0) <1 (B4)

Esta condicéo néo restringe a solucdo de (B.3), pois limita apenas a norma de
X e (C.3) ndo impBe outras restricdes a matriz X.

Segundo VanAntwerp e Braatz (2000), a idéa basica do complemento de
Schur diz que aLMI:

{Q(X)T S(X)}o ©5)
S(X)  R(X)

sendo que Q(X) =Q(X)", R(X)=R(X)" e S(x) tém uma dependéncia afim de x, é
equivaente a
R(xX) >0 e Q(X) - S(X)R(X)*S(x)" >0,
isto &, este conjunto de inequacdes ndo-lineares pode ser representado através da LMI
(B.5). O Apéndice C mostra a demonstracéo do complemento de Schur.
Logo, pelo complemento de Schur, (B.4) possui a seguinte equivaléncia:
T
1-x(0)" X %(0) > 0 = LoXO07 (B.6)
x(0) X

1
Como K=FX* e definindo-se z= X 2x, tem-se.
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max|ul, = max|K¥,
= max|FX ",
1 1
= max FX‘lXEX‘ZX{ (B.7)
—l 2
= maxfIFX 22{
t>0
2
De (B.4), tem-se:
il 2
|z =X 2x(0)
11 i (B.8)

=x(0)" X 2X 2x(0)
= x(0)" X *x(0) <1.

todo x, t > 0O,

2

Como para V(x) = X" X *x,V(x) <0, para x = 0, entdo (B.8) é satisfeita para
2 (B.9)

1
I =1 x{
1

1
=x'X 2X 2x
=x"X*x<1

De (B.7) e(B.8),

!
FX 22{

1

1
= max\/zTX 2FTEX 27

max
t>0 t>0
2
~ 3 (B.10)
- zma{x 2FTEX 2Jsz '
1 1
= zma{x 2FTEX 2}
Assim,
1P 1 1
max|[FX 22{ <y§:>,1max(x 2FTEX 2j<,u§.
B 2
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Esta condicdo é equivaente a

. B (B.11)
X 2FTEX 2 - 421 <0,

1 1 1 1
zT(x 2FTEX Z—y(fl]zs ZTZ(AW(X 2FTEX 2]—;15}

1
Multiplicando-se (B.11), em ambos os lados, por X 2, obtém-se:

pois:

Y A N
x2[x 2FTFX 2]x2—x2y§|x2 <0,
FTF - ,X <0, (B.12)
X -FTF >0,

X —F (121 F >o0.

Logo, pelo complemento de Schur, (B.12) possui a seguinte equivaléncia
L 1 X FT
~X 2FTFX 2441 >0 . |>0. (B.13)
F ooyl

Portanto, as LMIs (B.6) e (B.13) solucionam o problema.
B.2. Restricdo no Vetor de Saida

O problema da restricéo no vetor de saida y consiste em especificar LMI, de

modo a assegurar que:

max|y] < &,

t>0

sendo &, uma especificagdo considerada no projeto do controlador.

A andlise a seguir é semelhante aguela efetuado no estudo da restricdo no

vetor de entrada. Paraisso, considera-se, novamente, o SLIT descrito em (B.1). Como

1
X= X2z, tem-se
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oA,

1
CX?2

max
t=0

2
I\, = max

= max
t=0

2

2

1 1

= maxVZ' X2CTCX %z (B.14)

t>0

1 1
:‘/zm(xchCXZszj
11
= /”Lmax(XZCTCXZJ

Portanto, analogamente ao desenvolvimento redizado anteriormente em
(B.11), (B.12) e (B.13), tem-se que:

1
cxzz{

Esta condicdo é equivalente a

2

max

1 1
<& = zmax(xchcx 2J <&

2

1

1
X2CTCX2-£21 <0 (B.15)

pois,

1 1 1 1
ZT(XZCTCX2 ~&I st sz[/lmax(XZCTC—ézsz—foz}

1
Multiplicando-se (B.15), em ambos os lados, por X 2, obtém-se:

XCTCX - £2X <0,
£2X = XCTCX >0, (B.16)
X - XC'(521)cX > 0.

Logo, pelo complemento de Schur, (B.16) possui a seguinte equivaléncia:

1 1 T
SXECTCXE+ £ >0 | Xf >0. (B.17)
cX &

Portanto, as LMIs (B.6) e (B.17) solucionamn o problema
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Apéndice C. Complemento de Schur

A idéia basica do complemento de Schur (VanAntwerp e Braatz, 2000) diz
quealLMI:

{ Q(x) S(X)}
>0,
S(X)"  R(X)

sendo que Q(X)=Q(X)", R(X)=R(X)" e S(x) tém uma dependéncia afim de x e é
equivaente &
R(X) = 0 e Q(X) - S(X)R(X) *S(x)" > 0.

(=) Suponhaque adesigualdade matricial (C.1) sejaverdadeira.

Q¥ S(x)
{S(x)T R(x)} =0 (€D
Segjadefinida F (u,v) segundo aigualdade (C.2).
F(uv) = H { Q) S(X)}H. (C2)
v [S(x)' R(X) |V
Entéo tém-se que:
F(u,v) >0, V[u,v] #0. (C.3)
Considere, iniciamente u =0, entdo em (C.2) obtém-se (C.4).
F(0,v) =V' R(X)v>0, Vv 0= R(X) >~ 0. (C.4)
Adote agora v como sendo:
v=-R(X)"'S(x)"u.
com u=0. SgaF(u,v) dado da seguinte forma:
F(u,v) =u"[Q(X) = S(X)R(X) *S(x)]u>0, Vu =0,
= Q(X) - S(X)R(X) " S(x)" = 0.
(<) Suponhaque:
Q(X) = S(X)R(X)™*S(x) = 0, R(x) > 0. (C5)

Fixando u e otimizando em termos de v(u,v) definido em (C.2), obtém-se:
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V,FT =2R(X)v+2S(x)"u=0. (C.6)

Desde que R(x) >0, de (C.6), segue que:

v=-R(X)™"S(x)"u. (C.7)
Substituindo (C.7) em (C.2), entdo:
F(u) =u"[Q(X) ~ S(IR(X) *S(X) " Ju.
Desde que [Q(X) — S(X)R(X) *S(x) = 0, R(X)] =0, o minimo de F(u) ocorre

para u=0, que também implica que v=0. Entdo, o minimo de F(u,v) ocorre em

(0,0) e éigud azero. Portanto, F(u,v) >0, V[u,v] #0, isto &

QM) S0
S09T RO
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