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Resumo 
Müller, André Luís; Vargas Jr, Eurípedes do Amaral; Vaz, Luiz Eloy. 
Análise numérica da estabilidade de poços de petróleo considerando a 
variabilidade espacial e acoplamento fluido-mecânico. Rio de Janeiro, 
2007. 163p. Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia Civil, 
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

Em geral, a análise da estabilidade e a análise das respostas de poços de 

petróleo são realizadas de forma determinística em relação às propriedades 

mecânicas e hidráulicas do meio rochoso. No entanto, sabe-se que os meios 

rochosos e em particular rochas sedimentares, podem mostrar um considerável 

grau de heterogeneidades, em micro, meso e macro-escala. Essas 

heterogeneidades produzem variabilidade espacial nas propriedades mecânicas e 

hidráulicas dos meios rochosos. Essa variabilidade mostra em geral um caráter 

espacial pronunciado. O presente estudo propõe o desenvolvimento de 

procedimentos de análise numérica, utilizando elementos finitos, de processos 

fluido mecânicos acoplados, monofásicos e bifásicos, que levem em conta a 

variabilidade espacial de propriedades hidráulicas e mecânicas e a variabilidade 

das condições iniciais de tensões e poro pressões. Nesse estudo, empregam-se os 

procedimentos numéricos desenvolvidos em duas fases distintas. Na análise 

probabilística da estabilidade de poços e na análise probabilística das respostas 

dos poços durante a produção, considerando o acoplamento fluido mecânico com 

fluxo bifásico. 

 

Palavras-chave 
Poços de petróleo; Variabilidade espacial; Análise numérica. 
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Abstract 
Müller, André Luís; Vargas Jr, Eurípedes do Amaral; Vaz, Luiz Eloy.  
Numerical borehole stability analysis considering spatial variability and 
fluid-mechanical coupling. Rio de Janeiro, 2007. 163p. DSc. Thesis - 
Department of Civil Engineering, Pontifícia Universidade Católica do Rio 
de Janeiro. 

In general, borehole stability analysis and borehole response analysis are 

carried out considering that both hydraulic and mechanical parameters of the rock 

mass are deterministic. However, it is a well known fact, that rock masses and in 

particular sedimentary rock masses may show a considerable degree of 

heterogeneity, in micro, meso and macro scale. These heterogeneities produce 

spatial variability in mechanical and hydraulic properties of the rock medium. 

This variability can be very pronounced. The present work proposes the 

development of numerical analysis procedures, using finite elements, in order to 

analyze single and two phases flow, coupled fluid mechanical processes that take 

into account the spatial variability of hydraulic and mechanical properties and the 

variability of the initial stresses and pore pressures. In this study, the developed 

numerical procedures are used in two distinct phases. In the borehole stochastic 

stability analysis and in the borehole stochastic response analysis during the 

production, considering fluid mechanical coupling and two phase flow. 

 

Keywords 
Borehole; Spatial variability; Numerical analysis. 
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1  
Introdução 
 

1.1. Descrição do problema 
 

Um meio poroso é composto basicamente de um esqueleto sólido e fluido 

(no caso de poços de petróleo os fluidos são: água; gás; óleo ou então a 

combinação destes). A resposta mecânica do meio poroso pode ser alterada 

devido à presença de fluido e inversamente, a resposta do fluxo de fluido pode ser 

alterada devido às modificações no comportamento mecânico do meio poroso. 

Estes fenômenos acoplados, no comportamento do meio poroso, têm um caráter 

transiente. 

De uma forma geral, os problemas relacionados à análise das respostas de 

poços de petróleo, estão ligados aos efeitos físicos, químicos ou de temperatura. 

Esses mecanismos por sua vez não devem ser tratados de forma isolada, dado os 

efeitos que causam uns aos outros. O acoplamento desses efeitos é de grande 

importância para uma predição das respostas envolvidas nos problemas de análise 

de tensões, pressões, saturações, regiões danificadas, entre outras, em poços de 

petróleo. 

Um poço de petróleo, durante sua vida útil, passa por diferentes fases. Num 

primeiro momento dá-se ênfase à avaliação das questões relativas à estabilidade 

do poço, numa etapa seguinte, a ênfase é voltada a fatores relacionados à 

produção. 

Os problemas de instabilidade, verificados na grande maioria das vezes na 

fase de perfuração do poço, podem ocorrer devido à alteração das tensões in situ. 

O meio poroso onde se efetua a perfuração de um poço de petróleo encontra-se 

em estado de equilíbrio. Ao se iniciar o processo de perfuração, devido à retirada 

de material sólido, o estado de equilíbrio é perturbado. Busca-se restabelecer o 

estado inicial de equilíbrio substituindo o material retirado por um fluido (fluido 
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de perfuração). Entretanto, a pressão que o fluido de perfuração exerce sobre a 

parede do poço dificilmente reproduz exatamente o estado de tensões original. 

Nesse novo cenário, verifica-se geralmente, uma concentração de tensões na 

região ao redor do poço, que se estende desde a parede até uma distância 

equivalente a alguns diâmetros de poço. Além de uma zona de concentração de 

tensões, algumas propriedades mecânicas do meio podem ser alteradas devido a 

essas modificações. Outra consideração refere-se à possibilidade do fluido de 

perfuração reagir quimicamente com a formação porosa, alterando as 

propriedades do meio ou penetrando no meio poroso, alterando a pressão de poros 

na região adjacente ao poço. 

Estabelecido esse panorama durante a perfuração, apontam-se dois 

mecanismos principais que levam à perda de estabilidade de poços. Num primeiro 

mecanismo, classifica-se a perda de estabilidade por tração. Esse mecanismo, 

representa o evento em que tensões de tração ultrapassam a resistência à tração do 

material que compõem o meio poroso, causando assim a ruptura da formação. 

Num segundo mecanismo, classifica-se a perda de estabilidade por cisalhamento, 

também referenciado como perda de estabilidade por compressão. Esse 

mecanismo geralmente contempla os aspectos relacionados ao aparecimento de 

regiões plastificadas. Tanto a perda de estabilidade por tração quanto à perda de 

estabilidade por cisalhamento, dividem-se em dois modos distintos, modo inferior 

e modo superior. O primeiro modo, refere-se ao que ocorre quando a pressão do 

fluido de perfuração é baixa. Já o segundo, ocorre quando a pressão do fluido de 

perfuração é excessivamente alta. 

Na etapa de produção, problemas de produção de areia, dano no 

revestimento do poço, produtividade baixa, entre outros, geralmente são 

verificados. A mudança de fluxo monofásico para fluxo bifásico também se dá 

geralmente nessa fase, seja pela chegada de um frente de água devido à injeção 

(procedimento corriqueiramente empregado) ou pela entrada de água advinda das 

proximidades do poço. 

A entrada de água pode alterar algumas propriedades do meio poroso, 

devido principalmente a reações químicas. As condições de produção do poço 

também podem ser alteradas, uma vez que além de óleo o poço passará a produzir 

água. Além disso, o meio poroso, que se encontrava em equilíbrio, com 

comportamento de fluxo permanente, passa mais uma vez a apresentar respostas 
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de caráter transiente, verificando-se alterações nos campos de tensões e pressões, 

que por sua vez podem gerar outros danos, tanto na formação quanto no 

revestimento do poço.  

Em geral, a análise das respostas de poços é realizada de forma 

determinística em relação às propriedades mecânicas e hidráulicas do meio 

poroso. No entanto, sabe-se que os meios porosos e em particular rochas 

sedimentares, mostram heterogeneidades tanto em micro, meso e macro-escala. 

Essas heterogeneidades produzem variabilidade nas propriedades mecânicas e 

hidráulicas dos meios porosos. Essa variabilidade mostra em geral um caráter 

espacial pronunciado. Dessa forma, as respostas, tais como deslocamentos, poro 

pressões, graus de saturação, tensões e região plastificada ou danificada, são 

também aleatórias, podendo ser expressas em termos de valores médios, 

dispersões e probabilidades de ocorrência.  

Da mesma forma, a análise de estabilidade de poços é usualmente realizada 

de forma determinística, estimando-se uma janela operacional de valores de 

pressão de fluido de perfuração. Os modelos geralmente usados para essa 

finalidade são soluções analíticas simplificadas ou análises numéricas não muito 

sofisticadas com o método dos elementos finitos. Como executado hoje em dia, os 

resultados dessas análises podem apresentar discrepâncias quando comparados 

com o comportamento real observado nos poços de petróleo. Uma vez que as 

propriedades do meio são aleatórias e que as respostas, por esse motivo, também 

apresentam variações, pode-se pressupor que os critérios de estabilidade, descritos 

geralmente em função das respostas do problema entre outras hipóteses, também 

apresentam variabilidade, gerando com isso, limites operacionais de pressão de 

fluido de perfuração também aleatórios. Dadas essas características, análises 

probabilísticas de estabilidade de poços podem ser efetuadas. 

 

1.2. Revisão bibliográfica 
 

A modelagem probabilística, no contexto hidrológico impulsionou-se no 

trabalho de Freeze (1975), embora Shvidler (1962) e Matheron (1967) tivessem, 

apud Dagan (2002), apresentado desenvolvimentos teóricos sobre esse assunto em 

seus trabalhos. 
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De acordo com Dai (2004), a modelagem probabilística de problemas 

hidrológicos se consolidou com os estudos de Dagan (1982), sendo esses, base 

para trabalhos realizados por Gelhar (1993), Neumann (1997), Rubin (1997), 

Rubin et al (1999) e Zhang (2002). 

Dagan (2002) também cita que a modelagem probabilística de problemas 

hidrológicos se desenvolveu consideravelmente nas duas últimas décadas e muito 

conhecimento tem se acumulado. Entretanto, apesar desse desenvolvimento, ainda 

não se tornou rotina a inclusão desse conhecimento nas ferramentas de 

modelagem hidrológica. 

Conforme Glasgow et al (2003), vários tipos de aproximações vem sendo 

propostas para incorporar as incertezas inerentes aos parâmetros hidráulicos na 

modelagem de problemas hidrológicos. Grande parte dessas aproximações e 

procedimentos são apresentados no trabalho de Gelhar (1993) e nas publicações 

de Rubin (2003) e Zhang (2002).  

Segundo Jain et al (2002), Lu e Zhang (2003) e Dagan (2002), as 

aproximações mais difundidas são as de simulação e os métodos de perturbação. 

O método de Monte Carlo destaca-se dentre os métodos de simulação. O 

Método de Monte Carlo é um método conceitualmente direto. A principal 

vantagem da utilização do método de Monte Carlo é de acordo com Jain et al 

(2002), Lu e Zhang (2003), a sua aplicação tanto a problemas lineares quanto a 

problemas não lineares. As vantagens do método de simulação de Monte Carlo 

apontadas por Dagan (2002) referem-se à simplicidade conceitual do método, 

generalidade e a simples caracterização da solução.  

Os métodos de simulação requerem um grande número de análises 

determinísticas. Posteriormente, com o processamento dessas informações são 

obtidas respostas estatísticas e probabilísticas. A necessidade de um elevado 

número de análises gera um considerável acréscimo no esforço computacional.  

Os métodos de perturbação por sua vez, apresentam-se como 

aproximações razoáveis para problemas com pequena variabilidade. Além dessa 

limitação, necessitam de análises de sensibilidade, que para determinadas classes 

de problemas podem tornar essa aproximação também muito dispendiosa 

computacionalmente. Os métodos de perturbação fornecem respostas estatísticas, 

sobretudo os dois primeiros momentos, respostas probabilísticas não são obtidas 
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com esses métodos. Conforme Alvarado et al (1998) e Hart (1982), os métodos de 

perturbação diferenciam-se basicamente pela forma de linearização das equações. 

Uma série de alternativas deriva das formas originais dessas aproximações, 

buscando-se com isso, formas mais eficientes e apropriadas de solução das 

equações envolvidas. Citam-se entre essas alternativas os métodos de simulação 

com expansão de Neumann, sugerido em Ghanem e Spanos (2003) e expansão de 

Karhunen-Loeve, como apresentado por Chen et al (2005).  

Ao se considerar os tipos de problemas hidrológicos analisados 

contemplando-se a variabilidade dos parâmetros envolvidos, salienta-se que se 

tem dado grande ênfase à modelagem probabilística de problemas de fluxo e 

transporte, sendo ainda pouco explorada a análise probabilística de problemas 

acoplados, principalmente no que tange a análise de estabilidade de poços de 

petróleo e problemas de acoplamento com fluxo bifásico.  

Zhang e Lu (2003), propuseram uma aproximação por perturbação de alta 

ordem para fluxo em meios porosos heterogêneos e saturados, comparando os 

resultados obtidos com diferentes métodos de simulação. Chen et al (2005), 

apresentaram a modelagem estatística do problema de fluxo bifásico em meios 

porosos considerando a variabilidade da permeabilidade intrínseca e da 

porosidade. Ghanem e Dham (1998) realizaram análises estatísticas para 

problemas de fluxo em meios porosos heterogêneos usando o método de 

elementos finitos, sendo adotada a permeabilidade intrínseca do meio poroso com 

variabilidade espacial. Wu et al (2003), apresentaram um procedimento numérico 

para problemas tridimensionais de fluxo e transporte de solutos em meios com 

condutividade não estacionária. Amir e Neuman (2004) apresentaram uma 

aproximação para solução do problema de fluxo em regime transiente 

considerando as incertezas das propriedades dos solos. Jain et al (2002) 

modelaram o fluxo de fluido através de meios porosos utilizando o método de 

Monte Carlo. Lu e Zhang (2003) também utilizaram o método de Monte Carlo 

para efetuar análises de problemas de fluxo e transporte em meios porosos. 

Entretanto, utilizaram à idéia do método de importância, que considera que 

algumas propriedades aleatórias do meio são mais significativas que outras. 

Foussereau et al (2000) desenvolveram soluções analíticas para prever o 

transporte de solutos inertes em meios porosos heterogêneos parcialmente 

saturados sujeitos a condições de contorno aleatórias.  
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Como citado anteriormente, apesar do grande número de publicações 

relacionadas à análise probabilística em meios porosos, não tem sido despendido 

grande esforço em problemas que envolvem o acoplamento fluido mecânico. 

Pode-se nesse sentido, citar os trabalhos de Frias et al (2001 e 2004). Frias et al 

(2001) apresentaram uma modelagem computacional estocástica da compactação 

e subsidência de reservatórios devido à retirada de fluido, considerou-se nesse 

estudo a variabilidade espacial da permeabilidade intrínseca do meio poroso. Frias 

et al (2004), trataram esse mesmo problema, considerando entretanto, a hipótese 

de grandes comprimentos de correlação e características fractais para a 

permeabilidade intrínseca do meio poroso. 

Assim como se verificou para o estudo de problemas de acoplamento fluido 

mecânico é bastante restrita a consideração de incertezas na análise de 

estabilidade de poços de petróleo. Poucos foram os estudos efetuados nesse 

sentido, podendo-se citar os trabalhos de Dumans (1995), Morita (1995), Fontoura 

et al (2002) e Mos et al (2003). A respeito desses trabalhos salientam-se aspectos 

como a utilização de procedimentos e hipóteses bastante simplificadas para 

realização das análises, desconsideração da variabilidade espacial e da correlação 

entre as variáveis aleatórias. 

 

1.3. Escopo do trabalho 
 

Apresentado o cenário a respeito dos problemas envolvidos e dos estudos 

efetuados para consideração da variabilidade na análise de poços de petróleo, se 

desenvolve esse estudo. 

Propõe-se o desenvolvimento de procedimentos de análise numérica, 

utilizando elementos finitos, de processos fluido mecânicos acoplados, 

monofásicos e bifásicos, que levem em conta a variabilidade espacial de 

propriedades hidráulicas e mecânicas e a variabilidade das condições iniciais de 

tensões e pressões. Efetiva-se o desenvolvimento desses procedimentos através da 

implementação de um programa de computador. Nesse estudo, empregam-se os 

procedimentos numéricos desenvolvidos, em duas fases distintas. Na análise 

probabilística da estabilidade de poços e na análise estatística durante a produção, 

considerando o acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico. As figuras 
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seguintes ilustram de forma simplificada os problemas a serem analisados. A 

Figura 1.1 mostra o esquema de um poço vertical para análise probabilística da 

estabilidade. 

 

 
Plano AA
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Figura 1.1 Poço vertical para análise probabilística da estabilidade 

 

A Figura 1.2 apresenta o esquema de um poço horizontal, com revestimento 

metálico e gravel pack, na fase de produção. 
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Figura 1.2 Poço horizontal para análise estatística considerando fluxo bifásico 

 

A análise considerando o acoplamento fluido mecânico com fluxo 

monofásico se aplicará para obtenção de respostas estatísticas e para análise 

probabilística da estabilidade de poços. Salienta-se que não é objetivo do trabalho 

indicar ou estabelecer critérios de falha, e sim empregar alguns critérios 

usualmente utilizados para descrever a perda de estabilidade de poços. Também 

não é objetivo do estudo determinar quais os modelos constitutivos que melhor 

descrevem o comportamento dos meios porosos. 

A análise considerando o acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico 

será efetuada para verificação de alguns efeitos gerados pela entrada de água no 

meio poroso além de se avaliar os efeitos da variabilidade espacial das 
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propriedades nessas respostas. Nesse item não são discutidos aspectos a respeito 

das possíveis formas de descrição das tensões efetivas, sendo apenas apresentadas 

as hipóteses adotadas nesse trabalho. 

A fim de situar de maneira objetiva esse estudo no que se refere aos 

acoplamentos envolvidos, cita-se que não se contemplam os acoplamentos 

referentes aos fenômenos químicos e de temperatura. Agora, com os objetivos do 

trabalho estabelecidos, apontam-se as principais contribuições desse estudo, 

acentuando-se algumas diferenças em relação a outros trabalhos já realizados.  

• Consideração do acoplamento fluido mecânico e da variabilidade 

espacial de propriedades hidráulicas e mecânicas. De forma geral, os 

estudos já desenvolvidos, que levam em conta a variabilidade espacial, 

ou tratam dos problemas de fluxo ou tratam dos problemas mecânicos. 

A consideração do acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico 

é tratada em poucos trabalhos, não sendo nesses casos, empregada para 

análise da estabilidade de poços de petróleo. A consideração do 

acoplamento fluido mecânico com de fluxo bifásico em conjunto com a 

consideração da variabilidade espacial é praticamente inexistente.  

• Estudos relacionados aos métodos para obtenção das respostas 

estatísticas dos problemas de acoplamento tratados nesse trabalho. 

• Apresentação e avaliação de diferentes procedimentos numéricos para 

solução dos problemas de acoplamento fluido mecânico (monofásico e 

bifásico). 

• Avaliação dos valores limites de pressão interna na análise da 

estabilidade de poços de petróleo, considerando critérios probabilísticos 

de estabilidade. De maneira geral, os estudos já efetuados nesse sentido, 

utilizam procedimentos de análise simplificados e desconsideram a 

variabilidade espacial das propriedades. No presente trabalho, além da 

consideração de critérios probabilísticos de estabilidade e da 

variabilidade espacial das propriedades, descreve-se um procedimento 

numérico para determinação automática dos valores limites de pressão 

interna. 

Inicialmente apresentam-se no capítulo 2 as equações e as considerações 

utilizadas para a descrição do problema poroelastoplástico sob uma visão 
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determinística. Descrevem-se as equações governantes dos problemas de fluxo 

trifásico e os casos particulares de fluxo bifásico e monofásico em meios porosos 

deformáveis. Num passo seguinte, descrevem-se essas equações segundo o 

método dos elementos finitos e alguns tópicos como discretização no tempo e suas 

propriedades são discutidas.  

No capítulo 3 apresentam-se alguns tópicos relevantes sobre análise não 

linear. Esses tópicos referem-se à análise não linear local (modelo constitutivo e 

algoritmo de retorno) e à análise não linear global.  

Após a apresentação da formulação do problema, descrevem-se no capítulo 

4 dois procedimentos de solução dos problemas de acoplamento com fluxo 

monofásico e fluxo bifásico (sendo o primeiro procedimento dito totalmente 

acoplado e o segundo conhecido como staggered).  

No capítulo 5 efetua-se a validação do modelo numérico determinístico 

através de alguns exemplos. Apresentam-se algumas comparações entre os 

resultados obtidos com os procedimentos numéricos descritos nos capítulos 

anteriores com soluções analíticas. 

Após a apresentação dos procedimentos utilizados para análise segundo 

comportamento determinístico, descrevem-se no capítulo 6 alguns tópicos para 

possibilitar a análise estatística dos problemas tratados nesse trabalho. Para isso, 

apresentam-se alguns conceitos fundamentais da probabilidade e da estatística, 

bem como métodos para a obtenção das respostas estatísticas dos problemas de 

acoplamento. Apresentam-se métodos de simulação (Monte Carlo e Neumann) e 

um método de perturbação.  

Após a apresentação dos métodos de análise, descrevem-se alguns itens 

relacionados à análise de confiabilidade. Esses itens descrevem os critérios 

utilizados nesse trabalho para verificação da instabilidade ou falha de poços de 

petróleo. Em conjunto com esse item apresenta-se um procedimento numérico 

para obtenção dos valores operacionais de pressão de fluido de perfuração 

considerando os comportamentos determinístico e probabilístico. 

No capítulo 7 apresentam-se itens relativos à análise de sensibilidade, sendo 

apresentados tópicos gerais desse assunto, formulação específica para o estudo 

efetuado nesse trabalho e algumas comparações entre as respostas obtidas com 

esses métodos. Por fim apresentam-se alguns tópicos referentes à eficiência de 

cada método de análise. 
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Assim como para a análise determinística, apresentam-se no capítulo 8, 

exemplos de análise probabilística, verificando-se com eles as implementações 

efetuadas e os resultados gerados por cada método. Por fim, no capítulo 9, com 

base nos resultados obtidos, descrevem-se as conclusões do trabalho e algumas 

sugestões para trabalhos futuros. 
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Formulação determinística para problemas de acoplamento 
fluido mecânico 
 

2.1. Introdução 
 

Apresentam-se nesse capítulo as equações fundamentais para descrição e 

formulação determinística dos problemas de acoplamento fluido mecânico 

tratados nesse trabalho. Inicialmente, descrevem-se algumas hipóteses assumidas 

para definição do modelo físico e das equações governantes dos problemas. 

Posteriormente, as equações governantes dos problemas são descritas sob a 

formulação de elementos finitos e algumas propriedades sobre a discretização 

dessas equações no domínio do tempo são apresentadas. 

 

2.2. Modelo físico 
 

Inicia-se a definição do modelo físico com a exposição dos conceitos de 

média volumétrica e média volumétrica intrínseca. Esses conceitos mostram-se 

úteis dada à dificuldade de descrição dos problemas no nível microscópico. Um 

volume elementar representativo (VER) de volume total ∑π π= VV  é utilizado 

para definição de média volumétrica. A Figura 2.1 representa um VER, sendo πV  

o volume ocupado por uma fase π . A média volumétrica de uma grandeza χ  para 

uma fase π  é dada por (2.1)  

∫ ππ χ=χ
V

dV
V
1  (2.1) 

E a média volumétrica intrínseca dada por (2.2) 

∫
π

π
π

π
π

π
π χ=χ=χ

V V
VdV

V
1  (2.2) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Formulação determinística para problemas de acoplamento fluido mecânico  

32

 
Figura 2.1 Volume elementar representativo 

 

De acordo com Whitaker (1968) apud Lewis e Schrefler (1998) os resultados 

obtidos com o processo da média volumétrica apresentam-se válidos quando a 

relação (2.3) é satisfeita 

Lld <<<<  (2.3) 

Sendo L um comprimento característico associado ao meio poroso numa escala 

macroscópica, d um comprimento associado aos poros e l o comprimento 

característico do VER. Com essa relação satisfeita, espera-se também, que a média 

volumétrica seja independente do tempo e da posição no meio poroso. 

 De maneira geral, os vazios do meio poroso são preenchidos com fluidos e 

uma mistura de ar (vapor d’água, gás, etc.). Considerando-se a hipótese do meio 

poroso estar totalmente preenchido por duas fases de fluido (fase molhante w  e 

fase não molhante nw ), o grau de saturação de uma fase π  é dado pela razão 

entre o volume de poros ocupados pelo fluido π , πV  e o volume total de poros de 

um volume elementar representativo, fV . 

fV
VS π

π =  (2.4) 

Sendo nwwf VVV += . Dessa maneira 1=+ nww SS . Sendo wS  o grau de saturação 

da fase molhante e nwS  o grau de saturação da fase não molhante. 

 A porosidade do meio é definida pela razão entre o volume total de poros e 

o volume total do VER. 
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V
V f=φ  (2.5) 

 Prossegue-se a definição do modelo físico pela descrição das tensões. 

Assume-se: tração positiva, na fase sólida sσ  e compressão positiva para poro 

pressão na fase fluida fσ . Aplicando-se o conceito de média volumétrica 

intrínseca podem ser obtidas as tensões totais médias, ou seja 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +== ∫∫∫

fs VVV
dVdV

V
dV

V
σσσσ 11  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= w

w
f

wnw
nw

f

nwfs
s

s

V
V

V
V

V
V

V
V σσσσ  

( )w
ww

nw
nwnw

s
s SS σσσσ +φ+φ−= )1(  

(2.6) 

πσ  representa o tensor de tensões médias da fase π . Para a fase de fluido o tensor 

de tensões é expresso de acordo com (2.7) 

πππ −= pmτσ  (2.7) 

Onde πτ  representa as tensões cisalhantes e m é um vetor contendo valores iguais 

a 1 para tensões normais e 0 para os componentes de tensão cisalhante. 

{ }T000111=m  (2.8) 

Negligenciando a parcela referente às tensões de cisalhamento para fluidos, pode-

se escrever (2.9) 

( )w
ww

nw
nwnw

s
s pSpS +φ+φ−= mσσ )1(  (2.9) 

Ou ainda: 
ffs

s pmσσ φ+φ−= )1(  

w
ww

nw
nwnw

ff pSpSp +=  
(2.10) 

Onde 
ffp  é a poro pressão média proveniente das fases molhante e não 

molhante.  

Verifica-se que o tensor das tensões é dividido em duas componentes: uma 

que representa o efeito das poro pressões e outra que deforma o esqueleto sólido, 

tensões efetivas 'σ . 
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ffs
s pmσσ +φ−= )1('  (2.11) 

Omitindo o símbolo .  e representando fp  apenas por p  pode-se 

descrever o tensor de tensões totais por (2.12), sendo essa representação 

condizente com a definição de Terzaghi. 

pmσσ −= '  (2.12) 

As pressões das fases molhante e não molhante são relacionadas pela 

pressão capilar cp . 

wnwc ppp −=  (2.13) 

 A pressão capilar para um meio isotérmico é função do grau de saturação 

da fase molhante. 

 Após a descrição do modelo físico assumido para representação do meio 

poroso, podem ser estabelecidas as equações governantes dos problemas de 

acoplamento fluido mecânico, tratados nesse trabalho. 

 

2.3.Equação de equilíbrio 
 

Apresentam-se neste item as equações que governam o comportamento 

mecânico em meios porosos deformáveis. 

A equação de equilíbrio é determinada utilizando-se o princípio dos 

trabalhos virtuais para problemas quase estáticos, equação (2.14). Esta equação 

relaciona as velocidades das grandezas estáticas reais, como a tensão total 
•

σ  as 

forças de corpo 
•

b  e as forças de superfície 
•

t  com as grandezas cinemáticas 

virtuais como as deformações virtuais εδ  e os deslocamentos virtuais uδ . 

∫ ∫∫
Ω Γ

••

Ω

•

=Γ−Ω−Ω 0ddd TTT tubuσε δδδ  (2.14) 

As velocidades das tensões totais podem ser expressas em termos das velocidades 

das tensões efetivas e das velocidades das poro pressões. Essa relação é 

demonstrada na equação (2.15). 
•••

− pmσ=σ '  (2.15) 
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Onde: '
•

σ  é a velocidade da tensão efetiva, 
•

p  a velocidade das poro pressões. 

A descrição da relação constitutiva, em termos de velocidades, pode ser 

dada pela equação (2.16) 

0')('
••••••

+−−−= σεεεεDσ opcT  (2.16) 

Na equação (2.16), 
•

ε  representa à velocidade de deformação total do esqueleto, 

c

•

ε  a velocidade das deformações devido à fluência (expressa por uma função de 

fluência c , dependente do nível e da trajetória de tensões), p

•

ε  a velocidade das 

deformações volumétricas (a qual considera a deformabilidade dos grãos), o

•

ε  que 

representa outras velocidades de deformação, como as provocadas por fenômenos 

térmicos e químicos e por fim 0'
•

σ  que representa a velocidade da tensão efetiva 

inicial. A matriz TD  é dependente do nível e da trajetória de tensões e vários 

modelos constitutivos podem ser utilizados para defini-la. 

dtc )'(σcε =
•

 

s

p
K
p

3

•
•

−= mε  

),,'(
•

= εεσDD TT  

(2.17) 

Em (2.17), sK  representa o módulo volumétrico dos grãos. 

Omitindo, por simplificação, as parcelas c

•

ε  e o

•

ε  da equação (2.16), a 

mesma pode ser escrita como: 

0'3
'

•
•

••

++= σmDεDσ
s

TT K
p  (2.18) 

Consequentemente a equação (2.15) pode ser escrita como: 

••
•

••

−++= p
K
p

s
TT mσmDεDσ 0'3

 (2.19) 

•
•

••

−+= p
K
p

s
T mmDσσ

3
''  

(2.20) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Formulação determinística para problemas de acoplamento fluido mecânico  

36

Onde 0'''
•••

+= σεDσ T  representa a velocidade da tensão responsável por toda 

deformação da fase sólida.  

Considerando-se a hipótese de linearidade geométrica pode-se descrever a 

relação entre velocidades de deslocamentos e velocidades de deformações 

infinitesimais como a equação (2.21). 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

•••

ijjiij uu ,,
2
1ε  (2.21) 

Com as definições apresentadas reescreve-se a equação (2.14) da seguinte 

maneira: 

∫ ∫∫

∫∫∫

Ω Γ

••

Ω

•

Ω

•

Ω

•

Ω

•

=Γ−Ω−Ω−

Ω+Ω+Ω

0

'
3

1
0

dddp

dd
K

pd

TTT

T

s
T

T
T

T

tubumε

σεmDεεDε

δδδ

δδδ
 (2.22) 

 

2.4. Equação de fluxo 
 

Inicia-se esse item do trabalho com a descrição da equação de fluxo para o 

caso trifásico, sendo posteriormente apresentadas as equações para os casos 

particulares de fluxo bifásico e monofásico. 

 

2.4.1. Fluxo trifásico 
 

Descrevem-se neste item as equações que governam o fluxo trifásico em 

meios porosos. 

Em um meio poroso, o fluxo de fluido deve satisfazer a conservação de 

massa de fluido. Para efetuar o balanço de massa de fluido, toma-se como volume 

de controle um cubo elementar constituído de material poroso, Figura 2.2 
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dy

dx

dz

(ρqy)1 (ρqy)2

dy

dx

dz

(ρqy)1 (ρqy)2

 
Figura 2.2 Volume de controle para balanço de massa do fluido. 

 

Tomando-se inicialmente o fluxo na direção yd  através da face zxdd , tem-

se como fluxo de massa de fluido, zxy ddq 1)(ρ  e zxy ddq 2)(ρ . Sendo ρ  e q  

densidade do fluido e vazão, respectivamente. Considerando-se que )( yqρ  seja 

uma função contínua e diferenciável, pode-se escrever 

y
y

yy d
y
q

qq
∂

∂
+=

)(
)()( 12

ρ
ρρ  (2.23) 

Dessa forma, o fluxo na direção y gera uma diminuição na massa de fluido igual 

a: 

y
y

yy d
y
q

qq
∂

∂
=−

)(
)()( 12

ρ
ρρ  (2.24) 

Adotando-se o mesmo procedimento para as demais direções e fazendo-se o 

somatório das três parcelas resultantes, obtém-se o balanço de massa de fluido 

devido o fluxo, equação (2.25) 

zyx
T

zyx
zyx dddqddd

z
q

y
q

x
q )()()()( ρρρρ

∇=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂  (2.25) 

Podendo-se então, representar o balanço de massa de fluido no meio poroso, 

equação da continuidade, pela equação (2.26) 

0)()( =+∇ zyxzyx
T dddm

dt
ddddq πρ  (2.26) 
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0)( =+∇
•

πρ mqT  

Onde π

•

m  representa o incremento de massa de fluido numa parcela infinitesimal 

do meio poroso por unidade de tempo. 

Tomando-se a equação de Darcy para representar o fluxo de fluido, pode-se 

de uma forma geral expressar a equação da continuidade por 

f
s

m
T

B
SR

tBt
S

t
S

B
ghpT λ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

φ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

φ+
∂
∂φ

+ρ+∇∇−
π

ππ

π
π

π

π
ππ

1)]([  

0
9

1)1(
3

1
2 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

••

p
KKK T

T

ss
T

T

s

T mDmεDmm φ  

(2.27) 

Onde: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

ππ

π
π

ππ

π

µµ B
k

R
B

k
T r

s
r

m k  

π

ππ

π

πλ
B

SR
B
S s

f +=  

(2.28) 

Sendo k  a matriz de permeabilidade intrínseca do meio poroso, p a poro pressão 

como descrito em (2.10), φ  a porosidade do meio, g a aceleração da gravidade, h 

a carga de elevação, πrk  a permeabilidade relativa, µ  a viscosidade dinâmica, S o 

grau de saturação, B o fator de variação de volume, πsR  o fator de dissolução de 

gás no líquido, todos referentes à fase π  e ∇  o operador de derivação, 
T

zyx ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇ . 

Cabe salientar que a permeabilidade relativa de cada fase é função da 

pressão capilar que por sua vez é função do grau de saturação do meio. Entretanto, 

para simplificação da notação da formulação, a permeabilidade relativa de cada 

fase será representada apenas por πrk . 

O fator de variação de volume B descreve a razão entre o volume da fase 

π  medido nas condições de pressão em questão e o volume medido nas condições 

padrão (STC) 
STCV

V
B

π

π
π = . 
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O fator de dissolução de gás no líquido πsR  relaciona o volume de gás 

medido nas condições padrão, dissolvido nas condições de pressão padrão. 

STC

dgSTC
s V

V
R

π
π = . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

t
S

B
π

π

φ  descreve a velocidade de variação da saturação da fase π . 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

π

ππ

π
π φφ

B
SR

tBt
S s1  representa a velocidade de variação da 

densidade de fluido, também da fase π . 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •

εmT  representa a velocidade de variação volumétrica do esqueleto 

sólido. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−+

•••

p
K

p
KK s

T
T

s
T

T

s

)1(
9

1
3

1
2

φmDmεDm  determina a velocidade de 

variação do volume de grãos devido às tensões efetivas. 

 A partir do caso trifásico obtêm-se as equações de fluxo particularizadas 

para as condições de fluxo bifásico e monofásico. 

 

2.4.2. Fluxo bifásico 
 

Para o caso particular de fluxo de fluido molhante e fluido não molhante a 

equação da continuidade pode ser expressa da seguinte forma 

.1)]([ fm
T

Bt
S

t
S

B
ghpT λ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

φ+
∂
∂φ

+ρ+∇∇−
π

π
π

π
ππ  

0
9

1)1(
3

1
2 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

••

p
KKK T

T

ss
T

T

s

T mDmεDmm φ  

(2.29) 

Com: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ππ

π

µ B
k

T r
m k  

π

πλ
B
S

f =  

(2.30) 
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2.4.3. Fluxo monofásico 
 

A equação da continuidade para fluxo monofásico de água ou óleo pode ser 

expressa da seguinte maneira 

0)]([

9
1)1(

3
1

2

=+∇∇−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

••

ghpT

p
KKKK

m
T

T
T

ss
T

T

s

T

ππ

π

ρ

φφ mDmεDmm
 (2.31) 

Com πµ/k=mT . 

Nota-se que a variação da densidade de fluido nesse caso é representada 

por 
•

p
Kπ

φ , sendo πK  o módulo volumétrico do fluido. 

 

2.5. Solução do problema de valor de contorno 
 

Um problema de valor de contorno requer que suas equações sejam 

satisfeitas em todos os pontos do domínio (Ω ) e que suas condições de contorno 

sejam satisfeitas no contorno do domínio (Γ ). Na equação (2.22) as condições de 

contorno são atendidas naturalmente. Entretanto, na equação da continuidade, as 

condições de contorno devem satisfazer o seguinte: 

(a) A continuidade do fluxo através do contorno; 

0=−− qTm
Tn  (2.32) 

Onde, n é um vetor unitário na direção da normal à superfície de contorno e q é o 

fluxo por unidade de área da superfície de contorno. 

(b) As poro pressões prescritas bp ; 

bpp =  (2.33) 

Designando a equação da continuidade de 
_
A  e a condição de contorno 

(2.32) de 
_
B , é requerida, para o problema de valor de contorno, que se atenda a 

seguinte condição: 

∫ ∫
Ω Γ

=Γ+Ω 0
__

dd TT BbAa  (2.34) 

Na equação (2.34) a e b representam funções arbitrárias. 
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2.6. Formulação em elementos finitos 
 

Apresenta-se nesse item do trabalho, a formulação em elementos finitos das 

equações que descrevem o fluxo monofásico e o fluxo bifásico, em problemas de 

acoplamento fluido mecânico. As equações são descritas num domínio 

3R⊂Ω com um contorno Γ  para um tempo ]T,0[t∈ . 

2.6.1. Acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico 
 

2.6.1.1. Formulação em elementos finitos das equações 
governantes 
 

Considerando-se a hipótese de fluxo monofásico a equação (2.34) 

apresenta em 
_
A  a segunda derivada da parcela ( )ghp ππ ρ+  De acordo com 

Lewis e Scherefer (1998), é necessária uma distribuição suave no espaço dessa 

parcela devido à integração. Em ordem dessa limitação, pode-se escrever a parcela 

com derivada segunda da equação (2.34) sob uma forma fraca, utilizando-se o 

teorema de Green, descrito a seguir: 

∫∫ ∫
ΓΩ Ω

Γ+Ω
∂
∂

−=Ω
∂
∂ dnd

x
d

x xφψψφψφ  (2.35) 

Onde xn  é o cosseno diretor entre a normal e a direção x. 

Com essas substituições efetuadas escreve-se a equação (2.34) como: 

∫
Ω

••

+Ω
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dp

KKKK T
T

ss
T

T

s

TT

π

φφ mDmεDmma 29
1)1(

3
1  

( )∫
Ω

−Ω+∇∇ dghpT
ππ

π

ρ
µ
ka)(  

( ) ( ) 0=Γ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++∇++∇∫
Γ

dqghpghp TTTTT bknbkna ππ
π

ππ
π

ρ
µ

ρ
µ

 

(2.36) 

Pode-se assumir que ab −= , dado que essas são funções arbitrarias. 

Assim escreve-se a equação (2.36) como: 
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∫
Ω

••

+Ω
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dp

KKKK T
T

ss
T

T

s

TT

π

φφ mDmεDmma 29
1)1(

3
1  

( ) 0)( =Γ+Ω+∇∇ ∫∫
ΓΩ

dqdghp TT aka ππ
π

ρ
µ

 

(2.37) 

Aplicando-se agora o método dos elementos finitos nas equações (2.21) e 

(2.37), em termos de deslocamentos e poro pressões (incógnitas do problema), 

utilizando-se as transformações apresentadas em (2.38) e representando o vetor de 

poro pressões simplesmente por p determinam-se as equações de equilíbrio e 

fluxo monofásico segundo o método de elementos finitos. 

*

*

*

pNp
Buε

uNu

p

u

=

=

=

 (2.38) 

uN  e pN  são respectivamente, as funções de forma para deslocamentos e poro 

pressões, B é a matriz de compatibilidade que relaciona deslocamentos e 

deformações e o símbolo (.)* faz referência ao ponto nodal. Assim, a equação 

(2.22) é descrita por 

0
'

3

0

***

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω−Γ+Ωδ

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω+Ω−Ωδ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

Ω Γ Ω

Ω Ω Ω

d
dt

d
d

dt
dd

dt
d

dt
dd

Kdt
dd

dt
dd

TT
u

T
u

T

p
s

T
T

p
T

T
TT

σ
BtNbNu

pNmDBpmNBuBDBu

 (2.39) 

E a equação (2.37) como 

0

9
1)1(

3
1)(

*

2

*
*

=Γ+Ωρ∇
µ

∇

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φ
+−

φ−

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+Ω∇

µ
∇

∫ ∫

∫

∫∫

Ω Γ
π

π

Ω π

ΩΩ π

qdghd

dt
dd

KKK

dt
dd

K
d

TTT

pT
T

ss

T

T
T

s

TT
p

T

aka

pNmDma

uBDmmapNka

 (2.40) 

O método de Galerkin pode ser aplicado na equação (2.40), dessa maneira 

substituem-se as funções a pelas funções de forma uN  ou pN . 
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0
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1)1(

3
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∫

∫∫

Ω Γ
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π

Ω π
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dd

KKK

dt
dd

K
d

T
p

TT
p

pT
T

ss

T
p

T
T

s

TT
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T
p

NkN

pNmDmN

uBDmmNpNkN

 (2.41) 

 

2.6.2. Acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico 
 

2.6.2.1. Formulação em elementos finitos das equações 
governantes 
 

A partir da equação (2.10), a velocidade de p pode ser expressa da seguinte 

forma 
•••••

+++= nwnwnwnwwwww pSpSpSpSp  (2.42) 

Considerando a definição de pressão capilar e assumindo como variáveis do 

problema de fluxo bifásico a pressão de fluido da fase não molhante e o grau de 

saturação da fase molhante, escreve-se 

cwcwnw pSpSpp
••••

+−=  (2.43) 

Com essas considerações, descrevem-se a partir de (2.21) e (2.29) a 

equações de equilíbrio e a equação de fluxo bifásico. A equação de equilíbrio sob 

formulação de elementos finitos é dada por (2.44) 
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 (2.44) 

As transformações utilizadas são as apresentadas em (2.38) e o símbolo (.)* faz 

referência ao ponto nodal. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Formulação determinística para problemas de acoplamento fluido mecânico  

44

A equação de fluxo para fase não molhante pode ser expressa como 
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 (2.45) 

Utilizando-se a condição apresentada em (2.34) para solução do problema de 

valor de contorno e o teorema de Green para descrever a parcela com derivada 

segunda, reescreve-se (2.45), eliminando o símbolo (.)* por simplificação da 

notação, como 
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 (2.46) 

Fazendo-se ab −=  e utilizando as transformações apresentadas em (2.38), a 

equação para o fluxo da fase não molhante sob formulação de elementos finitos é 

descrita por 
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A equação para saturação da fase molhante é obtida de maneira análoga, sendo 

descrita por 
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(2.48) 

 

 Como se verificou, empregou-se para formulação em elementos finitos o 

método de Galerkin. Para a equação da pressão a formulação de Galerkin é 

suficiente para se obter uma aproximação razoável da solução. Entretanto, devido 
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às características da equação da saturação (equação parabólica-hiperbólica), a 

formulação de Galerkin pode se mostrar instável, apresentando oscilações 

numéricas em problemas que apresentam grandes velocidades. De acordo com 

Brooks e Hughes (1982), para que essas possíveis oscilações não ocorram 

empregam-se métodos que utilizam uma formulação estabilizada, refina-se a 

malha de elementos finitos ou se controlam os incrementos de tempo. 

 Para formulação estabilizada, geralmente utilizam-se métodos da família 

Petrov-Galerkin. Dentre esses se destaca o método SUPG (Streamline 

Upwind/Petrov-Galerkin), apresentado numa série de trabalhos desenvolvidos por 

Hughes e outros, se destacando os trabalhos que apresentam a generalização do 

SUPG, Hughes e Mallet (1986) e onde se demonstra a convergência do método, 

Hughes et al (1987).  

 No presente estudo, para se evitar possíveis oscilações se utilizará malhas 

suficientemente refinadas ou incrementos de tempo pequenos. 

 

2.7.Discretização no tempo 
 

Para solução do problema de valor inicial , Lewis e Schrefler (1998), 

sugerem a utilização de um esquema em diferenças finitas. Sendo T}{ pu=q  

para fluxo monofásico, T
wnw }{ Spu=q  para fluxo bifásico e 

tttt
t

∆−= ∆+
•θ+

/)( qqq . Utiliza-se o método trapezoidal generalizado para 

discretização no domínio do tempo, assim: 

qqq tttt ∆++ +−= θθθ )1(  (2.49) 

Onde t∆  é o tamanho do passo de tempo, qt  e qtt ∆+  correspondem ao 

vetor q  nos instantes t  e tt ∆+  respectivamente e θ  é um parâmetro de 

integração limitado por 10 ≤≤θ . 

 

2.7.1. Propriedades numéricas da discretização no tempo 
 

A escolha do parâmetro de integração θ  deve ser tal que garanta as 

condições de consistência e estabilidade da solução. Faz-se a seguir, de acordo 
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com Hughes (1977), um estudo sobre esse parâmetro para um problema quase 

estático não linear, descrito de forma compacta pela equação seguinte. 

CXBXA θ+θ+θ+
•θ+

θ+ =θ+θ ttt
t

t )()(  (2.50) 

A e B são matrizes de coeficientes e X um vetor de incógnitas. Assumi-se 

que a solução da equação (2.50) pode ser dada por 

yψX θθ ++ = tt  (2.51) 

•+•+

= yψX
θθ tt

 (2.52) 

Sendo ts
i

iey = , is =constante e ψ  um conjunto de autovetores da matriz 

BA θθ +−+ tt 1 . Substituindo X e 
•

X  dados em (2.51) e (2.52) na equação (2.50) e a 

premultiplicando por Tψ , tem-se: 

CψyψBψyψAψ θθθ
θ

θ θθ +++
•+

+ =+ tTttT
t

tT )()(  (2.53) 

A partir da equação (2.53) pode-se representar o problema, para um grau de 

liberdade, da seguinte maneira 

i
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i
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i
tt

i

t

myXy θθθθ
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λ ++++
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=+ )(  (2.54) 

Onde λθ+t  é o maior autovalor da matriz BA θθ +−+ tt 1 . Descrevendo-se (2.54) sob 

a forma sugerida no item referente à discretização no tempo, tem-se 
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 (2.55) 

Após essas considerações, a seguinte forma de recorrência pode ser escrita 
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Para estabilidade da solução é requerido que 

1
1

)1(1
≤

∆+
∆−−
+

+

λθ
λθ

θ

θ

t

t

t
t  (2.57) 

Para 5,0≥θ  o algoritmo de integração é incondicionalmente estável, tanto para 

problemas lineares quanto para não lineares. Para 5,0=θ  tem-se precisão de 

segunda ordem. No caso de 5,0<θ , o algoritmo em questão é 

incondicionalmente estável se 
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)21(
2
θ

λθ
−

≤∆+ tt  (2.58) 

A partir dessas observações será utilizado nesse trabalho 5,0=θ . 
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3  
Análise não linear 
 

3.1. Introdução 
 

Descrevem-se nesse capítulo aspectos sobre análise não linear (análise não 

linear local e análise não linear global). Apresenta-se o problema não linear local 

como um problema de programação matemática. Os modelos constitutivos 

adotados para fase sólida e o modelo constitutivo utilizado para descrição da 

permeabilidade relativa são descritos nesse capítulo. Por fim, alguns aspectos 

sobre análise não linear global são apresentados. 

 

3.2. Análise não linear local (modelos constitutivos e análise 
elastoplástica) 
 

Apresentam-se neste item alguns conceitos para o entendimento da análise 

não linear local, análise elastoplástica, assim como se descrevem os modelos 

constitutivos adotados nesse trabalho (modelo de Mohr Coulomb e modelo de 

Von Mises). 

 

3.2.1. Princípio da máxima dissipação plástica 
 

O princípio da máxima dissipação plástica é atribuído a Von Mises e Taylor, 

sendo posteriormente considerado por outros autores como Mandel (1964) e 

Lubliner (1984,1986), apud Simo (1997). O princípio da máxima dissipação 

plástica é a base da formulação matemática das leis de evolução da teoria da 

plasticidade e está fundamentada na hipótese de que a deformação plástica se dá 

de modo que a energia dissipada seja máxima. A plastificação é um processo 

dissipativo irreversível, ou seja, há perda de energia do sistema. O princípio da 

máxima dissipação plástica, PMDP, pode ser posto da seguinte maneira: para uma 
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dada taxa de deformação plástica 
•
pε  e uma taxa de variação das variáveis 

internas 
•

a , entre todos os estados finais ),( ∗∗ aσ  admissíveis, o estado real ),( aσ , 

é o que leva a máxima dissipação plástica.  

Para descrição matemática do PMDP parte-se do conceito de energia de 

dissipação plástica, dado como sendo a taxa de variação da energia interna em 

relação às variáveis plásticas com o sinal trocado. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

−=
••••

a
a

ε
ε

aaεεε
pp

p

ep
p WW),,,,(pD  (3.1) 

A energia interna de um sistema em repouso, é composta por duas parcelas: 

uma parcela de energia capaz de realizar trabalho, energia livre e uma parcela de 

energia proveniente de um processo térmico. A energia livre, pode por sua vez, 

ser representada pela decomposição aditiva de uma parcela elástica e outra 

plástica. De forma semelhante, as deformações totais também podem ser assim 

representadas. 

pe WWW += e pe εεε +=  (3.2) 

Diz-se que a energia de deformação elástica )( eee WW ε=  e que a parcela 

plástica )(app WW = , é função somente das variáveis internas. Assim, é possível 

escrever 

)()()()( aεεaε ppepee WWWWW +−=+=  (3.3) 

Dessa maneira representa-se a dissipação plástica como 
••••

∂
∂

−
∂

−∂
−= a

a
ε

ε
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pp

p

pep
p WW )(),,,,(pD  (3.4) 

Do conceito do tensor de tensões elástico e, utilizando-se a regra da cadeia, pode-

se escrever 

p

e

e

p

p

e

e

pe WWW
εε

ε
εε

εεσ
∂
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−=
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Assim, a dissipação plástica pode ser rescrita como 
••••

∂
∂

−= a
a

εσaaεεε
ppp

p W),,,,(pD  (3.6) 

Para facilitar a aplicação dos métodos de programação matemática utilizados para 

solução dos problemas de otimização, se escreve o PMDP como 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Análise não linear  

51

0),(:
),(:

≤aσ
aσ

Fsujeito
Minimizar p-D

 (3.7) 

A restrição ),( aσF  é neste problema igual à função de escoamento, descrita 

segundo algum modelo constitutivo condizente com o material do domínio 

analisado. O problema de minimização com restrições pode ser escrito como um 

problema sem restrições introduzindo-se os multiplicadores de Lagrange. A 

função de Lagrange correspondente ao problema é 

),(),,,,( ∗∗
•

∗

•
∗

••
∗∗ γ+
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+−=γ aσa
a

εσaεaσ FW ppp

L  (3.8) 

O símbolo ∗(.)  indica ser um ponto corrente que atende necessariamente as 

condições de Kuhn-Tucker. Escrevendo-se agora as condições de Kuhn-Tucker, 

condições necessárias para existência de um valor extremo, tem-se: 
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0),( ≤∗∗ aσF  (3.11) 
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∂
=

aa
G

pW  

Nota-se que as condições apresentadas acima, condições da plasticidade 

associada, surgem como conseqüência do PMDP. Da equação (3.9) tem-se a lei de 

escoamento associada, da equação (3.10) tem-se a lei de encruamento. Em (3.11) 

se verifica a condição de consistência e em (3.12) através da condição de 

complementariedade se verifica a condição de carregamento/descarregamento. 

Simo e Hughes (1997) citam que o PMDP implica em: fluxo associado no espaço 

das tensões, condição chamada de normalidade; condição de 

carregamento/descarregamento dada pela condição de complementariedade de 

Kuhn-Tucker e convexidade do espaço das tensões. 

O problema apresentado em (3.7) pode ser reescrito, de acordo com Simo 

e Hughes (1997), sob a seguinte forma 
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Onde D é o tensor constitutivo elástico, G é módulo plástico generalizado, ambos 

assumidos constantes, testeσ  é o tensor das tensões teste (geralmente assume-se o 

elástico) e σE  é o espaço das tensões admissíveis. σσDDσ 11 −− =  pode ser 

visto como uma norma da energia e aaGa 11 −− =G  como uma norma induzida 

por 1−G . Para o caso de plasticidade perfeita o segundo termo entre chaves da 

equação (3.13) é nulo, e a interpretação geométrica do problema pode ser 

representada pela Figura 3.1 

 

  σteste

Eσ

σi

σ i+1

σteste

Eσ

σi

σ i+1

 

Figura 3.1 Ilustração geométrica do conceito de projeção ao ponto mais próximo 

 

Concluindo, 1+iσ  é a projeção ao ponto mais próximo de testeσ  na superfície de 

escoamento. 

Verificou-se nas equações que descrevem o problema de acoplamento 

fluido mecânico a presença do tensor constitutivo tangente ou elastoplástico TD . 

Este pode ser avaliado da seguinte maneira 

H
FF

T
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

−= D
σσ

DDD  

h
a

Dg
σ ∂

∂
+

∂
∂

=
FFH  

(3.14) 
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Sendo g e h, respectivamente, funções que definem a direção do fluxo 

plástico e a evolução de a . Para plasticidade associada σg ∂∂= /F . 

 

3.2.2. Método de solução do problema de programação matemática 
 

Os algoritmos de programação não-linear, com ou sem restrições, são 

procedimentos iterativos em que novos pontos kx  são obtidos a partir de pontos 

correntes 1−kx  através da seguinte expressão 

dxx tkk += −1  (3.15) 

Dessa forma, os algoritmos em geral dividem-se em duas etapas principais: 

a primeira etapa é a determinação da direção de busca d e a segunda é a avaliação 

do parâmetro escalar t, que representa o tamanho do passo a ser dado ao longo da 

direção de busca. A partir da expressão (3.15) diversos algoritmos podem ser 

construídos utilizando diferentes técnicas para a determinação da direção de busca 

e do tamanho do passo. 

Nesse trabalho utiliza-se o algoritmo de Han-Powell – Programação 

quadrática seqüencial (SQP). O algoritmo de otimização de Han-Powell foi 

proposto por Han em 1976 e 1977 e por Powell em 1978, apud Eboli (1989). Este 

algoritmo utiliza a técnica de Programação Quadrática Seqüencial (SQP) através 

da solução de um subproblema quadrático (QP). 

O método SQP pode ser considerado como o resultado da aplicação do 

método de Newton à minimização de uma aproximação quadrática da função 

Lagrangiana do problema. Este método fornece a cada iteração os vetores d, para 

se fazer a correção de x e γ∆ , para correção dos multiplicadores de Lagrange. 

Para sua demonstração considera-se o seguinte problema de minimização com 

restrição de igualdade: 

0)(asujeito
)(Minimizar
=xc

xf
 (3.16) 

A função de Lagrange do problema é dada por 

)()(),( xγcxγx += fL  (3.17) 

Desenvolvendo ),( γxL∇  em série de Taylor em torno de ),( kk γx  até termos de 

primeira ordem, tem-se 
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Considerando kkk xxd −= ++ 11  e kkk γγγ −=∆ ++ 11 , aplicando-se a condição de 

estacionariedade em (3.18) no ponto ),( 11 ++ ∆++ kkkk γγdx  se obtém 
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 (3.19) 

ou, sob a forma matricial 
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 (3.20) 

Substituindo 1+kγ  por 1+∆+ kk γγ  se escreve 
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 (3.21) 

Onde kW  é a matriz Hessiana da função de Lagrange, kA  é a matriz dos 

gradientes das restrições e kg  é o gradiente da função objetivo, todos avaliados 

em kx .  

 Escrevendo-se as condições de Kuhn-Tucker do problema de programação 

quadrática (QP) 

0asujeito
2
1Minimizar

=+

+

dAc

Wdddg

Tkk

TTk

 (3.22) 

Verifica-se que essas condições são idênticas à expressão (3.21). Conclui-se dessa 

maneira que, em cada iteração k do problema original, a solução é aproximada 

pela solução do (QP), obtido pela linearização das restrições e pela expansão 

quadrática representada na função objetivo do problema definido em (3.22). 

Vanderplaats (1984) apresenta o caso de restrições de desigualdade. 

 

3.2.2.1. Etapas do algoritmo de Han-Powell 
 

Parente (2000) descreve o algoritmo Han-Powell com as seguintes etapas: 

1. Dado um ponto inicial 0x  e uma aproximação da Hessiana da função de 

Lagrange 0B  , fazer k = 0. 0B  é dada pela seguinte função: 
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IB 00 b=  (3.23) 

onde 0b  é um parâmetro definido pelo usuário do algoritmo. O número de 

reinícios da matriz B é controlado pelo parâmetro nr definido pelo 

usuário. O reinício de B serve para descartar a influência de pontos muito 

distantes do ponto corrente e também para limitar o uso de memória, 

caracterizando assim o método L-BFGS. 

2. Para k = k+1, montar e resolver o problema de programação quadrática 

QP, definido pela equação (3.22) determinando os vetores kd  e kγ . 

0
2
1

11

11

≤+

+

−−

−−

dAc

dBddg

Tkk

kTTk

asujeito

Minimizar
 (3.24) 

Onde 1−kB  é a matriz Hessiana da função de Lagrange, 1−kA  é a matriz 

dos gradientes das restrições e 1−kg  é o gradiente da função objetivo, todos 

avaliados em 1−kx . 

3. Verificar os critérios de convergência do algoritmo: 

2

1
1

)max( tolc

tol
k
i

Tk

≤

≤− dg
 (3.25) 

onde o primeiro critério representa a variação da função objetivo na 

direção d e o segundo critério verifica explicitamente o valor da restrição 

mais violada. 

4. Verificar também os critérios de parada tais como: número de avaliações 

da função objetivo e número de iterações. 

5. Se os critérios de convergência e/ou de parada não são atendidos, faz-se 

uma busca linear unidimensional para determinar o tamanho do passo t, na 

direção d de forma que o novo estimador da solução seja um ponto que 

contribua para o decréscimo da função objetivo. A busca é feita sobre a 

função de penalidade ( ϖ ), construída no intuito de impor um alto custo à 

violação das restrições. Esta função é definida por 

∑
=

+=+ϖ=ϖ
l

i
ii crftt

1
)0,max()()()( xdx  (3.26) 

onde ir  são os fatores de penalidades das l restrições ic . A busca é 

aproximada, isto é, a solução obtida não é necessariamente o mínimo de 
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)(tϖ , mas atende certo decréscimo pré-estipulado em )(tϖ  considerado 

satisfatório. 

6. Atualização da matriz kB  do subproblema quadrático através do método 

L-BFGS. 

7. Retorno à etapa 2. 

 

3.2.3. Função de escoamento (critério de Mohr Coulomb) 
 

O critério de Mohr Coulomb é um dos mais simples e utilizados em 

problemas da mecânica das rochas, sendo descrito em termos dos invariantes de 

tensões por 

Φ−θφ−θ+Φ= cos
3

cos
3

2
2

1 csensenJJsenJF D
DMC  (3.27) 

1J  representa o primeiro invariante das tensões, DJ 2  representa o segundo 

invariante das tensões desviadoras, Φ  e c (propriedades do material), são 

respectivamente o ângulo de atrito e a coesão. O ângulo θ  é dado por 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= −

2/3
2

31

2
33

3
1

D

D

J
J

senθ  onde 
66
πθπ

<<−  (3.28) 

DJ 3  representa o terceiro invariante das tensões desviadoras. 

Como se verificou anteriormente, é necessário para solução do problema 

de programação matemática o gradiente das restrições. Nesse trabalho, 

assumindo-se o caso de plasticidade perfeita obtém-se σ∂∂ /MCF  com (3.29). 

σσσσ ∂
θ∂

θ∂
∂

+
∂

∂

∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ MCD

D

MCMCMC FJ
J

FJ
J

FF 2

2

1

1

 (3.29) 

A superfície de escoamento de Mohr Coulomb tem como característica a 

presença de cantos, podendo-se com isso, dificultar a obtenção de (3.29). Por esse 

motivo, adotou-se um arredondamento da superfície de escoamento para 
029|| >θ , conforme apresentado em Owen (1980). 
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3.2.4. Função de escoamento (critério de Von Mises) 
 

O critério de Von Mises é descrito em termos do segundo invariante das 

tensões desviadoras e da tensão de escoamento do material. Esse critério é 

fundamentalmente empregado para representação de metais. 

yDVM JF σ−=
3
22 2  (3.30) 

A derivada da função de escoamento com relação às tensões é obtida da 

seguinte forma 

σσ ∂
∂

∂

∂
=

∂
∂ D

D

VMVM J
J

FF 2

2

2
2

 (3.31) 

 

3.3. Modelo constitutivo para permeabilidade 
 

No capítulo 2 apresentou-se a relação entre pressão capilar e as pressões das 

fases molhante e não molhante. Citou-se também, que num meio isotérmico a 

pressão capilar é uma função do grau de saturação. Para descrição da relação entre 

pressão capilar e grau de saturação descrevem-se curvas, denominadas curvas de 

pressão capilar, wc SP − . Algumas expressões semi-empíricas são utilizadas para 

descrição das curvas de pressão capilar sendo usualmente empregados os modelos 

de Brooks e Corey (1964), Van Genuchten (1980), Bradford e Leij (1996) e 

Assouline et al (1988 e 2000). 

Utiliza-se nesse estudo o modelo de Brooks e Corey (1964) dado por (3.32). 
β−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

d

c
e P

p
S  para dc Pp ≥  (3.32) 

dP  é a pressão de deslocamento e β  um índice relacionado ao tamanho 

dos poros. O parâmetro eS  é a saturação efetiva dada por (3.33) 

rnwrw

rww
e SS

SS
S

−−
−

=
1

 (3.33) 

Sendo rwS  a saturação residual da fase molhante e rnwS  a saturação residual 

da fase não molhante. 
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De maneira semelhante à pressão capilar, a permeabilidade relativa de cada 

fase, é função do grau de saturação do meio. As expressões habitualmente 

utilizadas para descrição da permeabilidade relativa são derivadas das equações 

das curvas wc SP − . 

Para o modelo de Brooks e Corey (1964) a permeabilidade relativa da fase 

molhante é descrita pela equação (3.34) 

( )[ ]ββ+= /32
erw Sk  (3.34) 

E a permeabilidade relativa da fase não molhante descrita pela equação (3.35) 

( )[ ])1()1( /22 ββ+−−= eernw SSk  (3.35) 

 

3.4. Análise não linear global 
 

Apresentam-se nesse item alguns aspectos sobre análise não linear global. 

De maneira geral, sendo conhecidos os campos iniciais de deslocamentos, poro 

pressões, saturações e tensões, ),,,( σSpu tttt  o problema a ser resolvido consiste 

em se determinar os respectivos campos num instante tt ∆+ , para os quais o 

resíduo seja nulo. Logicamente, o problema não linear local apresentado no item 

anterior deve ser atendido. 

Descrevem-se a seguir os vetores resíduos, inicialmente para o problema de 

acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico e posteriormente para o 

problema com fluxo bifásico. A partir disso, colocam-se os problemas conforme a 

equação de Newton apontando-se algumas formas de solução. 

 

3.4.1.Acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico 
 

Considerando-se a simplificação utilizada para discretização no tempo, 

podem-se descrever, a partir das equações (2.39) e (2.41), os resíduos para as 

equações de equilíbrio e fluxo num instante tt ∆+  numa iteração i como 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Análise não linear  

59

i

p
s

T

pT
T

TT
u

T
u

tt

i
u

tt

t
d

K

t
d

t
d

d
t

d
t

d
t

∆
Ω

−
∆

Ω+
∆

Ω

−Ω
∆

−Γ
∆

+Ω
∆

=

∫

∫ ∫

∫∫∫

Ω

Ω Ω

ΩΓΩ

∆+

∆+

pNmDB

pmNBuBDB

σBtNbN

F

T

T

3

0
'

 (3.36) 

i

s

TT
up

T

p

pT
T

ss

T

p

T
p

T
p

tt

i
p

tt

t
d

K
d

t
d

KKK

dghqd

∆
Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+θΩ∇

µ
∇

−
∆

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ φ
+−

φ−

−Ωρ∇
µ

∇+Γ

=

∫∫

∫

∫∫

ΩπΩ

πΩ

Ω
π

πΓ

∆+

∆+

uB
mD

mNpNkN

pNmDmN

kNN

F

T

3
)(

9
1)1(

)(

2  (3.37) 

Para uma notação compacta descrevem-se os resíduos num instante tt ∆+  

numa iteração i como 

)(qR itt ∆+  sendo 
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Assumindo-se um processo iterativo, e conhecendo-se as incógnitas do 

problema num instante tt ∆+  numa iteração i, fazendo-se uma expansão em série 

de Taylor até termos de primeira ordem dos vetores resíduos tem-se 
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Ou, numa representação matricial 
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Sendo os incrementos de deslocamentos e poro pressões: 
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δ
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 (3.42) 

Do sistema de equações (3.41) se obtém: 
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Onde 
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3.4.2. Acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico 
 

De maneira análoga ao apresentado para o problema de acoplamento fluido 

mecânico com fluxo monofásico trata-se agora o problema com fluxo bifásico. 

Das equações (2.44), (2.47) e (2.48) descrevem-se os resíduos para as equações de 

equilíbrio, pressão da fase não molhante e saturação da fase molhante num 

instante tt ∆+  numa iteração i 
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(3.47) 

Assim como para o caso monofásico escreve-se um vetor de resíduos. 
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E faz-se uma expansão em série de Taylor até termos de primeira ordem dos 

vetores resíduos 
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Ou, numa representação matricial 
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Sendo os incrementos de deslocamentos, poro pressões e saturações: 
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Como mostrado anteriormente as permeabilidades relativas são funções 

não lineares das poro pressões e das saturações. Desconsiderando as derivadas 

dessas parcelas em relação às incógnitas do problema obtém-se, do sistema de 

equações (3.52): 
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Onde: 

∫
Ω

Ω= dT
T BDBK  

Ω−Ω= ∫∫
ΩΩ

d
K

d p
s

Tp NmDBmNBL TT

3
 

∫
Ω

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= d

K
p p

s
T

T
c NmDmBLc 3

 

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫Ω

d
KB

S
T

T

s

T

nw

nwT
u BDmmNLnw 3

1  

Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= ∫Ω

d
KB

S
T

T

s

T

w

nwT
u BDmmNLw 3

1)1(
 

Ω∇
µ

∇= ∫
Ω

d
B

k
p

ww

rwT

p NkNHw )(  

Ω∇
µ

∇= ∫
Ω

d
B

k
p

nwnw

rnwT

p NkNHnw )(  

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

φ−−
= ∫Ω

d
KKB

S
pT

T

ssw

nwT
p NmDmNGw 29

1)1()1(
 

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

φ−
= ∫Ω

d
KKB

S
pT

T

ssnw

nwT
p NmDmNGnw 29

1)1(  

Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ φ
−= ∫Ω

d
B p

w

T
p NNOw  

Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ φ
−= ∫Ω

d
B p

nw

T
p NNOnw  

Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

φ= ∫Ω
d

Bt p
w

T
p NNMw

1  

(3.55) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Análise não linear  

64

Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

φ= ∫Ω
d

Bt p
nw

T
p NNMnw

1  

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

φ−
= ∫Ω

d
B
S

KK
p p

w

nw
T

T

ss
c

T
p NmDmNPw

)1(
9

1)1(
2  

Ω
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

φ−
= ∫Ω

d
B
S

KK
p p

nw

nw
T

T

ss
c

T
p NmDmNPnw

)(
9

1)1(
2  

Cabe salientar que as matrizes apresentadas acima são matrizes tangentes. 

Para o tratamento das condições de contorno essenciais (deslocamentos, 

poro pressões e saturações prescritas) utilizou-se o método das penalidades 

descrito por Bathe (1982). 

Os sistemas de equações (3.43) e (3.54) podem ser escritos numa forma 

compacta como a equação de Newton 

)(])([ 11 iittittitt qRH ∆+−∆++∆+ =δ qq  (3.56) 

Onde qδ  é o incremento das variáveis, H a matriz Hessiana e R o vetor dos 

gradientes.  

No método de Newton a equação (3.56) é resolvida calculando-se a matriz 

Hessiana exatamente, obtendo-se dessa forma uma convergência quadrática. O 

cálculo exato da matriz Hessiana pode ter um custo computacional elevado, 

principalmente em problemas com muitas variáveis. Para contrapor essa 

característica os métodos Quase Newton apresentam-se como alternativa. Nesses 

métodos, uma aproximação da Hessiana, ou de sua inversa, é construída a partir 

dos valores dos gradientes ao longo das iterações. Esses métodos, dos quais o 

BFGS é o mais popular, são amplamente utilizados. 

O sistema de equações (3.54) tem por sua vez, uma matriz não simétrica, 

devido essa característica, o método BFGS não pode ser empregado, dado que a 

atualização da inversa da matriz Hessiana no método BFGS, constrói por 

definição matrizes simétricas. 
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4 
Procedimentos de solução 
 

De acordo com Lewis e Schrefler (1998), os problemas de acoplamento 

fluido mecânico podem ser resolvidos através de estratégias acopladas ou 

desacopladas. As soluções acopladas dividem-se em soluções totalmente 

acopladas e soluções particionadas. Nesse trabalho as soluções desacopladas não 

serão estudadas. Estudos referentes a soluções desacopladas são encontrados em 

Corapcioglu (1984).  

Apresentam-se a seguir duas estratégias de solução acopladas. A primeira 

totalmente acoplada, e designada nesse trabalho pelo mesmo nome e a segunda 

particionada, conhecida como procedimento staggered. De maneira geral, os 

resultados obtidos com esses procedimentos são similares, já, o esforço 

computacional requerido pode ser bastante diferente. A escolha do procedimento 

mais adequado de solução depende das características do problema, fluxo 

monofásico ou bifásico, problema mecânico linear ou não linear, número de 

equações envolvidas, etc. Alguns comentários a respeito desses aspectos serão 

apresentados nesse capítulo do trabalho. 

 

4.1.Procedimento totalmente acoplado 
 

Quando se resolve os sistemas de equações como apresentados em (3.43) 

ou (3.54), diz-se que as soluções são totalmente acopladas. A esse respeito, 

verifica-se para o problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo 

monofásico, um sistema de equações algébricas resultante da discretização, 

simétrico. Nota-se também, que a matriz H  é constante no tempo, uma vez que na 

descrição no modelo físico a permeabilidade e a viscosidade dinâmica são 

constantes. A matriz K, pode ser constante ou não, dependendo do 

comportamento do meio, elástico, plástico, etc. 
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Considerando essas características, para a solução de problemas 

governados por equações lineares e com um número de equações relativamente 

pequeno, os métodos de solução direta (decomposição LU, decomposição de 

Choleski, Gauss entre outros) são atrativos. Entretanto, em problemas não lineares 

o uso de um método direto pode ser antieconômico pois, dependendo do método 

de solução do problema não linear o sistema algébrico terá que ser resolvido 

diversas vezes. Além disso, visando uma solução mais precisa, pode-se utilizar 

um maior número de pontos nodais, o que resulta na solução de um número maior 

de equações algébricas. O número de equações algébricas também cresce 

substancialmente quando a dimensão do problema passa do espaço bidimensional 

para o tridimensional. 

Como alternativa ao uso de métodos diretos podem ser utilizados métodos 

iterativos. Métodos iterativos consistem em aplicações repetidas de um algoritmo 

utilizando duas etapas: (1) prever, (2) corrigir. Uma vantagem desses métodos é a 

menor necessidade de armazenamento requerida. Todavia, diferentes métodos 

iterativos implicarão em diferentes números de iterações com base numa mesma 

malha, ou seja, uns convergirão mais rapidamente que outros. Além disso, o 

número de iterações necessário para convergência, cresce com o número de 

equações algébricas do sistema. 

Dentre os métodos iterativos destaca-se o método do gradiente conjugado, 

que busca a direção de maiores variações e caminha nesta direção para otimizar a 

velocidade de convergência. Habitualmente, para melhorar o método, empregam-

se aceleradores, geralmente pré-condicionadores. O método multigrid também é 

muito utilizado, podendo ser uma alternativa bastante eficiente. 

Para o problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico o 

sistema de equações algébricas resultante da discretização é não simétrico. O 

método do gradiente bi-conjugado estabilizado, apresentado por Van der Vorst 

(1992), é amplamente utilizado para solução desse tipo de sistema de equações, 

sendo esse utilizado nesse trabalho. Diferente do verificado para o problema com 

fluxo monofásico, no problema com fluxo bifásico a permeabilidade varia no 

tempo, pronunciando ainda mais a não linearidade do problema. 
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4.2. Procedimento stagerred 
 

As formas particionadas de solução podem ser alternativas interessantes 

para problemas acoplados. O staggered é um exemplo de procedimento de 

solução particionada. Lewis e Schrefler (1998), Simoni e Schrefler (1991), Turska 

e Schrefler (1992) e Ferreira (1996) apresentam alguns estudos sobre a utilização 

desse procedimento para solução de problemas de acoplamento fluido mecânico. 

Nesses estudos, mostra-se que o procedimento staggered apresenta resultados 

equivalentes aos obtidos com o procedimento totalmente acoplado. 

Ferreira (1996) realizou uma série de comparações a respeito do esforço 

computacional requerido por cada procedimento de solução na análise de 

problemas de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico e material com 

comportamento elástico linear. Para essa classe de problemas evidenciou-se que, o 

esforço computacional despendido no procedimento staggered é superior ao 

requerido no procedimento totalmente acoplado. Esse tipo de constatação pode ser 

esperado, uma vez que para essas condições as matrizes são constantes no tempo. 

Lewis e Schrefler (1998), Simoni e Schrefler (1991), Turska e Schrefler 

(1992), citam que o esforço computacional no procedimento staggered pode ser 

inferior ao necessário no procedimento totalmente acoplado, entretanto, não é 

explicitado para quais casos ou condições essa característica é verificada. 

Ao se utilizar o procedimento staggered é possível se obter problemas que 

isoladamente são melhor compreendidos e com soluções mais simples do que os 

obtidos com o procedimento totalmente acoplado. Além disso, procedimentos de 

solução de sistemas de equações, diferentes dos utilizados nos problemas 

totalmente acoplados podem ser empregados. Para se confirmar essa afirmativa, 

apresentam-se a seguir os procedimentos adotados nesse trabalho para solução dos 

problemas de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico e fluxo 

bifásico, com a utilização do procedimento staggered. 

 

4.2.1. Procedimento staggered para o problema de acoplamento 
fluido mecânico com fluxo monofásico 
 

Para a equação de equilíbrio do problema com fluxo monofásico tem-se: 
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)},,({}]{[ 11 tt ittitti
u

ttitt +∆+∆+∆++∆+ ∆=δ puFuK  (4.1) 

E para a equação de fluxo: 

)},,({}]{[ 11 ttt ittitti
p

ttitt puFpGH ∆++∆+∆++∆+ ∆=δ+θ∆  (4.2) 

Verifica-se nos sistemas de equações (4.1) e (4.2) que os valores de u  e p  

são conhecidos no passo de tempo anterior e que para se avaliar o sistema de 

equações (4.1) os valores de 1+∆+ itt p  são fixos e para se avaliar o sistema de 

equações (4.2) os valores de 1+∆+ itt u  são fixos. 

Adotando os campos de deslocamentos e poro pressões para verificação da 

convergência da solução, descreve-se um algoritmo para solução do problema 

num instante tt ∆+ , como: 

Instante tt ∆+  

Estimativa inicial pp ttt =∆+  
Etapa 1 

Procedimento staggered iteração: j+1 Etapa 2 

Avalia-se 1+ju  com (4.1)e verifica-se a convergência dos deslocamentos 

com: toljtt

jttjtt

≤
−
+∆+

∆++∆+

||
||||

1

1

u
uu  

Etapa 3 

Com o vetor u  obtido na etapa 3 avalia-se 1+jp  com (4.2)e verifica-se a 

convergência das poro pressões com:

 

toljtt

jttjtt

≤
−
+∆+

∆++∆+

||
||||

1

1

p
pp  

Etapa 4 

Se as desigualdades das etapas 3 e 4 não forem atendidas, retorna-se a 

etapa 2 com os valores atualizados de p. 

Caso contrário, faz-se j=0 e um novo passo se inicia na Etapa 1. 

Etapa 5 

De acordo com o modelo físico empregado e o procedimento de solução 

apresentado nesse trabalho o sistema de equações (4.1) é não linear, enquanto o 

sistema de equações (4.2) é eminentemente linear. Já, no procedimento totalmente 

acoplado, em decorrência da não linearidade do problema mecânico, todo o 

problema é não linear. 
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4.2.2. Procedimento staggered para o problema de acoplamento 
fluido mecânico com fluxo bifásico 
 

Para o problema com fluxo bifásico adotou-se a seguinte estratégia de 

solução: particionou-se o problema em duas partes, problema mecânico e 

problema de pressão-saturação.  

Conhecendo-se as incógnitas do problema num instante t, tem-se para a 

equação de equilíbrio: 

)},,,({}]{[ 111 tt i
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nw
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ttitt +∆++∆+∆+∆++∆+ ∆=δ SpuFuK  (4.3) 

Sendo ),,,( 11 ti
w
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nw

ttitti
u

+∆++∆+∆+ SpuF  obtido com (3.45). 

Para as equações de pressão da fase não molhante e saturação da fase 

molhante, tem-se: 
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 (4.4) 

Nota-se que para a solução do sistema de equações (4.3) os valores de 
1+∆+ i

nw
tt p  e 1+∆+ i

w
tt S  são fixos. Já, para a solução do sistema de equações (4.4) 

fixam-se os valores de 1+∆+ itt u . 

Adotando os campos de deslocamentos e saturações da fase molhante para 

verificação da convergência da solução, descreve-se um algoritmo para solução do 

problema num instante tt ∆+ , como: 

Instante tt ∆+  

Estimativa inicial nw
t

nw
tt pp =∆+  e w

t
w

tt SS =∆+  
Etapa 1 

Procedimento staggered iteração: j+1 Etapa 2 

Avalia-se 1+ju  com (4.3) e verifica-se a convergência dos 

deslocamentos com: toljtt

jttjtt

≤
−
+∆+

∆++∆+

||
||||

1

1

u
uu  

Etapa 3 

Com o vetor u  obtido na etapa 3 avalia-se 1+j
nwp  e 1+j

wS com (4.4) e 

verifica-se a convergência das saturações da fase molhante com:

 

Etapa 4 
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tolj
w

tt

j
w

ttj
w

tt

≤
−
+∆+

∆++∆+

||
||||

1

1

S
SS  

Se as desigualdades das etapas 3 e 4 não forem atendidas, retorna-se a 

etapa 2 com os valores atualizados de nwp  e wS  

Caso contrário, faz-se j=0 e um novo passo se inicia na Etapa 1. 

Etapa 5 

Nota-se no problema com fluxo bifásico, que os sistemas de equações (4.3) 

e (4.4), são sistemas não lineares. Ao se resolver (4.3) isoladamente é possível 

utilizar algum procedimento de solução para sistemas simétricos. Para o sistema 

de equações (4.4) se faz necessário um procedimento de solução de sistemas não 

simétricos. No caso da solução totalmente acoplada todo sistema de equações é 

não simétrico.  

Outra observação importante, que agrega vantagens ao procedimento de 

solução particionado, é verificada com a maior flexibilidade para imposição de 

condições de contorno. Por exemplo, pode-se desejar impor uma condição de 

contorno de vazão, que por sua vez, irá gerar valores de pressões e saturações 

dependentes da condição de contorno de vazão imposta. Com essa condição, não 

se conhece a priori os valores de pressões e saturações, que são necessários para 

correta descrição do problema mecânico. Ou seja, numa estratégia totalmente 

acoplada essa característica geraria uma dificuldade adicional. Entretanto, numa 

solução particionada essa dificuldade é transposta com mais facilidade, pois, a 

cada solução do problema de fluxo as pressões e saturações são atualizadas e suas 

influências no problema mecânico podem ser facilmente consideradas. 

Nos procedimentos anteriormente apresentados, a tolerância estimada para 

verificação da convergência deve ser pequena o suficiente para gerar resultados 

semelhantes aos obtidos com a solução totalmente acoplada. A adoção de valores 

excessivamente pequenos para tol pode propiciar uma perda na eficiência 

computacional (mais tempo para análise), em contra partida, valores grandes para 

tol, podem gerar respostas com erros significativos. 

No procedimento staggered, para solução dos problemas isolados, deve-se 

levar em conta todos os comentários a respeito dos métodos de solução de 

sistemas de equações apresentados no item sobre o procedimento totalmente 

acoplado, além dos apontamentos referentes à solução do problema não linear 

global. Por exemplo, ao se resolver o problema com fluxo bifásico com o 
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procedimento staggered é possível utilizar o método BFGS para solução da 

equação de equilíbrio. Já, para solução totalmente acoplada, devido a não simetria, 

esse método não pode ser empregado. 
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5 
 Exemplos de análise determinística 
 

5.1. Introdução 
 

Para validação dos modelos numéricos determinísticos e comparações entre 

os procedimentos de solução, são efetuadas análises de quatro exemplos. O 

primeiro exemplo refere-se ao adensamento unidimensional e trata por sua vez do 

problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico com 

comportamento elástico linear. A simplicidade desse problema leva a uma solução 

analítica também simples, descrita por Detournay e Cheng (1993) e amplamente 

difundida e utilizada para validação do problema de acoplamento em questão. O 

segundo exemplo trata do mesmo problema de acoplamento, entretanto para o 

caso específico de poço de petróleo. Para esse problema a solução analítica 

proposta por Detournay e Cheng (1988), utilizada para comparações, não é 

simples e bem estabelecida como no problema de adensamento unidimensional, 

mas é também muito utilizada. O detalhamento dessa solução não é apresentado, 

sendo o mesmo encontrado na referência citada ou em outros trabalhos como no 

de Silvestre (2004). Os resultados e os dados desse exemplo serão empregados 

para comparações nos capítulos subseqüentes desse trabalho. Esse exemplo será 

utilizado para efetuar algumas comparações a cerca dos procedimentos de solução 

dos problemas de acoplamento fluido mecânico. O terceiro exemplo apresentado 

refere-se ao problema de fluxo bifásico unidimensional (coluna de solo rígida). 

Uma solução analítica desse problema é sugerida por McWhorter e Sunada (1990) 

e utilizada na validação dos resultados numéricos obtidos por Kueper e Frind 

(1991). No presente trabalho a solução analítica proposta por McWhorter e 

Sunada (1990) não é detalhada, utilizando-se para as comparações, os resultados 

analíticos obtidos com essa solução, apresentados por Kueper e Frind (1991). A 

ausência de uma solução analítica bem estabelecida, para o problema de 

acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico, faz com que não sejam 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



Exemplos de análise determinística  73

apresentados exemplos de validação desse problema. A análise de um problema 

de acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico, exemplo 4 será apresentada 

para comparação dos procedimentos de solução desse tipo de problema. Nos 

exemplos analisados, onde se faz necessário, utiliza-se o método L-BFGS.  

 

5.2. Exemplo 1: adensamento unidimensional 
 

Considera-se uma coluna poroelástica de altura L, sobre uma base rígida e 

impermeável, Figura 5.1. Assume-se para o material a condição de isotropia e 

considera-se o meio poroso completamente saturado por um único fluido. Aplica-

se no topo desta coluna, sob condições drenadas, um carregamento constante *p . 

As condições de contorno para o modelo são: )(* tHpxx =σ , sendo )(tH  uma 

função delta de Dirac; 0=p  em x = 0; 0=xu  e 0=
∂
∂

x
p  em x = L. 

 

p*p*

 
Figura 5.1 Coluna poroelástica. 

 

Para a consideração de tensão constante, a equação da difusividade para 

pressão de poros é dada por: 

02

2

=
∂
∂

−
∂
∂

x
pc

t
p  

)1()21(
))(1(2

22
u

ukG
c

ννα
ννν

−−
−−

=  
(5.1) 
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Sendo c o coeficiente de difusividade. 

Na expressão anterior G é o módulo de elasticidade transversal, k é a 

permeabilidade do meio, ν  e uν  são os coeficientes de Poisson drenado e não 

drenado respectivamente e, α  o coeficiente de Biot, que é expresso da seguinte 

forma: 

s

T

K
K

−=1α  (5.2) 

TK  é o módulo volumétrico de todo o esqueleto e sK , dos grãos. O coeficiente de 

Poisson não drenado pode ser representado como: 

)3(2
23
GK
GK

u

u
u +

−
=ν  (5.3) 

Onde uK , módulo volumétrico não drenado, é obtido por: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ+φ−αα−

α
+=

π

π

KK
K

KKu ))(1(
1

2

 (5.4) 

Sendo πK  o módulo volumétrico do fluido e φ  a porosidade. 

A pressão de poros gerada instantaneamente após o carregamento, up , é obtida 

com as seguintes expressões: 

GS
ppu

*η
=  

)1(2
)21(

ν
ναη

−
−

=  

)1(
)1(3

u

u

G
S

νβ
νη
+
−

=  

 

(5.5) 

Onde β  representa o coeficiente de Skempton, obtido por: 

[ ] KK
K

φ+α−φ−α
α

=β
π

π

)1(
 (5.6) 

Usualmente os campos de deslocamento e pressões são representados em 

termos da coordenada normalizada 
L
x

=χ  e do tempo adimensional 24L
ct

=τ . A 

solução da equação (5.1), após aplicação das condições de contorno é expressa da 

seguinte forma: 
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[ ]),(1 1

*

τχη F
GS
pp −=  (5.7) 

Com: 

)(

,...3,1
1

22

2
41),( τππχ
π

τχ m

m
emsen

m
F −

∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  (5.8) 

Já, o deslocamento xu  pode ser expresso em duas parcelas, uma referente 

ao deslocamento elástico não drenado inicial, u
xu , e outra dependente do tempo, 

xu∆ . 

)1(
)1(2
)21(*

χ
ν
ν

−
−
−

=
u

uu
x G

Lp
u  

),(
)1)(1(2

)(
2

*

τχ
νν
νν

F
G

Lp
u

u

u
x −−

−
=∆  

(5.9) 

Com: 

( ))(

,...3,1
222

22

1
2

cos8),( τππχ
π

τχ m

m
em

m
F −

∞

=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑  (5.10) 

No modelo numérico, para geração da malha de elementos finitos, 

utilizam-se elementos isoparamétricos de 4 nós (bi-lineares), com igual 

interpolação para deslocamentos e poro pressões ( pu NN = ) e integração 

numérica com quadratura de Gauss de 2x2 pontos. Considera-se também para o 

modelo, estado plano de deformações e material com comportamento elástico 

linear. O incremento de tempo utilizado é de 1 segundo. 

 Os dados utilizados no exemplo de adensamento unidimensional são 

descritos na Tabela 5.1: 

 
Tabela 5.1 Dados da coluna poroelástica 

Parâmetros Valor 
G (MPa) 6000.00 

ν  0.20 
sK (MPa) 36000.00

πK (MPa) 2887.00 
φ  0.19 

k ( 2m ) 1.90E-13
πµ (MPa s) 1.00E-9 

*p (MPa) 1.00 
L (m) 7.0 
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As Figura 5.2 e Figura 5.3 apresentam os resultados obtidos para poro 

pressão na base da coluna ao longo do tempo e poro pressão ao longo da coluna 

para diferentes instantes. A Figura 5.4 mostra os resultados para os deslocamentos 

no topo da coluna ao longo do tempo. Verifica-se a concordância dos resultados 

obtidos pelos métodos numéricos com a solução analítica do problema. Salienta-

se que os resultados numéricos obtidos com os procedimentos totalmente 

acoplado e staggered foram idênticos.  
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Figura 5.2 Poro pressão na base da coluna poroelástica  
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Figura 5.3 Poro pressão ao longo da coluna poroelástica 
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Figura 5.4 Deslocamento no topo da coluna poroelástica 

 

5.3. Exemplo 2: poço vertical  
 

Em continuidade a verificação dos resultados obtidos com os procedimentos 

numéricos sugeridos, faz-se a analise de um poço vertical. O material do meio 

poroso comporta-se segundo regime elástico linear, é considerado isotrópico e 

completamente saturado por um único fluido. O meio está submetido a um estado 

de tensões e poro pressões inicias. O processo de perfuração do poço é modelado 

considerando que a escavação é realizada instantaneamente. 

A solução analítica, proposta por Detournay e Cheng (1988), é utilizada 

para comparação dos resultados obtidos com a análise numérica. Na solução 

analítica as equações acopladas são resolvidas usando o espaço de transformada 

de Laplace, assumindo o estado de deformações planas para o plano perpendicular 

ao eixo do poço. 

Para modelagem numérica do problema, utilizam-se elementos finitos 

isoparamétricos de 4 nós (bi-lineares), com igual interpolação para deslocamentos 

e poro pressões ( pu NN = ), integração numérica com quadratura de Gauss de 2x2 

pontos e a condição de estado plano de deformações. A malha de elementos 

finitos é composta 4800 elementos e 4960 nós. A Figura 5.5 mostra a malha de 
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elementos finitos utilizada na análise numérica. O detalhe apresentado nessa 

figura corresponde à região próxima ao poço. O ângulo β  será utilizado como 

referência para apresentação de alguns resultados. O diâmetro do poço é de 0,20 m 

e os demais dados do problema apresentam-se na Tabela 5.2. Os resultados 

apresentados referem-se aos obtidos para um ângulo 00=β . 

 

 
Figura 5.5 Malha de elementos finitos e detalhe do poço vertical 

 
Tabela 5.2 Dados do poço vertical 

Parâmetros Valor 
G (MPa) 6000.00 

ν  0.20 
sK  (MPa) 38000.00

πK  (MPa) 2884.00 
φ  0.19 

k (m2) 1.90E-15
πµ (MPa s) 1.00E-9 

xx0σ  (MPa) -30.00 

yy0σ  (MPa) -50.00 

0p  (MPa) 15.00 
Na Figura 5.6 a distribuição de poro pressões corresponde aos resultados 

obtidos com as analises numérica e analítica para diferentes instantes. Verificam-

se com essas respostas resultados muito semelhantes.  
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Similarmente, na Figura 5.7 a distribuição de tensão total yyσ , no instante 

10 segundos é apresentada. Os resultados obtidos nesse caso também são bastante 

semelhantes. Esse mesmo comportamento se verifica em para outros tempos de 

análise. 
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Figura 5.6 Poro pressões, solução analítica x solução numérica 
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Figura 5.7 Tensão total yyσ , solução analítica x solução numérica 
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5.3.1. Comparação entre os procedimentos de solução 
 

No capítulo anterior citou-se que, embora as respostas obtidas com os 

procedimentos de solução, totalmente acoplado e staggered sejam semelhantes, o 

tempo para análise, requerido por cada procedimento, pode ser distinto. Essas 

diferenças são geradas por diversos fatores, como número de equações a serem 

resolvidas e número de vezes que serão resolvidas nos procedimentos iterativos 

para solução dos problemas não lineares, entre outros.  

Considerando-se o fato do procedimento de solução totalmente acoplado ser 

comprovadamente mais eficiente para solução dos problemas lineares, faz-se a 

análise do exemplo 2 considerando o material com comportamento elástico 

perfeitamente plástico condicionado ao critério de Mohr Coulomb. O ângulo de 

atrito Φ  assumido é igual a 030  e a coesão igual a 10 (MPa). Para se avaliar o 

comportamento dos procedimentos para diferentes níveis de não linearidade, 

consideram-se 3 diferentes valores de pressão interna PI, aplicadas na parede do 

poço. Para uma pressão interna igual a 5 (MPa) tem-se uma região plastificada 

relativamente grande, sendo essa região muito inferior para uma pressão interna 

de 20 (MPa) e nula (problema linear) para uma pressão interna de 35 (MPa). A 

Figura 5.8 mostra a região plastificada para os dois primeiros casos após 60 

segundos de análise.  

Para efetuar uma comparação dos resultados obtidos para números 

diferentes de equações a serem resolvidas, adota-se para um primeiro caso (caso 

A), 14880 graus de liberdade (Ngl) e para um segundo caso (caso B) 7533 graus 

de liberdade. Nas tabelas seguintes (Tabela 5.3 e Tabela 5.4) apresentam-se os 

valores obtidos para o tempo relativo de análise desses problemas. 

 
Tabela 5.3 Procedimento e tempo relativo de análise para o caso A 

  Procedimento e tempo relativo de análise 
Caso PI (MPa) Totalmente acoplado staggered 

5 1.00 0.83 
20 0.60 0.58 A 
35 0.11 0.34 
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Tabela 5.4 Procedimento e tempo relativo de análise para o caso B 

  Procedimento e tempo relativo de análise 
Caso PI (MPa) Totalmente acoplado staggered 

5 1.00 0.87 
20 0.56 0.59 B 
35 0.08 0.33 

 

Com base nos resultados apresentados constata-se que o procedimento 

staggered mostra-se mais eficiente para a condição de não linearidade mais 

acentuada. Uma redução considerável no tempo de análise foi obtida com esse 

procedimento, sendo essa redução mais significante para o problema com um 

número de graus de liberdade maior. Para uma pressão interna de 20 (MPa) o 

tempo de análise requerido pelos dois procedimentos de análise foi muito 

semelhante. O tempo necessário com o procedimento staggered no problema com 

14880 graus de liberdade foi ligeiramente inferior ao necessário pelo 

procedimento totalmente acoplado. No problema com 7533 graus de liberdade o 

tempo de análise do procedimento staggered foi um pouco superior ao verificado 

com o procedimento totalmente acoplado. Já, no último caso (problema linear), 

confirmando a afirmativa exposta anteriormente, o procedimento totalmente 

acoplado mostrou-se muito mais eficiente para solução do problema.  

 

(a) (b)(a) (b)  
Figura 5.8 Região plastificada para PI =5 (MPa) (a) e PI =20 (MPa) (b) 

 

Com base nos resultados obtidos no decorrer desse trabalho, se verificou 

que geralmente, em problemas não lineares, o procedimento staggered apresenta-

se mais eficiente que o procedimento totalmente acoplado. Essa eficiência tende a 

crescer à medida que o numero de graus de liberdade e as não linearidades dos 

problemas crescem. 
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5.4.Exemplo 3: fluxo bifásico unidimensional 
 

Considera-se uma coluna de solo rígida, Figura 5.9, na qual se injeta um 

fluido não molhante em uma de suas extremidades. A coluna de solo está 

submetida a uma condição inicial de 1=wS  e as seguintes condições de contorno: 

525.0=wS  para mx 0=  e 0>t ; 0=wp  para mx 10=  e 0>t . 

 

Solo

10 m

Solo

10 m  
Figura 5.9 Coluna de solo sob fluxo bifásico 

 

Na Tabela 5.5, apresenta-se os dados do problema. O modelo de Brooks e 

Corey (1964) é utilizado para descrição da curva wc SP − . O tempo total de 

análise é de 900000 segundos e as comparações dos resultados obtidos para a 

saturação da fase molhante em diferentes instantes apresentam-se na Figura 5.10. 

No modelo numérico, para geração da malha de elementos finitos, utilizam-

se 320 elementos isoparamétricos de 4 nós (bi-lineares), distribuídos 

uniformemente, com integração numérica com quadratura de Gauss de 2x2 

pontos. 

 
Tabela 5.5 Dados da coluna de solo sob fluxo bifásico 

Variáveis Valor 
rwS  0.05 

rnwS  0.00 
β  2.00 

dP  (Pa) 2000.00 
φ  0.35 

k ( 2m ) 5.0x 1110−

wµ  (Pa s) 1.0x 310−  

nwµ  (Pa s) 0.5x 310−  
 

Verifica-se através da Figura 5.10 que bons resultados foram obtidos com os 

procedimentos propostos nesse trabalho. A ligeira diferença entre os resultados 
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numéricos e analíticos é aceitável e comumente encontrada quando se emprega o 

método de elementos finitos. 
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Figura 5.10 Saturação da fase molhante na coluna ao longo do tempo 

 

Salienta-se que soluções analíticas bem estabelecidas para o problema de 

acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico são de grande importância. Essas 

soluções proporcionariam condições para comparação entre resultados analíticos e 

numéricos. Nesse trabalho, considerando-se que bons resultados são obtidos na 

solução de problemas de fluxo bifásico e também na solução de problemas 

mecânicos, assume-se que o acoplamento dessas soluções como apresentado 

anteriormente também irá gerar bons resultados. 

 

5.5. Exemplo 4: acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico 
 

Para avaliação do problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo 

bifásico, analisa-se um poço horizontal durante a fase de produção. O meio a ser 

analisado é constituído por 3 materiais diferentes, conforme esquema apresentado 

no primeiro capítulo desse trabalho. O diâmetro do poço é de 0.17 m, o 

revestimento possui espessura de 0.008 m e o gravel uma espessura de 0.031 m. 

Considera-se para o revestimento o critério de Von Mises e para o meio poroso 
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(gravel e formação) o critério de Mohr Coulomb na condição de plasticidade 

perfeita. Os dados utilizados para descrição do modelo numérico apresentam-se na 

Tabela 5.6. 

 
Tabela 5.6 Dados do poço horizontal 

 Variáveis Valor 
E (MPa) 2.0E5 

yσ (MPa) 758.00 Revestimento
ν  0.29 

G (MPa) 8334.00 
ν  0.20 

c (MPa) 2.00 
Φ  (graus) 30.00 

Gravel 

k (m2) 6.9E-14 
G (MPa) 17500.00

ν  0.20 
c (MPa) 5.00 
Φ  (graus) 30.00 

Formação 

k (m2) 6.9E-15 
dP  (MPa) 5.00 
φ  0.19 
β  2.00 

wµ  (MPa s) 0.4E-9 

nwµ  (MPa s) 1.0E-9 

sK  (MPa) 38000.00

 

πK  (MPa) 2884.00 
 

Como condição inicial do problema, considera-se que o meio poroso está 

completo por um fluido não molhante com pressão 0nwp = 36(MPa) e sob um 

estado de tensões de -65 (MPa) e -40 (MPa) respectivamente para 
yy0σ  e 

xx0σ . 

Impõem-se para 0≥t , a uma distância de 3 m do poço, 60.0=wS , 0nwnw pp =  e 

no poço uma pressão de fluido não molhante nwp  = 30(MPa). 

Para modelagem numérica do problema, utilizam-se elementos finitos 

isoparamétricos de 4 nós (bi-lineares), com igual interpolação para deslocamentos 

e poro pressões ( pu NN = ), integração numérica com quadratura de Gauss de 2x2 

pontos e a condição de estado plano de deformações. A malha de elementos 

finitos é composta 2560 elementos e 2640 nós. A Figura 5.11 mostra a malha de 

elementos finitos utilizada na análise numérica. O detalhe apresentado nessa 
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figura representa além da malha, à distribuição dos materiais na região próxima ao 

poço. Os pontos A e B serão utilizados posteriormente para apresentação de 

alguns resultados.  

 

B

A

B

A

 
Figura 5.11 Malha de elementos finitos e detalhe do poço horizontal 

 

5.5.1. Comparação entre os procedimentos de solução 
 

A fim de avaliar alguns aspectos a respeito dos procedimentos de solução do 

problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico, analisa-se o 

exemplo descrito no item anterior, com os procedimentos de solução totalmente 

acoplado e staggered. Além de analisar o problema para a malha de elementos 

finitos, com 10560 graus de liberdade, apresentada na Figura 5.11 (caso A), 

também se analisa o problema para uma malha com 5412 graus de liberdade, 1280 

elementos e 1353 nós (caso B). Além disso, utilizam-se dois incrementos de 

tempo distintos para análise. Os incrementos de tempo da segunda metade da 

análise são 50% superiores aos utilizados na primeira metade. Ainda que o 

exemplo não seja utilizado nesse momento para quantificar as repostas obtidas é 

importante ressaltar que uma região considerável do gravel e da formação se 
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plastifica, ou seja, as não linearidades apresentam-se tanto no problema mecânico 

quanto no problema de fluxo bifásico. 

Na Figura 5.12, onde totalT  e totalP  são respectivamente o tempo total de 

análise e o número total de passos de tempo, apresentam-se os resultados obtidos. 

Verifica-se com esses resultados, que o procedimento de solução staggered 

apresentou um melhor desempenho para análise desse exemplo. Nota-se que a 

diferença relativa entre os dois procedimentos cresceu quando se aumentou o 

tamanho do problema.  

Verifica-se, em relação à utilização de incrementos de tempo distintos, que 

o comportamento das soluções foi ligeiramente diferente. Para o caso B, a adoção 

de um incremento de tempo maior não afetou de maneira significativa o tempo de 

análise, sendo isso também verificado para o caso A, para uma análise com o 

procedimento totalmente acoplado. Entretanto, para o caso A com o procedimento 

staggered se verificou um suave decréscimo no tempo de análise. 
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Figura 5.12 Tempo relativo de análise para os procedimentos de solução 

 

Assim como relatado para o problema de acoplamento fluido mecânico com 

fluxo monofásico, o procedimento de solução staggered mostra-se como uma 

alternativa eficiente para solução do problema de acoplamento fluido mecânico 

com fluxo bifásico. Essa tendência se verificou para uma série de análises 
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efetuadas no decorrer desse trabalho. Não se descarta porém, que o procedimento 

totalmente acoplado pode se mostrar mais eficiente, dependendo das 

características do problema. 

Além da questão referente ao tempo de análise, outro aspecto importante, 

mencionado anteriormente, refere-se à vantagem de utilização do procedimento 

staggered quando se deseja analisar problemas com condições de contorno mais 

complexas, que podem ser descritas com maior facilidade quando os problemas 

mecânico e de fluxo são resolvidos de forma particionada.  
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6  
Formulação probabilística para problemas de acoplamento 
fluido mecânico 
 

6.1. Introdução 
 

Nesse capítulo do trabalho apresenta-se a formulação probabilística para 

problemas de acoplamento fluido mecânico. Num primeiro momento são descritos 

alguns conceitos básicos da probabilidade e estatística. Apresentam-se algumas 

funções de covariância utilizadas nesse trabalho e alguns métodos de geração de 

campos aleatórios. A seguir, apresentam-se alguns métodos de análise 

probabilística, descrevendo suas particularidades .Esses métodos são descritos de 

forma geral podendo ser empregados tanto para solução de problemas com fluxo 

monofásico quanto para problemas com fluxo bifásico. Após essa parte do 

capítulo descrevem-se alguns itens referentes à análise de confiabilidade: 

determinação da probabilidade de plastificação de uma determinada região; 

descrição de funções de falha e avaliação da probabilidade de perda de 

estabilidade de poços de petróleo na fase de perfuração; avaliação automática da 

pressão interna para se evitar problemas de perda de estabilidade previamente 

estabelecidos. 

 

6.2. Alguns fundamentos da probabilidade e da estatística 
 

Nesse item apresentam-se alguns conceitos da probabilidade e da estatística, 

imprescindíveis ao entendimento e ao desenvolvimento da formulação 

probabilística para problemas de acoplamento fluido mecânico. Os conceitos são 

apresentados para funções ( ))( kji rf x , que na análise probabilística podem ser 

identificadas, como sendo, as respostas em poro pressões, saturações, 

deslocamentos e tensões. 
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As funções if  são dependentes das variáveis aleatórias jr  (módulo de 

elasticidade, permeabilidade, coesão, entre outras) que por sua vez dependem do 

vetor posição no espaço cartesiano kx . 

 

6.2.1. Algumas hipóteses consideradas para as variáveis aleatórias 
 

Seja uma região D, onde em certas posições, kx , foram extraídas amostras e 

feitas medidas de variáveis de interesse. Destas amostras, resulta um conjunto de 

dados espacialmente distribuídos, ou seja, medidas de um atributo )(xjr . As 

coordenadas kx  permitem o cálculo de distâncias (euclidianas) entre os pontos 

observados. Para cada ponto amostrado tem-se uma variável aleatória jr  distinta. 

Observa-se que o resultado da amostragem para cada variável aleatória é 

composto de uma única realização em cada ponto, o que torna impossível 

qualquer tipo de inferência sobre este processo. Isso faz com que algum tipo de 

estacionaridade, condizente com o problema em questão, seja assumida, de forma 

a possibilitar a estimação ao menos dos dois primeiros momentos da distribuição 

da variável aleatória, que em geral estão relacionados com as propriedades de 

interesse, tais como: média, correlação, covariância e semivariância . 

Segundo Calvete e Ramirez (1990) e Gelhar (1993) uma variável aleatória 

)( kjr x  possui estacionariedade se sua lei espacial é invariante à translação, isto é 

)( kjr x e )( ξx +kjr  tem a mesma lei de distribuição independente da distância 

|| ξ . Para hipótese de estacionariedade de segunda ordem isotrópica admite-se que 

a covariância entre os pares )( kjr x  e )( ξx +kjr , separados por uma distância 

|| ξ , existe e depende somente de || ξ . Para o caso anisotrópico admite-se que a 

covariância depende também da direção de ξ . 
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6.2.2. Fundamentos da probabilidade e da estatística para funções de 
variáveis aleatórias 
 

6.2.2.1. Média de funções de variáveis aleatórias 
 

A média (primeiro momento) para funções de variáveis aleatórias 

( ))( kji rf x  é obtida calculando-se a esperança da função. 

( ) ( ) ( ) ( ) )()()()()(
)(

_

kr jkjkjikjikji
kj

drrrfrfErf xxxxx
x∫

+∞

−∞=
ϑ==  (6.1) 

Onde ( ))( kjr xϑ  é uma função densidade de probabilidade. 

 

6.2.2.2. Covariância de funções de variáveis aleatórias 
 

A covariância (segundo momento) de funções de variáveis aleatórias 

( ))( ,,, nkmjli rf x  é calculada da seguinte forma: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫
∞+

−∞=

∞+

−∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

)( )(

_

)()()(,)(
kj nmr r kjikjinmlkji rfrfrfrfCov

x x
xxxx  

( ) ( ) ( ) )()()(),()()(
_

nmkjnmkjnmlnml drdrrrrfrf xxxxxx ϑ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

(6.2) 

A Variância de funções de variáveis aleatórias ( ))( kji rf x  é um caso 

particular da covariância. Calcula-se a variância de funções de variáveis aleatórias 

( ))( kji rf x  da seguinte forma: 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )∫
∞+

−∞=
ϑ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≡=

)(

2_
)()()()(

)(,)()(

kjr kjkjkjikji

kjikjikji

drrrfrf

rfrfCovrfVar

x
xxxx

xxx
 (6.3) 

 

6.2.2.3. Desvio padrão de funções de variáveis aleatórias 
 

Assim como para variáveis aleatórias )( kjr x , o desvio padrão de funções de 

variáveis aleatórias ( ))( kji rf x  é igual raiz quadrada da variância. 

( ) )))((())(( kjikji rfVarrfs xx +=  (6.4) 
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6.2.2.4. Coeficiente de correlação de funções de variáveis aleatórias 
 

O coeficiente de correlação é dado por 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ))())((

)(,)(
))(()),((

nmlkji

nmlkji
nmlkji rfsrfs

rfrfCov
rfrf

xx
xx

xx =ρ  (6.5) 

 

6.2.3. Funções de covariância 
 

As funções de covariância rrC  mais comuns e utilizadas com maior 

freqüência são expressas em função das distâncias de separação (comprimento de 

correlação). Além desses modelos, empregam-se também funções do tipo 

potência, que não são descritas em função de comprimentos de correlação. Nos 

itens seguintes apresentam-se os principais modelos expostos por Rubin (2003). 

As funções são descritas considerando duas localizações kx  e ξx +k  com 

3,2,1, == iiξξ . Após a descrição dessas funções apresenta-se o modelo de 

potência. 

 

6.2.3.1. Função de covariância exponencial 
 

)exp(2 hsCrr −=  

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3

1

2

i i

ih
λ
ξ

 
(6.6) 

Onde 0>iλ  é o comprimento de correlação na direção i. 

 

6.2.3.2. Função de covariância gaussiana 
 

)exp( 22 hsCrr −=  (6.7) 
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6.2.3.3. Função de covariância esférica 
 

)2/2/31( 32 hhsCrr +−= ; 1≤h  

0=rrC , 1>h  
(6.8) 

 

6.2.3.4. Função de covariância potência 
 

A descrição da covariância pela lei de potência é geralmente utilizada 

quando se deseja representar a variabilidade em diversas escalas (fractal ou auto-

similar). A lei de potência pode ser dada da seguinte maneira 
Η= ξ2sCrr , 0<Η  (6.9) 

Onde Η  é o expoente de Hurst. O expoente de Hurst quantifica a importância das 

heterogeneidades nas grandes ou pequenas escalas de comprimento. As escalas 

pequenas são caracterizadas por valores pequenos de Η , enquanto as grandes 

escalas caracterizam-se com valores grandes de Η . Para o caso de −∞=Η , 

obtém-se o caso de variáveis independentes. Verifica-se que para distâncias 

próximas a zero o modelo de potência apresenta singularidades. Essa 

característica geralmente leva à necessidade de métodos especiais para geração de 

campos aleatórios, sendo esse problema resolvido parcialmente quando se utiliza 

uma malha de elementos finitos para geração dos campos aleatórios. De qualquer 

forma, é um aspecto a ser considerado quando se utiliza esse modelo. Glimm et al 

(1993) apresentam alguns comentários a respeito da utilização desse modelo para 

representação da variabilidade espacial de propriedades hidráulicas. 
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Figura 6.1 Funções de covariância com comprimento de correlação 

 

6.2.4. Geração de variáveis aleatórias independentes 
 

De forma geral, a obtenção de variáveis aleatórias independentes se dá em 

duas etapas. Primeiro faz-se a geração dessas variáveis aleatórias para uma função 

densidade de probabilidade uniforme com intervalo entre 0 e 1. Após, 

transformam-se essas variáveis em novas variáveis aleatórias correspondentes a 

uma nova função de densidade. 

Considerando-se )( kjv x  uma variável aleatória para uma função densidade 

de probabilidade uniforme numa posição kx  e )( kjz x  uma variável aleatória para 

uma nova função densidade de probabilidade ))(( kjz xϑ  na mesma posição kx , 

obtém-se a relação entre as duas variáveis resolvendo o seguinte problema 

( ) ( ) )()()()(
)(

k

z

jkjkjkj
kj vdzzzZP xxxx

x

∫ ∞−
=ϑ==  (6.10) 

Sendo ( ))( kjzZP x=  uma função cumulativa de probabilidade. 
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6.2.4.1. Hipercubo latino  
 

A idéia inicial de amostragem segundo o hipercubo latino foi proposta por 

Mckay et al (1979) apud Olsson et al (2003). O hipercubo latino é uma 

ferramenta que busca melhorar a eficiência do método de Monte Carlo 

(apresentado a seguir) através da geração de variáveis aleatórias melhor 

distribuídas no espaço possível das variáveis aleatórias.  

Considerando ser m o número de simulações realizadas no método de Monte 

Carlo e k o número de variáveis aleatórias (o espaço das variáveis aleatórias 

possui dimensão k), descreve-se uma matriz mkP  onde cada coluna k é constituída 

por uma permutação aleatória de 1,2,3...m, e uma matriz mkR  formada por 

números aleatórios distribuídos uniformemente entre 0 e 1. Essas matrizes 

formam o espaço básico das variáveis aleatórias, representado por  

( )RPS −=
m
1  (6.11) 

Uma aplicação ilustrativa do hipercubo latino pode ser apresentada para um 

problema com duas variáveis aleatórias e cinco simulações.  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

916,0834,0
084,0736,0
498,0462,0
778,0346,0
306,0076,0

42,083,0
58,032,0
51,069,0
11,027,0
47,062,0

55
14
33
42
21

SRP  

Na Figura 6.2 pode-se visualizar, no espaço das variáveis, a distribuição 

original e a distribuição das variáveis após a aplicação do hipercubo latino. Nota-

se na distribuição original das variáveis que estas ocupam uma região bastante 

reduzida do espaço das variáveis, sobretudo a variável 2. Após a aplicação do 

hipercubo latino as variáveis apresentam uma distribuição mais ampla, ocupando 

todo o espaço possível das variáveis aleatórias. Entende-se, que uma melhor 

distribuição das variáveis, pode proporcionar uma redução no número total de 

simulação a serem efetuadas nos métodos de simulação. 
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Figura 6.2 Hipercubo latino (ilustração) 

 

6.2.5. Funções densidade de probabilidade e transformação de 
variáveis 
 

Apresentam-se nesse item as funções densidade de probabilidade utilizadas 

nesse trabalho. Alguns apontamentos sobre transformação de variáveis também 

são descritos. 

A função densidade de probabilidade normal para uma variável aleatória jr  

numa posição )( kx  é descrita como 

( )
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

π
=ϑ

2_

)()(
2
1exp

2
1)(

s
rr

s
r kjkj

kj

xx
x  (6.12) 

Sendo s o desvio padrão da variável aleatória )( kjr x . 

A função densidade de probabilidade lognormal é descrita como 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ς

λ−
−

πς
=ϑ

2))(ln(
2
1exp

2)(
1)( kj

kj
kj

r

r
r

x

x
x  (6.13) 

Onde λ  é o valor esperado de ))(ln( kjr x  e ς  é o desvio padrão de ))(ln( kjr x . 

Para transformação de uma variável aleatória )( k
LN
j

r x  lognormal em uma 

variável aleatória normal equivalente )( k
N
j

r x  são suficientes as seguintes relações 

]))(ln(1)[()(
___

λ+−= k

LN

jk

LN

jk

N

j rrr xxx  (6.14) 
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Essas transformações são importantes nesse trabalho, uma vez que, para 

geração de campos aleatórios, consideram-se variáveis do tipo normal.  

De acordo com Melcher (1999), ao se trabalhar com variáveis aleatórias 

correlacionadas que apresentem distribuições diferentes é necessária uma correção 

dos valores dos coeficientes de correlação quando da transformação dessas 

variáveis em normais equivalentes. Essa correção é efetuada por um fator F 

dependente somente do coeficiente de correlação e dos coeficientes de variação 

das variáveis aleatórias envolvidas. Kiureghian e Liu (1986), apud Melcher 

(1999), desenvolveram expressões analíticas para determinação do fator F.  

Para uma variável aleatória normal )( k
N
j

r x  e uma variável aleatória 

lognormal )( k
LN
j

r x , tem-se: 

F = 2/12 )]1/[ln( ii Cvv +  (6.15) 

Onde iCv  é o coeficiente de variação de )( k
N
j

r x . 

Para duas variáveis aleatórias lognormais )( k
LN
j

r x  e )( k
LN

l
r x , tem-se: 

F = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ρρ+ )1ln()1ln(/)1ln( 22

lili CvCvCvCv  (6.16) 

Sendo ρ  o coeficiente de correlação. 

 

6.2.6. Geração de campos aleatórios 
 

Segundo Zhang (2002) os métodos mais utilizados para geração de campos 

aleatórios são: método de decomposição, método das bandas e o método espectral. 

O método de decomposição gera campos aleatórios correlacionados. Os dois 

últimos métodos geram campos aleatórios independentes, sendo necessário um 

tratamento posterior para obtenção de campos aleatórios correlacionados. Uma 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



 
Formulação probabilística para problemas de acoplamento fluido mecânico  

97

breve descrição desses métodos é apresentada nos itens seguintes. De acordo com 

Borges et al (2004) e Frias et al (2004), além desses, outros métodos, como os 

métodos da convolução e da soma sucessiva de campos gaussianos independentes, 

podem ser utilizados para geração de campos aleatórios, em especial para campos 

aleatórios fractais.  

 

6.2.6.1. Método de decomposição 
 

O método de decomposição é assim chamado pois utiliza uma matriz 

triangular superior L (matriz de transformação), gerada a partir de uma 

decomposição de Choleski da matriz de covariância das variáveis aleatórias rrC . 

T
drr LLCC =  (6.17) 

dC  é uma matriz diagonal. 

O campo aleatório correlacionado y é obtido com 

Lzy =  (6.18) 

Sendo z um vetor de variáveis aleatórias independentes.  

A propriedade apresentada em (6.18) é bastante interessante, dado que 

gera campos aleatórios correlacionados sendo necessário se conhecer apenas a 

matriz de covariância da variáveis aleatórias. Por exemplo, pode se considerar a 

correlação entre o módulo de elasticidade e a coesão de um material. 

 Conforme Bruining et al. (1997), alguns cuidados devem ser tomados 

quando se utiliza o método de decomposição para geração de campos aleatórios 

com leis de potência.  

 

6.2.6.2. Método das bandas 
 

O método das bandas, Calvete e Ramirez (1990), consiste em gerar campos 

aleatórios unidimensionais ao longo de linhas distribuídas uniformemente no 

espaço. A função de covariância ao longo dessas linhas se deriva da função de 

covariância no espaço original. A partir das simulações em cada linha, a 

simulação de um ponto arbitrário é obtida pelo somatório das projeções do 

referido ponto sobre as linhas. Os campos aleatórios gerados nesse método são 
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independentes. Para a obtenção de campos correlacionados aplica-se a condição 

apresentada em (6.18). 

A principal vantagem do método das bandas está no fato de ser necessário 

somente a geração de campos aleatórios unidimensionais. Entre as desvantagens, 

cabe destacar, que a obtenção da função de covariância unidimensional pode não 

ser trivial e que a escolha da orientação das linhas apresenta algumas dificuldades 

no caso tridimensional. Entretanto, para esse trabalho, a maior desvantagem 

apresentada pelo método das bandas refere-se ao fato de gerar campos aleatórios 

independentes. 

 

6.2.6.3. Método espectral 
 

Os métodos espectrais se baseiam na representação espectral de um 

processo aleatório. Todo processo aleatório estacionário )(xf  pode ser 

representado em termos de um processo aleatório complexo )(kfZ  mediante a 

seguinte integral de Fourier-Stieltjes 

)()( kx kx
f

i dZef ∫
∞

∞−
=  (6.19) 

Sendo x o vetor posição, k o vetor de número de ondas com componentes 
Tkkk },,{ 321=k . 

 Shinozuka e Deodatis (1996) sugerem a seguinte expressão, apresentada 

no espaço unidimensional, para representação espectral de processos aleatórios 

)cos(2)(
1

nn

N

n
n xkAxf ϕ+= ∑

=

 (6.20) 

Em (6.20) N  tende ao ∞ , nϕ  representa um conjunto aleatório e independente de 

ângulos fase, distribuídos uniformemente no intervalo de 0 a π2 , 

N
k

nknk u
n =∆=  onde uk  é definido pelo seguinte critério 

∫∫
∞

−=
00

)()1()( dkkSdkkS ff

k

ff
u ε  (6.21) 

Sendo o erro admissível 1<<ε . O termo nA  é descrito por 

kkSA nffn ∆= )(2  (6.22) 

)( nff kS  é uma função densidade espectral de potência. 
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As funções de densidade espectral de potências devem formar um par de 

transformadas de Wiener-Kintchine com as funções de covariância. O teorema de 

Wiener-Kintchine enuncia que a função de covariância )(xCrr  e a função de 

densidade espectral de potência )(kS ff  são relacionadas entre si por um par de 

transformadas de Fourier, ou seja, a transformada de Fourier de )(xCrr  será 

∫
∞

∞−π
== dx(x)CkS(x)C rrffrr

ikx-e
2
1)(][F  (6.23) 

E sua inversa 

∫
∞

∞−
== dk(k)S(x)C(k)S ffrrff

ikxe][1-F  (6.24) 

Como exemplo, apresenta-se a função de densidade espectral associada à função 

de covariância exponencial, para o caso tridimensional 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
∑

= =

∏ 3

1

2

2

2/3

3

12

8
i

ii k

i
i

ff esS
λ

π

λ
 (6.25) 

Sendo s o desvio padrão da variável aleatória. 

A representação espectral de campos aleatórios apresenta-se vantajosa para 

os casos onde as variáveis aleatórias são independentes, uma vez que para o caso 

de variáveis correlacionadas deve-se utilizar a relação apresentada em (6.18). 

Considerando as descrições expostas sobre cada um dos métodos de 

obtenção de campos aleatórios, pode-se afirmar que o método de decomposição 

apresenta-se como mais vantajoso para esse trabalho. 

A partir disso, as hipóteses assumidas para geração de campos aleatórios são 

descritas a seguir. 

1. As variáveis aleatórias são consideradas constantes no domínio do 

elemento da malha de elementos finitos; 

2. Os vetores posição kx  e ξx +k  são tomados nos centróides dos 

elementos. Assim, iξ  representa a distância do centróide do elemento localizado 

em kx  em relação ao centróide do elemento localizado em ξx +k  segundo uma 

direção i.  

Nas figuras seguintes, Figura 6.3, Figura 6.4, Figura 6.5 apresentam-se 

campos aleatórios gerados para a permeabilidade intrínseca, respectivamente para 

os modelos exponencial, gaussiano e esférico. Adotou-se um comprimento de 
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correlação de m1 . Os resultados apresentados são normalizados e referem-se a um 

domínio quadrado de mxm 11  e um mesmo conjunto de variáveis aleatórias 

independentes. 

 

       
Figura 6.3 Campo aleatório exponencial para permeabilidade 

 

Figura 6.4 Campo aleatório gaussiano para permeabilidade 
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Figura 6.5 Campo aleatório esférico para permeabilidade 

 

6.3. Variabilidade espacial das curvas wc SP −  
 

Segundo Lemke e Abriola (2004) e Oliveira (2006) as curvas wc SP −  

também podem variar espacialmente. Essa variabilidade pode ser obtida pela 

correção da curva wc SP −  através de um fator de escala. Uma aproximação 

usualmente utilizada é a escala de Leverett. Nessa aproximação a pressão de 

deslocamento de uma curva é corrigida utilizando-se uma relação da 

permeabilidade intrínseca e da porosidade, Eq. (6.26) . 

 

ξ=∗ ref
cc pp  onde ref

ref

K
K

φ
φ

=ξ
∗

∗

 (6.26) 

 

Os índices (ref) e (*) indicam respectivamente os valores de referência ou 

médios e os valores estimados na geração dos campos aleatórios.  

 Nessa aproximação o índice β  não é corrigido fazendo a curva wc SP −  

apenas transladar em relação à curva de referência. É assumida nesse trabalho a 

hipótese da porosidade ser constante, assim, apenas a permeabilidade intrínseca é 

utilizada na escala de Leverett. 

 A Figura 6.6, ilustra a variabilidade de uma curva wc SP −  para diferentes 

valores de ξ . 
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Figura 6.6 Curva wc SP − para diferentes valores ξ . 

 

6.4. Métodos de análise probabilística 
 

6.4.1. Simulação de Monte Carlo (MC) 
 

O passo fundamental na simulação de Monte Carlo é a geração de m 

campos aleatórios para cada uma das )( kjr x  variáveis aleatórias do problema. A 

partir disso, obtém-se a resposta do problema m vezes, ou seja, para cada conjunto 

de campos aleatórios gerados. Finalmente, com a utilização dos conceitos da 

probabilidade e da estatística podem ser determinados, para a amostragem dos m 

valores de resposta obtidos, valores de médias, de dispersão etc. Denotando 

( ))( kjf r
i

xϑ  e ( )mlrf kjil
,...,1),( =x , respectivamente como a função densidade de 

probabilidade e a realização de if . A avaliação da média de if , ( ))(
_

kji rf x  é dada 

por: 

( ) ( )∑
=

∞→
=

m

l
kjimkji rf

m
rf

l
1

_

)(1lim)( xx  (6.27) 

E a variância por: 
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( )( ) ( ) ( )∑
=

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

m

l
kjikjimkji rfrf

m
rfVar

l
1

2_

)()(1lim)( xxx  (6.28) 

Nota-se com isso que o Método de Monte Carlo é um método 

conceitualmente direto. A principal vantagem da utilização do método de Monte 

Carlo é de acordo com Jain e al (2002), Lu e Zhang (2003) a sua aplicação tanto a 

problemas lineares quanto a problemas não lineares. As vantagens do método de 

Simulação de Monte Carlo apontadas por Dagan (2002) referem-se à simplicidade 

conceitual do método, generalidade e a simples caracterização da solução. De 

maneira geral, aponta-se como principal desvantagem do método de simulação de 

Monte Carlo o grande esforço computacional requerido. Para se obter respostas 

adequadas para problemas de grande porte ou com variáveis aleatórias que 

apresentem grande variabilidade um grande número de simulações é necessário. 

Observa-se que, quanto maior o número de simulações, melhores serão os 

resultados. Para determinação do número de simulações necessárias para que se 

obtenham bons resultados, verifica-se nesse trabalho, o erro relativo para 

deslocamentos, poro pressões, saturações e tensões (expressos na equação (6.29) 

por f ) à medida que o número de simulações aumenta, atribuindo-se uma 

tolerância para o mesmo. A seguinte equação expressa esse erro. 

m

mmErro
f

ff 1−−
=  (6.29) 

Para simplificação das expressões seguintes as variáveis aleatórias )( kjr x  

serão descritas por jr . 

 

6.4.2. Expansão de Neumann (NE) 
 

Uma das características da simulação de Monte Carlo é o grande esforço 

computacional requerido, em especial para problemas de grande porte. O método 

de Monte Carlo com expansão de Neumann (NE), surge como alternativa para 

reduzir o trabalho computacional, Ghanem e Spanos (2003) e Araújo e Awruch 

(1993).  

Para apresentação da expansão de Neumann no problema de acoplamento 

fluido mecânico escreve-se a equação (3.56), para uma simulação m, sob a 

seguinte forma: 
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m
iitti

m
tt

m
itt )()( 1 qRH ∆++∆+∆+ =qq δ  (6.30) 

A expansão de Neumann é aplicada sobre a inversa da matriz H, esta por 

sua vez se apresenta dividida em duas parcelas, uma determinística, obtida a partir 

dos valores médios das variáveis aleatórias e outra probabilística, obtida através 

de simulações. A primeira parte de H é denotada por )(
_
rH  e a segunda por mH∆ . 

A partir dessa consideração pode-se escrever a equação (6.30), que determina os 

incrementos de deslocamentos e poro pressões para o problema de acoplamento 

fluido mecânico com fluxo monofásico ou que determina os incrementos de 

deslocamentos, pressões da fase não molhante e saturações da fase molhante para 

o problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico, para uma 

determinada simulação m, como 

m
iitt

m
tti

m
tt )(])([ 11 qRHrH

_
∆+−∆++∆+ ∆+=qδ  (6.31) 

Sendo 1+∆+ i
m

tt qδ  o vetor de incrementos para o instante tt ∆+  numa iteração i+1 

numa simulação m e m
iitt )(qR∆+  o vetor de resíduo, obtido também para a 

simulação m. 

Usando a expansão de Neumann para 1])([ −∆+ ∆+ m
tt HrH

_
, obtém-se: 

m
iitttttti

m
tt )(])([...][ 1

_
321 qRrHPPPI ∆+−∆+∆++∆+ +−+−=qδ  

...1
3

1
2

11
1 +−+−=

∆++∆+ qqqqq PPP
tti

m
tt δ  

...4321
1 +−+−=

∆++∆+ qqqqq
tti

m
tt δ  

(6.32) 

Com ])([ 1
m

tt tt

HrHP
_

∆= −∆+ ∆+

 e m
iitttttt )(])([ 1

_

1 qRrH ∆+−∆+∆+ =q . A equação (6.32) 

pode ser escrita como: 

1
2

11
_

1
1 ][)1(])([ −

∆+
∞

=

∆+−−∆+∆++∆+ ∑ ∆−+= j
tt

j
m

ttjtttti
m

tt qqq HrHδ  (6.33) 

1+∆+ i
m

tt q  é obtido com 11 +∆+∆++∆+ += i
m

tti
m

tti
m

tt qqq δ . 

Após a obtenção dos valores para cada simulação procede-se de maneira 

idêntica ao método de Monte Carlo. Ghanem e Dham (1998) e Araújo e Awruch 

(1993), citam que bons resultados são obtidos com expansão de Neumann quando 

as variáveis aleatórias apresentam pequena variabilidade, sendo de outra forma, 
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necessários muitos termos na expansão para obtenção de bons resultados, 

deixando desta forma de ser interessante sua aplicação. 

No escopo desse trabalho outras questões também podem ser discutidas a 

respeito da utilização da expansão de Neumann. Verifica-se em (6.33), a presença 

da “inversa” da matriz )(
_
rH . Quando )(

_
rH  é constante e é utilizado um método 

direto de solução de sistema de equações a expansão de Neumann mostra-se 

interessante, pois essa “inversão” pode ser armazenada e utilizada durante todo o 

processo de análise. Entretanto, ao se empregar um método iterativo de solução de 

sistemas de equações essa característica perde importância. Quando a matriz 

)(
_
rH  não é constante, o que se verifica nos problemas não lineares, a utilização 

da expansão de Neumann acaba se mostrando ineficiente. 

 

6.4.3. Método das perturbações 
 

No método das perturbações um vetor de variáveis aleatórias r pode ser 

expresso pela soma do vetor de valores esperados 
_
r  mais um vetor perturbado em 

relação à média, 'r , ou seja: 

'
_

rrr +=  (6.34) 

Fazendo-se uma expansão em série de Taylor, em torno de 
_
r , de uma 

função )(rif  até termos de segunda ordem tem-se 

'''
_

2
1)()( HrrJrrr T

ii ff ++=  (6.35) 

_
rrj

i
j r

fJ
=

∂
∂

= e 
_
rrkj

i
jk rr

fH
=

∂∂
∂

=
2

 (6.36) 

Sendo J  um vetor linha e H  a matriz Hessiana de )(rif . 

O valor médio de )(rif  é obtido calculando-se a esperança em ambos os 

lados da equação (6.35). De acordo com a notação de Calvete e Ramirez (1990) 

tem-se 
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∑∑+=

++==

j k
jkrrjkii

T
iii

CHff

EEffEf

,

__

'''
__

2
1)()(

2
1)()()(

rr

HrrrJrrr
 (6.37) 

Sendo 0' =rE  e jkrrC , , a componente (jk) da matriz de covariância das 

variáveis aleatórias rrC  . 

A obtenção da matriz de covariância de )(rif  é, segundo Calvete e 

Ramirez (1990) e Townley (1984) dispendiosa, pois requer a obtenção de 

momentos de quarta ordem das variáveis aleatórias. 

Em problemas lineares é suficiente, no método das perturbações, uma 

expansão em série de Taylor, em torno da 
_
r , até termos de primeira ordem. Hart 

(1982) denomina esse caso particular como método estatístico linear, sendo a 

média de )(rif  obtida com 

)()()(
__

rrr iii ffEf ==  (6.38) 

E a matriz de covariância de )(rif , representada por ffC , obtida com 

T
rrff JJCC =  (6.39) 

Aplicando-se agora o método estatístico linear à equação (3.56), sob forma 

da equação (6.38), aproxima-se o vetor das médias dos incrementos de 

deslocamentos e poro pressões 1+∆+ itt qδ  em função de variáveis aleatórias r sob a 

seguinte forma. 

))(())](([
_

1
_

1 rqRrH iittittittE ∆+−∆++∆+ = qqδ  (6.40) 

Denota-se, a partir de agora, o vetor das médias com o símbolo (
−

). Assim, 

1__1_ +
∆+

∆++∆+

+=
i

tt
ittitt

qqq δ . Além dos valores médios dos deslocamentos e poro 

pressões, é interessante se obter a matriz de covariância da resposta. É possível, 

com essa matriz se representar à correlação, determinar os valores de variância e, 

por conseguinte, de desvio padrão da resposta.  

De acordo com a equação (6.39), a matriz ffC  de covariância da resposta 

em deslocamentos, poro pressões e ou saturações no instante tt ∆+ , 

correspondente aos valores médios das variáveis em r é dada por: 
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qq

 (6.41) 

rrC  é a matriz de covariância das variáveis aleatórias r. 

Além de deslocamentos, poro pressões e ou saturações, a resposta em 

termos de tensões também pode ser determinada. Utiliza-se para isso a mesma 

metodologia empregada para o cálculo da resposta probabilística em 

deslocamentos, poro pressões e saturações. 

 Por exemplo, para a resposta em tensões o vetor da média das tensões em 

um determinado instante tt ∆+  numa iteração i+1 é determinado por: 

1
__

1 )( +∆+
∆+

+∆+ += itt
itt

ittE rσσσ δ  (6.42) 

A matriz de covariância das tensões é dada na forma da equação (6.41). 

Verificou-se na formulação estatística linear, que para avaliação da matriz 

de covariância das respostas, é necessária a análise de sensibilidade da resposta 

em relação às variáveis aleatórias do problema. A análise de sensibilidade pode 

ser efetuada por diferentes métodos, sendo alguns apresentados no capítulo 

seguinte. 

 

6.5. Análise de confiabilidade 
 

Nesse item do capítulo descrevem-se alguns aspectos referentes à análise de 

confiabilidade, com maior ênfase aos temas relacionados aos problemas a serem 

tratados nesse trabalho. Melcher (1999), apresenta de forma ampla os conceitos da 

análise de confiabilidade. 

Ao se empregar o método de Monte Carlo, além de se obter respostas em 

termos de valores médios e de dispersão, é possível, com relativa facilidade 

avaliar a probabilidade de algum evento ocorrer. Para isso é necessária a definição 

de funções indicadoras I  que caracterizam a ocorrência ao não do evento 

observado. 

A avaliação de uma possível região plastificada ou região danificada é um 

dado significativo na análise de estabilidade de poços de petróleo. Sendo as 

variáveis do problema aleatórias, a região plastificada também será aleatória. 
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Nesse sentido, pode ser valioso se definir a probabilidade de plastificação, ou 

probabilidade de falha segundo algum critério de resistência, dessa região. 

Sendo F uma função de falha, relacionada a um critério de resistência para 

um determinado ponto nos domínios de espaço e tempo, pode-se descrever uma 

função indicadora IF, para uma determinada simulação de Monte Carlo m como 

00
01

]0[
<
=

=≤
m

m
mm Fif

Fif
FIF  (6.43) 

A falha ocorre quando 0=mF  e não ocorre quando 0<mF . A função de falha F é 

descrita nesse trabalho segundo a equações (3.27), ou seja pelo critério de Mohr 

Coulomb. Segundo esse critério a falha pode ocorrer por dois modos distintos, 

chamados de modo de cisalhamento F1 e modo de tração F2. 

 Percebe-se, que para descrição de F leva-se em conta a variabilidade 

espacial da permeabilidade, ângulo de atrito, coesão, módulo de elasticidade, etc., 

que geram variabilidade nas respostas em tensões, que também são consideradas 

na avaliação da função de falha F. Além dessas verificações, salienta-se que a 

função de falha F é dependente do tempo. 

 De forma semelhante, pode ser considerada a variabilidade dos parâmetros 

e respostas para avaliação da probabilidade de perda de estabilidade dos poços de 

petróleo, sendo para isso necessário o conhecimento e descrição das funções de 

falha que levam o poço perder a estabilidade. Como o objetivo do trabalho não é 

estabelecer ou indicar critérios e estudos aprofundados sobre os modos que 

acarretam a perda de estabilidade de poços de petróleo, assume-se para definir as 

funções de falha utilizadas nesse trabalho, modos tradicionalmente empregados 

nesse tipo de avaliação. 

 O primeiro modo de falha estabelecido refere-se à possibilidade de 

plastificação de uma região do meio poroso sem que sejam ultrapassados limites 

pré-estabelecidos para essa região. A função de falha mS1  caracteriza a perda de 

estabilidade para uma determinada simulação de Monte Carlo m. 

)(1 lim PIAAS
mpmm −=  (6.44) 

 De acordo com esse critério o poço perde a estabilidade quando a área 

plastificada obtida para a simulação de Monte Carlo m e para uma determinada 

pressão interna PI )(PIA
mp , for maior que uma área limite pré-estabelecida 
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mAlim . A área limite é um dado de projeto a ser estipulado e a área )(PIA
mp  é 

calculada avaliando-se o determinante da matriz jacobiana em cada ponto de 

integração dos elementos finitos. 

 De forma semelhante ao efetuado para a função de falha F, descreve-se 

agora a função indicadora para a função de falha 1S  

010
011

]01[1
>
≤

=≤
m

m
mm Sif

Sif
SIS  (6.45) 

Ou seja, quando se verificar 01 >mS  não ocorre falha e quando 01 ≤mS , ocorre 

falha. 

 Outro modo de falha a ser considerado para descrição da perda de 

estabilidade do poço é representado por mS2 . Nesse modo avalia-se se ocorre 

falha por tração em algum ponto nos domínios de espaço e tempo 

)(2 max0 PITS
mPmm σ−=  (6.46) 

Nesse modo de falha 
m

T0  representa a resistência à tração do material e 

)(max PI
mPσ  refere-se à máxima tensão principal, ambos relacionados a uma 

simulação de Monte Carlo m. 

 A função indicadora para esse modo de falha é descrita como 

020
021

]02[2
>
≤

=≤
m

m
mm Sif

Sif
SIS  (6.47) 

Quando 02 >mS  não ocorre falha e quando 02 ≤mS  a falha ocorre. 

 Após se estabelecer as funções indicadoras, pode-se avaliar a 

probabilidade de falha para cada modo de falha, da seguinte maneira 

∑
=

≅
N

m
mf I

N
P

1

1  (6.48) 

Onde N é o número de simulações de Monte Carlo. 

 

6.6. Procedimento numérico para determinação de PI 
 

Como mencionado anteriormente, ao se constatar problemas nas condições 

de estabilidade de um poço de petróleo, durante ou logo após sua perfuração, 

busca-se restabelecer a condição de estabilidade com o emprego de um fluido de 
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perfuração. De maneira geral, estabelecem-se valores operacionais para a pressão, 

PI (pressão interna), que esse fluido exerce sobre a parede do poço, limites 

superior e inferior. 

A obtenção desses valores não é trivial e mais complexa se torna à medida 

que critérios de estabilidade mais complexos são considerados para avaliação das 

condições de estabilidade dos poços. Os valores operacionais para PI podem ser 

obtidos tanto numa análise determinística quanto numa análise probabilística. 

Para uma análise determinística, e para as condições de estabilidade 

descritas no item anterior, uma pressão interna limite itPI lim  é obtida quando se 

verifica a ocorrência de um dos mecanismos de falha definidos, ou por 1S  ou por 

2S . Como esses mecanismos de falha podem ocorrer para pressões internas muito 

baixas ou muito elevadas, são estabelecidos dois limites para pressão interna, um 

limite inferior lPI  e um limite superior uPI , definindo-se com isso os valores 

operacionais para pressão interna. 

Já, para uma análise probabilística, uma pressão interna limite itPI lim  é 

obtida quando a probabilidade de falha do poço )(IPPf , relacionada a um dos 

dois possíveis mecanismos de falha é superior a uma probabilidade de falha pré-

estabelecida 
ettfP

arg
. No caso probabilístico também são obtidos os limites 

superior e inferior para a pressão interna. 

Para se obter os valores limites para pressão interna numa análise 

determinística a condição descrita em (6.49) deve ser satisfeita. Nota-se que esse 

problema é um problema básico de otimização, sendo nesse trabalho resolvido 

com o método de Newton Raphson. 

0)(
arg

=− PIAA pettp  

ou 0)(2 =PIF  
(6.49) 

Com a primeira expressão de (6.49), se impõe que a área plastificada )(PIAp , 

para uma determinada pressão interna, deve ser igual a uma área pré-definida 

ettpA
arg

. Com a segunda expressão de (6.49), se impõe, para uma determinada 

pressão interna e para um ponto no domínio do tempo e espaço, o modo de falha 

2. A pressão interna é obtida quando uma dessas condições é constatada. 
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Para o emprego do método de Newton Raphson é necessária a obtenção 

das derivadas de )(PIAp  e )(2 PIF  com relação a PI . Esse cálculo é realizado 

por diferenças finitas, sendo utilizada uma perturbação relativa de 1% para PI. 

Outra informação importante para se obter bons resultados nos cálculos das 

derivadas diz respeito ao tamanho da malha de elementos finitos. Essa deve ser 

devidamente refinada na região onde ocorre plastificação para ser sensível a 

pequenas perturbações de PI.  

 Uma forma muito semelhante ao descrito para o caso determinístico é 

empregada para a avaliação dos limites de pressão interna quando se efetua uma 

análise probabilística. Nesse caso, o método de Newton Raphson é empregado 

para solução da equação (6.50). De acordo com essa equação, o limite para 

pressão interna é encontrado quando a probabilidade de falha calculada para uma 

determinada pressão interna é igual a uma probabilidade de falha estabelecida. 

0)(
arg

=− PIPP
calcfettf

 (6.50) 

A derivada de )(PIP
calcf  com respeito a PI também é efetuada por diferenças 

finitas e com uma perturbação relativa de 1% para PI.  
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7 Análise de sensibilidade 
 

7.1. Introdução 
 

De acordo com Hart (1982), Zhang (2002), Rubin (2003) e Ghanem e 

Spanos 2003, e como apresentado no capítulo anterior desse trabalho, ao se 

resolver problemas de análise estatística utilizando métodos de perturbação, 

necessita-se a avaliação das derivadas das funções resposta em relação às 

variáveis aleatórias do problema. Segundo Haftka e Gürdal (1993) e Kleiber et al 

(1997), a determinação destas derivadas é conhecida, na literatura, como análise 

de sensibilidade. 

Nesse trabalho a formulação para análise de sensibilidade apresenta-se 

inicialmente de forma geral. Apresentam-se o método de diferenciação direto, o 

método de diferenciação adjunto e a aproximação por diferenças finitas. A 

seguinte parte deste capítulo trata da análise de sensibilidade das respostas do 

problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico em relação as 

variáveis aleatórias. Primeiramente no caso em que se utiliza o procedimento 

staggered e posteriormente para o procedimento totalmente acoplado. 

 

7.2. Método de diferenciação direto 
 

Para apresentação do método de diferenciação direto considera-se uma 

função g explicitamente dependente de A e implicitamente dependente de um 

parâmetro r, ou seja 

));(()( rrAgrG =  (7.1) 

Para avaliação da sensibilidade dessa função em relação ao parâmetro r, 

aplica-se uma perturbação ao parâmetro, obtendo-se 

r
r
gr

dr
dA

A
grG δδδ

∂
∂

+
∂
∂

=)(
_

 (7.2) 
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Nota-se que o primeiro termo do lado direito da equação não pode ser calculado 

diretamente, uma vez que é implicitamente dependente de r. Kleiber et al (1997) 

utilizaram a seguinte notação para representar (7.2). 

ggG ∂+=
~_
δδ  (7.3) 

Onde G
_
δ  representa a variação total de G em relação à r, g

~
δ , representa os 

termos referentes à variação implícita em r e g∂  representa os termos de variação 

explícita em r. Pode-se segundo essa notação escrever (7.2) como 

gA
A
gG ∂+
∂
∂

=
__
δδ  (7.4) 

A função resíduo, possui as mesmas características da função. ));(( rrAg . 

Para problemas não dependentes da trajetória de tensões a função resíduo pode ser 

posta em função de suas variáveis, obtidas após convergência como 

0));(( ≅= rrqRR  (7.5) 

Escrevendo (7.5) na forma de (7.4) tem-se 

0
__

≅∂+
∂
∂

= Rq
q
RR δδ  (7.6) 

Ou, em forma de derivadas 

0≅
∂
∂

+
∂
∂

r
R

dr
dq

q
R  (7.7) 

Sendo R explicitamente dependente de r. Com a expressão (7.7) pode-se avaliar a 

sensibilidade dos deslocamentos e poro pressões com relação as variáveis 

aleatórias r.  

Para problemas dependentes da trajetória de tensões o resíduo depende das 

variáveis de estado no instante tt ∆+ , assim 

0));(),(( ≅= ∆+∆+ rrrqRR tttt σ  (7.8) 

Escrevendo (7.8) na forma (7.4) obtém-se 

0
___

≅+∂
∂

∂
+

∂
∂

= ∆+∆+
∆+

∆+
∆+

∆+ RRq
q

RR tttt
tt

tt
tt

tt σδ
σ

δδ  (7.9) 

Em termos de derivadas tem-se 

0≅
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂ ∆+∆+∆+∆+∆+

r
R

dr
dR

dr
qd

q
R tttttttttt σ

σ
 (7.10) 
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Sabe-se que 

));(,());(,( rqrq ttttt δεσδσσδεσσ +=∆+  (7.11) 

O que indica que, para se conhecer a sensibilidade dos deslocamentos e poro 

pressões no instante tt ∆+  é necessário conhecer a sensibilidades das tensões no 

instante tt ∆+ . Por sua vez, para se obter a sensibilidade das tensões no instante 

tt ∆+  é necessário se conhecer todo o histórico de sensibilidades. Em geral, isso é 

de difícil obtenção, sendo indicado para problemas dependentes da trajetória de 

tensões que a análise de sensibilidade seja efetuada por diferenças finitas. 

 

7.3. Método de diferenciação adjunto  
 

Outra forma de diferenciação da função ));(( rrqg  pode ser realizada 

utilizando-se o método de diferenciação adjunto. Nesse método acrescentam-se na 

equação a ser diferenciada multiplicadores de lagrange λ , dessa forma para 

problemas não dependentes da trajetória de tensões tem-se 

));(());(());(( rrqRrrqgrrqg λ+=∗  (7.12) 

Onde 0));(( ≅rrqR  é o resíduo obtido após convergência. Para efeito de 

descrição do método adjunto o resíduo é considerado nulo, dessa forma, o termo 

acrescido à função ));(( rrqg  não altera o significado da mesma. Dessa forma, 

após um incremento de tempo pode-se calcular a sensibilidade da função 

));(( rrqg ∗ , derivando (7.12). Assim 

r
rq

q
rrqR

r
rrqR

rrqR
rr

rq
q

rrqg
r

rrqg
dr

rrqdg

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
∂

∂
+

∂
∂

=
∗

)());(());((

));(()());(());(());((

λλ

λ

 (7.13) 

Agora, considerando o fato de 0));(( ≅rrqR  e rearranjando os termos de (7.13) 

tem-se 

r
rrqR

r
rq

q
rrqR

q
rrqg

r
rrqg

dr
rrqdg

∂
∂

+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

∗

));((

)());(());(());(());((

λ

λ
 (7.14) 
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Fazendo-se o termo entre parênteses igual a zero obtém-se 

r
rrqR

r
rrqg

dr
rrqdg

∂
∂

+
∂

∂
=

∗ ));(());(());(( λ  (7.15) 

Com a seguinte condição a ser atendida 

0));(());((
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

q
rrqR

q
rrqg λ  (7.16) 

Dessa maneira (7.15) é a equação para obtenção da sensibilidade pelo método 

adjunto. Nota-se que após o cálculo de λ , (7.16) se transforma numa derivada 

com todos os termos explicitamente definidos. 

Em problemas dependentes da trajetória de tensões as dificuldades 

encontradas no método de diferenciação direta também são verificadas no método 

adjunto, ou seja, alguns termos a serem derivados são dependentes das tensões, 

deslocamentos e poro pressões, tornando nesse caso esse procedimento 

ineficiente. 

De acordo com Haftka et al (1993) o esforço computacional associado a 

cada método de diferenciação depende do número de variáveis a serem 

diferenciadas e do número de variáveis aleatórias do problema. Por exemplo, em 

problemas não dependentes da trajetória de tensões, o método de diferenciação 

direta requer que a equação (7.7) seja avaliada para cada variável aleatória e o 

método adjunto requer que a expressão (7.16) seja avaliada para cada variável a 

ser diferenciada (deslocamentos e poro pressões). Dessa maneira, o método de 

diferenciação direta é mais eficiente quando o número de variáveis aleatórias é 

menor que o número de variáveis a serem diferenciadas. O método adjunto, por 

sua vez, é mais eficiente quando o número de variáveis aleatórias é maior que o 

número de variáveis a serem diferenciadas. Pode-se considerar o aspecto da 

avaliação do problema no tempo, tornando o uso do método adjunto mais 

interessante. 

 

7.4. Aproximação por diferenças finitas 
 

Dada uma função )(rf , a aproximação de primeira ordem 
r
f

∆
∆  da 

derivada 
dr
df  é dada por 
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r
rfrrf

r
f

∆
−∆+

=
∆
∆ )()(  (7.17) 

Onde, r∆  é uma perturbação absoluta e pequena o suficiente para produzir bons 

resultados. Esta perturbação é definida por: 

rr η=∆  (7.18) 

sendo η  uma perturbação relativa. 

Caso se deseje obter a derivada primeira em relação à n variáveis, a 

aproximação por diferenças finitas necessita de n análises adicionais. 

A determinação do tamanho do passo r∆  é fundamental para a utilização 

desta técnica, pois existem duas possibilidades de erro associadas a este fator: 

condição de erro e truncamento. 

O erro por truncamento )( rT ∆∈ , resulta da negligência de termos na 

expansão em série de Taylor para a função perturbada. Por exemplo, a expansão 

até segunda ordem em série de Taylor em torno do ponto r da função perturbada 

)( rrf ∆+  pode ser escrita como: 

2

22 )(
2

)()()()(
dr

rrfdr
dr

rdfrrfrrf ∆+∆
+∆+=∆+

ς    10 ≤≤ ς  (7.19) 

Da equação (7.19) verifica-se que o erro de truncamento para a aproximação por 

diferenças finitas é: 

2

22 )(
2

)()(
dr

rrfdrrT ∆+∆
=∆∈

ς    10 ≤≤ ς  (7.20) 

Já, a condição de erro é a diferença entre a avaliação numérica e o valor 

exato da função. Uma contribuição para a condição de erro é o “erro de 

arredondamento” no cálculo de 
dr
df  dos valores originais e perturbados. 

Segundo Haftka et al (1993) selecionando-se um tamanho de passo muito 

pequeno reduz-se os erros por truncamento, entretanto ocorrerão excessivas 

condições de erro. 

É possível se empregar aproximações por diferenças finitas para derivadas 

de mais alta ordem, entretanto o custo computacional elevado faz com que 

raramente seja utilizada essa técnica. Por exemplo, para derivada de segunda 

ordem em relação à n variáveis seriam necessárias 2n análises adicionais. 
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22

2 )(2)()(
r

rfrrfrrf
r
f

∆
−∆++∆−

=
∆
∆  (7.21) 

 

7.5. Análise de sensibilidade para o procedimento staggered 
 

Utilizando os conceitos apresentados no item anterior, aplica-se o método de 

diferenciação direta para determinação da sensibilidade dos deslocamentos e poro 

pressões em relação às variáveis aleatórias r. Considera-se o problema como não 

dependente da trajetória de tensões (linear). Assim de (7.7) se escreve: 

( ) ( )
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r
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r
p

r
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r
Luu

r
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r
f

K
r

u
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t

d
d 1][  (7.22) 
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][ 1  (7.23) 

Verificam-se nas equações (7.22) e (7.23) a interdependência das mesmas, 

ou seja, a sensibilidade dos deslocamentos depende da sensibilidade das poro 

pressões e vice versa. Dessa maneira, uma estratégia iterativa deve ser adotada 

para a avaliação das sensibilidades num instante tt ∆+ . 

tt ∆+ . Estimativa inicial 
r
p

r
p

d
d

d
d ttt

=
∆+

 Etapa 1 

Procedimento staggered iteração: j+1 Etapa 2 

Avalia-se 
r
u

d
d jtt 1+∆+

 com (7.22) e verifica-se a convergência da 

sensibilidade dos deslocamentos com: 

tol

d
d

d
d

d
d

jtt

jttjtt

≤
−

+∆+

∆++∆+

||

||||
1

1

r
u

r
u

r
u

 

Etapa 3 
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Com o vetor 
r

u
d

d tt ∆+

 obtido na etapa 3 avalia-se 
r
p

d
d jtt 1+∆+

com (7.23) e 

verifica-se a convergência da sensibilidade das poro pressões com: 

tol

d
d

d
d

d
d

jtt

jttjtt

≤
−

+∆+

∆++∆+

||

||||
1

1

r
p

r
p

r
p

 

Etapa 4 

Se as desigualdades das etapas 3 e 4 não forem atendidas, retorna-se a 

etapa 2 com os valores atualizados de 
r

p
d

d tt ∆+

. 

Caso contrário, faz-se j=0 e um novo passo se inicia na Etapa 1.  

Etapa 5 

 Para o cômputo das sensibilidades dos deslocamentos e poro pressões em 

relação as variáveis aleatórias r pelo método adjunto, para problemas não 

dependentes da trajetória de tensões têm-se 
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(7.24) 

( )

( )

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

∆θ−

∂
∂

∆θ−−
∂
∂

∆θ−−

∂
∂

∆+−
∂
∂

−
∂
∂

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−−

∂
∂

−

=

∆+

∆+
∆+

∆+
∆+

∆+

p
r
H

r
pHp

r
H

r
hpp

r
G

r
pG

r
u

r
uLuu

r
L

λ
r

tt

t
t

tt
ttt

t

ttt
Tttt

T

T
p

i
tt

t

tt

t

d
pd

)1()1(

 

Sendo 
p

HGλ
∂
∂

∆θ+= − i
p

p
t 1][  

(7.25) 

Assim como no método de diferenciação direta, verifica-se para o método adjunto, 

a necessidade de um esquema iterativo como o apresentado no quadro anterior. 
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7.6. Análise de sensibilidade para o procedimento totalmente 
acoplado 
 

Para o procedimento totalmente acoplado as sensibilidades dos 

deslocamentos e poro pressões, no problema não dependente da trajetória de 

tensões (linear), são obtidas, para o método de diferenciação direta, pela seguinte 

forma matricial  
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 Para o método adjunto utilizam-se as seguintes expressões 
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7.7. Análise de sensibilidade das tensões 
 

As sensibilidades das tensões efetivas em relação às variáveis aleatórias r, 

em problemas não dependentes da trajetória de tensões, são dadas por: 
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Sendo a matriz B  da equação (7.29) a matriz de compatibilidade que relaciona 

deslocamentos e deformações. 

As sensibilidades das tensões totais em relação às variáveis aleatórias r, em 

problemas não dependentes da trajetória de tensões, são dadas por: 
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7.8. Exemplo de análise de sensibilidade 
 

Para verificar a formulação proposta e comparar o desempenho de cada 

método de análise de sensibilidade, efetua-se a análise de sensibilidade de 

deslocamentos e poro pressões da coluna da Figura 7.1 em relação à 

permeabilidade intrínseca e ao módulo de elasticidade transversal do elemento de 

referência destacado na figura. Os dados do problema são os apresentados na 
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Tabela 5.1. Para análise de sensibilidade por diferenças finitas utilizou-se uma 

perturbação relativa de 40.1 − . 

 

p*p*

 
Figura 7.1 Coluna poroelástica e elemento de referência para análise de sensibilidade 

 

 Os resultados apresentados a seguir referem-se aos obtidos com os 

métodos de diferenciação, direto, adjunto e diferenças finitas. Tomam-se os 

instantes 1 e 100 segundos para apresentação dos resultados. Nas figuras 

seguintes, as letras a, b e c referem-se respectivamente aos métodos, direto, 

adjunto e diferenças finitas. 

 Na Figura 7.2 apresentam-se os resultados para sensibilidade dos 

deslocamentos verticais da coluna, em relação à permeabilidade intrínseca do 

elemento de referência, no instante 1 segundo. Na Figura 7.3 os resultados dizem 

respeito ao instante 100 segundos.  

 Nota-se, que os resultados obtidos com os três métodos são muito 

semelhantes, validando dessa forma a formulação proposta para obtenção desses 

resultados. Com respeito ao comportamento das respostas é possível se observar 

que para o instante 1 segundo os deslocamentos verticais mais sensíveis à 

perturbação da permeabilidade intrínseca do elemento de referência encontram-se 

próximos ao elemento de referência. Com o processo de adensamento da coluna 

poroelástica, se verifica que os deslocamentos verticais mais sensíveis encontram-

se próximos ao topo da coluna.  
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Figura 7.2 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à K, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.3 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à K, (100 segundos) 

 

 Nas figuras seguintes, Figura 7.4 e Figura 7.5, os resultados referem-se à 

sensibilidade dos deslocamentos verticais com relação ao módulo de elasticidade 

transversal, também para os instantes 1 e 100 segundos. Constata-se com essas 

respostas que os deslocamentos verticais da coluna poroelástica são mais sensíveis 

à variações da permeabilidade intrínseca do que à variações do módulo de 

elasticidade transversal. Além disso, se verifica que os deslocamentos verticais 

mais sensíveis à perturbações no módulo de elasticidade transversal do elemento 

de referência se encontram próximos ao elemento de referência, independente do 

tempo de análise. Os valores máximos de sensibilidade são obtidos para os 
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deslocamentos verticais localizados nos nós da aresta superior do elemento de 

referência. 

 
Figura 7.4 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à G, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.5 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à G, (100 segundos) 

 

 Assim como apresentado para os deslocamentos verticais da coluna, 

apresentam-se os resultados para a sensibilidade das poro pressões em relação à 

permeabilidade intrínseca e ao módulo de elasticidade transversal do elemento de 

referência. 

 Os resultados obtidos para os dois instantes de avaliação, com os 

diferentes métodos, também se apresentam muito semelhantes.  
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Figura 7.6 Sensibilidade das poro pressões em relação à K, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.7 Sensibilidade das poro pressões em relação à K, (100 segundos) 

 

 Nota-se, com as respostas apresentadas nas figuras anteriores, que as poro 

pressões na coluna poroelástica são mais sensíveis à perturbações da 

permeabilidade intrínseca do elemento de referência nos instantes iniciais do 

processo de adensamento. 

 Assim como verificado na análise de sensibilidade dos deslocamentos 

verticais, se constata que as respostas em termos de poro pressões são mais 

sensíveis à perturbações nos valores da permeabilidade intrínseca do que à 

perturbações nos valores do módulo de elasticidade transversal do elemento de 
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referência. Nota-se também, que as poro pressões mais sensíveis à perturbações 

do módulo de elasticidade transversal do elemento de referência se encontram 

inicialmente na parte superior da coluna poroelástica se deslocamento, durante o 

processo de adensamento, para a parte inferior da coluna. 

 

 
Figura 7.8 Sensibilidade das poro pressões em relação à G, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.9 Sensibilidade das poro pressões em relação à G, (100 segundos) 

 

 Além da verificação dos resultados obtidos com a formulação proposta, 

constatou-se com o exemplo analisado que as respostas em deslocamentos e poro 

pressões são mais sensíveis às variações da permeabilidade intrínseca do que às 
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variações do módulo de elasticidade transversal. Verificou-se também o caráter 

transiente das respostas obtidas, ou seja, as sensibilidades variam 

consideravelmente no tempo. 

Assim como verificado nesse exemplo, bons resultados são obtidos 

quando se avaliam as sensibilidades em relação às propriedades de outros 

elementos.  

 A Tabela 7.1 apresenta os tempos relativos para análise de sensibilidade 

do exemplo de adensamento unidimensional. 

 
Tabela 7.1 Tempo relativo para análise de sensibilidade 

Método de análise Tempo relativo de análise 

Método de diferenciação direto 1,000 

Método de diferenciação adjunto 0,776 

Diferenças finitas 1,413 

  

Com base nos resultados apresentados na Tabela 7.1, indica-se o método de 

diferenciação adjunto para realização de análises de sensibilidade de problemas de 

acoplamento fluido mecânico lineares. 

 Nesse capítulo do trabalho não foram enfatizados comentários a respeito 

dos resultados obtidos com a análise de sensibilidade. Todavia, a análise de 

sensibilidade pode ser empregada para uma melhor compreensão dos fenômenos 

envolvidos nos problemas de acoplamento fluido mecânico, sobretudo em 

problemas complexos, quantificando a variação das respostas com relação às 

variáveis dos problemas. 
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8.1. Introdução  
 

Esse capítulo apresenta inicialmente um breve exemplo de análise 

determinística para avaliação dos valores limites de pressão interna num problema 

de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico. Num primeiro momento, 

a apresentação desse exemplo é importante, por demonstrar a aplicabilidade do 

procedimento numérico proposto no capítulo 6 para determinação desses limites. 

Num segundo momento esse exemplo será utilizado para comparações com os 

resultados obtidos quando uma análise probabilística do mesmo exemplo for 

efetuada. 

No segundo exemplo faz-se uma análise probabilística do poço vertical 

apresentado no exemplo 2 do capítulo 5, impondo-se uma pressão interna e 

condições para representação da variabilidade espacial das propriedades 

consideradas aleatórias e a variabilidade das condições iniciais de tensões e poro 

pressões. Empregam-se os diferentes tipos de métodos de análise estatística para 

solução desse problema. Alguns resultados obtidos são apresentados e as 

diferenças obtidas nas respostas, discutidas. Também se apresentam alguns efeitos 

da variabilidade das propriedades aleatórias envolvidas, analisando-se o exemplo 

para diferentes coeficientes de variação. Por fim, mostra-se uma possibilidade de 

resultado para a região plastificada em torno do poço para uma possível simulação 

de Monte Carlo. 

No exemplo 3 avaliam-se os limites de pressão interna do exemplo 2 

considerando o comportamento probabilístico. Os critérios estabelecidos no item 

referente à análise de confiabilidade e o procedimento numérico para busca dos 

valores limite de pressão interna são utilizados para avaliação desse limites. 

O último exemplo apresentado trata da análise probabilística de um poço 

horizontal mediante o acoplamento fluido mecânico com fluxo bifásico. Mostram-

se nesse exemplo alguns aspectos referentes aos efeitos da variabilidade das 
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propriedades aleatórias. Estuda-se além do comportamento geral das respostas, a 

influência e a variabilidade das tensões atuantes no revestimento do poço 

mediante a frente de fluido molhante. Apresenta-se também a resposta do 

problema para uma possível distribuição espacial das variáveis aleatórias numa 

simulação de Monte Carlo. 

Nos exemplos analisados emprega-se o procedimento staggered. Para 

solução do problema não linear global do problema mecânico utiliza-se o método 

L-BFGS e para a análise dos valores limites para a pressão interna considera-se a 

condição na qual a área plastificada atinge o regime permanente. 

 

8.1.1. Exemplo 1: determinação de PI considerando comportamento 
determinístico 
 

O exemplo analisado nesse item é o apresentado no capítulo 5, exemplo 2. 

Os dados do problema são apresentados na Tabela 8.1. Utilizar-se-ão os dados 

dessa tabela no exemplo seguinte. 

 
Tabela 8.1 Dados dos exemplos 1, 2 e 3 

Parâmetros Valor médio Fdp 
G (MPa) 6000.00 Lognormal 

ν  0.20 - 
sK  (MPa) 38000.00 - 

πK  (MPa) 2884.00 - 
φ  0.19 - 

c (MPa) 10.00 Lognormal 
Φ  (graus) 30.00 Lognormal 

k (m2) 1.90E-15 Lognormal 
πµ (MPas) 1.00E-9 - 

xx0σ  (MPa) -30.00 Normal 

yy0σ  (MPa) -50.00 Normal 

0p  (MPa) 15.00 Lognormal 

limA  m2 0.031 Normal 
0T  (MPa) 6.00 Normal 

 

No exemplo apresentado no item 5.3 assumiu-se para o material o 

comportamento elástico linear. Agora se assume que o material apresenta 

comportamento elástico perfeitamente plástico, descrito pelo critério de Mohr 
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Coulomb. Empregando-se os procedimentos descritos no capítulo 6 obtiveram-se 

como limites de PI os valores de 20.6 e 45.5 (MPa), respectivamente para os 

limites inferior e superior. Observa-se que para obtenção desses resultados o 

comportamento transiente das respostas nas proximidades do poço foi 

considerado, incluindo a condição drenada e a condição não drenada. Os limites 

obtidos correspondem à condição crítica, sendo para esse exemplo verifica na 

condição não drenada. A Figura 8.1 apresenta esses resultados de forma 

ilustrativa. 

 

0 10 20 30 40 50 60 70
Pressão interna (MPa)

Região instável Região instávelRegião estável

 
Figura 8.1 Limites de PI considerando comportamento determinístico 

 

8.1.2. Exemplo 2: análise probabilística para uma determinada PI 
 

A geometria do exemplo analisado é apresentada no capítulo 5, exemplo 2, 

sendo aplicada na parede do poço uma pressão interna de 20 (MPa). O 

comportamento elástico perfeitamente plástico é assumido, o critério de Mohr 

Coulomb e o estado plano de deformações são adotados. As variáveis do 

problema, as variáveis consideradas aleatórias e as respectivas funções densidade 

de probabilidade consideradas no exemplo apresentam-se na Tabela 8.1. Adota-se 

para esse exemplo, para descrição da variabilidade espacial das propriedades 

aleatórias a função de covariância exponencial e um comprimento de correlação 

de 6 m. Assume-se um coeficiente de correlação de 0.7 entre G e Φ  e entre G e c. 

Para se obter uma medida dos efeitos da variabilidade das variáveis aleatórias 

sobre as respostas adotam-se dois valores de coeficiente de variação, Cv = 0.10 e 

Cv = 0.20. Dado o número de elementos da malha de elementos finitos utilizada, 

tem-se para esse exemplo 19205 variáveis aleatórias. Para o método de Monte 

Carlo são realizadas 1000 simulações e utilizam-se 3 termos para expansão no 
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método de simulação com expansão de Neumann . Os resultados apresentados nos 

gráficos a seguir referem-se aos obtidos para um instante de 60 segundos, para um 

ângulo 00=β . 

Inicia-se a apresentação dos resultados mostrando as respostas obtidas com 

os diferentes métodos de análise estatística. Adota-se como referência para as 

comparações as respostas obtidas com o método de Monte Carlo. 

Na Figura 8.2 apresentam-se os resultados para média da tensão total yyσ  

para Cv= 0.10. Nota-se nessa figura que os resultados obtidos são muito 

semelhantes.  
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Figura 8.2 Média de yyσ  para Cv = 0.10 em 00=β   

 

Na Figura 8.3 apresentam-se os resultados para média da tensão total yyσ  

para Cv= 0.20.  
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Figura 8.3 Média de yyσ  para Cv = 0.20 em 00=β   

Nota-se que para essa condição os resultados também são semelhantes, com 

uma pequena dispersão da resposta obtida com o método de Neumann na região 

próxima ao poço, onde ocorre plastificação. 

Na Figura 8.4 mostram-se as respostas para o desvio padrão da tensão total 

yyσ . Nota-se que os valores obtidos com os 3 métodos são muito semelhantes na 

região onde não ocorre plastificação. Entretanto, na região próxima ao poço, onde 

ocorre plastificação, os resultados obtidos com o método estatístico linear e 

Neumann diferem dos obtidos com o método de Monte Carlo.  
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Figura 8.4 Desvio padrão de yyσ  para Cv = 0.10 em 00=β   

 

Apresentam-se na Figura 8.5, os resultados de desvio padrão da tensão total 

yyσ  para Cv=0.20. Assim como verificado para Cv=0.10 os valores próximos ao 

poço apresentam divergência, sendo essa maior do que a verificada para Cv=0.10. 

Nota-se também que o método estatístico linear não conseguiu representar o 

comportamento apresentado pelo método de Monte Carlo nas proximidades do 

poço. 

Os valores médios para poro pressão, obtidos para Cv=0.10 e Cv=0.20, são 

apresentados nas figuras (Figura 8.6 e Figura 8.7) respectivamente. Verificam-se 

pequenas diferenças nos resultados, sendo as maiores diferenças encontradas para 

Cv=0.2 e para o método estatístico linear.  
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Figura 8.5 Desvio padrão de yyσ  para Cv = 0.20 em 00=β   
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Figura 8.6 Média da poro pressão para Cv = 0.10 em 00=β   

 

Assim como apresentado para as respostas em tensões, mostram-se nas 

figuras seguintes os valores de desvio padrão para as poro pressões. Na Figura 8.8 

apresentam-se os valores de desvio padrão para poro pressão para um Cv=0.10. Se 
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verifica que os valores obtidos são muito semelhantes, independente do método 

utilizado. 
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Figura 8.7 Média da poro pressão para Cv = 0.20 em 00=β   
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Figura 8.8 Desvio padrão da poro pressão para Cv = 0.10 em 00=β   

 

Para a condição de Cv=0.20, Figura 8.9, se percebe para os valores de 

desvio padrão da poro pressão algumas diferenças maiores na região central do 
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domínio do problema. Cabe ressaltar que os valores nulos de desvio padrão das 

poro pressões na parede do poço se devem ao fato de se ter imposto a condições 

de pressão de 20 (MPa) nessa região e que a mesma é considerada determinística. 
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Figura 8.9 Desvio padrão da poro pressão para Cv = 0.20 em 00=β   

 

De maneira geral, respostas médias semelhantes foram obtidas com os 

diferentes métodos de análise. Dispersões mais significativas foram encontradas 

nos valores de desvio padrão das respostas, sobretudo para as respostas de desvio 

padrão das tensões principalmente obtidas com o método estatístico linear. 

Outro fator muito importante refere-se ao tempo requerido para realização 

dessas análises. Dado o número de variáveis aleatórias do problema e à 

dificuldade de se efetuar a análise de sensibilidade das respostas em relação a 

essas variáveis, o método estatístico linear apresentou-se muito ineficiente. O 

método de simulação com expansão de Neumann, com somente 3 termos na 

expansão, também necessitou mais tempo para análise do que o método de 

simulação de Monte Carlo. 

A Tabela 8.2 apresenta o tempo relativo requerido por cada método de 

análise para solução desse problema. 
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Tabela 8.2 Tempo relativo para análise do problema 

Método de análise Tempo relativo de análise 
Monte Carlo 1.00 

Neumann 1.74 
Estatístico linear 19.89 

  

Após a apresentação das comparações entre as repostas obtidas com os 

diferentes métodos de análise estatística, parte-se para a segunda etapa de análise 

dos resultados obtidos nesse exemplo. Avaliam-se alguns efeitos da consideração 

de diferentes níveis de variabilidade, expressos pelo coeficiente de variação das 

variáveis aleatórias. Como citado anteriormente, as respostas médias obtidas com 

Cv=0.10 e Cv=0.20 são muito semelhantes. Entretanto, os valores de desvio 

padrão mostram-se mais sensíveis à variabilidade das variáveis aleatórias. Os 

resultados apresentados nas figuras seguintes foram obtidos com o método de 

Monte Carlo. 

Na Figura 8.10 apresentam-se os resultados de desvio padrão para tensão 

total yyσ  para Cv=0.10 e Cv=0.20. Observa-se nessa figura grandes diferenças 

nas respostas obtidas. 
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Figura 8.10 Desvio padrão de yyσ  para Cv = 0.10 (a) e Cv = 0.20 (b) 

 

Na Figura 8.11, ao se comparar as respostas obtidas em 00=β , essas diferenças 

ficam mais claras. Para Cv=0.10 tem-se valores de desvio padrão próximos a 13 

(MPa), para Cv=0.20 esses valores encontram-se próximos a 19 (MPa).  
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Figura 8.11 Desvio padrão de yyσ  para Cv = 0.10 e Cv = 0.20 em 00=β   

  

De forma semelhante se mostram os valores de desvio padrão das poro 

pressões. Na Figura 8.12, apresentam-se os valores de desvio padrão das poro 

pressões na vizinhança do poço.  
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Figura 8.12 Desvio padrão da poro pressão para Cv = 0.10 (a) e Cv = 0.20 (b) 

 

Na Figura 8.13 apresentam-se essas respostas em 00=β . Notam-se grandes 

diferenças nesses valores e que os mesmos refletem de maneira adequada as 

condições de contorno impostas ao problema. 
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Figura 8.13 Desvio padrão da poro pressão para Cv = 0.10 e Cv = 0.20 em 00=β   

 

 A região com probabilidade de plastificação também é modificada quando 

se altera a variabilidade das variáveis aleatórias. Nas figuras seguintes 

apresentam-se essas diferenças. Na Figura 8.14, apresenta-se a região próxima ao 

poço com probabilidade de plastificação e na Figura 8.15, mostram-se essas 

probabilidades em 00=β .  
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Figura 8.14 Probabilidade de plastificação para Cv = 0.10 (a) e Cv = 0.20 (b) 
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Figura 8.15 Probabilidade de plastificação para Cv = 0.10 e Cv = 0.20 em 00=β  

 

Verifica-se que a região com probabilidade de plastificação cresce à medida 

que a variabilidade das variáveis aleatórias aumenta. 

A terceira etapa de avaliação das respostas obtidas nesse exemplo, trata das 

possibilidades de respostas obtidas em uma determinada simulação. Após a 

geração dos possíveis campos aleatórios, respostas significativamente diferentes 

das obtidos no caso em que não se considera a variabilidade espacial das variáveis 

aleatórias podem ser encontradas. Para exemplificar, analisa-se o exemplo 

corrente, para uma simulação de Monte Carlo. Assume-se para a coesão do meio 

poroso um coeficiente de variação igual a 0.30, sendo para as demais variáveis 

aleatórias, adotado 0.20.  

Nas figuras seguintes apresentam-se os campos aleatórios gerados para essa 

simulação. Os gráficos apresentados ao lado dos campos aleatórios, descrevem os 

valores gerados para pontos que vão do canto superior esquerdo até o canto 

inferior direito do domínio. 
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Figura 8.16 Campo aleatório para k e gráfico para k normalizada 
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Figura 8.17 Campo aleatório para G e gráfico para G normalizado 
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Figura 8.18 Campo aleatório para c e gráfico para c normalizada 
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Figura 8.19 Campo aleatório para Φ  e gráfico para Φ  normalizado 
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Para essas condições, uma região plastificada na vizinhança do poço, como 

apresentado na Figura 8.20, é obtida. Nota-se nessa figura que a região 

plastificada não apresenta simetria, sendo dessa forma, consideravelmente 

diferente da obtida para uma condição sem variabilidade.  

 

 
Figura 8.20 Área plastificada para uma determinada simulação de Monte Carlo 

 

8.1.3. Exemplo 3: determinação de PI considerando comportamento 
probabilístico 
 

Assim como realizado para o comportamento determinístico, determinam-se 

agora os limites de PI para o problema apresentado no capítulo 5, exemplo 2, 

considerando o comportamento probabilístico. As mesmas observações expostas 

para determinação dos valores limites segundo o comportamento determinístico 

são consideradas na corrente análise. Para modelagem numérica do problema as 

condições indicadas no item 8.1.2 e os dados apresentados na Tabela 8.1 são 

utilizadas. Os critérios para avaliação da probabilidade de falha e os 

procedimentos numéricos para determinação dos limites de PI foram descritos no 

capítulo 6. Para avaliação dos efeitos gerados pela variabilidade das propriedades 

aleatórios adotam-se coeficientes de variação iguais a 0.10 e 0.20.  

Na Figura 8.21 apresenta-se a probabilidade de falha para diferentes valores 

de pressão interna. Verifica-se que as respostas obtidas com a consideração de 

valores de Cv distintos são semelhantes, sendo mais consertadores os valores 

obtidos com Cv=0.20. Salienta-se que tanto as propriedades do meio quanto à área 

limite de plastificação são variáveis aleatórias. 

As curvas apresentadas indicam, para o limite inferior, que para uma 

pressão interna de 10 (MPa) uma probabilidade de falha em torno de 60% é 
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obtida. A probabilidade de falha decresce de forma quase linear até uma 

probabilidade de falha de 1%, sendo essa probabilidade obtida para uma pressão 

interna de aproximadamente 30 (MPa).  
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Figura 8.21 Probabilidade de falha x Pressão interna 

 

Para o limite superior uma pressão interna próxima a 39 (MPa) é necessária 

para obtenção de uma probabilidade de falha de 1%. Um valor de pressão interna 

em torno de 60 (MPa) corresponde a uma probabilidade de falha próxima a 50%.  

Considerando agora uma representação semelhante à apresentada na Figura 

8.1, para Cv=0.10 e uma probabilidade de falha inferior a 1%, apresentam-se na 

Figura 8.22 os valores limites para pressão interna para essas condições.  
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Figura 8.22 Região com probabilidade de falha para Cv=0.10 e 
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 = 0.01 
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Ao se comparar os valores determinados com a consideração do 

comportamento probabilístico com os valores obtidos segundo o comportamento 

determinístico se verifica que o limite inferior de 20.6 (MPa) encontrado para a 

condição determinística corresponde a uma probabilidade de falha em torno de 

20%. O limite superior de 45.5 (MPa) encontrado para condição determinística 

corresponde a uma probabilidade de falha  próxima a 10%.  

Na utilização do procedimento numérico sugerido para determinação dos 

valores limites para pressão interna, considerando o comportamento 

probabilístico, 
ettf

P
arg

=0.01 e iniciando o processo com PI=20.0 (MPa) e 45.0 

(MPa), respectivamente para os limites inferior e superior, foram necessárias 5 

iterações no processo de busca até atingir a convergência requerida no método de 

Newton Raphson. Para se obter repostas de maneira mais rápida, sugere-se que 

valores iniciais relativamente próximos à solução sejam utilizados, indicando-se 

para isso os valores obtidos para o comportamento determinístico. 

 

8.1.4. Exemplo 4: análise probabilística de um poço horizontal 
considerando fluxo bifásico 
 

A geometria do exemplo analisado é apresentada no capítulo 5, exemplo 4. 

O comportamento elástico perfeitamente plástico é assumido, sendo o critério de 

Mohr Coulomb adotado para o Gravel e para a formação e o critério de Von Mises 

para o revestimento do poço, assume-se para o modelo o estado plano de 

deformações. As variáveis do problema, as variáveis consideradas aleatórias e as 

respectivas funções densidade de probabilidade consideradas no exemplo 

apresentam-se na Tabela 8.3. Adota-se para esse exemplo, para descrição da 

variabilidade espacial das propriedades aleatórias a função de covariância 

exponencial e um comprimento de correlação de 7 m. Assume-se um coeficiente 

de correlação de 0.5 entre G e Φ  e entre G e c. Adota-se nesse exemplo um 

coeficiente de variação, Cv = 0.20 para todas as variáveis aleatórias. Impõem-se 

para 0≥t , a uma distância de 3 m do poço, 60.0=wS , 0nwnw pp =  e no poço 

uma condição de vazão total constante diamqqq nwwT /3 3=+= . 

Apresenta-se na Figura 8.23 a resposta média obtida para o campo de 

saturação de fluido molhante, na região próxima ao poço, para o tempo de 9.84 
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horas. Verifica-se nessa figura que a resposta média obtida apresenta uma frente 

de saturação não uniforme. Portanto, considerando-se a variabilidade das 

propriedades, a chegada do fluido molhante ao poço apresenta ligeiras variações. 

O fluido molhante chega ao poço num tempo de 10.38 horas, logo após esse 

instante todo o contorno do poço apresentará uma saturação igual a 0.60, condição 

inicial imposta no contorno do domínio. Observa-se que para esse exemplo, 

quando uma análise determinística é efetuada, a frente de saturação é uniforme. 

 
Tabela 8.3 Dados do exemplo 4 

 Variáveis Valor médio Fdp 
G (MPa) 8334.00 Lognormal 

ν  0.20 - 
c (MPa) 2.00 Lognormal 
Φ  (graus) 30.00 Lognormal 

Gravel 

k (m2) 6.9E-14 Lognormal 
G (MPa) 17500.00 Lognormal 

ν  0.20 - 
c (MPa) 5.00 Lognormal 
Φ  (graus) 30.00 Lognormal 

k (m2) 6.9E-15 Lognormal 
xx0σ  (MPa) -40.00 Normal 

yy0σ  (MPa) -65.00 Normal 

Formação 

0nwp  (MPa) 36.00 Lognormal 
E (MPa) 2.0E5 - 

yσ (MPa) 758.00 - Revestimento 
ν  0.29 - 

dP  (MPa) 5.00 - 
φ  0.19 - 
β  0.20  

wµ  (MPa s) 0.4E-9 - 

nwµ  (MPa s) 1.0E-9 - 

sK  (MPa) 38000.00 - 

 

πK  (MPa) 2884.00 - 
 

O campo de desvio padrão da saturação de fluido molhante, para o tempo 

de 9.8 horas é apresentado na Figura 8.24. Observa-se nessa figura, para esse 

tempo de análise, valores de desvio padrão apenas na região da frente de 

saturação. Esse comportamento apresenta-se conforme esperado, sendo 

compatível com as condições de contorno impostas ao problema. Assim como 
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verificado para as respostas médias, os valores de desvio padrão também não são 

uniformes.  
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Figura 8.23 Média da saturação de fluido molhante 
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Figura 8.24 Desvio padrão da saturação de fluido molhante 

 

Considerando o tempo necessário para chegada do fluido molhante ao poço, 

adota-se o tempo de análise de 11 horas para a observação de algumas respostas 

ao longo do tempo. 

Apresentam-se a seguir algumas comparações das respostas obtidas 

considerando-se a entrada de fluido molhante, com as respostas obtidas sem essa 

consideração, ou seja, com a condição de fluxo monofásico. Os pontos de 

observação A e B, para os quais se apresentam essas respostas, são indicados na 

Figura 5.11. Adotam-se esses pontos para avaliação das tensões, por serem pontos 

pertencentes ao revestimento do poço. Busca-se, de forma bastante simples, 

quantificar a influência do comportamento bifásico nas respostas de tensões 
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nesses pontos, em conjunto com a avaliação dos efeitos da variabilidade de 

algumas propriedades nessas respostas. 

 Na Figura 8.25 apresentam-se os resultados médios da tensão principal S1 

no ponto A ao longo do tempo, para os casos monofásico e bifásico.  
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Figura 8.25 Média da tensão principal S1 no ponto A 

 

Constata-se que as respostas são bastante distintas. Enquanto o resultado 

obtido para a condição de fluxo bifásico apresenta um caráter transiente, a 

resposta para a condição de fluxo monofásico é constante no tempo. Para a 

condição de fluxo bifásico, a variação ao longo do tempo do valor da tensão 

principal foi de aproximadamente 8% . Nesse exemplo, com a chegada da frente 

de saturação no poço, as respostas para a condição de fluxo bifásico também se 

tornam constantes no tempo. 

De forma muito semelhante se apresentam os resultados obtidos para a 

tensão principal S1 no ponto B, Figura 8.26. O comportamento das respostas 

nesse ponto é idêntico ao verificado no ponto A. 

Após essas avaliações, parte-se para a apresentação de respostas de desvio 

padrão obtidas nessa análise. Nas figuras seguintes, Figura 8.27 e Figura 8.28, 

apresentam-se os valores de desvio padrão da tensão principal S1 ao longo do 

tempo, para os pontos de observação A e B. Nota-se nessas figuras que o 
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comportamento das respostas para os dois pontos é distinto. Para o ponto A, o 

desvio padrão cresce ao longo do tempo. Para o ponto B o desvio padrão 

apresenta comportamento inverso, decrescendo ao longo do tempo. Apesar dessas 

diferenças, se percebe que os valores de desvio padrão ao longo do tempo sofrem 

apenas pequenas mudanças. Assim como o verificado para os valores médios, as 

respostas de desvio padrão tornam-se constantes com a chegada da frente de 

saturação ao poço. 
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Figura 8.26 Média da tensão principal S1 no ponto B 
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Figura 8.27 Desvio padrão da tensão principal S1 no ponto A 
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Figura 8.28 Desvio padrão da tensão principal S1 no ponto B 

 

 A resposta obtida para região com probabilidade de plastificação é 

apresentada na Figura 8.29. Constata-se com esse resultado que uma grande 

região em torno do poço apresenta probabilidade de plastificação. Praticamente 

toda a região do Gravel apresenta probabilidade de plastificação de 100%. Pode-

se atribuir essa condição ao baixo valor da coesão do material. Uma região 
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considerável da formação também apresenta probabilidade de plastificação 

elevada. O revestimento por sua vez não apresentou nenhum ponto plastificado.  
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Figura 8.29 Probabilidade de plastificação  
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9 Conclusões e sugestões 
 

Com o objetivo de desenvolver procedimentos de análise numérica, 

utilizando elementos finitos, de processos fluido mecânicos acoplados, 

monofásicos e bifásicos, que levassem em conta a variabilidade espacial de 

propriedades hidráulicas e mecânicas e a variabilidade das condições iniciais de 

tensões e pressões, apresentaram-se, na parte inicial desse estudo, as 

considerações e hipóteses adotadas para definição do modelo físico utilizado para 

descrição das equações que governam os problemas de acoplamento fluido 

mecânico. A partir dessas considerações, as equações governantes dos problemas 

mecânico e de fluxo foram descritas segundo a formulação de elementos finitos. 

Algumas considerações a respeito da discretização no tempo e sobre análise de 

problemas não lineares foram apresentadas. Pôde-se, com esses subsídios, passar 

para a etapa de avaliação dos problemas, considerando-se o comportamento 

determinístico. Para esse comportamento, apresentaram-se dois procedimentos de 

solução, o primeiro procedimento totalmente acoplado e o segundo particionado, 

conhecido como staggered. 

Após a apresentação da formulação, fez-se a validação do modelo numérico 

determinístico através de exemplos. Nesse sentido, pode-se dizer que os 

resultados obtidos numericamente apresentaram boa concordância com os obtidos 

com soluções analíticas. Os procedimentos sugeridos para a solução dos 

problemas não lineares, também se mostraram eficientes. A solução do problema 

elastoplástico com as ferramentas da programação matemática apresentou bons 

resultados. Com respeito aos métodos de solução dos problemas não lineares 

globais, o método L-BFGS se mostrou como alternativa mais eficiente, sempre 

que pode ser utilizado. 

De maneira geral, os resultados obtidos com os procedimentos, totalmente 

acoplado e staggered, são muito semelhantes, desde que se escolham valores 

adequados para as tolerâncias no procedimento staggered. Verificou-se, nos 

exemplos analisados, que o procedimento totalmente acoplado apresenta melhor 
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eficiência computacional para problemas lineares, sendo o oposto geralmente 

verificado em problemas não lineares, sobretudo nos problemas com não 

linearidades mais acentuadas e com maior número de equações a serem 

resolvidas. 

Num segundo momento, descreveram-se os problemas utilizando uma 

formulação não determinística, sendo necessário para isso, a apresentação de 

alguns conceitos fundamentais da probabilidade e da estatística, bem como de 

métodos para a obtenção das respostas estatísticas dos problemas de acoplamento. 

Apresentaram-se métodos de simulação (Monte Carlo e Neumann) e o método de 

perturbação estatístico linear. Assim como para a análise determinística foram 

apresentados exemplos, verificando-se com eles as implementações efetuadas e os 

resultados obtidos com cada método. 

As implementações para análises de sensibilidade, requeridas no método 

estatístico linear, apresentaram resultados satisfatórios. Essa afirmação é válida 

devido às comparações realizadas pelo método analítico direto, método adjunto e 

aproximações por diferenças finitas. Em problemas não dependentes da trajetória 

de tensões o método de diferenciação adjunto mostrou-se como o mais eficiente. 

O método estatístico linear geralmente apresenta boas respostas médias em 

problemas lineares com variáveis aleatórias com pequeno coeficiente de variação. 

Em problemas não lineares ou para grandes coeficientes de variação as respostas 

estatísticas obtidas com esse método tendem a diferir das obtidas com o método 

de Monte Carlo, principalmente as respostas de desvio padrão. Além disso, 

verificou-se um custo computacional elevado para realização das análises de 

sensibilidade efetuadas por aproximação por diferenças finitas, uma vez que o 

número de variáveis aleatórias dos problemas é geralmente elevado. Esse custo 

para análise de sensibilidade, consequentemente se estende para o custo 

computacional da análise como um todo. Assim, além de se obter respostas 

aproximadas com esse método, o custo computacional pode ser mais elevado do 

que o verificado com métodos que geram respostas mais satisfatórias. 

O método de simulação com expansão de Neumann é capaz de gerar bons 

resultados. Para isso, faz-se necessária a utilização de um número adequado de 

termos na expansão. Entretanto, a utilização de muitos termos na expansão pode 

acarretar um maior custo computacional, deixando de ser interessante sua 

utilização. Nos exemplos analisados nesse estudo, utilizando-se apenas três termos 
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na expansão de Neumann, o tempo requerido para as análises foi maior que o 

verificado com o método de Monte Carlo. Além disso, diferenças consideráveis 

foram verificadas nas respostas estatísticas obtidas.  

Apesar do elevado custo computacional despendido pelo método de Monte 

Carlo, esse se mostrou como melhor alternativa para solução dos problemas 

tratados nesse trabalho. Além das considerações referentes às respostas estatísticas 

obtidas com o método de Monte Carlo, deve-se lembrar que respostas 

probabilísticas são facilmente obtidas com o emprego desse método. 

Com referência a consideração da variabilidade espacial das propriedades 

mecânicas e hidráulicas e a variabilidade das condições iniciais de tensões e 

pressão em problemas com fluxo monofásico, verificou-se que essas 

variabilidades podem afetar consideravelmente o comportamento dos problemas 

mecânico e de fluxo. Essas influências se mostram principalmente nas regiões 

próximas ao poço, onde geralmente se localizam os problemas de plastificação, 

sendo dessa forma as regiões de maior importância dos problemas. Alguns 

resultados, apresentando as regiões com probabilidade de plastificação, 

considerando diferentes níveis de variação das variáveis aleatórias, demonstraram 

que essas regiões podem ser alteradas em decorrências dessas variações. 

Para se efetuar a análise de estabilidade de poços foram apresentados 

procedimentos numéricos tanto para o comportamento determinístico quanto para 

o comportamento probabilístico, nesse caso apresentando-se alguns itens sobre 

análise de confiabilidade. Esses procedimentos, descritos como um problema 

básico de otimização, determinam os valores operacionais para pressão de fluido 

de perfuração, de acordo com determinados critérios de estabilidade.  

Nas análises de estabilidade de poços efetuadas nesse estudo se verificaram 

diferenças significativas nos valores limites de pressão de fluido de perfuração, 

quando se compararam esses valores considerando-se os comportamentos 

determinístico e probabilístico. Limites operacionais encontrados para o 

comportamento determinístico corresponderam a valores com significativa 

probabilidade de falha no comportamento probabilístico. Ao se determinar os 

valores limites para pressão do fluido de perfuração para o comportamento 

probabilístico e considerando-se diferentes níveis de variação das variáveis 

aleatórias, respostas mais conservadoras foram obtidas para as condições com 

maior variabilidade. 
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Com respeito às respostas obtidas na análise considerando fluxo bifásico 

destacam-se inicialmente as diferenças verificadas quando comparados os casos 

monofásico e bifásico. Para a condição de fluxo monofásico, o comportamento 

transiente é geralmente verificado, para tempos relativamente pequenos, sendo 

logo alcançada a condição permanente. Com a entrada de fluido molhante no 

meio, o comportamento transiente é verificado novamente, gerando variações nos 

campos de pressão, tensões e saturações. Analisando-se o comportamento das 

tensões no revestimento do poço, verificaram-se alterações nos seus valores 

devido à frente de saturação de fluido molhante. 

A variabilidade espacial das propriedades hidráulicas e mecânicas e a 

variabilidade das condições iniciais de tensões e pressões geram algumas 

alterações no comportamento das respostas em relação ao comportamento obtido 

para o caso determinístico.  

Após a descrição das principais observações aferidas nesse estudo algumas 

sugestões para trabalhos futuros são apresentadas.  

• Para o problema de acoplamento com fluxo monofásico, sugere-se a 

consideração de outros modelos constitutivos para descrição do 

comportamento do material do meio poroso. Em conjunto a isso, 

sugere-se a consideração de outros critérios para avaliação da 

estabilidade do poço.  

• Para o problema de acoplamento com fluxo bifásico sugere-se a 

consideração de efeitos físicos e químicos gerados no material da 

formação devido à entrada de outro fluido. Considerar os efeitos do 

fluxo bifásico na produção de areia e seus efeitos na estabilidade e 

na produção dos poços de petróleo. Indica-se acrescentar à 

formulação do problema de fluxo bifásico, descrita nesse trabalho, 

procedimentos numéricos para estabilização de possíveis problemas 

em problemas com velocidades elevadas. 

Acredita-se que o estudo efetuado na realização deste trabalho, ainda que 

limitado, atendeu os objetivos fundamentais propostos, podendo ser considerado 

promissor e base para desenvolvimentos futuros. 
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