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RESUMO

Investigamos o modelo do voto da maioria com ruido para uma rede de interacoes
sociais em um sistema com duas classes de individuos, classe o e classe t. Na
dinamica deste sistema, um dado individuo adota o estado oposto a maioria dos seus
vizinhos com probabilidade referente a sua classe, q 455, € 0 estado da maioria dos
seus vizinhos com probabilidade (1 — q.j4s5 ), ONde G 0sse € chamado de parametro
de ruido para uma dada classe. Desta maneira, um individuo da classe o e um
individuo da classe 7 possuem parametros de ruido g, e g, respectivamente. No nosso
modelo cada classe de individuos possui uma dindmica propria, sendo que os
individuos da classe o sdo influenciados por vizinhos das classes o e 7, enquanto os
individuos da classe 1 sdo influenciados por vizinhos da classe T somente. Em nossas
simulacées computacionais consideramos que os agentes, ou individuos, de cada
classe estao distribuidos em uma rede bidimensional quadrada de lado L, de maneira
que N = I? é a quantidade de sitios de uma classe, totalizando 2L? individuos no
sistema. Usamos o método de Monte Carlo e técnicas de escalamento de tamanho
finito, para obter as propriedades criticas do sistema no estado estacionario.
Calculamos, para cada classe de individuos, a magnetizacdo, a susceptibilidade e o
cumulante de quarta ordem de Binder como funcoes dos ruidos g, e q,, para
diferentes valores do tamanho N de uma classe. Encontramos os valores dos ruidos
criticos, q,; e q;, e identificamos cinco regides distintas no digrama de fases no plano
qds, — q.- Os valores dos expoentes criticos de cada classe sio os mesmos, ou seja,

Bs = Br> Y, =Y,» Vo = V;, € NOS permitem concluir que o modelo proposto pertence a

mesma classe de universalidade do modelo de Ising.

Palavras-chave: sistemas socioecondémicos, transicoes de fase, fenomenos criticos,
simulagOes computacionais.
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ABSTRACT

We investigate the majority-vote model with noise in a network of social interactions
for a system with two classes of individuals, nominated class o and class t. In the
system dynamics, each individual adopts the state of the majority of its neighbors
with probability (1 — g, ) and the opposite state with probability g, , Where q.qss
is called the noise parameter for a given class. In this way, an individual belonging to
o class and one of 7 class have noise parameters g, and q,, respectively. In our model
each class has its own dynamics, with individuals of o class being influenced by
neighbors of both classes, while the individuals of type t suffer influence only from its
own class. In the simulations we consider that the agents, or individuals, of each class
are located in the sites of a two-dimensional square lattice of side L, where N = L? is
the number of sites in the network, and we have 2L? individuals in the entire system.
We use the Monte Carlo simulation method and finite size scaling technique to
estimate the critical properties of the system in the stationary state. For each class of
individuals we have calculated the magnetization, the susceptibility and the fourth-
order Binder’s cumulant as functions of the noise parameters g, and q,, for different
values of system size. The calculated values of the critical noise parameters, q; and
q:, allow us to identify five distinct regions in the phase diagram on the g, — g, plane.
The critical exponents for each class are the same, that is, 8, = f;, Y, =Y,, Vo = Vy,
and we conclude that our model belongs to the same universality class of the two-

dimensional Ising model.

Keywords: socioeconomic systems, phase transitions, critical phenomena, computer
simulation.
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CAPITULO 1

ESTATISTICA DA SOCIEDADE

1.1 INTRODUCAO

Atualmente, existe um interesse crescente entre os fisicos teoricos,
experimentais e computacionais em estudar fendmenos em outras areas da ciéncia
como a economia [1, 2], a biologia [3], a sociologia [4-15], entre outras [16-18]. Para
isso, eles utilizam formulacoes, resultados e técnicas de importantes campos da fisica,
entre eles, a Mecanica Estatistica. Nos modelos de sistemas de muitas particulas, a
premissa fundamental é que os detalhes do comportamento isolado de um dado
constituinte nao sao relevantes quando desejamos estudar ou criar uma descricao da
dinamica coletiva.

A estatistica surgiu do estudo de nimeros sociais no século XVII. A descoberta
de invariancias nos resultados da anélise de dados como nascimentos e mortes,
crimes e casamentos levaram alguns cientistas e filésofos a concluir que a sociedade
era governada por leis “naturais” que estariam fora do controle dos governantes.
Mesmo nao sendo os fisicos que comecaram este debate, o estudo da estatistica de
populacoes auxiliou Maxwell e Boltzmann no desenvolvimento da Teoria Cinética dos
Gases [10]. Interessante o fato de que hoje em dia o interesse pela Fisica Estatistica
tenha crescido, motivado pelos avancos tecnolégicos em computacgao, retornando as
suas origens por tornar a estudar a sociedade.

Treés séculos depois, em meados de 1920, a probabilidade inerente a natureza,
introduzida como fundamental no mundo quantico, escandalizou estudiosos do
fundamento filos6fico da ciéncia. Einstein insistia que Deus nao jogava dados para
determinar o comportamento da natureza, alegando que a Teoria Quantica sugerida
por Bohr e Schrodinger deveria ser revista. Mas apesar dos esforcos de Einstein para
que os fisicos nao validassem por completo a teoria probabilistica da Mecanica
Quantica, os resultados obtidos nesta area até os dias atuais confirmam o

comportamento nao-deterministico destes sistemas.
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Um estudo histérico do nascimento da estatistica da sociedade, bem como do
desenvolvimento das técnicas que originaram a Mecanica Estatistica foi feito por
Philip Ball [10], onde o autor detalha a motivacdo do estudo da sociedade e as
implicacoes filosoficas causadas por tal estudo. Entre elas a discussao sobre o que é o
“livre arbitrio” depois da conclusao que o “todo” obedece a uma lei mais geral, guiada
pela Gaussiana e seus erros estatisticos inerentes ao estudo. Podemos resumir o que
Ball afirma sobre o historico e o conceito num paragrafo de sua autoria:

“Nos dias de hoje, os esforcos feitos para aplicar os conceitos e métodos da
Fisica Estatistica para os fenébmenos sociais, da economia até o fluxo de trafego,
eleicoes, redes de amizades e interacgoes, estdo completando um caminho fechado
cuyja trajetéria comegou séculos atras. O trabalho na estatistica social do século 19
teve uma influéncia direta nos fundadores da Fisica Estatistica, que escolheram
deixar de lado o determinismo Newtoniano para confiar numa “lei de grandes
niimeros”, tratando com sistemas de muitas particulas, cujo comportamento

individual ndao é relevante, mas o todo.”

1.2 ELEICOES, PROBLEMAS SOCIAIS E FiSICA ESTATISTICA

Recentemente tem sido observado um interesse crescente no estudo do
comportamento de uma sociedade pelo uso de técnicas derivadas da Fisica Estatistica
[6-8]. A difusdao de um novo conceito seja ele uma tecnologia, uma opinidao, uma
informacao, uma doenca, entre outros, através de uma rede social ou economica, é
um processo complexo, exibindo um campo de estudo rico para matematicos e fisicos
teoricos por sua dinamica [9]. Tal interesse motivou a criacdo de uma area de
pesquisa na sociedade alema de fisica sobre “pesquisa socioeconomica”, liderada por
Frank Schweitzer [12]. Alguns modelos de Ising que possuem adaptacao facil para
sistemas sociais foram revisados em [19].

Segundo o modelo democréatico de governo, uma sociedade “saudavel” é aquela
onde todos os membros sao ouvidos, possuindo responsabilidades sobre o destino de
todos que a compoem. Portanto, um processo social importante neste sistema ¢é a
eleicdo de representantes, onde um grande nimero de pessoas tem sua parcela de

responsabilidade. Esta parcela, citada em um grau mais superficial, é o direito de
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voto, ou seja, de eleger seus representantes. A escolha feita pela sociedade denota o
resultado de muitos fatores sociais que interferem direta ou indiretamente na vida de
cada individuo: grau de instruc¢do ou educacdo, conhecimento das propostas dos
futuros governantes, confianca na concretizacdo das propostas dos candidatos,
conjuntura econ0mica e até mesmo religiao.

Um olhar mais atento pode perceber que a opinido dos individuos esta ainda
mais relacionada aos problemas sociais os quais uma determinada populacao esta
submetida: violéncia urbana, atendimento a sadde, falta de moradia nos grandes
centros, direito a educacao, ma distribuicao da renda, entre outros fatores nao menos
importantes. Tais problemas se tornam ferramentas de uso de candidatos a
governantes, veiculando suas resolu¢ées na midia para apreciacdo da maioria da
populagao, que lhe garantira, ao menos em hipotese, a vitoria nas urnas.

De forma simplificada, dizemos que eleicoes dependem do processo de
formacao de opinidao dos votantes. Cada eleitor escolhe um candidato baseado nas
suas crencas e nas conclusdes que faz através da interacdo com outros eleitores.
Muitos trabalhos tém sido feitos para o estudo da dinamica de formacao de opiniao,
considerando diversos tipos de dindmicas e topologias de rede. Bernades et al. [13] e
Gonzéalez et al. [20] tiveram sucesso em obter o comportamento do namero de
candidatos para um dado niimero de votos nas eleicoes do Brasil do ano de 1998. Eles
utilizaram o modelo de Sznajd [14], adaptado para redes complexas, para a dinamica

de formacao da opiniao.

1.3 FISICA COMPUTACIONAL E MODELOS SOCIAIS

Alguns dos principais fatores que justificam o atual crescimento do estudo da
fisica estatistica social sdo a popularizacao das técnicas de simulacdo e o avanco
tecnoldgico na ciéncia da computagdo. Processadores mais potentes, memorias de
maior capacidade e rapidez, e até mesmo novas técnicas de simulagdo, permitiram
que sistemas reais fossem modelados de uma maneira mais adequada. Isto contornou
o uso de tratamentos provenientes de equacdes diferenciais para a dinamica dos
sistemas sociais. Os modelos baseados em equacbes diferenciais apresentavam

limitagOes que residiam em complicagoes matematicas para solucao dos problemas e
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simplificacGes, de certa maneira tao necessarias, que impossibilitavam o tratamento
destes sistemas de uma forma mais realista.

Devido a natureza do problema de estudar a dindmica social de populacgoes, a
propria sugere um tratamento algoritmico, uma linguagem de regras pré-ordenadas.
N3ao ao acaso, as regras de comportamento sao definidas na concepcao do modelo que
€ objeto de estudo, isto ¢ feito de maneira a melhor representar a forma com que cada
individuo reage a um, ou varios, tipos de interacdo. Estas interacoes em geral
ocorrem entre os membros da sociedade, vizinhos ou contatos sociais, que partilham
suas opinioes, propagam idéias e doencas. Ainda existem interacoes que podem ser
associadas a um fator externo, como uma ditadura militar ou uma onda de calor que
afeta a satide de todos.

A grande quantidade de fatores isolados ou atuando em conjunto sobre uma
sociedade, pode ser tratada de maneira até mesmo intuitiva num programa de
computador. Um simples algoritmo, que pode incluir todas as interacoes relevantes a
dindmica de uma populacao, torna a linguagem de programacao e a utilizacao de

computadores uma escolha natural para o estudo desses sistemas.

1.4 MODELOS DE SISTEMAS SOCIAIS

Existe uma grande variedade de modelos para descrever sistemas sociais [21-
47]. Estes modelos se diferenciam, em geral, pelo foco de estudo de uma dada
populacao: espalhamento de doencas [39-42], propagacao de uma informacao de
minorias para maiorias ao longo do tempo [23, 24], disseminacao de culturas [43],
comportamento de um eleitorado frente as op¢oes de voto [44], formacdao de um
consenso de uma preferéncia politica como ser de esquerda ou de direita e entre
outros [45-47].

O modelo de Galam [23, 24] tenta identificar quais sdo os mecanismos que
explicam como uma opinido, inicialmente pertencente a minorias, se torna
majoritaria ao longo do tempo. A premissa do modelo é que a opinido de uma dada
populacao tem de um topico, muda quando os individuos se encontram para discutir
em grupos pequenos. O problema que S. Galam trata em [24] é a disseminacdo da

idéia entre os cidadaos franceses de que nenhum avido se chocou com o pentdgono
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em 11 de setembro de 2001. Esse rumor se espalhou na Franca apos o lancamento de
um livro [48] que vendeu mais de 200 000 copias. Para simplificacdo, o modelo
adota que um individuo pode ter somente duas opinides em relacdo a um tema:
favoravel ou contrario. No caso de um empate de opinidoes para um dado grupo de
discussao, uma das duas opcoes é favorecida e entdo adotada. Esta opcao sofre
influéncia de uma inércia social contra a mudanca. Mais detalhes foram incorporados
ao modelo para simular a difusao de individuos [32] e para incluir individuos que sao
sempre contrarios a maioria [46, 47]. Nao faltaram tentativas de impedir a
disseminacao dessa interpretacdo do ataque e apds o lancamento deste livro, houve
outra publicacdo contraria a idéia, na qual os autores detalham as provas do ataque
[49, 50].

A inércia ou resisténcia individual a uma opinido foi proposta por Mario de
Oliveira [44]. Em seu trabalho, ele propoe e explora um efeito de resisténcia do
individuo frente as idéias da maioria, ou grupo, que o cerca. Neste contexto, os
individuos podem ser favoraveis ou contrarios a um dado tema, e para que os
mesmos se decidam, eles adotam a opinido da maioria dos que os cercam com certa
probabilidade. Esta inércia pessoal ou resisténcia é quantificada no modelo com a
inclusao de um parametro de ruido, que pode ser interpretado como uma escolha
pessoal forte ou uma falha na comunicacao entre o grupo, caracteristicas presentes
em redes sociais. Ao contrario de um modelo sem ruido, no qual a opinidao da maioria
é sempre acatada, a dinamica do sistema com ruido se mostra rica e apresenta
caracteristicas bastante particulares. E possivel conhecer, por exemplo, em que
circunstancias a predominancia de uma opinidao deixa de existir em funcao do
parametro de ruido. Este modelo é chamado de Modelo do Voto da Maioria com
Ruido.

Um tratamento interessante para a disseminacio cultural é o modelo de
Axelrod [43, 51]. A principal constatacao que surge do estudo desse modelo é como as
diferencas culturais nao desaparecem, ainda que as pessoas normalmente adotem
culturas que estdo mais de acordo com suas vivéncias, crencas e atitudes. Para
explicar este aparente paradoxo, o modelo explora mecanismos de competicao entre
globalizacao e polarizacao.

Num trabalho recente, K. Sznajd-Weron e J. Sznajd [45] sugeriram um modelo
para simular o processo de formacao de opinido, numa sociedade que nao se divide

somente em duas posicoes politicas — esquerda e direita. O modelo separa as
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ideologias pessoais em duas grandes areas: liberdade pessoal e liberdade econémica.
Desta maneira, a existéncia de pelo menos quatro tipos de comportamentos para os
individuos sao considerados: o socialista, o liberal, o autoritario e o conservador.

Outra variante de um modelo social é concebida a partir da introducao de
diferentes grupos sociais no sistema. E natural que esta caracteristica exista em uma
sociedade, onde os individuos estao submetidos a diferentes experiéncias pessoais. As
razoes que trazem a motivacdo a esta modelagem sao diversas. Podemos citar
algumas razoes como, a existéncia de diferentes classes econémicas e sociais,
diferentes graus de escolaridade e instrucdo, a presenca de lideres locais e/ou
formadores de opinido, fatores estes que influenciam de forma direta a postura dos
individuos. Nesta dissertacao apresentamos um modelo que considera este problema
tratando o caso onde se tem duas classes sociais, ou seja, dois tipos de individuos
onde a influéncia mutua entre eles depende da sua natureza.

Um exemplo de uma situacdo que pode ser enquadrada no modelo que
propomos, é a polémica bastante atual sobre a proibicao de propagandas de bebidas
alcoolicas. A utilizacdo de todas as substancias ilicitas, para as quais a propaganda é
naturalmente proibida, somadas, nao corresponde a uma fragdo minima do consumo
mundial de bebidas e cigarros. Estima-se que o alcool mate 1,8 milhdes de pessoas
(3,2% dos o6bitos de adultos), sem contar as pessoas que vivem com seqiielas causadas
pelo etilismo. A lei brasileira n°® 9.294, que regula a publicidade de alcool, tabaco e
remédios, permite a propaganda de bebidas com teor alcodlico inferior a 13 graus Gay
Lussac, incluidas aqui cervejas e vinhos. A Politica Nacional sobre o Alcool (PNA)
prevé medidas em varios ambitos, da ampliacao do tratamento de alcoolismo a novas
regras para a propaganda. As que se revelaram mais problematicas sdao justamente as
restricoes que o governo pretende impor a publicidade. A mudanca nesta lei nao visa
somente alterar a imagem positiva do alcool nos comerciais, mas também restringir o
horario dos antncios publicitarios de cervejas e vinhos entre 8 e 20 h, horario do
publico infanto-juvenil. Esta medida naturalmente desagrada o setor e o Sindicato
Nacional da Industria da Cerveja (Sindicerv).

Neste contexto, os grupos sociais sdo claramente definidos. De um lado estao
os individuos que defendem uma total liberdade de expressao para divulgar suas
propagandas, influenciados por outros que possuem o mesmo objetivo e visam
apenas ter lucros maiores fazendo propagandas de seus produtos. Do outro lado esta

a grande parte da populacao que acredita que a liberdade de expressao é relevante,
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porém nao concorda em incentivar o consumo de um produto que causa danos a
sociedade. Cidadaos no segundo grupo sofrem influéncia do discurso do primeiro,
bem como do grupo ao qual pertencem.

Outro exemplo interessante é o estudo de como grupos de animais, divididos
em predadores e presas, se comportam. Podemos associar a cada um destes dois
grupos um determinado comportamento. Em relaciao ao predador, a necessidade de
encontrar alimento o impele a fazer migracoes regulares para suprir seu grupo local
ou familia e, dependendo da espécie, isto é feito em grandes grupos. Enquanto que a
presa, assume um comportamento similar para escapar dos predadores. Este é um
problema de interesse atual, visto que a poluicdo e o aquecimento global interferem
diretamente na quantidade e no comportamento dos individuos de uma populagao
num dado ecossistema. E possivel sob circunstancias nao muito especificas prever o
comportamento de diferentes espécies no seu habitat. Por exemplo, a poluicao gerada
pelas fabricas durante a revolugao industrial causou o escurecimento do tronco das
arvores nos bosques ingleses. Como consequéncia, as mariposas brancas que
repousavam nestas arvores tornaram-se mais visiveis aos passaros e vulneraveis aos
seus ataques. A populacao de mariposas brancas diminuiu significativamente e apos
isso, somente as mariposas escuras podiam se esconder nos troncos enegrecidos das
arvores. Fazendo com que todo esse ecossistema local mudasse pela superpopulacao

de mariposas escuras e pela falta de alimento aos passaros.

1.5 MODELOS DE REDE

A estrutura de redes descreve uma grande variedade de sistemas que sao
objetos de estudos da fisica estatistica atual. Redes de spins magnéticos, onde &tomos
possuindo um momento magnético nao nulo sao ordenados em forma de cristal
possuindo diversas geometrias [52]. Redes de interacao social, onde os individuos
estao ligados por relacoes de interesse matuo como trabalho ou lazer [15, 53]. A rede
mundial de computadores e a World Wide Web [17, 18] com seus softwares de
compartilhamento, onde usuarios de diversas partes do mundo trocam arquivos entre
si, gerando uma polémica muito atual sobre o direito de autoridade de obras

artisticas como musica e filmes.

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



ESTATISTICA DA SOCIEDADE

Uma vez escolhido o sistema a ser estudado ou modelado, é necessario
escolher qual sera a geometria da rede, e esta é definida pelo direcionamento das
ligacGes existentes. Isto pode ser feito de varias formas, dependendo da
dimensionalidade da rede, para redes unidimensionais a cadeia linear ¢ uma escolha
natural. Para bidimensionais, tém-se a rede regular quadrada, a triangular, a
hexagonal, entre outras. Existem ainda as redes complexas [54-57], em particular, o
Modelo do Voto da Maioria com Ruido foi estudado em grafos aleatérios na
referéncia [57, 58]. No caso tridimensional, podemos estudar diversas geometrias:
cubica simples (SC), cibica de corpo centrado (BCC), cubica de face centrada (FCC),
hexagonal simples (HS), ortorrémbico, entre outras [52]. Apesar das relagdes sociais
serem representadas, em geral, segundo sociogramas, esperamos que NO NOSSO
modelo as principais caracteristicas da dindmica de opinido possam ser analisadas
numa rede regular quadrada.

No nosso modelo, os eleitores ou votantes e suas interacGes sociais sao
representados através de uma rede regular quadrada, onde cada individuo é
representado por um no nesta rede e cada interacdo social entre um par de votantes é
representada por uma ligacdo ou link entre os dois nés correspondentes. O niimero
de ligacOes que um dado no possui é chamado de grau do no; a distancia social entre
dois votantes é dada pela distancia geodésica na rede, definida como o namero
minimo de ligacoes que precisam ser percorridas para se chegar a um dado noé
comecando do outro. Duas caracteristicas importantes da rede sao o grau de
distribuicao e a distancia média entre um par de nos [54, 55]. Um trabalho que
estudou as principais caracteristicas de uma rede social onde era possivel variar o
grau do n6 pode ser encontrado em [57], e com mais detalhes em [58].

O agrupamento para qualquer tipo de rede pode ser quantificado pelo calculo
do coeficiente de agrupamento. Para um dado no ou sitio da rede, vamos associar um
indice i. Se este sitio possui k; ligacoes com outros sitios da rede, para um circulo
fechado incluindo o proéprio sitio i, existiria ki(ki-1)/2 ligacOes entre eles. Entao,
definimos o coeficiente de agrupamento de um sitio i como sendo a razao entre o
numero de ligacdoes que existem para um dado sitio entre seus vizinhos, E;, e o
numero de ligacoes que haveria no caso de um circulo fechado. Podemos também
definir o coeficiente de agrupamento da rede, que é a média dos coeficientes entre

todos os sitios da rede
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1 2E;
C = EZN (1.1)

=1 g, (ky—1)°

No caso de uma rede social, cada sitio possui um ntmero proprio de vizinhos,
chamado de conectividade do sitio i, ki, que numa rede quadrada é igual a quatro.
Mais detalhes sobre outras topologias, como redes livres de escala e do tipo small-

world, podem ser obtidos em [55].
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS

2.1 EQUACAO MESTRA E MATRIZ DE TRANSICAO

A teoria dos processos estocasticos (aleatorios) foi desenvolvida inicialmente
em conexao com o estudo de flutuagdes e ruido em sistemas fisicos. O processo
estocastico ¢ um modelo matematico de um processo que é governado por leis de
probabilidade. Esta aleatoriedade nos fornece modelos uteis para o estudo de
fenomenos em diversos campos, como na fisica estatistica, na comunicacdao, no
crescimento populacional, entre outros.

Uma variavel aleatéria é resultado de um experimento. Esta variavel pode
assumir qualquer valor dentre um conjunto de possiveis valores, mas nao sabemos
qual deles em principio. Jogar uma moeda e obter “cara” significa dizer que a variavel
aleatoria face da moeda tem valor “cara”. Se um sistema de natureza probabilistica
evolui com o tempo, as varidveis aleatorias associadas a este sistema sofrem
mudancas. Para variaveis que dependem de um parametro t, que representa um dado
instante de tempo, as variaveis aleatérias deste sistema sao chamadas de variaveis
estocasticas. Supondo que o sistema possa atingir um estado estacionario, a
probabilidade de encontrar o sistema num dado estado varia até que o sistema esteja
num estado final estacionario, onde as transi¢coes nao causam mudancas na

distribuicao de probabilidade.

2.1.1 Equacao Mestra

Para derivar a equacao mestra devemos assumir que a probabilidade de cada
transicao dependa somente do passo imediatamente anterior e nao de toda historia
passada do sistema. Desta maneira estaremos considerando que os processos
envolvidos tém uma memoria limitada dos eventos anteriores. Um processo que

apresenta esta caracteristica é chamado de processo markoviano. Esta nomenclatura
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¢ uma homenagem a Andrey Andreyevich Markov que apresentou os primeiros
resultados deste tipo de processo estocastico em 1906. A dinamica de um processo
markoviano é governada por uma matriz de transicdo que é real e ndo-simétrica. E
possivel mostrar que a dinamica estocastica pode ser obtida por meio da
decomposicao espectral da probabilidade em termos dos auto-estados da matriz de
transicao.

Considere um sistema que possa ser descrito em termos de uma tnica variavel
estocastica x. A sequéncia de estados do sistema é descrita pelo conjunto de valores
de x para cada instante de tempo. Este conjunto, {x(t)}, é chamado de cadeia
markoviana. Entao, se x é uma variavel discreta, as probabilidades sdo normalizadas

da seguinte forma

i1 Pix,t) = 1. (2.1)
Onde P;(x;, t;) é a probabilidade da variavel estocastica x tenha valor x; no instante de
tempo t;. De maneira que podemos generalizar e dizer que Pn(Xi, ti; Xo, to; . . . ; Xn, tn)
¢ a probabilidade conjunta que a variavel estocastica x tenha valor x; no instante de
tempo t;, X N0 tempo to, . . . , Xn NO tempo t,. E possivel definir os momentos das

variaveis estocasticas que nos fornecem a correlacao entre os valores das variaveis

para os diferentes instantes de tempo

(Xl(tl)xZ(tz) xn(tn)> = le an X1Xp ... ann(xl, 1 s Xno tn) (2.2)

Um processo é chamado de estacionario se para todos os valores de ne t

Pn(X1, ti, Xo, to, ..., Xn, tn) = Pn(X1, L+ T, X0, to+T,...,Xn, In+ T), (2.3)

todos os processos em equilibrio sdo estacionarios. Para um processo estacionario

(x1(t1)x,(t,)) depende somente de |t; — t,| e ainda

Pi(x1, t1) = Pi(x1). (2.4)
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Vamos denominar P;:(x;, t:| X2, t-) como a probabilidade condicional da variavel
estocdstica x ser igual a x. no instante t. dado que x tinha valor x; no instante de

tempo t.. Esta probabilidade pode ser definida pela identidade

Pi(x1, t)P1js(x1, ti] X2, t2) = Pa(xy, ti; Xo, t2), (2.5)

que possui a seguinte propriedade

2, P (y, th]x2, t2) = 1. (2.6)

Entao, reduzindo a probabilidade temos

sz Pn (xlr L1 X2, 25 oo X, tn) = Pn—l(xli b1 X2, 825 v Xn—1, tn—l)- (27)

Para diferentes instantes de tempo podemos obter a seguinte relacdo entre as

probabilidades

P1(xy, t3) = X, P1(xq, £1) Pyji(xq, t1]xp, t3). (2.8)

Se, de uma maneira geral, podemos escrever que Pxj(x:, ti; Xo, to; . .. ; Xk, tk | Xicss,
tk+1; Xk+2, theos. . . 5 Xksl, Lksr;) € @ probabilidade conjunta condicional de que a variavel
estocastica x assuma valores (Xk+1, th+1; Xk+2, thezs. - - 5 Xk+l, tker) dado que (xi, ti; Xo, to;.
.., Xk ti) esta mantido fixo. Entao, vamos reescrever a equacao (2.8) para um estado

n num instante de tempo t + At

Pi(n,t +At) = X5 Py(m, )Py ;1 (m, t |n, t + Ab). (2.9)

Supondo agora que x é uma variavel estocastica continua que depende do tempo e
que, portanto, P,(n, t) é uma densidade de probabilidade, podemos construir seguinte

a equacao diferencial para Pi(n, t):
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9P (nt) _ Py(n,t+At)—Pq (n,t))

= lim ( 2.10
at At-0 At ( )

que poderia ser escrita como

0P1(n,t) ] 1
—1at = limy, o ;Zﬁzl P,(m, t) (P1|1(m: tlnt+ At) — 6m‘n). (2.11)

Onde P;;(m, t | n, t + At) é a probabilidade de transicao. Expandindo em série de

poténcias de At, mantendo os termos de mais baixa ordem
Pip(m,t n,t + At) = 8 [1 — AT Wiy 1 (O] + Wi DAL+ ... (2.12)

Garantindo assim a conservacao da probabilidade para todos os tempos. Nesta
expansao, wy, ,(t) é a variacao da probabilidade de transi¢do com o tempo, ou seja, é
a taxa da probabilidade de transicdo. O termo wy, ,(t)At da equagdo anterior, é a
probabilidade de uma transicao do estado m para o estado n durante o intervalo de

tempo t — t + At. De maneira analoga, o termo
1= At ZILy Wi () (2.13)

¢ a probabilidade complementar, ou seja, a probabilidade de nao haver a transicao
durante o mesmo intervalo de tempo t — t + At.

Utilizando esta expansao na equacao diferencial da probabilidade

encontramos a Equacdo Mestra para processos estocasticos

0 Pq (n ,t)

D 3 [y O (D — Py D D] (21
Equacao esta que nos fornece a taxa de mudanca na probabilidade P;(n, t) devido as
transicoes de um estado m para o estado n (primeiro termo do somatorio) e devido as

transicoes do estado n para outro m (segundo termo do somatério). Podemos
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verificar nesta equacdo uma propriedade basica de um processo markoviano:
conhecendo completamente o sistema num instante, é possivel determinar o

comportamento futuro. Nao ha memoéria do passado.

2.1.2 Matriz de Transicao

A probabilidade condicional de encontrar o sistema no estado n no instante de
tempo t, dado que o sistema estava no estado no em t = 0, P;;:(no, 0 | n, t), satisfaz a

equacao mestra

dP1)1(ng,0ln,t)
ot B

%:1[13“1(710, Ol m, t)Wm,n (t) - P1|1(Tl0, Ol n, t)wn,m(t)]' (2‘15)

Esta probabilidade satisfaz também P;};(n,,0 | n,t) = 6, ,, como condic¢io inicial. Se

introduzirmos a matriz de transicao Wmn(t) como
Wi (8) = W () = S ot g W (0. (2.16)

Onde os elementos dessa matriz sdo os termos wy, , (t). Esta matriz de transicao deve

satisfazer as condicoes

Wpn=0paran#me X, Wy, =0 Vm. (2.17)

Desta maneira a equagao mestra assume uma forma mais compacta

D W Py, W, (0. (2.18)

Se considerarmos um sistema com N particulas, onde cada particula esta associada a
uma variavel estocastica, o;, que pode assumir apenas dois valores distintos. Neste

caso a matriz de evolugdo temporal, W, ,(t), tem dimensdo dada por 2V x 2. O
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estado de todo o sistema é representado pelo conjunto de valores da variavel o; o =

(04, 0o, . . ., on). Entao podemos escrever a equacao mestra na forma [58]

0P (o,t)

at 2?1=1[P(0i, t)wi(ai) — (o, t)wi(a)], (2.19)

onde o estado o, é obtido do estado o invertendo o estado do i-ésimo sitio o, por — 0i.

E possivel acompanhar a evolucio temporal da média de uma funcio de estado
f(o) através da definicao

(f(0)) =X, f(0)P(0,1), (2.20)

onde P(o, t) é a probabilidade de o sistema estar no estado o no instante t.

2.2 METODOLOGIA DA SIMULACAO

2.2.1 Introducao

Com a viabilizacao de computadores digitais, a metodologia da simulacao
computacional se tornou uma ferramenta bastante utilizada para estudar sistemas

com muitos corpos.

. N oadsas ~
. LN
‘LaNe s LT o
Ll LLEILERT
A8a an
an f

Figura 2.1. Uma curiosa fotografia sobre a previsao dos cientistas da RAND Corp. para o computador
doméstico do ano de 2004. “Com a linguagem Fortran sera facil de usar” diziam os cientistas. Imagem
retirada do site www.realtechnews.com.
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A importancia do método computacional reside em conseguir obter, para
alguns casos ao menos em principio, resultados exatos para o Hamiltoniano de
interesse. Desta maneira, é possivel descrever o comportamento do sistema para
algumas situacoes especificas. Numa simulacdo em computador deseja-se construir
uma trajetéoria para um sistema que contenha muitos graus de liberdade. Uma
trajetoria é uma seqiiéncia cronologica de configuracoes do sistema. Suponha, por
exemplo, que a configuracao de um magneto tipo Ising seja determinada pela lista de
variaveis de spin s;, So, . . . , SN no t-ésimo passo nesta trajetoria. Entao, podemos
escrever uma variavel v = (s;, S, . . ., Sn) que é uma abreviacao do estado do sistema

neste instante de tempo. Uma trajetoria possivel seria

/\ / N

()
d ]

& a 10
tempo

o

Figura 2.2. Trajetoria de estados do sistema em diferentes instantes de tempo. No gréfico, a, b, c e d

sdo estados do sistema.

O objetivo é obter uma média das grandezas fisicas nas configuragdes sob a
trajetoria. Para uma grandeza G, = G(s, S», . . . , Sn), podemos calcular a média sobre

as configuracoes obtidas durante um tempo de R passos pela soma
1 R
(G = = =1 Guy- (2.21)

Entdo, assim como num experimento em laboratorio, é possivel conhecer o
valor médio de uma grandeza fisica relevante do sistema. Através da repeticao do
experimento em computador, assim como no laboratério, a média dos valores obtidos
possui um erro associado a natureza probabilistica do problema que é cada vez
menor. Uma maneira relativamente eficiente para realizar a simulacido de um

experimento no computador € utilizar o método de Monte Carlo.
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2.2.2 O Método Monte Carlo: Historia e Conceito

O método de Monte Carlo [59, 60] é uma maneira de fazer simulacoes
computacionais baseadas em um procedimento estocastico. Este método gera
trajetorias no espaco de fases do sistema, possibilitando o céalculo de médias das
grandezas termodinamicas relevantes ao problema nestas trajetorias. A denominacao
do método provém de Monte Carlo, principado de Ménaco, célebre por seu cassino, a
roleta, jogo de azar. Sendo a roleta um dos dispositivos mecanicos mais simples
capazes de produzir nimeros aleatoérios.

Uma simulacao Monte Carlo prové solugoes aproximadas para uma variedade
de problemas matematicos por intermédio de testes probabilisticos. Apesar desta
natureza estatistica do método, a simulacao Monte Carlo é aplicavel também a
problemas que nao apresentam natureza probabilistica. Sua vantagem sobre os
outros métodos de simulacao é que os métodos numéricos, que tem por objetivo
produzir um resultado aproximado, consistem em calcular n pontos referentes as
grandezas de interesse num espaco m-dimensional. Na auséncia de “truques” de
simulacdo ou casos especiais do problema, estes métodos apresentam erros
estatisticos absolutos que diminuem com n/m, na melhor das hipéteses. Enquanto
que a simulacao em Monte Carlo possui um erro absoluto que diminui com n/2, Esta
propriedade do método garante eficiéncia computacional a simulacao Monte Carlo a
medida que a dimensionalidade do sistema, m, cresce [61].

O método de Monte Carlo incorpora desenvolvimentos historicos distintos nas
ciéncias matematicas. Um problema relativamente recente (no projeto Manhattan da
Segunda Guerra) era encontrar as solucoes para a difusdao ou transporte de néutrons
em um meio isotropico. A resolucao deste problema contribuiria para o
desenvolvimento da energia atomica, mas encontrar solugdoes via equacoes
diferenciais era uma tarefa ardua. Na época que este problema surgiu, ja estava
estabelecido matematicamente que os resultados oriundos de equacées diferenciais
parciais possuiam analogos em processos estocasticos. John von Neumann e
Stanislaw Ulam sugeriram que os modelos de caminhada aleatéria (random walk)
fossem utilizados no computador digital, e este havia sido desenvolvido na mesma
época. O objetivo era poder conhecer solugdes aproximadas para o problema. Os

detalhes deste desenvolvimento podem ser encontrados em [62]. Com a viabilidade

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



18
FUNDAMENTOS

do uso de computadores digitais, o conceito de fazer experimentos em computador
prevaleceu em muitas disciplinas cientificas, e de maneira mais notavel na quimica,
na engenharia, na fisica e na estatistica.

A simplicidade do conceito do método de Monte Carlo permite modificacoes
no modelo para produzir, com um baixo custo computacional, a solu¢ao do problema
original com um valor aceitavel para o erro. No inicio da computacao digital, as
técnicas para evitar um alto tempo de simulacdo eram essenciais para o sucesso da
aplicacao do método. Contudo, como era necessario desenvolver uma técnica para
cada problema, e este procedimento custava tempo do programador e por vezes era
tao sofisticado que aumentava muito a chance de conter erros de programacao.
Atualmente, com o advento dos computadores pessoais e de workstations mais
poderosas, é possivel economizar tempo de programaciao e deixar com que o
computador trabalhe mais para obter uma solugao aproximada. = S3o componentes

primarios de uma simulacao de Monte Carlo:

(1) Fungoes de distribuicdo de probabilidades — o sistema fisico ou matemaético

deve ser descrito através dessas funcgoes.

(2) Gerador de niumeros aleatéorios — uma fonte que possa gerar numeros

aleatoérios distribuidos de maneira uniforme.

(3) Regra para as amostras — uma regra que seja uma conseqiiéncia das funcoes
de densidade de probabilidade.

(4) Acumulacdo dos resultados — as saidas ou resultados de interesse das

simulagoes devem ser acumulados sobre todas as amostras.

(5) Estimativa do erro — é uma estimativa do erro estatistico (variancia) como

funcdo do nimero de amostras ou tentativas.

(6) Técnicas de reducdo dos erros — métodos para diminuir a variancia na solucao

estimada com o objetivo de reduzir também o tempo da simulacao.
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(7) Vetorizacao e paralelizacdo — criacao de algoritmos que aumentem a
eficiéncia do método de Monte Carlo nas arquiteturas de computadores mais

avancados.

Na simulacao Monte Carlo, desejamos acompanhar a dependéncia temporal de
um modelo cuja evolucao nao segue um padrao pré-definido, como as equacoes de
Newton, mas sim de uma maneira estocastica que esta relacionada com uma
seqiiéncia de nimeros aleatorios gerados durante a simulacao [63]. Nos calculos das
médias consideramos somente as trajetorias de estados que estao termicamente em

equilibrio ou que sejam de estados estacionarios. Estas médias sao dadas por
(G) = limg_,(G)pg. (2.22)

Mais detalhes sobre o método e sobre as trajetorias permitidas ao sistema podem ser
encontrados em [64].

Numa simulacao Monte Carlo o sistema segue entdo uma trajetoria no espaco
de fase que, apesar de ordenada, nao é descrita segundo o tempo convencional, mas
em funcdo do passo de Monte Carlo. O comportamento evolutivo é descrito pela

equacao mestra

apla(tn’t) = 2%:1[131 (m, t)Wm,n(t) - Py (n, t)Wn,m(t)]. (2.23)

Para um sistema que esta numa dada configuracao, estado m, num instante
inicial e ap6s uma iteracao ou passo, se encontra no estado n, para pontos permitidos
do espaco de fase, podemos descrever essa transicao em funcao da probabilidade de
que a mudanca ocorra wy, , (t). A forma desta probabilidade de transi¢ao é definida
pelo modelo que estamos utilizando para simular o sistema. A maneira como
utilizamos esta probabilidade e como calculamos as grandezas de interesse sao

topicos que serao discutidos no capitulo 3 que trata do modelo utilizado.
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2.3 TRANSICOES DE FASE

2.3.1 Pontos Criticos e Transicoes de Fase

A Mecéanica Estatistica em seu formalismo trata, em geral, duas classes de
problemas. Na primeira classe temos sistemas onde os constituintes sdo, ou quase sao
nao interagentes. Como conseqiiéncia, o conhecimento dos niveis de energia dos
constituintes permite escrever as funcoes termodindmicas do sistema. A
caracteristica mais importante nestas funcoes é que elas descrevem os processos
relevantes sendo fungoes suaves e continuas, portanto, de facil analise e tratamento.
Alguns exemplos sao o calor especifico de sélidos e gases, a distribuicao espectral da
radiacdo de um corpo negro, a teoria de conducao de elétrons em metais, entre
outros.

Na segunda classe de sistemas temos uma situacdo diferente devido as
singularidades ou descontinuidades analiticas nas funcOes termodinamicas nos
chamados pontos criticos do sistema. Esta dificuldade é inerente aos varios tipos de
transicoes de fase as quais estes sistemas apresentam. Transicoes estas que sao
freqiientemente vistas por uma mudanca brusca nas propriedades da substancia.
Nesta categoria poderiamos citar a condensacao de gases, o comportamento de
misturas e solucoes, o magnetismo espontaneo na forma de ferromagnetismo ou
antiferromagnetismo, transicio condutor-supercondutor, etc. Nestes sistemas as
interacoes entre as particulas ou constituintes nao podem ser removidas por meio de
transformacOoes de coordenadas ou simplificacbes do modelo. Contudo, os
constituintes microscopicos apresentam um comportamento cooperativo sob
determinadas circunstancias. O comportamento cooperativo assume uma relevancia
macroscopica nas proximidades de uma temperatura em particular T*, chamada de
temperatura critica do sistema.

O estudo das transicoes de fase e pontos criticos € de grande interesse em
varios campos da ciéncia. Atualmente, os estados da matéria sao estudados em fisica
de baixas temperaturas, fisica do estado solido, quimica, engenharia quimica,
metalurgia, entre outros. Com aplicagbes na geologia, bioquimica, biofisica,

engenharia, etc.
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O problema fundamental na teoria das transicoes de fase é estudar o
comportamento do sistema nas vizinhancas do ponto critico. Este comportamento é
definido pela natureza das singularidades das funcdes termodinamicas no ponto
critico. O estudo destas transicoes e fenomenos criticos tem aumentado ao longo dos
ultimos 50 anos, e neste periodo somente algumas poucas solugdes exatas foram
encontradas. Houve um aumento natural na necessidade de solugdes aproximadas e
investigacoes baseadas em técnicas numéricas [65-67].

Em decorréncia desta forma de pesquisa, todo um novo ferramental
matematico e teodrico foi desenvolvido. Neste ferramental as singularidades no ponto
critico sdo expressas comumente em termos de leis de poténcia, caracterizadas por
um conjunto de expoentes criticos que determinam qualitativamente a natureza do
comportamento critico de um dado sistema. Neste contexto, sistemas que
apresentam os mesmos expoentes criticos foram agrupados dentro de uma mesma
classe de universalidade.

Esforcos utilizando expansoes em séries, como em [68], e a teoria do grupo de
renormalizacdo [69], foram direcionados a obter os valores precisos dos expoentes
criticos estaticos para modelos de trés dimensoes. Recentemente novos algoritmos
para simulacoes em Monte Carlo e novos métodos de analise [70] foram capazes de
obter uma precisao maior, fazendo com que as técnicas de simulacao se tornassem,
atualmente, o melhor método para tratar estes problemas. Apesar de essas técnicas
determinarem com uma excelente precisao os valores dos expoentes criticos estaticos
ou dinamicos, existem aspectos relativos a analise de dados que devem ser
considerados de maneira a possibilitar uma conclusio precisa sobre o

comportamento do sistema.

2.3.2 Expoentes Criticos e Universalidade

Desejando estudar o comportamento do sistema nas proximidades do ponto
critico, onde as funcoes termodinamicas s3o singulares, expressamos estas
singularidades em termos de leis de potencia que sao caracterizadas por um conjunto
de expoentes criticos [71, 72]. E premissa fundamental identificar um pardmetro de
ordem m do sistema e um campo de ordenamento correspondente h, tal que no

limite em que h — 0, m possua um valor finito mo,, com a propriedade que mo = 0
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para T >T"e mo #+ 0 para T < T"*. Entdo este parametro de ordem m escala com T

segundo um expoente 3

mo~(T*=T), (h—»0,T< TY. (2.24)

E, por conseguinte, a forma com que a susceptibilidade para campo nulo diverge

quando T — T*, para valores abaixo ou acima de T*definem o expoente y

(a_m) {(T —T*)Y parah - 0,T = T". (2.25)
X0~ \or)r 0~ L(T* = T)"  parah—0,T ST 25
O expoente 6 é definido pela relacao
1
Mlp—pe~h' /8, (T =T* h > 0). (2.26)

O comprimento de correlacao do sistema, que também diverge na transicao de fase é

dado por

E~ (T;Z*) . (2.27)

Por fim, os expoentes a e a’ que estao relacionados com um possivel calor especifico

do sistema (comum a sistemas gas-liquido)

(T—-T"H° para T = T".

(T*-T)"  para TST" (2:28)

CVN {

Entao podemos dizer que o expoente critico associado a uma funcao termodinamica

f (T_T*) = f(e), onde €= T

T* T*

¢ uma medida da distancia de um ponto de

temperatura T qualquer até o ponto critico T*, desde que T esteja nas vizinhancas de

T*, é definido como
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. In|f(e
A= hme_,()% < oo, (2.29)

assumindo que o limite exista. Entao explicitamos na forma mais comum como
f(e)~lel* para le| - 0, (2.30)
onde |e|] — 0 significa que estamos nas proximidades do ponto critico. Estes
expoentes nao estao completamente descorrelacionados, na verdade existem relacoes
e desigualdades bem estabelecidas entre eles. A primeira relacao, derivada por
Rushbrooke, mostra que para qualquer sistema que sofre uma transicao de fase

(@+2B+y) =2, (2.31)

¢ chamada de desigualdade de Rushbrooke. Ainda é possivel estabelecer mais

desigualdades, e uma delas é conhecida como desigualdade de Griffiths
o +p(A+8)=2. (2.32)

Griffths ainda derivou outras desigualdades para o sistema em questao, duas delas

sao:

y'zB6 -1, (2.33)
Y’z %@f;”- (2.34)

Se for do interesse do leitor, é possivel encontrar mais detalhes sobre desigualdades,
igualdades e como provar estas relagoes entre os expoentes em [71, 73]. Abaixo segue
uma tabela para alguns sistemas fisicos e seus respectivos expoentes na criticalidade

retirada de [74].
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Tabela 2.1. Dados experimentais para os valores dos expoentes criticos em diversos sistemas (D = 3).

Expoente Sistemas Sistemas Mistura Ligas Sistemas Resultados
Critico Magnéticos  Liquido- Fluidos Binarias Ferroelétricos Campo
Gas Binarios Médio
a, o’ 0.0-0.2 0.1-0.2 0.05-0.15 --- --- 0
B 0.30-0.36 0.32-0.35 0.30-0.34  0.305%0.005 0.33-0.34 1/2
Y 1.2-1.4 1.2-1.3 1.2-1.4 1.24+0.015 1.0£0.2 1
Y 1.0-1.2 1.1-1.2 --- 1.23+0.02 1.23+0.02 1
bl 4.2-4.8 4.6-5.0 4.0-5.0 --- --- 3
v 0.62-0.68 --- --- 0.65+0.02 0.5-0.8 1/2
n 0.03-0.15 --- --- 0.03-0.06 --- (o}

A partir das relacoes anteriores entre os expoentes, temos as seguintes propriedades:

(1) Os expoentes criticos nao sao completamente independentes, mas sim
dependem entre si por relacoes e desigualdades que sao originadas pelos
principios da termodinimica. E possivel mostrar que apenas dois destes

expoentes sao verdadeiramente independentes.

(2) Dependem de um pequeno ntmero de caracteristicas ou parametros do
sistema. Isto explica porque sistemas que diferem tanto entre si possuem

expoentes criticos que variam muito pouco.

Para um determinado conjunto de expoentes criticos associamos uma classe
de universalidade ao sistema, de forma que expoentes que apresentem o mesmo
conjunto de valores partilham a mesma classe de universalidade. Esta robustez dos
modelos de sistemas fisicos depende da dimensionalidade do espaco em que o
sistema é tratado, do nimero de componentes do parametro de ordem do sistema e
do alcance das interagOes microscopicas no sistema.

A Teoria de Landau, tenta unificar a descricao de todas as transicoes de fase de
segunda ordem — segunda ordem no sentido que as segundas derivadas da energia
livre de Helmholtz, calor especifico e susceptibilidade magnética (ou
compressibilidade isotérmica no caso de fluidos), sdo continuas no ponto critico.
Enfatizando a importancia do parametro de ordem m, e sugerindo uma expansao da

energia livre em poténcias de mo,. Esta teoria permite concluir que, se é possivel
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escrever uma expressao para a energia livre do sistema, que contenha os parametros
que representam sua estrutura e suas interacoes inerentes, entao a amplitude das
varias grandezas fisicas nas proximidades do ponto critico é uma funciao destes
parametros. Apesar disso, os expoentes criticos ndo dependem destes parametros!
Esta universalidade dos expoentes sugere que estamos lidando com uma classe de
sistemas que apesar de diferencas estruturais, apresentam um mesmo

comportamento pertinente ao de sua classe [74].

2.3.3 Escalamento de Tamanho Finito

As simulacoes de Monte Carlo tém sido aplicadas a muitos sistemas fisicos
gerando um conjunto de resultados sobre as propriedades fisicas de diversos
problemas [75]. Apesar disso, as simulacoes de sistemas fisicos estao limitadas para
um tamanho finito, fazendo com que as funcoes termodinamicas apresentem uma
dependéncia com o tamanho do sistema. Esta relacao entre tamanho do sistema e o
valor das grandezas fisicas surge da divergéncia do comprimento de correlacao
limitada pelo tamanho finito do sistema. Entao, para um sistema unidimensional na

regiao critica, temos que
§~L~lel™, (2.35)
de maneira que podemos escrever
1
le| ~L v . (2.36)

Desta forma, é possivel reescrever todas as grandezas termodinamicas como
Magnetizacao M, susceptibilidade ¥, como funcao da temperatura e do tamanho da

rede
B
M=M, ~L v, (2.37)

Y
xX=x,~Lv. (2.38)
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Os expoentes /v e y/v estao relacionados com a forma com que a magnetizacao e a
susceptibilidade divergem nas proximidades do ponto critico em fun¢ao do tamanho
do sistema.

Para alguns sistemas é possivel definir o chamado cumulante de Binder de
quarta ordem [76]. Esta grandeza é definida de forma a nao depender do tamanho do
sistema exatamente no ponto critico, ou seja, em € = 0, e de maneira que o expoente

critico associado ao cumulante neste ponto seja nulo, desta forma

U~1L0, (2.39)

U(e=0)=U(e=0)=U". (2.40)

A partir do cumulante de Binder, podemos conhecer os valores dos pontos criticos do
sistema e seu comportamento critico no limite termodinamico (N — «). Neste limite,
¢ possivel mostrar que nas proximidades do ponto critico, as grandezas
termodinamicas podem ser reescritas em uma nova escala, ou seja, em termos de

suas funcoes de escala

M (T) = L™PPM(LY7€), (2.41)
x,(T) = LY y(LMve), (2.42)
U, (T) = T(LY¢). (2.43)

Este procedimento é chamado de escalamento de tamanho finito (finite size scaling).
Interessante ressaltar que quando ¢ =0, U, = U* que nao depende de qualquer
expoente. Logo, no ponto critico, as curvas de U; possuem o mesmo valor U* de forma
que elas coincidem neste ponto. Nesta escala, as grandezas dependem, em geral, do
tamanho do sistema e das fungdes M(L/Ve), #(LY/€) e U(LY?€) que sdo chamadas
de funcoes universais de escala. Desta maneira podemos escrever as funcoes
universais de escala para magnetizacao, para susceptibilidade e para o cumulante de

Binder na forma
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M(LYe) = My(T)LP/Y, (2.44)
Z(L7e) = x (ML, (2.45)
U(LYe) = U, (T). (2.46)

\

Se os expoentes referentes a transicio de fase forem conhecidos, entao nas
proximidades da transicao as curvas de magnetizacao e susceptibilidade apresentam
um colapso em termos das suas funcoes universais de escala. Este procedimento é
chamado de colapso de dados (ou data colapse). E um método que possui alta
sensibilidade ao valor dos expoentes criticos e ao valor da temperatura critica, quanto
melhor forem as estimativas para os valores dos expoentes criticos e da temperatura
critica, melhor sera o colapso das curvas. Neste método, o cumulante de Binder é
definido de maneira a nao depender do tamanho do sistema exatamente no ponto
critico, tornando-se assim, uma maneira eficiente de determinar o valor do ponto
critico. Mais uma relacao entre expoentes criticos pode ser obtida a partir das leis de

escala [71]

+ (2.47)

N
< I
< IR

Il

)

Esta equacao é chamada de relacdo de hiper-escala e relaciona a forma com que a
magnetizacdo e a susceptibilidade dependem do tamanho do sistema, nas
proximidades do ponto critico, com a dimensao efetiva D do sistema.

Associado ao tempo de relaxacido de um sistema no ponto critico existe o

expoente critico dinamico z

t~&4~1%. (2.48)

Este tempo de relaxacao é definido como o tempo que o sistema gasta para ir de um
estado completamente ordenado para o estado completamente desordenado

exatamente no ponto critico, ou seja, € = 0. A partir deste expoente € possivel
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estabelecer uma relacao entre magnetizacdo e sua dependéncia temporal no ponto

critico

M, ~t5, (2.49)
de onde podemos concluir que
(= % . (2.50)

No ponto critico, é de se esperar que a susceptibilidade venha a divergir, mas para
sistemas de tamanho finito isto nao acontece. Nestes sistemas a susceptibilidade

atinge um valor méaximo, y, ., que depende do tamanho do sistema através da

relacao

14
Ximax ~ L¥ - (2.51)

Esta é uma maneira de verificar a consisténcia com os resultados obtidos para os

expoentes )//v pela equacao (2.45). O valor da temperatura critica num sistema de

tamanho finito depende do tamanho do sistema pela relacao

1
T*(L)=T*+bL v , (2.52)

onde T* é o valor da temperatura critica no limite termodinamico e b é uma
constante.
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CAPITULO 3

MODELO DE DIFERENTES AGENTES

3.1 MODELO DO VOTO DA MAIORIA

3.1.1 Introducao

A necessidade do conhecimento de sistemas que apresentam ordenamento de

longo alcance, em particular sistemas magnéticos, motivou os cientistas a criarem

modelos e tratamentos que pudessem descrever a fenomenologia do problema. Os

modelos e desenvolvimentos teoéricos derivados das leis da Mecanica Estatistica

proporcionaram uma maior compreensao destes sistemas. Dentre estes, o modelo de

Ising mereceu um destaque especial por conseguir descrever através de um

tratamento simples e bastante intuitivo, problemas em diversas areas do

conhecimento. Outros modelos de interesse sao os modelos de Heisenberg e XY, e o

modelo de Potts. A Mecanica Estatistica divide os varios modelos, do ponto de vista

da evolucao temporal, em dois grandes grupos:

(1)

(ii)

Microscopicamente reversiveis: a dinamica do sistema é regida por um
hamiltoniano que descreve a interacdo entre os constituintes do
sistema. O modelo evolui segundo uma probabilidade de transicao que
estd associada a diferenca de energia entre o estado inicial e o estado
final. Desta maneira, estes sistemas evoluem para estados de equilibrio
termodinamico que obedecem ao principio do balanceamento
detalhado, ou seja, a probabilidade do sistema percorrer uma sequéncia
de estados microscopicos e igual a probabilidade do sistema seguir a

mesma sequéncia na ordem inversa.

Microscopicamente irreversiveis: a evolucao do sistema nao obedece a
condicao de balanceamento detalhado, e os estados estacionarios nao

sao estados de equilibrio termodinamico. Desta maneira, a
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probabilidade do sistema descrever uma sequéncia de estados

microscopicos depende da ordem em que estes estados sao visitados.

3.1.2 O Modelo do Voto da Maioria e Aplicacoes

O modelo do voto da maioria, ou modelo do votante majoritario, ¢ um
tratamento que simula a dindmica da mudanca de opinido de uma populacdo. Este
modelo baseia-se na hipétese que a opcao de escolha que um individuo tem, num
dado instante de tempo, depende da escolha que a maioria dos seus vizinhos possui
neste instante.

Definida uma rede, o modelo do voto da maioria associa a cada sitio desta rede
uma variavel de spin do tipo Ising, o;, que pode assumir apenas dois valores o; = +1.
Podemos associar uma opiniao, favoravel ou contraria a um tema, ao estado de um
dado sitio da rede. No recente referendo ocorrido no Brasil, sobre proibicao do porte
e uso de armas de fogo, 0; = +1 significaria que o individuo associado ao sitio i é a
favor da proibicao, e 0; = -1 que ele é desfavoravel.

Outro exemplo é o problema que trata da migracao de uma espécie sob o risco
de extincao. Neste caso, 0; = +1 seria associado a escolha do individuo da espécie em
estudo de deixar seu habitat, devido a desmatamento, poluicao, falta de alimento,
entre outros fatores. Enquanto que o; = -1 seria a escolha de permanecer em seu
habitat por encontrar condi¢oes propicias para a permanéncia ou ainda por conta de
uma limitacao motora, ou simplesmente pela falta de um lugar de destino.

Em um problema de trafego urbano, é facil perceber que quando a situagao no
trafego se torna confusa alguns motoristas tendem a criar solu¢oes. Como por
exemplo, fazendo manobras permitidas procurando caminhos alternativos ou pontos
de retorno. Em alguns casos optam até mesmo por manobras proibidas, dependendo
do grau de risco e da espécie do problema. Estas solucoes sao seguidas ou nao por
outros motoristas, dependendo do que a maioria faz. Se a maior parte dos motoristas
opta por um desvio para evitar um engarrafamento, é natural que um condutor que
acaba de atingir o ponto onde ainda é possivel fazer ou nao o desvio, siga a maioria.
Desta maneira, seria possivel tomar decisoes e interferir para evitar que o transito se
torne cadtico em determinados trechos de um trajeto.

Nos exemplos descritos acima, como em tantos outros, é possivel verificar que

existem individuos que nao seguem a opiniao da maioria. Os fatores para isso sao os
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mais diversos. No exemplo do referendo, pode-se ter uma opinido consolidada
demais sobre o tema, pois se um individuo perdeu um parente por conta de um
acidente com arma de fogo, é de se esperar que ele seja a favor da proibicao de venda
de armas. No caso do movimento migratorio, uma restricio motora ou de satide pode
impedir a locomocao do animal. No caso do transito urbano, o motorista pode ser
mais experiente e conhecer que o caminho tomado pela maioria nao é seguro, ou ter
consciéncia que se trata de uma manobra proibida. A este comportamento que nao
segue a opinido da maioria, associamos um parametro g, chamado de parametro de
ruido.

A introducdo do parametro de ruido, que é inerente ao individuo que recebe
influéncia de uma maioria, enriquece de maneira significativa o modelo do voto da
maioria, deixando-o mais realista. Com a definicao desta resisténcia, quantificada
através do parametro g, é possivel também fazer previsdes sobre a dinamica da
propagacao de doencas, onde g significaria uma resisténcia imunologica a um novo
virus (apesar de o modelo ter sido concebido para tratar de votantes, podemos utiliza-
lo como um tratamento para sistemas epidemiol6gicos.). Ou ainda, previsoes sobre o
comportamento do mercado de acoes na bolsa de valores. Existem exemplos de

pessoas que investiram de maneira contraria a maioria e obtiveram grandes lucros.

3.1.3 Dinamica do Modelo do Voto da Maioria

O modelo do voto da maioria é um modelo estocastico que apresenta
irreversibilidade, ou seja, o sistema possui regimes estacionarios, e nao de equilibrio
termodinamico. Apesar do balanco detalhado nao ser satisfeito para este modelo, o
mesmo apresenta uma transicao de fase. Neste modelo associamos uma variavel de
spin 0; = *1 a cada sitio da rede. Uma vez definida a regra que faz a selecao do sitio a
ser atualizado, com uma probabilidade p o sitio escolhido adota o sinal da maioria
dos seus vizinhos, e com probabilidade ¢ = 1 - p este sitio adota o sinal contrario ao
da maioria.

Este modelo obedece a equacdo mestra, com a taxa de transicao wy, , (t), neste

caso representada por w; (o), que é dada por

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



32
MODELO DE DIFERENTES AGENTES

wi(0) =3{1 - (1= 29)0;S(T5_, 0145)}; (3.1)

onde S(x) = +1,0,—1 parax > 0,x = 0 e x < 0 respectivamente. A soma em & refere-
se aos k; primeiros vizinhos do sitio 7, ou seja, k; denota o nimero de coordenacao do
sitio i. Na equacao (3.1) a variavel g representa o parametro de ruido do sistema. Esta
taxa de transicao, w;(o), apresenta invariancia sob a transformacao de inversao de
todos os sitios da rede, ou seja, g; - —o;. Para esta descricao, nos limitaremos a
valores de g dentro do intervalo que compreende q =0 e g = 1/2. Valores do
parametro de ruido g no intervalo ]%2, 1] podem ser reduzidos ao caso anterior
mediante a transformacao que reverte o sinal de todos os spins de uma sub-rede e
substitui g por 1 — q.

O modelo do voto da maioria é analogo ao modelo de Ising ferromagnético na
auséncia de campo magnético externo, salvo que este tltimo é reversivel. No caso do
modelo do votante majoritario, temos irreversibilidade no sistema. O parametro de
ruido g atua no sistema como uma espécie de temperatura, sugerindo uma desordem.
Nao somente isto, g é o fator do modelo do votante que induz a transicao de fase do
sistema. Assim como no modelo magnético definimos uma temperatura critica para a
transicao, T* (temperatura de Curie), um valor de g critico, q*, é definido quando o
ordenamento do sistema deixa de existir.

Partindo de um estado desordenado, permitimos que o sistema evoluisse no
espaco de configuracoes, de acordo com a taxa de transicao (3.1), até que o sistema
atinja um estado estacionario, cuja natureza é caracterizada de acordo com o valor do

ruido g. Obtemos:

1) q = 0, todos os sitios estarao no mesmo estado, seja ele +1 ou -1. Nao ha
resisténcia ou falha na comunicacao de forma que todos concordam em

opinido.

(ii)) 0<g <gq* a maioria dos sitios esta num dos estados +1 ou -1, o
restante aponta na direcdo contraria, definindo uma fase

“ferromagnética” para o sistema.
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(iii)) ¢ = q*, metade dos sitios se encontra num estado enquanto a outra
metade esta no estado contrario, definindo a fase paramagnética do

sistema.

Com o objetivo de conhecer o comportamento do sistema, calculamos algumas
quantidades que podem caracterizar o estado em que o mesmo se encontra. Estas
quantidades dependem do estado do sistema, logo, sao funcoes do parametro q. Em
analogia com o modelo de Ising, observamos o comportamento do parametro de
ordem My (q) do sistema em funcao do ruido g. Definimos a magnetizacao do modelo

do voto da maioria como

My (@) = (m)s)e = + (|Z, ai)s)e, (3.2)

onde o somatorio € feito para todos os N sitios da rede, (...)s representa a média no
regime estacionario em um dado experimento (sample) e (...); significa a média
sobre varios experimentos. De maneira a garantir a quebra da simetria de inversao do
modelo, introduzimos na equacao (3.2) o modulo do somatoério dos spins, pois os
estados com magnetizacoes de sinais contrarios ocorrem com a mesma
probabilidade.

O valor do parametro de ordem muda com a variacao de g. Em analogia com o
modelo de Ising, no limite termodinamico (N — o), temos que My(q) é ndo nulo
(sistema ordenado, fase ferromagnética) para valores de g abaixo do valor critico g*.
Enquanto que My(q) é nulo para valores de g acima do valor critico (sistema
desordenado, fase paramagnética).

Outra grandeza importante para a descricao completa do sistema ¢é a variancia
do parametro de ordem do sistema. Para o modelo do votante, a variancia é dada pela

susceptibilidade

xn (@) = N{{m — (m)}?) = N{(m?) — (m)?}. (3.3)
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E possivel calcular também o cumulante de quarta ordem de Binder [76]

definido como

Uv(q@) =1- Fm) (3.4)

que é uma grandeza particularmente relevante na determinacao do valor do ruido
critico gq*. Todas as quantidades anteriores sdo funcoes do parametro de ruido e
satisfazem relacoes especificas de escalamento de tamanho finito, uma vez que a
geometria da rede é definida. Para redes quadradas de dimensado linear L, que

utilizaremos neste trabalho, temos N = 2.

3.2 O MODELO DE DIFERENTES AGENTES

3.2.1 Introducao

Interessados em estudar a dindmica de diferentes tipos de individuos que sao
influenciados por seus vizinhos, propomos neste trabalho um modelo onde a cada
sitio i da rede associamos duas variaveis de spin Ising, oi e Ti, que representam
respectivamente, os individuos do tipo o ou 7 presentes neste sitio. Os valores o; = +1
e T; = +1 significam as possiveis opinides destes individuos. A influéncia sobre um
dado individuo seja ele da classe o ou 1, se da pela interacao com os seus vizinhos.
Esta interacao segue o modelo do voto da maioria.

Uma aplicacao deste modelo pode ser vista no problema de migracao animal
citado anteriormente, onde duas espécies decidem entre permanecer ou migrar de
um determinado habitat. Suponha que a cada opcao, ficar ou sair, seja possivel
associar uma variavel do tipo Ising, onde o estado +1 significa migrar, e o estado -1
permanecer naquele ambiente. Identificando as duas espécies de agentes em duas
classes, predadores e presas, podemos dizer que quando houver uma acao predatoéria
sobre a espécie do tipo presa, entdo esta ultima pode manifestar a intencao de

escapar dos predadores para sua propria preservacdo. Nao obstante, ao tentar
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realizar a migracao, estes animais consideram o que outros da mesma espécie fazem.
Isso se da como uma maneira de garantir sua sustentabilidade, ou seguranca, durante
a viagem. Por outro lado, de maneira intuitiva podemos afirmar que a espécie do tipo
predador se move observando o comportamento da espécie tipo presa e também o
comportamento de outros semelhantes (e.g. animais que cacam em bandos como os
lobos). A cada um destes tipos, ou classes de animais (predadores e presas)
associamos duas variaveis que representam as dificuldades em concordar com as
opcoes tomadas pelas espécies de interesse de um determinado grupo. Os fatores que
motivam a insercao deste parametro de dificuldade sdao diversos: uma doenca que
impeca a locomocao adequada para acompanhar o grupo, uma escolha natural por
seu lugar atual aparentar possuir seguranca e alimento, o animal n3o perceber a

migracao, entre outros.

3.2.2 Diferentes Agentes e o Voto da Maioria

Neste trabalho, propomos um modelo para simular o comportamento de uma
rede social considerando a presenca de dois tipos de individuos. Para a dinamica de
evolucao do sistema, utilizamos o método de Monte Carlo e o modelo do voto da
maioria para simular as interacoes entre os individuos.

Considere uma rede regular bidimensional quadrada, de lado L, onde a cada
vértice associamos coordenadas discretas que definem a posicao de um sitio na rede.
A cada sitio, dispomos duas variaveis do tipo Ising, oi e 7i, que podem assumir os
valores +1 ou -1. Cada variavel representa uma espécie de individuo da rede, ou seja,
temos a populacao dividida em duas classes, individuos do tipo o e individuos do tipo

7. Na nossa modelagem, cada classe possui uma dinamica prépria:

@) Individuos do tipo o (classe g) — interagem com individuos vizinhos da
classe o0 e também com individuos vizinhos do tipo 7, segundo o modelo

do voto da maioria com um parametro de ruido q = q,,.

(ii)) Individuos do tipo 7 (classe ) — interagem somente com vizinhos da
mesma classe 7, segundo o modelo do voto da maioria com um

parametro de ruido q = gq;.
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Observe que os individuos da classe o estao sob influéncia dos individuos de
ambas as classes, enquanto que os individuos da classe T interagem somente com
vizinhos da mesma classe e nao sofrem influéncia de vizinhos do tipo 0. Tomando
mais uma vez o exemplo do problema presa — predador, temos que as presas
constituem a classe T enquanto os predadores sdo dotipoo. Um  exemplo  deste
sistema é marcha dos gnus na Africa.

De maneira a tornar a visualizacdo do modelo mais clara, a figura 3.1
representa um estado arbitrario de um sitio central, com dois tipos de individuos e

I | I |
l |/
i | i |

Figura 3.1. Representacdo esquematica das interacoes dos individuos de cada classe. As setas de cor
preta indicam individuos do tipo 7 e suas intera¢Ges, enquanto que as setas brancas indicam
individuos do tipo o e suas interagoes.

Estas consideracoes podem ser quantificadas nas equacGes que regem a
dindmica do sistema, resultando na introducao de duas probabilidades de mudanca
de estado para um determinado sitio i da rede. Para individuos do tipo o, temos a

seguinte probabilidade de inversao:

w;(0) = %{1 -(1- ZCIJ)UiS(ZIgi:l Oiys + 2?21 Tivs + 7)), (3.5)

onde a maioria ¢ definida considerando-se os k; primeiros vizinhos do sitio i, g;,5 €
T,4+5, além do vizinho do tipo 7 pertence ao proprio sitio i,7;. No caso da rede

quadrada, k; = 4, entao é possivel escrever
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w;(0) = %{1 —(1-29,)0:S(T3-1 (0115 + Tizs) + 7))}, (3.6)

ou seja, os individuos do tipo o possuem nove primeiros vizinhos, quatro deles sendo
do tipo o e cinco deles sendo do tipo 7. Para individuos do tipo 7, definimos a

probabilidade de inversao
w; () = {1 - (1 - 2¢)1:S(T5 5 1146)} » (37)

onde o somatério em S(x) se refere apenas aos quatro primeiros vizinhos de 7.
Observe que a dinamica regida pela equacao (3.7) é a mesma do modelo do voto da
maioria isotrépico com ruido, analisada na referéncia [44]. Este fato auxilia a analise
do comportamento do sistema como um todo, pois os resultados para esta sub-rede
isolada ja sdo conhecidos. A seguir faremos uma breve revisao dos seus principais

resultados.

3.2.3 Historico de Resultados Conhecidos

Na referéncia [44] foi realizado o primeiro estudo do modelo do voto da
maioria com a introducao do ruido. Neste trabalho o autor propbe as seguintes

relacoes de escala, que serao utilizadas no nosso modelo com dois agentes

My(q) = LM (LYVe), (3.8)
xu(q) = LV g(Le), (3-9)
U,(q) = T(LY7e). (3.10)

Neste caso, € = q — q*. Através de simulacoes Monte Carlo em uma rede regular
bidimensional e da analise de tamanho finito, o resultado obtido para o valor critico
do parametro de ruido é g* =0.075 +0.001, e os valores estimados para os
expoentes criticos sao /v = 0.125 + 0.005, y/v =1.73+0.05 e 1/v = 1.01 £+ 0.05.

Onsager em [77] obteve os valores exatos para o modelo de Ising em duas dimensoes,
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os expoentes criticos sdo /v =1/8, y/v =7/8 e 1/v = 1. Desta maneira, podemos
concluir que o modelo do voto da maioria com ruido, assim como definido por Mério
de Oliveira em [44], pertence a mesma classe de universalidade do modelo de Ising
bidimensional. Este resultado confirma a conjectura proposta por Grinstein,
Jayaparakash e He [778], onde os modelos de nao equilibrio com simetria de inversao
pertencem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising, ambos definidos em
redes regulares.

Estudos da introducao de ligacoes de longo alcance realizado em redes do tipo
small-world [79-83], criadas a partir de redes regulares unidimensionais,
bidimensionais e tridimensionais, mostram que o comportamento critico do sistema
¢ mudado, mediante a variacao da probabilidade de religacdo p. Enquanto que o
estudo sobre o efeito de uma anisotropia na probabilidade de inversao realizado por
Santos e Teixeira [84] mostra que a introducao da anisotropia ndo muda a classe de

universalidade do modelo.

3.2.4 Quantidades Fisicas Relevantes

De maneira analoga ao modelo do voto da maioria, desejamos estudar o
comportamento do parametro de ordem do sistema. Fazemos isso para cada tipo de
individuo da rede explicitando a dependéncia com o tamanho N da rede quadrada.
Utilizaremos (... ) para representarmos os valores médios, compreendendo as médias
no regime estacionario (... )s e as médias nas configuracoes (... )., de maneira evitar a
sobrecarga de indices. Entao definimos as grandezas de interesse para o nosso

sistema

My (45,42 = (me) = T2 7i]s)e » (3.11)
Mo (45, 42) = (my) = (| ail)s)e (3.12)
v (G, q) = N{{m;?) — (m;)?}, (3-13)
o (G0,82) = N{(ms2) — (ms)23 . (3.14)
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Calculamos também o cumulante de quarta ordem de Binder para cada classe de

individuo
_ . _(mgh
UN,T(qO'l CI'[) =1 3("112)2 ’ (315)
Uno(5,q) =1 = mg’) (3.16)
oMt e 3(mg2)2
Ainda calculamos a correlacdo entre as magnetizacoes, que é definida por
AO’,T: (me(;) - (mr)(mcr) ) (317)
onde (m,m,) é calculado através da relacao
1
(m‘[m0'> = N ((|Z£V=1 T;0; |)S>C . (318)

Note que estas grandezas dependem em geral do par de valores (q,, q;) € do tamanho
do sistema N. Esperamos um comportamento distinto para estas grandezas fisicas, no
plano g, — ¢q,, definindo assim o diagrama de fase do sistema neste plano. O
algoritmo Monte Carlo que utilizamos para calcular estas grandezas esta descrito em

detalhes no capitulo 4.
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CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 A SIMULACAO

As simulacoes tiveram o objetivo de investigar o comportamento de uma rede
com interacdo segundo o modelo do voto da maioria com duas classes de agentes,
classe o e classe 1. As simulacdes foram realizadas em redes quadradas de lado L,
totalizando N = L? individuos de uma dada classe. Inicializamos o sistema no estado
ordenado, onde todos os spins apontam para uma mesma direcdo, ou seja, o; =
+let; =+1,i=1,2, ...,N. Usamos condicoes de contorno peridédicas em redes de
tamanho N = 400, 1600,3600, 6400 e 10000.

O modelo estudado possui dois parametros de controle que sao os ruidos g, e
q., referentes a classe o e a classe 7 respectivamente. Para cada par de valores g, € g,
construimos uma rede de N sitios e iniciamos a simulacdo. Em seguida esperamos um
determinado tempo, medido em passos de Monte Carlo (Monte Carlo Steps, MCS),
para que o sistema atinja o estado estacionario referente aos parametros escolhidos
inicialmente. Um passo de Monte Carlo no nosso modelo é definido como 2N
tentativas de inversao de spin. Ou seja, em cada MCS sorteamos um total de 2N spins
ao acaso e tentamos inverter o sentido de cada um deles. Fazemos isso segundo a
probabilidade de transicao do tipo de spin que foi sorteado. Se escolhermos ao acaso
um spin do tipo o, utilizamos w;(¢) dado pela equacao (3.6), e caso o spin escolhido
for um do tipo 7, utilizamos a equacao (3.7) para w;(r). O nimero de passos para que
o sistema atinja o estado estacionario é chamado de tempo de relaxacdo. Em nossas
simulacoes utilizamos 5000 MCS para a relaxacao do sistema.

Para um dado par de ruidos, que determinam um estado, repetimos o processo
a partir da criacdo de uma nova rede, de maneira a simular o procedimento de
realizar as mesmas medi¢Oes em novas amostras. Ao fim deste processo, calculamos

as médias das grandezas fisicas relevantes ao sistema no estado estacionario e em
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varias amostras. Usamos 10 amostras para cada tamanho do sistema e 100000 MCS
para o calculo das médias, correspondendo a 10000 MCS por amostra.

As grandezas fisicas calculadas diretamente das simulagées foram as
magnetizagoes de cada classe, as suscetibilidades relativas a estas magnetizacoes, os
cumulantes de Binder e a correlacao entre as magnetizacoes de cada sub-rede. Estas

grandezas foram definidas na sec¢ao 3.2.4.

4.2 ALGORITMO DE MONTE CARLO

Para uma dada escolha dos valores dos parametros de ruido (q,, g.) e do
tamanho do sistema (N), o procedimento se inicia com a geracao da rede de sitios no
computador. Esta tarefa consiste em estabelecer matrizes onde seus elementos sao as
variaveis de spin. Nas nossas simulacOes geramos uma matriz para cada tipo de
individuo, de maneira que os elementos da matriz o sdo os sitios o; e os elementos da
matriz 1 sao os sitios .. As coordenadas que definem a posicdo de um elemento na
matriz nos informam sobre a posicdo de um individuo da rede. Como citado
anteriormente, fazemos com que inicialmente todos os individuos do sistema
possuam opcao dada por +1. Aguardamos o tempo de relaxacdo para que o sistema
evolua até o estado estacionario referente aos ruidos g, e g, escolhidos inicialmente
para a simulacao, e apds este tempo, iniciamos os célculos das médias com o sistema
no estado estacionario. Podemos sistematizar a dindmica da simulacao da maneira a

seguir:

(1) Gerar uma amostra do sistema de tamanho N no estado

correspondente ao par de ruidos q, € q;.

(ii))  Escolher um individuo da rede ao acaso e calcular a probabilidade de

fazer uma mudanca no estado deste individuo segundo as equacgoes
(3.6) e (3.7).

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



42

RESULTADOS

(i) Gerar um numero aleatorio no intervalo unitario.

(iv) Se a probabilidade de mudar o estado do individuo é maior que o
niimero aleatério gerado no passo (iii), aceitamos o novo estado e
seguimos para o passo (vi).

(v)  Se a probabilidade de mudar o estado do individuo é menor que o
niimero aleatério gerado no passo (iii), rejeitamos o novo estado e
seguimos para o passo (vi).

(vi)  Repetimos 2N vezes os passos (i1), (iii), (iv) e (v), de maneira que a
cada passo de Monte Carlo realizamos, em média, uma tentativa de
inversao para todos os sitios do sistema. Acrescentamos de uma
unidade o tempo de simulagdo (t - t + 1).

(vil) Se o tempo de simulacdo é menor que o tempo de relaxacao,
retornamos ao passo (ii). Caso o contrario sequimos para o passo
(viii).

(viii) Determinamos o valor das médias das grandezas fisicas de interesse.

(ix)  Repetimos os passos (ii) a (viii) para obtermos um niimero suficiente
de amostras.

(x)  Calculamos as médias das grandezas fisicas desejadas em cada

amostra.
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4.3 COMPORTAMENTO DAS GRANDEZAS CALCULADAS

4.3.1 Parametro de Ordem My .(qq, q<)

Realizamos o estudo da magnetizacao da rede composta de individuos do tipo
T, no plano definido pelos ruidos g, € q, (plano q, — q.). Mantivemos o valor do ruido
q, fixo e variavamos o outro ruido g, no intervalo de interesse [0.0; 0.5]. Fizemos isto
para diversos valores do tamanho do sistema. Os nossos resultados para g, =0 e

diversos valores de N sao mostrados na figura 4.1.

1.0 - T T T T v T T 3
0
M e
N.,t 1 _ 1
0,8 - q.= 0.0 i
0.6 - 4
04 —m— N=100
7| —o—N=400 ]
1| —®—N=1600 1
02 —O0— N:3600 .\.\.‘\. _
—A— N=6400 >y gl —0—g

1| —&—N=10000 NG & —O0-o-—-g

1 \Bzﬁkg\&k “R=A=N=

0,0 r T . , : , ——

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Figura 4.1. Magnetizacdo da sub-rede 7 em funcao do ruido g, para g, fixo em zero e diversos
tamanhos de rede. As curvas indicam uma continuidade do pardmetro de ordem na transicdo
apontando uma transicao de fase de segunda ordem.

Desta figura podemos concluir, em termos de opinido, que inicialmente ha
uma concordancia geral (unanimidade), ou seja, para g, = 0, My .(q,,q.) — 1. Esta
opiniao é cada vez menos aceita a medida que aumentamos o ruido gq,, pois ¢é facil
perceber um decaimento aproximadamente linear para valores pequenos do ruido g,

onde nao existe dependéncia com o valor do tamanho do sistema. Toda a regiao do
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grafico que compreende as proximidades da transicao de fase e apds ela depende
significativamente do tamanho do sistema. Uma vez que nao ha descontinuidade do
parametro de ordem na transicdo, o sistema apresenta uma transicao de fase de
segunda ordem.

Na figura 4.2 abaixo, construimos um grafico para ilustrar a dependéncia
linear da magnetizagdo My , com pequenos valores do ruido q.. Para esta regressao
linear supomos que My .(q, = 0,q,) = aq, +b, de maneira que obtivemos a =

—2.431+0.01e b = 1.00 £ 0.00, de forma que podemos escrever

My -(0,q,) = (—2.43 + 0.01)q, + (1.00 + 0.00). (4.1)

1,02 T T T T T T T T T T y
N,t 1.00 _-
0,98 H
0,96
0,94 —

0,92 4

0,90 4

0.88 . , . , . , . , . , .
-0,01 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

Figura 4.2. Magnetizacao da sub-rede 7 em funcao do ruido g, para N = 10000. A linha é um ajuste
linear para os pontos e mostra o tipo do decaimento desta magnetizacdo com o ruido g, dentro do
intervalo [0.00; 0.04].

Investigamos também a dependéncia de My .(q,,q,;) em funcdo de q, para
outros valores fixos de g,. Para diversos valores de q,, pertencentes ao intervalo
[0.0; 1.0], nao verificamos dependéncia alguma da magnetizacao da sub-rede rcom o

valor do ruido da sub-rede o. Este comportamento é ilustrado na figura 4.3.
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Figura 4.3. Magnetizacdo da sub-rede 7 para N = 10000 em fungao do ruido g,. Nestas simulagdes, o
ruido g, foi fixado em diferentes valores.

Este resultado era esperado uma vez que o comportamento da sub-rede t independe
do comportamento dos agentes da classe o, fato este que pode ser concluido a partir
da equacao (3.7) para a probabilidade de transicao na sub-rede t. Com base nestes

resultados podemos escrever

MN,T(qO" CIT) = MN,T(qT)' (42)

Ou seja, My , é somente funcao do tamanho do sistema e do ruido g,. Em particular, a
equacao (4.1) é valida para qualquer valor do ruido g, e nao somente para g, = 0. Os
individuos da classe 7 se comportam de maneira independente da classe 0. A
dinamica desta sub-rede que se comporta de maneira independente é conhecida e foi

estudada por de Oliveira [44].

Analisamos ainda a dependéncia da magnetizagao, My .(q,, g.), com o ruido da

classe o, q,. Construimos um grafico da magnetizacao da sub-rede 7 em funcao do
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ruido g, pertencente ao intervalo [0.0; 0.5]. O grafico representado na figura 4.4
confirma nao apenas o que haviamos concluido anteriormente na figura 4.3, que a
magnetizacdo My , independe do ruido g,, mas também ilustra a transicao de fase
que ocorre para um valor de g, entre 0.05 e 0.10. No limite termodinamico (N - ), o

valor de g, critico é conhecido e vale ¢; = 0.075 + 0.001 [44].

T I L] I T I L] I T
M 1,0 4 4’
i
1 :
Neog i A
0.9 | £ iy Ty AN iy TAY AN £y TAY _
034 -
- ~
077 | —=— q,=0.00 ]
064 | —0—q,=0.01 ]
] | —+—q=002
0. 4,=09-0 Regido onde ocorre
1 —o—( =0.02 ica
0.4 4 q,=0.03 a transicio de fase.
] —4—( =0.04 ]
034 A - -
| —a—(,=0.05 ]
024 | —¢—q=0.10 .
] T L4 1
0,14 -
P— ¢ — % — 4 — ¢ — 4% — b —— b — 99—
0o T I T I T T T T
0o 0.1 0,2 03 04 05

Figura 4.4. Magnetizacdo da sub-rede r em fung¢io do ruido g, para alguns valores de g, fixados. As
curvas foram feitas para N = 10000.

Observe que a curva inferior ainda apresenta um efeito de tamanho finito o
que resulta num valor nao nulo para a magnetizacao. Ainda é possivel confirmar a

consisténcia da nossa afirmacdo de que My .(q,, q.) € uma funcdo linear em g, para

baixos valores deste ruido, e.g. usando (4.1) para g, = 0.05 obtemos

My .(0.05) = 1.00 — 2,43 x 0.05 = 0.88. (4.3)

Esta previsao do valor da magnetizacao da sub-rede 1 esta de acordo com o resultado

observado no grafico da figura 4.4.
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4.3.2 Parametro de Ordem My, ;(q,, q.)

Nesta secao mostramos os resultados obtidos para a magnetizacao da sub-rede
composta de individuos do tipo o, para diferentes valores de N e pares de valores dos
ruidos g, e q,. Utilizamos para o calculo da magnetizagao na sub-rede o a expressao
(3.12). Esperamos que a dinamica apresente dependéncia com ruido da sub-rede T,
uma vez que estes individuos se comportam como um campo externo atuando nos
individuos da classe o.

Na figura 4.5 fizemos um grafico da magnetizacao da sub-rede o em funcao do

ruido q,, para q, fixo em zero e diversos tamanhos do sistema.

q.=0.0 i

0,4 1 T -
—®— N=100 : .
1| —®—N=400 ,fi 1
—A—N=1600 k
0,2 A -9 o - a a
—O0—N=3600 %\A\ oo
1| —&—N=10000 o ATA-A A a4, o,
~ATATRR-RRAAR
0,0 : , . , . : :
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Figura 4.5. Magnetizacido da sub-rede o em funcio do ruido g, para q, fixo em zero para diversos
tamanhos de rede. As curvas assim como no caso da sub-rede 7 indicam que existe continuidade do
pardmetro de ordem na transicao de fase.

Podemos observar que apesar de nao haver variacao ruido da sub-rede o, a
magnetizacdo em o exibe uma transicao de fase para valores finitos de q,;, que
dependem do tamanho da sub-rede N. A continuidade deste parametro de ordem,
My ,, indica que a transi¢do é de segunda ordem. Observe ainda que para valores de

q: < 0.05, ou seja, na fase ordenada, a magnetizacao da sub-rede o nao apresenta
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variacoes. Concluimos que a populacdo o nao é sensivel ao “desacordo” dos
individuos do tipo 7, desde que o ruido associado a esta falta de concordancia nao
esteja préximo do valor critico.

Isto significa dizer que apesar da classe o estar submetida a influéncia de
individuos do tipo 7, ela apresenta certa robustez a “sugestao” de desordem feita pela
sub-rede 7. Ap6s o valor critico de gq,, onde nao ha mais acordo entre os individuos 7,
elementos da sub-rede o também entram em desacordo. Assim como no caso da sub-
rede 7, verificamos novamente dependéncia da magnetizacio com o tamanho do
sistema principalmente na regiao critica.

Simulamos para outros valores de g, fixados com o objetivo de conhecer mais
sobre a dependéncia de My, com o ruido g,. Nas figuras 4.6 e 4.7 mostramos os
resultados para a magnetizacdo dos individuos do tipo o em funcao de q,, para
q, = 0.2 e q, = 0.4 respectivamente. Vemos que os valores maximos da magnetizacao
(magnetizacao de saturacao) da sub-rede o, que ocorrem para o ruido g, = 0, sdo
menores que a magnetizacao de saturacao observada no caso g, = 0. A partir das

figuras 4.6 e 4.7 vemos que

My +(0.2,0.0) = 0.6. (4.4)

My ,(0.4,0.0) = 0.2. (4.5)
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0.5 qc=0.2 |

0,4 -

0,3 i

i —®— N=100 i
—0O— N=400
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—®— N=1600
—O— N=3600
014 | —A—N=6400
{ | —A—N=10000
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0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Figura 4.6. Magnetizacdo da sub-rede o em funcio do ruido ¢, para g, = 0.2 fixo e com sistemas de
diversos tamanhos. As curvas se assemelham muito com as obtidas na figura 4.5.

0,20 N—Pep=pp_ ' ' ' ' ' -
M ] q,=0.4 ]
N.,c
0,15 i
0,10 g mg -
—m— N=100 “-a—a-u
|| —o—N=400 ]
—8— N=1600
0‘05 A 707 N= :) () OO A ||||||||||||||||||||||. —0O —0O | \D -
| —A— N=6400 \o\.\'i.ko‘.¥. . o
N=10000 o “8:8:8:8:8:8:8:8:8
0,00 : : : , : : :

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

Figura 4.7. Magnetizacdo da sub-rede o em funcido do ruido ¢, para g, = 0.4 fixo, comparando
diversos tamanhos de rede. Resultado semelhante ao da figura anterior, mas neste caso a
magnetizacao para ruido g, nulo vale 0.2.

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



RESULTADOS

50

A figura 4.8 apresenta um comparativo do comportamento da

da sub-rede o em funcao de g, para valores de g, = 0.0, 0.2, 0.4.

magnetizacao

1,0 4

06— —0—o—8

0,44

j—s — "B —E_§

‘—.u.__.

-

e

/

o

=

oo

a 0,05

—— (lU =0.0

—*— qLT =0.2

—h—q =04

0

20

Figura 4.8. Magnetizacao da sub-rede o em funcao do ruido g, para trés valores de g, fixados. As

simulagoes foram realizadas numa rede com 10000 sitios.

1.0 . T | T | | T
N.oc
0,8 1
0,6 -
—®—q,=0.00 \
044 | —O—q=0.01 .
—®—q,=0.02
—9—q,=0.03
029 | _a a4 =0 o i
q,=0.04
—4—( =0.05
0,0 T T T T
0,0 0,1 0,2 04 0,5

Figura 4.9. Magnetizacdo maxima (de saturacao) da sub-rede o em funcao do ruido g, para alguns

valores de g, fixados. As simulagoes foram feitas para N = 10000.
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Mais simulacgoes foram realizadas de maneira a quantificar a variacao do valor
da magnetizacdo My, em funcdo do valor do ruido q,, com baixos valores do ruido
q.. Nossos resultados sao apresentados na figura 4.9. Vemos nesta figura que
My +(q,,q;) tem a mesma dependéncia linear em q,, para valores de g, pertencentes
ao intervalo [0.00; 0.05]. Portanto, podemos concluir que a magnetizacao da classe o
apresenta um valor de saturacao que depende linearmente do ruido desta sub-rede,
qds, € pode ser escrita da seguinte forma: My ,(q,,9,; < 1) = cq, + d. Para o caso em
que o ruido g, é nulo, a linearizacao resultaem ¢ = —1.99 + 0.00 e d = 1.00 £ 0.00, de

maneira que escrevemaos

My 5(q4,q; < 0.05) = My 10x (g5) = (=199 £ 0.00)g, + (1.00 + 0.00).  (4.6)

Este resultado, que foi verificado para diferentes tamanhos de rede, indica que a
concordancia entre os individuos da sub-rede ¢ independe dos valores do ruido q, da
sub-rede T, desde que este ruido esteja dentro do intervalo [0.00;0.05]. Esta
magnetizacdo de saturacdo depende apenas do valor do ruido q,, que é inerente a
esta classe de individuos. Ainda é possivel concluir que existe um valor de gq,,
d, = q; = 0.5, para o qual ndo existe magnetizacao na sub-rede o.

Para valores do ruido g, maiores que 0.5, observamos que o sistema volta a
apresentar magnetizacdo My , diferente de zero. Os resultados obtidos para a sub-
rede de individuos o, com g, < 0.5 e g, > 0.5, sdo mostrados na figura 4.10. Podemos
concluir que o ordenamento da sub-rede 7, é responsavel pela magnetizacao nao nula
nos individuos da sub-rede 0. Note que a medida que o valor de g, aumenta de 0.6 a
1.0, também aumenta o valor da magnetizagdo My, para q, < q;. O ordenamento
total s6 ocorre quando fazemos q, = 1.0 com g, = 0. Este resultado corresponde ao
ordenamento antiferromagnético entre os individuos da classe o e seus vizinhos da
classe 7. O que ocorre com o sistema é que os individuos da classe o preferem estar
sempre contrarios a maioria dos que os cercam, produzindo um antiferromagnetismo

entre os individuos da sub-rede o e os individuos da sub-rede 7.
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0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20

Figura 4.10. Magnetizacao da sub-rede o, com N = 10000 sitios, em func@o do ruido g, para valores
do ruido g, < 0.5 (simbolos fechados) e g, > 0.5 (simbolos abertos).

Vemos na figura anterior que a magnetizacao da classe o com g, > 0.5 difere
da magnetizacgao para os resultados com g, < 0.5. Este fato é devido a influéncia da
sub-rede T ocorrer de maneira diferenciada quando g, > 0.5. Com o objetivo de
investigar esta diferenca construimos um grafico na figura 4.11 de My , em fungio do
ruido g, para diversos valores de g,.

Observamos que acima de q, = 0.5 a magnetizacdo da sub-rede o ndo se
comporta de maneira linear em funcao do ruido q,, exceto quando g, = 0. De fato,
apenas para g, = 0 (estado ferromagnético na classe 7) temos a simetria na sub-rede

o

wi(o-; QG) = (‘)i(_o_; 1- QJ): (4.7)

onde ¢ = +1. Em particular a relagdo anterior implica que quando g, = 0.5 o estado
da sub-rede o é paramagnético. Em algum valor entre q, = 0.07 e g, = 0.10 a
magnetizacdo My , sofre uma transi¢do. Em g, = 0.07 comeca também a existir uma

separacao das curvas de My , para q, < 0.5, indicando a transi¢do de fase. Através de
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simulacdes observamos que a curva para g, = 0.10 decresce a zero para sistemas de

tamanhos maiores.

1,0 . T I T I T I T I T I T I T I T I T I I/
MN.o -}\ —m=—( =0.00 /-
084 * —B—¢q,=0.02 s O 4
\‘ —e—q_=0.04 /D/./'
u 4
N —o—q =0.06 /D/./
0.6 . . — e e
' \ *—(,=0.07 /|:| e )
¢ —&—q =0.10 ./Ojo/’/&/
0,4 <
0,2 4
TO o
0.0 4 0

0.0 0,1 0,2

Figura 4.11. Magnetizacao da sub-rede o, com N = 10000 sitios, em funcao do ruido g, para
diferentes valores do ruido g, do sistema.
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- T | | - =
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Figura 4.12. Magnetizacido da sub-rede o, com N = 3600 sitios, em funcao do ruido g, para valores

fixos de q,,.
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Na figura 4.12, construimos um grafico da magnetizacao My ,(q,, q.), onde variamos
o valor do ruido g, dentro do intervalo [0.5; 1.0], para diferentes valores do ruido g,
fixados. Nesta figura é possivel identificar a ocorréncia de uma transicao de fase com
o aumento do ruido g, para pequenos valores de q,. Observe que quando g, =1 a

magnetizacao da sub-rede o s6 é diferente de zero para g, = 0.

4.3.3 A Susceptibilidade Xy (qq, q.)

A susceptibilidade de uma grandeza fisica esti associada a uma reposta desta
grandeza do sistema a uma excitacdo especifica. As curvas de susceptibilidade
apresentam maximos nos valores criticos dos parametros de ruido e sao
caracteristicos de transicoes de fase de segunda ordem. Determinar o valor no eixo
das abscissas correspondente a um méximo da susceptibilidade, para um sistema
com N — oo, seria uma primeira forma de determinar o valor do ruido critico onde a
transicao de fase acontece.

Nesta secdo estaremos interessados em descrever os principais resultados
obtidos para a susceptibilidade da sub-rede de individuos do tipo 7. A figura 4.13
apresenta a suscetibilidade yy ,(q,, g;) para diversos tamanhos de rede. A variagao da
posicao do valor maximo da susceptibilidade em funcao do tamanho da rede nos
mostra que o valor do ruido critico ¢; é uma funcao do tamanho da rede N, assim
como esperado na equacao (2.52) com T substituido por g,. Observamos que o valor
de g; e o valor do maximo da susceptibilidade sao fun¢oes do tamanho N da sub-rede.
Uma vez que concluimos anteriormente que nao ha dependéncia da magnetizacao
My .(q4,9,) com o ruido q,, a susceptibilidade yy, para diferentes valores de q,

apresenta resultados que diferem apenas por flutuacgoes estatisticas. Ou seja,
XNt (qm qr) = XNz (CIT)> (48)

s6 depende do tamanho do sistema e do ruido g.
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Figura 4.13. Susceptibilidade da sub-rede t em fung¢ao do ruido ¢, para diferentes tamanhos do
sistema. Os dados foram obtidos para g, = 0.

4.3.4 A Susceptibilidade Xy (9, q<)

Obtivemos resultados do comportamento da curva de susceptibilidade da sub-
rede 0, xn,(qs,q,), em funcdo do parametro de ruido g, para diferentes valores de
q,- Observamos nao somente uma dependéncia com o tamanho N de cada sub-rede,
mas o comportamento de yy, muda com o valor do ruido q,. Isto pode ser observado
na figura 4.14. Observamos, assim como na figura 4.13, que os valores de g; e do
maximo da susceptibilidade s3ao fun¢oes do tamanho N da sub-rede. Vemos na figura
4.14 que o valor do maximo de yy, depende ndo somente do tamanho N do sistema,

mas também do valor do ruido da sub-rede o.
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Figura 4.14. Susceptibilidade da sub-rede ¢ em funcdo do ruido g, para diferentes tamanhos do
sistema, com g, = 0.0 e g, = 0.4.
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A dependéncia do valor maximo desta susceptibilidade com o ruido g, pode ser

quantificada e o resultado é mostrado na figura 4.15, onde incluimos o ajuste poli-

500 T T T T T T T T T

400 4 i

—— Ajuste polinomial para Xy ¢

300+

200 -

100

Valor maximo de Xy o

0.0 0.5

Figura 4.15. Valor do maximo da susceptibilidade sub-rede 0 em funcao do ruido g, para N = 10000.

nomial até a segunda ordem para o decaimento do valor maximo da susceptibilidade,

xveX, em funcao do ruido na sub-rede o, q,. A curva de ajuste (linha) é dada por
XS = (456 + 5) — (1879 + 48)q, — (1948 + 92)q2 . (4.9)
4.3.5 Comparativo entre as Classes de Individuos

Nesta secao fazemos comparacoes entre o comportamento das magnetizacoes
e susceptibilidades estudadas. Temos por objetivo estabelecer as principais diferencas
de comportamento entre os individuos das sub-redes o e 7.

Inicialmente comparamos as magnetizacoes My .(q,,q;) € My ,(q,,q;). Para
isto, consideramos o tamanho de cada sub-rede igual 10000 individuos e mostramos
na figura 4.16 as curvas de magnetizacio em funcao do ruido g¢,, para q, =

0.0,0.2e0.4.
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Figura 4.16. Comparativo entre as magnetizacoes de sub-rede em funcdo do ruido g, para trés
valores fixos de q,. As curvas foram obtidas para N = 10000.

A diferenca entre o comportamento dos individuos das duas classes reside no
fato de que, para valores do parametro g, menores que o valor critico, a rede de
individuos do tipo o se comporta de uma maneira “robusta”, nao reagindo
significativamente ao desacordo que comeca a ocorrer na sub-rede 7 quando g, — q;.
Na linguagem de termos sociais, isto significa dizer que mesmo com os individuos da
classe o sendo influenciados pelos individuos da classe , esta influéncia s6 comeca a
ser relevante quando as opinides dos individuos da sub-rede 7 estdo quase igualmente
divididas. Observe que com o aumento do ruido na sub-rede 7, a partir de g, = 0 até
proximo a g;, uma fracao cada vez menor dos individuos da classe 7 permanecem em
concordancia (magnetizacao nao nula), enquanto que a fracao dos individuos do tipo
o que esta ordenada, mesmo sendo influenciada pela sub-rede 7, mantém seu
ordenamento. (Por exemplo, linha para g, = 0 na figura 4.16). Por outro lado, vemos
que com o aumento do valor do ruido q,, diminui a fracdo dos individuos do tipo o

que preservam o ordenamento. Podemos concluir a partir da figura anterior que o
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comportamento dos individuos do tipo o nao depende do valor de q,, para valores do
parametro g, < 0.05.

Ainda com 10000 sitios em cada sub-rede, fizemos um grafico na figura 4.17
onde comparamos os valores das susceptibilidades de cada classe de individuos como

uma funcao do ruido g, mantendo g, = 0.

T T T T T T T
500 .
—_——
i ;\. zﬂ.u’ i
_O_
ot » fl,t
m— 400 - \ -
]
1 - 4
£ |
—
=200 .
= o]
= T go o % 1
) \b\o
g 200 . -
v 100 /-:::- e
— > . —
/O.'" bb .“
E ‘DC';} ".".. E
X e} L L ITT
5{55/ 600000000552
D—l T | T | T | T | T | T | T | T |
0,060 0,085 0,070 0,075 0080 0,085 0,080 0,095 0,100
q,

Figura 4.17. Comparativo entre as susceptibilidades xy.(q,,4q;) e xn,(q,,q.) de cada sub-rede em
fungdo do ruido g,. As curvas foram obtidas para N = 10000 e g, = 0.

Concluimos desta figura que os dois tipos de individuos sofrem a transicao de
fase aproximadamente no mesmo valor do parametro de ruido g,. De [44] sabemos
que para a sub-rede 7 a transicao ocorre em g, = q; = 0.075 + 0.001, portanto este é o
nosso primeiro valor sugerido para o valor do ruido critico na sub-rede o.
Examinaremos na proxima sec¢do os valores criticos de q, e ¢, utilizando os
respectivos cumulantes de quarta ordem de Binder.

Encerramos esta secio com a apresentacdo dos resultados obtidos da
magnetizacao da sub-rede o para g, no intervalo [0; 1], no caso de g, = 0, mostrados
na figura 4.18. E possivel identificar duas fases com magnetizacio nio nula, uma para

q. < 0.5 e outra para g, > 0.5.

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



60
RESULTADOS

1.0 4 T T T T L L B ]
% |
- O —— M i
e Ng . O
w ] —o0— M i O
0.8 - : I\‘INT L i
.:. 'F ! |I| ||[
4 1 u ﬁ
4 =
N 0,6 1 oI a
= G O Oppy U
T | Yrm E o FMT RN
= Opm Tpm =
g:. 0.4 IFM é et | “ap
i 8
= 1 I. I_L
0,2 - . En'l _
] N g
l”.)
—_— - —— m—Hu—
DID T T T T |_:ﬂ|__H|_F||_'7_H|:F|I=I—||_I_||_r||_|—||_'—D|_| T T T T
g0 o1 02 03 04 05 06 07 08 049 1.0
qa,

Figura 4.18. Magnetizacdes de sub-rede, com N = 10000 sitios, em funcdo do ruido g, para g, =0
fixo. Os resultados para outros valores de g, estao apresentados nas figuras 4.10 e 4.12.

Nesta figura, indicamos os diversos estados das magnetizacbes do sistema,
representados por: estado ferromagnético (FM) das sub-redes o e 7, respectivamente
por orv € Trv, estado paramagnético (PM) por opv e Tpv € o estado
antiferromagnético da sub-rede 7 por 7ar. A fase ferromagnética ory para q, > 0.5 é
influenciada pela fase antiferromagnética 7ar. A fase tar é deduzida a partir da
simetria de inversao da equacado (3.7) que fornece a probabilidade de mudanca de
opcao de um individuo da classe . Em particular, quando g, = 1, os individuos da
sub-rede 7 estdo totalmente antiparalelos entre si e os individuos da classe o estao

totalmente paralelos entre si.

4.3.6 O Cumulante de Binder e o Diagrama de Fases

Com o objetivo de determinar os valores dos ruidos criticos em todo o espaco
de fase do sistema, calculamos os valores do cumulante de quarta ordem de Binder
para diversos pares de valores de ruido g, e g,. Os valores do cumulante para a classe

T e para a classe o sao dados pelas equacoes (3.15) e (3.16) respectivamente. Na figura
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4.19 ilustramos como obtemos através do cumulante da sub-rede o, o valor do ruido
critico g; que ocorre na regiao q, < 0.5, para q, = 0. O valor critico do ruido q; é
obtido pela intersecao das curvas do cumulante de Binder calculadas para diferentes
tamanhos. Pela propria definicdo do cumulante, este é o inico ponto onde o valor do
ruido critico nao depende do tamanho do sistema. Assim como no caso da sub-rede T,

a sub-rede o apresenta uma transicao de fase em ¢, = q; = 0.075 £+ 0.001.

N i
_ — N = 400 4
N o N = 1600 _
_ ¢ = 0.0 S N = 3boo 4
g % N=6
e 5 Nk . o |
_ L N = 10000

-ln(1-15U0)

Figura 4.19. Cumulante de Binder para a sub-rede o em funcio de q,, para diferentes tamanhos de

sub-rede e g, = 0.

A partir dos resultados mostrados na figura 4.12, podemos observar que a
medida que g, ¢ mantido fixo em diferentes valores, existem varias transicoes de fase
para a magnetizacdo My, em um valor de g, = g; > 0.5. Através do estudo do
comportamento do cumulante de Binder em func¢ao de g, para os diferentes valores
de q,, foi possivel determinar os pares de valores de ruidos criticos de cada sub-rede.
Na figura 4.20 temos os resultados para g, = 0. O ponto no eixo g, em que as curvas
de diferentes tamanhos se interceptam corresponde ao valor critico de g,. Obtemos
q; = 0,814 + 0,003.
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Figura 4.20. Cumulante de Binder para a sub-rede o para q, > 0.5 e q, = 0 para diferentes tamanhos
de sub-rede.

Estudando o comportamento do cumulante de Binder em todo o espaco dos
ruidos, ou seja, g, € [0.0; 1.0], g, € [0.0; 1.0] podemos construir o diagrama de fase do
sistema. Este diagrama esta representado na figura 4.21, onde podemos identificar

cinco regioes diferentes.
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Figura 4.21. Diagrama de fase do sistema no plano ¢, —q,. Na regiao I, o sistema apresenta
ferromagnetismo, com excecio da reta q, = 0.5 onde a magnetizacdo da sub-rede o é nula. Na regido
I, o sistema est4 na fase paramagnética. Na regido III, a sub-rede o é paramagnética enquanto a sub-
rede T apresenta antiferromagnetismo. Na regido IV, a sub-rede de individuos do tipo o exibe
magnetizacdo nao-nula, ou seja, estado ferromagnético, enquanto a sub-rede 7 estd na fase
paramagnética. Na regiao V, a sub-rede o é ferromagnética e a sub-rede 7 é antiferromagnética.

A regiao I compreende o retangulo definido por g, € [0.000;0.075] e g, €
[0.000;1.000]. Nesta regidao o sistema possui magnetizacoes de ambas as classes
finitas e diferentes de zero, cada classe de individuos do sistema esta no estado
ferromagnético (FM). Na reta g, = 0.5, a magnetizacao da sub-rede de individuos do
tipo o € nula, assim como mostrado anteriormente na figura 4.11. A regiao II que
compreende a parte central do diagrama de fase. Nesta regiao, as magnetizacoes de
ambas as sub-redes sao nulas e o estado do sistema é paramagnético (PM). Na regiao
ITI, o sistema apresenta magnetizacao da sub-rede o nula, mas antiferromagnetismo
para a sub-rede T, este estado para a classe 7 surge em g, = 0.925. Na regiao IV, que

compreende as proximidades do intervalo de g, €]0.810; 0.925[ com g, € ]0.00; 0.02],
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a sub-rede de individuos da classe o apresenta novamente magnetizacdo nao-nula e
ordenamento ferromagnético, enquanto a classe T é paramagnética. Isto pode ser
melhor observado no grafico da figura 4.12, onde nota-se claramente uma
magnetizacao diferente de zero dentro do intervalo de ruidos que compreende esta
regido. Por dltimo temos a regidao V, para a qual a classe o é ferromagnética e a 7 é
antiferromagnética. Estas duas ultimas regides oferecem um nivel razoavel de
dificuldade para permitir sua completa descri¢ao, pelo comportamento nao trivial do
sistema neste intervalo. Uma anéalise mais detalhada pode ser feita em trabalhos
futuros com o objetivo de oferecer uma maior precisao em todos os aspectos das

transicOes nestas regioes.

4.3.7 A Correlacao Sigma-Tau

Nas nossas simulacoes, calculamos a média do produto das magnetizacoes do
sistema, (m,m,), dado pela equacao (3.18). Percebemos que o comportamento desta
grandeza depende dos valores dos ruidos g, e g,, mas nao depende do tamanho do

sistema. Uma sintese dos resultados pode ser vista na figura 4.22, onde cada curva

1,0 4 T T T T T T T T T
0,9 .
b — = 0.0 b
0,8 O 4 -
o7 i —b—q_= 0.2 i
A A =04
E"‘ 0,6 - -
b 054 -
S 0,4 e
Vv 0,3 —
0,2 5 .
. _M

0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18

Figura 4.22. Grafico da média do produto das magnetizagGes, (m,m,), em func¢io do ruido g, para
valores fixos de g,. Cada valor de g, possui os tamanhos de sub-rede 400,1600,3600,6400 e 10000
coincidindo sobre a mesma curva.
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corresponde aos resultados da média (m,m,) em funcao do ruido g,, com diversos
valores de N e para g, = 0.0,0.2 e 0.4. Concluimos que os dados para os tamanhos de
sub-rede N = 400, 1600,3600,6400 e 10000 coincidem sobre a mesma curva, para
um dado valor de q,. A identificacdo desta caracteristica do sistema sugere um novo
parametro de ordem: a correlacdo entre as magnetizacoes das sub-redes. Definimos
entdo a correlacdo, A, ;, entre as magnetizagoes do sistema pela equacado (3.17), que
significa uma medida de quao correlacionada é a opinido de uma sub-rede com a
outra. Quando A, ,; apresenta um valor maximo, podemos afirmar que as opinides das
duas classes de individuos estdo fortemente correlacionadas, e quando A, , tem seu
valor minimo, podemos concluir que o grau de concordancia de uma sub-rede pouco
influencia na dindmica da outra sub-rede. Na figura 4.23, apresentamos um grafico
desta grandeza em funcao do ruido g;, no caso g, = 0. Vemos que a correlacao possui
um valor maximo proximo ao valor critico g; e apresenta uma pequena dependéncia

com o tamanho do sistema.
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Figura 4.23. Correlagdo A, ; em funcgdo do ruido q,, para g, = 0 fixo e varios tamanhos do sistema.
No detalhe est4 a regido onde a correlacio apresenta o seu valor maximo.
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Com o objetivo de estudar a dependéncia da correlacdo com o tamanho de
cada sub-rede, apresentamos na figura 4.24 um grafico do valor da correlacdo em
q: =0.075 e g, =0.0. Nesta figura, a curva continua corresponde ao ajuste

exponencial.

q, = 0.075
q, = 0.000

ajuste exponencial para A__

T
0 20 40 60 80 100

Figura 4.24. Correlacdo A, ; em fun¢do do tamanho L = N'/2 para valores de ruido g; = 0.075 e
q, = 0.0. A linha representa o ajuste exponencial até a segunda ordem para os dados.

A curva continua no grafico anterior corresponde ao ajuste exponencial utilizado para
os valores da correlacao calculada para g, = 0.075, em funcao do lado L do sistema. O

ajuste exponencial em segunda ordem resulta em

L—lO]

As+(L) = (0387 £ 0.003) — (0.266 + 0.003) x exp[— ==—]. (4.10)

Deste ajuste, identificamos a seguinte relacao para esta grandeza em funcao de L

AU,T(L) = Aa,r (OO) + {AU,T(LO) - AO’,T(OO)} X {exp[_(L - LO)/Z]} (411)

André L. M. Vilela — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Fisica — UFPE



67
RESULTADOS

Das equacoes acima é possivel concluir que L = 25 é o comprimento caracteristico, e
que para L — oo a correlacdo A,, apresenta um valor finito e igual a A, () =
0.386 + 0.003. Enquanto que quando L — Ly, A, ;= A, ;(Ly) = 0.121 + 0.006.

A regiao onde a correlacao apresenta um maximo fica mais estreita com o
aumento do tamanho do sistema. Na figura 4.25 fizemos um grafico comparando a
média (m,m;) com a correlagdo A, ,, para L = 100 e trés valores do ruido g,. Vemos
que, quando g, > 0.075, A, .= (m,m,) e, portanto, (m,}m,) = 0. Resultado este que
define a fase paramagnética do sistema. Por outro lado, para g, < 0.05 a correlacao é
nula, de maneira que a opinido dos agentes de uma classe nao depende da opinido da

outra, confirmando o que haviamos concluido na analise da figura 4.16.

T | T I T I T i
1.0 1y ]
."‘a.
0,9-_ .“'H “‘\ _
. *
0.8 1 q, =0.075 i
0,7 - -
0.6+ i ~n q. = 0.00 i
' .,_\__.H___. H.H._‘_ )
] h‘“.u_h. .--E.
0,5 It N ““"I.___.m. -
y N
0.4 4 — q, = 0.20 "
- ""--. -
0.3 - ‘"“*'ﬂh.ﬂh. -
02 h—h 4 — 0 6 =
_ S N A q, = 0.60
0,14 “Aﬂn——;%;%‘_‘%A%‘_‘ -
0,0 _‘_’u\_'_,'\__ﬁ_..fl“lﬂ':ﬂ T T T
0,00 0,03 0,05 0,10 0,13 015 0,18 0,20

Figura 4.25. Comparativo entre a correlacido A, , (simbolos abertos) e a média (m,m;) (simbolos
fechados), para L = 100. Vemos que na fase paramagnética, regido II do diagrama de fases, a
correlagdo nao apresenta dependéncia com o tamanho do sistema.
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4.3.8 Dependéncia com o Tamanho e Expoentes Criticos

O nosso objetivo nesta secdo é explorar a dependéncia das grandezas fisicas
apresentadas anteriormente como funcao do tamanho do sistema e, a partir das
conclusoes sobre esta dependéncia, usar a técnica de escalamento de tamanho finito
para obter os valores dos ruidos criticos e dos expoentes criticos.

Nas figuras 4.26 e 4.27 mostramos os resultados das magnetizacoes
My .(q,,q.) e My ,(q,,q,) respectivamente, em funcao do inverso do tamanho do lado
L de cada sub-rede do sistema, para q, = 0. Nesta secao optamos por uma escala em
L, que representa o comprimento caracteristico do sistema, para explicitar a

dependéncia das grandezas de interesse com o tamanho da sub-rede.

112 T T T T T T T T T T T
M. A .
N,t - qt

1,0 _
i Em-m—m ™ ] —B— 3.020

094 mo—o O O i
| —0O0— 0.040

0a- o —8 * L ) |

8 o —*— 0.0060

074 Ceoe—o C—— & i

7 ﬂk______—————‘& —o— 0.070

0,6 //// — & 0,075 -
j “‘,-f’“ A o}

0,5 - . —4— 0.080 -

0,4 - /ﬁ —¢— 0.100

0,3 & -
i e *

0,2+ i / q-s = 0.000 1
] »

0,1 7 L~ _
i ‘p-’

I:Ill:l T | T | T | T | T | T | T |
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 01z 0,14

Figura 4.26. Magnetizacao da sub-rede T em fungio de 1/L, com g, = 0 fixo, para diversos valores do
ruido g,.
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112 I I I I I I i I
1.1

MN,U ] q,

104 =% o § —"—0.020
00 ©oo—o OFE —0— 0.040
4 A )

0,8 - f‘f —#*— 0.060
0,7  akd £ . ~—°—0.070
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! » —4— 0.100
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0,2 H » o
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Figura 4.27. Magnetizacdo da sub-rede 0 em funcdo de 1/L, com g, = 0, para diversos valores do
ruido q,. Os dados para g, = 0.020 e g, = 0.040 se superpoem.

E possivel perceber que antes do valor do ruido g, critico, g = 0.075, ambas as

magnetizacoes possuem um valor finito, mesmo quando tomamos o limite

termodinamico, L — «. Mas para valores do ruido g, maiores ou igual ao valor critico,

as magnetizacoes das sub-redes se anulam neste limite. Utilizando este procedimento

de maneira sistematica, variando g, e g, confirmamos que na regiao I do diagrama

de fases exibido na figura 4.21 o estado do sistema é ferromagnético em ambas as

sub-redes. Obtivemos resultados semelhantes que confirmam o comportamento

ferromagnético da sub-rede o na regiao IV, como haviamos observado anteriormente.

Fixando g, = 0.9 e variando os valores do ruido g, dentro e fora desta regiao,

obtivemos os resultados que podem ser vistos na figura 4.28.
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M ] =mm—n [ - q, |
N.o o-0—0O O O o E_) 000
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f@_____———ﬁ —0—0.003

4 ¥ _
o O,,ﬁ - —#— 0.006
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Figura 4.28. Magnetizacdo da sub-rede o em fungao de 1/L, com o ruido g, = 0.9 fixo, para diferentes
valores do ruido q,. Para valores de g, e ¢, na regiao IV do diagrama de fase a sub-rede o é
ferromagnética.

Concluimos que a magnetizacdo da sub-rede o tende a zero no limite
termodindmico, L — o, para um valor de g, acima do valor critico. E possivel
confirmar a existéncia de uma fase ordenada para esta sub-rede quando o ruido g,
esta abaixo do seu valor critico. Quando g, = 0.9 fixo, este valor critico para q, se
encontra entre g, = 0.006 e g, = 0.009.

Utilizando as técnicas de escalamento de tamanho finito discutidas no Capitulo
2, reescrevemos as equacoes (2.41-43) para o nosso sistema com T substituido pelo
respectivo ruido de cada sub-rede. Usaremos esta técnica para investigar o
comportamento das magnetizacoes do sistema em funcao do ruido g, para valores
fixos do ruido ¢,, ou seja, escreveremos € = €, = q; — g € manteremos g, COmMo
parametro. Para a magnetizacdo, susceptibilidade e para o cumulante de Binder da

sub-rede 7, usamos as seguintes relacoes:
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My (g, q LY = My (u,), (4.12)
X1 or gL = o (ur), (4. 13)
U (@5, 40) = Uy o (ur). (4.14)

Onde definimos a variavel de escala u, = (L*¢,) e os expoentes ., A, € 1, cOmo

l/)'[ = ﬁT/UT’ AT = 1/UT € nT = )/T/UT' (4' 15)

De forma analoga, para a sub-rede o temos as seguintes relacoes de escala

ML,O'(qO" q‘L’)Llp‘7 = ML,O‘(“’T)) (4 16)
XL,O' (QU' qr)L_nJ = )?L,a (ur)’ (4 17)
UL,O' (qm CIT) = UL,(T (ur)- (4 18)

Onde definimos os expoentes 1, 4, € 17, como

l/)O'Eﬁa/vd7lgzl/vﬁen05yg/vﬂ' (4'19)
Com o objetivo de conhecer os valores dos expoentes criticos do sistema nas

transicoes de fase, calculamos o logaritmo das equacOes anteriores para a

magnetizacao e para a susceptibilidade. Obtemos as seguintes relagoes:

ln[ ML,‘L’ (qa: qr) ] = _lpr ln[ L ] + ln[ ML,T(uT) ]; (4 20)

In[My;(q5.9.) | = =, In[L]+In| M, ,(u,) |, (4. 21)
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In| x1: (45, q) | = In[ L]+ In] 71 (w) ], (4. 22)

ln[XL,a(CIar CIT) ] =N ln[ L ] + ln[)?L,a(ur) ] (4 23)

No ponto critico (u, = 0) estas relacoes sao lineares, de maneira que os expoentes
criticos Y;, n., Y,, € n, podem ser obtidos a partir das inclinacoes em escala
logaritmica.

Ao fixarmos o valor de g, em g; = 0.075 e variarmos o valor de g, entre
[0.0; 0.8], ou seja, em alguns pontos ao longo da linha critica que separa as regides I e
IT no diagrama de fases da figura 4.21, obtivemos os valores dos expoentes criticos
desta transicao de fase e suas respectivas margens de erro. Alguns dos resultados
obtidos para o logaritmo da magnetizacao e para o logaritmo da susceptibilidade da
sub-rede 7, ambos em funcao do logaritmo do tamanho L, estao ilustrados nas figuras
4.29 e 4.30. Uma vez que o comportamento da sub-rede t independe do ruido q,, os
pontos nos graficos para diferentes valores de g, apresentam o mesmo valor em
média. Entdo, escolhendo g, = 0.0 em particular, temos para a magnetizacao
M, .(q5,q;) o grafico da figura 4.29. Enquanto que para outro valor de g,, por
exemplo, g, = 0.6, obtivemos para o grafico da susceptibilidade os resultados da

figura 4.30. Concluimos a partir dos ajustes lineares para os dados das figuras que

P, = f—; = 0.123 £ 0.006, (4.24)
n, = ’5—; =1.774 + 0.059. (4. 25)

Estes resultados indicam expoentes criticos do tipo Ising para a magnetizacao e para
a susceptibilidade da sub-rede 7, concordando com a conclusao de Oliveira para esta

sub-rede isoladamente [44].
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-0,30 . , . , . T r
-0,35 -
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In[M, (q ,q,)]
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0,55

-0,60
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In[ L]

Figura 4.29. Logaritmo natural da magnetizagcdo da sub-rede 7, em fung¢io do logaritmo de L. A linha
continua é o ajuste linear para os pontos do grafico. A inclinagio da reta fornece o valor do expoente

122

*

In[y, (q,,q,)]

T T T T T T T T T T T
2.0 25 30 3,5 40 45 50

In[L ]

Figura 4.30. Logaritmo natural da susceptibilidade da sub-rede 7, em funcao do logaritmo de L. A
reta € o ajuste linear para os pontos do grafico. A inclinacdo da reta fornece o valor do expoente 7,.
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Alguns dos resultados obtidos para o logaritmo da magnetizacdo e para o
logaritmo da susceptibilidade da sub-rede o, ambos em funcao do logaritmo do
tamanho L, estao ilustrados nas figuras 4.31 e 4.32 respectivamente. Observamos que
as retas dos ajustes lineares na figura 4.31 possuem aproximadamente o mesmo
coeficiente angular, ou seja, 0 mesmo valor do expoente critico iy, independente do
valor de g;. De acordo com estes ajustes o expoente critico que tem valor mais
préoximo ao expoente critico do modelo de Ising é para a reta com g, = 0.6, onde
obtemos i, = 0.125 + 0.015.

Para os graficos da susceptibilidade da figura 4.32, o expoente critico
associado, 1,, que possui valor mais préximo ao expoente Ising é o correspondente a
reta com q, = 0.2, ou seja, n, = 1.74 + 0.18.

Com base nos resultados das figuras 4.31 e 4.32, contruimos a tabela a seguir a
partir das linearizacGes para o logaritmo da magnetizacao e para o logaritmo da
susceptibilidade, quando mantemos o ruido da sub-rede 7 fixo enquanto variamos o

valor de ruido g} entre [0.0;0.8].

Tabela 4.1. Valores dos expoentes criticos para a classe o das transi¢oes que ocorrem ao mantermos o
ruido g, = g7 = 0.075 fixo enquanto variamos o valor do ruido g}, isto é, ao longo da transicao I-II do
diagrama de fases.

95 Yo = B:/V; Ng = Vz/Vz
0.0 0.122 + 0.006 1.87 £ 0.21
0.2 0.117 £ 0.003 1.74 £ 0.18
0.4 0.119 + 0.009 1.22 £ 0.36
0.6 0.125 + 0.015 1.63 £ 0.02
0.8 0.124 + 0.022 1.62 + 0.19

Os expoentes mostrados na tabela 4.1 com pequenas exce¢oes concordam dentro das
barras de erro, com os expoentes do modelo Ising, indicando que nosso modelo de

diferentes agentes possui esta mesma classe de universalidade.
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Figura 4.31. Logaritmo natural da magnetizacido da sub-rede o, em funcao do logaritmo de L, com o
ruido g, fixo em g; = 0.075, para valores do ruido g; = 0.0,0.2,0.4,0.6 e 0.8. As inclinagdes das retas

fornecem valores para o expoente v, .
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Figura 4.32. Logaritmo natural da susceptibilidade da sub-rede o, em funcio do logaritmo de L, com
o ruido ¢, fixo em g; = 0.075 e trés valores do ruido gq; = 0.0,0.2,0.6. As inclinagcdes das retas

fornecem valores para o expoente 7.
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Valores mais precisos dos expoentes criticos para o nosso modelo foram
obtidos a partir do colapso de dados para as curvas de magnetizacio e
susceptibilidade, uma vez que esta técnica apresenta uma maior sensibilidade com os
valores dos expoentes e dos ruidos criticos q; e q;.

Nas figuras 4.33 e 4.34 apresentamos respectivamente o colapso das curvas
M, . (q;, gLV e x1,(qs, qr)L " versus u,, para quatro valores do comprimento L de
cada sub-rede do sistema. Para que ocorressem os colapsos dos dados mostrados

nestas figuras, utilizamos q; = 0.075 e os valores exatos dos expoentes Ising:

Y, = ’% = 0.125, (4. 26)
T
n = L=175, (4.27)
T
_ 1
T

Uma vez que a magnetizacdo e a susceptibilidade da sub-rede 7 independem dos
valores do ruido g, verificamos que outros graficos de colapso de dados nao
apresentam mudancas com a alteracao do valor de q;;.

Para a sub-rede de individuos da classe o, selecionamos alguns resultados do
colapso de dados para M ,(q,,q.)L¥* € x1.,(qs, q;)L™"° em funcio de u,, com quatro
tamanhos de L e diferentes valores do ruido g . Os resultados podem ser vistos nas

figuras 4.35, 4.36, 4.37, 4.38, 4.39.
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0,12 T T T T T T T T T T T T T

e 0.08 .. q, = 0.075 i

q, =0.000

Figura 4.34. Gréfico da funcao universal ¥} , em funco u, para q; = 0.075 e q; = 0.0.
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Figura 4.36. Gréfico da funcio universal j; , em funcdo u, para q; = 0.075 e q; = 0.0.
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q. =0.075
3 q. =0.200

0,2 A

Figura 4.37. Grafico da funcao universal M 1 em funcdo u, para gq; = 0.075 e q; = 0.2.

Figura 4.38. Grafico da funcdo universal ¥} , em funcio u, parag; = 0.075e q; = 0.2.
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Figura 4.39. Grafico da funcao universal M 1o €m funcdo u, para gq; = 0.075 e g; = 0.6.

A concordancia dos resultados para o colapso de dados ao longo da linha de

transicdo I — II do diagrama de fases (figura 4.21), com véarios pares de valores g e

q;, indica que o modelo de diferentes agentes apresenta a mesma classe de

universalidade do modelo de Ising bidimensional. Verificamos ainda que ambas as

classes possuem os mesmos expoentes criticos. Ou seja,

B B: _ Bs
Y=y, & v v (4. 29)
=, o =12, (4.30)
e =To & = :
1 1
A=, —=—. (4. 31)
Ur Vg
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Estudamos um modelo de voto da maioria com duas classes de agentes. Para
as transicoes que analisamos, verificamos que este sistema apresenta pertencer a
mesma classe de universalidade do modelo de Ising.

O comportamento de ambas as magnetizacoes do sistema indica que as
mesmas apresentam transicoes de fase de segunda ordem. Obtivemos as principais
caracteristicas qualitativas e quantitativas destas transi¢oes a partir de simulagoes
Monte Carlo e observamos que ambas as sub-redes sofrem transicoes de fase no
quando o ruido da sub-rede 7 tem valor q; = 0.075, enquanto que o ruido da sub-rede
o, q;, pertence ao intervalo [0; 1]. Este resultado para o valor critico de g, é idéntico
ao encontrado para o caso estudado por Mério de Oliveira [44] onde a rede possui
somente um agente. Verificamos no nosso estudo todo o comportamento da sub-rede
T ndo é influenciado pelo comportamento da sub-rede o, assim como idealizado na
concepc¢ao do modelo. Enquanto que a dindmica da sub-rede 0 demonstrou depender
do ruido de ambas as sub-redes. Através destas simulacoes em computador,
conseguimos esbocar o diagrama de fases, encontrando cinco fases distintas para o
sistema.

Em termos de opinidao concluimos que ha uma concordancia geral nas sub-
redes (unanimidade) para g, — 0, salientando que para valores do ruido g, diferentes
de zero, apenas uma fracao de individuos da sub-rede o consegue se ordenar.
Independente disto, esta opinido de ambas as sub-redes é cada vez menos aceita a
medida que aumentamos o ruido g,. Uma visualizacido desta descricao pode ser
encontrada na figura 4.16. Verificamos que a regiao da figura que compreende as
proximidades da transicao de fase e apos ela depende significativamente do tamanho
do sistema para ambas as sub-redes. Em particular para a sub-rede o apresenta
magnetizacdo nula para g, = 0.5 e para valores deste ruido maiores que 0.5,
observamos que o sistema volta a apresentar magnetizacdo My, diferente de zero.

Estes resultados obtidos para a sub-rede de individuos o, com g, < 0.5 e g, > 0.5,
foram mostrados na figura 4.10. Onde concluimos que o ordenamento da sub-rede 7,

é responsavel pela magnetizacdo nao nula nos individuos da sub-rede o. Note que a
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medida que o valor de g, aumenta de 0.6 a 1.0, também aumenta o valor da
magnetizacdo My, para q; < q;. O ordenamento total s6 ocorre quando fazemos
g, =10 com g¢q,=0. Esta dinamica ocorre devido ao ordenamento
antiferromagnético entre os individuos da classe o e seus vizinhos da classe .
Portanto, para g, > 0.5 os individuos da classe o preferem estar sempre contrarios a
maioria dos que os cercam, produzindo este antiferromagnetismo entre os individuos
da sub-rede o e os individuos da sub-rede 7. Uma vez que nao ha descontinuidade dos
parametros de ordem nestas transicoes, podemos concluir que o sistema apresenta
transicoes de fase de segunda ordem.

Vimos ao compararmos na figura 4.16 as diferencas entre os comportamentos
de ambas as classes de individuos que, para valores do parametro q, menores que o
valor critico, a rede de individuos do tipo o se comporta de uma maneira “robusta”,
nao reagindo significativamente ao desacordo que comeca a ocorrer na sub-rede T
quando g, — g;. Mesmo com a classe o sendo influenciada pelos individuos da classe
T, esta influéncia s6 comeca a ser relevante quando as opinides dos individuos da sub-
rede T estdo quase igualmente divididas. Observe que com o aumento do ruido na
sub-rede 7, a partir de g, = 0 até proximo a q;, uma fracdo cada vez menor dos
individuos da classe 7 permanecem em concordancia (magnetizacdo nao nula),
enquanto que a fracao dos individuos do tipo o que estd ordenada, mesmo sendo
influenciada pela sub-rede 7, mantém seu ordenamento. (linha para g, = 0 na figura
4.16). Concluimos que o comportamento dos individuos do tipo o nao depende do
valor de q,, para valores do parametro g, < 0.05.

Na figura 4.18, indicamos os diversos estados das magnetizagoes das sub-redes
o e 1. Vimos que a fase ferromagnética ory quando g, > 0.5 é influenciada pela fase
antiferromagnética 7ar, onde esta ultima fase é deduzida a partir da simetria de
inversao da equacao (3.7). Em particular, quando g, = 1 e g, = 0, os individuos da
sub-rede T estdo totalmente antiparalelos entre si e os individuos da classe o estao
totalmente paralelos entre si.

Através do célculo do cumulante de quarta ordem de Binder para cada sub-
rede foi possivel determinar os valores dos ruidos criticos em todo o espaco de fase do
sistema. Encontramos desta maneira nao somente as transicoes que ocorrem para o
sistema entre as regioes I e II do diagrama de fases, mas conseguimos encontrar os

limites para as regides IV e V. Assim como o caso da sub-rede 7, a sub-rede o
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apresentou possuir transicoes de fase para a magnetizacdo em g, = q; = 0.075 +
0.001, quando g, € [0; 1].

Ao definirmos e estudarmos a correlacao entre a medida de unanimidade entre
as classes, que é a magnetizacao, vimos que esta grandeza apresenta um maximo e
fica mais estreita (sharp) com o aumento do tamanho do sistema. Na figura 4.25
vimos que quando g, > 0.075 a correlacio e a média (m,m;) coincidem, nao
dependendo do tamanho do sistema, portanto, nesta regiao a opiniao de uma classe
de individuos independe da opiniao da outra.

Estudamos em detalhes a dependéncia das grandezas fisicas citadas
anteriormente como funcdo do tamanho do sistema. Mostramos que as
magnetizagoes do sistema quando colocadas em funcdo do inverso do tamanho do
lado L para um valor de g, fixo, em particular q, = 0, apresentam um valor finito
quando ¢, < 0.075. Enquanto que para g, > 0.075 os valores das magnetizacoes de
ambas as sub-redes no limite termodinamico vale zero, indicando uma transicao de
fase quando g, = 0.075.

Por meio do estudo da dependéncia das magnetizacoes e das susceptibilidades
com o tamanho do sistema, conseguimos sugerir, calcular e confirmar os valores dos
expoentes criticos associados as transicoes destas grandezas na mudanca da regiao I
para a regido II do diagrama de fases. Nao detectamos mudancas significativas nestes
expoentes quando mantivemos g; = 0.075 enquanto faziamos de g; um parametro. A
robustez do valor destes expoentes caracterizou que a classe de universalidade do
sistema é do tipo Ising.

Para trabalhos futuros, sugerimos a analise mais detalhada das regioes IV e V
do diagramas de fases, como o calculo dos respectivos expoentes criticos. Outra
sugestao é a retirada ao acaso de alguns individuos da sub-rede 7, ou diluicao nesta
sub-rede. Se considerarmos o caso em que os agentes da classe T sdo uma classe de
minoritaria da populacao, como artistas de TV ou musicos, que apesar de estarem em
menor numero, influenciam de maneira bastante significativa grande parte de uma
populacdo. Alguns resultados nesta direcdo ja foram obtidos, dois deles estdo
ilustrados nas figuras 5.1 e 5.2. Nestes graficos, construimos cada sub-rede com

10000 sitios e diluimos 30% dos individuos da classe 7.
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Figura 5.1. Grafico da magnetizagao dos agentes da classe o em func¢do do ruido g, com uma fracao

igual a 30% de diluicdo do nimero de individuos da classe 7. Os graficos foram obtidos para N =
10000.
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Figura 5.2. Grafico comparativo entre as magnetizagoes dos agentes da classe o e da classe T para

qs = 0 e com 30% de diluicdo no nimero de individuos da classe 7. Os graficos foram obtidos para
N =10000.
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Pela analise dos graficos anteriores, notamos que a classe o se ordena mesmo
quando o valor do ruido da outra classe, g,, aumenta. Este resultado indica que a
influéncia da sub-rede 7 é mais fraca do que no caso onde nao ha diluicao. Perceba
que este ordenamento dos individuos da classe o limita-se a uma fracdo quando

existe ruido nesta sub-rede.
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