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O presente trabalho consiste de uma analise elastica bidimensional em problemas
contendo deformagdes especificas finitas e grandes deslocamentos, usando o Método
dos Elementos de Contorno (MEC).

Primeiramente apresentamos os tensores usados na formulagdo Lagrangeana da
Mecanica do Meio Continuo, necessarios para a elaboragdo do MEC em problemas de
elasticidade envolvendo ndo linearidade geométrica. Neste trabalho adotamos a lei de
Hooke ¢ a solugao fundamental de Kelvin.

Em seguida descrevemos as técnicas numéricas elaboradas para a obtencdo da
solugdo através de um processo iterativo, necessario na implementacdo numérica do
MEC. Para estabelecermos a formulagao classica do método na sua forma matricial é

utilizado o método da colocacao.
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The present work deals with the analysis of two dimensional elastic problems with
finite strains and large displacements by the Boundary Elements Method (BEM).

We present the tensors used in the Lagrangean formulation of Continuum
Mechanics. These tensors are employed in formulation of BEM for elastic problems
with geometric non-linearities. In this work we adopt the Hooke’s law and the Kelvin’s
fundamental solution.
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through an iterative process, necessary in the numerical implementation of BEM. The
Collocation Method is used to establish the matrices of the classical formulation of the
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A andlise linear de so6lidos ja ¢ bastante comum no campo da engenharia estrutural,
seus principios e equacdes governantes foram estabelecidos e aprimorados ao longo do
tempo, e hoje somos capazes, com relativa facilidade, de avaliar um problema eléstico
de grande complexidade. Contudo ndo podemos dizer que todos os estudos neste campo
se encontram esgotados, pois o0 avango a novos campos do conhecimento do
comportamento estrutural continua a ser realizado. A analise ndo-linear ¢ um destes
campos, ainda contendo descobertas a serem feitas e repleto de informacdes sobre o
comportamento dos corpos sélidos.

No trabalho que apresentamos a seguir, decidimos acrescentar algo a este ramo do
conhecimento estrutural e intentamos desenvolver uma formulagdo tedrica e numérica
para o estudo do comportamento elastico ndo-linear (ndo-linearidade geométrica)
bidimensional de corpos solidos usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC).
Desta forma, comecamos com uma formulacdo tedrica baseada na Mecanica do Meio
Continuo, considerando como conceitos basicos o surgimento de grandes deslocamentos
e deformagdes finitas, em que ndo ¢ mais valida a imposi¢do do estado de equilibrio a
configuracdo indeformada do sélido como nos casos de comportamento linear. Em
seguida, partindo do principio que estas hipoteses dificultam uma solugdo analitica para
a andlise do problema, quando o mesmo comeg¢a a se tornar mais complexo,
desenvolvemos uma formulagdo numérica incremental e iterativa para o MEC, que
aliada a uma implementacdo computacional resolve de forma aproximada, mas
eficiente, o nosso problema.

Historicamente, segundo PRIETO et al. (1998) estudos neste assunto comecaram a
aparecer em 1982 com a publicacdo de NOVATI ¢ BREBBIA (1982), usando a
Formulagdo Lagrangeana Total (ou Total Lagrangean Formulation, que considera
variaveis totais referentes ao estado inicial ou indeformado) para problemas eldsticos e
estaticos geometricamente ndo lineares e lei constitutiva baseada na lei de Hooke. Um
ano depois apareceu outro trabalho publicado por CHANDRA ¢ MUKHERJEE (1983)

usando a Formulacdo Lagrangeana Atualizada (ou Updated Lagrangean Formulation,



com varidveis calculadas em funcao do ultimo estado de deformagdo) para problemas
elastoplasticos e viscoelasticos. Nao menos importante que os dois primeiros, JIN et al.
(1988) reconsideraram os problemas elastoplasticos e apresentaram uma formulagao
Lagrangeana Atualizada Aproximada (ou Updated Lagrangean Approach Formulation)
que levou a uma equacao do trabalho virtual ndo-linear em cada incremento a qual era
resolvida por iteragdo. E, um mais recente (PRIETO et al., 1998), para problemas
elasticos e estaticos utilizando a mesma formulacdo que NOVATI e BREBBIA (1982)
utilizaram.

O presente estudo estd organizado da seguinte forma: na formulagdo teorica
iniclamos o desenvolvimento a partir da apresentagdo de vetores e tensores na
Formulagdo Lagrangeana descritos pela Mecanica do Continuo. Em seguida
apresentamos as relagdes deslocamento-deformacdo e tensdo-deformacdo, gerando
assim as equagdes que regem os estados de equilibrio do corpo durante sua
movimentagdo. Para terminarmos o primeiro passo fornecemos uma formulagao
incremental a partir dos tensores e das relagdes ja descritas. No segundo passo,
desenvolvemos a formulacdo numérica partindo do Teorema da Reciprocidade
(BREBBIA et al., 1984), aplicado ao problema equacionado matematicamente pela
teoria tragada em comparacdo com um corpo infinito padrdo, e geramos as equagdes
analiticas do MEC para problemas de nao linearidade geométrica empregando solugdes
fundamentais de Kelvin. Transformando o problema ora continuo em discreto,
apresentamos a metodologia para a sua implementa¢do numérica, a partir do programa
de anélise elastica linear (BREBBIA et al., 1984), e por fim, concluimos nosso trabalho,
confrontando os resultados obtidos de problemas analisados, com os obtidos na

literatura.



CAPITULO I

DEFINICOES TEORICAS DA MECANICA DO MEIO CONTINUO

Neste capitulo, baseados na teoria da elasticidade finita, topico da mecanica do
meio continuo, apresentamos as defini¢cdes tedricas necessarias para o desenvolvimento
da formulacao do MEC. Assim, definimos os tensores € as equagdes que governam um

corpo solido que sofre grandes deformacdes elasticas.

I1.1 - Mecanica do Meio Continuo

Quando analisamos um problema qualquer (sélido e fluido) baseando-nos em
conceitos da mecanica do meio continuo, levamos em consideracdo sua formagdo
continua, ou seja, sem espacos vazios ou fendas, desconsiderando sua constitui¢ao
molecular. Trabalhando sob este conceito podemos, também, supor que todas as fungdes
matematicas que entram na teoria sdo fungdes continuas, exceto em um nimero finito
de pontos do interior de superficies que separam regides de continuidade (MALVERN,
1969). Assim, a aplicagdo de sua teoria abrange um conjunto enorme de problemas,
sendo capaz de avaliar distribuicdes nao uniformes de tensdes e concomitantemente
visualizar facilmente o modelo fisico, permitindo a andlise matematica ser guiada por
intuicdo (MALVERN, 1969). Sao nestes conceitos fundamentais que nos basearemos
para modelar nosso problema e obtermos os grandes deslocamentos.

Os problemas analisados s3o vistos pela mecanica do continuo como corpos
materiais definidos como um conjunto de particulas ou pontos materiais X, os quais

possuem uma correspondéncia biunivoca com os pontos de uma regido regular 2, + /I

de um espago Euclidiano & Estas regides, quando relacionadas com os pontos
materiais, referidos a uma origem fixa de um sistema de coordenadas escolhido,
também sdo chamadas de configuragdes do corpo. A cada instante de tempo ¢ hd uma
mudanca de configuragdo, resultado de um deslocamento, que pode ser um movimento
de corpo rigido, acompanhado ou ndo de deformacdo. MASE e MASE (1992), definem

o movimento deste corpo como uma seqiiéncia de deslocamentos continuos no tempo



que carrega o conjunto de particulas X em véarias configuracdes em um espaco
estacionario.

Segundo MALVERN (1969), TRUESDELL (1965) apresenta quatro descri¢cdes do
movimento de um corpo que sdo: material, referencial, espacial e relativa. Porém, como
o presente trabalho enfoca as descri¢des referencial e espacial, definiremos apenas estas
duas.

e Descrigdo referencial: considera como variaveis independentes o vetor posicao X

das particulas em uma configuracao referencial arbitraria escolhida, e o tempo z.
Muito empregada em problemas de elasticidade, esta descricdo recebe o nome
de descri¢do Lagrangeana quando o tempo ¢ ¢ nulo. Podemos dizer que o corpo
se encontra na configuracao inicial ou indeformada e que esta configuracao ¢
escolhida como referencial. E a partir desta descri¢do que desenvolveremos este
trabalho. Também ¢ chamada de descricdo material quando consideramos a
particula X através de seu vetor posicao X.

e Descricdo espacial: considera como varidveis independentes o vetor posi¢ao X,

denominado vetor posi¢cdo espacial da particula X em um tempo ¢ e o tempo
atual ¢. Esta descricdo também ¢ conhecida como descricao Euleriana e ¢ muito
empregada em problemas de mecanica dos fluidos. Apresentamos esta descri¢ao
porque tensores e vetores que serdo apresentados em topicos subseqiientes estao
nela descritos.

A partir das descri¢des acima definidas apresentamos a seguinte expressao:
X = X(X, t) , (1)

que explicita o movimento, ou deformagdo de um corpo, através da relacdo entre as
posi¢des inicial ou referencial e a espacial ou atual de uma particula ou de um conjunto
delas que o constituem, definidas respectivamente pelos vetores X e x. A analise do
problema de grandes deslocamentos abrange um conjunto de tensores que fornecem,
cada um, informacdes importantes para o estudo detalhado do comportamento do corpo
solicitado.

Podemos escrever uma expressdo do deslocamento em fung¢do dos vetores

posi¢des material e espacial e ainda representa-lo através da figura 1, abaixo:



u=x—-X, (2)

dx
dX

—
Xla Xl

Figura 1 — Deformacio de um elemento infinitesimal

onde u representa o vetor deslocamento e, na figura 1, dX representa um vetor

infinitesimal material e dx um vetor infinitesimal espacial.

I1.2 - Elasticidade Finita

Iniciando o desenvolvimento deste topico, caracterizando uma andlise elastica
finita, a mecanica do continuo considera que as componentes do gradiente do
deslocamento ndo sdo pequenas em comparacdo a unidade (MALVERN, 1969);
portanto, o problema de caracterizagdo das deformagdes ao estado inicial ¢ mais dificil
que no caso das pequenas deformagdes, tornando-se necessaria uma analise mais
rigorosa do problema. Como este trabalho objetiva uma analise bidimensional elastica
no campo finito (deslocamentos, rotagdes e deformagdes finitas), far-se-a uso da
Formulacdo Lagrangeana (descricdo material) e todos os tensores serdo apresentados
nesta formulacdo. A representagdo simbolica usada serd com letras maiusculas
(matrizes) e minusculas (vetores) em negrito, com excec¢ao de algumas entidades que
serdo definidas durante este texto. Desta forma, passemos a defini¢ao dos tensores da

formulagdo Lagrangeana.

I1.2.1 - Tensor Gradiente da Deformacao

Como primeiro tensor desta formulagdo, o tensor gradiente da deformacdo F,

responsavel pela quantificagdo das alteracdes no tamanho e na forma de um corpo,

5



devido ao movimento ou deformacao (COIMBRA, 1978), ¢ expresso como o gradiente

das coordenadas espaciais Vx de um vetor posicdo no tempo ¢, em relacdo a

configuracdo indeformada (coordenadas materiais) ou inicial adotada, mostrado abaixo:

F=Vx, 3)

ou ainda, como o responsavel pela seguinte operagao:

dx = FdX, 4)

onde o tensor opera uma transformag¢do de um vetor infinitesimal material dX no ponto
X em um espacial dx no ponto x na configura¢dao deformada.

De acordo com MALVERN (1969), a importancia do tensor F ¢ sua capacidade
de fornecer mais informagdes sobre o0 movimento do que outros tensores da formulagao,
mas isto pode ser uma desvantagem, ja que ele inclui tanto rotagdo como deformacao,
sendo necessario o emprego de uma equacdo constitutiva bem construida que nao
permita que seja gerada tensdo durante uma rotagdo de corpo rigido: uma simples
relagdo tensdo-deformagdo linear e homogénea atende esta condi¢do, e € esta que
usaremos em nosso problema, como veremos mais a frente.

Outro tensor, também importante para o desenvolvimento deste trabalho,
relacionado ao tensor F da Formulagdo Lagrangeana, ¢ chamado de tensor inverso do
tensor gradiente da deformacdo F~', na Formulagio Euleriana, desde que detF =0,

expresso em relagdo as coordenadas espaciais, na seguinte forma:

F'=V X (5)

dX=F'dx. (6)

O determinante de F ¢ representado por:

J=detF (7)



11.2.2 — Tensor de Deformacoes de Lagrange

Prosseguindo com as defini¢cdes de tensores, o tensor deformacdo de Lagrange ou
Green E, definido como o responsavel pela medida da mudanga no comprimento de um

elemento infinitesimal material dX do corpo analisado, ¢ expresso da seguinte forma:
(ds)* —(dS)* =2dX . EdX, (8)
onde ds e dS representam, respectivamente, o0 modulo dos vetores dx e dX:
ds=|dx e dS=|dX]|. 9)

Utilizando-se desta ultima definicdo e da eq. (4) do tensor gradiente da deformacao,

chegamos, a partir da eq. (8), a seguinte expressao:
E:%(FTF—I). (10)

Nota-se que esta ultima equagdo introduz um novo tensor formado pelo produto
F'F. Este tensor, representado por C e chamado de tensor de Cauchy-Green direito, é

simétrico e positivo definido. Desta forma, afirmamos que o tensor E também o é.

Associado ao tensor C, temos o tensor de Cauchy-Green esquerdo B, também simétrico,

positivo definido, dado por B=F F".
Para encontrarmos a expressdo do tensor de deformag¢des em funcdo dos
deslocamentos, como no caso infinitesimal, fazemos uso da eq. (2) e a substituimos na

eq. (10), gerando, assim, a equagdo desejada. Entdo, temos:
1 T T
E—EVu+(Vu) +(Vu)' vu), (11)

ou ainda, em coordenadas cartesianas:
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6Xj 5Xi 8Xi an (laJ Ji ki k,_]) (12)

11.2.3 — Tensores de Tensoes e as Equacoes Governantes do Problema

Quando trabalhamos com uma analise infinitesimal de um corpo, geramos as
equacdes necessarias (de equilibrio e constitutiva) e empregamos nas mesmas o tensor
de tensdes de Cauchy T. Entretanto, nesta andlise ndo hd uma separacdo visivel entre
posicdes referenciais e espaciais, ¢ portanto, tanto faz dizer que o tensor T ¢
referenciado a configuragdo indeformada ou deformada. Porém, quando a analise
elastica € finita, o tensor T é definido como um tensor simétrico relacionado a uma
posicdo espacial x. Desta forma, fica claro que as equacdes geradas a partir dele
aplicam-se a configuragdo deformada.

O nosso estudo ¢ baseado na formulagdo Lagrangeana, portanto, todos os tensores

devem ser escritos nela, ou seja, em fun¢do de uma posi¢do material X. Por esta razdo o

emprego de T ndo é correto. O primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff T°
(algumas vezes também chamado de tensor de tensdes de Lagrange) (MALVERN,
1969), atende a esta necessidade.

A idéia basica deste tensor ndo ¢ meramente uma mudanga de varidveis (espaciais
para materiais) (MALVERN, 1969). Podemos ilustrar seu significado através da figura
2:

dP

=>

Figura 2 — Representacao grafica dos tensores de tensio de Piola-Kirchhoff



Segundo MALVERN (1969), o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff T° fornece a forca

atual dP na drea infinitesimal deformada da, mas é considerado por unidade de area

infinitesimal indeformada d4 e expressa a for¢ca em termos da normal N para d4 em X.

Assim, podemos expressar esta relagao da seguinte forma:

(NT)dA = dP = (A T)da (13)
Sabendo-se que a mudanga de area, apds a deformagao, ¢ dada por:

fida=J(F"') Nda, (14)

podemos com o auxilio desta, obter, a partir da eq. (13), a expressdo do tensor T’

como mostrada abaixo:
T =JF'T, (15)

sendo N e n definidos, respectivamente, como os vetores unitarios normais externos as

superficies do corpo nas configuragdes indeformada e deformada.
Utilizando este tensor aplicamos o Principio da Conservagdo do Momentum
Linear para um problema estatico e geramos, como no caso linear, as seguintes

equagdes de equilibrio para o dominio e o contorno:
V.T’+b" =0, (16)
p’ =NT. (17)

Nestas equagdes os termos novos que se apresentam sdo definidos como: V.T’, o
divergente do tensor T° em coordenadas materiais; b®, a for¢a de volume que atua em
um volume deformado, mas referenciada a configuracdo indeformada; pO, a forga de

superficie que age em uma area do corpo deformado, porém referenciada a configuragdo

indeformada.



O primeiro tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff apresenta um inconveniente: ele
ndo ¢ simétrico; este fato torna dificil o seu uso nas equagdes constitutivas com o tensor
deformacdo especifica simétrico E. Por esta razdo, define-se o segundo tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff T, simétrico, quando o tensor de Cauchy T ¢ simétrico
(caso ndo polar). Este tensor conduz a uma forma mais complexa, mas mesmo assim, ¢
o preferido para compor a formulagao elastica finita (MALVERN, 1969).

O segundo tensor de Piola-Kirchhoff encerra uma idéia um tanto diferente do
tensor T°. De acordo com MALVERN (1969), o tensor T fornece, ao invés da forga
dP em da, a forga dp (fig. 2) relacionada a forca dP na mesma forma que um vetor
infinitesimal material dX em X ¢ relacionado pela deformacao ao correspondente vetor

infinitesimal espacial dx em x. Assim, lembrando as equacdes (4) e (6), e ainda a eq.

(14), podemos escrever as expressdes para a forga dP cotensor T da seguinte forma:
(NT°)dA =dP =F'dP =F"' (aT)da =@ T)(F"' ) da, (18)
T=T'(F") =1F'T(F")". (19)
Concluindo este topico, falta-nos citar a equagdo constitutiva, para completar as

equacdes governantes do nosso problema. Esta equagdo € similar aquela utilizada para o

problema elastico infinitesimal, somente sendo distinta no uso do segundo tensor de

tensdes de Piola-Kirchhoff ao invés do tensor de tensdes de Cauchy, pelos motivos ja

descritos anteriormente. Assim, expressamos a lei constitutiva da seguinte forma:
T=C'E. (20)

O tensor C° é o mesmo utilizado pelas equacdes constitutivas dos problemas lineares.
Elastico, linear, homogéneo e isotropo de quarta ordem, o tensor constante C° pode ser

equacionado pela seguinte expressdo abaixo:
Cgkl =0y + H(51k5j1 +6i18jk)a (21)

sendo A e p as constantes de Lame e §;; o delta de Kronecker.
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I1.3 - Equacoes Incrementais

Tendo em vista as ultimas defini¢des e a intengdo de trabalharmos com problemas
ndo lineares, necessitamos de um procedimento incremental. Sob o ponto de vista do
procedimento incremental, o corpo se deforma sob a acdo de solicitagdes externas e, a
cada incremento, assume uma nova configuracdo que estd em equilibrio (PRIETO et al.,
1998). Usando um pseudo tempo ¢, embora trabalhemos com problemas elasticos e

estaticos, podemos representar qualquer varidvel x em dois instantes de tempo ¢ e ¢

+ At, e sua quantidade incremental pode ser expressada como:

AX=l+At X _ tx ) (22)

Seguindo este raciocinio, também podemos representar um incremento de

deslocamento,

Au= "u-"'u (23)
e em seguida o deslocamento no incremento t +At:

t+At

u="u+Au. (24)

A figura 3, a seguir, pode nos dar uma idéia das deformacdes de um corpo genérico em

um procedimento incremental.

11



7X,X

Figura 3 — Representacio grafica da deformaciao de um corpo genérico

Os deslocamentos incrementais, que ndo aparecem na figura, sdo valores intermedidrios

entre uma configuragdo e outra, ¢ sdo avaliados de forma iterativa; os deslocamentos

permanecem constantes em cada iteragdo. Veremos mais a frente o funcionamento

desses Processos.

Da mesma maneira que fizemos com o deslocamento podemos fazer também com

as forcas de superficie e as equagdes governantes de equilibrio no dominio e no

contorno, a de compatibilidade e a constitutiva do problema, como se segue:
a0 10y ApO
V-AT’ +Ab° =0,
Ap’ =NAT |

AE = % (VAu+ (VAu)" +V 'u(VAu)' + (Vtu)T VAu +(VAu)" VAUJ ;

AT =C° AE.

12

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



Um outro incremento que devemos representar, convenientemente, ¢ a relagao entre

0 1° e 2° tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, como se segue:

AT = AT +V'u AT + VAu (AT+T). (30)

Feito isto, completamos a apresentagcdo das equacdes que governam o problema,
atendendo automaticamente a conservagdo da massa e¢ o balanco de momentos.

Seguimos no proximo topico com a formulagdo classica do Método dos Elementos de

Contorno.
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CAPITULO 111

FORMULACAO CLASSICA DO MEC

No capitulo precedente, apresentamos as equacdes governantes do problema
elastico ndo linear, baseadas na teoria da Elasticidade Finita, de forma conveniente para
o desenvolvimento da Formulacao do MEC. Passamos agora a formulagao do método e

apresentamos sua forma continua e discretizada, dividindo-a em dois topicos.

II1.1 — Formulacao do MEC Baseada na Mecinica do Continuo

O método dos elementos de contorno, como os demais métodos numéricos, ¢ uma
ferramenta poderosa no célculo de problemas diversos. Sua utilizagdo se torna
imprescindivel quando os problemas analisados alcangam um nivel de complexidade
que dificulta a obtencao da solucao analitica. Assim, como parte do nosso interesse, o
escolhemos como a ferramenta para a andlise de problemas de ndo linearidade
geométrica e definimos suas equagdes integrais nos paragrafos a seguir.

Semelhante as equagdes integrais para problemas lineares descritas por BREBBIA
et al. (1984), as equagcdes de contorno para o caso elastico nao linear também sao
geradas a partir do Teorema da Reciprocidade. Desta forma, seguindo seus passos,
definimos um corpo genérico 2+ 7" (fig. 4), na sua configura¢do inicial, em estado de
equilibrio, sob a acdo de cargas ou deslocamentos prescritos, governado, agora, pelas

equacdes incrementais ja descritas da Formulagdo Lagrangeana no topico precedente.
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X

Figura 4 — Corpo genérico em sua configuracio inicial

Como passo seguinte, supomos a existéncia de um corpo de dominio e contorno

infinitos 2" + 7", que contém o corpo 2 + I” (fig. 5).

X

Figura 5 — Corpo genérico contido no corpo padrio

Este corpo, eléstico, linear, homogéneo e isétropo € governado pelas mesmas equagdes
da formulagdo eléstica infinitesimal, descrita pela Mecanica do Meio Continuo
(MALVERN, 1969). Portanto, temos as equagdes lineares de equilibrio, de deformagao

. . . * * .
e constitutiva, respectivamente, governando o corpo 2 + /7, abaixo representadas:

V.T +b" =0, (D)
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| . .
€ :E(Vu +(Vu )T), (32)
Ty =18, 8, +1(8, 8, +8, 8, )Jen. (33)

A forca de volume b" da equagdo (31), tal como na formulagio elastica linear

(BREBBIA et al.,, 1984), representando uma for¢a concentrada em um ponto &

(denominado de ponto fonte), ¢ modelada pela fun¢do delta de Dirac,

8(6,X)=0 se&=X, (34)
8(¢,X) > se&=X, (35)
[ #x)s(e. x)a0(x) - £(e) (36)

e cujo efeito ¢ medido em um ponto qualquer X, denominado de ponto campo.
Com os dois problemas definidos aplicamos, entdo, o Teorema da Reciprocidade.

Consideramos para isso as equagdes constitutivas dos dois corpos descritos e levando

em consideragdo a simetria do tensor C° (Cgkl = CEHJ. ), estabelecemos a seguinte relacdo:

*

1

T AE, = cgk1 €y AE, =g, cgm AE, =g, AT, = gjj AT, (37)

Integrando ambos os lados da igualdade no dominio indeformado 2,, temos a

expressao do Teorema da Reciprocidade aplicado ao problema nao linear:

j T, AE,dQ, = j g; AT, dQ, . (38)
Q,

Q,

Dando prosseguimento a este processo, resolvemos primeiro a integral do lado

esquerdo da eq. (38), substituindo a expressdo de AE; na eq. (28) e obtendo as

seguintes expressoes:
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\ [ Au; +Au +'u, Au, +'u  Au,
jTij AEI,J, dQ, :%jTﬁ{A ) \ ¥ k,j =k, k, k.j Jon , (39)
Uy ; AUy

T, Au, ; dQ, + _[Tg Au,; dQ, +

3, 3,
Tg( u, Au, ) dQ, +
j T, AE, dO, =~ | ™ . (40)
2 -
o Tij( U, Auk’j) dQy, +
Q,

T;( Au ; Au, ;) dQ,

As duas primeiras integrais do lado direito da expressdo (40) geram, ambas, uma
integral no contorno ¢ uma no dominio semelhantes ao problema linear (BREBBIA et
al., 1984). As demais se juntam formando um novo termo (PRIETO et al., 1998), que

mais a frente serd analisado. Desta forma a expressao final fica:

j T AE, dQ, ijudF+IbAudQ+

Q

(41)
j ‘)Auk,j dQ,.

Analisando, agora, o lado direito da eq. (38), substituimos as expressdes de ¢, na

1_|’

eq. (32), e de AT, na eq. (30), e obtemos as expressoes abaixo:

ij?

~ _ | AT ', AT, -
j SZATideO:J‘l(ui’jJruj,i) PN oY (42)
) 22 Au,, (AT, +T,)
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u; AT dQ, + ju; AT{ dQ, -
Q O
u;; Au,, (Afkj+tTkj )dQO -
I e AT 40, = | ™ : (43)
5 21 | ut, Auy, (AT, 4T, )y, —
Q,
u;.tui,k A"T"kj dQ, - J‘u;‘ui,k Aij dQ,
Q Q B

Seguindo os mesmos passos utilizados para a integral do lado esquerdo da eq. (38),
obtemos duas integrais, uma no contorno ¢ uma no dominio, também semelhantes as
integrais lineares (BREBBIA ef al., 1984), e por fim, mais duas integrais de dominio
(PRIETO et al., 1998), que serdo analisadas mais a frente, como a da eq. (40). Portanto

temos esta expressao assim descrita:

_[ g AT,dQ, = juj Ap! dT, + j u; Ab? dQ, —

Q0 l_‘0 Q0
I ul, Au,, (AT, +T, JdQ, - (44)
QO
Iuij U A"T"kj dQ,.

Q()

Concluidos estes passos retornamos a eq. (38) e substituimos as eqs. (41) e (44) nos

lados convenientes para obtermos o segundo Teorema da Reciprocidade de Betti para o

problema eldstico nao linear:

. " N AU, .
p’ Au,dT, - Ibi Au, dQ, + J' T (uy, + ‘;“)Auhj do, =
T, Q Q,
u’ Ap®dr, + Iuj Ab? dO), — _[u;‘,j Au,, (AT, +T, JdQ, - (45)
QO

Iy Q,

* ot ~
u;oug AT dQ,.
o

Q
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. . , . . . * *
Aqui vemos os termos descritos no capitulo anterior e introduzimos os termos u; € p;,

constantes, obtidos a partir da solug¢ao singular da equacdo de equilibrio de Navier,
* G *
Guly + 75U +8(8,X)e; =0, (46)

e denominadas de solugdes fundamentais de Kelvin, as mesmas utilizadas para o

problema linear (BREBBIA et al., 1984). Assim, descrevemo-las como se segue:

u =u, (& X) — deslocamento na dire¢do j no ponto X, devido a aplicacdo de

uma carga unitaria no ponto & , na dire¢ao i; (47)

pj :pfj(F,,X)ei — forca de superficie na direcdo j no ponto X, devida a

aplicacdo de uma carga unitaria no ponto & , na dire¢ao i. (48)

Fornecemos, também, suas expressdes bidimensionais abaixo:

* - _—1 _ _
ui(eX)= - =0 {B-4v)In(r)3, 1,1}, (49)

pZ(&,X):ﬁ{[ﬁ 2v)5, + 21, r]—— - (rin’j—r,jn,i)}. (50)

Feitas estas consideracdes podemos agora, voltar aos novos termos introduzidos
nas equacdes (41) e (44) e analisd-los, a fim de concluirmos este item com a
apresentacao das equacdes integrais do problema para esse método.

Retornando a expressao (45) do segundo Teorema da Reciprocidade de Betti e
passando para o lado direito da igualdade a tltima integral, vemos que se retirarmos esta
e mais as duas Ultimas do lado direito, as que sobram, formam uma expressao similar ao
segundo Teorema da Reciprocidade de Betti para o problema linear. Desta forma,
podemos admitir que os novos termos constituem a contribui¢do nao linear procurada.

Lembrando que as trés sdo integrais de dominio, podemos agrupa-las em um unico
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termo, de forma a trabalharmos com uma maneira mais compacta; escolhemos para este

caso a letra maitscula manuscrita 770 ¢ a definimos pela seguinte expressao:

. Au, . . ~ e . ~
T =— {Tij (‘uy; + kol )Au, 4+ Au, (ATkj+tTkj)+ u; Uy ATkJ} ) (51)

2

Todos os termos desta expressao ja foram definidos, portanto se quisermos uma
expressdo em funcdo dos deslocamentos, incrementos de deslocamentos e
deslocamentos fundamentais, basta-nos somente substituir 0s termos por suas

expressoes ¢ o resultado obtido, ja considerando as solu¢des fundamentais, sera:

Au__Au
n,m nm  t t
an T —2 +utu Aun,m +

C)n//zi(é-)>(): —Xu;,k _ nm "nm

t t T

A Aum,k + Auk,m + Aun,m Aun’k+ u, U

Him +u u+'u Au, +u, A

un,m un,k un,m un,k un,k un,m
. Au ; Au,
Hu o+ >
t

. Au, +Au  +u  Au .

+u, +u,Au_
jm| ¢ A A A mj = "m,
+ un,m un,k + un,m un,k

* Aum' 52
—pup; Au, T’J#um’j ) (52)

O processo de substitui¢do das equagdes na expressao (51) para obter a eq. (52) pode ser
visto no Apéndice A deste trabalho.

Finalmente, para terminarmos esta formula¢ao nao linear para o Método dos
Elementos de Contorno, resta-nos as equacdes integrais finais. Assim, da eq. (45),
lembrando que a for¢a de volume aplicada no dominio infinito ¢ modelada pela fungao

delta de Dirac e que consideramos nulas as forcas de volume em nossos problemas,
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podemos gerar a equagdo integral no contorno para pontos internos no dominio,

chamada de identidade de Somigliana para problemas elasticos ndo lineares:

Ip £X)Au; dI' + J.u;(é;,X)Ap? dr +

r (k) l"(k)

; ITQidQ.

Q(k)

(53)

A integral para o céalculo dos deslocamentos no contorno leva em consideragdo a
singularidade quando o ponto fonte & se encontra no contorno. Por esta razdo surge

uma matriz avaliada em fun¢do do contorno do problema, onde o ponto fonte esta

aplicado:

= llmJ‘p1J €, X (54)

g0

apresentada no Apéndice B, geramos a equacdo integral para grandes deslocamentos no

contorno:

e, (E)u,(8)= - [ py(&.X)au, dr+ [uj (e X)ap] dr +

rlk) r(k)

i j“f}” (£,X)d0

Q(k)

(55)

O sobre-indice k que aparece nas equagdes (53) e (55) representa as varias
configuragdes que o corpo pode assumir durante uma deformagao.
Partimos agora para a avaliacdo discretizada do problema e ao terminarmos este

capitulo, comegaremos a discutir os procedimentos numéricos.

II1.2 — Forma Discretizada do MEC

Tudo o que apresentamos até aqui foi avaliado no continuo, as equagdes foram
formuladas, apresentadas e chegamos ao final nas duas equagdes integrais do MEC para

deslocamentos finitos. Porém, a solucdo destas analiticamente ¢ muito dificil, ainda
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mais quando a complexidade do problema aumenta. Por esta razao reescrevemo-las em
uma forma discretizada para analisarmos seus termos através de técnicas numéricas.

As expressoes (53) e (55), como ja observado, apresentam duas integrais avaliadas
no contorno /7 *, e uma terceira, a parcela ndo linear, avaliada no dominio Q. A fim
de obtermos estas integrais numericamente, precisamos discretizar o contorno € o
dominio do problema em elementos e células, respectivamente, onde os deslocamentos,
as forcas de superficie e os incrementos destas duas variaveis, serdo calculados em
funcdo dos valores nodais interpolados. Assim, de forma geral podemos escrever as

variaveis da seguinte maneira:
Au=( r)T Au™ ¢ tu=( r)T ‘™ (56)
Ap° = ((DF)T Ap’™ e 'p’ = ((I)F)T tp0® (57)

sabendo-se que ®" ¢ o vetor das fungdes de interpolacdo do contorno e tu("), Au™ ,
tpo(n), Apo(n) sdo, respectivamente, os valores nodais dos deslocamentos, incrementos

de deslocamentos, for¢as de superficie e incrementos das forgas de superficie.
A partir das consideragdes acima podemos reescrever a eq. (55) na forma

discretizada, para cada ponto nodal & do contorno, gerando assim um sistema,

representado a seguir:

NE

cAu=—§ jp*((l)r)T dr Au(“)+z J.“* ((I)F)T dr|Ap®™ +

k=1 \ rk k=1 \ rk

S [, )00 ao.
)

k=1 Q(k

(58)

onde ®° ¢ o vetor das fungdes de interpolagio do dominio, NE é o niimero de
elementos ¢ NC o numero de células.
O mesmo pode ser feito com a expressdo para deslocamentos para pontos no

dominio e teremos o seguinte sistema:
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NE NE

Au=-)" jp*((Dr)T dr [Au®) + " .[u*(cpf)T dr [Ap°® +

k=1 \ pk k=1 \ pk

NC
Z Im (u*, a, Au(“))((I)Q)T dQ
)

k=1 Q(k

(59)

Analisando, cuidadosamente, a expressao (58) para céalculo dos deslocamentos no
contorno do corpo discretizado, temos, apds a avaliacdo das integrais, o seguinte

sistema matricial:
HAu" =GAp® +M(u’, u,Au). (60)

Nele, os vetores Au e Ap” contém os valores respectivos dos incrementos dos
deslocamentos e das forcas de superficie do problema e possuem, ambos, dimensao de

[2><Nnc]. As matrizes G e H, ja conhecidas do problema linear, que os acompanham

no sistema, tém dimensdo da ordem de [2><Nnc, 2><Nnc]. Por fim, o termo M, dos
valores ndo lineares, necessita dos deslocamentos e incrementos de deslocamentos
avaliados no contorno e no dominio, e possui dimensdo da ordem de [2 X Nnc].

O sistema apresentado acima, avaliado convenientemente, nos fornece os valores

aproximados do incremento de deslocamento e incremento de for¢a de superficie do
problema analisado. Entretanto, sem mengdo alguma, considerariamos o vetor Ap’

independente da deformagao que o corpo pudesse experimentar (da = dA). Esta hipotese
ndo ¢ correta, visto que, diferentemente do problema linear, a 4rea, onde a forca de
superficie atua, experimenta deformacao finita e alteracdo de sua direcdo normal, que
nao podem ser desprezadas. Por esta razdo, a forca de superficie é, na verdade,
dependente da deformacgdo do corpo (da # dA) e, na Formulagdo Lagrangeana, da
mesma forma que necessitamos referenciar a forga de superficie a configuracao
indeformada, o mesmo deve ser feito a area e sua normal, onde atua.

Para analisarmos esta mudanga que a carga sofre, devemos nos reportar a figura 2
do Capitulo II, item I1.2.3, utilizada para deduzir a expressdo dos tensores de Piola-
Kirchhoff e as expressdes (13), (14) e (17), respectivamente, relacionadas a
compatibilidade das forcas aplicadas as configuragdes indeformada e deformada, a

mudanga de area fornecida pela Mecanica do Continuo e ao teorema de Cauchy. A forga
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dP, representada na figura, ¢ a mesma em todo o processo de deformacao do corpo,
portanto, pode ser obtida tanto pela forca de superficie na configuracdo indeformada
quanto na configuracdo deformada. Desta forma, pela expressdo (13), aplicando o

teorema de Cauchy, obtemos esta grandeza dada por:
p’dA =dP =pda. (61)

Os termos dA, da e p° ja sio conhecidos desde o Capitulo II e representam,

respectivamente, uma area infinitesimal indeformada, uma area infinitesimal deformada

e o vetor das forcas de superficie na configuracdo indeformada. O vetor p representa as

componentes das forgas de superficie em uma configuracdo deformada. Da eq. (61), se

isolarmos a variavel de interesse, teremos:

da
p=p & (62)

Seu valor incremental pode, entdo, ser estabelecido, e obteremos o valor real do

incremento da forca de superficie referenciado a configuragdo indeformada:

da
Ap’=Ap — . 63
p P (63)

Nossa preocupagdo agora ¢ obter uma expressao para esta relacdo de areas. Assim

sendo, da expressao (14), podemos dividir ambos os lados por d4, obtendo, abaixo, a

relagdo requerida multiplicada pela normal deformada:

ﬁgin@*fN. (64)

Levando em consideragdo que a norma dos vetores normais as areas, deformada e

indeformada ¢ igual a unidade, obtemos a expressao final para a relagdo:
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da _ —‘}etFA , (65)
dA n.Bn

O processo implicito na passagem da expressdo (64) para (65) encontra-se
descrito no apéndice A.

O sistema para as cargas verdadeiras encontra-se estabelecido, e o procedimento
consta, apenas, de uma simples manipulagdo algébrica feita a cada configuracdo. Agora

sO nos resta aplicar as condi¢des de contorno, que podem ser de dois tipos, expressados

abaixo:
Au=Au em I, (66)
Ap’ =Ap=Ap em T,, (67)

e em seguida reordenar os termos convenientemente, a fim de chegarmos ao seguinte

sistema simplificado para anélise ndo linear do contorno de um corpo elastico:
AAx = Af(AU,Ap)+M. (68)

Vemos que o sistema da expressdo (68) guarda uma semelhanca com o sistema
para analise de problemas lineares, contudo, diferencas existem, principalmente, no
vetor independente f, que além de receber os valores prescritos de incrementos de
deslocamento e de forca de superficie, recebe, também, as componentes do vetor nao
linear M, calculado por um processo iterativo que transforma as incognitas em termos
previamente conhecidos. Este sistema pode ser avaliado por um método de solugdo de
sistemas lineares, como por exemplo, o da eliminacdo Gaussiana com pivoteamento
parcial, o qual nds usamos.

Ap6s obtermos os deslocamentos no contorno, podemos calcular os
deslocamentos em cada ponto do dominio a partir da eq. (53) que pode ser reescrita da

seguinte forma, considerando seus termos ja integrados:
Au® = —HAu" + GAps—z +M('u,Au) (69)
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CAPITULO IV

PROCEDIMENTOS NUMERICOS

IV.1 — Introducio

A esta altura ¢ licito dizer que utilizamos, na andlise dos problemas com nao
linearidade geométrica, o programa Bizep da autoria de Telles (1984), para problemas
elasticos e estaticos lineares de duas dimensdes. Antes de implementarmos a rotina
responsavel pela contribuicdo ndo-linear, reduzimos o programa, de forma a
trabalharmos com uma versdao mais simples. Para isso, retiramos as consideragdes de
simetria, o calculo em regides infinitas, o calculo de tensdes no contorno e no dominio e
substituimos a avaliagdo das componentes da matriz [c], através de deslocamento de
corpo rigido, para a solugdo analitica de suas expressdes (MOREIRA, 1983). Apds a
comprovagao que esta versao simplificada funcionava conforme a antiga, comprovando
nossos acertos iniciais, partimos para a implementacdo do processo incremental e
iterativo necessdrios para a avaliagdo das varidveis finitas de um corpo com
comportamento elastico nio-linear.

A consideragdo no inicio deste capitulo, do uso do programa Bizep em nossas
analises, libera-nos de aprofundarmos as técnicas numéricas utilizadas para a avaliagdo
dos termos no contorno, pois estas ndo foram alteradas de sua versdo original,
conhecida da literatura correspondente (BREBBIA et al., 1984). Entretanto, nao
deixaremos de cita-las e de justificar suas escolhas, pois s3o importantes para formagao
geral do texto, mas daremos maior importancia as técnicas empregadas pela avaliagao
dos termos que constituem a contribui¢do ndo-linear. Desta forma, iniciaremos este
estudo apresentando as técnicas numéricas para a avaliagdo dos termos no contorno e
dos termos do dominio, em seguida, falaremos sobre o processo incremental ¢ iterativo
na avaliagdo das varidveis finais, o critério de parada e por ultimo forneceremos o

algoritmo gerado.
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IV.2 — Avaliacao das Integrais de Contorno

Reportando-nos a eq. (58), do capitulo III, do sistema discretizado para
incrementos de deslocamentos no contorno, vemos a necessidade de avaliar seus termos
de forma eficiente e com um gasto de tempo pequeno. Assim, a escolha dos elementos
isoparamétricos que melhor descrevem as varidveis nos pontos nodais, e o tipo de
integracdo numeérica utilizada, constituem objetivo essencial para uma aproximagdo
adequada dos termos.

Para avaliarmos as integrais de contorno que aparecem na eq. (58), utilizamos as
mesmas técnicas presentes na versao original do programa mencionado. Discretizando o
contorno em elementos isoparamétricos lineares, as integrais de contorno sido escritas
em fungdo de coordenadas naturais locais e a mudanga de coordenadas feita pelo
jacobiano correspondente. Assim, representando as integrais em funcdo destes
elementos, avaliamo-las de forma numérica, utilizando o método de Gauss, para a
quantidade de abscissas variando de 2 a 6 pontos, dependentes da distancia do ponto
singular ao centro do elemento considerado; e de forma analitica, quando o ponto
singular coincide com qualquer ponto do elemento.

A escolha de se manter estas técnicas foi influenciada pela facilidade de ja termos
a implementagdo pronta e de sabermos que para a analise linear, seu funcionamento era
comprovado. Em contra-partida, ndo sabiamos das dificuldades que encontrariamos na
implementagdo da parte ndo linear e nem a que ponto uma interpolacdo linear do
contorno poderia gerar resultados diferentes de uma interpolagdo quadratica utilizada
pelo artigo (PRIETO et al., 1998), objeto de nossas comparagoes.

Embora possamos justificar nossa escolha, conclusdes mais precisas, acerca das
vantagens e desvantagens desta, s6 poderdo ser dadas mais a frente, apos apresentarmos
as técnicas numéricas empregadas para a avaliacdo da integral de dominio e seus

termos, a técnica iterativa e os resultados dos exemplos rodados.

IV.3 — Avaliacao da Integral de Dominio

No item acima apresentamos as técnicas para avaliacdo dos termos do contorno da
eq. (58), e agora nos resta avaliar o termo do dominio através de uma discretizagdo em
células, ja que, infelizmente, sua transformacgao para avaliagdo no contorno nao ¢ muito

trivial, e por isso ndo nos foi possivel efetua-la neste trabalho. Para este mister,
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escolhemos para nossa andlise células triangulares lineares, por acreditarmos serem
mais eficientes na discretizacdo de nossos dominios e por nos levar a uma discretizagao

em que estas mantenham uma dependéncia com os elementos do contorno.

IV.3.1 — Células Triangulares Lineares

A parametrizacdo de um dominio bidimensional, através de células triangulares
lineares, ndo oferece grandes dificuldades. Nos diversos livros de elementos finitos
(BATHE, 1996) e nos livros de contorno (BREBBIA et al., 1984) encontramos sua
teoria, que consiste em trabalharmos com coordenadas de area do elemento. Em

coordenadas de area, cada ponto P fica determinado por suas coordenadas (n1 ,MNasMN3 ),

como ¢ mostrado na figura 6.

Yi

Figura 6 — Célula triangular parametrizada

Assim, temos para as coordenadas de area as seguintes expressoes:

P A}')k . A
= comi=1,2,3;j=2,3,1ek=3,12, (70)
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onde o termo Afk representa a subarea formada pelo ponto P e os vértices j e &, e 4

representa a area total da célula. De acordo com esta definicao, ¢ valida a relacdao para

qualquer triangulo:
m+n, +n; =1, (71)
onde a coordenada natural do n6 3 ¢ dependente das demais, podendo ser calculada a

partir da eq. (71). Sendo um ponto qualquer de coordenadas (xl, xz) no interior da

célula, podemos expressar as funcdes de interpolagdo da seguinte forma:
=LA +bx, +ax,), (72)
1 2A 1 1 1

com seus termos agora definidos desta forma:

2A7 = x{x3 —x{ x}, (73)
b, =xi —x¥, (74)
a; =xi‘—xf, (75)

com i, j e k variando da mesma forma que na eq. (70).

IV.3.2 — Termos do Vetor Nao-Linear

A partir da definicdo das fungdes de interpolacdo para a célula triangular
isoparamétrica linear, dada no subitem acima, podemos definir as técnicas numéricas
para avaliagdo dos termos do vetor ndo linear. Retornando a eq. (52) do vetor nao-linear
M, vemos que ¢ avaliado em fun¢do dos gradientes do deslocamento fundamental, do

deslocamento e do incremento de deslocamento.
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O gradiente do deslocamento fundamental ¢ calculado derivando a sua expressao
original para um dominio bidimensional em relacdo as coordenadas do um ponto

campo. Desta forma, as seis expressoes finais do gradiente sdo assim:

* 1

l,l”,l = —m[(:;—‘I-V)I‘J -2 I',1 I"z I:z ,
. 1
Uy _m[(3_4v)r,2 +2r1,1, r,2]=
uTZl _u;l __;[_rzrz I, +1,1, rz]’
8n(l—v)Gr mn
u?zz :u;z :_;[_rlrlrl +r1r2r2],
’ 2 8a(l-v)Gr- P
. 1
u22’1 = —m[(:‘; —4\/)1',1 + 2 r,l r,z I"z ,
« 1
Uy, = _m[(3_4v)r,z =211, 1"2]. (76)

Os gradientes do incremento de deslocamento e do deslocamento precisam ser
interpolados pelas fungdes paramétricas da célula triangular para conhecermos seus
valores. Assim, podemos avalia-los através de suas derivadas em relagdo as
coordenadas de area, do emprego da regra da cadeia e de uma inversdo do jacobiano
formado. Este processo pode ser visto na expressao abaixo, para o calculo do gradiente

do deslocamento:

ox, | _ 1 o, on, | on,
ou, Ox, 0x, 0x, 0x,|_0x, 0, ou

0X, on, o, om, on, | om, Om, | o,

J—l

(77)
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Relembrando as duas expressoes da eq. (56), sabemos que o deslocamento ou as
coordenadas de um ponto qualquer (no dominio) podem ser calculados através dos
valores nodais interpolados nas células; assim podemos calcular os termos da expressao

(77) e reescrevé-la em sua forma final:

ou:

1
0X,

1
2A
o )l )

(78)

Os termos que aparecem ja sdo conhecidos; b,, a, e 4 sdo constantes de cada célula

triangular, ¢ u! (n=1,2,3) os valores dos deslocamentos em cada n6 n da célula
triangular, que ja sdo conhecidos de antemao pelo processo iterativo, do qual falaremos
mais a frente. Entdo vemos que esta expressao nao possui nenhuma incdgnita, sendo
constante em cada célula. A expressdo final do gradiente do incremento do

deslocamento ¢ similar a expressdo acima.

IV.3.3 — Integracao Numérica

Nos subitens acima, definimos a célula paramétrica, escolhida para a discretizagao
do dominio, e apresentamos as técnicas utilizadas para a obtencdo dos termos que
compdem o vetor M. Podemos, agora, para finalizar este item, apresentar a técnica
numérica para sua integracao.

Para a escolha da melhor técnica de integragdo, observamos cuidadosamente o
integrando e constatamos a existéncia de uma singularidade no gradiente do

deslocamento fundamental (da ordem de 1/r), quando o ponto fonte coincide com um

dos vértices da célula triangular. Neste caso, atencdo adequada deve ser dada no
momento de sua avaliagdo. Para isto escolhemos para a integragdo de M no dominio
dois esquemas apresentados por TELLES (1983).

Comecando pelo caso singular, empregamos um esquema de integragdo semi-
analitica, onde conseguimos remover, de forma analitica, a singularidade do integrando,

deixando a variavel restante para ser resolvida numericamente. Para isto, efetua-se uma
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transformagao das coordenadas cartesianas (x, y) para coordenadas cilindricas (r, (1)),

baseando-se no ponto singular ¢, segundo a figura 7:

Yl -2A

Figura 7 — Célula triangular singular

Neste sistema de coordenadas cilindricas podemos reescrever as expressdes de

* ~ A . .
u;;, em fungéo do seno e cosseno do angulo ¢, separando a singularidade deste termo.

Assim representamo-lo da seguinte forma:
x 1
Ui (r.0)= . ik (6), (79)

onde W, ¢ um tensor cujas componentes dependem, somente, de ¢. Uma vez feitas

estas consideragdes, podemos reescrever a integral discretizada de dominio da eq. (58),

considerando seus termos ja conhecidos, da seguinte forma:

- b2 R(9)
M=) lim l‘I’ij,k C‘f(tu(“), Au(“)) rdrd¢ , (30)

£—0 ¢l € T
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onde o termo C* (‘u(“), Au(")) representa os gradientes do incremento de deslocamento e
deslocamento interpolados, multiplicados pelas constantes de Lamé. Eliminando a
singularidade, integrando analiticamente em [g, R(¢)] e efetuando o limite, o que resta
depende somente de ¢, podendo ser avaliado pela quadratura Gaussiana sem maiores

dificuldades. A expressdo final fica assim:

M = Nzc:ct£<tu(n), Au(n))J'(:’z R(d))lPij,k do @81
k=1 !
com
0= (02— 0,)+2 (6 +4)) (82)

e 1 definido no intervalo [-1, 1].

Para o caso em que o ponto fonte ndo coincide com nenhum vértice da célula a
avaliacdo se torna mais simples. No inicio dos trabalhos com o vetor M, utilizamos os
pontos de Hammer (BREBBIA et al., 1984) para efetuar sua integracdo nao singular.
Empregando, inicialmente, 7 pontos na integracdo, ndo obtivemos resultados
satisfatorios. Entdo, optamos por um processo semi-analitico (TELLES, 1983) similar
ao usado pelo caso singular e conseguimos valores melhores. Desta forma, uma
mudancga de coordenadas cartesianas para cilindricas foi utilizada novamente para obter

o gradiente do deslocamento fundamental na forma da eq. (79). Assim, a partir da figura

8,
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Figura 8 — Célula triangular no singular

podemos escrever a integral de dominio na seguinte forma:

. j‘“jw’) Ly, ce(tu®, au®)rdrdg+
_ & Rz(d’) T - (83)
G Ly ce(ty® Ag® ’
.[¢3IRI(¢) rlPij’k C ( u'’, Au )rdrdcl)
onde o termo R,(¢) tem a expressdo:
2A |,
R;(9)=- I (84)
b, cosd+a,send
e ‘t’ni ¢ o valor da fung¢do de interpolagdo, eq. (72), no ponto singular & . Apos resolvé-

las de forma analitica em [R, (), R4(¢)] e em [R,(d), R;(d)], a expressdo final de M

para integragdo numérica em ¢ ¢é:

M=Y ce(u®, au®)| " (85)



com ¢ dependente de m, e n variando no intervalo [—1, 1]. Esta expressao pode ser

avaliada, sem dificuldade alguma, pela quadratura Gaussiana, da mesma forma que foi

feita para o caso singular.

IV.4 — Processo Incremental e Iterativo

Distinto do problema linear (BREBBIA et al., 1984), no qual calculamos
diretamente o vetor dos deslocamentos e das forcas de superficie, a analise nao linear
utiliza um procedimento incremental, como o descrito no capitulo II, € um iterativo. A
cada incremento de tempo ¢, relacionamos uma configuragdo que o corpo adquire

durante o processo de sua deformacdo. Dentro de cada incremento, um procedimento
iterativo n ajusta os valores de 'Au e de 'Ap°(ou 'Ap), enquanto ‘u e ‘p°(ou ‘p)
permanecem constantes. Ao final, apos a convergéncia do processo iterativo, os valores
de "u e "“p°oup), segundo as expressdes respectivas (24) e (25), sdo

calculados para o proximo incremento ou configuracao.

Dentro desta idéia, comecamos a nossa analise, considerando os valores iniciais
de JAu e de JAp’(ou JAp) iguais a zero. Apos a avaliagio das matrizes G e H,
executadas somente uma vez em toda a andlise, devido ao uso da Formulagdo
Lagrangeana na obtencao das integrais de contorno, calculamos os valores de ?Au e de
?Apo (ou ?Ap) através do sistema (68) sem a contribuicdo ndo-linear (M = 0), ou em

outras palavras, através de um sistema andlogo usado no caso linear (BREBBIA ef al.,

1984):
AAx(%Au", 9Ap)= Af(AT, AP). (86)

Em seguida obtemos os valores do incremento do deslocamento nos pontos internos

pela eq. (69):

da
Au® =—H °Au’ +G Ap—. 87
1 1 pdA (87)
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Uma vez conhecidos os incrementos para todos os nos funcionais, partimos para o

calculo de M e, simultaneamente, calculamos os valores de F e de B, em cada célula,

através do gradiente de “u, para obtermos a deformacio do elemento de érea.
Novamente retomamos a avaliagdo do sistema (68) no contorno, porém agora com as
componentes de M diferentes de zero, e obtemos um novo vetor Ax, computado com os

primeiros valores da contribui¢do nao linear:
AAx(SAu", Ap)= Af(AT,AP)+M(u".’ u, {Au). (88)

Nas iteracdes sucessivas que acontecem ainda no primeiro incremento, as

0
n—1

componentes de M continuam sendo avaliadas em relacdo aos valores de | ;Au, ja
conhecidos anteriormente, e de “u. Sendo este ultimo constante nas iteracdes de cada
incremento, a deformacdo do elemento de area também ¢é e portanto necessita ser
avaliada somente uma vez, a cada inicio de um novo incremento, mas sendo utilizada
em todas as vezes que o sistema (68) ¢ resolvido, ou seja, em todas as iteragdes. Este
processo iterativo prossegue, até que o erro relativo, em relacdo aos incrementos de

deslocamento em duas iteragdes consecutivas, seja menor que uma tolerancia escolhida.

. At 1 1
Depois da convergéncia, com os valores de 'u ¢ 'p®(ou 'p) calculados, um novo

J4

incremento ¢ iniciado ¢ o vetor M, ndo mais nulo, ¢ avaliado em relacdo ao
deslocamento 'u e ao incremento de deslocamento 'Au calculado na tltima iteragio

do incremento anterior. Esta andlise continua até que se alcance o numero total de
incrementos escolhido previamente.
Para este processo descrito acima, o algoritmo a seguir, apresenta um resumo €

nos dd uma prévia da implementagdo computacional para solu¢ao do problema:

Tabela 1 — Algoritmo para implementacio da nio-linearidade geométrica

Algoritmo
1 k=0
2) t=t,=0

(3) Montar as matrizes dos coeficientes de influéncia H e G
4 M=0

3) ‘u®="u"=0
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6) Ax=0
(7 k=k+1
8) t=t, =kAt
9 n=0
(10) n=n+l
(11) Introduzir as condigdes de contorno no sistema de equacdes lineares:
d
H Au" =G *Ap—+ *M
dA
obtendo o vetor "Ax contendo as incégnitas (deslocamentos e forgas de
superficie incrementais) no contorno I'”)
(12) Resolver o seguinte sistema de equacdes resultante:
A fAx = FAf
(13) Reorganizar ];Ax e os valores prescritos das varidveis, segundo as
condigdes de contorno fornecidas, nos vetores fAu" e *Ap’
(14) Obter os deslocamentos incrementais ~Au® nos pontos do dominio QO
usando a seguinte expressao:
“Au® =G XAp’ -H A" + ‘M
(15) Calcular a deformacdo do elemento de area pela expressao:
da _ detF
dA  /n.Bn
(16) Obter *M usando as derivadas de u;(ﬁ,X), “Au?, *Au', “u® e “u" na
expressao (52) para pontos do dominio
(17) Calcular o erro relativo entre as incognitas EAu
. SAu- nj‘Au‘
(18) B
) Au‘
(19) Se (méx (: E) > tolerﬁncia) entdo voltar para (10)

(20) “'u' = kur+;‘AuF

21 *u® = u®+ A

(22)

k+1_.0

p

— kp0+;<ApO
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(23) "1Ax = {Ax

(24) Se (1, <t,,) entdo voltar para (7)

(25) u="u+Au

(26) p°="p’+,Ap’
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CAPITULO V

EXEMPLOS

Neste capitulo discutimos o desempenho da formulagdo desenvolvida, através da
analise de dois exemplos retirados do artigo de PRIETO et al. (1998), que apresentamos

a seguir.

V.1 - Chapa quadrada sujeita a tracao simples

Para nossa primeira andlise, avaliamos a extensdo de uma chapa quadrada em
estado plano de deformacdo, sujeita a tragdo por um carregamento uniformemente

distribuido, com suas propriedades e dimensdes dadas na figura 9:

A
y |
-
N 4’ NE
E = —
5} ( L
S X - 5
— — 3
| <
n G=500 N/cm?
N
n v=0,2 ——
A |
— | -

DN @) ) () C

100 cm

Figura 9 — Chapa quadrada sujeita a tracao simples

Como vemos a chapa ¢ impedida ao deslocamento em dois de seus bordos, por apoios
de primeiro género. Solicitada por uma carga distribuida de 400 N/cm?, ou 4G/S, a
chapa se alonga, homogeneamente, na direcdo positiva de X, enquanto se encurta na

direcdo de y, devido ao coeficiente de Poisson.
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A avaliacdo deste problema ¢ efetuada por PRIETO et al. (1998) através de uma
unica discretizagdo, bem simples, do contorno (um elemento quadratico por lado) e do
dominio (uma célula quadrada com oito nos, da familia Serendipity) para uma
tolerancia de 10E-5 e levando em consideragdo que as forcas de superficie sdo
dependentes da deformagdao do corpo. Os resultados obtidos sdo praticamente exatos.
Comparando com sua analise, verificamos através de trés modelos de discretizacdo, que

apresentamos nas figuras (10), (11) e (12):

1° modelo:
y I
2 1 A
3 8
A Total de nds no contorno 8 nos
Total de elementos no contorno|4 elem.
Total de pontos no dominio 0
A Total de células 2 cel.
4 7 o
5 6 X

Figura 10 — Modelo 1 de discretizaciao
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Total de nds no contorno 12 nés
Total de elementos no contorno| 8 elem.

Total de pontos no dominio 0
A Total de células 6 cel.
6 10
7 8 9 X

Figura 11 — Modelo 2 de discretizacao

3° modelo:
y I
3 2 1 A
4 12

A Total de nds no contorno 12 nos

13
Total de elementos no contorno| 8 elem.
Total de pontos no dominio 1

A A Total de células 8 cel.
NN

Figura 12 — Modelo 3 de discretizaciao
Nestes, os deslocamentos do ponto A (indicado nas figuras) na configuracao final

do referido problema, obtidos para 5, 10, 20, 50 e 100 incrementos, considerando como

limite para convergéncia 1000 iteracdes, usando uma tolerancia de 10E-3 e calculados
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com forgas de superficies dependentes da deformacdo do corpo (com deformacao do

elemento de area — DEA) sdo apresentados na tabela 2:

Tabela 2 — Deslocamentos obtidos para os trés modelos apresentados

Numero de incrementos de tempo
5 10 20 50 100

'; u, 23.40579344 22.86180735 22.70669645 22.65224754 22.64117947
)
=
§ u, | -6.64351722 - 6.55278807 - 6.52596713 - 6.51538807 - 6.51281925
'; u, | 23.40579436 22.86180628 22.70669678 22.65224456 22.64105700
)
=
§ u, | -6.64351464 - 6.55278564 - 6.52596565 -6.51538445 - 6.51280067
'g u, 23.40577179 22.86180610 22.70669959 22.65225185 -
)
=
§ u, | -6.55278518 - 6.55278564 - 6.52596746 - 6.51538966 -

u, 22.103
S
21 u, -6.337

Como podemos observar, os valores obtidos mostram que ha uma convergéncia para o
valor exato, a medida que aumentamos o numero de incrementos. Neste exemplo
particular, a convergéncia acontece para os valores obtidos em 100 incrementos. Vemos
que de 50 a 100, a melhora ¢ pequena; para valores maiores, os resultados sao
praticamente iguais aqueles obtidos para 100. O refinamento da malha nao nos forneceu
valores melhores, como podemos constatar na tabela 2, o que nos parece que pouca
influéncia teve para este exemplo. A escolha da precisdo dupla, também, pouca
alteracdo produziu.

O fato que nos chamou a atencao foi a instabilidade do processo de convergéncia
do método iterativo, que acontecia a partir de certo incremento, quando avalidvamos o
problema para um nimero grande de incrementos em uma discretizacdo mais refinada
(ex.: célculo de 100 incrementos no modelo 3). O motivo desta ocorréncia ainda é por
no6s desconhecido, pois ndo fizemos um estudo mais profundo deste processo.
Acreditamos que a interpola¢do linear que empregamos esteja provocando tanto a queda

do nivel de precisao em nossos calculos (derivadas constantes nas células do dominio),
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quanto gerando erros que se acumulam a cada incremento, provocando a instabilidade.
Uma outra diferenca entre a nossa e a analise deles (PRIETO et al., 1998) ¢ o critério
para o célculo do erro. Eles o efetuam a partir dos valores do gradiente dos incrementos
de deslocamentos. Realmente, para este exemplo, o uso deste critério mantém a
estabilidade da convergéncia mas os valores finais ndo sdo melhores que os gerados
pelo nosso critério; além do mais cada incremento converge a numero de iteragdes
baixas, 0 que nos faz crer que o nosso critério ¢ mais rigoroso que o deles. Podemos ver
no grafico da figura 13, abaixo, o comportamento dos valores do erro relativo dos

deslocamentos (c/DEA), nas duas dire¢des, obtidos em relagdo a solucdo exata

apresentada:
0,06 -
—eo— Frro relativo para os deslocamentos em X
0,05 1 —— Erro relativo para os deslocamentos em'Y
2 0,04
2
~—
=
£ 003
» — —A
o
= —o
L]
= 0,02
0,01 -
0,00
5 10 20 50 100
Incrementos

Figura 13 — Erro relativo para cada numero de incremento analisado

No grafico que apresentamos na figura 14 a seguir, plotamos os valores dos
deslocamentos de trés analises: linear, ndo linear sem deformag¢ao do elemento de area
(s/DEA) ou forca de superficie independente da deformac¢do e ndo linear com
deformacdo do elemento de area (c/DEA) ou forca de superficie dependente da

deformacgdo, obtidos com 50 incrementos a partir do modelo 1 de discretizagdo:
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35

30 Solugao linear
—a— Solugao nao-linear (s/ DEA)
25 | —e— Solugéo n&o-linear (c/ DEA)
£
L
5 20 4
2
f=
[}
0
o
w
a
10 -
5 4

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

Fracdao da carga (N/cm?

Figura 14 — Deformacao nao-linear

Estes resultados, de certa forma, nos satisfazem para este estudo inicial, porque
nos mostram uma coeréncia com o esperado, atendendo, para todos os nés funcionais da
discretizacdo do corpo, as prescri¢des e a simetria. Mesmo as diferencas do uso, ou ndo,
da mudanga de area no processo de referéncia a configuracdo indeformada, s3o vistas
claramente nas curvas da figura 14.

Mostramos nos dois gréaficos das figuras 15 e 16, o processo de convergéncia para
a andlise com deformagdo do elemento de area (c/DEA) e sem (s/DEA),
respectivamente, plotando os valores das iteragdes necessarias para a convergéncia de
cada incremento. Na figura 15, podemos ver que estes valores indicam um crescimento
da quantidade de iteracdes durante a andlise do problema (modelo 1) para os 50
incrementos. Na figura 16, o comportamento ¢ um tanto diferente, porque mantém um
comportamento crescente para 0s incrementos impares € um constante para o0s
incrementos pares. Representamos, somente os valores do modelo 1, porque os demais

sdo similares a este.
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Numero de iteracgdes

Numero de iteragdes

25 7

20

15 ~

10 ~

0 T T T T T T T T T 1
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

Incrementos

Figura 15 — Convergéncia para analise ¢/ DEA

O T T T T T T T T T
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

Incrementos

Figura 16 — Convergéncia para analise s/ DEA
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V.2 — Cilindro Vazado Sujeito a Pressoes Internas

Para nossa segunda analise, um cilindro vazado, também sob estado plano de
deformacdo, ¢ solicitado internamente por pressdes de 125 N/cm?, com suas dimensoes

dadas na figura 17, e ©possuindo as seguintes constantes elasticas:

G =500 N/cm2 ev=025:

50
- 100 cm

Figura 17 — Cilindro vazado sujeito a pressoes internas

Para este exemplo efetuamos a andlise discretizando um quarto de sua geometria,
devido a simetria existente, conforme pode ser visto nos modelos discretizados

apresentados nas figuras 18, 19 e 20:
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1° modelo:

Total de nés no contorno 10 nés

Total de elementos no contorno | 6 elem.

Total de pontos no dominio 0
Total de células 4 cel.
1

Figura 18 — Modelo 1 de discretizaciao

2° modelo:

Total de nds no contorno 12 nos

Total de elementos no contorno | 8 elem.

Total de pontos no dominio 0

Total de células 6 cel.

Figura 19 — Modelo 2 de discretizaciao
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3° modelo:

Os resultados finais obtidos para o ponto B (indicado nas figuras), na configuragao
final deste problema, para 5, 10, 20 e 50 incrementos, considerando como limite para
convergéncia 1000 iteracdes, usando uma tolerdncia de 10E-5, sdo apresentados na

tabela 3 para a forca de superficie dependente da deformacao do cilindro (c/DEA):

Tabela 3 — Deslocamentos obtidos para os trés modelos apresentados

Total de nés no contorno 14 noés
Total de elementos no contorno| 10 elem
Total de pontos no dominio 2 ptos
Total de células 12 cel.

Figura 20 — Modelo 3 de discretizaciao

Numero de incrementos de tempo

5 10 20 50
-
=
Sl W 4.53953034 4.52949936 4.53320958 4.53835050
S
=
a
=
Sl W 4.75719340 4.75735455 4.76477559 4.77172287
S
=
o
=
Sl W 5.25850089 5.25109575 5.25454528 5.25909359
S
=
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Neste exemplo, o refinamento da malha influencia bastante os resultados finais.
Vemos que a convergéncia aumenta com o refinamento, pois obtemos diferencas cada
vez menores, a medida que melhor discretizamos a geometria do cilindro. Idéntico ao
comportamento do exemplo anterior, a instabilidade do processo iterativo e incremental
continua a acontecer para discretizagdes mais refinadas, acreditamos que provocada
pelos mesmos motivos, mas agora de forma mais exacerbada, porque ndo conseguimos
obter uma boa precisdo para o calculo das reagdes nos apoios.

Na figura 21 representamos um grafico com os valores dos deslocamentos finais
(modelo 1) obtidos para cada incremento de carga e conseguimos observar o
comportamento ndo linear do corpo, posto em confronto com os resultados de sua

analise ndo linear:

e Solucdo linear
—e— Solugdo nio linear (s/ DEA)
—8— Solucdo nao linear (c/ DEA)

Deslocamento u1 (cm)

0 13 25 38 50 63 75 88 100 113 125

Fracao da carga (N/cm?)

Figura 21 — Comportamento nao linear

Plotamos, somente, os valores do modelo 1, porque sdo suficientes para demonstrar este

comportamento, visto que todas as demais discretiza¢des fornecem valores similares.
Neste exemplo também ficam claras as diferencas entre os deslocamentos obtidos

com ¢ sem deformacdo do elemento de area. As areas, realmente, tendem a aumentar

durante a deformagdo, o que conseguimos verificar na figura 21.
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Abaixo, mostramos dois graficos, nas figuras 22 e 23, representando seu processo
de convergéncia para a analise de 20 incrementos, considerando, respectivamente, a
forca de superficie dependente de sua deformacdo (c/DEA) e a for¢a de superficie
independente de sua deformagdo (s/DEA), e vemos que seu comportamento ¢ 0 mesmo

da anélise do exemplo anterior.

25 A
20 - —e— Convergéncia do modelo 1
3 —a— Convergéncia do modelo 3
S
S 15
E 15
*]
=
S
= 10
=
=
Z
5 -
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Incre mentos

Figura 22 — Convergéncia para analise ¢/DEA
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Numero de iteracoes

—_
(o)
]

._.
~
L

—_
\]
I

—_
o
I

—e— Convergéncia do modelo 3

3 5 7 9 11 13 15
Incrementos

Figura 23 — Convergéncia para analise ss'DEA
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E SUGESTOES FINAIS

Nosso intento se conclui aqui com a formulagdo desenvolvida e os resultados
apresentados, embora poucos, para demonstrar a sua eficiéncia na analise de uma
variedade de problemas bidimensionais com nao-linearidade geométrica. Entretanto,
foram capazes de validar os nossos esfor¢os, com resultados coerentes e aceitaveis para
uma pesquisa inicial no que tange a formulacdo da teoria elastica ndo linear para o
Método dos Elementos de Contorno, baseada nos tensores da Mecanica do Meio
Continuo.

O objetivo, porém, desde o inicio, era chegarmos as equagdes integrais do
método, enquanto que os resultados numéricos, embora importantes, eram vistos apenas
como ferramentas de prova das equagdes geradas. Desta forma, ndo houve um estudo
preciso da convergéncia do processo, da obtencdo do melhor critério de parada, dos
erros e da escolha inicial dos elementos para a discretizagdo do contorno e do dominio.
Foram obtidos resultados aceitaveis, mas ndo suficientes para problemas que exigiram
um maior refinamento de sua discretizagdo. Portanto, acreditamos que a divergéncia do
processo nas malhas mais refinadas foi provocada pela obtengdo de derivadas
constantes em cada célula, quando as mesmas deveriam variar ponto a ponto no
dominio dos problemas. Diversas atitudes foram tomadas com o fim de melhorarmos os
resultados e até suprir esta insuficiéncia das fungdes de interpolacdo, mas nem
utilizando 20 pontos de Gauss nas células, nem empregando precisdo dupla na
implementagao computacional, houve uma melhora consideravel. Além disto deixamos
de avaliar, também, as deformacdes e as tensdes no dominio que poderiam ser
encontradas, sem dificuldades, através das equagdes (11) e (20) dos tensores fornecidos
no inicio do trabalho, mas devido ao fato de dependerem dos valores das derivadas,
teriam sua precisao bastante reduzida. Contudo chegamos a uma formulacao que, apesar
da integral de dominio e do tamanho de seu integrando, toda ela ¢ ainda dependente do
contorno o que, para uma primeira analise, mostra-se satisfatéria em comparagdo a
formulagdo do Método dos Elementos Finitos, j& bem estabelecida na literatura

correspondente.
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Por fim, satisfeitos com os resultados alcangados, deixamos uma porta aberta aos
colegas para novos estudos deste assunto, a fim de que possam contribuir com uma
melhor modelagem matematica para a integral de dominio e com técnicas numéricas
mais eficientes que possam localizar, equacionar e corrigir os problemas ainda

existentes em nossa formulagao.
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APENDICE A

Nesta secao apresentamos o desenvolvimento das equagdes incrementais citadas

no capitulo II e as aproveitamos para substituir no vetor ndo linear 771, definido na eq.

(51), e obtermos a expressdao final (52) em relacdo a gradientes de deslocamentos,
incrementos de deslocamentos e incrementos de deslocamentos fundamentais. Ao final,

incluimos, também, a deducdo da expressdo da mudanca de area.

I - Desenvolvimento dos incrementos das equacdes governantes:

1) Equag¢do do tensor deformagdo de Lagrange:

1
E;= E(ui,j U+ uk,iuk,j)' (A.1)

1

A forma incremental do tensor ¢ apresentada abaixo:

AEij :HAtEij_tEij ’ (A2)
onde:
t+AtEij =%(HAtui?j_l_t-%—Atuj,i+t+Atuk,it+Atuk’j), (A3)
B, = (u, ', g,y ) (A4)
\ 2 1) Js1 51 >]
Au, ="u ' o ="y + A (A.5)

Agora, substituindo as expressoes (A.3) e (A.4) na forma incremental (A.2), temos:
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1 t+At t+At t+At t+At 1 t t t t
AE; =5( Uit Uy uk,j)_a( Uity uk,j)-

Substituindo entdo a expressao (A.5) e efetuando os procedimentos de calculos

intermediarios, obtemos a expressao final requerida:

1 t t t t
—[( u; +Aui’j)+( u;; +Auj’i)+( u +Auk’i)( uy +Auk’j)]—
2
AEij = s
1(1 C Lt )
5 U U

1

1
AE. = E[(Aui,j)+ (Auj,i )+ (tuki Auk’j+tuk’j Au,; +Auy Auk’j)] . (A.6)
i1) Equacgdo do 1° tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff em rela¢do ao 2° tensor:
T, =F,T,. (A7)

ij

A forma incremental do tensor ¢ apresentada abaixo:

ATUQZt+At Ti? —ITU(.) , (A.8)
onde

t+At Ti? :t+AtFikt+At Tkj , (A9)

‘T ='F, 'T,;, (A.10)

t+At Ek :t+Atui,k + Bik , (A'l 1)

F="uy, + 9, (A.12)
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Substituindo, inicialmente, as expressoes (A.9) e (A.10) e em seguida as (A.11) e

(A.12), efetuando os calculos intermediarios, encontramos:
ATi? _ HNFik Hmig‘ _ tFik tT-kj ,

ATl? = (Hmui,k + 8ik)HAt fkj - (tui,k + 8ik) tTkj 5

ATi;) — (Hmui,k HAtTkj +81k HAt’T‘kj)_(tui,k tT‘kj + Sik tT‘k') ,

0 _ [t+At t+ At t+ At t t t
AT? = (2, YT+ 9T ) = (uy, T+ T,

ATi;) = (tui,k + Aui’k)(ti‘k‘ + A"T"kj)Jr (‘”T“ + ATA)— tui’k tij _F

J 1 1

0
AT =

0 _ t t T T T
ATij = Aui’k Tkj + U, ATkj + Aui’k ATkj + ATij,

AT = AT, + 'u,, AT, + Au,, (T, + AT, ). (A.13)

II - Obtencao do termo ndo linear em funcao de deslocamento e incrementos de

deslocamentos:

Au, . T
- . ki * t *
=~ Ty Cuy + 2 JAuy ;+uy; Aug (ATkj+ Tkj)+u‘ j

i i.j

g AT | (A1)

Chegaremos a expressao final obtendo cada parcela por vez. Desta forma:

1) Primeiro termo do vetor ndo linear:

. Au, .
T (u,, + ‘;‘“ )Au, ;. (A.15)
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Fornecendo a equacao da relacao constitutiva do corpo infinito:

T =18, 8, + (5,8, + 8,8, e - (A.16)
E em seguida o tensor & :

£ = %(u;l ). (A.17)
Substituimos a eq. (A.17) em (A.16) e obtemos:

T; = [7\’8ij Oy + H(Sik 8j1 +90; Sjk )] %(u;,l + u:,k)’

- l 7*811‘ dy u:,l + M(Sik Sjl u;l +9, 8jk u;,l)+ 7“8@ Oy uik +

b2 ”’(Sik 8j1 uik +9, 8jk uf,k)

2

Ti; = %[7‘ Sij uil + M(Sik u;,j +9, uj,1)+ 7‘63 ur,l + M(Sik uj,k +9, uf,j)]a

T; = %[XSU uil + u(uij + uj.ii)+ LS, uil + u(u;i + uij)],

Ty =A8;u;, + M(uij + u“) (A.18)

Substituindo, entdo, a expressdo (A.18) em (A.15) e procedendo com os célculos, temos

para expressao final, a seguinte:

Au
2

* * * t k,i
[}\’Sij Uy +“(ui,j U )]( Uy, + )Auy;,
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* ot * ot * ot
7»8ijul’1 Uy Auk,j+u(ui’j uk’iAuk,j+uj’i u Auk’j)+

. Au, .
7L8i,u”—k’1 Au, .+ ,
\ > 2 5]

* ot * ot * ot
kul’l u Auk’j+u(ui,j Uy Auk,j+uj,i Uy Auk’j)+

Ay, AukJAu
LS kit >

(A.19)
t Auk,l
pug, Auk,j + 2
11) Segundo termo do vetor ndo linear:
ul Au, (AT 41T ). (A.20)

Fornecendo as expressdes da relacdo constitutiva e o incremento da relagdo constitutiva

do problema estudado:

= CynAE,, = 18,8, + (8, 8, + 8, 8, )JAE,,., (A.21)
Ty = CupmEm = M8y 81 + 1 (81 8., + 840 8, )[Er - (A.22)

E também as equacgdes de AE ede E:
AE, = % (Au,, + Au,, +u,  Au, +'u, Au, L+ A A, ), (A.23)
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E, = % (tul,m +tumjl+tun71‘un’m). (A.24)

Substituindo, primeiro, a expressao (A.24) na (A.22) e efetuando os procedimentos

intermediarios, encontramos:

T =188, +1(5,8,, + 5y, 5j1)]% (uy,+uy 'y ),

B t t t
7\‘6kj 8lm ul,m + l"l“ (81(1 8jm ul,m + 8km 8jl ul,m)+
t t t
7"8kj O Ut “’(Skl 8jm Uit Oim Sjl um,l)+ >

=
N | —

t t t t t t
_}\’Skj 8lm un,l un,m + H(Sk] 6]m un,l un,m + 8km 8]1 un,l un,m)

B t t t
KSkj u, + H(5k1 u+ O uj,m)+

t t t
7‘5@' u,+ M(Skl u;, + Oy um,j)+ 5

=
N | —

t t t t t t
_}\’Skj U un,1+u(8k1 U, Uy, + 04, u,; un,m)

t t t
Ay, +u( Ut uj’k)+
~ 1
t t t t
Ty e Ady uy, + “( Uit uk,j)+ ’

t t t t t
}\‘Skj un,l un,l +“’( un,k un,j+ un,j un,k)

t t t
7»8kj LI o U P Vi L

~ 1
t _ t t t
Tkj _E kSkj (LI o U T VI L

t t t t t t
7\‘8kj U u+u u s+ nu u

~ 1
t _ t t t t t t t
Ty =A8 u, +pu+pu, +pu,, +5(}\“8kj Ui un,l)’

~

1
tTkj =13, (tuu +5 tun’ltunjlj+u(tukjj + tuj,k +'u,, tun,j). (A.25)

Fazendo o mesmo com a expressao (A.21):
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Aul,m + Aum,l +
T _ 1 t t
ATkj = kSkj O, +uld, 0. +9,,0 5 u, Au+uAug o+

kI ~jm km “jl
Au, Au,

28,8, Au,, + (8,8, Au,, +3,, 8, Au,, )+

km 9ji

18,8, Au,  + (3, 8, Au, +8,, 8, A, )+

Kkl Ojm km 9ji

A3y, SImtun,mAun,l+u(8 5. 'u wAu +8,,.8 tun,mAun,l)+ ,

kl ¥ jm n km ~jl

XBkjSImtun’lAun,m+u(6 8., U, Au, |+, 8 tun’lAun’m)Jr

kl Yjm km ™ jl
7\‘6kj 8lm Aun,lAun,m + M(Skl 6jm Aun,l Aun,m + 8km 8jl Aun,l Aun,m)

_XBkj Au, + M(Sm Au,; + . Auj’m)+
XBkj Au,, + M(Sm Au;, + - Aum’j)+
KSkjtun,l Au, , + ;,L(Skltun,j Au, +38,, "0, Aunjj)+ ,
Ad'u, Au, | + p(fSkltun,lAun’j +8,,'u, Aun’m)+

Ad;Au, | Au,\ + H(Skl Au, Au, i+, Aun’jAun,m)

_kSijuU + ;.L(Auk’j + Auj’k)+
kSijuu + H(Auj,k + Auk,j)+

t t t
Ao 'u, A, |+ ;,L( u, Au, + unjkAun,j)+

-

t t t
Ao 'u, Au, |+ u( u, Au, i+ un’jAun’k)+
_kSkj Au, Au, |+ M(Aun,k Au,;+Au, Au, )_

A’Tkj =18 Auy, + u(Auk’j + Auj’k)+ kﬁkjtun’l Au, | +
u(tun,j Aun,k#un’k Aun,j)+ u(Aun’k Aunjj)+

%(x 8, Au, Au, ),

1
N kSkj[Au“ +—AunlAunl+tunlAunlj+
AT, = 2 ’ ’ ’ ’

J

(A.26)
u(tumj Au,  +'u, Au, | +Au +Au;, + A Aun,j)

A partir de (A.20), com (A.25) e (A.26), chegamos a expressao esperada:
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1
LB, (Aul’1 + EAun’1 Au, +tun,l Aum] +

£

t t
u; Aui,k ;,L( u, Aunvk+ U, Aun,j +Auk’j +Aujﬂk JrAun’k Aunvj)+ ,

1
t t t t t t t
kSkj( u +5 u,ug +u( U tutugy unvj)

1

t t t t

7»6kj [(Aul,ﬁ u,, Au |+ uu)+ E( u,u+ Aun,lAun,l) +

u . Au.
ATTE (u A+ A, 4+ A A+ A Au

u

t

t t t
U, tu,+u,,u

n,j

o 1
t t t t
kui’j Au, [(Aul,ﬁ u, Au + ul’1)+ 5( u, g, +Aun’1Aun’1) +
; ; (A.27)
i u,Au  +u Au 4+ Au + A, + A Au
HugAu | . C
i Ut |
ii1) Terceiro termo do vetor nao linear:
* ot jand
u;; u ATy (A.28)
Considerando a expressao (A.26) e substituindo na expressao (A.28), obtemos:
1 t
. kSkj Auy, +5Aun,1Aun’1+ u, Au [+
U Uy >
t t
u( u,;Au +u Au s+ A+ A + Aun,kAun’j)
Augtug | A L au, Au, i, A
U5 U Ay, +E u,,Au, ,+u Au |+ (A29)

* ot t t
Hu, ui,k( u, Aunjk+ U, Aun’j + Aukjj + Aujﬂk + Aun,k Aunjj)

Entdo, tendo encontrado as expressdes das trés parcelas do vetor ndo linear em fungdo
de gradientes de deslocamentos, gradientes incrementos de deslocamentos e gradientes

de deslocamentos fundamentais, podemos substitui-las em (A.14) e gerar a expressao:
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At A | tu ki
u, Ay | fuy +

5] 2

1
Au,,+—Au_ . Au_, +
L1 n,l n,l
2 +

t
un,l Aun,l

t t
(Aul,l+ u,, Aun,1+ u1,1)+

Kuij Au, ; l( +

t t
un,l un,l + Aun,l Aun,l)

t t
. u, Aun,k+ U, Aun’j + Auk’j + Auj’k +

pug Uy +
Au,, Au,

t t
‘A u,Au  +u, Au 4+ Au+ A, +
nu; Al Ad A . . 4 +
u, Au, +u +u,+uu

n,j

A ¢ Auk,i " A ¢ Au,
Qs Al uk,i+T Tuu; AL G Wyt

(A.30)

Assim para terminarmos este apéndice, falta-nos aplicar nesta expressdo a solucdo

fundamental
uj = ug(Ex)e; (A31)

e obteremos a expressao que ¢ empregada na discretizacdo do problema.
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.
- kuij,k
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Au_. . (A.32)
_l’lu?k,j Aum,k( ot m]J'

*
—HU |t

~+'u_ .

III — Obtencao da expressao (65), para deformacio do elemento de drea, a partir da

equagdo (14):

Da equacao (14) fornecida pela Mecanica do Continuo (MALVERN, 1969),
fida=J(F"') NdA, (A.33)

isolamos os elementos de area,

ﬁj—z —J(F')N (A.34)

e aplicamos a norma em ambos os lados da equacao (A.34):

A

da _ H 1(F) R (A35)

dA
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A norma do vetor normal na configuracdo deformada ¢ igual a um, entao:
__:JWF*YNH. (A.36)

Aplicando a defini¢do de norma ao termo do lado direito, tem-se:

S TR )R (A37)

Resolvendo convenientemente, obtem-se a primeira relagao:

ginJN.@*XF*YN, (A38)

da_y R.c'K. (A.39)
dA

Conhecendo a decomposi¢ao polar do tensor F, definida pelas seguintes expressoes:

F=RU=VR, (A.40)
onde os tensores U=+C ¢ V=+B , sao conhecidos como os tensores elongagao
direito e esquerdo, respectivamente ¢ R o tensor rotagdo, que possui a seguinte
propriedade RR" =1, ¢é aplicado ao vetor normal indeformado, para obtermos a
normal na deformada. Assim:

n=RN (A.41)

€ €m Ss€u processo Inverso:

N=R'h. (A.42)
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A partir destas defini¢des e pelas adicionais, dadas abaixo, podemos obter a equacao

(65), como desejado:

da _ , (A.43)
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APENDICE B

Nesta secdo apresentamos o desenvolvimento das expressdes analiticas das

componentes da matriz [c]:

I - Representacdo grafica do problema:

INICIAL
Y
i
FINAL
S.I. - Sentido de integragao
0 —
X
Figura. B-1
II - Consideracdes preliminares:
n=-cos(a)i—-sen(a)j = n,=-cos(a) ; n,=-sen(a) (B.1)
€, :8—1:cos(oc) » €59 =8—2:sen(a) (B.2)
€ €
a+0=0, e a,+PB=q, (B.3)
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III - Relacdes trigconométricas:

cos(a) = cos(a, —0) = cos(a, ) cos()+ sen(at, ) sen() (B.4)
sen(oc) = sen(o«,1 - 9) = sen(o«,1 ) cos(e) - Cos(oc1 ) sen(e) (B.5)
2cos(0)sen(6) = sen(26) (B.6)

IV - Componentes da matriz [¢]:

A equagdo que gera as componentes da matriz [c] ¢ dada pelo limite da integral da
forga de superficie fundamental, avaliada no contorno, quando ¢ tende a zero, e

expressada COmo S€ seguce:

c,(&)=tim [ p} (6. X)dF, (B.7)

FZ

Assim fornecendo a expressao de p; (&,X):

pZ(&,X): —ﬁ{kl—h)&j +2¢,, S,j]%—(l—ZV)(S,i n; —g, ni)}, (B.8)

podemos para cada componente efetuar o limite e a integral. Desta forma:

1) Forca aplicada na direcdo x e medida na dire¢do x:

Primeiro, substituimos as expressdes consideradas inicialmente e as relacdes

. L. ~ . . *
trigonométricas na equagdo da primeira componente de p;.

4r(l-v

p(EX)= _;)8{[(1 2v)+2 (cos(al ) COS(9)+]2](_ 1)}
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(cos(at, ) cos(0))” +

) - v)+2| 2cos(a, ) cos(0) sen(a, ) sen(0) +
pll(aﬁx)_ 47‘c(1—v)8 (l 2 ) 2 ?sen(( I))Sen((e); ( 1) (6)
| cos’(a, ) cos?(0) +
p;,(&,X)= e - (1-2v)+2 | cos(a, ) sen(at, ) sen(20) + (B.9)

sen”(at, ) sen’(0)
e em seguida calculamos o limite da integral, obtendo a primeira componente de [c]:

B cos(a, )2 cos(E))2 +
j 1-2v)+2| cos(a, ) sen(ar, ) sen(26) + |dO
0

sen(a,)* sen(6)’

(1-2v) ()} + zcosz(al)(& Se“(ze)f R

2 4 0

A E— 2c0s(a1)sen(a1)(— 008(2‘9))3 N

4n(l1-v) 2

2sen(a,) (g ~ sen(ze)jﬁ

4 0

(1-2v)B +Bcos® (o, )+ cos*(ar, ) Senézﬁ) ~
cn(8)= 475(11_ o cos(at, ) sen(at, ) cos(2B)+ cos(a, ) sen(ar, ) + (B.10)

2 (Oh ) sen§2B)

Bsen’ (o, )—sen

i1) Forga aplicada na direcdo x e medida na diregdo y:

Substituindo as expressdes consideradas inicialmente e as relagdes

. ;. ~ *
trigonométricas na equagdo da segunda componente de p;;:
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p:z (&9 X) =

sz (i,X):

prz (&aX):

Ci2 (&):

1

471(1 - v)s

1
4n(l - v)a

4n(l1-v)

4n(l-v)e

_COS(OLI ) sen(

2
Ccos ocl sen (
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cos’(at, ) cos(0
sen”(at, ) sen(8) cos(6) -

S
(@)
]
7]

LS}

—
D

~—

|

() st

do

(B.11)



sen(2p) +_
2

Bcos(a, )sen(at; )+ cos(ar, ) sen(a, )

cos?( ) X2 om0, ) 520)

Ci2 (é) = 41_[(1 _ V)

Bcos(a, ) sen(at, )+ cos(a, ) sen(at, )

sen(2p) B
2

1 1
Ecosz(a1)+5sen2(al) |

"cos(at, ) sen(at, ) sen(2B)+ |
cos? (o) <5(2B)

2
Clz(i):4n(l_v) sen’ (ot )cos(2[3)

Ci (EJ) = 47T(1 _ V)

en(t)= 1 [005(2(11 —2B)—cos(2oa1)} (B.12)

4n(l-v) 2
iii) Forca aplicada na dire¢cdo y e medida na dire¢do x:

A terceira componente da matriz [¢] tem expressao igual a da segunda

componente, e portanto:

Cip =Cy

e (E) = 0 (E) = 1 [cos(Zoc1 —2B)—cos(2oa1)} (B.13)

4n(l-v) 2
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1v) Forga aplicada na direcao y e medida na diregdo y:

O procedimento para a ultima componente ¢ o mesmo utilizado nas anteriores,

assim:

P; (&, X) = —;) {[(1 - 2v) +2 (sen(OL1 ) cos(e) — cos(oc1 ) sen(@))2 ] (— 1)}

4n(l-v)e

(sen(at, ) cos())* —

)
(1-2v)+2| 2sen(a, ) cos(8) cos(at, ) sen(6) +
)

(cos(ar, ) sen(8))’

1

Pzz(iaX)zm

| sen’(at, )cos?(0) -
Pa (&,X) = m (1 - 2v)+ 2 cos(OL1 )sen(ocl )sen(29)+
cos’(at, )sen’()

(B.14)

o (£.X) = 1 {(1—2\/)+2sen(0,1+9)sen( e)}

4n(1-v)e |—sen(2a, ) sen(20)

. Ly * . .. y1.e
e integrando a Gltima componente de p;;, tirando o limite, encontramos a Gltima parcela

da matriz [¢]:

sen(OLl)2 cos(e)2 -
—2v)+2| cos(a; )sen(a, )sen(20)+ |d6
cos(a, )2 sen(ﬁ)2

=

(=]

(1-20) (0% + 2en°(e ) 2+ <220

[\

¢y(8)= 1 2cos(a, ) sen(a, ) (_ COs(29)I N

4n(l-v)
2cos*(at;) (g — Sen(29))f’
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(1 20)p- s, sen(o ) 2228)
1 cos(Otl ) sen(OL1 ) cos(2[3) — COS(OLl ) sen(o«,1 )+

Bcos?(at,)—cos?(a,) sen§2[3)

_ 47T(11_ V) {ZB(I B v) B cos(2oc1; sen(2B) B sen(2ocl )[12— cos(2B)]}

1 {ZB (1-v)+ sen(20., —2B) sen(2a, )}

. : (B.15)
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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