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Resumo

Pereira, Anderson; Martha, Luiz Fernando; Vaz, Luiz Eloy. Oti-
mizacgao baseada em confiabilidade: aplicacao a trelicas es-
paciais. Rio de Janeiro, 2007. [48p. Tese de Doutorado — Depar-
tamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catélica do

Rio de Janeiro.

No projeto de estruturas de engenharia ha, freqiientemente, incertezas

associadas as propriedades dos materiais, as propriedades geométricas e aos
carregamentos. A maneira mais comum e tradicional para se levar em conta
estas incertezas é através da definicao dos valores de projeto como o resultado
do produto do valor caracteristico das variaveis aleatérias por um fator parcial
de seguranca. Esta solucao, no entanto, falha ao nao permitir a quantificacao
da confiabilidade do projeto 6timo uma vez que um fator grande de seguranca
pode nao significar uma confiabilidade mais alta. Para se considerar a natu-
reza probabilistica de quantidades como propriedades dos materiais, carrega-
mentos, etc., tem-se que identificar e definir estas quantidades como variaveis
aleatdrias no modelo de andlise. Desta maneira, a probabilidade de falha (ou
a confiabilidade) de uma estrutura sujeita a uma restri¢ao de desempenho na
forma de uma funcao de estado limite pode, entao, ser calculada e formulada
como uma restricao num problema de otimizacgao. Neste trabalho, restricoes
probabilisticas sao incorporadas ao esquema tradicional de otimizacao estru-
tural. A formulagao e os métodos numéricos para este processo, comumente
chamado de otimizagao baseada em confiabilidade, sao descritos. O objetivo
principal é apresentar um sistema computacional capaz de resolver problemas
de otimizacao de forma e de dimensoes de trelicas espaciais baseado em confia-
bilidade. Podem ser consideradas como variaveis, deterministicas ou aleatorias,
as secoes transversais, as coordenadas nodais, as propriedades dos materiais
(médulo de elasticidade e tensdo de escoamento) e os carregamentos. De ma-
neira a tratar os problemas de instabilidade global sao considerados os efeitos
da nao-linearidade geométrica no comportamento da estrutura e uma restri¢ao
formulada para uma funcao de estado limite associada a carga de colapso é
incluida. Fungoes de estado limite referentes aos deslocamentos e as tensoes
também sao consideradas. A flambagem global das barras é considerada por

meio da carga critica de Euler.

Palavras—chave
Otimizagao. Anadlise Nao Linear. Anélise de Sensibilidade.  Anélise

de Confiabilidade. = Programagao Matematica. = Otimizagao Baseada em
Confiabilidade.
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Abstract

Pereira, Anderson; Martha, Luiz Fernando; Vaz, Luiz Eloy. Relia-

bility based optimization: application to space trusses. Rio

de Janeiro, 2007. I48p. PhD Thesis — Department of Engenharia

Civil, Pontificia Universidade Catdélica do Rio de Janeiro.

Uncertainties associated with random variables, such as, the material
proprieties and loads, are inherent to the design of structures. These uncer-
tainties are traditionally taken into account in the project before the design
by defining design values for the random variables. The design values of the
random variables are obtained from statistical properties of the random varia-
bles and from partial safety factors. Once these values are defined the variables
are treated as deterministic variables in the design process. This approach has
been followed in the conventional design optimization and in many design co-
des such as the Brazilian code for the design of steel and concrete structures.
This simple approach, however, does not allow an estimate of the structural
reliability of the resulting project which may have a low (unsafe structure)
or a very high (expensive structure) reliability. To overcome this problem a
reliability analysis must be incorporated into the traditional design optimiza-
tion. Design optimization, incorporating reliability analyses, has been denoted
Reliability-Based Design Optimization (RBDO). In RBDO, the constraints are
defined in terms of the probabilities of failure associated with some prescribed
failure functions and therefore, it requires, as in the reliability analysis, the
definition of the random variables and information about their statistical pro-
perties. In this work, RBDO is applied to the shape and sizing optimization of
spatial trusses considering geometric nonlinearities. The constraints considered
in the RBDO problem are related to the following failure mechanisms: to the
global collapse (limit load), to local buckling and yield stress and to servicea-
bility conditions (displacement bounds). The algorithms used for solving the

optimization problem and for performing the reliability analysis are described.

Keywords
Optimization. Nonlinear Analysis. Sensitivity Analysis. Reliability
Analysis. Mathematical Programming. Reliability Based Design Optimiza-

tion.
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matriz de correlacao R,

Numero de iteragoes para o reinicio da aproximacgao da Hes-
siana

Numero de casos de carregamento

Ntumero de restricoes

Numero de variaveis de projeto

Numero de iteracoes desejadas para cada incremento
Funcao de forma

Numero de iteragoes que foram necessarias para convergir no
passo de carga anterior

Matriz das fungoes de forma

Funcao unidimensional utilizada na busca linear

Carga concentrada

Funcao de probabilidade

Probabilidade de falha

Campo de deslocamentos

Vetor de deslocamentos nodais

Parcela de dq referente as forgas de referéncia Qs

Parcela de dq referente as forgas de residuais R

Vetor de deslocamentos tangenciais

Vetor de cargas externas

Vetor de cargas externas de referéncia

Fatores de penalidades na busca linear

Vetor residuo nodal, matriz de correlacao

Matriz de correlagao modificada

Sinal da funcao: £+1

Tamanho do passo a ser dado ao longo da diregao de busca
Forca de tragao atuando na superficie I';

Tolerancia para convergencia do algoritmo SQP

Tolerancia para violagao de restrigoes do algoritmo SQP
Tolerancia para convergencia do algoritmo IP
Transformacao de U para X
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Caracteres latinos (continuacgao)

U, U, W

u

*

*

Us—p,

v
dv

Componentes do campo de deslocamentos

Variaveis aleatorias normais padrao correlacionadas; u
T

(g, ug, . . Up)

UG y)—o Ponto mais provéavel de falha (MPP) na formulacao RIA.

MPP na formulagao PMA.
Volume
Elemento diferencial de volume

Var(X)  Variancia de X; Var(X) = E(X?) — p%

Autovetor associado com o autovalor nulo da matriz K, modo

de flambagem da estrutura
Vetor de varidveis aleatérias; x = [X1, Xo, ..., X,,|T
Variavel aleatoria

21, 29,23 Coordenadas cartesianas

Coordenada na dire¢ao ¢ do no j

Variaveis aleatérias normais padrao nao correlacionadas; z =

[217 2y vy zn]T
Hessiana da funcao Lagrangeana; W* = V2£(b*)

Variavel aleatoria auxiliar; Y = %

Caracteres gregos

o
a;

Seqiiencia de valores utilizados na busca linear

Cosseno diretor com relagao a variavel u; do vetor normal
a superficie de falha no ponto de projeto e no espaco das
variaveis reduzidas

Indice de confiabilidade; § = —®~1(P;)
Indice de confiabilidade alvo

Corregao iterativa, indicador variacional
Perturbacao finita, incremento

Coeficiente de variacao de X; dx = c.0.v. =

™
Vetor das deformagoes

Deformacoes de Green-Lagrange

Parametros deterministicos

Parametro de controle na busca linear

Funcao Gamma

Superficie

Fator de carga, parametro da distribuicao Lognormal
Matriz diagonal para a qual A;; = K;

Média dos parametros randomicos X; g = [p1, fi2, - - -, fin
Multiplicadores de Lagrange

Média da varidvel aleatéria X

Operador gradiente

Funcao de distribuicao cumulativa normal padrao
Coeficiente de deflexao da direcao de busca, massa especifica,
coeficiente de correlacao

]T
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Caracteres gregos (continuacgao)

o Vetor das tensoes

0  Parametros das varidveis randomicas (média e desvio padrao)

¢ Funcao densidade de probabilidade normal padrao

w9 Funcao densidade de probabilidade bidimensional normal
padrao

13 Parametro da distribui¢ao Lognormal

(1 Fator de convergéncia baseado em relacoes de forga

(s  Fator de convergéncia baseado em relagoes de deslocamentos

¢  Tolerancia ao residuo requerida no processo de convergencia

ox Desvio padrao de X; ox = /Var(X)

po  Coeficiente de correlagao aproximado

Sobrescritos e Subscritos

Funcao avaliada no instante ¢

Funcao avaliada no instante t + At

Funcao avaliada no iteracao w

Funcao avaliada no ponto critico ou no ponto 6timo
Transposta do vetor ou matriz

Notagao indicial

Limite inferior da variavel de projeto

Limite superior da variavel de projeto

“L[]7' Inversa de uma matriz

Siglas e Abreviaturas

AMV
ASM
CDF
DDM
DDO
DEC

DEM
DLM

Método Valor Médio Avangado (do inglés Advanced Mean
Value methods)

Método Adjunto de Sensibilidade (do inglés Adjoint System
Method)

Funcao Cumulativa de Distribui¢ao (do inglés Cumulative
Distribution Function)

Método da Diferenciacao Direta (do inglés Direct Differenti-
ation Method)

Otimizagao Deterministica (do inglés Deterministic Design
Optimization)

Departamento de Engenharia Civil

Departamento de Engenharia Mecanica

Método de Duplo Lago (do inglés Double-loop RBDO meth-
ods)
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DSA
FEA
FORM
GDCM

GL
GSP

HLRF
IP
IRA

IS

KKT

LCP

MCS
MDF
MPP
MVFOSM
MV

NLPQLP
OOP

OPT
PBDO

PDF

PK2
PMA

PM

PQ
PSF

Siglas e Abreviaturas (continuacao)

Anélise de Sensibilidade (do inglés Design Sensitivity Analy-
518)
Anélise de Elementos Finitos (do inglés Finite element Analy-
s18

)
Método de Confiabilidade de Primeira Ordem (do inglés First
Order Reliability Method)
Método do Controle de Deslocamento Generalizado (do inglés
Generalized Displacement Control Method)
Deformacoes de Green-Lagrange
Parametro de Rigidez Geral (do inglés General Stiffness Pa-
rameter)
Algoritmo de Hasofer-Lind-Rackwitz—Fiessler
Algoritmo de Pontos Interiores (do inglés Interior Point)
Problema de Confiabilidade Inverso (do inglés Inverse Relia-
bility Analysis)
Amostragem por Pontos de Importancia (do inglés Importance
Sampling)
Karush-Kuhn—-Tucker
Problema Linear Complementar
Simulagado de Monte Carlo (do inglés Monte Carlo Simula-
tion)
Método das Diferencas Finitas
Ponto Mais Provavel de Falha (do inglés Most Probable Point)
Método Valor Médio Primeira Ordem Segundo Momento (do
inglés Mean-Value-First-Order Second-Moment)
Método Valor Médio (do inglés Mean Value method, ou MV-
FOSM)
Algoritmo de Programacao Quadratica Seqiiencial
Programagao Orientada a Objetos (do inglés Object Oriented
Programming)
Médulo de Otimizacao
Otimizacao Baseada em Possibilidade (do inglés Possibility-
Based Design Optimization)
Func¢ao Densidade de Probabilidade (do inglés Probability
Density Function)
Tensoes de Piola-Kirchhoff 11
Formulacao de Medida de Performance (do inglés Perfor-
mance Measure Approach)
Programacao Matemética
Programacao Quadratica
Fator de Suficiéncia Probabilistica (do inglés Probability Suf-
ficiency Factor)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Siglas e Abreviaturas (continuacao)

RBDO

RIA
RLA
RLT
RSA
SORM
SQP

C.0.V

Otimizacao Baseada em Confiabilidade (do inglés Reliability
Based Design Optimization)

Formulacao do Indice de Confiabilidade (do inglés Reliability
Index Approach)

Referencial Lagrangeano Atualizado

Referencial Lagrangeano Total

Aproximagao por Superficie de Resposta (do inglés Response
Surface Approximation)

Método de Confiabilidade de Segunda Ordem (do inglés Se-
cond Order Reliability Method)

Programacao Quadrética Seqiiencial (do inglés Sequencial
Quadratic Programming)

Coeficiente de Variagao
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1
Introducao

1.1
Consideracoes Iniciais e Objetivos

O desejo de se obter o projeto ideal, considerando aspectos relacionados
com o consumo, desempenho ou eficiéncia, tais como quantidades minimas de
peso, volume ou massa, sempre foi um dos principais objetivos da engenha-
ria estrutural. Ao longo das ultimas décadas, a otimizacao estrutural vem se
destacando dentro da engenharia. O crescente desenvolvimento dos microcom-
putadores aliado a automacao dos procedimentos de andlise viabilizaram a
sua aplicacao. Desta forma, as técnicas de otimizacao numérica se tornaram
valiosas na busca pelo projeto étimo.

Nos projetos de engenharia ha, freqientemente, incertezas associadas as
propriedades dos materiais, as propriedades geométricas e aos carregamentos.
A maneira mais comum e tradicional para se levar em conta estas incertezas
¢é através da definicao dos valores de projeto como o resultado do produto do
valor caracteristico das varidveis aleatérias por um fator parcial de seguranca.
Esta solucao, no entanto, falha ao nao permitir a quantificacao da confiabili-
dade do projeto étimo uma vez que um fator grande de seguranca pode nao
significar uma confiabilidade mais alta.

Para se considerar a natureza probabilistica de quantidades como pro-
priedades dos materiais, carregamentos, etc., tem-se que identificar e definir
estas quantidades como variaveis aleatérias no modelo de analise. Diversas
técnicas de quantificacao das incertezas e andlise de confiabilidade estao hoje
disponiveis, deste modo, é uma extensao natural a incorporacao destas técnicas
no processo de otimizagao.

A consideracao das incertezas nos processos de otimizacao levou a diver-
sas areas de conhecimento, entre elas: o projeto robusto, onde se otimiza de
maneira a reduzir-se a variabilidade da resposta do sistema; e a otimizacao
baseada em confiabilidade (RBDO, do inglés Reliability Based Design Optimi-
zation), onde o foco é se otimizar uma funcdo custo garantindo a confiabilidade.

No presente trabalho somente problemas de RBDO serao abordados, onde se
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referindo exclusivamente ao projeto 6timo onde a fungao custo (ou fungao
objetivo) é minimizada e restrigdes de confiabilidade ao invés de restrigoes
deterministicas sao utilizadas.

RBDO deve ser considerada como um importante ingrediente no projeto
de estruturas, entretanto quando envolve a analise da resposta de estrutu-
ras de grande porte, particularmente com comportamento nao-linear, sérias
limitacoes, geralmente relacionadas com a baixa eficiéncia computacional, po-
dem aparecer. O processo RBDO envolve analise estrutural via elementos fini-
tos (FEA, do inglés Finite Element Analysis), analise de sensibilidade (DSA,
do inglés Design Sensitivity Analysis), confiabilidade estrutural e ainda oti-
mizagao. A metodologia de solugao comumente empregada é através de dois
niveis, chamada de método de duplo lago (DLM, do inglés Double-Loop RBDO
Method), onde no primeiro nivel tem-se o problema de otimizagao propria-
mente dito e, no segundo, a avaliacao das restricoes de confiabilidade. Em
ambos os niveis FEA e DSA sao empregadas de maneira intensa, desta forma
formulacoes eficientes e precisas para a avaliacao da resposta estrutural e de
suas sensibilidades sao necessarias.

Em RBDO existem duas maneiras de se modelar o problema, na pri-
meira e mais tradicional usam-se medidas diretas da confiabilidade, chamada
de formulagao do indice de confiabilidade (RIA, do inglés Reliability Index Ap-
proach). Na segunda, desenvolvida mais recentemente, modela-se através do
problema inverso de confiabilidade (IRA, inglés Inverse Reliability Analysis),
onde o nome vem do uso da inversa da funcao cumulativa de distribuicao.
Neste ultimo a confiabilidade nao é determinada diretamente, mas sim uma
medida de performance da estrutura para um dado nivel de probabilidade
desejada [43], [76], 63].

Na avaliacao da confiabilidade podem-se usar os métodos de simulacao
(ou técnicas de Monte Carlo), os métodos analiticos de primeira e segunda
ordem (FORM/SORM), além de métodos mistos ou hibridos. Nos métodos de
simulagao sao gerados eventos aleatorios para simular um experimento. Onde,
para se ter uma precisao adequada, necessita-se de um grande ntimero de simu-
lacoes. Em RBDO, em particular neste trabalho, este método é impraticavel
devido ao tempo despendido em FEA para a avaliacao das simulacoes. Em
funcao disto os métodos de simulagao sao utilizados neste trabalho somente
para validar os resultados obtidos pelos métodos (FORM/SORM).

Nos métodos analiticos FORM/SORM um dos passos fundamentais ¢ a
determinagao do ponto de projeto, ou ponto mais provavel de falha (MPP,
do inglés Most Probable Point). Em alguns casos a determinacdo deste ponto

nao tem sucesso, o algoritmo falha ao tentar achar a solugao, especialmente no
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caso de probabilidades de falha muito pequenas. Desta forma, diversos autores
modelaram o problema de RBDO através de uma medida de performance.
Neste caso, ao invés de se determinar diretamente a confiabilidade verifica-se
a funcao de medida de performance para um valor de confiabilidade desejado.

No processo de otimizagao, os algoritmos de programacgao quadratica
seqiiencial (SQP) bem como os de pontos interiores (IP) sdo comumente
empregados. Na analise de confiabilidade, os métodos de primeira e segunda
ordem (FORM/SORM) sao usados quando as sensibilidades estao disponiveis.
Tanto a otimizagao estrutural quanto os algoritmos FORM/SORM necessitam
dos gradientes da resposta estrutural (sensibilidade). A convergéncia destes
processos é, portanto, fortemente influenciada pela qualidade das sensibilidades
calculadas. A andlise de sensibilidade de estruturas tem apresentado grandes
progressos nos ultimos anos e as equagoes basicas ja sao bem conhecidas [40,
29, 68].

A implementacao de um sistema computacional, envolvendo as areas de
programagao matematica, andalise estrutural, analise de sensibilidade e analise
de confiabilidade é um grande desafio, pois cada um destes temas isoladamente
se constitui em uma &area de conhecimento bastante vasta, tanto no aspecto
tedrico como computacional. Deste modo, o presente trabalho tem como
objetivo principal desenvolver um sistema computacional para otimizacao
de trelicas espaciais baseada em confiabilidade. Para isto serd adotado o
paradigma de andlise, projeto e programacao orientada a objetos de maneira
a criar um programa extensivel e robusto.

Por fim, destaca-se que o presente trabalho é parte integrante de algumas
linhas de pesquisa do DEC/PUC-Rio, em particular das linhas: ‘Aplica¢ao
de Técnicas de Otimizacao’, ‘Instabilidade e Dinamica das FEstruturas’ e

‘Computacao Grdfica Aplicada’.

1.2
Escopo do Trabalho

Para facilitar o entendimento, este trabalho foi dividido em diversos
capitulos, cujo conteido ¢é apresentado a seguir.

Ainda neste capitulo, na secao[L.3] é feita uma pequena revisao bibliogra-
fica onde uma atencao especial é dada aos trabalhos recentes sobre otimizacao
baseada em confiabilidade.

No capitulo 2] estuda-se a analise nao-linear geométrica estatica de es-
truturas através do Método dos Elementos Finitos. A formulagao utilizando
o referencial Lagrangeano Total (RLT) para elementos de trelica espacial é

discutida em detalhes. Os métodos de determinacao do caminho de equilibrio
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de estruturas nao-lineares sao apresentados, assim como os métodos de deter-
minacao de pontos criticos. Sao apresentados exemplos numéricos que validam
os procedimentos numéricos implementados.

No capitulo [ é feita uma explanacao sobre a analise de sensibilidade da
resposta de um modelo de elementos finitos com comportamento geometrica-
mente nao-linear. Sao apresentados os conceitos basicos de andlise de sensibili-
dade, dentre eles o método analitico, o método semi—analitico e o método das
diferencas finitas. As avaliagoes dos gradientes dos deslocamentos, tensoes e da
carga critica sd@o apresentadas de maneira global e de maneira local (a nivel
do elemento). Alguns exemplos numéricos sao apresentados com o objetivo de
validar as implementacoes.

No capitulo ] os conceitos gerais de andlise de confiabilidade sao apresen-
tados. Sao revistos rapidamente os métodos de simulagao de Monte Carlo e o
de amostragem por pontos de importancia. Porém, uma atencao maior é dada
aos métodos analiticos de primeira e segunda ordem. A anélise de sensibilidade
da confiabilidade também é apresentada neste capitulo. Alguns exemplos de
estruturas sao avaliados e os resultados obtidos sao comentados.

No capitulo Bl a formulacao para problemas de otimizagao baseada em
confiabilidade é apresentada. Uma discussao sobre os métodos de avaliacao
das restricoes probabilisticas é apresentada de maneira a facilitar a escolha
entre um e outro. Alguns procedimentos para acelerar o processo de RBDO sao
discutidos, dentre eles as linearizacoes da funcao de estado limite e a escolha de
pontos iniciais para a avaliagao das restrigoes probabilisticas. Alguns exemplos
disponiveis na literatura sao avaliados e comentados.

No capitulo 6] é apresentada a formulacao do modelo de otimizagao a
ser empregado. O modelo proposto inclui funcoes de estado limite associadas
aos deslocamentos, as tensoes e a carga critica, podendo ser utilizado tanto
para estruturas lineares quanto nao-lineares. Também sao apresentados os
programas que fazem parte do sistema computacional para a otimizagao de
forma e de dimensoes e exemplos de estruturas trelicadas planas e espaciais
otimizadas por este sistema.

No capitulo [7 sao apresentadas as conclusoes relativas ao emprego e
implementagoes das diversas formulacoes e metodologias utilizadas nas analises
numéricas envolvidas neste trabalho. Em seguida sao apresentadas algumas
sugestoes para o desenvolvimento de pesquisas futuras.

No anexo [A] os principais conceitos sobre varidveis aleatérias sao apre-
sentados. Algumas funcoes de distribuicao de probabilidades existentes na li-
teratura também sao apresentadas.

Finalmente, no anexo [Bl sdo apresentados os conceitos gerais de pro-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 1. Introducao 24

gramagao matematica e os algoritmos utilizados neste trabalho.

1.3
Revisao Bibliografica

As areas de estudo que compoem este trabalho podem ser divididas em
andlise estrutural, analise de sensibilidade, confiabilidade e otimizacao estru-
tural. Quanto as duas primeiras areas, sera apresentado nos capitulos corres-
pondentes uma breve compilagao da literatura sem grande aprofundamento,
uma vez que sao técnicas bastante conhecidas. Ja em relagao a confiabilidade
e otimizacao estrutural, aqui incluindo a otimizacao baseada em confiabili-
dade, procurou-se abordar os principais trabalhos realizados a fim de situar o
presente trabalho.

As técnicas de otimizagao vém sendo largamente aplicadas a problemas
de engenharia estrutural no DEC/PUC-Rio e diversos trabalhos vém sendo
publicados nesta drea. O trabalho de Eboli [I3] foi o precursor desta linha
e traz uma descrigao detalhada do algoritmo de Han-Powell de programacao
nao-linear. Parente [58] estudou a otimizacao de forma de estruturas geometri-
camente nao-lineares. Mais recentemente, o autor deste trabalho [59] estudou
a otimizagao de dimensoes de estruturas reticuladas planas considerando a
nao-linearidade geométrica e restricoes na carga critica.

A Anélise de Confiabilidade Estrutural é um tema novo na PUC-Rio
e poucos trabalhos foram publicados nesta area. No DEC, Miiller [52] fez a
otimizacao de estruturas reticuladas planas considerando incertezas. Nesse
trabalho foi empregada uma anélise estatistica linear para a determinagao
da resposta estatistica da estrutura e foi considerado um comportamento li-
near elastico com restricoes em tensao e deslocamento. Ainda no DEC, Al-
meida [3], Figueiredo [23] e Sampaio [71] empregam a confiabilidade depen-
dente do tempo para avaliar espectros de respostas com probabilidade uniforme
em estruturas civis e mecanicas de usinas nucleares. No Departamento de En-
genharia Mecanica (DEM), Carvajalino [8] fez a andlise de confiabilidade de
dutos corroidos empregando métodos de primeira ordem (FORM) e também
simulacao de Monte Carlo.

Em Imai & Frangopol [37] e Frangopol & Imai [24], é apresentada a
andalise de confiabilidade de estruturas geometricamente nao lineares. Nesse
trabalho sao considerados elementos de trelica e portico planos. Os gradientes
sao calculados analiticamente.

Sagrilo [69] aplica a andlise de confiabilidade a estruturas offshore,
mais especificamente plataformas fixas (jaquetas) modeladas com elementos

de trelica e portico espaciais. Neste trabalho dois critérios de falha sao
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adotados, um em relacao ao deslocamento horizontal maximo no topo da
estrutura e outro com relagao a resisténcias em algumas juntas selecionadas.
Em Hernandez [35] a andlise de confiabilidade é usada para calibracao de
fatores parciais de seguranca.

Diversos trabalhos sobre RBDO, nas aplicagoes mais diversas, sao en-
contrados na literatura. Nakib [54] compara a otimizagao deterministica com
a RBDO de pontes modeladas com elementos de trelica. Sao consideradas como
variaveis aleatérias a tensao de escoamento e os carregamentos aplicados. Em
Kleiber et. al. [41], é apresentada a otimizacao baseada em confiabilidade de
trelicas de maneira bastante similar ao proposto neste trabalho.

Em Yang & Gu [80] sao discutidas técnicas de RBDO aproximadas e
comparadas com o método usual de duplo loop. Em Allen & K. Maute [2]
RBDO ¢ aplicada em problemas aeroelasticos.

Diversos autores desenvolveram problemas usando medidas inversas de
confiabilidade (ou performance), em especial Lee & Kwak [43], Tu et al. [76] e
Qu & Haftka [63] descritos a seguir.

Lee & Kwak [43] usaram a formulagao inversa em RBDO e mostraram que
ela é preferivel quando a probabilidade de falha é muito pequena em algumas
regioes do espaco de projeto, fazendo com que o indice de confiabilidade tenda
ao infinito. Mais recentemente, Tu et al. [76] denominaram esta formulagao de
medida de performance (PMA, do inglés Performance Measure Approach).

Qu & Haftka [63] modelaram o problema de RBDO através de uma me-
dida de performance, neste caso chamado de fator de suficiéncia probabilistica
(PSF, do inglés Probability Sufficiency Factor). O PSF é uma medida de per-
formance que permite se conhecer qual é a situacao da estrutura em termos
de seguranca em relacao ao nivel de confiabilidade alvo. Sao explorados pro-
blemas de RBDO com miltiplos modos de falha através do método de Monte
Carlo (MCS, do inglés Monte Carlo Simulation) e aproximagao por superficie
de resposta (RSA, do inglés Response Surface Approximation).

Choi & Youn [9] e Youn et al. [81] apresentam diferentes algoritmos para
a avaliagdo das restrigdes probabilisticas formuladas via PMA. Os autores
destacam os problemas de instabilidade na solucao formulada via RIA e
enfatizam que a formulacado PMA é robusta e eficiente. Entretanto, alguns
problemas formulados via PMA resolvidos com o algoritmo AMVI apresentam
problemas, principalmente para fungoes de falha concavas. Desta maneira os
algoritmos CVM (do inglés Conjugate Mean Value) e o HMV (do inglés Hybrid
Mean Value) sao propostos a fim de garantir robustez e eficiéncia na avaliagao

la nomenclatura adotada neste trabalho se confunde com utilizada no presente trabalho,

onde, AMV significa uma linearizagdo da funcao de estado limite.
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das restrigoes probabilisticas formuladas via PMA.

Youn & Choi [82] investigaram as nao-linearidades envolvidas em RBDO
para as restri¢oes probabilisticas formuladas como RIA e PMA. Diversos tipos
de distribuicao sao estudados a fim de apresentar as nao-linearidades envol-
vidas nas transformacoes probabilisticas. Como conclusao, os autores indicam
que a formulacao RIA depende muito mais da transformagao probabilistica que
a formulacao PMA. Desta forma, PMA trabalha com uma variedade maior de
distribui¢oes sem um acréscimo expressivo no nimero de avaliagoes da funcao
de estado limite. Ainda, é apresentado que RIA falha na convergéncia para
distribui¢oes com limites (p. ex. Uniforme) e distribui¢bes de extremos (p. ex.
Gumbel).

Geralmente, a RBDO é cara computacionalmente, requerendo muito mais
avaliacoes do que um problema DDO correspondente. Diante disto, varias
técnicas numéricas tem sido propostas de maneira a se reduzir o esfor¢o com-
putacional [28]. No trabalho de Riha & et al. [65] [66] é proposto que quando
a funcao de estado limite for cara computacionalmente, uma aproximacao de
Taylor de primeira ordem pode ser feita e o ponto mais provavel de falha
é obtido usando esta aproximacao. Da mesma forma, Grandhi & Wang [2§]
usam uma aproximacao nao-linear adaptativa para a funcao de estado limite,
chamada de TANA (Two-point Adaptive Nonlinearity Approzimation). Em
Eldred et al. [14, [I5] e Eldred & Bichon [I6] uma variedade de aproximagoes
para a funcao de estado limite sao apresentadas, complementando as supraci-
tadas. Neste trabalho diversos exemplos simples sao apresentados de maneira
a comparar a eficiéncia de cada linearizacao.

Além das aproximacoes para a funcao de estado limite, outras técnicas
podem ser usadas para se reduzir o custo computacional. Kleiber et al. [41]
apresentam um sistema de RBDO interativo para trelicas geometricamente
nao-lineares, que tem como objetivo superar as dificuldades de um sistema
totalmente automadtico para estruturas de grande porte. Os autores controlam
interativamente os parametros da analise estrutural e da analise de confiabili-

dade, adicionando ou removendo restricoes ou alterando os status das variaveis.
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2
Anadlise Nao-Linear Geométrica

2.1
Comentarios Iniciais

Este capitulo comeca com uma breve discussao sobre o comportamento
nao linear, o objetivo da analise nao linear, e o seu lugar na engenharia
estrutural. As fontes de nao linearidade mais importantes no projeto de
estruturas reticuladas sao listadas e a formulagao do problema sera definida,
onde sao apresentados os referenciais Lagrangeanos. Estratégias para a solucao
numérica de equacoes nao lineares sao mostradas, bem como as estratégias de
incremento de carga, as estratégias de iteracao e os critérios de convergéencia. O
capitulo termina mostrando solucoes classicas existentes de alguns problemas

encontrados na literatura.

2.2
Comportamento Nao-Linear, Andlise e Projeto

O objetivo da andlise estrutural é determinar o comportamento da estru-
tura quando submetida a a¢oes externas, ou seja, obter tensoes, deformagoes e
deslocamentos. Baseado nos resultados dessa analise, engenheiros estao aptos
a verificar se o projeto proposto possui os requisitos de resisténcia e bom com-
portamento em servigo necessarios para garantir o funcionamento e seguranga
da estrutura segundo critérios de projeto predefinidos. Nos capitulos seguintes
serd visto também que estas analises sao empregadas para se verificar as res-
trigoes de projeto, no caso de problemas de otimizagao, e as fungoes de falha no
caso de problemas de confiabilidade. Conseqlientemente, o processo de analise
desempenha papel chave e deve ser o mais eficiente e preciso possivel.

A maioria das estruturas de engenharia exibem um comportamento
proximo ao linear eldstico sob cargas de servico. Existem excec¢oes como arcos
e edificios altos, e estruturas sujeitas a um escoamento localizado prematuro
ou fissuracao, por exemplo, que, geralmente, apresentam um comportamento
nao-linear. Antes de alcancar o seu limite de resisténcia, quase todas essas

estruturas vao apresentar uma resposta nao-linear significante. Por esta razao,
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a maioria das normas modernas baseadas no modelo de resisténcia tltima tém
incorporado certas medidas para a consideracao da nao-linearidade.

Outro fator que deve ser observado é a constante evolucao no desenvol-
vimento de materiais de alta resisténcia, principalmente em &areas como en-
genharia aeroespacial, mecanica e também obras civis de grande porte, onde,
se obtém estruturas muito esbeltas e conseqiientemente com um acentuado
comportamento nao linear.

Na analise nao-linear tenta-se melhorar a simulacao do comportamento
de uma estrutura em alguns aspectos. O objetivo fundamental é se obter para
fins de projeto uma previsao segura do comportamento do sistema. Como
conseqjiiéncia, tem-se um aumento da complexidade do problema e conseqiiente
aumento do custo computacional.

Nas ultimas décadas, véem ganhando cada vez mais destaque os métodos
e procedimentos de andlise nao-linear, em especial de sistemas estruturais re-
ticulados, devido ao fato de oferecerem uma analise réapida e eficaz de mui-
tas estruturas reais, sejam estas de edificios, aeroespaciais ou offshore. Varios
pesquisadores tém desenvolvido formulagoes ou proposi¢oes geometricamente
nao-lineares para elementos finitos com a finalidade de se examinar o com-
portamento nao-linear de estruturas, entre elas as trelicas planas e espaciais
(Crisfield [11]; Yang & Kuo [79]).

Desde a década de 60 varias formulagoes geometricamente nao-lineares
foram introduzidas com solugoes diretas e/ou incrementais (Galvao [25], 26]).
Um amplo histérico da evolucao das metodologias e estratégias de andlise nao-
linear pode ser encontrado no trabalho de Rocha [67], que teve como objetivo
principal o estudo e a implementacao computacional de algumas estratégias
de incremento de carga e de iteracao encontradas na literatura para analise do
equilibrio e da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos.

Além das referéncias supracitadas, merecem destaque, e serviram como
base para o desenvolvimento deste trabalho, os trabalhos de Bathe [6], Cook

et. al [10], Zienkiewicz [85], entre outros referenciados ao longo do texto.

2.2.1
Fontes de Nao-Linearidade

O comportamento nao-linear de uma estrutura, sob acao de um carre-
gamento qualquer, pode ser classificado de acordo com seus efeitos. Dentre as
varias fontes de nao linearidade, destacam-se:

Nao-linearidade Fisica. Decorre do fato do material nao apresentar
uma relacdo tensdo-deformagao linear (nao segue a lei de Hooke), isto é,

o comportamento do material nao é elastico linear. Os efeitos nao lineares
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sdo descritos por formas mais complexas de equagbes constitutivas (matrizes
constitutivas nao-lineares e/ou equagoes constitutivas em termos de “taxas”
ou “incrementos”). Pode-se ter também nao linearidade fisica nas relagoes
momento-rotacao de conexodes semi-rigidas ou flexiveis, ou de rétulas inelasticas
oriundas de mecanismos de colapso localizados (flambagem, plastificagdo ou
fissuracdo localizadas em componentes estruturais). O principal problema
computacional na anélise envolvendo nao linearidade fisica é que as equagoes
de equilibrio devem ser escritas para a estrutura utilizando propriedades do
material que dependem das deformacoes, as quais, a priori, nao sao conhecidas.

Nao-Linearidade Geométrica. Uma estrutura pode ter um compor-
tamento nao-linear, ainda que constituida de um material que obedeca a lei de
Hooke. Para valores relativamente grandes de deslocamentos, as deformacoes
de um membro podem trazer como conseqiiéncias, o aparecimento de esforcos
adicionais acompanhados de modificagbes na rigidez da estrutura (denomina-
dos de segunda ordem), sob um certo carregamento aplicado. A esse tipo de
comportamento nao-linear, da-se o nome de nao-linearidade geométrica. Neste
caso os efeitos nao lineares estao associados as equacoes de equilibrio, que
consideram a configuracao deformada, e as relagoes deformagao-deslocamento.

No presente trabalho seré considerada somente a nao-linearidade geomé-
trica, enquanto a nao linearidade fisica e problemas dependentes do tempo

serao inteiramente excluidos.

2.3
Formulacao para a Andlise Nao-Linear Geométrica de Estruturas Reticu-
ladas

A formulacao para a andlise nao-linear geométrica de estruturas tem
seus fundamentos tedricos na teria da elasticidade nao-linear, que faz parte
da mecanica dos sélidos. A nao-linearidade geométrica aparece, na teoria
da elasticidade tanto nas equacoes de equilibrio, que sao escritas utilizando-
se as configuragoes deformadas do corpo, quanto nas relagoes deformagao-
deslocamento, que incluem termos nao lineares nos deslocamentos e suas

derivadas.

2.3.1
Descricao do Problema

Neste trabalho, um procedimento incremental-iterativo sera utilizado
para tracar o caminho de equilibrio da estrutura ao longo do tempo.
Tendo-se por base um estado de equilibrio conhecido, em uma confi-

guragao t, os procedimentos incrementais iterativos procuram determinar o
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proximo estado de equilibrio, em uma nova configuragao t + At. As equagoes
incrementais de equilibrio sao obtidas a partir de aproximacoes lineares para os
incrementos de deslocamentos e deformagoes. Portanto, o equilibrio em ¢ + At
nao é satisfeito exatamente e é necessario utilizar um procedimento iterativo
em cada passo de carga. Estes procedimentos serao estudados posteriormente.

Existem duas formas de descricao do movimento de um ponto material
p, a descrigao Lagrangeana e a Euleriana [48]. Para a andlise de estruturas a
formulagao Lagrangeana é mais natural, sendo aqui empregada. Na formulacao
Lagrangeana usa-se as coordenadas de pontos materiais referidas a estrutura
indeformada (configuracdo 0) ou a uma estrutura de referéncia temporaria
(configuracao t). No referencial Lagrangeano Total (RLT), todas as varidveis
estaticas e cinematicas no tempo t + At sao referidas a configuragao inicial
(indeformada) da estrutura. Por outro lado, no referencial Lagrangeano Atua-
lizado (RLA), todas as varidveis estdticas e cinematicas sao referidas a ultima
configuracao de equilibrio da estrutura.

Comumente, as formulagoes RLT e RLA tém sido usadas na andlise in-
cremental nao-linear de estruturas. Quando desenvolvidas consistentemente,
as duas formulacoes geram matrizes de rigidez global e vetor de forcas
idénticos [6]. Ao longo deste trabalho, o RLT serd adotado pela simplicidade
na aplicagao das técnicas de sensibilidade [37], como serd visto no capitulo

seguinte.

2.3.2
Principio dos Deslocamentos Virtuais

As deformagoes de Green-Lagrange €;; sao calculadas, a partir do campo

de deslocamentos ¢, através da expressao:

€ij = % (Gij + @i + Grilr,j) (2-1)
onde §¢;; denota a derivada das componentes (u,v,w) do campo de desloca-
mentos em relagdo as coordenadas cartesianas (z1, 29, 23). E importante notar
que estas coordenadas dizem respeito a configuracao inicial da estrutura.

O expressao dos deslocamentos virtuais para corpos deforméaveis é dado

por:
Q It Q

onde pb; sao as forcas de massa atuando no corpo, t; é a forca de tracao atuando
na superficie I';.
Com a discretizagao do campo de deslocamentos pelo método dos elemen-

tos finitos, os termos da equagao ([2=2)) podem ser representados por produtos
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de matrizes e vetores como segue:

@ = Nipap (2-3)
Desta forma a discretizacao espacial da eq. (2=3)) aplicada na eq. (2=2))

tem como resultado:

/Upoq(SQq dV:/ tiNiq(SC]qu+/PbiNiq5quV (2-4)
Q SN—— T Q

dep

onde 0, é o tensor de tensoes em notacao vetorial. Tomando-se um campo
de deslocamentos virtuais arbitrarios que satisfaca as restricoes cinematicas

pode-se escrever a eq. (2-4)) como segue:

/ apoqu == tZNquA + / pblNquV (2-5)
JQ P J Iy Q
, Q

onde F, é o vetor de forgas internas e (), é o vetor de forgas externas.

Matricialmente tem-se

/ BodV = / N"tdA4 + / N”pbdV (2-6)
Q T, Q

O vetor de forgas internas F),, conforme (2=3)), depende implicitamente dos
deslocamentos através do vetor de tensdes o, e também da matriz B,, no caso
de se considerar o comportamento nao-linear geométrico.

Os métodos de solucao de equagoes baseados em iteracoes de Newton-
Raphson precisam, além dos vetores de forcas internas e externas, da matriz
de rigidez da estrutura. E importante ressaltar que a matriz de rigidez global
e os vetores globais de forcas internas e externas sao montados somando-se as
contribuigoes dos elementos (ver secao (2.3.3)). A matriz de rigidez tangente
¢ determinada através da diferenciacao do vetor de forcas internas em relacao
aos deslocamentos nodais [85] [6, [IT]. Desta forma, pode ser obtida através da
definigdo da F, a partir da equagao (2-5)), onde F, = fQ opoqu. Quando
nao se considera os efeitos da nao linearidade geométrica, a tangente da forca

interna é a seguinte:

B do,

K =t = By, dV
qp 0qp Q aqp rq
do, Oe
= "BV AV 2-7
 De. Dg, 7 (2-7)
a.
= "BY BY d
q Oeg P4 v

No caso geral a matriz B depende dos deslocamentos, desta forma:
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oF, do. B
Kp=—-"L = [ LB,V / “dv
qp aqp a a q + o qp
_ o
= | By~ BydV + / Bra gy
/Q ! a g Q 4p B
o + B (By, + Bl) dV + /Q o, q;qdv

(2-8)

oBY) dV

0 nl nl R0 nl nl
/; e (B By, + By B), + By, + Bly) dV

B
+ / o, —2dV
Q dp

_ 0 nl o
- qu + qu + qu

Na equagao B=8, o termo K, U fornece a matriz de rigidez eldstica linear
padrao, enquanto que o termo K fornece a matriz de rigidez de deslocamentos
iniciais. Por fim, o termos K¢, fornece a matriz de rigidez geométrica (ou de

tensoes iniciais).

233
Montagem das Equacoes da Estrutura

Um ponto chave no método dos elementos finitos é a avaliacao das
integrais de volume para se obter a matriz de rigidez e o vetor de forcas internas.
O dominio do problema estudado é dividido em elementos conectados a nos.

As integrais sao calculadas para cada elemento e compostas da seguinte forma:

/ )av = J / (2-9)

0 el o
A integral a nivel do elemento pode ser feita de varias maneiras. Para

um pequeno grupo de elementos, como trelicas e vigas, a mesma pode ser
avaliada diretamente. Normalmente se usa um método de integragao numérica
para sua avaliagao, por exemplo a quadratura de Gauss. Outra observagao a
respeito pode ser feita no caso da formulacao isoparamétrica, onde as integrais

do elemento sao feitas num dominio paramétrico.
2.4
Aplicacao a Elementos de Trelica Espacial

O elemento de trelica adotado é o esquematizado na figura (2.1]). Trata-se

de um segmento reto, limitado pelos nds ¢ e j.
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| ¥4

=z !

Az;

21

Figura 2.1: Elemento de trelica.

24.1
Medida de Deformacao

Conforme visto na se¢ao (2.3.2)) na formulacao Lagrangeana Total (RLT)
as deformagoes de Green-Lagrange (GL) e as tensoes de Piola-Kirchhoff II
(PK2) sao freqiientemente usadas como medidas conjugadas na formulacao da
energia interna. A tnica deformacao de Green-Lagrange (¢€) é na diregao axial
e pode ser definida em funcao da mudanca do comprimento do elemento da
seguinte maneira:
t2 _ 02

€ = 20—l2 (2—10)

onde %l é o comprimento do elemento na configuracao indeformada,

U= /O] = 0542 + (02 = Oaf)? + (02 — 4
= V(A2)? + (Az)? + (Az)?
e 'l é o comprimento do elemento na configuracao deformada ¢,

(2-11)

Ul =P+ (=) + (- )
= VA2 + ((An)? + ((Az)? (2-12)
= \/(AZl + Aq1)2 + (AZQ + AQQ)Z + (AZg + AQ3)2
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onde
b =0 +tqh, tel =% +lg k=1,2,3
Ag, ="'q, —'q.,, Az =2 - k=1,2,3

desta forma, pode-se re-escrever (2-10) da seguinte forma

(2-13)

1 1
€= —= (AzlAql + AZQAqQ + AZgA(]g + 5 (AQ12 + AQQ2 + AQ32))

072

= %1[_Azl —Azy —Azz Az Az AZg}tq
+W[_AQ1 —Agp —Ags Aq Age AQS}tq

— (B0+%B”’(tq)) tq

= B('q)'q

(2-14)

A matriz B, que relaciona o incremento das deformagoes com o incre-

mento dos deslocamentos nodais, Je = Bd'q, é dada simplesmente por:

B=_-—=B"+B"(q) (2-15)

2.4.2
Medida de Tensao

A tnica tensao de Piola-Kirchhoff 1T é a axial (o) , a qual é relacionada

com a deformacao de Green-Lagrange através da equacao:

o= FEe (2-16)

onde F é o médulo de elasticidade do material.

243
Vetor de Forcas Internas

A partir do principio dos deslocamentos virtuais, o vetor de forcas

internas para um elemento pode ser definido da seguinte forma:

f= / Blodv =A% cB” (2-17)
Q

el

244

oBT

Matriz de Rigidez
B"DBdV + / Rl
Q94 (2-18)

Kk :/
0
oBT

= EVAYBTB + 94% g —
Joq

el

onde
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[ 0 0 —1 0 ]
1 0 0 =1
oBT 1 0O 1 0 0 -1 1
_ - __H 2-19
o %% | -1 0 0 1 0 0[2 (2-19)
0 -1 0 0 1
0O 0 -1 0 0

2.5
Estratégias de Solucao para Problemas Nao-Lineares

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o parametro de
carga A é mantido constante durante os ciclos iterativos, funcionando bem na
parte ascendente do caminho de equilibrio (trecho OA), figura (2.2)), mas falha
ao descrever esta curva apds o primeiro ponto limite (ponto A), o que levaria a
uma incorreta avaliacao da capacidade pois o equilibrio sera atingido no ponto
C.

Para se tragar a curva carga-deslocamento completa (trecho OABC),
com possiveis passagens pelos pontos limites, é necessario que seja permitida

a variacao de A a cada iteracao.

\

Figura 2.2: Curva carga-deslocamento.

Basicamente, as dificuldades para o tracado da curva completa se devem
ao mau condicionamento da matriz de rigidez tangente nos pontos limites, onde
ela é singular, e o algoritmo apresentara um erro de over-flow na fatorizacao
da matriz. Felizmente esse nao é um problema muito sério, pois é praticamente

impossivel chegar precisamente em um ponto critico.
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2.5.1
Analise Incremental-Iterativa

Considerando-se um instante de pseudo-tempo t + At, que representa
as diferentes etapas de aplicacao do carregamento e as correspondentes con-
figuracoes de equilibrio da estrutura, tem-se que o vetor de forcas residuais
”AtR(w), w=0,1, ..., computado apds a w—ésima iteracao de Newton-Raphson

¢ dado por:

tratg (@) _ t+At)\(w)Qref _trarp@) _ g (2-20)

(w) o t+At>\(W) 580,

onde Q,.; é o vetor de cargas externas de referéncia, ‘TA'F
respectivamente, o vetor de forcas internas no instante t+ At e o fator de carga
no instante ¢t + At e iteragao w.

A fim de se obter o préximo ponto de equilibrio (w + 1), as estratégias
incrementais para o tratamento de efeitos nao-lineares consideram que em

t+4tq. o problema é localmente linear.

torno de uma configuracao deformada
Desta forma é feita uma expansao em série de Taylor da equagao (2=20)), sendo
esta aproximada por termos lineares obtidos a partir do truncamento dos

termos de ordem superior da série:

at+AtR(w) 5D at—i—AtR(W)

t+AtR(w+1) i~ t+AtR(w) q
at+Atq(W) at—i—At/\(w)

AT =2 (2-21)

Considerando que as cargas externas nao sejam dependentes dos deslocamentos

(sistema conservativo),

8t+AtR(w) 8t+AtF(W)

— — _t+AtK(T)(w) (2_22)
ot+itq 8t+Atq(W)
sendo K™ a matriz de rigidez tangente, e
at+AtR(W)
S = Qu (2-23)
o+t )@

Substituindo as equagoes ([2=22) e ([2-23) em (2-21]) e reorganizando os
termos se obtém a equacao de equilibrio

t+AtK(T)(w)5q(w+1) _ meé)\(wﬂ) + t+AtR(W) (2-24)
onde A@T ¢ 5q(°"+1) sao as correcoes do parametro de carga e dos deslo-
camentos nodais, respectivamente, obtidas durante o processo iterativo. De
[-24) tem-se que os deslocamentos nodais iterativos (6q(“’+1)) podem ser de-

compostos em duas parcelas:

5q(w+l) — (sqg(WJFl) + 5)\(w+1)5qr(w+1) (2—25)

onde:
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i N T (2-26)

t+AtK(T)(w)5qr(w+1) _ Qref (2_27)

A correcio do parametro de carga, SA“TV | tinica incégnita da equacdo (24

20)), é determinada seguindo uma das estratégias de iteracao fornecidas na segao
2.5.3l De maneira geral a seguinte equacao de restricao deve ser respeitada a

cada iteracao:

CT(Sq(w-H) + k,é/\(w—i-l) _ H(w-‘rl) (2—28)
onde C, H“*Y e k sdo constantes a serem definidas. Em termos gerais, Yang
& Kuo [79] propuseram a seguinte equagao para avaliar o parametro de carga:

SA@HD) _ 1

- CTq, @) + k
Para se considerar esses métodos de iteracao tem-se inicialmente que se

(H(“’“) - CTaqg(wH)) (2-29)

supor que, para w = 0, AN tenha um valor prescrito dado pelo usuério ou
calculado automaticamente como sera visto na secao 2.5.2

Apés a selecao de AN, determina-se o incremento inicial dos deslocamen-
tos nodais Aq®. As aproximacoes A\’e Aq" caracterizam a chamada solucdo
incremental predita.

O primeiro passo para a obtencao da solugao incremental inicial tan-
gente (AN e AQ”) consiste na montagem, usando informacoes da tltima con-
figuracdo de equilibrio da estrutura, da matriz de rigidez tangente ‘K. Apés

a definicao de "KM, resolve-se o sistema de equacoes:

'KDoq, = Qey (2-30)
para se determinar os deslocamentos nodais tangente, dq;.

Com a definicdo de AX° e dq; tem-se:

Aq” = AX6q, (2-31)
Nesse estagio o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais sao

atualizados, ou seja:
AN =N+ AN (2-32)

t+Atq — tq+ Aqo (2_33>

onde ')\ e !q caracterizam o ponto de equilibrio obtido no ltimo passo de
carga.

A figura (23]) fornece um esquema de solu¢ao incremental-iterativa

para sistemas com um grau de liberdade, onde os parametros de carga e o
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WY solugdo predita

Figura 2.3: Solucao incremental-iterativa: sistema com um grau de liber-
dade [25].

deslocamento sao atualizados seguindo a restricao de comprimento de arco

cilindrico [I1].

Com a obtencdo da solucao iterativa (SIA@TY e 6q“ ) via (2229)-([2=27),

faz-se a atualizagao das varidveis incrementais do problema:
ANEFD = AN sAFD) (2-34)

Aq“ T = Aq®) + 5q@tV) (2-35)

Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tem-se que:
t+At)\(W+1) _ t)\ 4 A)\(LU+1) (2—36)

t+Atq(w+1) _ tq+ Aq(erl) (2-37)
Os procedimentos descritos nessa secao sao repetidos até que um dado

critério de convergéncia seja atendido (veja a secao 2.5.4)).
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2.5.2
Incremento Automatico de Carga

A obtencao da solugao incremental inicial tem como passo fundamental a
definicao do parametro de carga inicial AN’. A selecao automédtica do tamanho
do incremento desse parametro é importante, e deve refletir o grau de nao-
linearidade corrente do sistema estrutural em estudo. Em outras palavras,
uma estratégia eficiente de incremento automatico de carga deve satisfazer
basicamente os seguintes requisitos: (i) produzir grandes incrementos quando
a resposta da estrutura for aproximadamente linear; (ii) gerar pequenos
incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente nao-linear; (iii)
ser capaz de escolher o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas
capazes de detectar quando os pontos limites sao ultrapassados.

A seguir sao apresentadas algumas estratégias de incremento de carga

que satisfazem esses requerimentos.

Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto por Crisfield [I1], o incremento do comprimento de arco
a ser adotado como parametro de controle no passo de carga corrente pode ser

definido como:

1/2
Al = Al (tN—d> (2-38)
N

onde ‘Al e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos
de carga anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incdgnita),
respectivamente; Ny é o numero de iteracoes desejadas para o processo iterativo
corrente, especificado pelo usudrio, e !N é o numero de iteracoes que foram

necessarias para convergir no passo de carga anterior.
Através da equagao ([2=38)) e da condicao de restrigdo escrita para a

solucao incremental inicial:

AQ”TAQ? = A2 (2-39)
chega-se facilmente, usando-se (2-31]) e (2=39)), a expressao do incremento inicial
do parametro de carga:

Al

j:—
Voql oqy

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressao ([2=40) é o

AN = (2-40)

sugerido por Yang & Kuo [79], baseando-se no sinal do parametro GSP, que
sera apresentado na secao seguinte.
No programa desenvolvido nesse trabalho, o usuario deve especificar LA\’

como dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular !Aq’
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através de (2=31)). Substituindo-se Aq® na equagao (2=39), chega-se a *Al. Para

os passos de carga seguintes, calcula-se automaticamente Al através de ([2-35)).

Incremento Baseado no Parametro GSP

Uma estratégia baseada na introducao de um parametro de rigidez
generalizado foi adotada por Yang & Kuo [79] para limitar o incremento inicial
do parametro de carga. O método de solugao é denominado de estratégia
de controle de deslocamento generalizado. Seguindo a sugestao de Yang &

Shieh [7§] para os valores de C e k a serem usados na equagao (2-29), ou seja:

C=AX"%q, e k=0 (2-41)
e assim (2=29) pode ser reescrito como:
HED — AN g, g
AN t6q, T g,
Para obtencao da solucao predita AN’ faz-se 5qg(‘“+1) =0e o\ =

AN na equacao anterior, e dessa forma chega-se a:

6)\(w+1) _

(2-42)

HO

AN = ——— 2-43
ety Oty (43)
onde o valor do pardmetro incremental H® ¢ dado da seguinte forma:
H® = (*AX°)* '6qT " 8q, (2-44)
e dessa forma pode-se escrever AN como sendo
15q716q
AN = AN 2 2-45
109y 0y (245)
considerando-se o parametro de rigidez generalizado (GSP) do sistema como
se segue:
1 ) T1 )
dr 9Qr
GSP = —/—— 2-46
1093 0q, (2-46)

Pode-se, portanto, reescrever ([2=45)) da seguinte forma:

AN = £'AN/|GSP| (2-47)

Observa-se que o sinal do incremento inicial de carga pode ser positivo

ou negativo. A escolha do sinal correto é de suma importancia na definicao de
seqiiéncias de solugdes (g, A\) que permitam um avango continuo na resposta
carga-deslocamento. De acordo com Yang & Kuo [79], o sinal do parametro
de rigidez corrente depende exclusivamente dos vetores ‘dq, (passo de carga

anterior) e dq, (passo de carga corrente), conforme ([2-40]).
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A

o>
c

>

o>
\\;
+ >

Figura 2.4: Variagao do sinal do parametro de rigidez generalizado (GSP).

O GSP torna-se negativo somente para o passo imediatamente apos o
ponto limite, para os demais passos este permanecera sempre positivo, o que

pode ser visto na figura (2.4)).

2.5.3
Estratégias de Iteracao

“*1) & funcao de

A determinacao do parametro de carga iterativo, SN
uma dada estratégia de iteracao, ou equacao de restricao imposta ao problema,
que tem a funcao de otimizar a convergéncia do processo iterativo. A seguir
sao apresentadas duas estratégias bastante eficientes que serao utilizadas nos

capitulos seguintes.

Carga Constante

Essa estratégia de iteracao caracteriza o método tradicional de controle
de carga constante, no qual o parametro de carga é mantido constante durante
o ciclo iterativo. Para esse caso, tem-se que a equacao de restricao se reduz a

expressao trivial:

AT =0 (2-48)

Dessa forma a equacao (2-25]) é reduzida aos deslocamentos fornecidos
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pelo método convencional de Newton-Raphson.

Comprimento de Arco Cilindrico

Segundo Crisfield [I1], a cada iteracao, a seguinte equagao de restri¢ao

deve ser satisfeita:

Aq(w+1)TAq(w+l) _ Al2 (2_49>
Substituindo ([2=25) em (2-38) e o resultado desta operagao em (2-49)),
chega-se a uma equagao quadratica em 5/\(w+1), a saber:
2
A (6)\(W+1)> 4+ BoAET) L 0 =0 (2-50)

onde, os coeficientes A, B e C' tém a seguinte forma:

A= g 5D
w T w w
B = 20q.“" (Aq) + 5 ) (2-51)

C = (Aq(w) + 5qg(w+1))T (Aq(‘”) i 5qg(w+1)) A2

Com a resolucao de (2-50), chega-se aos dois valores 0A; e d Ay, de forma

que se deve escolher entre as solugoes:

Aqi ) = Aq®) +dqg” ) + 6A1 g
qu(w-‘rl) _ Aq(w) + 5q(gw+1) + 5/\2 5q£w+1)

aquela que mais se aproxima da solucao incremental da iteracao anterior,

(2-52)

Aq“). Essa escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solugao
regredir ao longo do caminho j& calculado. Um procedimento utilizado, consiste
em se achar o menor angulo entre Aq“*? e Aq™. Isto equivale a achar o

maximo co-seno do angulo:

Aq™" Aq@tD
cos B9 =
| A (w)TAlQA ()T (w+1) (2-53)
- ( q" +0qg ) S Aq)” 5l
= INE T oM TR

Como (2=50]) é uma equagao quadrética, ela poderd ter raizes imagindrias
se (B* — 4AC) for menor que zero. Essa situagdo pode existir quando o
incremento inicial do parametro de carga for muito grande, ou se a estrutura

exibir multiplos caminhos de equilibrio em torno de um ponto.

Iteracao usando Deslocamento Generalizado

Conforme apresentado na secao 250l a equagao (2=29) deveria ser con-

siderada para o parametro de carga ao longo da solucao nao-linear. Res-
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tando apenas a definicio dos parametros CT, k e H@*+Y. Na obtencio da
solugao incremental predita (w = 0), os referidos pesquisadores definiram que
o parametro incremental H® (no caso, deslocamento generalizado) deveria ser
obtido de acordo com a equagao (2-44)); durante o ciclo iterativo é assumido
que esse parametro de deslocamento generalizado se mantenha constante, isto

é: H@+) =0, para w = 0. Dessa forma pode-se reescrever (2-29) como:

taqudqg(erl)

T w+1
g, 0, Y
que é a expressao procurada para correcao do parametro de carga no ciclo

SN = (2-54)

iterativo.

2.5.4
Critérios de Convergéncia

O processo iterativo descrito termina indicando uma nova posicao de
equilibrio para a estrutura em analise quando um dos dois, ou os dois critérios

de convergéncia apresentados abaixo forem atendidos:

1. o primeiro critério de convergéncia é baseado em relacoes de forgas e é
calculado no inicio da iteracao corrente utilizando parametros da iteracao

anterior. Ele é definido como segue:

ST -
[ANDQ,er|| —

onde HR(“’) H ¢ igual a norma euclidiana do vetor das forgas desequilibra-

G =

das, que ¢ calculada usando-se o parametro de carga e os deslocamentos
nodais totais da iteracao anterior,||A)\(“’)Qre fH ¢ a norma euclidiana do
vetor de incremento de carregamento externo e ¢ é um fator de tolerancia

fornecido pelo usuério do programa como dado de entrada.

2. o segundo critério de convergéncia obedece a relagoes de deslocamentos

e é sempre verificado no final da iteracao corrente. Ele é definido por:

.ol
>~ [AqD]

onde [|dq|| é a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais),

<¢ (2-56)

||Aq(‘*’+1)H ¢ a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que
sao obtidos apds a correcao do processo iterativo, e ( segue a mesma

definicao do critério anterior.

3. o terceiro critério de convergéncia consiste em obedecer a ambas as
relagoes (forgas e deslocamentos) dadas em (2=50)) e (2=56)), assim este

critério é verificado se:
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A

q

Figura 2.5: Pontos criticos de uma estrutura [58].

GQs¢C e G=¢ (2-57)

onde (, (7 e (o sao definidos nos itens anteriores.

2.6
Determinacao dos Pontos Criticos

Os pontos criticos sao aqueles em que um caminho de equilibrio atinge um
valor extremo ou aqueles onde diferentes caminhos de equilibrio se encontram.
Na figura (2.5) podem ser observados trés pontos criticos (A,B e C), onde
os pontos (B e C) sd@o chamados de pontos limite e o ponto (A) ponto de
bifurcacao. No presente trabalho serdao considerados somente pontos limite.
Caso a estrutura apresente ponto de bifurcacdao, uma pequena imperfeicao
serd considerada para se eliminar a bifurcacao.

Matematicamente, um ponto de equilibrio é um ponto critico se a matriz
de rigidez do modelo de elementos finitos for singular det K(™) = 0. Além disso,
sabe-se que o equilibrio é estavel quando todos os autovalores sao positivos o
que leva a det K(T) > 0 e torna-se instével quando o menor autovalor se torna

negativo e, portanto, det K(T) < 0.

Conforme visto na secao acima, as estratégias de incremento automatico
de carga tém como objetivo gerar pequenos incrementos quando a resposta
da estrutura for fortemente nao-linear além de detectar pontos limites. A
determinacao dos pontos criticos se faz de forma aproximada, através do
sinal do GSP, que controla os incrementos de carga, ou seja, a medida que

o problema se aproxima de um ponto limite, os incrementos de carga dados
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pela equagao ([2-47) se tornam muito pequenos, sendo tomado como ponto

limite o valor imediatamente apds a inversao de sinal do GSP.

2.7
Exemplos de Analise Estrutural

Nesta secao sao apresentadas as solugoes de alguns problemas estru-
turais encontrados freqiientemente na literatura em funcao da acentuada
nao-linearidade da relacao carga-deslocamento. Pretende-se, assim, verificar
a eficiencia da formulagao de elementos finitos nao-linear aqui apresentada.
Para tanto, serao abordados exemplos classicos de problemas de equilibrio e
estabilidade que possuem resultados numéricos e/ou analiticos encontrados na

literatura.

2.7.1
Trelica Assimétrica em Forma de Arco

A figura (2.0) mostra um sistema trelicado assimétrico em forma de arco.
Este exemplo apresenta em sua trajetéria pontos limites tanto de carga quanto
de deslocamentos. Todos os dados referentes a geometria estao definidos na
figura (2.6]). A secao transversal tem drea A = 3 e o material utilizado apresenta
E = 3 x 10° Este modelo foi estudado por Pinheiro et al. [61] [60], Powel &

Simons [62], entre outros.

P

P
P o
O,

D O
|
o0 v ‘?LTJ® © —

Figura 2.6: Trelica assimétrica em forma de arco.

O problema nao linear foi resolvido através do método de Newton-—
Raphson padrao em conjunto com o método do deslocamento generalizado
(GDCM). O valor inicial do incremento de carga foi de 3000 e a tolerancia
utilizada no processo iterativo foi de 107°. A estratégia foi escolhida em funcao
da mesma ser utilizada neste trabalho como parametro para determinacgao da

carga critica.
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deslocamento vertical

Presente trabalho - n6 8
***** Presente trabalho - n6 13
Powell e Simons (1981) - n6 8
Powell e Simons (1981) - n6 13
Pinheiro (2006) - n6 8
Pinheiro (2006) - n6 13

+ 0> e
+ O> e
+ O> e

Figura 2.7: Trelica assimétrica em forma de arco - resposta estrutural do
deslocamento vertical dos nés 8 e 13.

Os tragados da trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical dos
nos 8 e 13 sao apresentados na figura (2.7]). Observa-se nesta figura uma perfeita
concordancia com o trabalho de Pinheiro et al. [61] e uma nitida diferenca em
relagdo ao trabalho de Powel & Simons [62], fato este devido aos diferentes
referenciais utilizados na solugdo do problema. Em Powel & Simons [62] o
referencial utilizado foi o Lagrangeano Atualizado, ja no presente trabalho
e no trabalho de Pinheiro et al. [61] foram utilizados o referencial total. Os
valores do primeiro ponto limite de carga e os deslocamentos dos nds 8 e 13

sdo comparados na tabela (2.1]).

2.7.2
Trelica Espacial de 24 Elementos

A treliga espacial formada por 24 elementos apresentada na figura (2.8])

tem sido utilizada com freqiiéncia como exemplo para testar a eficiéncia de
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Powell & Simons | Pinheiro et. al | Presente trabalho
RLA [62] RLT [61] RLT
Aer 37412.9 35760.3 35760.6
7 4.044 4.069 4.082
g3 1.554 1.593 1.585

Tabela 2.1: Trelica assimétrica em forma de arco - valores de carga critica e
deslocamento vertical dos nés 8 e 13.

vérias formulagoes, algoritmos propostos e implementagoes computacionais [79,
50, 60, [61]. E com essa finalidade que a mesma serd analisada nesta secao. A
estrutura possui, por hipdtese, £ = 10* e A = 1. As coordenadas nodais sao
apresentadas na tabela (2.2]).

N6 X y zZ
1 0.0 0.00 8.216
2 250 0.00 6.216
3 125 21.65 6.216
4 -125 21.65 6.216
5 -25.0 0.00 6.216
6 -12.5 -21.65 6.216
7 125 -21.65 6.216
8 43.3 -25.00 0.000

Ne)

43.3  25.00 0.000
10 0.0 50.00 0.000
11 -43.3  25.00 0.000
12 -43.3 -25.00 0.000
13 0.0 -50.00 0.000

Tabela 2.2: Trelica espacial de 24 elementos - coordenadas nodais.

Inicialmente considera-se que apenas a carga P; estd atuando na estru-

tura. O resultado da andlise é apresentado na figura (2.9).

Uma variacao deste exemplo em que além da carga concentrada P
atuando no centro da estrutura (né 1), hé a presenca de outra carga nodal,
Ps, aplicada nos nés 2,3,4,5,6 e 7. Este novo carregamento faz com que a
trajetéria de equilibrio da estrutura passe a ter nao apenas dois, mas treés

pontos limites de carga, conforme visto na figura (2.10]).
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Figura 2.8: Trelica espacial de 24 elementos.

Onate & Matias | Pinheiro et. al | Presente trabalho
[56] RLA [61] RLT
Aer 3.157 3.156 3.156
a —0.761 —0.763 —0.769

Tabela 2.3: Trelica espacial de 24 elementos - valores de carga critica e
deslocamento vertical do n6 1 relativo a este nivel de carregamento.

Presente trabalho
() Onate e Matias (1996)

fator de carga
|
by

Figura 2.9: Trelica espacial de 24 elementos - resposta estrutural para o
carregamento P;.
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Onate & Matias | Pinheiro et. al | Presente trabalho
[56] RLT [61] RLT
Aer 7.81 7.65 7.65
a —0.882 —0.873 —0.875

49

Tabela 2.4: Trelica espacial de 24 elementos - valores de carga critica e
deslocamento vertical do né 1 relativo a este nivel de carregamento.

-12

16— Presente
] trabalho °
Ofate e °
12— Matias (1996)
[ ]
[ ]
S g —
§ )
Q 1
o
E 4
oo |\
( -4
q;

4

Figura 2.10: Trelica espacial de 24 elementos - resposta estrutural para os

carregamentos P e Ps.
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3
Analise de Sensibilidade

3.1
Consideracoes Gerais

A analise de sensibilidade se refere neste capitulo as derivadas das
respostas da estrutura, obtidas através de uma andlise via elementos finitos,
em relacdo a um parametro do sistema. Sua determinagao se faz necessaria
por uma série de razoes, entre elas: como indicador da importancia de uma
determinada variavel na resposta, guiando o projetista na tomada de decisoes;
na avaliacao da dire¢ao de busca em problemas de otimizacao; e no método de
confiabilidade de primeira ordem para a determinacao do ponto de projeto.

A sensibilidade (ou gradiente) é a medida da varia¢do da resposta devido
a variacao em um parametro do sistema. Neste trabalho, estes parametros
podem ser propriedades dos materiais, secoes transversais dos elementos,
coordenadas nodais ou ainda cargas aplicadas no modelo. De forma geral,
os gradientes da funcao objetivo e das restricoes sao calculados a partir
dos gradientes das respostas da estrutura determinados na etapa de anélise.
Dependendo do problema, as respostas de interesse podem ser deslocamentos,
tensoes, freqiiéncias naturais e cargas criticas. Outra grandeza de interesse,
muito utilizada como fung¢ao objetivo, é o peso (volume) da estrutura.

A analise de sensibilidade desempenha um papel central no processo de
otimizacao via programacao matematica com algoritmos de primeira ordem
pois é avaliada a cada passo do algoritmo. Em problemas de otimizacao baseada
em confiabilidade, descritos no capitulo Bl o processo de otimizacao é feito
através de um duplo lago (loop), onde o algoritmo de otimizacao é utilizado
tanto no lago interno, na determinagao das restri¢oes de confiabilidade, quanto
no externo, no problema de otimizacao em si. Desta forma, a avaliacao eficiente
e precisa é necessaria.

Existem trés abordagens principais para efetuar a analise de sensibili-
dade: o método analitico, o método das diferencas finitas e o método semi-
analitico. A primeira, o método analitico, é eficiente e preciso, mas freqiien-

temente limitado a casos particulares. A abordagem tem dificuldades ma-
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tematicas quando fungoes nao diferencidveis estao envolvidas e resulta em
expressoes de dificil tratamento quando leis constitutivas complexas sao con-
sideradas, especialmente no caso de grandes deformacoes elastoplasticas. A
segunda abordagem para avaliagao da sensibilidade, o método das diferencas
finitas, é simples e geral mas tem um custo computacional muito mais elevado.
A terceira abordagem, o método semi-analitico, ¢ um método computacional-
mente atraente onde uma combinacao dos métodos anteriores é utilizada.

O desenvolvimento das metodologias estao bem estabelecidas, tanto para
problemas estaticos lineares quanto nao lineares e podem ser encontradas em
Kleiber et al. [40], Haftka e Giirdal [29], Arora [4] entre outros.

Neste capitulo, é apresentada uma revisao dos métodos de andlise de
sensibilidade para problemas lineares e nao lineares. As sensibilidades dos
deslocamentos, tensoes e da carga limite sao desenvolvidas analiticamente para
o elemento de trelica. E apresentado também o método das diferencas finitas
a fim de se validar as formulacoes analiticas. Por fim sao analisados alguns

exemplos para validar as implementacgoes.

3.2
Método Analitico

O método analitico consiste na diferenciacao direta das equacoes de
equilibrio lineares e nao-lineares. Para facilitar o desenvolvimento das equacoes
para o calculo da sensibilidade, considera-se uma estrutura descrita por uma
Unica variavel b.

Supoe-se que se deseja determinar a sensibilidade de duas funcoes
g1(b,q(b)) e g2(b,q(b)) , que definem restri¢coes no problema de otimizagao.
Estas restrigoes dependem explicitamente das variaveis b e dos deslocamentos
nodais q, que, por sua vez, também dependem implicitamente das varidveis b.

Assim, tem-se

dg _ dg; _ 0gi d_q
db ob  0q db

O problema acima pode ser resolvido através de dois procedimentos:

i=1,2 (3-1)

pelo método de diferenciacao direta (DDM, do inglés Direct Differentiation
Method) ou pelo método adjunto (ASM, do inglés Adjoint System Method).
Para problemas dependentes da trajetéria o ASM nao é uma alternativa
eficiente, segundo Rojas [68]. Por outro lado, para problemas independentes
da trajetéria, o uso de um ou outro método se da em funcao da relagao entre
(ncexnup) e nr, onde nee é o numero de casos de carregamento, nvp é o niimero
de varidveis de projeto e nr é o nimero de restrigoes. Se (ncc X nvp) > nr,

o ASM ¢é mais vantajoso. Porém, se (ncc x nvp) < nr, a vantagem favorece
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o DDM. Detalhes adicionais podem ser encontrados em Kleiber et al. [40] e

Rojas [68]. Neste trabalho optou-se apenas pelo uso do método DDM.

3.2.1
Sensibilidade dos Deslocamentos Nodais

O ponto de partida para a determinacao da sensibilidade do vetor de
deslocamentos ¢ o sistema de equagoes de equilibrio da estrutura discretizada,
apresentado no capitulo (). Por simplicidade, no texto a seguir, elimina-
se 0 superescrito ()(“’) da notagao, correspondente a iteracao, uma vez que
a sensibilidade serd obtida apds a convergéncia do processo iterativo. A
equagao (2=20) é entdo reescrita de maneira a mostrar a dependéncia sobre

a variavel de projeto b:

TAR(D) = R(THMq(b);0) = QD) — F(TMq(b);b) =0 (3-2)

lembrando que, TA\Q,.; = TA'Q. Derivando-se ([B=2) em relagdo a varidvel
de projeto b tem-se
dt—i—AtR B at-{-AtR dt+Atq at—i—AtR

db ot+dtq  db LT
Usando a definicdo da matriz de rigidez tangente, eq. (2=22]), a sensibilidade

=0 (3-3)

do vetor de deslocamentos nodais pode ser calculada através da expressao:

)dt+Atq at—f—AtR
b

t+AtK(T

(3-4)
at-i—AtQ at-l—AtF
~ o o

A equacdo ([B=4) é a equagao bésica para a solugao da sensibilidade dos

deslocamentos e algumas observagoes podem ser feitas ao seu respeito:

— A matriz do lado esquerdo da equacao (B-2]) é a mesma matriz de rigidez
tangente obtida apds a convergéncia para um ponto de equilibrio. E
interessante aqui se destacar que caso se use o método de Newton—
Raphson modificado na obtencao do vetor de deslocamentos, entao, esta
matriz precisa ser atualizada antes de se calcular a sensibilidade dos
deslocamentos.

— Na etapa de referéncia t+At, o lado direito da equagao (B=4]) é conhecido.

dt+Atg
db

— A equacao de sensibilidade em (B3=4]) é linear em . Assim nenhuma

iteragao é necessaria para resolvé-la.

— Para se determinar a sensibilidade no final de um dado incremento de

carga, sO ¢ necessario se conhecer o valor do deslocamento total nesse
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instante. Nao é necessario se conhecer deslocamentos ou o valor das

sensibilidades em instantes prévios.

3.2.2
Sensibilidade da Carga Limite

Para se calcular a sensibilidade da carga limite basta considerar o fator de
carga A como dependente implicitamente de b, ou seja, o vetor de carregamento

externo fica definido como:

TAQL) = AAD)Qres (D) (3-5)
onde Q,.; é um vetor de referéncia de magnitude arbitraria.

Derivando-se (B-3)) em relagao a b, tem-se:

dt—i—AtQ dt-l—At)\ At eref
- v pmniics 3-6
b ap et b (3-6)
Assim a equagao (B=4) fica da seguinte forma
A A A
ALK (T) d™q _ 7 t)\Qref‘f'H_At/\eref " (3-7)

db db db ob

No nivel da carga critica (**2*A = X\*), um asterisco é adicionado nos
termos de (B=1) para identificar o ponto onde eles estao sendo avaliados. Entao

Se escreve

«dg*  dN\* dQ OF*
(T) -2 \F—ref
TR T A TR
A matriz de rigidez tangente K" ¢ singular e KMy = vIK®" = 0,

, . . *
onde v é o autovetor associado com o autovalor nulo da matriz K™~ (ver

(3-8)

secao (2.6)). Pré-multiplicando a equacao anterior por v’ tem-se

+dg* d\* dQ, OF*
TRM*Z2 T Ty t=ref  TYE _
v %=V % Qe +Vv' A w "V @ (3-9)

Eliminando os termos nulos K™ v = vIK®" = ( ¢ isolando o termo
com d\*/db, tem-se

OF* dQ
T _ Ty ivref -1
ab " T db (3-10)
Finalmente, tem-se a expressao para o calculo da sensibilidade do ponto

d\*
T— p—
s W Qref=v

limite:
OF* _dQ
T )k ref
Y {81) AN } (3-11)
db vIQ,er

A equacao ([B=I1]) permite o célculo da sensibilidade da carga critica de
maneira direta, uma vez que o vetor das pseudo-forcas é conhecido no ponto

critico.
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3.2.3
Sensibilidade da Carga Critica Linear

A sensibilidade da carga critica linear é obtida a partir do problema de

autovalor generalizado:

[K°(b) + AK(0,b)] v=0 (3-12)
Resolvendo-se este problema obtém-se a carga critica linear da estrutura A.. e o
autovetor v, que representa o modo de flambagem da estrutura. Substituindo-

se A = A, na equacao acima e derivando-se em relacao a variavel b, obtém-se:

] v+ [K” + A\ K] i—z =0 (3-13)

0 o
Uy Doy,
Pré-multiplicando-se esta equacao por v', considerando a simetria das matrizes
K° e K7, obtém-se a seguinte expressao:
, [dK° dK°
e v {E + ACTW] v

= — -14
db viKov (3-14)
Finalmente, impondo-se a condi¢ao de normalizagao
viKov = —1 (3-15)
obtém-se a expressao para a sensibilidade:
dAer . [dK° dK°
= — — -1
b { b + Aer O }V (3-16)

3.2.4
Sensibilidade das Deformacoes e Tensoes

Apés ([B=2)) ser resolvida para a sensibilidade dos deslocamentos, pode-
se obter outras sensibilidades da resposta estrutural. Entre elas estao as
sensibilidades das deformacoes e das tensoes do material, apresentadas nesta
Secao.

A relagao deformagao-deslocamento, apresentada em (2=14]) é aqui rees-

crita
("R q(b),0) = B("a(b), b) " q(b) (3-17)
Diferenciando-se esta relagao e lembrando que gi—:fjl = B, conforme

definido em (2=IT)), obtém-se a expressao:
qt+Ate PiHite gitaty  grtate

= +
db 8t+Atq db 0b (3—18)
-B d**q OB, A

B db ob
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que permite o calculo da sensibilidade das deformacoes de um elemento a
partir das sensibilidades dos deslocamentos nodais e da sensibilidade da matriz
deformagao—deslocamento.

A relacao tensao—deformagao apresentada em (2-I0]), é reescrita a seguir:

i ("2q(b),0) = D(b)e("ta(b), b) (3-19)
Diferenciando-se esta relagao chega-se a expressao:
dt+Aty oAty JiHAte  GiHAty
= -
db Ot+Ate  db 0b .
% o (3-20)
S db b

que possibilita o cdlculo da sensibilidade das tensoes do elemento.

3.2.5
Sensibilidade do Vetor de Forcas Internas

No capitulo 2l o vetor das forgas internas de um elemento foi definido

pela seguinte equacao:

f = / BlodV =B'oV (3-21)
Qel

Na resolugao da equagao (B=4) a derivada do vetor de forgas internas
é feita para os deslocamentos q independentes de b. Deste forma, tem-se a
seguinte expressao:

of
ab

OB _do . OV

a#q(b)

3.2.6
Sensibilidade do Vetor de Cargas Externas

Quando b representa um carregamento externo o termo aQ do lado direito
da equagao (34 se torna nao nulo. O carregamento externo aphcado pode ser
dado, de maneira geral, como cargas distribuidas nos elementos ou como cargas

nodais. No primeiro caso, a derivada ¢é obtida derivando-se as equacoes:

Q[ ot

e 5 NigdA (3-23)
€

Q" [ b

= alequ (3-24)

Quanto aos carregamentos preseritos nos nds, pode-se definir um vetor h,
de parametros para quais se deseja obter a sensibilidade e uma matriz de
constantes m,, de forma que o vetor de forcas externas seja dado da seguinte

forma:
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Qp = Mgphy (3-25)
A sensibilidade é entao obtida através da seguinte expressao:
0Q, Oh,,
= — -2

ohy . L .
onde 2 ¢ um vetor que contém todos os elementos iguais a zero com excegao

de um com valor unitario.

3.2.7
Sensibilidade da Matriz de Rigidez Elastica

Na se¢ao ([B:23) foi apresentada a equagao (B=16) para o célculo da sen-
sibilidade da carga critica linear, onde é necesséario a obtencao da sensibilidade

das matrizes de rigidez elastica e rigidez geométrica.

dk® dB®
W= @ BV
E
B oy,
d%BO (3_27>
BOEEV—F
dV
B°EB°—-
db
lembrando que:
dV dA dL
— =—L+A— 3-28
AR VR 7 (3-28)
Desta forma, tem-se a definicao geral para a sensibilidade da matriz de rigidez
elastica, onde os termos %, %, % e dd—]io ja foram definidos anteriormente.

3.2.8
Sensibilidade da Matriz de Rigidez Geométrica

A matriz de rigidez geométrica, obtida a partir da equagao ([2=If)), é
reescrita a seguir:

Kk’ = ZHV 3-29

- (3:29)

A sensibilidade de k? em relacao a variavel b é dada da seguinte forma:

dk’ Ok’ do  Ok”
=4 (3-30)
db o db D |,
onde
ok’ 1 1,
9o~V = gk (3-31)
(]

ok’
ob

2 dL 1 _.dV
o#ao(b)
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3.3
Método das Diferencas Finitas (MDF)

A mais simples técnica para calculo da sensibilidade com respeito a
variavel de projeto é a aproximagao por diferencgas finitas. Esta técnica é
geralmente cara computacionalmente, mas é de facil implementacao e por isto
muito usada.

A mais simples aproximagao por diferencas finitas é a de primeira ordem,
chamada de diferenga a frente. Seja a fungao f(b), onde b é a varidvel de projeto.

A aproximagao de primeira ordem, A f /Ab, para a derivada, df/db, é dada por:

Af _ flb+ Ab) — f(b)
X A (3-33)
onde Ab é uma perturbacao absoluta, pequena o suficiente para produzir

resultados satisfatérios. Geralmente essa perturbacao é definida através da

seguinte expressao:

Ab =nb (3-34)
onde 7 é o valor da perturbacao relativa.

A maior dificuldade no MDF é selecionar o valor da perturbagao 7, se
for selecionada uma pequena perturbacao, para reduzir o erro de truncamento
(pois a derivada sé é exata quando Ab tende a zero), pode-se ter um excessivo
erro de arredondamento causado pela forma como os numeros reais sao
representados nos computadores. Perturbacoes relativas entre 107* a 1078
geralmente levam a bons resultados, o suficiente para aplicagoes praticas.

Em problemas nao-lineares, fontes adicionais de imprecisao existem.
Estas estao vinculadas a natureza iterativa dos procedimentos de solucao
e aos residuos associados [6§]. A figura (B mostra o comportamento de
um deslocamento ¢(by) como fungdo de uma varidvel de projeto by. As
linhas tracejadas limitam o maximo desvio permitido, como conseqiiéncia da

tolerancia prescrita para o residuo.

Tanto ¢;(bx) quanto ga(by) sdo solugdes aceitaveis, se encontrando dentro
da faixa de tolerancia aceitdvel. O mesmo vale para q; (b + Aby) e o (b + Aby,)
relativos ao problema perturbado. Entretanto, derivadas totalmente diferentes
sao obtidas. Problemas como esse pioram a medida que se aumenta a faixa de

tolerancia e se diminui a magnitude das perturbagoes.
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q i
PRGN caminho de
equilibrio
, tol
tol
g:(b+Ab) -

/ -

b, be+Ab, b

Figura 3.1: Imprecisao da sensibilidade via diferencas finitas em problemas
nao-lineares [68].

3.4
Exemplos de Analise de Sensibilidade

Nesta secao sao apresentados exemplos de analise de sensibilidade de
estruturas geometricamente nao-lineares. Os exemplos tratam da sensibilidade
dos deslocamentos nodais, tensoes e da sensibilidade das cargas criticas das
estruturas. Os objetivos sao verificar a validade das expressoes apresentadas
neste capitulo, testar a implementacao computacional e comparar a precisao

dos métodos discutidos anteriormente.

3.4.1
Trelica Espacial de 24 Elementos

Neste exemplo ¢ feita a andlise de sensibilidade da trelica espacial,
apresentada na figura (2.8]), estudada na segao ([27.2) do capitulo anterior.
O estudo mostrou que a estrutura apresenta instabilidade por ponto limite
depois de sofrer grandes deslocamentos.

Considerando-se como varidavel de projeto a area da segao transversal
Ay, analisa-se o efeito do tamanho da perturbacao relativa n no gradiente do
deslocamento vertical do né 1 (¢3). Na figura (3.2 observa-se a variagao do
gradiente com o tamanho da perturbacao relativa pelo Método das Diferencas
Finitas (MDF). O gréafico mostra que perturbagoes variando de 10™* a 10719
representam a tendéncia dos resultados. Desta forma a perturbaciao de 107°
serd considerada de maneira a verificar a consisténcia das sensibilidades

calculadas pelo Método Analitico apresentadas a seguir.
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8.2x10%7 —

8.0x107° —

7.8x107 —

dq
dA,
|

7.6x10° —

7.4x107 —

7.2x107
i P rrr T

10" 107 10° 10"
logn

Figura 3.2: Trelica espacial de 24 elementos - Efeito da perturbacao relativa n
na sensibilidade do deslocamento ¢} em relagio a drea Aj;.

N

As sensibilidades sao obtidas em rela¢ao ao médulo de elasticidade (E), a
area da secao transversal (A;), & coordenada z3 doné 1 (z3) e ao carregamento
nodal (P;). O deslocamento vertical do né 1 (q}), centro do domo, e a sua
sensibilidade calculada pelo Método Analitico, para diversos fatores de carga,

sao apresentados na tabela (B.1]).

1 dE dA; dzl P,
0.10 [ —1.116 x 1072 | 1.126 x 1076 | 6.689 x 10~3 | 1.175 x 10~ 2 | —1.126 x 10~ T
0.50 | —=5.802x 1072 | 6.101 x 107% [ 3.610 x 1072 | 6.498 x 10~2 | —1.220 x 10~ !
1.00 | =1.226 x 10~T [ 1.374 x 1075 | 8.087 x 102 | 1.505 x 10~T | —1.374 x 107!
1.50 | —1.965 x 1071 | 2.392 x 107° | 1.399 x 10~ | 2.711 x 10~ ! | —1.595 x 107!
2.00 | —2.843 x 1071 | 3.904 x 1077 | 2.262 x 1071 | 4.607 x 10~ | —1.952 x 101
2.50 | —3.974 x 10~ | 6.680 x 107> | 3.819 x 10~' | 8.328 x 10~ ! | —2.672 x 10!
3.00 | —5.820 x 10T | 1.738 x 10~% | 9.687 x 10~ T 2.387 —5.796 x 10~ T

Tabela 3.1: Trelica espacial de 24 elementos - Sensibilidades dos deslocamentos
através do método analitico.

A consisténcia dos resultados apresentados na tabela ([B1]) é verificada

através da figura ([B3]). Nestes gréficos as sensibilidades obtidas através do
DDM sao comparadas com as do MDF. Observa-se uma excelente concordancia

entre os valores apresentados.
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2.0x10™ 1
1.6x10™ 0.8
§ 1.2x10™ w‘g 0.6
< 8.0x10° T 04
4.0x107 0.2

0.0x10° ‘ 0 ‘

3 3
25 0
2 -0.4
;5 1.5 % -0.8
T 1 < .12
0.5 -1.6

’ N N BN

0 1 2 3 0 1 2 3

A A

DDM - Método da Diferenciagdo Direta
} } } MDF - Método das Diferengas Finitas

Figura 3.3: Treliga espacial de 24 elementos - Sensibilidades dos deslocamentos
através dos métodos analitico (DDM) e diferencas finitas.

O deslocamento vertical do né 1 e a sua sensibilidade em relagao ao
modulo de elasticidade é apresentada na figura (3.4) para o comportamento

linear e nao linear.

Neste exemplo, além da sensibilidade dos deslocamentos nodais, estuda-se
também a sensibilidade da carga limite. Os procedimentos para a determinagao
do ponto limite foram apresentados na segao (2.6]) onde o valor do incremento
de carga inicial (*AM?) representa um papel fundamental na precisao dos
resultados. Quanto menores forem os incrementos de carga maior serd a
precisao fazendo com que o autovalor tenda a zero, conforme apresentado na
tabela (3.2)).

A carga critica e a sua sensibilidade calculada pelo Método Analitico sao

apresentadas na tabela ([3.:2)). O MDF foi utilizado para verificar a consisténcia
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2.0x10% — —
1.6x10" — d
0.2
1.2x10* —
gg - ~
K 5 —2A— ¢3_.ndo linear
8.0x107 —| _o dq}/dE - nio linear 04
. dq;/dE - linear |
4.0x10° — —
\
0.0x10" 06

0 1 2 3
fator de carga

Figura 3.4: Trelica espacial de 24 elementos - Deslocamento vertical do né 1 e
a sensibilidade em relagao ao médulo de elasticidade.
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L AN B dXer dXer der
AN | passos Aer autovalor iE A, dz%
0.001 | 6985 | 3.156 | 1.631 x 103 | 3.156 x 10~% | 1.701 4.833
0.010 | 697 | 3.156 | 1.683 x 10~2 | 3.156 x 10~* | 1.701 | 4.838
0.020 348 3.156 | 3.507 x 1072 | 3.156 x 10~* | 1.700 4.845
0.050 | 139 | 3.155 | 1.148 x 10~1 | 3.155 x 10~* | 1.697 | 4.875
* — menor autovalor da matriz de rigidez tangente no nivel de carga A,.

Tabela 3.2: Trelica espacial de 24 elementos - Sensibilidades da carga critica
obtidas via DDM.

das sensibilidades calculadas pelo Método Analitico, obtendo-se os seguintes
valores: d\../dE = 3.157 x 107%, d)\../dA4; = 1.701, d\./dz; = 4.832.
Resultados estes com excelente concordancia com os obtidos através do DDM
apresentados na tabela (3.2)).
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4
Analise de Confiabilidade Estrutural

Métodos de confiabilidade estrutural sao empregados na engenharia para
se obter a probabilidade de falha do modelo levando-se em consideracao
as incertezas. Entende-se aqui por falha quando a estrutura nao atende os
objetivos para os quais ela foi concebida. Tais falhas, podem trazer grandes
prejuizos, tanto de ordem material quanto no que diz respeito a seguranca
humana. Na pratica nao existe nenhuma estrutura com probabilidade de falha
zero, sempre existe o risco dela vir a falhar, porém, esse risco deve ser mantido
em niveis aceitaveis de acordo com critérios de seguranca e economia.

A confiabilidade de uma estrutura é definida como o complemento da
probabilidade de falha, ou seja, C' = 1 — P;. Como geralmente P ¢ pequena
para estruturas, na ordem de 1072 a 1075, resultando em confiabilidade de 0.99
a 0.999999, é comum usar P; como medida de confiabilidade da estrutura [70].

Diversas falhas podem ser consideradas para o projeto de estruturas,
quando num mesmo problema de confiabilidade estao envolvidas mais de uma
funcao de falha, caracteriza-se um sistema. Na avaliacao da falha do sistema
decompode-se 0 mesmo em componentes e a falha do sistema é definida como
uma combinacao das falhas dos componentes.

Neste capitulo, os procedimentos para a avaliacao da confiabilidade de

uma componente (uma fungao de performance) sdo apresentados.

4.1
Modelagem das Incertezas

A anélise de confiabilidade exige a caracterizagao estatistica dos pa-
rametros envolvidos no modelo. Nos projetos estruturais pode-se dizer que
todos os parametros envolvidos sao aleatdrios, desde as coordenadas nodais
até os carregamentos. O resultado obtido dependerd da qualidade dos dados
estatisticos relacionados ao problema e da precisao do modelo matematico
usado para a analise das fungoes de estado limite.

Na prética, a partir de dados coletados (ou observados) de um determi-
nado fenomeno, determinam-se os parametros estatisticos da variavel aleatoria

que representa o fenomeno em questao. Os varios resultados de um fenomeno
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aleatério podem ser vistos como os resultados de uma funcao. A representacao
de um determinado fendomeno por uma funcao distribuicao de probabilidades
é algo que facilita bastante o tratamento da mesma, i.e., uma vez definida a
distribuicao e os respectivos parametros é facil calcular os niveis de probabili-
dades associadas aos diversos eventos que envolvem tal fenomeno. Existem na
literatura diversas funcoes ja predefinidas que usualmente representam deter-

minados fendmenos (ou varidveis), apresentadas na segao seguinte.

4.1.1
Distribuicoes de Probabilidades

Um variavel randomica pode ser caracterizada pela sua funcao cumula-
tiva de distribuigao (CDF, do inglés Cumulative Distribution Function), Fx.
A funcao densidade de probabilidade fy, identificada por PDF (do inglés Pro-
bability Density Function) é definida como a primeira derivada de Fx [55]. Na
literatura existem diversas funcoes, cada uma adequada a melhor representar
um determinado fenomeno. Uma descricao mais detalhada sobre este assunto
¢ apresentada no apéndice [Al

Na tabela (4.1) sdo apresentas as variaveis randomicas, juntamente com

seus simbolos, que podem ser utilizadas neste trabalho.

Distribuicao Simbolo
Normal N
Lognormal LN
Exponential Exp
Rayleigh Ray
Uniform 0)
Gamma Gam
Beta Bet
Tipo I Méximos / Gumbel | GU
Tipo I Minimos TImin
Tipo IT Méximos TIImax
Tipo IIT Minimos / Weibull | WB

Tabela 4.1: Distribuicoes de probabilidades.

4.1.2
Correlacao Entre Variaveis Aleatdrias

As variaveis sao ditas dependentes ou correlacionadas quando tém suas
caracteristicas alteradas com a presenca de outra variavel. A correlacao esta-
belece uma dependéncia estatistica entre as variaveis. Cada par de variaveis
aleatérias, (X;,X;), tem um coeficiente de correlacao p;;, onde: —1 < p;; < 1.
O caso especial de p = 0 indica nenhuma correlacao, enquanto que p;; = £1

indica uma perfeita correlacao linear e também uma dependéncia entre as
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variaveis. Os coeficientes de correlagao sao armazenadas numa matriz simétrica

designada matriz de correlagdo R = [p;;].

4.1.3
Funcdo Conjunta de Probabilidades

Em alguns métodos de anélise de confiabilidade, entre eles o método
FORM, uma das etapas principais é a busca pelo ponto de projeto. Isto sera
descrito na segao (A.3.2). Esta busca é feita no espago normal padrdo nao
correlacionado, desta maneira é necessario se transformar o vetor original de
variaveis randomicas para este espaco. A escolha da funcao de probabilidade
conjunta e a transformacao para o espaco normal padrao serao apresenta-
das nesta segao. Tal problema é discutido em detalhes em Liu & Der Kiu-

reghian [44]. Os autores propuseram dois modelos:

— Modelo de Morgenstern: limitado a pequenas correlacoes (|p;; < 0.3]) e

dificil de se tratar um grande nimero de variaveis aleatorias;

— Modelo de Nataf: é definido de maneira conveniente para qualquer

numero de varaveis aleatorias.

Devido a essas caracteristicas somente o modelo de Nataf serd utilizado.

A partir da PDF marginal de z;, o seguinte vetor z é definido:

O(z) = Fi(z:) = z=0 ' [Fz)] (4-1)
onde ®(z) ¢é a fungado cumulativa de probabilidade padrao (Gaussiana).
Sendo z um vetor normal padrao com uma matriz de correlacao R, sua

PDF conjunta é dado por:

= ! ex —lzT oz -
folr) = pulR) = e (R ) ()

Usando transformacao inversa (@=Il), a PDF conjunta se reduz a:

B . . SOn(Z’RO)
fx(x) = fi(z1) ... ful n>gp(21)90(2n>

Para completar a definicao, deve-se obter a matriz de correlacao R,

(4-3)

através da expressao abaixo:

Ti — i Tj — My
pij = / / ( ) ( 4 J) ©2(2is 25, Poyij)dzidz; (4-4)
o; g

—00 —00

onde s é a funcao densidade de probabilidades bidimensional padrao:

1 /22 —2pziz; + 22
)

= —————exXp
om\/1 — p? {2 1—p?

P2 (Zzw Zj, P)
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Relacoes aproximadas para p,;;(p;;) para um grande nimero de tipos de
PDF sao dadas em Der Kiureghian & Liu [39], Liu & Der Kiureghian [44] e
Melchers [49].

Assumindo-se que o vetor de variaveis aleatérias x tem uma PDF obtida
através do modelo de Nataf, o vetor z dado por (Z=I]) é Gaussiano com média
zero e matriz de correlacio R, = L L. A transformagao probabilistica para

o espago normal padrao pode ser escrita como:

u(x) =L;'z
[ 1y (21)]
| ) (+6)
q)il[Fn(xn)]

onde L, é a parte triangular inferior da decomposicao de Cholesky da matriz

de correlagao R, . O Jacobiano da transformacao (4=]) é apresentado abaixo:

Jux = L7 diag LJ; ((Zﬂ (4-7)

4.2
Funcao de Performance

A fungdo de performance do sistema em estudo também é conhecida
como func¢ao de estado limite, funcao de falha ou margem de sequranca e é
comumente denominada g(x), onde x é um vetor que inclui todas as varidveis
aleatdrias consideradas na andlise [70].

Para a avaliagao da seguranca de uma estrutura, o interesse recai jus-
tamente na possibilidade de acontecerem falhas, ou seja, na probabilidade da
fungao de falha assumir valores pertencentes ao dominio de falha [70]. O valor
numérico da funcao de performance distingue o dominio de falha do dominio

de seguranca:

— g(x) > 0 : seguro
— ¢g(x) = 0 : dominio limite (superficie de falha)
— g(x) <0 : falha
No contexto de confiabilidade, nao necessariamente a funcao de falha

significa a ruptura da estrutura mas sim que certos limites foram alcancados

ou excedidos. Alguns exemplos de funcao de falha podem ser apresentados:

- g(x) = qu — q(x), a falha ocorre quando o deslocamento ¢ em um

determinado ponto excede o valor admissivel g,.
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(x) = A(x) — A, a falha ocorre quando a carga critica A for inferior a

-9
Aq (lembrando que A, = 1.0 corresponde a carga total aplicada).

No espaco normal padrao nao correlacionado a funcao de performance é

denotada por G (u), desta forma pode-se escrever:
G(u(x) =g(x) < g(x)=G(u) (4-8)

4.3
Métodos de Analise de Confiabilidade

Sabendo-se que fx(x) representa a fungao densidade de probabilidades
conjunta de todas as variaveis randomicas x envolvidas na anélise, a probabi-

lidade de falha pode ser escrita como:

Py(x) = / I (4-9)

A avaliagdo da expressao (4=9) nao é muito simples, uma vez que ela
envolve a avaliagao de uma integral n-dimensional num dominio complexo
(9(x) <0), onde n é o nimero de variaveis aleatérias pertencentes a x. Mesmo
com o desenvolvimento de técnicas modernas de integragao numérica e com
computadores cada vez mais eficientes, na pratica a avaliagao da equagcao (=9,
por integracao, tem se restringido a problemas com 5 a 6 varidveis aleatérias no
méximo [70]. Devido a isto outros métodos para avaliar a probabilidade de falha
foram desenvolvidos, como sera visto mais adiante. Dentre os métodos estao

incluidos os de primeira e segunda ordem, FORM e SORM respectivamente.

4.3.1
Método Valor Médio (MV)

Uma maneira conveniente de se representar a confiabilidade é através do
indice de confiabilidade, 3, que pode ser definido como —®~!(P;(x)), onde P
¢ a funcao cumulativa normal. Uma das primeiras técnicas para se avaliar
a confiabilidade foi o método de primeira ordem valor médio de segundo
momento (MVFOSM, do inglés Mean Value First Order Second Moment).
Este método baseia-se simplesmente na média e no desvio padrao das variaveis
aleatérias e também no coeficiente de correlagao entre elas (ndo considera o
tipo de distribui¢ao das varidveis).

O indice de confiabilidade, assumindo-se que g(x) é normalmente dis-
tribuida e aproximada por Taylor de primeira ordem, é estimado da seguinte

maneira;:

Cn Bly) _
' e T g ] o)
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onde E(g(x)) e Var(g(x)) sao, respectivamente, o valor esperado e a variancia

de g(x) que podem ser aproximados como segue:
Elg] = pg =~ g (1) (4-11)

Var [g] = JZ ~ VgEVgl (4-12)

onde Y é a matriz de covariancia das variaveis randomicas x.
A probabilidade de falha é entao aproximada como sendo Py = ®(—f3).
A avaliacao da Py ¢é exata apenas para uma funcao linear de varidveis normais.
Este método apresenta certas inconsisténcias. Uma delas é que para uma
determinado problema que pode ter sua funcao de falha representada por
duas funcoes de estado limite diferentes, porém equivalentes, os indices de
confiabilidade obtidos para ambas podem ser diferentes [70], por exemplo
g(x) = X;—Xj5 e g(x) = In(X;/X3). Este problema motivou o desenvolvimento
de métodos que sejam invariantes, tais quais o FORM que é baseado na busca

pelo ponto mais provavel de falha.

4.3.2
Métodos Baseados no Ponto de Projeto

Alguns métodos de confiabilidade determinam um ponto de projeto
(MPP), ou ponto mais provéavel de falha e fazem a integracao em torno desse
ponto. A busca pelo MPP é feita no espaco normal padrao nao correlacionado
de maneira a simplificar a integracao. Desta forma é necessario se transformar
o vetor de variaveis originais em um vetor de varidveis nao correlacionadas.
Qualquer conjunto de variaveis randomicas, x, pode ser transformado para u
através dos procedimentos apresentados na se¢ao (£I13).

Da relagao (4=8]) pode-se reescrever a probabilidade de falha como:

Py :/ o(u)du (4-13)
G(u)<0
onde p(u) é a PDF normal padrao de u, definida como:
1 1
o) = oo () (114)

Uma caracteristica importante desta PDF é o seu decaimento exponen-
cialmente com o quadrado da norma ||u||. Desta forma os pontos mais signifi-
cantes que contribuem na integral (€=13)) sdo os mais préximos da origem do
espaco normal padrao.

Apds a determinacao do MPP, a probabilidade de falha pode ser apro-

ximada pelo método FORM, que é baseado numa linearizacao da funcao de
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estado limite no MPP no espaco u. Esta linearizacao se faz através de um

hiperplano tangente a superficie de falha no MPP dado pela seguinte equacao:

h(u) = —a’u+ =0 (4-15)
onde o vetor o é definido como:

VG

S (4-16)
V@]
onde VG = [g—i . %], e o indice de confiabilidade () é obtido da seguinte
forma:
p = sign [G(0)] [[u’] (4-17)

Desta forma a probabilidade é entao aproximada no método FORM:

Py~ Pp = ®(-0) (4-18)

No método SORM a funcao de estado limite é tratada como uma
hipersuperficie de segundo grau. Além do indice de confiabilidade necessita-
se das curvaturas da fungao de estado limite. Existem varias aproximagoes
quadraticas disponiveis para representar a forma da hipersuperficie, porém,
a mais simples delas é a forma assintética proposta por Breitung, citado por

Sagrilo [70], onde o calculo da probabilidade de falha ¢é feito da seguinte forma:

n—1

Py~ Pry = o(=5) [T (1= prp) ™2 (4-19)
=1
onde k; sao as curvaturas da fungao de estado limite e n o niimero de variaveis

randomicas na anélise.

O MPP, u*, se encontra sob a superficie de falha G(u) = 0 na posic¢ao
mais proxima da origem do espaco u e pode ser formulado como um problema
de otimizacao restrita da seguinte forma:

minimizar [|lull
. (4-20)
sujeito a G(u) =

Métodos para a solugao do problema otimizagao (4-20) sao apresentados
na secao (£3.2) a seguir.

A figura (1)) ilustra os conceitos apresentados para os métodos FORM

e SORM para duas variaveis randomicas X; e Xs.
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X2 A
gx) >0 u=T(x)
fx(x) = cte. o

N ®) <0
7))

N

AN
FORM \/4
SORM

espago original - x espaco normal padrao - u

Figura 4.1: Representacao grafica dos métodos FORM e SORM.

Determinacao do Ponto de Projeto

Conforme visto anteriormente, os métodos (FORM/SORM) requerem a
determinacao do ponto de projeto, que foi definido como o ponto sob a superficie
de falha mais préximo da origem, no espago normal padrao.

Na literatura técnica de otimizacao, p. ex., Bazaraa et al. [7], é comum
se desenvolver algoritmos para problemas de otimizacao com restrigoes de
desigualdade. O que difere do problema ([@=20]), onde a restri¢ao é de igualdade.
Por esta razao alguns dos algoritmos utilizados neste trabalho resolvem o

problema equivalente a seguir:

minimizar ||ul]
sujeito a G(u) <0
Quando a origem no espago normal padrao estd no dominio seguro, entao

(4-21)

os problemas (4=20) e ([=2I]) resultam em solugoes equivalentes. Entretanto,
quando a origem é no dominio de falha, isto é, quando G(||u|| = 0) < 0), entao
a solucao do problema (E=21]) é a origem e nao o verdadeiro ponto de projeto
do problema (=20]). Conseqiientemente, uma atengdo maior deve ser tomada
quando se resolver o problema (4=21]).

No apéndice (Bl os algoritmos de programagao matematica utilizados
na solugao dos problemas ([@=20) e ([=21]) sdo apresentados, entre eles o tradi-
cional HLRF (Hasofer-Lind-Rackwitz—Fiessler). Este método, originalmente
proposto por Hasofer & Lind [30] para andlise de confiabilidade de segundo-
momento e depois estendido por Rackwitz & Fiessler [64] para incluir in-
formacao de distribuicao, é atualmente o método mais usado para resolver

o problema de otimizagao em confiabilidade estrutural.
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4.3.3
Amostragem por Importancia

Além dos métodos apresentados nas segoes anteriores, a probabilidade
de falha também pode ser obtida usando-se métodos de simulacao, tais quais
o método de Monte Carlo (MCS, do inglés Monte Carlo Simulation) e o de
amostragem por pontos de importancia (IS, do inglés Importance Sampling).
Nestes métodos a idéia basica é se repetir diversas vezes um determinado
fenomeno e observar os eventos de interesse que possam ocorrer. O grande
inconveniente destes métodos é o elevado nimero de realizagoes necessarias
para se obter a probabilidade de falha. Quando a simulacao implica em uma
resposta estrutural via elementos finitos este procedimento pode ser tornar
computacionalmente caro. Isto inibe o uso destes métodos na maior parte dos
problemas de confiabilidade estrutural, principalmente no caso de otimizacao
baseada em confiabilidade onde as rotinas de avaliacao da confiabilidade
sao chamadas exaustivamente. Apesar disto, estes métodos sao largamente
utilizados para aferir outros métodos.

Introduzindo-se a funcao indicadora I(u) tal que I(u) = 1 se g(x) <0
e I(u) = 0 nos outros casos, pode-se reescrever a equagao (4=9) da seguinte

forma:

Py = /u I(u)p(u)du = /u <I(u)%> f(u)du (4-22)

onde (2, denota todo o espaco normal padrao, ¢(u) é a PDF conjunta normal
padrao e f(u) é a PDF conjunta. Observa-se em (4=22]) que a tltima integral
¢ o valor esperado da varidvel randomica I (u)% relativo a distribuicao
f(u). O valor esperado pode ser obtido através da geragao de realizagoes

estatisticamente independentes da variavel [ 01)% obtidas a partir de f(u). A

média destas realizacao é uma aproximacao par]z;( a probabilidade de falha. No
método de MCS ¢(u) é idéntica a f(u), desta forma a distribui¢ao é centrada
na média. Uma vez que a falha tende a ocorrer nas regioes de extremidade da
distribuicao probabilistica, isto implica que um grande ntimero de amostras
sao necessarias para se obter boas estimativas da probabilidade de falha. Na
analise via IS o centro da distribuicao é deslocado para um ponto selecionado
pelo usuério. A figura (4.2)) ilustra os conceitos apresentados para os métodos

MCS e IS para duas variaveis randomicas X; e Xo.

O processo de solu¢do da equagao (4=22) se inicia com a geracao de
um vetor u de varidveis randomicas normais de média zero e desvio padrao

unitario. Este vetor é entao transformado de acordo com a relacao u =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 4. Analise de Confiabilidade Estrutural 71

G(u)> 0

Amostragem por
pontos de Importancia

Monte Carlo

Figura 4.2: Representacao grafica dos métodos MCS e IS.

Ucentro + L, onde Ueepnio € 0 centro das distribuicao e L é a decomposicao
da matriz de covariancia ¥ ambos fornecidos pelo usuario. Para se tomar
vantagem dos resultados obtidos pelo FORM, previamente calculados, o centro
da distribuicao é usualmente adotado como sendo o MPP, u cpiro = UZ(u):o-
A matriz de covariancia é geralmente definida como a identidade.

Com a definicao de u obtém-se x através da transformacao probabilistica.

Avalia-se entao a funcao indicadora com base nos valores de g(x). A varidvel

h(u), definida aqui como [ (u)% é entdao avaliada a partir das seguintes
expressoes:
Flu 1 -5 ol )|
u) = €x — 7\ — Ucentro U — Ucentro -
(2m)"/2/det X2 P12 ' '
1 1 .,
() = Wexp —puu (4-24)
A probabilidade de falha é estimada como:
1 X
Py % Pram =h =+ ; h(u;) (4-25)
A variancia de Py g, é obtida através da expressao a seguir:
Yo 1
Var [Py sim] = m\/ar [hi] = NVar [h] (4-26)

i=1
onde Var [h] é calculada pela seguinte expressao:

1 ZN 1 ZN i
i=1 i=1

Finalmente substituindo (@=27) em (4=20) resulta:
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1 al LN
Proim) ® o [ 02— [ =Y b, 4-2

O coeficiente de variacao da estimativa da probabilidade de falha é

calculado através da seguinte expressao:

Var [Py, im]

Pf,sim
Durante as simulacoes monitora-se o valor do coeficiente de variacao,

c.0.V. [Pt sim] = (4-29)

equagao (4=29), e interrompe-se o processo caso o valor atenda a exigéncia do

usudrio ou o nimero maximo de simulagoes seja atingido.

4.4
Analise de Sensibilidade

Para se conhecer qual parametro do problema é o mais importante e
o grau que o mesmo controla o projeto é necessario se estudar a influéncia
de sua variagao sobre o sistema, que pode ser realizada através de uma
anélise de sensibilidade [73, 31, [69]. No capitulo (B]) estudou-se a avaliagao da
sensibilidade da resposta estrutural. Este estudo é puramente deterministico
e traduz o comportamento mecanico do sistema. Nesta secao estuda-se a
variacao do indice de confiabilidade em relacdo as varidveis envolvidas no
problema, caracterizando um estudo estatistico [73]. No presente trabalho,
as sensibilidades da confiabilidade sao calculadas apenas para os métodos
baseados na busca pelo MPP.

Um dos resultados obtidos nos métodos baseados na busca pelo MPP é

o vetor dos cossenos diretores, desta forma:

| =qo; i=1,...,n. (4-30)

que mede a variacao do indice de confiabilidade com relagao as variaveis
aleatdrias normais padrao (espago reduzido). Quando as variaveis aleatérias
sao correlacionadas ou possuem distribuicao diferente da normal, as trans-
formagoes do espago reduzido para o espago fisico pode amplificar (ou reduzir)

a influéncia de certas variaveis. Desta forma, tem-se a seguinte expressao

n
‘an

i=1,...,n. (4-31)

onde Jj; é o jacobiano da transformacao u = 7'(x). A derivada de  em relagao

aos parametros da distribuicao 0 é entao definida como


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 4. Analise de Confiabilidade Estrutural 73

n

Z aTXO

€ para os parémetros determlmstlcos 71 tem-se

9B 1 0G(u,n)
aTh HVUG<U7 77) ” a"? x=x*
desta forma a sensibilidade da probabilidade de falha fica definida como:
oP ap
L= —o(-p)
Op; Op;
onde p = {0,n}. A transformagao probabilistica 7', onde u = T (x(0)) se da

i=1,....me. (4-32)

i=1,...,my. (4-33)

i=1,...,mg+ my. (4-34)

em duas etapas

z(0) = o' [F (x(0))] = u=L,"(0)z() (4-35)
e a sua sensibilidade é avaliada da seguinte forma:
du dL;1(6) dz(0)
=0 Va9 + L)L 4-
onde a avaliacao da derivada % ¢ obtida numericamente, ja a parcela d(:) ,

quando a relagdo entre z e x é explicita (como por exemplo para varidveis

. X— , . . ~ /. ,
normais 2 = %) ¢é obtida diretamente da relacao, caso contrario ela é

também avaliada numericamente.

4.5
Exemplos de Anadlise de Confiabilidade

Nesta secao sao apresentadas as solucoes de alguns problemas de confiabi-
lidade encontrados freqientemente na literatura. Pretende-se, assim, verificar

a eficiéncia da formulagao aqui apresentada.

4.5.1
Coluna com 45 barras

A andlise de confiabilidade da coluna bidimensional mostrada na fi-
gura (L3 é aqui apresentada. A estrutura estd sujeita a dois carregamentos,
o primeiro, P; aplicado horizontalmente no meio da coluna e o segundo, Ps,

aplicado verticalmente no topo.

O modelo é composto por 20 nos e 45 elementos de trelica, duas secoes
transversais, A; = 159 mm? e Ay = 93,8 mm?, e dois materiais, F; e Es,
conforme apresentados na tabela (4.2]).

As variaveis aleatérias do problema sao os médulos de elasticidade F; e

Es, as cargas nodais P, e P, e por fim, as coordenadas nodais, num total de
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Figura 4.3: Coluna com 45 barras.

Barra Area | Modulo de Elasticidade
Horizontal Ag FEs
Vertical Ay E;
Inclinadas que nao chegam no apoio | As FEs
Inclinadas que chegam no apoio Aq Ey

Tabela 4.2: Coluna com 45 barras - Secoes transversais e materiais das barras.

22 varidveis randomicas. As variaveis F; e E5 sao correlacionadas pelo valor
de pp, g, = 0.30. A tabela (4.3) contém a descrigao estatistica das variaveis do
modelo.

O critério de falha escolhido foi o deslocamento horizontal do né 10
de maneira a se investigar a instabilidade da coluna. A funcao de falha é

representada pela fungao abaixo:

9(a1°(x)) = 300.0 - ¢;°(x) (4-37)
onde 300.0 (mm) é o deslocamento méaximo permitido, ¢;°(x) é o deslocamento
na direcao horizontal do né 10.

Tomando como ponto inicial a média, o algoritmo HLRF cléssico falha
na convergencia uma vez que ele gera estruturas instaveis na busca pelo ponto
de falha. A figura (£4]) mostra o comportamento do deslocamento horizontal
do n6 10 em fungao do incremento de carga para o ponto médio e para o

ponto de falha. Este comportamento é tipico de colunas, neste caso a carga P,
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Varidvel Dist. w/o Unidade
Médulo de Elasticidade (E7) LN | 30000/2400 | N/mm?
Médulo de Elasticidade (E-2) LN | 30000/2400 | N/mm?
Carga nodal (P;) LN 20/2 N
Carga nodal (Ps) LN 1500/150 N
Coordenada nodal (X;, i =3,5,7,9,11,13,15,17,19) N 600/12 mm
Coordenada nodal (X;, ¢ = 2,4,6,8,10,12, 14,16, 18) N —600/12 mm

Tabela 4.3: Variaveis aleatorias do problema da coluna com 45 barras.

elimina a bifurcacao no caminho de equilibrio, apesar disto o comportamento
se assemelha a de uma coluna perfeita. Deve-se destacar aqui a necessidade de
grandes deslocamentos para que haja um pequeno aumento na carga suportada
pela coluna. Nestes tipos de estruturas a carga critica linear fornece bons

resultados uma vez que os deslocamentos pré-criticos sao muito pequenos.

1.8
1.6 B /@/A—M O
1.4 %
o 1.2
%D 1 ] / : 4/_"—’*_’”?%—0”“
> 775 %/j@/@/ﬂa—u
iS
5 08
£
0.6 média —
0.4 j‘é —+— MPP - deslocamento | |
. — —O— MPP - carga critica
0.2

0 20 40 60 80 100 120
deslocamento horizontal do n6 10

Figura 4.4: Coluna com 45 barras - curvas de equilibrio.

Este modelo foi estudado por Liu & Kiureghian [45] 46] e Holm [36] e seus
resultados sao aqui comparados na tabela (£.4]). Os resultados apresentados
em Liu & Kiureghian [45] [46] concordam perfeitamente com os do presente
trabalho, sendo que a maior diferenca nas varidveis foi menor que 0.2%. J&
em relagao ao trabalho de Holm [36] a maior discrepancia foi de 0.9%. Foram
necessarias 13 chamadas a funcao de falha e 8 chamadas ao seu gradiente

durante as 8 iteracoes. A probabilidade de falha da estrutura obtida foi de
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5.547 x 1075, ou seja, 3 = 3.8653. Analisando a estrutura através do método
de Monte Carlo por amostragem de importancia (IS), considerando um c.o.v.
desejado de 0.05 e uma regiao de amostragem de 1 unidade de desvio padrao,
obteve-se um 3 = 3.8455, sendo necessario para isso um total de 1788 chamadas
a funcao objetivo. Tomando o IS como referéncia o erro do método FORM é

de apenas 0.5%.

Varidveis Holm [36] Liu et al. [45] Presente trabalho
ARSM | FORM/HLRF mod. | FORM/HLRF mod.

By 24508 24750 24725.8

E, 27870 27740 27737.5

P 20.41 20.32 20.33

P, 2002 2005 2008.8

JE] - - 3.865

Py - - 5.5467 x 10~°

NAF 25— 30 26 21

e - - 3.8455

pPyTs - - 6.0149 x 10~°

Tabela 4.4: Coluna com 45 barras - Resultados com 22 variaveis para a funcao
de falha associada ao deslocamento.

Este problema também foi estudado por Sagrilo [69] e Barbosa [5] onde
as coordenadas nodais foram consideradas como deterministicas. No trabalho
de Sagrilo [69] foram utilizados os métodos FORM e SORM com os gradientes

avaliados através de diferencas finitas. Estes resultados sao apresentados na

tabela (4.5]).

Sagrilo [69] | Presente trabalho

Eq 24771. 24625.7
Es 27758. 27699.6
Py 20.323 20.335

P, 2012.90 2021.06

FORM 3.827 3.905

PIORM 1647 x 1075 | 4.7055 x 10~°
gre - 3.9023
P;s - 4.7648 x 107°
Iteracoes 5 8

NAF 45 21

Tabela 4.5: Coluna com 45 barras - Resultados com 4 varidveis para a funcao
de falha associada ao deslocamento.

Analisa-se agora a probabilidade de falha desta estrutura com relacao a

carga critica linearizada. A funcao de falha é representada pela funcao abaixo:

Foram necesséarias 6 chamadas a funcao de falha e 5 chamadas ao seu
gradiente durante as 4 iteracoes. A probabilidade de falha da estrutura é

de 8.801 x 107°, ou seja, um S = 4.293. Analisando a estrutura através do
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R Ponto de projeto
Variaveis P e
22 variaveis 4 variaveis

F4 24381.9 24341.9
FEs 27598.2 27581.3
P 19.90 19.90

P 2099.22 2104.9
pTORM 4.293 4.310
P;ORM 18801 x 1076 | 8.1511 x 1076
s 4.2887 4.3183
P15 8.9859 x 105 | 7.8622 x 105

Tabela 4.6: Coluna com 45 barras - Resultados para a funcao de falha associada
a carga critica linearizada.

método de Monte Carlo por amostragem de importancia, considerando um
c.o.v. desejada de 0.05 e uma regiao de amostragem de 1 unidade de desvio
padrao, obteve-se um [ = 4.2887, sendo necessario para isso um total de 2005
chamadas a fungao objetivo. Tomando o IS como referéncia o erro do método

FORM ¢ de apenas 0.1%.
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5
Otimizacao Considerando Incertezas

A otimizacgao considerando incertezas pode ser feita objetivando-se dimi-
nuir a variabilidade de um certo parametro, chamada de projeto robusto, ou
garantindo-se a confiabilidade do projeto, chamada de otimizacao baseada em
confiabilidade (RBDO).

No projeto robusto obtém-se uma estrutura menos sensivel a variagoes
do sistema. A medida de variabilidade se da, por exemplo, através do desvio
padrao da funcao de performance e pode ser usada tanto na fungao objetivo
quanto na restricoes do problema de otimizagcao.

Otimizacao baseada em confiabilidade é o foco deste trabalho e sera apre-
sentada neste capitulo. RBDO ¢é primeiramente um processo de otimizacao,
onde o objetivo é se otimizar uma funcao satisfazendo restri¢oes de confiabi-
lidade. As restricoes de confiabilidade sao restrigoes sobre a probabilidade de
falha do sistema ou de apenas uma simples funcao. A probabilidade de falha
¢ geralmente avaliada se realizando uma anélise de confiabilidade, conforme o

capitulo 4l

5.1
Otimizacao Deterministica

Um problema de otimizacao deterministica pode ser formulado da se-

guinte maneira:

minimizar f(h, p)
sujeito a  ¢;(h,p) =0 i=1..nre
¢i(h,p) <0 i=nre+1l.nr
h! <h<h* i=1..nvar
onde h sao as varidveis de projeto e p sao parametros fixos em relacao ao

(5-1)

problema de otimizagao. ¢; é a i-ésima restrigdo do modelo (como por exemplo:
tensoes, deslocamentos, carga critica, etc). h' e h* sdo os limites inferiores e
superiores das variaveis de projeto, respectivamente. Através da defini¢ao da
funcao de performance, secao (4.2), pode-se escrever ¢;(h,p) = —g(h, p).

A otimizacao deterministica nao considera as incertezas nas variaveis

de projeto e nos parametros. Projetos 6timos baseados numa formulacao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 5. Otimizagdo Considerando Incertezas 79

deterministica sao geralmente associados com uma alta probabilidade de falha.
Isto é particularmente verdade se a restricao estiver ativa na solucao do

problema.

5.2
Otimizacao Baseada em Confiabilidade

Nas tultimas décadas diversos métodos foram propostos de maneira a
tratar as incertezas no processo de otimizagao. Basicamente pode-se dividir os

métodos em duas categorias: os de duplo laco e os seqiienciais.

5.3
Método de Duplo Laco para RBDO

A formulagao mais simples e usual de RBDO é aquela dividida em dois
niveis, o primeiro nivel seria o do projeto 6timo, onde sao consideradas as
variaveis de projeto e no segundo nivel o processo de analise de confiabilidade,
no qual se realiza a busca pelo MPP. Basicamente, neste método, as restrigoes
da formulagao deterministica sao trocadas por restricoes de probabilidade, ou

seja:

minimizar f(h, p)
sujeito a  ¢gf(x,n) >0 i=1l..nr (5-2)
h!<h<h" i=1.n
onde gF(x,m) sdo as restricoes de confiabilidade que dependem das varidveis
randomicas x e dos parametros deterministicos 7.

As restrigoes de confiabilidade g'(x,n) podem ser formuladas como:

gi(x,n) =P, — Py (x,m), 1=1..nr (5-3)
onde Py, (x,m) ¢é a probabilidade de falha da restricao g;(x,m), e P, ¢ a
probabilidade de falha permitida. A avaliacao de Py, ¢ feita de acordo com os
procedimentos descritos no capitulo 4l Pode-se também escrever as restricoes

da seguinte maneira:

gl (x,m) = Bi(x,m) — By, i=1..nr (5-4)

onde f3; é o indice de confiabilidade, definido no capitulo@e g;, = —®~ ! (P,).

Quando as restri¢oes sao definidas como em (53] e (65=4) chama-se esta for-

mulagao do indice de confiabilidade (RIA, do inglés Reliability Index Appro-
ach).

Conforme observado no capitulo il a andlise de confiabilidade envolve

uma transformacao probabilistica, uma busca pelo MPP, e a avaliacao de

uma CDF normal padrao. Em alguns casos esse processo nao tem sucesso,
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o algoritmo falha ao tentar achar a solucao, especialmente quando a superficie
limite estd muito longe da origem no espago normal padrao ou quando o caso
especial de G(u,n) = 0 nao exista [27].

De maneira a contornar este problema, Tu et al. [76] propuseram uma
outra formulacao para resolver o problema de RBDO. Neste método, chamado
PMA (Performance Measure Approach), as restrigoes de confiabilidade sao

formuladas de maneira inversa, ou seja:

gir(x,m) =g (x,m) = Gi(W 45 ,m),  i=1l.nr (5-5)
onde u; =g, ¢ a solugao do problema de confiabilidade inverso (IRA, do
inglés Inverse Reliability Analysis), formulado como o problema de otimizagao
abaixo:

ml'm'mlzar Gi(u,n) (5.6)
sujeito a  ||ul| = g,
Resolver RBDO via PMA é geralmente mais eficiente e robusto do que
via RIA. Fato este devido a busca pelo MPP no IRA ser mais facil [1, 27, [82].

As relagbes acima pode ser sumarizadas na tabela (5.1]).

Formulagao Problema de Otimizagao Analise de Confiabilidade
minimizar f(h, p) .
RIA sujeito a P, — Py, (x,m) >0 mininizar [lull
ou Bixm) = B > 0 sujeitoa  G;(u,m) =0
PMA minimizar f(h, p) minimizar G;(u,n)
sujeito n g (x.m) > 0 sujeito o [[ul = 3,

Tabela 5.1: RIA vs. PMA (Youn & Choi [82]).

Conforme descrito anteriormente, o processo RBDO ¢é realizado em
dois diferentes espagos randomicos: o espaco original z e o espa¢o normal
padrao nao correlacionado u. Durante o processo RBDO, a transformacao
entre o espaco x e u é efetuada na avaliacao da restricao probabilistica. Esta
transformacao, definida na sec¢ao 1.3 requer as fungoes de distribuigao das
variaveis randomicas. A maior parte destas transformacoes, com excecao das
variaveis normais, é altamente nao-linear [82]. A tabela (0.2]) apresenta as
relagoes entre RIA e PMA do ponto de vista das nao-linearidades que podem

ser encontradas.

Formulagao Problema de Otimizagao Anélise de Confiabilidade
B(x,m) = T 1(B(u,n)): Trans- _ -
RIA formacao nao linear inversa de G(u,m) = G(T(x),n) Trans

formagao nao linear de g(x,n)

B(a,m)
PMA g(x,m): Funcdo de falha original

[u]] Funcao quadratica explicita
em relagdao a u

Tabela 5.2: Nao-linearidades das restrigoes probabilisticas (Youn & Choi [82]).
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Em RBDO, conforme discutido anteriormente, dois problemas de otimi-
zagao sao resolvidos. Em geral, a eficiéncia dos métodos de otimizagao depende
significativamente da complexidade das restrigoes envolvidas [82]. No problema
formulado via RIA, as restrigoes nos dois problemas de otimizacao podem se
tornar bastante nao-lineares em funcao das transformacoes entres os espagos u
e x. Ja para PMA as restricoes nos dois problemas de otimiza¢ao nao envolvem
transformacoes nao lineares. A funcao objetivo na avaliacao da confiabilidade
envolve, entretanto, esta transformacao na formulagao PMA.

Em resumo, é esperado que o processo RBDO usando RIA com distri-
bui¢oes nao normais seja ineficiente e instavel em fungao das nao-linearidades
envolvidas [82]. Além disso, segundo observado por Youn & Choi [82], PMA
¢ mais eficiente que RIA mesmo para problemas simples com distribuicoes
normais devido a formulagao do problema de otimizagao para a andlise de

confiabilidade via PMA.

5.4
Linearizacoes da funcao de estado limite

As linearizagoes foram propostas de maneira a se reduzir o custo compu-
tacional durante a busca pelo MPP. Elas podem ser empregadas nos métodos

RIA/PMA vistos anteriormente. Dentre as opgoes pode-se citar [14]:

1. expansao de Taylor de primeira ordem em torno da média das variaveis
no espaco = (comumente chamada de AMV, do inglés Advanced Mean
Value).

9(x,1) = gy, M) + Vg (e, )" (x — 1) (5-7)

2. identica a AMV exceto pela linearizacao que é feita em torno da média

das varidveis no espago u, lembrando que p,, = T'(,,).

G(u,n) = Gy, n) + VaG(ty, )" (u — ) (5-8)

3. uma linearizacao inicial em torno da média no espaco z, com relinea-
rizagoes sobre cada MPP estimado (x*) até que o MPP convirja (conhe-
cida como método AMV+).

g(x,m) = g(x*, 1) + Vxg(x*, n)" (x — x*) (5-9)

4. idéntica a AMV+, exceto pelas linearizacoes que sao feitas no espaco u.

G(u,n) = G(u*,n) + VuG(u',n)" (u-u’) (5-10)
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Nos trabalhos de Eldred et al. [15] expansoes de Taylor de segunda ordem
sdo apresentadas. A equagdo abaixo apresenta uma desta expansoes (centrada

na média no espago x):

9(x,m) = g(ty, M) + Vg (s, )" (x — 1) + %(X — ) Vg (e ) (x — py)

(5-11)
Para se usar uma expansao de Taylor de segunda ordem a Hessiana da

fungao de falha (V2g(py, n) ou VZG(p,, n)) precisa ser calculada. Geralmente
a obtencao destas matrizes nao é uma tarefa trivial em problemas de engenha-
ria, entao, as mesmas podem ser aproximadas através de diferencas finitas ou
ainda método Quasi-Newton, como por exemplo o BEGS (Broyden—Fletcher—
Goldfarb—Shanno). No presente trabalho as lineariza¢oes, quando utilizadas,

serao apenas as de primeira ordem.

5.5
Ponto Inicial nos Métodos de Busca pelo MPP

Os algoritmos de otimizacao responsaveis pela busca do MPP necessitam
de um valor inicial. A eficiéncia destes algoritmos esta diretamente relacionada
a este valor, ou seja, quanto mais proximo da solugao for o mesmo mais
rapidamente o algoritmo convergira para a mesma. No método de duplo
lago, descrito na se¢ao (5.3), se observa que a cada iteragao do lago externo
se avaliam as restricoes de confiabilidade. Na avaliacao das restrigoes de
confiabilidade se resolve também um problema de otimizacao, seja ele da forma
como apresentado em (4=20) ou (B=6)), ambos irao precisar de um valor inicial. A
fim de se melhorar a eficiéncia, pode-se utilizar como ponto de partida o MPP
calculado na iteracao anterior do processo de otimizacao. Nas linearizacoes
AMV+, apresentadas na se¢ao anterior, esta inicializagdo sé é aplicada na
primeira iteracao, nas subseqiientes o valor é o proprio MPP da iteracao

anterior.

5.6
Analise de Sensibilidade em RBDO

As sensibilidades das restrigoes probabilisticas em relacao as varidveis de
projeto sao necessarias para a solucao do problema RBDO por algoritmos de
PM de primeira ordem.

A sensibilidade da restricao probabilistica formulada via PMA, apresen-
tada em (B=0l), em relagao as varidveis de projeto h é dada da seguinte forma:

dgi’th,p) _ dg/'(h,p) _ dG;(uj,m)
dh dh dh

(5-12)
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onde u; = uj,_s . O vetor de varidveis de projeto h pode conter parametros
deterministicos m ou parametros da distribuicao @, desta forma uma distingao
se faz necessdria na avaliacao da sensibilidade em (B-12). Em relacao as
parametros 1) tem-se que:

dGi(ufv 77) _ dGl(u;kv 77)

dh dn
Para os parametros da distribuicao @ pode-se obter a sensibilidade através da

(5-13)

regra de cadeia, ou seja:

dGi(“;‘kv 77) o dGz(Ufa 77)
dh N

0
e W)
* Xi’

onde a parcela V,G;(u},n) ja é conhecida nesta etapa, oriundo da busca pelo
OT(x:,0)
90

(5-14)

MPP, e a segunda parcela, , ¢ determinada de acordo com o apresentado

na segao (L.4).

Para a restricdo formulada via RIA apresentada em (B5-4]) a seguinte

expressao € utilizada para se avaliar as suas sensibilidades:

dh dh IVuGi(ui,m)|  dh
onde u; = ufc:(u):a Por fim, quando as restricoes de confiabilidade sao

apresentadas em fungao da probabilidade de falha, conforme (5=3)), a seguinte
expressao ¢ utilizada para se avaliar as suas sensibilidades:

dei<X7 "7) dﬁl(h7 p)

(5-16)

5.7
Exemplos

Nesta secao sao apresentadas as solucoes de alguns problemas de RBDO
encontrados freqiientemente na literatura. Pretende-se, assim, validar a for-
mulagao aqui apresentada e verificar a eficiencia dos algoritmos implementa-
dos. Sao consideradas apenas funcoes explicitas, desta forma as andlises aqui
envolvidas fazem uso dos moédulos de otimizacao e analise de confiabilidade. No
capitulo (@), a seguir, os processos descritos neste capitulo serao aplicados na
otimizacao de estruturas trelicadas, envolvendo, entao, os modulos de andlise
estrutural, apresentado no capitulo (), e anéalise de sensibilidade, descrito no
capitulo (3.

Os algoritmos IP e SQP, descritos no apéndice (B)), fazem uso de di-
versos parametros que influenciam o desempenho de cada algoritmo. Entre

os parametros numéricos do algoritmo de SQP estao a tolerancia para con-
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vergencia (toly) e a tolerancia para violagao de restrigoes (tols). O algoritmo
possui ainda dois parametros adicionais, b, e g.. Os parametros numéricos do
algoritmo de IP sao a tolerdncia para convergéncia (tol), os coeficientes de
deflexao da diregao de busca (k, € k) e o coeficiente para a atualizacao dos
multiplicadores de Lagrange (k.).

Os dois algoritmos utilizam os mesmos procedimentos para a atualizagao
da Hessiana da fungao Lagrangeana e para a busca linear. Os parametros de
controle destas etapas sao o numero de iteragoes para o reinicio da matriz B
(n,), o valor inicial dos elementos desta matriz (by), o coeficiente de decréscimo
da fungao objetivo () e o valor base para a definigdo da seqiiéncia de valores
do tamanho do passo ().

Os valores usuais dos diversos parametros sdo mostrados na tabela (5.3]).
Nos exemplos apresentados neste capitulo, alguns destes parametros foram va-
riados de maneira a melhorar o desempenho dos algoritmos. Quando valores
diferentes dos contidos na tabela (5.3]) forem utilizados, eles serao explicita-

mente indicados.

n, by ~ « toly tols b, g tol ke ke kg
10 1.0 01 10 108 10% 107%* 102 10°%* 0.7 1.0 1.0

Tabela 5.3: Valores usuais dos parametros dos algoritmos.

5.7.1
Coluna Retangular Curta

Este exemplo consiste na analise plastica de uma secao transversal de
uma coluna curta (com base b e altura h) tendo como varidveis aleatérias
propriedades do material e também o carregamento. O vetor de variaveis
randomicas fica definido como x = (P, M,Y"), com os parametros estocdsticos

e as correlagoes definidos na tabela (5.4]).

Varidvel Dist. ujlo pp | Py | py

Forca Axial (P) N 500/100 | 1 [ 05| O
Momento (M) N | 2000/400 | 0.5 | 1 0
Tensao de Escoamento (Y) | LN 5/0.5 0 1

Tabela 5.4: Variaveis aleatorias do problema coluna retangular curta.

A fungao de estado limite em termos do vetor de variaveis randomicas,
x = (P,M,Y), e dos parametros, n = (b, h) (neste caso idéntico ao vetor de

variaveis de projeto h), é definida como:

_AM P?
bh?Y  b2h%Y?

gix,m) =1 (5-17)
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O objetivo do problema é de se determinar a altura h e a largura b da
secao transversal a fim de se minimizar o volume da estrutura satisfazendo as
restrigoes. O problema de otimizagao deterministica (DDO), eq. (B=1)), fica da

seguinte forma:

minimizar f(h) = bh
sujeito a g(x,m) >0
50<b<15.0
15.0 <h <25.0
Considerando-se agora as incertezas apresentadas e fixando-se o valor de
P, = 0.00621 (ou B, = 2.5), o problema de RBDO, eq. (5=2]), formulado como

RIA, fica da seguinte forma:

(5-18)

minimizar f(h) = bh

sujeito a  f(x,m) —2.5>0

ou 0.00621 — Ps(x,m) >0 (5-19)
50< b5 <150
15.0 < h <250

Partindo do ponto inicial h® = (b,h) = (10.0,15.0) para as varidveis
de projeto e considerando os variaveis aleatérias como deterministicas ava-
liadas na média, o problema deterministico (5=I8) tem como solugdo h* =
(5.480,25.000). Para o problema nao-deterministico (5-19), usando o mesmo
ponto inicial das varidaveis de projeto do problema deterministico e conside-
rando o ponto inicial para a avaliagdo da restricao de confiabilidade como
sendo a média (x° = (P, M,Y) = (500.0,2000.0,5.0)), a solucao é a seguinte:
h* = (8.668,25.000) Os resultados obtidos neste trabalho concordam com os
obtidos em Kuschel & Rackwitz [42], Agarwal [1] e Eldred et al. [14]. A ta-
bela (B.H) apresenta os resultados obtidos para as diferentes opgoes de lineari-
zagoes da funcao de falha.

Na tabela (5.0) sao apresentados os nimeros de avaliagoes de g/Vyg
utilizando como ponto inicial para o calculo da confiabilidade os valores obtidos
na iteracao anterior do problema de otimizacao. Também sao apresentadas as
avaliagoes tomando-se como ponto de partida das variaveis de projeto os valores
6timos do problema DDO (h = (5.47981,25.0)) e os obtidos ap6s 5 iteragoes
do método RBDO-RIA-MV (h = (7.90759, 25.0)).

Nas referéncias consultadas, nem todas as informacoes relativas aos
critérios de convergencia, do algoritmo utilizado, entre outras, foram apresen-
tadas. Desta forma a comparacao do nimero de avaliagoes da funcao da falha
ou iteragoes nao serve como medida de eficiéncia da implementacao. Apesar

disto, na tabela (5.7)) algum destes valores sao apresentados.
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Formulacéio Avaliacoes de Base Altura Funcao
9/Vyg b h objetivo f
DDO 11/8 5.47981 | 25.00000 | 136.99524
MV 32 /41 7.90759 | 25.00000 | 197.68983
AMYV espago x 42 / 21 7.89580 | 25.00000 | 197.39493
< | AMV espago u 45 / 22 7.92688 | 25.00000 | 198.17206
& | AMV+ espago x 68 / 63 8.66850 | 25.00000 | 216.71245
o AMV+ espago u 68 / 63 8.66850 | 25.00000 | 216.71245
A sem aproxim. 84 /71 8.66850 | 25.00000 | 216.71245
g MV 34 /47 7.90759 | 25.00000 | 197.68976
AMV espago x 42 / 21 8.59029 | 25.00000 | 214.75724
g AMYV espaco u 42 / 21 8.61906 | 25.00000 | 215.47640
A | AMV+ espaco x 72 / 66 8.66850 | 25.00000 | 216.71244
AMV+ espacgo u 84 /78 8.66850 | 25.00000 | 216.71244
sem aproxim. 524 / 342 8.66850 | 25.00000 | 216.71244
Tabela 5.5: Coluna retangular curta - Resultados.
- Avaliagoes de g/Vyg
Formulagao h” = (10.0,15.0) | h° = (5.480, 25.0) = (8.001,25.0)
« AMV+ espago x 51 / 46 40(51) / 36(44) (56) / 36(58)
= AMV+ espago u 53 / 48 40(51) / 36(44) 40(56) / 36(58)
A sem aproxim. 41 / 35 37(48) / 30(38) 32(48) / 27(49)
2 [ < [ AMV+ espago x 55 / 49 55( 66) / 49( 57) 36( 52) / 32(54)
= | AMV+ espaco u 56 / 50 56( 67) / 50( 58) 37(53) / 33(55)
~ | sem aproxim. 166 / 99 173(184) / 102(110) | 121(137) / 75(97)
Obs.: Os valores entre parénteses sdo os valores totais,
incluindo os necessarios para determinar o ponto inicial.

Tabela 5.6: Coluna retangular curta - Resultados para diferentes pontos de
partida.

5.7.2
Viga em Balanco

A viga em balanco apresentada na figura (5.1l) é aqui estudada. O

objetivo é minimizar o volume, ou equivalentemente a area de secao transversal

(f = wt).

Duas funcoes de estado limite sao consideradas. A primeira diz respeito

a tensao de escoamento no engaste da viga e pode se escrita da seguinte forma:

gs(x,m) =R — @Y + fUOQ(ZX (5-20)

onde w e t sao a base e a altura da segao transversal, respectivamente. Y, X
e R sdo varidveis aleatdrias e suas descrigoes se encontram na tabela (5.8]).

A segunda fungao de falha representa o deslocamento na extremidade

livre da viga, ou seja:

gp(x,m) = Do — %\/(;)2 + <§)2 (5-21)
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Trabalho Avaliagbes de g/Vyg
Kuschel & Rackwitz. [42]-DLM(RIA) 83/56
Agarwal [I]-DLM(PMA) 77/85
Agarwal [I]-Método desacoplado 31/31
Eldred et al. [T4]-DLM(RIA/AMV+ espaco x) 72/—
Eldred et al. [14]-DLM(PMA/AMV+ espago x) 105/—

Tabela 5.7: Coluna retangular curta - Comparacao dos resultados.

A l Y
X
t I
w
Lo A
Corte A-A
L=100
Figura 5.1: Viga em balanco.
Varidvel Dist. wlo Pr | PE | px | py
Tensao de Escoamento (R) N 40000/2000 1 0 0 0
Moédulo de Elasticidade (F) N 29 x107/1.45x10° | 0 1 0 0
Carga Vertical (X) N 500,/100 0] 0 1 0
Carga Horizontal (Y) N 1000,/100 0 0 0 1

Tabela 5.8: Variaveis aleatorias do problema da viga em balanco.

As fungoes de falha sdo normalizadas da seguinte maneira:

o) =1 - 1 (5-22)

O vetor de varidveis randomicas fica definido como x = (R, E, X,Y) e o
vetor dos parametros p = (L, Dy), onde L = 100 e Dy = 2.2535. Por fim o vetor
de parametros n = (w,t, L, Dy). O objetivo do problema é de se determinar
a base w e a altura t da secao transversal a fim de se minimizar o volume da
estrutura satisfazendo as restricoes. O problema de otimizacao deterministica,

eq. (B=1)), fica da seguinte forma:

minimizar f(h,p) = wt
sujeito a  ¢g1(x,m) <0
92(x,m) <0 (5-24)
1.0<w<4.0
1.0<t <40
No problema de RBDO valor de 3, = 3, = 3.0. Desta forma:
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minimizar f(h,p) = wt
sujeito a  f1(x,m) —3.0 >0

Bo(x,m) = 3.0 > 0 (5-25)

1.0<w <40

1.0<t<4.0
O problema é resolvido para o ponto inicial (2.5,2.5), invidvel, tanto
para o problema DDO quanto para o RBDO, ou seja, o valor da funcao
objetivo é aumentado (acrescentando-se a area) para se atender as restrigoes.
Os resultados obtidos neste trabalho concordam com os obtidos em Yang &
Gu [80] e Eldred et al. [I4]. A tabela (5.9) apresenta os resultados obtidos para

as diferentes opcoes de linearizagoes da funcao de falha.

Formulacio Avaliacoes de Base Altura Funcao
g /Vg* w t objetivo f
DDO 18 / 16 2.35203 | 3.32628 7.82352
MV 320 / 390 2.41949 | 3.88176 9.39188
AMYV espago x 156 / 70 2.44621 | 3.83715 9.38649
= | AMV espaco u 156 / 70 2.44621 | 3.83715 9.38649
~ | AMV+ espaco x 302 / 272 2.44839 | 3.88838 9.52025

AMV+ espago u 302 / 272 2.44839 | 3.88838 9.52025

8 sem aproxim. 338 / 308 2.44839 | 3.88838 9.52025
@ MV 276 / 336 2.41949 | 3.88176 9.39187
AMYV espago x 96 / 48 2.45839 | 3.86569 9.50337
AMYV espago u 96 / 48 2.45839 | 3.86569 9.50337

PMA

AMV+ espago x 176 / 162 2.44839 | 3.88838 9.52025
AMV+ espaco u 176 / 162 2.44839 | 3.88838 9.52025
sem aproxim. 996 / 752 2.44839 | 3.88838 9.52025
— referente a soma das avaliagoes das funcoes de falha.

*

Tabela 5.9: Viga em balanco - Resultados.

Na tabela (5.I0) sao apresentados os numeros de avaliagoes de ¢g/Vg
utilizando como ponto inicial para o calculo da confiabilidade os valores obtidos
na iteracao anterior do problema de otimizagao. Também sao apresentadas
as avaliacoes tomando-se como ponto de partida das varidveis de projeto os
valores 6timos do problema DDO (h = (2.35203, 3.32628)) e os obtidos apds 5
iteragoes do método RBDO-RIA-MV (h = (2.41861, 3.88149)).

Os resultados obtidos nas referéncias citadas sao apresentados, na ta-

bela (G.1T]).

5.7.3
Coluna de Aco

O 1ltimo exemplo a ser analisado envolve uma comparacgao entre custo e

confiabilidade para uma coluna de aco. O custo é definido como:

C =bd + 5h (5-26)
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Formulacio Avaliagoes de g* /Vg*

hY = (2.5,2.5) | h” = (2.352, 3.326) hY = (2.419, 3.881)
~ | AMV+ espacox | 253 /223 | 121(139) / 107(123) | 73(99) / 65(103)
o | 2| AMV+ espacon | 253 /223 | 121(139) / 107(123) | 73(99) / 65(103)
A sem aproxim. 206 / 176 87(105) / 71( 87) 51(77) / 43(81)
B [ AMV+ espaco x | 136 / 122 | 144(162) / 128(144) | 72( 98) / 64(102)
= | AMV+ espacou | 136 /122 | 144(162) / 128(144) | 72( 98) / 64(102)

A | sem aproxim. 428 / 266 | 444(462) / 270(286) | 191(217) / 132(170)

*

— referente a soma das avaliagoes das fungoes de falha.
Obs.: Os valores entre parénteses sao os valores totais,
incluindo os necesséarios para determinar o ponto inicial.

Tabela 5.10: Viga em balango - Resultados para diferentes

pontos de partida.

Trabalho Avaliagoes de g1 + ¢ f

Yang & Gu [80]-DLM(RIA /sem aproxim.) 1584 9.527
Eldred et al. [I4]-DLM(RIA/AMV+ espago x) 279 9.529
Eldred et al. [14]-DLM(PMA/AMV+ espaco x) 207 9.520

Tabela 5.11: Viga em balango - Comparagao dos resultados.

onde b, d e h sao as médias da largura da mesa, espessura da mesa e altura

do perfil, respectivamente. Desta forma o vetor de varidveis de projeto fica

definido como: h = (b, d, h). Nove variaveis aleatérias sdo usadas no problema

e seus parametros estatisticos sao apresentados na tabela (5.12).

Varidvel Dist. njlo Unidade

Tensao de Escoamento (Fs) | LN 400/35 MPa
Carga de peso préprio(P;) N 500000/50000 N
Carga Vertical (Py) GU | 600000/90000 N
Carga Horizontal (Ps) GU | 600000/90000 N

Largura da Mesa (B) LN b/3 mm

Espessura da Mesa (D) LN d/2 mm

Altura do Perfil (H) LN h/5 mm

Deslocamento Inicial (Fp) N 30/10 mm

Moédulo de Elasticidade (F) | WB 21000/4200 MPa

Tabela 5.12: Coluna de aco - Variaveis aleatérias.

A fungao de estado limite é a seguinte:

1 FO €p
=F,—-P(—
g(x,m) (AQ+A@eV—P)

onde:

As = 2BD, (4rea da segao)
M = BDH, (médulo da secao)

M; = 1BDH? (momento de inércia
7T2EM7;
2
P=P +P+P

€ = , (carga critica de Euler)

e s = 7500 mm é o comprimento da coluna.

(5-27)
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Neste exemplo, diferentemente dos dois anteriores, as variaveis de projeto
sao parametros da distribuicao. O objetivo deste problema é maximizar a

confiabilidade satisfazendo a restricao de custo, ou seja:

maximizar [((x,n)
sujeito a C'(h,p) < C™*
200.0 < b < 400.0 (5-28)
10.0 < d < 30.0
100.0 < h < 500.0
onde C"* ¢ o maximo custo admissivel.

Os métodos utilizados foram o SQP para o problema de otimizacao e
o HLRF para o calculo da confiabilidade. O ponto inicial para o problema
de confiabilidade foi vetor das médias, e para o problema de otimizacao foi
(b, h,d) = (300.0,20.0,300.0), Foi utilizada uma tolerancia de 107 no processo
de otimizacao e 10~ no célculo da confiabilidade.

Os resultados do problema de otimizagao para varios custos admissiveis
sao apresentados na tabela (5.13) e concordam com os apresentados em Kuschel
& Rackwitz. [42]. Para o valor de C"™** = 13000.00, marcado com um asterisco
na tabela (B.I3]), o algoritmo nao conseguiu convergir devido a problemas

numéricos (overflow) nos célculos das transformacgoes probabilisticas.

Custo Méximo Varidveis 6timas Indice de
cmaer b d h confiabilidade (3
4000.00 200.00 | 17.50 | 100.00 3.132
5000.00 200.00 | 22.50 | 100.00 4.961
6000.00 200.00 | 27.50 | 100.00 6.369
7000.00 216.67 | 30.00 | 100.00 7.427
8000.00 250.00 | 30.00 | 100.00 8.249
9000.00 283.33 | 30.00 | 100.00 8.967
10000.00 316.67 | 30.00 | 100.00 9.605
11000.00 350.00 | 30.00 | 100.00 10.180
12000.00 383.33 | 30.00 | 100.00 10.709
13000.00* 400.00 | 30.00 | 200.00 11.065

Tabela 5.13: Coluna de aco - resultados.

A relagao entre o custo maximo e a confiabilidade é apresentada na
figura (5.2]), onde ¢ interessante destacar o comportamento nao-linear da curva

apresentada.

Em Eldred & Bichon [I6] e Eldred et. al [I5] este exemplo é resolvido
para o valor de C™** = 4000 através do método SORM e, seus resultados sao
comparados na tabela (5.14]).
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custo total da estrutura

Figura 5.2: Coluna de aco - dependéncia de 3 sobre o custo maximo admissivel
da estrutura [42].

Formulacao Avaliagoes de Funcgéo
RBDO f/Vf objetivo f
Eldred et. al [I5] 90 / 78 3.132
RIA - 3 SORM

Presente trabalho 40 / 34 3.132
RIA - 8 sem aproxim.

Tabela 5.14: Coluna de aco - Comparacao dos resultados.

5.8
Comentarios Sobre os Exemplos

Nos exemplos anteriores pode-se aplicar varias técnicas aqui apresentadas
de maneira a se validar as implementagoes e testar a sua acuracia . As
formulagoes do método de duplo lago, RIA e PMA, e as linearizagoes MV,
AMYV e AMV+ no espacgo = e u podem ser combinadas para se obter a solucao
do problema. Opcoes de algoritmos, entre eles o SQP, IP, HLRF e iHLRF,
também podem ser usadas como variantes neste processo.

Os trés exemplos foram resolvidos com sucesso e varias aspectos puderam
ser observados. Os métodos MV e AMV sao significantemente menos custosos
que os demais, mas conseqiientemente se tem uma reducao na precisao se
comparando com os métodos AMV+. Os métodos AMV+, comparados com
a avaliacao sem aproximacao, obtiveram a mesma precisao, robustez e uma
diminuicao no custo computacional. Em suma, as linearizacoes fornecem a
possibilidade de se variar o custo computacional e a precisdao. A técnica de

se tomar como ponto inicial no calculo da confiabilidade os ultimos valores
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calculados se mostrou bastante eficaz na reducao do custo computacional.

O método MV no segundo problema teve dificuldades para atingir a
precisao e ficou oscilando em torno do 6timo, por este motivo apresentou
resultados piores que os do método AMV neste exemplo. Este método é o
menos custoso computacionalmente, mas por outro lado, tem-se uma limitacao
quanto a precisao. Os testes feitos realizando-se as 5 primeiras iteragoes com
MV e em seguida trocando-se para um outro método mais preciso mostrou-
se bastante eficaz na reducao do numero de avaliagoes das fungoes e de seu
gradiente.

Dentre todas as opgoes, os métodos AMV+ com utilizando informagoes

das iteragoes anteriores foram os que apresentaram o melhor resultado.
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6
Otimizacao Baseada em Confiabilidade: Aplicacao a Trelicas
Espaciais

6.1
Consideracoes Gerais

O desejo de se obter o projeto ideal, considerando aspectos relacionados
com o consumo, desempenho ou eficiéncia, tais como quantidades minimas de
peso, volume ou massa, sempre foi um dos principais objetivos da engenharia
estrutural. As técnicas de otimizacao sao ferramentas valiosas na busca desse
objetivo.

Um fator impulsionador no campo de otimizacao foi o desenvolvimento
da industria aeroespacial onde o objetivo principal é se obter estruturas mais
leves. Em outras areas, como a engenharia civil, mecanica e automotiva, o
objetivo principal é minimizar o custo da estrutura, embora o peso afete o
custo e o comportamento final do projeto.

A otimizacao de estruturas pode ser dividida em otimizacao de di-
mensoes, otimizacao de forma e otimizagao topolégica. O objetivo da oti-
mizacgao topoldgica é determinar a topologia 6tima de uma estrutura através da
eliminagao de elementos desnecessarios e da criacao de vazios. Na otimizacao
de forma, busca-se determinar a geometria 6tima dos contornos externos e
internos de estruturas continuas e das coordenadas nodais de estruturas reti-
culadas cujas dimensoes e topologia sao fixas. A otimizagao de dimensoes tem
por objetivo determinar a dimensao (se¢oes transversais, espessuras, etc) de
cada componente de uma estrutura para a qual a forma e a topologia sao fixas.

Durante o processo de otimizacao busca-se promover o aumento da
eficiéncia na utilizagao da estrutura. Uma otimizacao com base no compor-
tamento linear (geométrico) gera, para um grande nimero de casos praticos,
uma estrutura com sérios problemas de instabilidade, pois a andlise fornece
uma incorreta capacidade de carga da estrutura. Esses problemas podem ser
evitados desde que o modelo de otimizacao seja formulado com o objetivo de
evitar problemas de instabilidade.

A utilizacao dos tradicionais critérios de projeto, através de coeficientes
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parciais de seguranga, nao permite o conhecimento adequado dos niveis de
seguranca da estrutura. Fato este de extrema importancia, uma vez que
nos projetos atuais as estruturas estao cada vez mais esbeltas e complexas,
trabalhando sempre préximas de seus limites. Para tratar esses problemas a
analise probabilistica é incorporada para se diminuir as incertezas na avaliagao
da seguranca da estrutura. Na secao seguinte uma breve explanacao com

respeito a incorporacao das incertezas nos projetos atuais serd apresentada.

6.1.1
Consideracao da Seguranca nos Projetos

Um projeto de estrutura deve atender aos seguintes requisitos, seguranca
ao colapso, bom comportamento em servigo e economia. Durante séculos os
engenheiros tém tentado sem sucesso criar critérios de projeto que conduzam
a estruturas que atendam esses requisitos. Essas tentativas passaram por trés
niveis de evolugao [73].

O nivel T é o critério de projeto baseado no conceito de tensoes ad-
missiveis. Reconhecendo o cardter aleatério das resisténcias dos materiais
de construcao e procurando evitar que as resisténcias sejam ultrapassadas
pelas solicitacoes, o critério recomenda minorar as resisténcias médias obtidas
em ensaio via um coeficiente de seguranca. Essa resisténcia minorada é
denominada de resisténcia admissivel e é utilizada para se obter os valores
de projeto.

No nivel IT o critério de projeto passou a considerar duas propriedades es-
tatisticas das resisténcias dos materiais e das cargas atuantes, nomeadamente,
as médias e os desvios padroes. Para as resisténcias dos materiais, definem-se,
uma vez conhecidos a média e os desvios padroes das variaveis, valores cara-
cteristicos que correspondem a probabilidade de 5% do valor da variavel ser
ultrapassado numa funcao de densidade de probabilidade normal no sentido
mais desfavoravel. Para as cargas a definicao do valor caracteristico depende
do tipo de carga, se carga de peso préprio, variavel etc. Esses valores cara-
cteristicos devem entao ser majorados ou minorados, ainda no sentido mais
desfavoravel para o projeto, para se chegar aos valores de projeto que devem
ser utilizados para a determinacao das varidveis de projeto. Essa metodologia
de projeto tem sido denominada de Método Semi-probabilistico.

O nivel III difere do nivel II apenas na maneira de se determinar o valor
caracteristico das variaveis aleatérias. No nivel III deve-se usar a funcao de
densidade de probabilidade mais apropriada a cada varidvel aleatéria ao invés
de se usar sempre a funcao de densidade de probabilidade normal para a

determinacao do valor caracteristico da variavel.
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Apesar da grande evolugao que o nivel III representa em relacao ao nivel
I no sentido de conduzir a estruturas mais econoémicas e com probabilidades
de falha mais préximas das que se deseja, ele nao permite que se obtenha
uma estrutura com uma determinada probabilidade de falha alvo, previamente
definida pelo engenheiro de projeto, nem que se atinja a opcao mais economica
de projeto.

Nas tdltimas décadas, o grande desenvolvimento dos computadores, tanto
em termos de crescimento da capacidade de meméria como em termos do
aumento da velocidade de processamento, permitiu o avanco de diversas areas
do projeto de engenharia como a andlise da resposta, a analise de confiabilidade
e a otimizacao de estruturas.

A anédlise de confiabilidade criou uma ferramenta que possibilita a
determinacao da probabilidade de falha correspondente a uma dada funcao
de falha para uma estrutura, uma vez que sejam conhecidas as propriedades
estatisticas de suas variaveis aleatorias tais como, média, desvio padrao, funcao
de densidade de probabilidade e as correlagoes entre elas. Essa ferramenta
nao pode, porém, ser confundida com uma metodologia de projeto ja que ela
permite apenas uma verificagao a posteriori de uma dada estrutura.

Paralelamente ao desenvolvimento de analise de confiabilidade ocorreu
um grande progresso na area de programacgao matematica, tanto do ponto
de vista tedrico como em termos numéricos com o desenvolvimento de mais
poderosos algoritmos de otimizacao, o que possibilitou um enorme impulso na
otimizacao de estruturas. As primeiras aplicacoes das técnicas numéricas de
otimizacao de estruturas utilizavam o nivel II de seguranca para se definir
o problema de otimizacao de estrutura. Isso se deve em grande parte ao
fato dessa metodologia ser utilizada por muitas normas de projeto em varios
paises do mundo, entre eles o Brasil. Como ja mencionado anteriormente, essa
metodologia nao permite, todavia, que se tenha controle sobre a probabilidade
de falha da estrutura. Assim, estruturas com uma probabilidade de falha
indesejavel podem ser obtidas por esse processo.

Nessa etapa o quadro que se tinha era o seguinte. O projeto 6timo pelo
nivel II nao permitia o controle da probabilidade de falha da estrutura e a
analise de confiabilidade era uma ferramenta de andlise, mas nao um método
para projeto de estruturas.

A sintese dessas duas técnicas conduziu ao que se chama hoje de Projeto
Otimo de Estruturas Baseado em Confiabilidade (RBDO, Reliability Based
Design Optimization, em inglés). Essa metodologia corresponde ao nivel IV
dos critérios de projeto. Na RBDO a estrutura é otimizada para atingir um

valor alvo de probabilidade de falha. Varias funcoes de falha correspondendo
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a estados limites ultimos ou de servico podem ser definidas associadas a
diferentes probabilidades de falha. E possivel se obter dessa forma estruturas
economicas e com niveis de seguranga prefixados. Essa metodologia é chamada
de Método Probabilistico Puro.

6.2
Metodologia de Otimizacao

O problema de otimizacao, a ser considerado neste trabalho, consiste na
minimizagao do peso da estrutura modelada com elementos de treliga. Podem
ser variaveis de projeto as dimensoes da secao transversal dos elementos e as
coordenadas nodais. J& as varidveis aleatérias podem ser as ja definidas como
variaveis de projeto, como também as propriedades do material e os carrega-
mentos. Serao consideradas restrigcoes sobre a carga critica, deslocamentos e
tensoes.

No tratamento de estruturas que possam apresentar pontos criticos,
dois fatores de carga distintos devem ser considerados [58, 59]. O primeiro
corresponde a carga total aplicada (A, = 1), onde os deslocamentos devem ser
avaliados, e o segundo corresponde a carga critica (A\*) da estrutura. Assim,

existe a possibilidade da ocorréncia de duas situacoes, conforme ilustrado na

figura (6.1]).

A A A
A~ ANf
Aal /¥
Vq .
(@ Aa< A (b) Aa> A

Figura 6.1: Situagbes encontradas na anélise estrutural [58].

Na primeira situacao, a carga aplicada é menor que a carga critica,
figura (6.Ih). Neste caso, a andlise pode ser completada sem problemas. Ao
final, as respostas da estrutura e os respectivos gradientes sao avaliados.

A outra situagao ocorre quando a carga aplicada é superior a carga limite

da estrutura, figura (6.Ib). Neste caso, a andlise nao pode ser levada ao fim, pois


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 6. Otimizacdo Baseada em Confiabilidade: Aplicacdo a Trelicas
Espaciais 97

a carga aplicada nao corresponde a nenhum ponto do caminho de equilibrio.
Portanto, é impossivel se determinar os deslocamentos correspondentes ao nivel
de carga desejado. Como conseqiiéncia, é impossivel avaliar as sensibilidades
destas grandezas, e o algoritmo de programacao matemaética é incapaz de
prosseguir. Diferentes procedimentos podem ser utilizados para contornar
este problema (Parente [58]; Melo [50]). A idéia é empregar um problema
modificado, de maneira a sempre utilizar os deslocamentos avaliados em um
nivel de carga inferior a carga critica. Neste trabalho optou-se pela solucao
adotada em Parente [58], onde sempre que houver risco da carga critica ficar
abaixo da carga aplicada, o uso do algoritmo de pontos interiores se torna mais
conveniente.

O algoritmo de pontos interiores gera uma seqiiéncia de pontos no interior
da regiao viavel com valores decrescentes da funcao objetivo. Portanto, a carga
critica de todos os projetos gerados é obrigatoriamente maior que a carga
aplicada. A tunica desvantagem deste algoritmo é a necessidade de gerar um
projeto inicial viavel. Na maioria das vezes, contudo, este nao é um problema

sério, pois é simples criar uma estrutura com resisténcia maior que a necessaria.

6.3
Formulacao do Problema de Otimizacao

O problema de RBDO, apresentado no capitulo B, pode ser formulado

da seguinte forma:

minimizar f(h, p) he R
sujeito a  ¢gf(h,p) >0 i=1..1 (6-1)
hl<h,<hY% i=1.n
onde h sdo as variaveis de projeto e g*(h, p) sao as restrigoes probabilisticas.
A funcao objetivo adotada serd o volume da estrutura, no caso de estruturas
compostas por mais de um material, o volume deverd ser substituido direta-

mente pelo peso da estrutura.

f(h,p) =V(h,p) = i A;i(h,p)li(h, p) (6-2)

As restrigoes probabilisticas exigem a definicao de uma funcao de perfor-

mance, onde, neste trabalho, podem ser adotadas:

— deslocamento maximo permitido

qi hvp

o, p) =1~ 4P (63
q

onde ¢; é um deslocamento nodal selecionado e ¢* é o deslocamento

maximo permitido.
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— tensdo maxima permitida dos elementos / flambagem global da barra

o p) = 1 7P (6-4)

onde o; é uma tensao axial selecionada e 0% ¢ a tensao maxima permitida.

0

0% = min[o?, 0] onde ¢ é a tensao de escoamento e o é a tensao critica

de Euler, dada pela seguinte expressao:
or 7T2Ejmin

0% = —r— (6-5)

onde F é o médulo de elasticidade e I,,,;, ¢ 0o momento de inércia minimo

da secao.

— carga critica global da estrutura

g(ha p) = )\cr(h7 p) — A (6_6)

onde A, ¢é carga critica global da estrutura e A® representa o limite
minimo para capacidade de carga da estrutura. No caso de \* = 1.0 o

carregamento total é considerado.

6.3.1
Fatores de escala

A diversidade de medidas presente no problema de otimizacao pode acar-
retar diferencas significativas entre as suas magnitudes e causar problemas na
estabilidade numérica do algoritmo de soluc¢ao. Segundo Haftka & Giirdal [29],
o uso de fatores de escala tem o efeito de colocar todas as variaveis de projeto
sobre uma mesma base. Isto quer dizer que variacoes de 1% nestas varidveis
tenham aproximadamente o mesmo significado para cada uma delas. Desta
forma a variavel de projeto, h;, é definida como a razao entre o valor corrente
do parametro e o correspondente valor inicial, i. e.,

o=
7 h?

O problema de otimizacao é resolvido entdao para a varidvel h, e as

(6-7)

derivadas da fungao objetivo e restricoes em relacao a h sao obtida da seguinte

forma:

d(.) d(.)dh; d(.)
ot U 6-8
dh;  dh; dh;  dh; " (6-8)
A funcao objetivo e as restrigoes ficam definidas em termos da variavel de
projeto adimensional, onde a funcao objetivo é agora a relagao entre o volume

corrente da estrutura (V') e o volume inicial (Vp):

v

f= v (6-9)
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6.3.2
Calculo dos Gradientes

Os algoritmos de programacao matematica utilizados neste trabalho
precisam dos gradientes da funcao objetivo e das restricoes para a determinacgao
da diregao de busca. Assim, derivando-se a equagao (6=9)), obtém-se o gradiente

da funcgao objetivo:

df 14V

Y = 6-10
dh; Vo dh; ( )
onde, conforme (6=8]), tem-se
dVv odV
- h; T (6-11)
onde 5111‘1,/; ¢é a sensibilidade do volume da estrutura.

As restrigoes probabilisticas sao formuladas em funcao do indice de
confiabilidade ( no caso de se usar o RIA ou através da funcao de performance

g" para o PMA. Desta forma, obtém-se as seguintes expressoes:

dg dg
LR 6-12
dh; " dh; ( )
dg” dg”
9 _ et (6-13)
dh; dh;
onde j—}i e % necessitam da sensibilidade das fungoes de falha. Partindo-se
da equagao (6=3)), os gradientes podem ser escritos como:
dg — sign(g) dg (6-14)

dh; ¢ dh;
onde sign(-) = £1 é o sinal da expressao avaliada. A partir de ([6=4) e (6=0)

chega-se, respectivamente, ([6-19]) e (6-10)):
dg  sign(oy)do;  |oy| do®

S\ 6-15
dhl o dhz (Ua)Z dhl ( )
dg  d\.
= -1
dh;  dhy (6-16)

6.4
Implementacao da Formulacao

A metodologia de RBDO aqui aplicada é a de duplo laco (loop). Um
fluxograma tipico desta metodologia é mostrado na figura ([6.2)). O lago externo
é associado com a otimizacao das variaveis de projeto e o interno com a analise
de confiabilidade. Os lagos computacionais postos desta maneira solicitam
FEA/DSA de maneira intensa, provocando, desta maneira, um grande custo

computacional.
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Os principais médulos do sistema computacional aqui empregado sao
apresentados na figura ([6.2)). O moédulo de otimizacdo (OPT) pode usar os
algoritmos IP ou SQP. Na busca pelo MPP pode-se usar além dos ja citados
IP e SQP, o HLRF ou o iHLRF.

Projeto inicial ‘

Y OPT
Aceitavel ? —% Projeto final
nao
A
Projeto corrente ‘
|
Y REL
B, op, sim E"
B | Convergiu ? > [¢ FEA/DSA
o0 oy
ou
og; 9g; <
&is 0" on ' nao
Realizagdes x das
variaveis akatorias X
y
FEA/DSA -
Busca pelo MPP
Y (RIA ou PMA)
g, o
& ox
]
I e
/s o

Figura 6.2: RBDO-Fluxograma [41].

A formulacao foi desenvolvida em linguagem C++, seguindo uma filosofia
de programagao orientada a objetos (OOP). Ao contrério dos procedimentos
convencionais, onde o objetivo é se dividir o programa em fung¢ées (ou pro-
cedimentos), em OOP o foco é se dividir em classes ou objetos. Uma classe
contém nao somente dados mas também funcgoes. Basicamente podemos dizer
que OOP tem quatro conceitos principais: abstracao, encapsulamento, heranca

e polimorfismo. Os itens acima sao extensivamente discutidos na literatura [75].
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O uso da abordagem orientada a objetos aplicada em FEA tem sido
difundida por diversos autores nas ultimas décadas. Nos problemas de enge-
nharia modelados por elementos finitos pode-se citar Zimmermann & Eyhera-
mendy [86], Eyheramendy & Zimmermann [I7, I8 [19], em especial nas dreas
de andlise nao-linear e matemadtica simboélica. Hsien et. al [72] e Modak [51]
apresentaram trabalhos na area de computacao paralela, area esta que parece
bem promissora.

Diversas bibliotecas de classes de objetos de codigo livre estao disponiveis
para download e foram utilizadas como referéncia para a organizacao das clas-
ses do presente trabalho, entre elas a desenvolvida pela PUC-Rio (FEMOOP [47]),
a desenvolvida na Universidade de Berkeley (OpenSees [38]) e a desenvolvida

por pesquisadores do Sandia National Laboratory, (DAKOTA), descritas a seguir:

— FEMOOP é um programa de analise estrutural através do Método dos
Elementos Finitos que vem sendo desenvolvido no Departamento de
Engenharia Civil da PUC-Rio hé bastante tempo. Este programa utiliza
a filosofia de Programacgao Orientada a Objetos com o objetivo de
facilitar sua expansao e manutencao. O programa contempla diversos
modelos de andlise (estado plano de tensdo, estado plano de deformacao,
axissimétrico, sélido, etc.) e uma variedade de elementos finitos (T3,
T6, Q4, Q8, trelica, portico, etc.). Contempla ainda elementos para
analise nao-linear geométrica, algoritmos para determinacao de pontos
criticos e procedimentos para célculo das sensibilidades com relagao as

coordenadas nodais.

— OpenSees [57] é um cédigo aberto de elementos finitos orientado a objetos
escrito em C++4, especificamente desenvolvido para a analise de terremo-
tos. E a plataforma computacional oficial da Pacific Farthquake Engi-
neering Research (PEER) Center. Recentemente foram incorporados ao
cédigo modulos de andlise de confiabilidade e sensibilidade desenvolvidos

por Haukaas [31].
— DAKOTA (Design Analysis Kit for Optimization and Terascale Applicati-

ons) [12] é um conjunto de ferramentas, desenvolvidas por pesquisadores
do Sandia National Laboratory, que proveem uma interface flexivel e ex-
tensivel entre os cédigos de analise. DAKOTA contém algoritmos para oti-
mizacao com métodos com gradientes ou sem gradientes; quantificacao
de incertezas com amostragem, confiabilidade, métodos estocésticos de
elementos finitos; entre outros. O cédigo emprega a filosofia orientada a
objetos, desenvolvido em linguagem C++, e esta disponivel para uso de

acordo com a licenga publica GNU General Public License (GPL).
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6.5
Exemplos

6.5.1
Trelica de 10 Barras

Este exemplo trata da otimizacgao da trelica de 10 barras apresentada na
figura ([6.3]). A estrutura estd sujeita a dois carregamentos nao correlacionados,
o primeiro P, = 100kN aplicado no n6 1 e o segundo P, = 50kN aplicado
nos nés 2 e 4, conforme apresentado na figura ([63)). Os elementos sao feitos
de aco com segbes transversais de cantoneiras de abas iguais, A resposta
estrutural é determinada empregando-se uma andlise linear elastica. Os dados
utilizados aqui sd@o os mesmos apresentados por Stocki et. al [74] e consistem
em 22 variaveis randomicas listadas na tabela (6.1]). As segbes transversais dos
elementos e as coordenadas na dire¢ao vertical dos nés 1 ao 4, sao também
variaveis de projeto Para as se¢Oes transversais adotou-se um coeficiente de
variacao constante igual a 5%, ja para as coordenadas, o desvio padrao se

manteve constante em 2 cm.

| P,=100 kN
360 cm 360 cm
o L@
A
9 10
5 6

- —
® l@ @ *
P,=50 kN Y p,=50 kN

Figura 6.3: Trelica de 10 barras.

Neste problema o volume da estrutura é minimizado sujeito a 11 restri-

¢oes de confiabilidade correspondentes as seguintes funcoes de estado limite.

— deslocamento vertical do n6 2 (¢3)

gi(a(h, p)) =1 - ‘“Z‘—p)‘ (6-17)

onde ¢* = 3.5 cm.
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— tensao maxima permitida/flambagem global dos elementos

g(h p) —1_ ‘O-i*1<h7p)|

1=2,...,11, (6-18)
Ui—l(p)

onde ¢, no caso de barras comprimidas, considera a flambagem global
da barra (ou local da estrutura). Desta forma, precisa-se do valor do
momento de inércia minimo da segao (I,,;,) para se avaliar a equacao (64
B). Foi feita entdo, uma aproximagao de segundo grau dos perfis de

cantoneira de abas iguais disponiveis que relaciona I,,,;, € A, apresentada

na figura (6.4)).

1200 — N
Lypin=0.19242+12614-6.781

és | +
S
g
E 800
E
K=
o]
85
£
[}
P 400
£ %
o
g 2
£ %

0 |

0 20 40 60 80

area da secdo transversal (4)

Figura 6.4: Cantoneira de abas iguais - Relacao entre a area da secao trans-
versal e 0 momento minimo de inércia.

As fungoes de falha apresentadas em ([6-17)-(6-18]) definem as restrigoes
de confiabilidade do problema de otimizacao. Para todas estas restricoes o
valor alvo f3; foi fixado em 3.7, o que corresponde a uma probabilidade de falha

de aproximadamente 1074, As varidveis de projeto estdao sujeitas a restricoes
laterais definidas no problema de RBDO formulado em ([6-19).
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Stocki
X Descrigao Tipo | Momen. .Vgl(.)r h Pres. et.
inicial trab. al [74]
Area da segao - el. 1 E(X4) 20.00
X1 c.o.v. constante: 5% LN o(X1) 1.0 fu| 20221 28.85
Area da sego - el. 2 E(X5) 20.00
Xz c.0.v. constante: 5% LN o(Xs) 1.0 2 13.04 | 1857
Area da segao - el. 3 E(X3) 20.00
X3 c.0.v. constante: 5% LN o(X3) 1.0 ha | 40.34 1 40.21
Area da segao - el. 4 E(Xy) 20.00
Xa c.0.v. constante: 5% LN o(Xy) 1.0 fu | 2530 1 16.40
Area da secao - el. 5 E(X5) 20.00
Xs c.o.v. constante: 5% LN o(Xs) 1.0 o 509 5-09
Area da segdo - el. 6 E(X6) 20.00
Xe c.0.v. constante: 5% LN o(Xe) 1.0 e 509 5-09
Area da segdo - el. 7 E(X7) 20.00
X7 c.0.v. constante: 5% LN o(Xr7) 1.0 iz 5:09 603
Area da segdo - el. 8 E(Xs) 20.00
Xs c.0.v. constante: 5% LN o(Xs) 1.0 hs | 2422 ] 24.60
R = e
.0.V. : 5% 9 .
Area da segdo - el. 10 E(X10) 20.00
X0 c.0.v. constante: 5% LN a(X10) 1.00 h1o 30.41 35.53
X Moédulo de elasticidade LN E(Xy1) | 21000.0
1 para todos os elementos o(X11) 1050.0
X Tensao de escoamento LN E(X12) 21.0
12 para todos os elementos o(X12) 1.0
Coordenada z do né 1 E(X13) 720.0
X3 N o(X13) 2.0
x,, | Coordemaday dond L) OE(())((IT)) 362:8 hi | 1500 | 150.0
X Coordenada x do né 2 N E(X15) 720.0
15
O'(X15) 2.0
Xy | Coordenaday dond 2 N f(())élj)) 2'8 his | 9874 | 10.1
¥ Coordenada x do né 3 N E(Xy7) 360.0
17
0'(X17) 2.0
X, | Co0rdenaday dond 3 N f(())é 188)) 36(2):8 his | 245.83 | 259.9
X Coordenada x do né 4 N E(X19) 360.0
19
O'(Xlg) 2.0
Xy | Co0rdenada y dond 4 N UE(())((;OO)) g'g hia | 2211 353
Xo1 Carregamento nodal Py QU OE(())((zl)) 1(2)88
21 .
Carregamento nodal P E(Xa9) 50.0
X22 LN O'(XQQ) 2.5

Tabela 6.1: Trelica com 10 barras - varidveis randomicas e de projeto.
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minimizar V' (h, p)

sujeito a  Gi(x,m) > 3.7 i=1,...,11
5.09 cm? < hy, < 76.4 cm? k=1,...,10 (6-19)
150.0cm < by, <450.0cm £ =11,13
—100.0cm < h, <100.0cm k£ =12,14

Empregando o algoritmo de programagao quadratica seqiiencial (SQP)
em conjunto com o método PMA sem linearizacao, o projeto 6timo foi obtido

3 ¢ reduzido em cerca

apés 18 iteragoes. O volume inicial de 83929.35 cm
de 17%, ou seja, para 69988.61 cm?. O resultado apresentado ¢ ligeiramente
superior ao obtido em Stocki et. al [74] (V = 69878.4 cm?), contudo, fazendo-
se uma analise da solugao apresentada nesta referéncia, percebe-se que as
restricoes associadas as tensoes nos elemento 3,4,8 e 10, que tém como
valores de indices de confiabilidade 3.64,3.56,3.56 e 3.64, respectivamente,
estao violadas. Estas diferencas podem estar relacionadas a relagao entre I,
e A ja que na referéncia a mesma nao é fornecida. A estrutura obtida ao final
do processo de otimizagao para o presente trabalho e para o apresentado em
Stocki et. al [74] podem ser vistas nas figuras ([6.5h) e (6.5b), respectivamente,
onde as espessuras das linhas representam esquematicamente a magnitude das

secoes transversais.

(a)

(b)

Figura 6.5: Treliga de 10 barras - Projeto 6timo: (a) presente trabalho; (b)
Stocki et. al [74].
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As figuras mostram estruturas bastante diferentes, entretanto, os volumes
sao praticamente iguais. Partindo-se da solugao fornecida por Stocki et. al [74],
obtém-se uma estrutura com pequenas variagoes nas varidaveis de projeto,
como ja era esperado por haver apenas pequenas violagoes nas restrigoes, e
com o volume de 70330.13 cm?®. Na realidade, variando-se os parametros dos
algoritmos ou os pontos de partida, diferentes estruturas 6timas podem ser
obtidas, indicando que este problema apresenta mais de um minimo local.

A evolugao das restrigoes, assim como a evolu¢ao do volume é apresentada
na figura (6.6). E interessante destacar que na solugdo étima obtida neste
trabalho, apenas as restricoes associadas ao deslocamento e as associadas as

tensoes nos elementos 6 e 7 nao estao ativas.

3 88000
84000
2
€
e 30000
5 I
e 1 E
£ 76000 2
2
0
72000
1 68000

1 23 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18
iteragdes

oo —0 g-¢' W—=—=u g -c,

X—X%—X - o—o6— o -
g -6, g -0y

f f f - e— e o -
g3 02 g9 Gg
O—8————-a - %% -
g4-0; 810~ Oy

A———A A - - o o -
g5 -0y g11-Cypo

A———4——4 g-0, v ——v— f-volume

Figura 6.6: Trelica de 10 barras - Restricoes e funcao objetivo ao longo das
iteragoes.
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No presente trabalho foram necessarias um total de 18 iteragoes, 1875
andlises e 876 gradientes para obter a convergéncia. No trabalho de Stocki et.
al, no qual foi utilizado o algoritmo NLPQL [53], fornece somente o nimero

total de iteracoes igual a 33 iteracoes.

6.5.2
Trelica Espacial de 24 Elementos

Este exemplo trata da otimizacao de dimensoes da trelica apresentada na
figura (6.7). O comportamento altamente nao-linear deste tipo de estrutura foi
estudado na segao (2.7.2)). Os dados utilizados aqui sd@o os mesmos apresentados

por Stocki et. al [74]. Neste problema o volume da estrutura ¢ minimizado

sujeito a 26 restricoes de confiabilidade correspondentes as funcoes de estado

limite apresentadas em (6=20)), (6=21]) e (6-23)).

=y

Figura 6.7: Trelica espacial de 24 elementos.

— deslocamento vertical maximo permitido no né central (¢3)

gi(a(h, p)) =1 - ‘Q(Z‘—p)‘ (6-20)

onde ¢* = 3.5 cm.

— tensao maxima permitida/flambagem global dos elementos
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g(h p) -1 |Oi—1(h7p)|

i=2...,25 6-21
oi 1(p) ( )

onde a rela¢ao entre o momento de inércia minimo da se¢ao (I,:,) € a
area da segao transversal (A) foi obtida mantendo-se fixa a relagao entre

o diametro externo e o interno dos perfis, desta forma:

((3—)2 + 1) A?
i (%) -1)

onde d, e d; sao respectivamente os diametros externo e interno do perfil.

Imm(A) =

(6-22)

Neste exemplo, d./d; foi fixado em 1.25.

— carga critica global

gQG(ha p) - )‘cr(ha p) —1 (6_23)

onde A neste exemplo é a carga critica nao linear (neste caso a fim de

evitar o efeito snap-through).

O problema de RBDO ¢ formulado da seguinte maneira:

minimizar V' (h, p)

sujeito a  fi(x,m) > 3.7 i=1,...,25
Bas(x,m) > 4.7
3.13cem? < hy <30.76 cm? k=1,...,10

(6-24)

Empregando o algoritmo de programagao quadratica seqiiencial (SQP)
em conjunto com o método PMA usando a linearizagcao AMV—+ no espago x,
o projeto 6timo foi obtido apéds 6 iteracoes. O volume inicial de 135936.30 cm?
é reduzido em cerca de 24%, ou seja, para 103667.51 cm?®. O resultado
apresentado ¢é ligeiramente inferior ao obtido em Stocki et. al [f4] (V =
103710.0 cm?).

A evolucao das restrigoes, assim como a evolucao do volume é apresentada
na figura (G.8]). E interessante destacar que na solucao 6tima obtida neste
trabalho as restri¢oes associadas aos elementos 13 — 24 e a restricao referente

a carga critica estdo ativas, conforme a figura (6.8]).

No presente trabalho foram necessarias um total de 6 iteragoes, 1671

analises e 831 gradientes para obter a convergéncia. No trabalho de Stocki et.
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Stocki
X Descricao Tipo | Momen. .Ve'Llc')r h Pres. et.

inicial trab. al [74]
Area da secao - el. 1-6 E(X, 20.00

X1 c.0.v. constante: 5% LN J((Xl)) 1.0 i | 19.398 | 19.371
Area da secao - el. 7-12 E(Xo 20.00

X2 c.0.v. constante: 5% LN U((Xg)) 1.0 ha | 13.655 1 13.712
Area da secao - el. 13-24 E(X3 20.00

X3 c.0.v. constante: 5% LN o’((Xg)) 1.0 ha | 14.239 | 14.239
Y Moédulo de elasticidade LN E(Xy) 21000.0
4 | para todos os elementos o(Xy4) 1050.0
0% Tensao de escoamento LN E(X5) 21.0
® | para todos os elementos o(X5s) 1.0
X Coordenada x do né 1 N E(Xe) 0.0
0(X6) 1.0
X, Coordenada y do né 1 N E(X7) 0.0
O'(X7) 1.0
X Coordenada z do né 1 N E(X3) 82.16
O’(Xg) 1.0
X Coordenada = do né 2 N E(Xy) 250.0
X1 Coordenada y do né 2 N E(X10) 0.0
O'(Xlo) 1.0
Xu Coordenada z do né 2 N E(X11) 62.11
O'(X]_l) 1.0
X1 Coordenada = do né 3 N E(Xi2) 125.0
O'(X12) 1.0
X1s Coordenada y do né 3 N E(X13) 216.51
O’(Xlg) 1.0
X4 Coordenada z do né 3 N E(X14) 62.16
O'(X14) 1.0
Xys Coordenada = do né 4 N E(Xi5) —125.0
O’(X15) 1.0
.. | Coordenada y do né 4 N E(X16) 216.51
16 U(Xlg) 1.0
D% Coordenada z do né 4 N E(Xy7) 62.16
17 O'(X17) 1.0
Y Coordenada = do né 5 N E(Xis) —250.0
18 O'(Xlg) 1.0
., | Coordenada y dond 5 N E(Xy9) 0.0
19 O'(Xlg) 1.0
X Coordenada z do né 5 N E(X20) 62.16
U(Xgo) 1.0
b% Coordenada x do né 6 N E(X21) —125.0
2 O'(Xgl) 1.0
Xy Coordenada y do né 6 N E(Xo2) | —216.51
O’(XQQ) 1.0
Y Coordenada z do né 6 N E(Xs3) 62.16
z U(ng) 1.0
b Coordenada x do né 7 N E(X24) 125.0
2 O'(X24) 1.0
v, | Coordenada y doné 7 N E(X25) | —216.51
25 O'(X25) 1.0
Y Coordenada z do né 7 N E(X) 62.16
26 J(ng) 1.0
Carregamento nodal P E(Xo7 20.0
X27 © GU O'((AX27)) 3.0

Tabela 6.2: Trelica espacial de 24 elementos - variaveis randomicas e de projeto.
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Figura 6.8: Trelica espacial de 24 elementos - Restricoes e funcao objetivo ao
longo das iteragoes.

al, no qual foi utilizado o algoritmo NLPQL [53], fornece somente o nimero
total de iteragoes igual a 6 iteracoes.

Na tabela (6.3]) sao apresentados os resultados da variagao do tipo de dis-
tribuicao da variavel Xs7, que corresponde ao carregamento P, com relagao ao
volume da estrutura. Para as distribuicoes apresentadas percebe-se uma dimi-
nuicao de cerca de 12% no volume ao se utilizar a distribuigao Weibull ao invés
da Gumbel. Complementando a tabela (6.3), na figura (6.9) sdo apresentados
os valores do volume 6timo alterando-se também o coeficiente de variacao da
variavel Xo7, c.0.v.[Xo7]. A partir do grafico pode-se constatar a grande sensi-
bilidade do volume 6timo em relacao aos parametros da distribuicao, principal-
mente com o aumento do ¢.0.v.[Xa7]. Reduzindo-se o c.0.v.[X37]| os valores do

volume 6timo ficam menos sensiveis ao tipo de distribuicao, o que ja era de se
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esperar uma vez que o c.0.v. mede a dispersao dos dados da variavel aleatoria

em torno da média. Quanto mais préximos da média forem os valores menor

serd a contribuicao desta variavel na probabilidade de falha, passando a se

comportar como deterministica.

Dist. Aq Ay Asg Volume
WB | 16.455 | 11.971 | 12.839 | 91405.06
N 16.942 | 12.253 | 13.132 | 93668.28
LN | 17.570 | 12.624 | 13.487 | 96517.61
GU | 19.398 | 13.655 | 14.239 | 103667.51

Tabela 6.3: Trelica espacial de 24 elementos - Resultados para diversos tipos
de distribuicao da varidavel Xs7.

140000 —

120000 —

volume (cm?)

100000 —

80000

Normal

Lognormal

Gumbel
Weibull

0.05

0.1

0.15

0.2 0.25

coeficiente de variagdo de X,

0.3

Figura 6.9: Treliga espacial de 24 elementos - Variacao do volume em funcao
do tipo de distribuicao e do c.0.v.[Xar7].
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7
Conclusoes e Sugestoes

Como evolucao natural dos processos tradicionais de otimizacao estrutu-
ral, a incorporacao de métodos probabilisticos a fim de se garantir, de maneira
racional, a seguranca dos projetos, constitui-se de um grande desafio, tanto
de ordem computacional quanto tedrica. Do ponto de vista computacional,
comparada com a otimizacao deterministica, a otimizacao baseada em confi-
abilidade apresenta um grande acréscimo no ntimero de andlises estruturais e
analises de sensibilidade, resultando num enorme esforco computacional, que
por sua vez pode se tornar proibitivo para estruturas de grande porte. Do
ponto de vista tedrico, a consolidagao de varias areas de estudo se fazem ne-
cessarias, onde, cada tema isoladamente representa uma area de conhecimento
bastante vasta.

Nos trabalhos desenvolvidos pelo DEC/PUC-Rio se consolidou o uso da
analise de sensibilidade e das técnicas de programacao matematica na solucao
de problemas de otimizacao estrutural. Objetivando dar continuidade a estes
trabalhos, a andlise de confiabilidade, em particular os método baseados na
busca pelo ponto de projeto, que fazem uso destes conceitos, foram incorpo-
rados ao problema de otimizacao estrutural. Para isto foram implementadas
rotinas para a avaliacao das restricoes probabilisticas e das suas sensibilida-
des, que, acopladas a metodologia tradicional de otimizacao, possibilitaram a
solucao do problema de otimizagao baseada em confiabilidade.

O presente trabalho teve como objetivo fundamental considerar as incer-
tezas associadas as propriedades dos materiais, as propriedades geométricas
e aos carregamentos no processo de otimizacao estrutural. Para isto, um sis-
tema computacional para a solucao de problemas de RBDO foi desenvolvido.
Este desenvolvimento requereu a implementacgao e a integracao dos seguintes
modulos: programagao matematica, analise estrutural, analise de sensibilidade
e analise de confiabilidade. Cada uma destas etapas foi discutida nos capitulos

anteriores a alguns aspectos sao destacados a seguir:

— O método utilizado neste trabalho para a determinacao dos pontos
criticos na analise nao linear de estruturas foi um método indireto e

se baseia na idéia de se reduzir o tamanho dos incrementos na regiao
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proxima ao ponto critico. O uso deste método se deu principalmente
pela facilidade de implementacao comparada com métodos diretos por
exemplo e, conseqiientemente, um desempenho ineficiente computacio-
nalmente ja era esperado. Na busca pelo ponto critico o algoritmo gerou
uma grande quantidade de pontos de equilibrio intermediarios que resul-
taram na lentidao do processo. Apesar disto, como a restricao de carga
critica global é Unica no processo de otimizagao, este problema nao foi
tao sério comparando-se com o tempo despendido para a avaliacao das

demais restrigoes.

— A andlise de sensibilidade da resposta estrutural desempenha um im-
portante papel na otimizacao baseada em confiabilidade. Neste traba-
lho, as expressoes necessarias para sua avaliacao foram desenvolvidas
usando-se o método da diferenciacao direta. Equagoes unificadas foram
apresentadas para a sensibilidade da resposta em relacao as proprieda-
des dos materiais, as coordenadas nodais, as dreas de secao transversal e
aos carregamentos. A sensibilidade em relacao aos parametros de forma
permitiram se incluir as incertezas sobre as coordenadas nodais no mo-
delo. Geralmente este tipo de incerteza é negligenciada nas aplicagoes de
confiabilidade, porém as mesmas representam uma significativa fonte de

incerteza.

— Para a avaliacao das restri¢oes probabilisticas foram implementados os
métodos RIA e PMA. O primeiro se baseia na determinagao direta
da confiabilidade, o que, para problemas de RBDO pode se tornar
inconveniente uma vez que muitas restricoes se apresentam bastante
“folgadas” produzindo com isso probabilidades de falha muito pequenas
e muitas vezes impossiveis de serem determinadas. O segundo método
avalia uma func¢ao de performance para uma dada probabilidade de falha
alvo, o que, conceitualmente é um problema mais facil de resolver. Além
disso, nenhum problema de convergéncia na avaliacao das restrigoes foi
observado. Diante disto, pode-se dizer que PMA é mais indicada na
solucao de RBDO.

— A RBDO se tornou muito mais eficiente quando se utilizou informacgoes
da iteracao anterior, principalmente quando as variaveis de projeto
sofrem pequenas variacoes de uma iteracao para outra. Esta eficiéncia
se deu pela reducao no numero de iteragoes utilizadas na avaliacao das

restricoes probabilisticas.

Em resumo, os resultados demonstram que o presente desenvolvimento

pode ser usado com eficiéncia na solucao de problemas de otimizacao baseada
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em confiabilidade de trelicas espaciais suscetiveis a flambagem e pode servir de

base para futuros desenvolvimentos, alguns dos quais sao relatados a seguir.

7.1
Sugestoes para Trabalhos Futuros

E importante destacar que este é apenas um primeiro trabalho sobre
o tema abordado. A linha de pesquisa na &drea de otimizacao baseada em
confiabilidade é incipiente no Brasil e, em particular, na PUC-Rio. Todo o
ferramental desenvolvido neste trabalho serve de base para muitas aplicacoes
praticas, conseqiientemente um campo fértil para desenvolvimentos futuros.

Diversos aprimoramentos podem ser sugeridos neste trabalho, a maior
parte deles como extensoes de maneira a dar mais abrangéncia ao cédigo,

sendo, alguns deles, descritos a seguir:

Analise Estrutural, Andlise de Sensibilidade e Instabilidade

— Incluir novos elementos, principalmente elementos de pértico tridimen-
sionais que sao bastante utilizados e podem apresentar sérios problemas
de instabilidade. Problemas como por exemplo torres de transmissao e

linhas de ancoragem, podem ser analisados a partir deste elemento.

— Estudar a viabilidade da utilizacao de outros métodos para a deter-
minacgao de cargas criticas e para o calculo de suas sensibilidades, de

maneira a acelerar o processo de otimizagao.

Analise de Confiabilidade

— Tratar grandezas que apresentam uma varia¢ao com o tempo (dependen-
tes do tempo). Nos problemas tratados neste trabalho todas as variaveis
foram tratadas como independentes do tempo mas, algumas grandezas,
como por exemplo as acoes ambientais, variam com o tempo. Desta
forma, a definicao de campos randomicos e processos estocasticos na

anélise de confiabilidade se fazem necessarios.

Processo de Otimizacao

— Utilizar novos algoritmos de PM, tanto para determinagao do MPP

quanto para a solugao do problema de otimizacao estrutural.

— Considerar a simetria e colinearidade das barras, a fim de obter estruturas
passiveis de serem utilizadas na pratica da engenharia. Os trabalhos de

Falcén [20)21] podem servir como referéncia na solugao destes problemas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 7. Conclusées e Sugestdes 115

— Implementar técnicas eficientes para a verificagao das restricoes proba-
bilisticas. E comum em problemas de otimizacao que poucas restricoes
dominem o projeto, desta forma as demais, ditas inativas, nao contri-
buem para a solucao 6tima. Alguns trabalhos propoem o uso de métodos
aproximados na avaliagao da confiabilidade, desta forma, caso a restricao
atenda a um certo critério, que indica que a mesma esta ativa, um outro
método mais preciso é usado para a avaliacao confiabilidade. Em Youn
et al. [83] 84] esta metodologia é explorada com sucesso e pode servir

como referéncia.

Por fim, destaca-se também como sugestao o estudo e a implementacao
de outras metodologias para a consideracao de incertezas no processo de oti-
mizagao estrutural. Em RBDO a definigao dos parametros estatisticos tem
papel fundamental na resposta obtida. A definicao incorreta ou aproximada
destes parametros pode gerar uma avaliagao incorreta da probabilidade de fa-
lha, invalidando portanto o uso de RBDO. Quando as informacoes estatisticas
nao estao disponiveis ou entao nao sao suficientementes precisas pode-se uti-
lizar a “Otimizacao Baseada em Possibilidade” (PBDO, do inglés Possibility-
Based Design Optimization). Este método nao requer a definicao de fungoes
de distribuicao para se descrever as variaveis aleatorias, técnicas como Interval
set, Convexr modeling e Fuzzy set sao usadas para se modelar as incertezas.
Um outra formulagao para se levar em conta as incertezas no processo de oti-
mizacgao estrutural é o “Projeto Robusto”. Esta formulacao, conceitualmente
diferente das duas anteriores (RBDO e PBDO), busca uma reducdo na varia-
bilidade da resposta do sistema. No projeto robusto obtém-se uma estrutura
menos sensivel a variacoes do sistema. A medida de variabilidade se da, por
exemplo, através do desvio padrao da funcao de performance e pode ser usada

tanto na funcao objetivo quanto na restri¢oes do problema de otimizacao.
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A
Variaveis Randomicas

Um variavel randomica é definida pela sua funcao cumulativa de dis-
tribuigdo (CDF, do inglés Cumulative Distribution Function), Fx. A funcao
densidade de probabilidade fy, identificada por PDF (do inglés Probability
Density Function) é a primeira derivada de Fx, ou seja [70] 55]:
dF X (.I‘ )

fx(x) = I (A-1)

A expressao

Pla< X <b) = /b fx(z)dz (A-2)

indica a probabilidade da varidavel X assumir valores entre a e b. Qualquer

fx(z) que satisfaga as seguintes condigbes pode ser considerada como uma

PDF:

fx(z) > para qualquer z;
7 fx ( Jdz = 1.0 (4rea unitaria) e; (A-3)
Ji fx(z)dz = P(a < X <b)

A CDF Fx(x) de X é definida da seguinte forma:

0) = / " he(@)de (A-4)

onde Fy(a) significa a probabilidade da varidvel X assumir valores menores
ou iguais a a. Uma funcao cumulativa de probabilidades deve satisfazer as

seguintes propriedades:

A.l
Valores Caracteristicos de uma Variavel Randémica

O valor médio, ou a média, ou o valor esperado de uma variavel randomica

X é definido como:
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o0

E(X) = jix = / £ () dz (A-6)

—00

onde f,(z) é a PDF de X definida anteriormente. Outro resultado interessante
é o valor médio quadratico de X definido como:
o0

E(X?) = /mex(:v)d:v (A-7)

—0o0

A variancia mede a dispersao dos valores da varidvel em torno da média

e ¢ definida como:

—+00

Var(X) = ] (@ - i fx (o)
— jfoox2fX(:L‘)dl‘ — 2;% jfool’fx(;p)dx + M?g ijOfX ({L‘)de‘ (A-8>
= B(X?) — pk

O desvio padrao de X é definido como a raiz quadrada da variancia, i.e.,

ox =/ Var(X) (A-9)
O coeficiente de variacao de X é definido como a razao entre o desvio

padrao e a média, ou seja,

C.0.Vv. =0x = Tz (A-10)
i

O coeficiente de variagao mede, de forma adimensional (ao contrério da
variancia) a dispersao dos dados da varidvel randomica em torno da média.
Coeficientes de variacao baixos indicam que os valores da varidvel randomica
estao distribuidos préximos a média, enquanto que valores altos indicam uma

forte dispersao em torno da mesma [70].

A.2
Distribuicoes de Probabilidades

Qualquer fungdo que satisfaga as condigoes dadas pela equagdo (Ad
B) pode ser usada como uma distribuicao de probabilidades. O uso prético
desta funcao depende da capacidade dela representar estatisticamente um
determinado fenomeno que esta sendo investigado. Porém, na literatura ja
existem varias fungoes que atendem as condicoes citadas anteriormente e que
podem ser usadas na pratica da engenharia [70]. A seguir sdo apresentadas

diversas funcoes existentes na literatura e implementadas no presente trabalho.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Apéndice A. Varidveis Randémicas 127

A.2.1
Distribuicao Normal ou Gaussiana

Uma variavel X é dita normalmente distribuida ou simplesmente uma
variavel Gaussiana, se a sua PDF for da seguinte forma

o) = o (2

o

1 1 (-2 (A-11)
= e _—
oV 2w R ( o )

onde ¢ é a PDF da funcao normal padrao de uma varidvel auxiliar Y = %:

o) = e () (A12)

cuja média é igual a 0 e o desvio padrao igual a 1. A funcdo cumulativa de

probabilidades da distribuigao ¢(y) é usualmente denotada por ®(y), onde

©@FJHM=HYSMZ¢@=/Ww®® (A-13)

— 00

A distribuicao Gaussiana tem somente como parametros a média p e o
desvio padrao o da variavel randomica e é geralmente denotada por N(u, o).
A sua funcao cumulativa sé pode ser avaliada por integracao numeérica, ou
usando tabelas disponiveis em livros de estatistica [70]. Outras caracteristicas

desta distribuicao sao apresentadas a seguir:

— Restricoes das variaveis e parametros

o>0 (A-14)

- CDF

F(z) =0 ("” — “) (A-15)

— Inversa da CDF
(F)=p+o® ' (F) (A-16)

A.2.2
Distribuicao Lognormal

Uma varidvel X tem uma distribuicao lognormal quando estatisticamente
In(X) pode ser representado por uma distribuigdo normal. A CDF de uma

variavel lognormal é definida como:

1 o 1 /In(z) = A 2 )
o) = o ple—?—)] (a-17

onde X é o valor esperado de In(X), i.e. A = E[In(X)] = fun(x), € £ é o desvio
padrao de In(X), i.e. £ = y/Var(In(X)) = omx). A e £ se relacionam com a

média e o desvio padrao de X através da seguintes relagoes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Apéndice A. Varidveis Randémicas

& =1n ll + (2)2}

I
A=Inpy— 552
- CDF

— Inversa da CDF
— Média

— Desvio padrao

A.2.3
Distribuicao Uniforme

- PDF |

— Restrigoes das varidaveis e parametros

a<xr<b a<b

- CDF

— Inversa da CDF
r(F)=Fb—Fa+a

— Média
(a+b)/2

— Desvio padrao

(V3 - ) /6

A.2.4
Distribuicao Gamma

— Funcao Gamma

[(z) = /OOO "t exp(—t)dt

~ PDF A(Az)" ! exp(Ax)
flx) = (k)

— Restricoes das variaveis e parametros

x>0, >0, k>0

128

(A-18)

(A-19)

(A-20)

(A-21)

(A-22)

(A-23)

(A-24)

(A-25)

(A-26)

(A-27)

(A-28)

(A-29)

(A-30)

(A-31)

(A-32)
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— CDF Fla) = T'(k, \z)
- T(k)
— Média
k/\
— Desvio padrao
VE/A
A.2.5
Distribuicao Beta
Beta Bet(a,b, q,r)
— PDF (x — a)q—l(b _ x)r—l

= Bl —ayr

— Restricoes das variaveis e parametros

a<x>b, g>0, r>0

- CDF

F(z) = sem expressao fechada

— Inversa da CDF

x(F') = sem expressao fechada

Média
(ar +bq)/(q+ 1)

— Desvio padrao b—a ar

g+r\g+r+1

A.2.6
Distribuicao Gumbel

Gumbel Gum(u, «)

— PDF

f(z) = avexpl—a(z — u) — exp[—a(z — u)]]

— Restricoes das variaveis e parametros

a>0
— CDF
F(x) = exp[—exp(—a(z — u))]
— Inversa da CDF au — In(—In(F))

z(F) = o
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(A-33)

(A-34)

(A-35)

(A-36)

(A-37)

(A-38)

(A-39)

(A-40)

(A-41)

(A-42)

(A-43)

(A-44)

(A-45)
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— Média
u+y/a sendo -~ =0.5772156649

— Desvio padrao

av/6
A.2.7
Distribuicao Tipo | Minimos
Tipo I Minimos Minimos(u, a)

— PDF

f(x) = avexp la(r — u) — exp(a(z — u))]

— Restricoes das variaveis e parametros

a>0

- CDF
F(z) =1— exp(—exp(a(z — u)))

Inversa da CDF

o(F) = au+In(—1In(1 — F))

«

— Média
u—y/a sendo = 0.5772156649

— Desvio padrao

T
a/6
A.2.8
Distribuicao Tipo Il Maximos
Tipo II Méximos M aximos(u, «)
- PDF k /suN\ K+l U
@) =2 (2) exp (<(2)F)
u \x x

— Restricoes das variaveis e parametros

x>0, u>0, k>0

- CDF y

Fla) =exp (—(5)")

X

Inversa da CDF
2(F) = u(—In(F))""

— Média
ul'(1 — 1/k)

— Desvio padrao

ur/T(1 —2/k) —T(1 — 1/k)?
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(A-46)

(A-47)

(A-48)

(A-49)

(A-50)

(A-51)

(A-52)

(A-53)

(A-54)

(A-55)

(A-56)
(A-57)
(A-58)

(A-59)
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A.2.9
Distribuicao Tipo Il Minimos

Tipo III Minimos Minimos(e, u, k)

fla) = 2 (= - (=5
u e<u 6> ( u e)

Restrigoes das variaveis e parametros

— PDF

r>e, u>0, k>0, ue

- CDF

u—e

Pl =1 - e (~(E=5)
— Inversa da CDF

Média

e+ (u—e)l'(1+1/k)

— Desvio padrao

(w—e)/T(142/k) —T(1 +1/k)2

A.2.10
Distribuicao Weibull

Weibull Wbl(u, k)

- PDF fa) = E (E)kl oxp (—(g)k)

— Restricoes das variaveis e parametros

x>0, k>0, k>0

o F()=1-exp (~(5)")

— Inversa da CDF
2(F) = u(—In(1 = F)"*

Média

ul'(1 4 1/k)

— Desvio padrao

ur/T(1+2/k) —T(1 + 1/k)?

131

(A-60)

(A-61)

(A-62)

(A-63)

(A-64)

(A-65)

(A-66)

(A-67)

(A-68)

(A-69)

(A-70)

(A-71)
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B
Algoritmos de Otimizacao

Sao apresentados a seguir os conceitos de Programacao Matematica
(PM) necessarios a compreensao do processo de otimizagao, assim como uma

descricao dos algoritmos de otimizacgao utilizados.

B.1
Formulacao do Problema

Em problemas tipicos de engenharia, podem ser obtidas varias, ou
possivelmente infinitas, solugoes. Em um problema de otimizagao deseja-se
obter um projeto otimo, maximizando ou minimizando uma funcao a qual
denominamos func¢ao objetivo. Isto deve ser realizado através da determinacao
dos parametros que definem o sistema. Estes parametros sao chamados de
varidveis de projeto. Na maioria dos problemas encontraremos restricoes
impostas para que o projeto seja admissivel ou vidvel, devido as leis fisicas
da natureza, leis politicas, limitagoes de or¢amento, etc.

A PM é a disciplina que estuda a minimizacao de funcoes em problemas

com ou sem restricoes. Matematicamente, estes problemas sao enunciados

como:
minimizar f(b) b e R"
sujeito a  ¢;(b) =0 z =1..1 (B-1)
¢i(b) <0 i=1+1.m
bl <b,<bt i=1.n

onde b é um ponto do R" sobre o qual sdo impostos os limites minimos e
méximos (restrigoes laterais), f(b) é a fungao a ser minimizada e as fungoes
¢i(b) representam as restrigoes de igualdade e desigualdade. Assume-se que
tanto a fungao objetivo quanto as restrigoes sao fungoes continuas no R". Em
geral, elas sdo fungoes nao-lineares e implicitas das variaveis (b) que definem
o problema.

Um ponto que satisfaga todas as restrigoes é denominado um ponto vidvel
e o conjunto de todos os pontos que satisfagam todas as restri¢oes é conhecido
como regiago vidvel. Uma restricao de desigualdade define uma fronteira que

divide o R"™ em uma regiao viavel e outra invidvel. Quando um ponto esta
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sobre esta fronteira, a restricao é dita ativa; quando um ponto estd no interior
da regiao viavel, a restricao esta inativa e, quando um ponto esta fora desta

regiao, a restricao estd wviolada.

B.2
Condicdes de Otimo

A solugao b* do problema enunciado em (B-Il) tem que necessariamente

atender as condigoes de Kuhn-Tucker enunciadas por:

VuL(b*, k*) =0

¢i(b*) =0 i=1..

¢i(b*) <0 i=1+1.m (B-2)
ki >0 i=1+1.m

k(b)) =0 Vi

onde L£(b*, k*) é a fun¢ao Lagrangeana dada pela expressao a seguir:

L(b*, k") = f(b*) + Z K;ci(b") (B-3)

onde k] sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes no ponto
b*, solucao do problema.

As condigoes de Kuhn-Tucker sao também conhecidas como condigoes
de primeira ordem. Para determinadas classes de problemas de programacao
matematica as condi¢oes de Kuhn-Tucker sao suficientes para a determinacao
de uma solucao 6tima global. Sao incluidos nessas classes os problemas de
programagao convexa, tais como os de programacao linear e quadratica. O
problema de programacao convexa é caracterizado por funcao objetivo e
restricoes convexas.

Porém, se o problema nao é de programacao convexa, o que € mais
comum, as condi¢oes de primeira ordem nao sao mais suficientes para a
determinacao da solucao étima global, devendo ser verificada a condig¢ao de

segunda ordem, expressa na equacao (B=4)) a seguir

d'W*d >0, Vd#0 talque d‘al=0 (B-4)
onde aj = Vc;(b*) para todas as restrigoes ativas e W* = V2L(b*) ¢ a
Hessiana da fungao Lagrangeana. O que significa que W* em b* é positiva

definida no ponto 6timo para qualquer direcao estacionaria d.

B.3
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Tipos de Otimizacao f(b) ¢i(b)
Programacao Linear linear linear
Programacao Quadratica | quadratica linear
Programagao Nao-Linear | linear / ndo-linear | nao-linear / linear

Tabela B.1: Divisao dos problemas de Programacao Matemaética.

Forma Geral dos Algoritmos de Otimizacao

Para resolver um problema de otimizacao, além dos algoritmos ditos
evolucionarios, existem diversos algoritmos de programacao matematica que
sao definidos de acordo com as caracteristicas da fungao-objetivo e das restri-
¢oes. Assim, os problemas de otimizacao podem se dividir em diferentes formas,
como mostra a tabela (B.J).

Algoritmos de otimizacao para problema de programacao linear e pro-
gramagcao quadratica tém solucao em um numero finito de passos, ja os algo-
ritmos de programagcao nao-linear podem nao ter solu¢ao em um nimero finito
de passos, mas espera-se que a seqiiéncia gerada convirja (no limite) para
um minimo local. Portanto, um problema adicional no processo de otimizacao
ocorre quando a fungao objetivo e as restrigoes sao func¢oes nao-lineares do
vetor de variaveis de projeto, b € R".

Os algoritmos de programagao nao-linear, restrita e irrestrita, sao pro-
cedimentos iterativos em que novos pontos b sao gerados a partir do ponto

corrente by através da expressao:

b = by +td (B-5)

Assim, os algoritmos podem ser divididos em duas etapas principais: a
primeira etapa ¢ a determinagao da diregao de busca d e a segunda ¢ a avaliagao
do parametro escalar ¢, que representa o tamanho do passo a ser dado ao longo
da diregdo de busca. A partir da expressao (B-3]) diversos algoritmos podem
ser construidos utilizando diferentes técnicas para a determinacao da direcao
de busca e do tamanho do passo.

Os algoritmos de PM podem ser classificados de acordo com a ordem da
derivacao da funcao objetivo e das restri¢coes utilizadas para a determinacao
da direcao de busca. Desta forma, um algoritmo é dito de primeira ordem se
utilizar apenas os gradientes da fungao objetivo e das restri¢oes para calcular
a direcao de busca. Por outro lado, se o algoritmo utiliza informacoes sobre as

Hessianas destas funcgoes, entao ele é dito de segunda ordem.

B.4
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Método de Newton para Problemas de Otimizacao sem Restricao

O método de Newton utiliza a informacao de segunda ordem da funcao a
otimizar. Assim, a sua convergéncia é quadratica. Com tal propdsito a funcao
f(b) é expandida até a segunda ordem, ou seja, a expansao de Taylor em torno

do ponto by sera:

f(b) = f(by) + V f(bg)(b —bg) + £(b —bg)'V?f(bg) (b — by) (B-6)

se
d=Ab=(b-by) —b=d+by (B-7)
€
g=Vf(by) e H=V?f(by) (B-8)
Substituindo-se (B-7)) e (B-=8) em (B-6), tem-se:
1
f(d+Dbg) = f(by) +d'g + 5dtHd (B-9)

onde d é o incremento de by, g é vetor gradiente de f e H, uma matriz simétrica
positiva definida, é a hessiana da funcao f no ponto bg. A equagao (B-9) é uma
equacao quadratica cuja varidavel é d. Portanto, o algoritmo de otimizacao
procura determinar um d tal que f(d + bg) < f(bg) em cada passo, ou seja,

uma dire¢ao de decréscimo em f, assim:

1
min f(d + by) = min(d'g + §dtHd) (B-10)
Escrevendo a condigao de otimalidade de (Vaf(d+bg) = 0),

obtém-se:

d=-H'g (B-11)

Assim, (B-1I) fornece um minimo global tinico para a fungao aproxima-

dora de f. Este método necessita da montagem da matriz H e conseqliente-
mente a soluc¢ao do sistema da eq. (B-11J), o que pode demandar um grande es-
forco computacional, sobretudo em problemas com grande niimero de variaveis.
Os métodos Quase-Newton surgiram para resolver esse problema sem
perder as boas propriedades de convergéncia do método de Newton. Nesses
métodos, uma aproximagao da Hessiana (ou de sua inversa) é construida
a partir dos valores dos gradientes ao longo das iteracoes. Esses métodos,
dos quais o BFGS (Broyden—Fletcher—-Goldfarb—Shanno) é o mais popular,
possuem convergéncia superlinear e sao amplamente utilizados em problemas

de otimizagao [33].
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B.5
Busca Linear

A busca linear é um procedimento adotado tanto nos algoritmos de pro-
blemas sem restricdio como nos de problemas com restricao. Apds a deter-
minagao da dire¢cao de busca d é necessario calcular o tamanho do passo a ser
dado nessa direcao, a fim de se obter o novo vetor das varidveis de projeto em
([B-3)). O tamanho do passo é calculado fazendo-se uma minimizacao da fungao

unidimensional p definida através da expressao:

p(t) = f(bo + td) (B-12)

A partir desta definicao, pode-se verificar que:

p(0) = f(bo) (B-13)

f(b)" df (b)

/ =

PO =0 o
onde p’ indica a derivada em relacao a t.

(B-14)

A busca linear pode ser exata ou aproximada, dependendo do método
utilizado para a minimizacao. A busca aproximada é uma forma mais moderna,
na qual o objetivo é determinar ¢t de forma que f apresente um certo nivel de

decréscimo, segundo um critério preestabelecido, como:

p(t) < f(bo) +trd'g , 7€ (0,1) (B-15)

De acordo com esta equagao, o parametro v controla o tamanho do passo.
Assim, um 7 pequeno permite a utilizacao de passos maiores e a utilizacao de
um v grande forca a utilizacao de passos pequenos.

Uma forma bastante popular de busca linear é fazer uma aproximacao
quadratica de p e calcular t como o minimo desta aproximagao, verificando
se a equacao (B-19) é satisfeita. Se isto ndo ocorrer, entdo a aproximagao é
atualizada utilizando o novo ponto e o processo é repetido. Uma forma ainda
mais simples é o método de Armijo [33][7], no qual ¢ é igual ao primeiro niimero
da seqiiéncia {1,a, o2, o?, ...}, a € (0;1), para o qual p(t) satisfaz a condigao
(B-15).

B.6
Programacao Quadratica

A Programagao Quadratica (PQ) tem como objetivo determinar o vetor

solugdo b* do problema colocado na seguinte forma [33], [7), [77]:
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minimizar g'b + {b‘Hb
sujeito a  atb =1, i=1..1 (B-16)
alb <, 1=1+1..m
onde a é uma matriz que contem os coeficientes dos gradientes das restricoes,
b é o vetor dos termos independentes das restrigoes.
Sendo H uma matriz positiva definida, o problema quadratico é convexo
e pode-se garantir a existéncia de um tnico minimo local.
A solucao deste problema pode ser obtida em trés etapas bem definidas
(Eboli [13] e Parente [58]):

1. As [ restrigoes de igualdade sao eliminadas do problema diminuindo-se o
nimero das variaveis independentes para n — [, obtendo-se um problema
de programagao quadratica (reduzida), chamado problema padrao de

PQ, sé com as restrigoes de desigualdade.

2. O problema quadratico reduzido é transformado em um Problema Linear
Complementar (LCP), que pode ser resolvido através de métodos de

pivoteamento como o de Lemke.

3. Recupera-se a solucao para o espaco original com o célculo das varidveis

eliminadas na primeira etapa, obtendo-se os valores de b e k.

B.7
Algoritmo de Han-Powell - Programacao Quadratica Seqiiencial

O algoritmo de otimizacao de Han-Powell proposto por Han em 1976 e
1977 e por Powell em 1978 [13], foi implementado e aplicado a problemas
de Engenharia Estrutural no DEC/PUC-Rio por Eboli [13], Parente [5§]
e Farfan [22]. Este algoritmo utiliza a técnica de Programagao Quadratica
Seqiiencial (SQP) através da resolugdo de um subproblema quadrético (PQ).
O método de SQP pode ser considerado como o resultado da aplicagao do
método de Newton a minimizacao de uma aproximacao quadratica da funcao
Lagrangeana do problema. Este método fornece a cada iteracao os vetores
d (correcao de b) e Ar (corregdo dos multiplicadores de Lagrange k), os
quais atualizados sao aproximadores da solucao b* e. k* Este fato pode ser
demonstrado considerando o problema:
ml'nl'mlzar f(b) (B17)
sujeito a  ¢;(b) =0

cuja funcao Lagrangeana ¢ dada por:

L(b,k) = f(b) + Z kici(b) (B-18)
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Desenvolvendo VL(b, k) em séries de Taylor em torno de (b*, k") até a

primeira ordem, obtém-se

VL(b" + d* kF 4+ ArFTY) = VL(b* k) + ...

o+ [VEL(DF, KF)] {

Alﬂ‘,k""l

di+ } (B-19)

Considerando d¥f! = b*! — b* e AxFt! = gFFl — k¥ e aplicando a
condi¢do de estacionariedade a (B=I9) no ponto (b* 4+ d** k% + Ar*),

resulta:

[V2L’(bk,nk)]{ Adn;l } = —VL(b" k") (B-20)

ou, expresso matricialmente, como
[ Wk AK

dk+1 gkz —I—Akh',k
k k1 (T k (B-21)
A 0 ArFT c

Substituindo &**! por k¥ + AkF*!, tem-se:
[ Wk AK

dE+ g
AF 0 { okt }: _{ ck } (B-22)

onde, A* ¢ a matriz dos gradientes das restricoes, W¥ ¢é a Hessiana da

Lagrangeana, e g* é o gradiente de f(b) sendo todos avaliados no ponto bF.
A solucao de ([B-22)) equivale a solugdo do subproblema de PQ [13]:

minimizar gF'd + sd'Whd
sujeito a  cF 4+ A¥d =0
Ou seja, cada iteracao k da solugao do problema original é aproximada

(B-23)

pela solucao do PQ obtido pela linearizacao das restricoes e pela expansao
quadratica de f em torno de by.

Em problemas em que todas as restricoes sao de igualdade, a direcao
de busca e os multiplicadores de Lagrange podem ser obtidos pela solucao
do sistema de equagoes lineares gerado pelo método de Newton aplicado a
Lagrangeana do problema, como mostrado em (B-22)).

Para considerar o caso de restri¢coes de desigualdade, pode-se resolver o

problema geral de PM da seguinte forma [13]:

minimizar f(b)
sujeitoa  ¢;(b) =0 i=1...1 (B-24)
¢;(b)<0 i=1+1...m
definindo uma direcao de busca d e uma nova estimativa dos multiplicadores

de Lagrange k através da solucao do PQ:
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minimizar gF'd + %dthd
sujeitoa Fralfd=0 i=1.. (B-25)
& +afd<o i=10+1.m

cujo método de solugao foi visto na secao anterior.

B.7.1
Etapas do Algoritmo Nao-Linear Han-Powell (SQP)

As etapas que formam o algoritmo Han-Powell sao [58]:

1. Dado um ponto inicial by e uma aproximacao da Hessiana da funcao

Lagrangeana By, fazer k = 0. By é dada pela seguinte funcao:

BO - boI (B—26)

onde by ¢ um parametro definido pelo usuario do algoritmo. O nimero
de reinicios da matriz B é controlado pelo parametro n, definido pelo
usudrio. Segundo Parente [58], o reinicio de B serve para descartar a

influéncia de pontos muito distantes do ponto corrente.

2. Para k = k+1, montar e resolver o problema de programacao quadratica
definido pela equacio (B=25)) determinando os vetores d* e k":
minimizar gF1'd + %dtBk_ld deR”
sujeito a Al rafl'd=0 i=1..1 (B-27)
Frrabd<0 i=i+1.m

—1 2 ¢~ —1t, . .
onde cf 1 6 0 vetor com as restricdes, af "6 uma matriz com o gradiente

das restricoes e B*~! é uma aproximacao da Hessiana no ponto b*~!.

3. Verificar os critérios de convergéncia do algoritmo:

|gk_1tdk‘ < toly
max(cF) < toly

(B-28)

onde o primeiro critério representa a variacao da funcao objetivo na
direcao d* e o segundo critério verifica explicitamente o valor da restricao

malis violada.

Verificar também os critérios de parada tais como: nimero de avaliagoes

da funcao objetivo e nimero de iteragoes.

4. Se os critérios de convergéncia e/ou os de parada nao sao atendidos, faz-
se entao uma busca linear unidimensional para determinar o tamanho

do passo t* | na direcao d* de forma que o novo estimador da solucao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Apéndice B. Algoritmos de Otimizagdo 140

b¥ = b* ! + t*d* seja um ponto que contribua para o decréscimo
da fungao objetivo. A busca é feita sobre a fun¢ao de penalidade (p),
construida no intuito de impor um alto custo a violacao das restrigoes.

Esta funcgao é definida pela expressao:

p(t) = p(b+1d) = f(b) + 3 _rifei(b)| + 3 rimaxei(b),0] (B-29)

i=l+1
onde os 7; sao os fatores de penalidades. A busca é aproximada, isto é a
solucdo t* nao é o minimo de p(t), mas atende a um certo decréscimo pré-

estipulado em p(t) considerado satisfatério. O coeficiente de decréscimo

da funcao é dado pelo parametro v definido pelo usuario.

5. Atualizacao da matriz B* do subproblema quadratico através do método
BFGS.

6. Retorno a etapa 2l

B.8
Método dos Pontos Interiores

O algoritmo de Pontos Interiores (IP), desenvolvido por Herskovitz [33],
foi implementado e aplicado a problemas de Engenharia Estrutural no
DEC/PUC-Rio por Parente [5§].

O algoritmo utilizado neste trabalho baseia-se na aplicagao do método de
Newton para a solucao do sistema de equagoes nao-lineares obtidas a partir da
aplicagao das condigoes de Kuhn-Tucker do problema de otimizagao [33]. Neste
trabalho, apenas o algoritmo para restricoes de desigualdade serd discutido,
uma vez que os problemas de projeto 6timo a serem resolvidos nao possuem
restricoes de igualdade. No entanto, as mesmas idéias aqui apresentadas
também sao validas para os problemas que possuem simultaneamente restrigoes
de igualdade e de desigualdade e podem ser vistas em mais detalhes em
(Herskovitz [33]; Herskovitz & Santos [34]).

O método de Pontos Interiores tem como caracteristica gerar uma
seqiiéncia de pontos no interior da regiao viavel que converge para a solucao do
problema. Outra propriedade importante deste algoritmo é que cada um dos
pontos intermediarios possui valores decrescentes da fungao objetivo, ou seja,
se por algum motivo a convergéncia nao for alcangada o ponto final é sempre
viavel e melhor que os anteriores.

Considere o problema de otimizacao:
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minimizar f(b)
sujeitoa  ¢;(b) <0 i=1..m
cujas condicoes de Kuhn-Tucker sao:

(B-30)

g(b) + f:lmai =0
i=
rici(b*) =0 (B-31)
¢;(b*) <0
Ky >0
Sendo A a matriz dos gradientes das restricoes e C uma matriz diagonal
contendo os valores das restrigoes, as duas primeiras equacoes podem ser

escritas como:

g+Alk =0

B-32
Ck=0 ( )
Aplicando o método de Newton para resolver o problema acima, obtém-se
o sistema:
W A! d
ol__J8 (B-33)
AA C Ko 0

Na equacao acima, A é uma matriz diagonal para a qual A; = k;, dg é a
direcao de busca e kg é a estimativa dos multiplicadores de Lagrange. Pode-se
demonstrar que dy é uma dire¢ao de decréscimo de f e que dg = 0 se b for
um ponto estacionario [58].

A diregao de busca fornecida por (B=33) nem sempre é uma dire¢ao viavel.

Expandindo-se uma equagao da parte inferior do sistema (B-33)), chega-se a:

rialdg + c;ko, = 0 (B-34)

Esta equagao implica que aldy = 0 para todo i tal que ¢; = 0. Geometri-

camente, isto significa que dy é tangente as restri¢oes ativas, indicando que a
direcao aponta para fora da regiao viavel.

Uma solugao para evitar este efeito é adicionar uma constante negativa

do lado direito da equagao acima:

/ﬁiaﬁd + R = —pPK; (B—35>
onde K;¢é a nova estimativa de x;.

Este procedimento faz com que a direcao original seja defletida, de um
valor proporcional a p, para o interior da regiao viavel. Como a deflexao é
proporcional a p e dg é uma direcao de decréscimo de f, é possivel encontrar
limites em p para que d também seja uma diregao de decréscimo. Este objetivo

pode ser atingido impondo-se que:
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g'd < k.g'dy (B-36)
para k, € (0;1). Em geral, a taxa de decréscimo de f ao longo de d é menor
que ao longo de dy. No entanto, este é o preco a ser pago para se obter uma
direcao de decréscimo viavel.

Considerando o sistema auxiliar:

W A! d
R D (B-37)
AA C K1 K
é facil mostrar que:
d=dy+ pd; (B-38)
e
K = Ko + PK1 (B—39)
Substituindo (B=38)) em (B=36)) chega-se a:
g'dy
< (k,—1 B-4
p — ( a )gtdl ( O)

Definida a diregao de busca d, é necessario realizar uma busca linear
restrita ao longo dessa direcao, de forma a garantir que o ponto gerado esteja
no interior da regiao viavel. Além disso, é necesséario atualizar os valores dos
multiplicadores de Lagrange de maneira a assegurar a convergencia para a

solugao correta.

B.8.1
Etapas do Algoritmo de Pontos Interiores (IP)

O algoritmo de Pontos Interiores para problemas de restricoes de de-
sigualdade necessita de um ponto inicial vidavel by, uma estimativa para os
multiplicadores de Lagrange de forma que x; > 0 e uma matriz B simétrica e
positiva definida, que é uma aproximacao de W. O algoritmo pode ser dividido

nos seguintes passos [34]:
1. Obter a direcao de busca d:

(a) Determinar os vetores (do, ko) através da solucdo do sistema linear
definido em (B-33]).

(b) Verificar o critério de convergéncia:

1]l < tols (B-41)

(c) Determinar os vetores (di, k1) através da solugao do sistema linear

definido em (B-37).
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(d) Calcular o valor de p:

se g'd; >0, entao  p=min [kf||d0||2, (ko — 1)g'do/g"d]
se gld; <0, entdo  p = kys||dol?

(B-42)
sendo k¢ > 0.
(e) Calcular a direcao de busca d:
d=d+ pd, (B-43)
e
K = Ko —+ PK1 (B—44>

2. Fazer uma busca linear sobre d, determinando o tamanho do passo t que

satisfaga um critério sobre o decréscimo da fungao objetivo e para o qual:

(b +td) <0, Ri >0
ci(b+1td) < se Ij (B-45)
Cl(b + td) < Ci(b), r; <0
e 0 novo ponto b:
b =by +td (B-46)

3. Atualizar a matriz B, que é uma aproximacao da Hessiana da funcao

Lagrangeana, através do método BFGS.

4. Definir uma nova estimativa para os multiplicadores de Lagrange:

Ki = max [Ko,, ke ||d0||2} (B-47)
sendo k. > 0.

5. Fazer b igual a by e retornar ao passo 1.

A aproximacao inicial e o reinicio da Hessiana da funcao Lagrangeana
sao controlados pelos mesmos parametros utilizados pelo algoritmo de Pro-

gramacao Quadratica Seqiiencial.
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B.9
Algoritmos de Otimizacao para Analise de Confiabilidade

Varios algoritmos de otimizacao, além dos ja vistos SQP e IP, podem
ser usados no solugao do problema de confiabilidade estrutural (apresentado
no capitulo [)). O esfor¢o principal nos métodos de andlise de confiabilidade
estd em achar o ponto de distancia minima da superficie de falha a origem. O
mesmo ¢é formulado como um problema de otimizacgao restringida e pode ser
escrito como:

ml‘n%mlzar F(u) (B-18)
sujeitoa  G(u) =0
onde F(u) = 1/2u”u ¢ a fungdo objetivo e G(u) ¢ a fungio de estado limite
no espago normal padrao. Assume-se que a restrigao G(u) = 0 é continua e
diferenciavel.

Em Liu & Der Kiureghian [46], Haukaas [31], Haukaas & Der Kiu-

reghian [32] este assunto é abordado em detalhes.

B.9.1
Algoritmo (Hasofer—Lind—Rackwitz—Fiessler) HLRF

Este método, originalmente proposto por Hasofer e Lind [30] para anélise
de confiabilidade de segundo-momento e depois estendido por Rackwitz e Fi-
essler [64] para incluir informagcao de distribuigao, é atualmente o método mais
usado para resolver o problema de otimizagao em confiabilidade estrutural.

A equagao (B=5) é reescrita aqui para o problema enunciado na eq. (B4

[48)):

Ugt+1 = Ug + tkdk (B—49)

onde t;, = 1 e dj e calculado da seguinte forma:

5 [VG(llk)TU.k — G(uk)] VG(uk)T — Ug (B—50)

dy= ——
VG (uy)l

HLRF com Busca Linear

O método HLRF foi posteriormente aperfeicoado por Zhang & Der
Kiureghian de maneira a executar uma busca linear determinando assim o
tamanho do passo a ser utilizado em (B-49). A busca linear pode ser qualquer
um dos procedimentos mostrados na secao B.Al Zhang & Der Kiureghian

propuseram a seguinte funcao para a determinacao de t:
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1

p(w) = S[[ulf* + c|G(w) (B-51)
onde ¢ é uma parametro de penalidade que satisfaz a seguinte equacao:
[uf|?
> —— (B-52)
JAG(u)]]

e ty, é determinado como o minimo da fung¢ao unidimensional p(t) = p(u,+tdy).

B.10
Implementacao

Os algoritmos IP/SQP foram implementados em linguagem C++ a partir
dos cédigos utilizados por Parente [58], sendo a maioria das rotinas transcritas
de C e outras modificadas de acordo com a adaptacao do programa aos

demais modulos. Os demais algoritmos estao implementados seguindo a mesma

filosofia.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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