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Resumo

Jarek, Amanda; Silva, Raul Rosas e. Elementos Finitos Enriquecidos
para Flambagem e Vibracao de Placas Rio de Janeiro, 2007. 120p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O presente trabalho avalia a utilizacao de elementos enriquecidos para ob-
tencao de cargas criticas, freqiiéncias de vibracdo e seus respectivos modos de
pecas estruturais bidimensionais (flexao de placas retangulares sujeitas a compres-
sao em seu plano). O método de aproximagao empregado foi o de Rayleigh-Ritz
voltado para o uso de elementos finitos convencionais enriquecidos com funcoes
de deslocamentos adicionais internas e de contorno. As funcoes ditas internas sao
desenvolvidas de forma a nao envolver deslocamentos e rotagoes nodais e no con-
torno. J& as fungoes ditas de contorno sao concebidas de forma a envolver apenas
deslocamentos internos e ao longo de um lado apenas, sem deslocamentos gene-
ralizados nodais. Para este estudo foram desenvolvidas duas familias de fungoes,
uma com termos adicionais trigonométricos e outra com termos adicionais poli-
nomiais. Para o célculo de cargas criticas e freqiiéncias sao utilizadas as matrizes
de rigidez elastica, rigidez geométrica e de massa, introduzidas em problemas
generalizados de autovalores. Resultados numéricos sao obtidos através de proce-
dimentos computacionais utilizando o software Maple. Verifica-se que as fungoes
adicionais trigonométricas, embora mais satisfatorias que as polinomiais quanto a
convergéncia, exigem maior esforco computacional. Sao comparados resultados de
elementos para placas esbeltas (teoria de Kirchhoff), com trés e quatro graus de
liberdade por n6, onde o quarto grau de liberdade corresponde a derivada mista
(tor¢ao). Mostra-se que as fungoes adicionais, ndo-nodais, requerem o uso do ele-
mento com quatro graus de liberdade por no, para se ter convergéncia no calculo
das cargas criticas e freqiiéncias em situagoes gerais. Outros exemplos abordam
preliminarmente a inclusao de efeitos de dano e ortotropia no material, visando
a modelagem de lajes comprimidas e pilares com sec¢oes retangulares alongadas.
Esta modelagem envolvendo combinacao de funcoes adicionais gerais e elementos
convencionais representa um passo no desenvolvimento de uma técnica aplicavel

a combinacao de modos globais e localizados de instabilidade.

Palavras—chave
Instabilidade de estruturas; Método dos elementos finitos; Método de
Rayleigh-Ritz; Flambagem de Placas; Vibracao de placas; Modelagem numérica;

Dinamica de Estruturas.
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Abstract

Jarek, Amanda; Silva, Raul Rosas e. Enriched Finite Elements for
Buckling and Vibration of Shells Rio de Janeiro, 2007. [120p. MSc.
Dissertation — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The focus of the present work is to developand evaluate enriched elements
used to obtain critical loads, frequencies of vibration and respective modes for
two-dimensional structural components (rectangular plates in bending under in-
plane compressive loading). The Rayleigh-Ritz approximation method has been
employed, directed to the use of conventional finite elements enriched by internal
and boundary additional displacements functions. The so-called internal func-
tions are do not involve nodal and boundary displacements and rotations. The
boundary functions are conceived to include displacements within the element
and along one side, without involving any generalized nodal displacements. Two
displacement function families were developed, the first with trigonometric ad-
ditional terms and the second with polynomial additional terms. Critical loads
and frequencies, and respective modes, are obtained by the use of elastic stiffness,
geometric, and mass matrices, introduced in generalized eigenvalue problems. Nu-
merical results are obtained by computational procedures using Maple software.
The trigonometric additional functions, in spite of better convergence properties,
demand greater computational effort. The basic elements are classical thin plate
elements (Kirchhoff’s theory) with three or four degrees of freedom per node,
where the fourth degree of freedom corresponds to the mixed derivative (tor-
sion). The results indicate that non-nodal additional functions require the use of
elements with four freedom degrees by node to obtain convergence of critical loads
and frequencies convergence in general situations. Other examples consist of pre-
liminary approaches to include damage effects, in reinforced orthotropic plates,
as modeling columns with wide rectangular sections and compressed slabs. The
use of general additional functions combined with conventional elements repre-
sents a step on the development of a technique applicable to global and localized

instability modes.

Keywords
Instability; Finite elements; Rayleigh-Ritz method; Buckling of plates;

Vibrations of plates; numerical methods; Dynamics.
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(G —— Mobdulo de elasticidade cisalhante do material

h, hy — Altura efetiva entre armaduras na direcao x e y

I,,1, — Momento de inércia nas direcdes x e y

J  —— Matriz Jacobiana

Kp —— Matriz de Rigidez Elastica

Kg, — Matriz de rigidez reduzida devido ao dano do material
K —— Matriz de Rigidez Geométrica

K —— Matriz de Massa

K7 —— Matriz de rigidez tangente aproximada no nivel de carga\
M,;, My, — Momentos nas direcdes x e y

sz —— Momento de tor¢ao na direcao z

nA,, nAy — Numero de funcoes adicionais internas da placa
nAxy —— Numero de func¢oes internas da placa

nl,,nlL, — Nuamero de fun¢des adicionais no contorno da placa

any —— Soma do namero de fungoes (4 fungoes) que representam cada lado

da placa.
N,, N, — Cargas axiais aplicadas a carga
P»; — Forca na direcao z no no i
P., —— Carga Critica
Qx, Qy —— Esforcos cortantes nas direces x e y

R — (Cargas externas aplicadas a estrutura
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Sz, Sy — Distancia entre as barras na dire¢ao x e y

t —— Espessura da placa

t —— Espessura da placa

u,V,w — Deslocamentos nas direcoes x, y e z, respectivamente
U —— Energia de deformacao

V' —— Energia potencial total

W~ —— Trabalho por unidade de Carga

Caracteres Gregos

Ex, €y — Deformagoes na diregao x, y

€. — Deformacao critica do concreto.

Yoy — Distor¢ao angular

¢ — Coordenada normalizada paralela a x
n — Coordenada normalizada paralela a y
v — Coeficiente de Poisson

) —— Energia de deformacao

P — Densidade do material

A, —— Parametro de freqiiéncia

Ao — Parametro de carga critica

03,0y — Tensoes normais nas diregoes x e y
Tpy — Tensao cisalhante

pPg — Raio de giragao

H — Quociente de Rayleigh-Ritz

wo — Freqiiéncia natural

w  — Freqiiéncia de vibracao de uma placa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

1
Introducao

Uma placa delgada é definida como sendo um elemento estrutural plano em
que uma dimensao (espessura t) possui um valor muito inferior aos das outras duas
dimensoes, deformando-se primariamente em flexao, com deslocamento na direcao
da espessura. O modelo de placa delgada é muito utilizado na representacao de
componentes de varios tipos de estruturas, como edificios, reservatorios, silos,
lajes, avioes, navios e outros veiculos.

Em certas situacoes, as placas sao submetidas a cargas de compressao
significativas, atuantes no seu plano médio, o que pode torné-las susceptiveis
a flambagem. O estudo da flambagem vem sendo desenvolvido desde o século
XVIII, quando Euler obteve a primeira carga critica de uma barra biapoiada sob
a acao de uma carga axial de compressao aplicada no seu topo. A partir dai,
o estudo da estabilidade vem sendo realizado para diversos tipos de estruturas
que, sob vérios tipos de carregamento e condicoes de contorno, uma questao de
grande importancia para o desenvolvimento de um projeto estrutural. O estudo
deste fenomeno de flambagem pode ser feito através das equagoes de equilibrio
ou pelo principio da energia potencial estacionéria que sera relatado mais adiante
no capitulo 2.

Um outro fenémeno de importancia em placas é seu comportamento di-
namico, particularmente a caracterizacao de suas frequencias e modos de vibra-
¢a0, um aspecto também estudado inicialmente por Euler. A determinacao de
freqiiéncias e modos de vibragao é semelhante ao de cargas e modos de flamba-
gem, incluindo-se o efeito da inércia nos funcionais de energia, como descrito no
capitulo 2.

O método de aproximacao adotado para o calculo é o de Rayleigh-Ritz
voltado para o uso de elementos finitos [7] refinados com fun¢oes de deslocamentos
adicionais e de contorno. As funcoes adicionais ditas internas foram feitas de
forma a nao envolverem deslocamentos no contorno da peca. Ja as funcoes ditas
de contorno nao envolvem deslocamentos nodais.

Para avaliar adequadamente o desempenho dessas funcoes, é conveniente

implementi-las em elementos conhecidos na literatura classica de elementos
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finitos para placas delgadas. Os dois elementos béasicos implementados neste
trabalho sdo encontrados em [7]: Melosh-Zienkiewicz-Cheung (MZC), com trés
graus de liberdade por nd, e Bogner-Fox-Schmit (BFS), com quatro graus de
liberdade por nd. Esses elementos foram testados e comparados para o presente
trabalho, com inclusao de fun¢oes adicionais internas e de contorno. Os estudos de
validacao e convergéncia foram desenvolvidos para elementos retangulares, onde

as comparagoes com resultados classicos sao disponiveis.

1.1
Objetivos e Justificativas do Trabalho

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver elementos finitos enri-
quecidos com funcoes adicionais e avaliar seu comportamento na modelagem de
problemas de estabilidade e dindmica de placas. Tal enfoque pode possibilitar
uma alternativa interessante ao refinamento de malhas convencionais de elemen-
tos finitos ou mesmo sua eliminacao. Para descrever os deslocamentos nodais da
estrutura, sao utilizadas funcoes de forma que representam os graus de liberdade
adicionais e nodais de uma placa, originando, assim, um super-elemento estrutu-
ral.

Para a resolucao do problema da flambagem de placas desenvolveu-se um
modelo computacional, com uso do software Maple, para o calculo das cargas
criticas, freqiiéncias de vibracao e seus respectivos modos.

O uso das funcoes adicionais em um elemento finito justifica-se pois nao ha
necessidade de introduzir muitas funcoes para atingir um resultado satisfatério
para os primeiros modos. FEntretanto, se fosse inserida uma malha de elementos
finitos, para o mesmo resultado o nimero de graus de liberdade seria muito
superior ao modelo proposto. A modelagem aqui utilizada corresponde a um meio-
termo entre a discretizagao irrestrita e o desenvolvimento em séries de funcgoes.

Atualmente, o uso de pilares esbeltos, com secoes retangulares alongadas
em construcoes vem se tornando cada vez mais usual. Para tais componentes ha
algumas dificuldades e inconsisténcias na sua modelagem, nas praticas de projeto
e nas prescricoes normativas. Tendo em vista isso e visando colocar em pratica o
modelo computacional elaborado, apresenta-se um estudo didatico da estabilidade
de um pilar-parede de concreto armado através do uso de elementos de placa. Para
isto, foi necessario acrescentar uma matriz de reducao elastica referente ao dano

do material.
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1.2
Historico e Breves Referéncias

Segundo Szilard [14], desde a época dos egipcios, gregos e romanos, placas
ja eram utilizadas em suas construcoes, na forma de lajes de pedra ou lapides.
A diferenca fundamental entre as aplicacdes utilizadas para lajes antigas e
as usadas pelos engenheiros da era moderna é que os construtores antigos
estabeleciam as dimensoes e a capacidade de carga da laje por regras empiricas.
Entretanto, atualmente estao disponiveis métodos cientificos para a representagao
do comportamento mecanico e o dimensionamento de placas.

A historia da evolugao cientifica da teoria de placas é fascinante. A pri-
meira aproximac¢ao matemética da teoria de membrana para placas delgadas foi
formulada por Euler (1707-1783) em 1766. Euler resolveu problemas de vibragoes
livres em membranas elésticas retangulares, triangulares e circulares através da
analogia com sistemas perpendiculares de molas estiradas. Seu aluno, Jacques
Bernoulli (1759-1789), ampliou esta analogia, substituindo as molas por vigas e
descobrindo assim o valor da sua rigidez no comportamento em flexdo. Bernoulli
ainda obteve semelhancas entre estas teorias e dados experimentais.

Uma solucao realista para a vibracao de placas foi dada pelo fisico alemao
E.F.F. Chladni (1756-1827). Chladni desenvolveu vérios modos de vibracao livres
para placas. Além disso, ele foi capaz de determinar as freqiiéncias padroes
correspondentes a estas vibragoes.

Em outubro de 1811 a matematica Sophie Germain (1776-1831) desenvolveu
a primeira equacao diferencial da teoria de placas.

Poisson (1781-1840) fez a primeira determinac¢ao correta para o valor da
constante ky na equacao diferencial da vibracao de placas, assumindo que as
particulas estao localizadas no plano médio da placa. Erroneamente, ele concluiu
que esta constante é proporcional ao quadrado e nao ao cubo da espessura. Mais
tarde, em 1828, Poisson ampliou o estudo usando as equagoes de Navier, mas seu
estudo s6 era valido para placas espessas.

Finalmente o famoso engenheiro e cientista L. Navier (1785-1836) desenvol-
veu a primeira equacao diferencial correta para placa sujeita a carga distribuida,

transversal estatica px(zx,y).

4 4 4

(G + 2 + 5t ) =l (1)
Matematicamente a analise de tensoes de placas sujeitas a cargas normais a
sua superficie requer uma solucao por equacoes diferenciais bidimensionais de
elasticidade. Para a maioria das aplicagoes técnicas a teoria classica de placas

delgada, criada por Kirchhoff, pode ser usada sem que se necessite das equacoes
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em trés dimensoes. Uma das virtudes da teoria classica para o projeto de
elementos de placa é que o projetista necessita especificar somente o deslocamento
transversal w(z,y) em funcao das rotagoes ¢, e ¢, que sdo as rotagoes das linhas
que eram normais a superficie média da configuracao indeformada nos planosz,

z e y,z. As hipoteses que regem esta teoria de placas sao:

O material ¢ homogéneo, isotropico e elastico-linear, isto ¢, segue as leis de
Hooke;

A superficie média da placa permanece indeformada no seu plano, durante

a flexao;

— Retas normais ao plano médio da placa permanecem normais e nao sofrem
extensao, durante a deformacao. Isto significa que as deformacoes tangen-
ciais, bem como as normais na direcao transversal, poderao ser desprezadas

na obtencao das relacoes cinematicas para as placas;

A espessura da placa, t, € muito pequena, quando comparada as outras

dimensoes da placa;
— Os deslocamentos w(z,y) sao pequenos quando comparados & espessura t;

— As tensoes normais na direcao transversal sao consideradas muito inferiores

as outras componentes de tensao normal, de modo a serem desprezadas.

Como citado em [21], em 1930 Leonhard Euler realizou o primeiro estudo de
flambagem associado a construcoes de colunas e placas de navios. Este estudo foi
ampliado para a analise de cascas e incluido nos cursos de engenharia aeroniutica,
civil, mecanica dentre outras areas da mecéanica estrutural. O livro de Timoshenko
e Gere [1], em sua edigao de 1961, é conhecido como umas das primeiras referéncias
bibliograficas para o estudo da estabilidade e permanece como um dos mais
completos volumes sobre este assunto.

O primeiro matematico a criar um modelo numérico em anélise de estru-
turas foi Courant [9] com o uso do principio da energia potencial estacionéria
interpolando um polindmio em regioes triangulares para o problema de torcao
de Saint-Venant. Ele assumiu uma distribuicao linear de func¢oes para o empena-
mento sobre estes elementos cuja aproximacao estende-se ao modelo de Rayleigh-
Ritz. Infelizmente, este importante trabalho nao foi adotado pelos engenheiros,
pois devido & auséncia de computadores o tempo estimado para se chegar a solu-
cao do problemas levaria dias e até meses dependendo do tipo da estrutura.

Hrenikoff ampliou o mais conhecido método matricial para andlise de
deslocamentos de estruturas de barras e vigas, encontrado em Przemieniecki ],
para a andlise de placas e cascas. Ao invés de trabalhar com um nimero infinito de

deslocamentos, como nos sistemas originais, ele considerou um nimero finito de
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graus de liberdade baseado nas propriedades de barra e vigas de uma estrutura,
sendo possivel chegar a uma aproximagao do continuo usando barras interligadas
em nos assim como nos porticos.

Em 1953, conforme Cook [9], engenheiros escreveram as equagoes de rigidez
na forma de uma matriz e resolveram estas equacoes utilizando programas de
computador.

O nome método dos elementos finitos foi introduzido em 1960 por Clough.
Em 1963 o método foi reconhecido como ligado a solucao de um problema
variacional pela minimizacao ou estacionariedade de um funcional.

Entre 1960 e 1970 foram criados os softwares gerais ANSYS, ASKA,
STRUDL e NASTRAN. A incorporacao de desenvolvimento grafico comecou a
ficar mais intenso no inicio de 1980 sendo que nos anos seguintes foram feitas as
adaptacgoes necessarias.

Com a era da globalizacao o método dos elementos finitos vem sendo cada
vez mais utilizado através do uso de rotinas computacionais. Cook [p] menciona
a existéncia de centenas de elementos para placas na literatura, recomendando
Gallagher [4] como uma referéncia geral para o estudo do método dos elementos
finitos aplicados a placas. Na PUC-Rio, dentro da linha de pesquisa de Instabili-
dade e Dinamica de Estruturas, ha diversas dissertacoes e teses sobre o assunto,
em particular a de Giannini [10], que implementou elementos de chapas e placas
combinados para permitir a analise de vigas de paredes finas e estruturas simila-
res, e Martins [13], que demonstrou estratégias de refinamento automatizado.

Um problema ainda nao resolvido na teoria e na prética de elementos fi-
nitos é o tratamento simultaneo do comportamento global e local, em situac¢oes
em que possa ocorrer acentuada localizacao de deformacoes, como regioes plas-
tificadas (charneiras) e enrugamentos. Mesmo no regime elastico de pequenas
deformacoes, surge a questao de cargas concentradas e singularidades devidas a
descontinuidades geométricas. Ha a possibilidade de refinamento h (aumento do
namero de elementos), p (aumento do grau das fungoes) e h-p (combinagao de
refinamento h e p), conforme documentado em Martins [13]. Isto motivou diver-
sos projetos de pesquisa, entre os quais este trabalho se inclui. Cumpre-se uma
etapa dentro deste estudo geral de modelos computacionais para o comporta-
mento global-local, estudando em maior detalhe a possibilidade de refinamento
internamente aos elementos e seu efeito no comportamento em flambagem e vibra-
¢ao. Com este objetivo, foram introduzidas fungoes trigonométricas e polinomiais

de grau mais elevado em elementos finitos classicos, encontrados na referéncia[f].
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1.3
Organizacdo do Texto

Este trabalho esta organizado em sete capitulos e dois apéndices.

A dissertacao inicia-se com este Capitulo 1 cujo objetivo é introduzir o
assunto de maneira a transmitir os motivos que levaram ao estudo e citar um
breve histérico sobre o estudo em questao.

O Capitulo 2 demonstra os aspectos relevantes para a modelagem de
placas, como funcionais de energia, método para a obtencao da carga critica
de flambagem, modos de vibracao e de flambagem.

O Capitulo 3 apresenta o elemento finito retangular escolhido para analise
além das funcoes adicionais desenvolvidas para representar os deslocamentos
internos e no contorno da placa. Além disso, sao apresentados os passos para
a implementacao computacional.

O Capitulo 4 propoe a modelagem em concreto armado de elementos de
placa para o estudo da estabilidade de pilar-parede.

O Capitulo 5 apresenta a validacao do modelo computacional através de
exemplos desenvolvidos com elementos estruturais de placa.

No Capitulo 6, sao apresentadas as principais conclusoes, obtidas através
dos resultados gerados a partir dos exemplos, além de sugestoes para trabalhos
futuros.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentam-se as referéncias bibliograficas utili-
zadas para a elaboracao deste trabalho. Além desses capitulos, ha dois Apéndices
referentes a trechos computacionais elaborados para a obtencao das funcgoes adi-

cionais internas e do modelo computacional final.
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2
Aspectos Relevantes da Modelagem de Placas

O presente capitulo apresenta os funcionais de energia utilizados para a
obtengao da rigidez de uma placa. Além disso, desenvolve-se uma formulacao
matricial para o estudo da vibracao e flambagem de tais estruturas apropriada
para representacao computacional no formato combinado de Rayleigh-Ritz e

elementos finitos.

2.1
Fundamentos da Teoria de Flexdao de Placas

O Estado de Flexao para uma placa delgada ocorre ao aplicarmos um
carregamento na direcao normal ao seu plano, provocando, assim, o aparecimento
de curvaturas no elemento.

A Figura 2.1 destaca um elemento infinitesimal de area dz.dy e espessura t
de uma placa sob flexao, pelo qual é definida a superficie neutra através do plano
z=0. As func¢oes que expressam o céalculo das deformacoes no plano a distanciaz

da superficie neutra sao definidas pelas varidveise,, €, € Vyy.

_au _81} _8u ov

—% 5y_a_y f}/ﬂcy—%"i_a_y (2_1>

Ex
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Figura 2.1: Elemento de placa em flexao (de [7]).

Uma suposicao basica, na teoria de flexao de placas delgadas, é que a normal
a superficie neutra permanece retilinea e normal a esse plano apés ocorrerem as
deformagdes. Segundo a teoria classica da flexao de placas de Kirchoff [[4] tem-se

que,

— Pontos situados & superficie média, z—0, movem-se apenas na direcao “z”

quando a placa sofre deformacao;

— Um segmento reto perpendicular & superficie média antes do carregamento

permanece indeformado e perpendicular & superficie média apds carrega-

mento (linha OP-O‘P’ da figura 2.2).
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Figura 2.2: Deslocamento de um ponto situado sobre uma normal ao plano médio
da placa ([18]).

Considerando-se pequenos deslocamentos, segundo a ilustracao da Figura
peq )

2.2, um ponto “P” situado a uma distancia “z” da superficie média, apos a
deformacao da placa, possui deslocamentos “u” na direcao “z”. Procedendo da

?

mesma forma com o deslocamento “v”, na direcao “y”, vemos que os deslocamentos
~ : : h ~ [ 7 o 7.

sao proporcionais as rotagoes “p,” e “@

ow

0
U= zp, = —za—;U V=20, = —za—y (2-2)

Substituindo u e v nas expressoes de deformacoes temos:

. 0w . 0*w 5 0*w
r = — z— = —2— ry — — ya
or?2 Y 0y? Ty 0xdy

(2-3)

Nestas expressoes temos apenas um tipo de translagdo w) e trés tipos de
deformacoes, porém nas equacoes de v e v ha a ocorréncia de uma variacao linear
da superficie neutra compreendendo-se, assim, a existéncia de apenas um tipo
de translacao. Além disso, a deformacao normal a direcao z e as deformacoes

cisalhantes sao, geralmente, desprezadas no estudo de placas delgadas. Quando
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consideramos um material isotropico utilizamos a seguinte matriz para a relagao

entre tensoes e deformacoes.

B 1 v 0
E= |V 10 (2-4)
0 0 A
onde: .
A= 5 (2-5)

No entanto, se o material considerado for ortotropico, isto é, levando em
consideracao as direcoes x e y do material, a matriz que relaciona tensao-

deformagao é representada pela equagao (2-6):

Epe By O
E=| E, E, 0 (2-6)
0 0 G

({9951 L, n

Em se tratando das tensoes que ocorrem nas direcoes “z” e “y”, segundo
a figura 2.1, a variacao é linear na direcao “z” surgindo, assim, os momentos
“Mz” e “My” como indicam as seguintes funcoes2-7. Além destes momentos, ha,
também, o Momento de tor¢ao “Mzy” ocorrido devido & manifestacao das tensoes
tangenciais que variam linearmente ao longo de z. Vale ressaltar que, na superficie
média da placa, as tensoes se anulam devido a origem do sistema de coordenadas
adotado.

t/2 /2

M,.. :/ —0,.2.dz M,, :/ —0y.2.d2 (2-7a)
—t)2 —t)2
t/2 t/2

M,, = / Tay-2.dz M,, = —/ Tye-2.dz (2-Tb)
—t/2 —t/2

Para placas delgadas, as tensoes as normais e tangencias em z podem ser
desprezadas por terem valores pequenos quando comparados as dos eixosz e y.
Os valores para as tensoes sao obtidos através das relagoes tensao - defor-
macoes para o Estado Plano de Tensoes como esté escrito a seguir:
E E EX

0r =1 HlEatrey)  oy= m(% Trea)  To = e (28)

Substituindo as deformacgoes 2-3 nas equagoes 2-8 chega-se a seguinte
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igualdade:

1— 2 0x? “oy?
E *w 0*w
T e é?y?z_yzé?aﬁ
E 0%w
= —2 -
Toy =12 ( Z@x@y) (2-9)

Substituindo, agora, estas tensoes 2-9 nas equacoes de momentos tém-se

que:
V2 g Pw  Pw
M,, = *d
/t/2 1—v? (8$2 +V83/2) -
V2 0w 0w
M,, = 2d
" /_t/g 1—v? (392 +V(9952> -
2B (0
M,, :/ g (2 v ) 2dz (2-10)
i l—v 0xdy
Resolvendo a integral em 2z tem-se que:
t/2 13
/ Pdz = — (2-11)
7t/2 12
Onde:
E t/2
D= / 2dz (2-12)
L=v2 )
Ao analisar-se o sistema matricialmente obtém-se o seguinte vetor de
momentos:

M = {Mao, Myy, My} (2-13)

Sendo estes momentos definidos por:

Pw  Pw Pw  Pw
M, =—D(—— — M, =—D(—— — 2-14
(02x+1/82y) Y (82y+V82$) < )
Para as deformacdes generalizadas considerar-se-4 o seguinte vetor:
¢ = {¢xw7 (b,yya (b,my} = {w,:mca W yys 2w,xy} (2‘15)

As relagoes de equilibrio entre os esforcos solicitantes na direcdo de z,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510720/CA

Aspectos Relevantes da Modelagem de Placas 28

desprezando-se os termos de ordem superior, sao formuladas a partir da Figura
2.3l

M
) 7M< +8dex/
{ x T ox oM
i o o ox

, Mﬂ?ydy /

/

M, om dy X o
yx ay
ox
Qy+(:&dy
oy

Figura 2.3: Equilibrio de uma placa
i

Fazendo-se as devidas substituicoes, obtém-se as seguintes expressoes:

0Q, 00,
b, =0 2-16
ox * dy 0 ( )
oM,, OM, oM,, OM,
— =0 o —Q.,=0 2-17
ox dy @y dy ox @ ( )
Na analise por elementos finitos preferiu-se usar uma formulacao em energia
diretamente.
2.2

Funcionais de Energia

Para explicar a maneira com que os funcionais de energia sao usados no
estudo de flambagem de placas, nada melhor do que adotar um exemplo de placa
carregada, simplesmente apoiada, assim como ilustra a figura2.4. Segundo o
método da energia potencial estacionaria p|, esta placa estard em equilibrio se
sua energia potencial total V' for estacionaria. Além disso, V' deve satisfazer as

equacoes de Euler do célculo variacional.
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Ny
 YYvYYYYYYYYYYYYYY | t%
3 Ny T
bNX§¢ny ny? ENX
EP T S
ﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁm

Figura 2.4: Placa simplesmente apoiada sujeita a um carregamento de compres-
Sa0.
[5]

A energia potencial de uma placa, sujeita a uma pressao lateral, p(x,y),
com carregamento sobre os bordos, representa a soma da energia de deformacao

U com a energia potencial de cargas aplicadas, ()
V=U+Q (2-18)

A energia de deformacao de uma placa delgada, desprezando-se o efeito das

tensoes no eixo z como menciona a teoria classica de placas, é dada por:

_ b 2 | 2 L—v ,
=507 /// (»sx + &, + 2vee, + 5 %y> dxdydz (2-19)

Substituindo as deformacoes pelas expressoes2-3/ chega-se a seguinte igual-
dade:

?w\> [ 0w 02w H%w 0%w \ 2
U—D//<(W> +(8_y2> —i—2ya 2W+2<1 )<8x3y> )dxdy

(2-20)
Sabendo-se que D, a rigidez de flexdao da placa, é dada por:
Et3
D=——+— 2-21
12(1 — v?) ( )

Ja a energia potencial das cargas aplicadas, para um sistema conservativo,
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é igual ao trabalho realizado pelas cargas quando a estrutura estd deformada,

assim como esta na equagao 2-22.

Q=- / / (pw)dzdy (2-22)

Pode-se acrescentar a seguir o trabalho realizado pelas forcas agindo no
plano médio da placa, que é funcao dos deslocamentos no plano causados pela

flexao de placa, conforme expressao abaixo.
Q——l// N, gw 2+N gw 2—1—2]\7 Ow ow dxd (2-23)
2 “\ Oz Y\ oy Y ox Oy Y i

2.3
Matrizes de Rigidez Elastica, Geométrica, Massa

As matrizes de interesse nos problemas de andlise estatica e dinamica,
com efeitos de flambagem incluidos, foram montadas através das superposicoes
de fungoes (fungoes de forma do elemento, fungoes adicionais internas e as de
contorno) que serao descritas no capitulo 3 onde os calculos, de cada rigidez, foram
feitos separadamente. Com isso, as matrizes dos elementos podem ser escritas da

seguinte forma:

Keaumlir [Keomlra [Keowmlio
(Keamlemento = | [Kecmlar [Kecemlas [Keamlan (2-24)

Keoumler [Kecewmlia [Keeumlir

Onde os K formam uma matriz em que os subscritos E, G, M se referem
as matrizes de rigidez elastica, geométrica e de massa, respectivamente; ja os
subscritos f, A e L referem-se a termos oriundos das funcgoes convencionais
(nodais), adicionais internas e adicionais de lado e suas combinagdes.

A seguir, serao apresentadas as etapas utilizadas para a obtencdo dessas
matrizes. Utilizando apenas, como exemplo, as funcoes nodais do elemento

retangular (f), parte-se do funcional de energia até chegar a forma matricial.

23.1
Matriz de Rigidez Elastica

A matriz de rigidez elastica pode ser deduzida a partir da energia de

deformacao U. Em forma matricial, os deslocamentos na placa sao dadas por:
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w = [f (l’,y)]f {Q}z (Z =1,2,3, 4) <2'25)

Substituindo as varidaveis que pré-multiplicam as funcoes de forma pelos

elementos da matriz 2-1, chega-se a seguinte igualdade:

_1 S 0 o O SS9 e ) ©
_2 // { ( xy XX]T [fyy]lxn +G [fxy]T [fxy ) d dy} [q]z 12

nx1 nx1 ]nxl
(2-26)

1

Onde:

~ Jfiga, fiyys fizy: derivadas de segunda ordem do vetor referente a funcao de

forma nodal e adicional;
— n: namero de funcdes totais utilizadas para os calculos;

— G: modulo de elasticidade transversal do material.
Na notacao mais usada de elementos finitos [7] se escreve:

t3
U=15 BTEBdA (2-28)
A
Onde B; é definido pelas expressoes2-29al (3 graus de liberdade por no) e

2-29h (4 graus de liberdade por no).

Jitez  Jfiowr  fizae
Bi=dfi= | fiy fiou  fiow (1=1,2,3,4) (2-29a)
2fay 2fi2yy 2fizzy
fivge  Jizaxr  Jizax  Sidae
Bi=dfi= | fuy fouw fow  faw (2-29b)
2fnay 22y 2fi3ey 2 iay

A matriz B final tem a seguinte forma matricial:

B, 0 0 0
0 B, 0 0

B= ? (2-30)
0 0 Bs 0
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2.3.2
Matriz de Rigidez Geométrica

A matriz de rigidez geométrica para a placa pode ser obtida pelo trabalho
realizado pelas forcas constantes agindo sobre a membrana através dos desloca-
mentos associados as pequenas deflexdes laterais D]. As forgas atuantes na placa

como ilustrado na figural2.5 sao definidas por:

/2 t/2 t/2
N, = /dez N, = /aydz Ny = /Txydz (2-31)
—t/2 —t/2 —t/2
zZ, W

Nx
Nxy

Figura 2.5: Elemento diferencial de uma placa delgada mostrando as forcas
atuantes (]9]).

Assim como a matriz de rigidez eléstica, a matriz de rigidez geométrica pode
ser obtida em funcao da energia de deformacao das cargas, porém, considerando-
se a derivada de primeira ordem das funcoes de forma [2-23) como mostra a

funcao 2-32:
1 T Nl‘ [fx]Exl [fx]nxl + Ny [fY]IXI [f}’]nxl + T
Q= - [d; : dxdy[q]; (2-32)
2N$y [fx]nxl [fY]nxl

Ao escrevermos a formula 2-32 na sua forma matricial chega-se a seguinte
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identidade, conforme a seguinte referéncia P:

T
- 1 T fi,x Nazac ny fi,x _
Q—th// {ﬁy}[NwA@]{ﬁg}M@[%j

) Ko ) (239

233
Matriz de Massa

Uma matriz de massa é a representacao discreta de uma distribuicao
continua de massa no elemento 9. A formulagao 2-34, que representa a matriz
de massa consistente [7, 8|, contém a a¢do inercial de um elemento devido a
aceleracoes unitarias nos graus de liberdade, o que pode ser visto como forcas
aplicadas na estrutura, na forma do principio de D’ Alembert. Além disso, usando
o principio dos trabalhos virtuais, as acoes inerciais sao transformadas em forcas
concentradas aos nés. Como para a rigidez e cargas nodais equivalentes, estas
acoes inerciais sao ficticias e sao usadas somente para resolucao analitica de
problemas.

K = [ plali [f]7 [£]; [al; dV (2-34)
M = [ Py T [T 19l
1%

Fazendo a simplificacao referente ao eixo z tem-se que:

K — ¢ / / p ol (€17 [£); [ ddy (2-35)

2.4
Formulacido Matricial para a Flambagem e Vibracoes

Para o calculo da carga critica aproximada de flambagem e do modo
respectivo, utiliza-se o método variacional de Rayleigh-Ritz partindo de elementos
finitos refinados com funcoes de deslocamentos adicionais, internas e de contorno.

Da mesma forma sao obtidas as freqiiéncias naturais de vibracao e seus
respectivos modos. O colapso de uma estrutura é um processo dinamico e o estudo
da flambagem propriamente dita e da estabilidade se beneficiam do uso de um

ponto de vista dinamico [12].
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241
Método para o calculo da carga critica de flambagem

Como em diversos problemas nao é possivel elaborar uma funcao que
descreva a curva de deflexdo exata para a estrutura, segundo [[2], a determinagao
da carga critica de flambagem pode ser obtida através da minimizacao do
quociente de Rayleigh 2-36b partindo-se da igualdade da energia de deformagao
e do trabalho das forcas externas.

[[=v-P:Ww=0 (2-36a)
U
Pr=17 (2-36h)

Ritz generalizou este método ao construir uma familia de funcoes, satisfa-
zendo as condicoes cinematicas de contorno. Na grande maioria das situacoes é
possivel separar os graus de liberdade e recair no calculo de autovalores e auto-
vetores.

Segundo a referéncia [1], a magnitude da carga critica é representada pelo
fator A que é multiplicado ao valor das cargas atuantes conforme mostra as
igualdades 2-37:

N, =AN. N, =AN! N, =AN, (2-37)

Portanto, para [1], o valor da carga critica resulta na relagao entre a energia
de deformacao elastica (Ug) pela energia de deformagao geométrica (©2) como

descrita na equacao 2-38:

2w 92w
UE fo(8z2+8y2+2 g$2%y2+2(1_y) )dIdy

A= 2E
I |Gy ey () + 2 e | sy

5 (2-38)

Para uma estrutura discretizada pelo método com fungoes locais (elementos
finitos) ou fungoes globais (Rayleigh-Ritz) o calculo da carga critica pode ser feito
tomando-se a matriz de rigidez geométrica proporcional a um parametro de carga
A, quando tratada sob o enfoque global e, além disso, admite-se que a matriz de

rigidez elastica é constante [11]. Desta forma chega-se & seguinte expressao:
[Kg + AKg]dr = dR (2-39)

Onde:

— Kpg: Matriz de rigidez eléstica;
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— K¢g: Matriz de rigidez geométrica global;
— dr: vetor de incremento dos deslocamentos nodais;

— dR: vetor de incremento do carregamento externo

Compactando a expressao2-39 e considerando dR = 0 tem-se:
Kpdr =0 (2-40)
Fazendo as devidas substituicoes tem-se:
Kr = Kgp+ \Kg (2-41)

Onde:
— Kp: Matriz de rigidez tangente aproximada no nivel de carga \.

A solucao da equacao 2-40/ fornece os incrementos de deslocamentos nodais
dr produzidos pelo vetor de incrementos de carregamento externo nulo. Este
sistema linear s6 terd solucao tnica se a matriz dos coeficientes, K, for nao-
singular, ou seja, possuir determinante nao-nulo.

Quando o determinante de Kp tender a zero, os acréscimos dos desloca-
mentos assumem valores exagerados, equivalendo a uma perda de rigidez global
da estrutura. Em outras palavras, a anulacao do determinante da matriz Kr,
associada ao parametro de carga \.., equivale a um estagio de carregamento no
qual obtém-se a chamada carga critica e se recai num problema generalizado de
autovalor, onde os autovalores sao as cargas criticas e os autovetores dr sao os
modos de flambagem.

Portanto a equacao que define a determinacao da carga critica é expressa
pela expressao 2-42, que caracteriza um problema de autovalor nao-linear, véalido
em qualquer nivel de carga. No céalculo classico de cargas criticas, implementado
neste trabalho, as matrizes envolvidas sao mantidas constantes, resultando num

problema linear de autovalor.

det[Kp + Ao K] = 0 (2-42)
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2.4.2
Modos de vibracio e freqiiéncias naturais

Assim como no célculo da carga critical2-42, as freqiiéncias também podem
ser obtidas através do problema de autovalores e, usualmente, estas freqiiéncias
naturais sao comparadas as freqiiéncias de excitacao da estrutura.

A formulacao matricial de movimento da estrutura é representada por:
[Knm){¥} + [Kc[{v} + [Kge[{v} = {R™} (2-43)

Onde:

— Ky Matriz de massa da estrutura;
— v, v : Derivada de segunda e primeira ordem dos deslocamentos;

— v: amplitude do deslocamentos da estrutura;

Ko: Matriz de amortecimento;
— Kpg: Matriz de Rigidez da estrutura;
— R***: Cargas externas aplicadas a estrutura.
Uma estrutura linear e com amortecimento e cargas externas, possui movi-
mento harmonicos nos quais cada grau de liberdade se move em fase com todos

os outros graus de liberdade, com vetores de deslocamento e aceleracao represen-

tados por:
{v} = {v}sin(wt) {¥}=—w?{v}sin(wt) (2-44)

Sendo:
— w: freqiiéncia circular (radianos por segundo).

Combinando as equagoes 2-44 com a equacgao 2-43 e desconsiderando o

amortecimento e cargas externas, tem-se que:
([Kg] — M[Ku)){v} = {0} onde : )\, = w? (2-45)

A equacao 2-45| representa a funcao basica para o problema de vibracao
sendo que a matriz, [Kg|— A [K ], ndo pode ser singular e deve possuir somente a
solugao trivial {v} = {0}. Portanto, a equagao para determinacao dos autovalores

fica associada a seguinte expressao:
det([Kg| — A\o[Knm]) =0 (2-46)

Cada autovalor esta associado a um autovetor que corresponde ao modo de

vibracao da estrutura. As freqiiéncias circulares sao representas pela extracao
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da raiz quadrada de cada autovalor. Uma freqiiéncia nula corresponde a um
modo de energia zero de deformacao, o que s6 ird ocorrer no caso de estrutura

insuficientemente vinculada (ou com deficiéncia na representagdo numérica).
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3
Elementos de Placa adotados para Analise

O presente capitulo apresenta os elementos testados, para a andlise de
flambagem, e suas respectivas propriedades relevantes que ajudaram na escolha do
elemento satisfatorio. Os elementos podem ter trés ou quatro graus de liberdade
por n6. Além disso foram elaboradas duas familias de funcoes, uma envolvendo
fungoes trigonométricas e outras apenas polinomiais, com o intuito de melhor
aproximar o que acontece no interior da placa. Outro item importante a ser citado
refere-se as fungoes responsaveis pelos deslocamentos no contorno da placa sendo,
também, arbitrados dois tipos de funcoes e feitas as devidas conclusoes sobre elas.

Finalmente, é abordada a implementacao computacional elaborada para
analise dos calculos, incluindo uma breve citagao sobre como generalizar a uma

malha de elementos finitos.

3.1
Elemento Retangular

O elemento finito primeiramente utilizado para o estudo de flexao em placas
foi o retangular. Este elemento constitui-se de quatro nés sendo que cada no6
possui trés graus de liberdade compostos por duas rotacoes da placa e uma
translagao como ilustra a Figura3.1. Além disso, £ e n representam as coordenadas
normalizadas paralelas a x e y, respectivamente. Este elemento foi desenvolvido
por Melosh, Zienkiewicz e Cheung enomeado de “ Retangulo MZC ” [].

Os deslocamentos nodais na forma vetorial sao representados por:

ow; Ow; .
q; {%17 qi2, qz3} {wl7 ay ) ax } (Z ) 27 37 ) (3 1)

Os sub-indices do vetor variam conforme as seguintes relagoes: i; = 3i —
2

negativo devido ao sentido de rotacao nodal g;3.

, 19 = 31 — 1 e 13 = 3i. Nota-se que o sinal do terceiro elemento do vetor é
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y.n=y/b
3
2b X, éi=x/a
2
Figura 3.1: Retangulo MZC
7l
As acoes nodais correspondentes aos deslocamentos sao:
pi = {pi1, Piz, iz} = {Pzi> Mai, Myi} (1=1,2,3,4) (3-2)

A funcao de deslocamento geral para o elemento MZC, de acordo com o

triangulo de Pascal e adotando uma variacao quartica, possui a seguinte forma:

w (€,m) = 1 + o€ + c3n + ca€? + esén + con® + 1€ + €’
N+ coén® + cron® + c1n&n + ciaén®  (3-3)

Assim como ilustra a figura 3.1, substitui-se &, n pelas seguintes relagoes:
z y
=z =2 3-4
E=— 0=y (3-4)
O vetor de fungoes de interpolacao para os deslocamentos nodais, utilizados

para representar cada grau de liberdade da placa, podem ser expressos, respecti-

vamente, por:

fi=| fo fo fs] (3-5)

fi1 = %(14'50) (1+mo) (24'50—1‘770—52—772) (3-6a)
fir = =g (14 &) (1= o) (14 mo)° (3-6b)

fis = 506 (1 = &) (1+ 1) (1+ &)’ (3-60)

Para as coordenadas paramétricas iniciais, deve-se levar em consideracao as
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seguintes relagoes3-7 e a tabela 3.1, conforme Ref [7].

So=8&E mo=mn (i=1,234) (3-7)

if1]2]3]4
G111
m -1 -1]1]1

Tabela 3.1: Tabela de valores para &; e 7; iniciais

Para se obter a matriz de transformagao, deformacao-deslocamento como foi
citado em [7], tem-se o operador diferencial generalizado d que, pré-multiplicado

por f;, resulta na equacao 3-8:

82 82 282 fil,xx fiQ,xx fi3,xz
d= dx?’ 0y?’ Oxdxy Bi=dfi=| fiogw fow fiw (3-8)
2fil,xy 2f1'2,my 2fi3,zy

A matriz de rigidez elastica é obtida através da seguinte expressao3-9:

1 1
K= / BTEBdA = ab / / BTYEBdédn (3-9)
-1J-1
A

As cargas nodais equivalentes sdo obtidas de forma similar & matriz de
rigidez, porém agora deve-se considerar a carga transversal da placa com a

seguinte igualdade:

1
Dy = / FTb.dA =ab | fTb.dedn
—1
A

po = { BTE¢ydA = ab [*, [*| BT E¢ydédn (3-10)

Além do elemento quadrangular com trés graus de liberdade por né, Bogner,
Fox e Schmit [7] introduziram o elemento da Figura3.2 (Retangulo BFS) com a
adicao, em cada n6, de um grau de liberdade correspondente a derivada mista do
deslocamento a distorgao.

Os deslocamentos nodais para este tipo de elemento sao representados pelo

seguinte vetor:

oy’ Ox’ 0x0y

¢ = {4in; Giz; Gis, Gia } = {w } (i=1,2,3,4)  (3-11)

O vetor de deslocamento nodal é definido com o uso das seguintes variacoes

parai:i; = 4i—3, 19 = 4i—2, i3 = 4i—1 e iy = 4i. As a¢Oes nodais correspondentes
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y;n=y/b
3
Tw
b
2 X, &=x/a
Figura 3.2: Retangulo BFS
I71.
aos deslocamentos estao representadas na equacaol3-12.
Pi = {Pi1, Piz; Dis; Pia} = {Pzi> Mai, Myivayi} (i=1,2,3,4) (3-12)

A funcao cubica de deslocamento para os dezesseis termos polinomiais do
elemento BFS (quatro graus de liberdade por no) é representada pela seguinte

Equagao 3-13

W = C1 + T + 631’2 + c4x3 + 5y + cery + c7x2y + ch3y + 09y2 + clong

+ e 22y? + c1o2®y? + sy + cury® + ey + crea’y? (3-13)

Da mesma forma que para o elemento da figura3.1, a matriz de transforma-
¢ao deslocamento-deformacao deste é representada pela matriz3-14/que diferencia

pela adicao de uma coluna na matriz.

fil,mz fiQ,zz fi3,zz fi4,zz
Bi=dfi= | fay fow fow  faw (3-14)
2fi1,xy 2fi27xy 2fi3,xy 2fi4,xy

Para a elaboracao da modelagem numérica utiliza-se as seguintes funcoes

de forma como indicada na Tabela3.2. [7].
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f; J f;
(1-32+28)(1 =3 +21%) | 9 (3% —26°) (3% — 21°)
(1-38+28)(n—20" +n)b |10 | —(36? —2&°) (> — )b

—(£ =28 +&)(1 = 3>+ 21)a | 11 (& = &)(3n* = 2n°)a
(=282 +&)(n—2n"+n’)ab | 12 (& —&)° —n*)ab

)
(3% —287)(1 = 3n° + 21%) 13 | (1-38428)(3n* — 21°)
(36 —28%)(n — 2 + )b 14 | —(1 =38 +28) (" —n°)b
(& = &) (1= 3n* +2n°)a 15 | —(£—282+&)(3n* — 21°)a
—(& =) -2 +n’)ab |16 | —(£—28+&°)(n* —n’)ab

Tabela 3.2: Fung¢oes de Forma Convencionais para a Placa da Figural3.2

7]

DI |OCU | W [N~

A formulacao das tensoes generalizadas para o retangulo BES é semelhante a
obtida para o retangulo MZC. Entretanto, a rigidez e as cargas nodais equivalentes
devem ser obtidas, também, através das equacoes3-6 e [3-7 mudando-se, apenas,

o intervalo de integracao pelo motivo da alteracao do eixo de origem.

3.2
Funcdes Adicionais Internas

As funcoes adicionais internas foram geradas para permitir um refinamento
hierdrquico sem afetar as condicoes de contorno essenciais do elemento como: os
deslocamentos e rotagoes nodais. A seguir, serao apresentadas as funcoes trigono-
métricas e polinomiais, utilizadas para o problema de flambagem e vibragao em

placas

3.2.1
Funcdo Adicional Interna Trigonométrica

Para a deducao da funcao adicional trigonométrica de uma placa, pode-se
partir do elemento finito de viga [15] sendo que a expressao final para uma placa
é obtida pela multiplicacao de fun¢oes de duas vigas em diregoes @&, y).

Os parametros que definem uma funcao de interpolacao numa estrutura sao
os graus de liberdade, sendo a viga composta por dois graus de liberdade por né
sendo, estes, dois deslocamentos (wy, wy) e duas rotagdes (01, 65).

Assim, como esté relatado em diversos livros [[5, 9], foi adotada uma fungao
basica polinomial de terceiro grau para a viga. Entretanto, como o intuito é reduzir

o erro no resultado final do problema, inserem-se termos adicionais senoidais,
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como mostra a equagao 3-15, onde n venha de 1 atédn,,, o nimero de termos

necessarios para se chegar a um resultado aceitavel.

nm:) (3-15)

Wy, = C1 + C2 + 031:2 + 04173 + sen (—
a

A determinagao das constantes (c1, ca, c3, ¢4) se da através de condigoes
apropriadas de contorno, ou seja, as funcoes e suas tangentes (primeira derivada)
se anulam nos extremos (z=0, z=a) tendo como resultado a seguinte expressao
3-16.

2 3
Wy = (2nm—3sin(nm) + cos(nw)nﬂ)X—Q—(nw—%in(mr) + Cos(mr)mr)x—3
a a
nTx\ nmT
+sen <—) T (316)
a a

Chamando de A, a funcao de viga na direcao x, com o respectivo indice n,:

o IT NxT o ngy x7 3 Ny
A, = — " X+ 2 X (24 (=1)™)— 3 X (14 (—=1)™) + sen( "

Ny TX

) (317)

A funcao para uma viga ao longo do eixo é obtida analogamente a obtida

para o eixo X resultando em:

n NymT o

™ n Ny n N, 7T
Ay = =y (24 (-1 =Ry (L (C)Y) +sen(ZE) (318)

Tendo em vista a obtencao das func¢oes adicionais para a viga nos sentidos
X ey, é possivel chegar a funcao adicional para a placa através da multiplicagao

de A, e A, como mostra a equacao3-19.

A, = AA, (3-19)

3.2.2
Funcdo Adicional Interna Polinomial

A Funcgao Adicional Interna Polinomial'3-20) é deduzida de modo analogo a
Fungao Trigonométrica, porém por conveniéncia coordenadas adimensionaisé e

71 sao utilizadas.

w=c + 025 + Cg£2 + C4£3 + fn (3—20)

Para a determinagao das constantes ¢; (i=1..4) considera-se que os parame-
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tros (£ e 1) se anulam nos extremos £, =1 e £, = —1 resultando em:
1 1 1 1
y = —— - _1 (14n) - - _1 n
w 5 2( ) +4n+4( )+
3 3 1 1 1 1
2 (=1 - (-1 (n+1) - (=1 (n+1) 2
<4+4( )+4n+4( ) n ) €+ 4n—|—4( ) n ) €

1 1 1 1
- = (=1 (n+1) Z(=1)" 3 n
+(4 4n+4( ) n+4( )'n ) & +¢

(3-21)

Para tornar a equacgao 3-21 em funcao de x e y, é necesséria a substituicao

pela igualdade [3-22.

2
e=2 1 n=n, (3-22)
a
Para obter a mesma equacaol3-21, em funcao de y, é s6 fazer as seguintes
mudancas:
E=n a=b x=y n=n,
3.23

Comparacio entre Funcdes Adicionais Internas

Ha vantagens e desvantagens a serem comentadas a respeito das funcoes
adicionais internas.

Da teoria de séries de Fourier, sabe-se das propriedades de convergéncia
superiores das fungoes trigonométricas.

Ja as fungoes polinomiais, no programa, reduzem substancialmente o tempo
de simulacao permitindo, assim, adicionar maior nimero de funcoes. Um dos
motivos, que o torna mais agil, é o fato de que a obtencao das derivadas e integrais
de funcoes polinomiais é bem mais rapida que no caso das trigonométricas, em
particular para um programa como o Maple.

Um dos maiores problemas ao se usar funcoes polinomiais foi o fato de
que seu nimero fica limitado, pois ocorre deterioracao nos resultados com o
aumento de n, devido ao fato de nao se ter adotado funcoes ortogonais. Esta
limitacao também ocorre no uso das fun¢oes trigonométricas, mas de forma menos

acentuada.
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33
Funcdes Adicionais Externas ou de Lado

Neste caso, adotam-se fungoes A, e A,, como no caso das funcoes internas
com a diferenca de que sao multiplicadas por funcoes unitarias em cada um dos

eixos respectivos. A figural3.3 mostra a fungao para o lado unindo os nés 3 e 4.

Ac’y

N~ ———— @ —@
I\ 1 4 3
[
VA
N
N
B
A
\\\
\
N
\ 1, X
\\
AR
AN
N
Y
A\
A
A
\
\‘1 2‘
(-a,-b) (a.-b)

Figura 3.3: Exemplo de funcao de lado.

As funcoes lineares sao, portanto:

1 1 1 1
Ly =——y+ ~ Ly = —1y+ = -2
1 T 2= Y+ 3 (3-23a)
1 1 1 1
L= ——x+ = L= —x+= -
”l 2ax + 5 Y2 2ax + 5 (3-23Db)

As fungoes ctbicas adotadas sao as funcoes de forma de uma viga (figura

3.4), 13-24al e 13-24b como citado em diversas referéncias, por exemplo, [L5, [7].

32 223 202 g3
3x2 213 x? a8
3 a? a3 4 a + a? ( )

W, ” W

Substituindo “z” por “y” e “a” por “b” tem-se as fungoes 3-24b em funcao

de y, completando, assim, as funcoes para placa.
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Figura 3.4: Viga com quatro graus de liberdade.

3.4
Implementacdo Computacional

A implementagao computacional desenvolvida para o presente trabalho,
cuja linguagem utilizada é o Maple 9, é aplicivel a andlise de placas delgadas
com tensoes normais ou tangenciais produzidas por carga normal ou cisalhante
aplicada na espessura da placa como mostra a figural3.5. O programa permite a
obtencao das cargas criticas de famblagem, freqiiéncias, modos de flambagem e
vibragao. Seu funcionamento ocorre com a utilizagdo de trés matrizes basicas que

sao as matrizes de massa, rigidez geométrica e rigidez elastica.

i
x

Nx
Nxy

Figura 3.5: Forgas aplicadas na Placa (de 9]).

y

A seguir serao apresentados os passos de calculo efetuados para a resolugao

do problema. Além disso, vale a pena destacar o Apéndice B que contém trechos
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do programa feito em Maple 9.

34.1

Passos para a seqiiéncia operacional

10.

11.

Os passos operacionais do programa sao os seguintes:

. Entrada de dados referentes ao material, geometria e carregamento da

estrutura;

Informar o nimero de funcoes adicionais internas e de contorno, além de

impor as condi¢oes de apoio;

Calculo da submatriz de massa, rigidez geométrica e rigidez elastica a partir

do uso das funcoes de forma para elementos de placa;
Obtencao das submatrizes com a utilizagao das fungoes adicionais internas;
Calculo das submatrizes para as funcoes adicionais de contorno do elemento;

Calculo das submatrizes de massa, rigidez geométrica e rigidez elas-
tica(funcoes de forma e adicional interna, fungdes de forma e adicional de

contorno e fungao adicional interna com a de contorno);
Concatenam-se as submatrizes para chegar as matrizes finais;

Obtencao dos autovalores A\p a partir das matrizes de rigidez elastica e de

massa COINOo:

{{Kg] + Ap[Ku]} = {0} (3-25)
Obtencao dos modos de vibracao da estrutura;

Calculo do autovalor .. a partir das matrizes de rigidez elastica e rigidez

geométrica através da seguinte equacao:

{[KE] + Aer[Kc]} = {0} (3-26)

Obtencao da configuracdo de flambagem através do célculo do autovetor

correspondente ao Acr calculado [10];

Caso seja considerado um material nao-linear como o concreto armado,

deve-se repetir os passos (de 2 ao 11) para obter redu¢do do material como sera

discutido no Capfitulo 4.
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3.4.2
Elemento isolado de placa

Para avaliacao do desempenho do elemento, optou-se pelo uso do elemento
isolado, e nao uma malha de elementos finitos. Isto trouxe a reducao do tempo
de simulagao do programa e permitiu melhor compreensao das qualidades e defi-
ciéncias da formulacdo. E claro que uma malha de elementos finitos discretizaria
melhor o problema de flambagem, principalmente, pela livre escolha de um “lu-
gar” na estrutura em que esta malha poderia ser refinada para gerar um resultado
com uma aproximacao mais convergente. Mas, ao testar as funcoes, observa-se um
bom resultado final para o estudo de flambagem e das duas primeiras freqiiéncias.

As funcoes adicionais, internas e de contorno, utilizadas para a anélise do
problema apresentam a configuracao grafica, ilustradas pelas figuras3.6/ e 3.7,

respectivamente.

Figura 3.6: Grafico representativo da fungao interna.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

Elementos de Placa adotados para Analise 49

77/
7]
.
N

77
o

)

Figura 3.7: Grafico representativo da funcao de lado.

Vale a pena ressaltar que a configuracao grafica, da variacdo interna da

placa, possui o seguintes dados:
nA, =3 nA, =3 nAz, =nA;nA, =9.

Para a configuracao de variagao no contorno da placa, os dados inseridos

foram:
nlLy, =2 nl, =2 nAgy = 4nL, + 4nL, = 16.

Onde:

— nAz,nA,: Nimero de funcoes adicionais internas da placa;

— nAgy,: Namero de fungoes internas da placa;

nL;,nL,: Namero de funcoes adicionais no contorno da placa;

— nLg,: Soma do nimero de func¢oes (4 fungdes) que representam cada lado

da placa.

Para formulacao de um elemento nao-retangular, poder-se-ia seguir o proce-
dimento paramétrico usual conforme mostrado na figura3.8. Vale a pena destacar
apenas o elemento retangular implementado neste trabalho. No elemento para-

métrico, as coordenadas x e y sao definidas através das seguintes expressoes:
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=-1 (=-112 =12 =
4

,,,,,,,,,

|
,,,,,,,,

50

b)

Figura 3.8: a) Elemento isoparamétrico no espago x,y. b) Elemento isoparamétrico

no plano.

Para o elemento individual temos as seguintes fungoes de forma:

Ny = (161~ n)
Ny = 3(1+6)(1+7)

M=+ -0 (329)
Ni=g(0-91+n)  (329)

A formulacao matricial para a montagem da matriz de rigidez é:

k] = / / [B)'k[B] t dedy = /_ 11 /_ 11 [B)Tk[B] t Jdédn (3-30)

A matriz B é composta por:

[B] =

Nl,x N?,x
Nl,y N2,y N3,y N4,y

Nao Nig
e ] (3-31)

A matriz Jacobiana da transformada de primeira ordem,que ird somar a

quantidade elementos discretizados na estrutura, é representada por:

[J]le’5 y,g]:[g—g %]:[ZNi,ngi ZM,&%]

gz Oy
on On

oz
_ ot
oz

an

Tm Yn

Z Ni,n»’l?i E Ni,nyi

>3 ]
7
(3-32)

A inversa da matriz Jacobiana (/') transforma derivadas paramétricas em

derivadas cartesianas.

Apos feito isso, é s6 seguir os passos de calculos ja citados anteriormente.
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4
Aspectos da Modelagem de Elementos de Concreto Armado

O modelo proposto neste capitulo visa contribuir para a obtencao simpli-
ficada (linearizada) da carga critica para uma estrutura com a nao-linearidade
do material, como no caso do concreto armado. Para o célculo da carga critica,
utiliza-se a mesma formulacao ja citada no capitulo 2, diferindo apenas na for-
mulacao da matriz de rigidez tangente do concreto. Os tipos de estruturas em
questao sao os pilares-parede de concreto armado sendo que, o exemplo a ser
apresentado, é mais didatico.

O concreto possui baixa resisténcia a tracao permitindo, assim, o apare-
cimento de fissuras através das modificacoes na matriz de rigidez elastica (Kg)
ocasionando uma nova distribuicao de tensoes e deformacoes.

Na compressao, entretanto, considera-se que o material sofre uma reducgao
de rigidez (no caso, associada a dano isotropico) devido as deformagoes causadas
pelas cargas de compressao atuantes na estrutura, proporcional ao parametro de
carga critica (A\..). Admite-se que a armadura, material de refor¢o, comporta-se
de maneira a resistir a tracao da estrutura. A partir disto pode-se obter a seguinte

formulacao para a obtencao da carga-critica:

Onde:

— Kg: Matriz de rigidez elastica global;

— Kg: Matriz de rigidez geométrica global do material;

AKg: Matriz de rigidez reduzida devido ao dano do material;

— Aer: parametro de carga critica;

dr: vetor de incremento dos deslocamentos nodais;

— dR: vetor de incremento devido ao carregamento externo.
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4.1
Introducdo ao conceito de Pilar-Parede

Segundo a NBR 6118 [17], define-se pilar-parede como um elemento de su-
perficie plana ou de casca cilindrica, usualmente disposto na vertical e submetido,
preponderantemente, & compressao. Além disso, deve possuir na sua secao trans-
versal uma dimensao mais de cinco vezes maior que a outra dimensao.

Atualmente, os pilares-paredes sao construidos em edificios esbeltos como
o Edificio Cotoxo6, cuja planta é apresentada pela figura4.1. Esta construcgao foi
utilizada, pela TQS [20], com base no estudo do dimensionamento de estruturas

compostas por pilares retangulares simples e compostos na forma de L.

P1 P2 P3 P4
(150x19) V1 (14/65) (19x224)  (19x224) (150x19)
;.
V2 14/60
V3(14/60)
| —)P5 P61
P7 P8
(19x210) V4 (19/110) (19%x210)
_ —— £
o <
- ']
] L1 o v.
< h=19 < ~
z o -
[+2] -
> P10 P11 >
I (25x130)  (25x130) 913
KI:Q V5(14/65) ( _/
L2 o2 §E L3
(14/50) (14/50) ]
19.54 m

Figura 4.1: Piso tipo do Edificio Cotox6 (de [20])

Para que os pilares-parede possam ser definidos como elementos lineares,
segundo a NBR 6118 item 15.9 [17], deve-se garantir que a segao transversal
tenha a forma mantida pelos travamentos adequados nos diversos pavimentos e
que os efeitos de 2*ordem sejam avaliados coerentemente.

Em se tratando do travamento da estrutura, consideram-se os efeitos de
uma laje devido a tracao decorrente do desaprumo do pilar contraventado. Na
verificacdo de um pilar, deve-se considerar o efeito do desaprumo ou a falta de

retilineidade do eixo do pilar como informa a NBR [17].
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4.2
Introducio do Efeito da Armadura

Os calculos para o dimensionamento da armadura foram feitos através da
ortotropia equivalente, ou seja, define-se o ntimero de barras longitudinais e
transversais do elemento de placa cotando as alturas equivalente entre as barras

como ilustra a seguinte figura:

Figura 4.2: Placa de concreto armado

Para a figura as cotas sao identificadas por:

— tg,t,: Espessura da placa para o lado da placa nas diregoes x e y;
— hg, hy: altura efetiva entre armaduras na direcao x e y;

— 54, 8,: distancia entre as barras na diregao x e y.

a, b: comprimento e largura da placa;

— Agp, Asyt drea da segao transversal de cada barra para os eixos x e y.

As equacoes responsaveis pela obtencao do momento de inércia equivalente,
de uma placa de concreto armado, considerando-se uma faixa de largura unitaria

em cada diregao sao regidas por:

(1 T2 (1 7
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h,\ 2 h,\ 2 1 74

D —A (2 I Rl

=y ) aa(y) 420
(4-3)

Ja a matriz de rigidez do aco, a que se utiliza para o presente trabalho, é
definida por:
D,

0
D.=E,| 0 D (4-4)
0 O

Y

o O O

Para o presente trabalho as barras estao vinculadas entre si no plano como se
fossem uma grelha, portanto a rigidez ao cisalhamento foi desconsiderada. O valor
adotado para o modulo de elasticidade do ago, conforme Fusco [L6], é equivalente
a 210GPa.

Para o detalhamento de armadura, segundo diretrizes da NBR6118 1990,
a quantidade de armadura transversal equivale a 50% da armadura longitudinal.
Ja o artigo da TQS [20] considera esta armadura transversal como 25% da
longitudinal. Isto mostra que ainda ha acentuada variabilidade nos procedimentos
de projeto. O presente trabalho nao se preocupa em fazer um detalhamento
especifico para o pilar-parede, mas sim apresentar um exemplo didatico para

efeito de comparacoes futuras.

421
Matriz de Dano do Material

A carga critica para o caso de material nao-linear pode ser calculada
com o uso da rigidez tangente. Isto representa uma generalizacao do conhecido
procedimento introduzido por Shanley em 1947 para colunas [[]. Naturalmente,
isto leva a um problema de autovalor nao-linear, pois a matriz tangente depende
do nivel de tensao. Isto pode ser resolvido de forma bastante simples, para a
primeira carga critica (de colapso ndo- linear), inspecionando-se os pivos da
decomposicao de Gauss ou o determinante da matriz de rigidez tangente, para
valores crescentes do parametro de carga. Tais procedimentos para autovalores
de matrizes variaveis tém sido empregados na literatura em diversas situacoes
[3]. Entretanto, buscou-se aqui preservar o enfoque linearizado de autovalor, que
pode se mostrar mais pratico na estimativa de cargas nominais de flambagem

inelastica, para estudos preliminares de projeto.
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Para a analise da perda de rigidez, numa anélise linearizada, pode ser

estudada através de dois diagramas como ilustrados a seguir:

G A Ex A
fck
0.85fcd . E.
\@
2%0 3.5%. € Ecr >€
6=0.85fcd[1-(1-6./2%.) ] Maédulo Tangente x Deformagéo

Tensao x Deformacéao para o Concreto

Figura 4.3: Grafico referente a redugao da rigidez elastica (de [17]).

Onde:

— E,: Modulo de Elasticidade inicial (estrutura indeformada)

— fe: Resisténcia a compressao do material

A reducao da rigidez é representada a nivel local pela matriz AKg onde
se faz a simulacao do decaimento do moédulo de elasticidade longitudinal como
mostra o segundo gréafico da figura4.3. A deducao do moédulo de elasticidade
tangencial é obtida através de derivada da tensao4-5al em relacao a deformacao,

chegando-se a equacao 4-5¢.

o = 0.85 foom [1 - (1 - 205/0 0)1 (4-52)

— = Br = 850f0m (1 — 5002,) (4-5D)
3
N,
g = _ty =c.Fy (4_56)

onde:

— Ep: Moédulo de elasticidade longitudinal tangente;
— Ey: Moédulo de elasticidade inicial do material;

— frnom: Resisténcia nominal de célculo a compressao do concreto;
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— €. Deformacao critica do concreto;

— N,: Carga distribuida na placa.

A primeira parcela de Er (Ey = 850fn0m) representa ao modulo de
elasticidade inicial adotada para o material da reducao. Ja a segunda parcela
(Ey = 850 fnom500¢..) refere-se a redugao do material.

Para a matriz de rigidez elastica reduzida devido ao mdodulo de elasticidade

tangencial tem-se:

B 1 v 0
Ep, =—2 4-
T 1—p2 v 1 1?1/ ( 6)
L0 0 ==
B [ 1 v 0 ]
2
Er, = .2 0 (4-7)
[0 0 5~ ]

A obtencado da matriz elastica reduzida para o material é feita a partir da
seguinte formulagao 4-8, conforme foi demonstrado no capitulo 2 (item 2.2.1),

diferindo apenas na matriz constitutiva do material.

1 1
AKp = / BTEp, BdA = ab / / BY By, Bd¢dn (4-8)
-1J-1
A

Finalmente, calculam-se os autovalores correspondentes a carga critica da
placa e ou pilar-parede de concreto armado conforme a equagao4-9 como foi
expressa no inicio deste capitulo. Ja4 nas outras matrizes nao ha modificacoes
a serem feitas, ou seja, segue-se 0s mesmos passos ji citados anteriormente no
capitulo 2.

[Ke+Aer(Kg+AKg)[dr =0 (4-9)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

5
Exemplos de Aplicacao

No presente capitulo serao apresentados exemplos que visam validar a efi-
ciéncia da substituicao de uma malha de elementos finitos um elemento isolado,
com funcgoes trigonométricas e polinomiais, além de demonstrar o bom funciona-
mento do programa elaborado através do software Maple 9. Para cada exemplo,
sao fornecidas as caracteristicas geométricas da estrutura e as condicoes de con-
torno. O resultado é o estudo da flambagem e a determinacao das freqiiéncias e
seus respectivos modos de vibragao.

Inicialmente, serd apresentada a validagao das funcoes utilizadas através do
estudo da flambagem de uma viga comparando-se os resultados com a bibliografia.
Além disso, serao apresentados os desempenhos dos dois tipos de elementos
retangulares adotados cuja diferenca entre eles estd no ntmero de graus de
liberdade como foi citado no capitulo 3.

Para colocar em pratica o funcionamento do programa serao apresentados
exemplos elasticos utilizando-se materiais como o ago e o concreto armado sendo
que para este é incluido o efeito da reducao da rigidez do concreto em funcao da

deformacao.
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5.1
Exemplo 1: Validacdo das Funcoes

Para validar a utilizacdo das funcoes trigonométricas e polinomiais, foram
adotadas vigas de mesma se¢ao transversal variando-se apenas suas condicoes de
contorno como ilustra a figura5.1. Para cada viga desta figura apresenta-se o
comprimento de flambagem (L) que dividido pelo raio de giracao (p, = \/Z)

resulta no indice de esbeltez.

P
%7
P
" L
Engastada e Livre Simplesmente Apoiada
Lfl=2L Lfl=L
% o P 7 o
P % - Pl P 7
9 L | .
Engastada e Apoiada Bi-Engastada
Lfl=0.7L Lfl=0.5L

Figura 5.1: Viga sob diferentes condigoes de contorno.

Para o estudo de flambagem destes exemplos foram utilizados os seguintes
dados:

1. Cinco fungoes adicionais internas;
2. Funcoes de forma da viga (fungoes/3-24);
3. Valores unitarios para as propriedades do material;

A seguir, tem-se uma tabela de resultados referente aos valores de carga
critica para cada tipo de fungdo (trigonométrica e polinomial) incluindo os valores

teoricos retirados de Brush e Almroth }5.
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Condigoes | Carga Critica= PcrEI/L? Erro
de Contorno (KN/cm)
da Viga Porp | Porr P Epol Em'g
Biengastada | 39,48 | 39,48 39,48 0% | 0%
Engastada e | 20,19 | 20,19 20,19 0% | 0%
Apoiada
Simplesmente | 9,870 | 9,870 9,870 0% | 0%
Apoiada
FEngastada e | 2,467 | 2,467 2,467 0% | 0%
Livre

Tabela 5.1: Valores para a carga critica de flambagem da viga

Onde:

— P,.ppr: Carga critica de flambagem para a funcao trigonométrica;

— P,.pp: Carga critica de flambagem para a fungao polinomial;

— E,q: porcentagem de erro da fungao polinomial em relacao ao valor tedrico;

— Eyig: porcentagem de erro da fungao trigonométrica em relacao ao valor
tedrico;

— P,.p: Carga critica teérica de lambagem.

Observando-se a tabelal5.1/é possivel notar que os resultados obtidos, tanto
para as funcoes polinomiais quanto para as trigonométricas, foram proximos aos
valores referenciais concluindo-se assim que elas sao consistentes.

Além das cargas criticas de flambagem, foi possivel obter os trés primeiros

modos de vibracao como indicados na tabela5.2.
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Condicoes Freqiiéncias Erro
de Contorno | Modo (rad/s)
da Viga Wrp | WFT wr Epol Eirig
1 | 2237]2237]2237| 0% 0%
Biengastada 2 61,67 | 61,67 | 61,67 0% 0%
3 120,9 | 120,9 | 120,9 0% 0%
Engastada 1 15,42 | 15,42 | 15,42 0% 0%
e 2 49,96 | 49,96 | 49,97 | -0,0102% | -0,0104%
Apoiada 31042 1042 | 1042 | 0% 0%
Simplesmente 1 9,870 | 9,890 | 9,870 0% 0,199%
2 39,48 | 39,51 | 39,48 0% 0,0678%
Apoiada 3 88,83 | 88,82 | 88,23 | 0,676% | 0,661%
Engastada 1 3,616 | 3,516 | 3,516 0% 0%
e 2 122,0322,032203 0% 0%
Livre 3 61,70 | 61,70 | 61,70 0% 0%

Tabela 5.2: Valores para os modos de vibragao da viga

A tabela 5.2 demonstra que os resultados das freqiiéncias, em geral, sao
proximos aos valores retirados da literatura levando a conclusao de que elas podem
ser utilizadas para a modelagem de uma viga.

Os modos de flambagem, para cada viga apresentada na figura5.1, estao

ilustrados logo abaixo através dos graficos:

X
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

o

q)lIII(rllIIIJT‘IIIICPIIII'?IIIITIIII

Figura 5.2: Viga Engastada e Livre.
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X
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
0_0_||||||||||||||||||||
257
507
7.5
~10.0—
Modo de Flambagem
Figura 5.3: Viga Biengastada.
X
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
ool
~0.25
~0.5
~0.75—
-1.0-
~1.25
_1_55

Figura 5.4: Viga Simplesmente Apoiada.
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X

0.0 0.25 0.5 0.75 1.0
Lottt

I I
&) N o

‘T||||<8|°||||§F||||T||||T||||

~12

Modo de Flambagem
Figura 5.5: Viga Engastada e Apoiada.
Conforme demonstrado nos graficos observa-se que o estudo da flambagem

obtido com o uso das funcoes adotadas estd de acordo com o encontrado na

literatura, assim como sao respeitadas as condigoes de contorno .
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5.2
Exemplo 2: Avaliacdo dos elementos utilizados

O objetivo deste exemplo é avaliar a utilizacao dos dois tipos de elementos
retangulares, MZC e BFS, como citados no capitulo 3. Além disso, é apropriado

ressaltar a formulacao de cada programa como descrito abaixo.

y,n=y/b

2b X, &=X/a

Figura 5.6: Retangulo MZC [7].

A formulagao do programa, utilizando o elemento MZC da figural5.6, foi

elaborado a partir dos itens a seguir:

— Fungoes de forma nodais (equagoesl3-6);
— Fungobes adicionais internas trigonométricas (equagoes3-16l e 3-7);

— Fungoes de contorno lineares (expressoes/3-23).

J& para o elemento BFS da figura5.7/ tem-se a seguinte formulagao:

— Funcoes convencionais da tabela3.2;
— Funcgoes adicionais internas polinomiais;

— Fungoes de contorno referente aos deslocamentos da viga (expressao3-24).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510720/CA

Exemplos de Aplicagao 64

y;n=y/b

2 X, &=x/a

Figura 5.7: Retangulo BFS [7].

As caracteristicas fisicas, geométricas e computacionais para a placa sao:

— Elemento plano (concreto):

Modulo de Elasticidade: 2,5 x 10° K N/cm?;

— coeficiente de Poisson: 0, 2;

— a=0b=500cm;

t = 10cm;

— densidade (p) = 0, 0024kg/cm?;

— Namero de fungoes adicionais Internas (nA,, nA,) = 3;

— Namero de fungoes no contorno (nL,,nL,) = 2;

Figura 5.8: Placa analisada.

Estes dois elementos geram resultados aceitaveis, entretanto o elemento

MZC esta restrito a algumas condigoes de contorno pelo fato de nao possuir todos
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os graus de liberdade necessarios para o deslocamento da placa. Por exemplo, uma
placa simplesmente apoiada nao pode ser analisada com um tnico elemento MZC,
mesmo ao se adicionar modos internos e de lado. Portanto, foi necessario adotar-
se um outro elemento, como o BFS, que possui um quarto grau de liberdade e
pode ser utilizado para qualquer condicao de contorno.

Para demonstrar que o elemento BFS pode ser utilizado para uma placa
simplesmente apoiada ao aplicar uma carga distribuida na direcao dey, tem-se
a seguinte tabela de resultados com o uso do modelo computacional comparado

com os valores retirados da bibliografia p].

Carga Critica (KN/cm) Freqiiéncias (rad/s)
BES | P.,r Erro BFS wr | Erro
primeira | 34,47 | 33,40 | 3,204% | 0,2382 | 0,2376 | 0,225%
segunda | 54,94 | 53,64 | 2,433% | 0,6016 | 0,5941 | 1,257%
terceira | 130,1 | 95,36 | 36,44% | 0,6016 | 0,5941 | 1,257%

Tabela 5.3: Resultados para Placa Simplesmente Apoiada

Percebe-se que os valores obtidos sao proximos aos teéricos, portanto
aceitaveis para a analise na pratica.

Para verificar a aproximacao de resultados entre os dois programas elabo-
rados para cada elemento seguem abaixo duas tabelas’5.4 e 5.5 de resultados
obtidos para as seguintes placas da figural5.9.

Ao serem manuseados os dois programas deve-se tomar cuidado ao informar
as dimensoes dos lados, pois cada elemento possui origem diferenciada. Além
disso, o uso de func¢oes polinomiais encurta o tempo de simulacao, em relacao as
fungoes trigonométricas, devido a resolugao dos calculos resolvidos pelosoftware
utilizado. Para efeito de comparacao dos valores de freqiiéncia apresentada na [
com os valores obtidos no presente exemplo, adotou-se o coeficiente de Poisson

igual a 0, 3.
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I

R

Livre «
— Livre
= 3
%ja=200cm  Placa 1 o == Sla=200cm Placa2
5 —_— Nx
W b=500cm Sm— \\ b=500cm
Livre Nx=1 Nx=0 Livre
Ny=0 Ny=1
Figura 5.9: Placas analisadas
Exemplo Carga Critica (KN /cm) Freqiiéncia (rad/s)
de Placa P., w wr Erro
12 13,93 0,2704 | 0,2713 | -0,270%
Placa 1 | 2* 27,01 0,3690 | 0,3699 | -0,243%
32 78,31 0,6240 | 0,6271 | -0,510%
12 223.5 1,723 | 1,727 | -0,232%
Placa 2 | 22 234,3 1,780 | 1,784 | -0,224%
3% 588,5 1,981 | 1,984 | -0,151%

Tabela 5.4: Resultados com o elemento de 4 graus de liberdade

Exemplo Carga Critica (KN /cm) Freqiiéncia (rad/s)
de placa P., w wr Erro
12 7,849 0,1762 | 0,2713 | -35,04%
Placa 1 | 2* 24,36 0,3336 | 0,3699 | -9,81%
3% 72,09 0,7084 | 0,6271 | 12,96%
12 393,1 1,729 | 1,727 | 0,110%
Placa 2 | 2° 405.6 1,782 | 1,784 | -0,124%
3% 630,7 2,037 | 1,984 | 2,692%

Tabela 5.5: Resultados com o elemento de 3 graus de liberdade

Comparando-se as duas tabelaslb.4 e 5.5/ conclui-se que a omissao do quarto

grau de liberdade implica num erro relativamente grande se comparado aos

mesmos valores obtidos na bibliografia. Além disso, cada simulacao com o uso
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da funcao trigonométrica leva um tempo maior se comparado as simulacoes onde
sao utilizadas as fungoes polinomiais.

Apos analisar estes exemplos, conclui-se que o uso de quarenta funcoes gera
resultados préximos & literatura para os dois primeiros modos.

A seguir tem-se o primeiro modo de flambagem para cada placa apresentada

neste exemplo.

Figura 5.10: Primeiro modo de flambagem de calculo para a Placa 1 com elemento

de 4 graus de liberdade por né.

"
O
RN

100

Figura 5.11: Primeiro modo de flambagem de calculo para a Placa 1 com elemento

de 3 graus de liberdade por né.
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Verifica-se que com o elemento MZC (3 graus de liberdade por né) os
resultados obtidos, tanto das freqiiéncias quanto das cargas criticas, sao diferentes
entre os dois casos indicando que este elemento diverge muito da solucao esperada.
Para testar este exemplo foram elaborados dois testes sendo que no primeiro
prendem-se as rotagoes e os resultados obtidos foram de um apoio engastado.
Apos verificar isso resolveu-se liberar a rotacao para ver o que acontecia, porém

os resultados também nao foram bons.

Figura 5.12: Modo de Flambagem de uma placa simplesmente apoiada com 4 (a)

e 3 graus de liberdade por no (fig (b) rotagdes impedidas; fig (c) rotagoes livres).

Para melhor explicar o problema citado anteriormente, é mostrado um
exemplo de uma placa simplesmente apoiada. O modo de flambagem esperado

para esta placa esta representado no primeiro desenho (a) da figuras.12. Este
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modo é representado corretamente pelo elemento de 4 graus de liberdade por né.
Ja os outros modos (b) e (¢) s@o os obtido pelo elemento de 3 graus de liberdade.
No caso (b) sdo impedidas as rotagoes, gerando um modo erréneo, de uma placa
engastada. J& no caso (c) sdo liberadas as rotagoes, gerando um modo também
erroneo, de uma placa livre em dois bordos.

Portanto, o exemplo mostrado com o uso de elemento de 3 graus de liberdade
por n6 pode ser desprezado, pois seu desempenho foge ao modelo esperado. O
objetivo de inseri-lo foi apenas para mostrar como ha dificuldade de aproximagao
dos resultados.

Nos proximos exemplos serao utilizados:

— Elementos BF'S;
— Funcgoes adicionais internas polinomiais;

— Funcgoes adicionais de contorno que representam os deslocamentos da viga.
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5.3
Exemplo 3: Placa Isotrépica Simplesmente Apoiada

Neste exemplo procura-se avaliar o estudo de flambagem e os modos de
vibragao para uma estrutura de a¢o simplesmente apoiada com o uso do elemento
BFS e das fungoes como apresentados no exemplo 5.2. As condi¢des de contorno
escolhidas visam a comparacao dos resultados para a carga critica obtida através

das fungoes de deslocamentos classicas/5-1, conforme [12).

w(z,y,m,n) = sen (mwx) sen (n%bry) m=123... n=1,23.. (5-1)
a

A placa em estudo esta representada na figuralh.13/ e suas caracteristicas

fisicas e geométricas sao:

— Elemento plano (a¢o):

Modulo de Elasticidade: 2,1 x 101K N/cm?;

coeficiente de Poisson: 0, 3;

— a = 200cm, b = 500cm;

— t = 10cm;

— densidade (p) = 0,00785kg/cm?

—» —» Nxy
Nx —»
:: Lny nyT

S <« Nxy

NXx

\
=l assanaatas

E
¥

Figura 5.13: Placa simplesmente apoiada em todo o contorno.

Na tabela 5.6 apresentam-se os resultados para as trés primeiras cargas
criticas obtidas numericamente (P..) e analiticamente (P..r) através da fungao
5-1 sem considerar o cisalhamento. J4 as freqiiéncias da anélise sao comparadas
ao resultados obtidos conforme referéncia k).

Observando-se a tabela 5.6 percebe-se que a medida que aumentamos

o numero de funcoes os resultados obtidos aproximam-se cada vez mais aos
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referenciais. Entretanto, deve-se tomar o cuidado para nao inserir muitas funcgoes,
pois como as fungoes polinomiais nao sao ortogonais os resultados podem nao

estar coerentes com o esperado.

Ne° de Carga Critica (KN /cm) | Freqiiéncias (rad/s)
Funcoes P., P..r Erro w wr Erro
Ax—1, Ay—1] 12| 641,7 ] 6385 |  050% | 1,421 | 1,417 | 0,261%

Lx—1, Ly=1 | 22 | 1533 | 1276 | 20,14% | 2,210 | 2,003 | 10,302%
Ax—2, Ay—2| 12 | 641,7 | 638,5 | 0,50% | 1,421 | 1,417 | 0,261%

Lx=2, Ly=2 | 25 | 1321 | 1276 3,53% | 2,039 | 2,003 | 1,791%
Ax=3, Ay=3 | 1* | 640,7 | 638,5 |  0,35% 1,419 | 1,417 | 0,172%

Lx=3, Ly=3 | 20 | 1321 | 1276 3,48% | 2,039 | 2,003 | 1,784%
Ax=4, Ay=4 | 18 | 640,7 | 638,5 |  0,34% 1,419 | 1,417 | 0,176%

Lx=4, Ly=4 | 22 | 1321 | 1276 3,48% | 2,039 | 2,003 | 1,776%

Tabela 5.6: Resultados para carga critica Nx e freqiiéncia da placa de aco variando

o numero de fun¢oes

onde:

w: Freqiiéncia obtida com o modelo gerado;
— wr: Freqiiéncia teorica;

— P,.: Carga critica do modelo;

— P..p: Carga critica teoérica;

Para representar os trés primeiros modos de flambagem e vibracao para a

placa apresentam-se as seguintes figuras:
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" 200

Figura 5.14: Primeiro Modo de Flambagem calculado.

- 200

Figura 5.15: Segundo Modo de Flambagem calculado.

Ao plotar o terceiro modo de flambagem para esta placa percebe-se que
surgem duas bolhas na direcao x e uma na diregao y, algo inesperado. Isto pode

ser explicado por ja haver um erro pronunciado no valor da terceira carga critica.
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Figura 5.16: Terceiro Modo de Flambagem calculado.

Figura 5.17: Primeiro Modo de Vibracao calculado.

73
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Figura 5.19: Terceiro Modo de Vibragao calculado.

A tabelalh.7 apresenta os resultados obtidos para uma carga de cisalhamento
aplicada a placa. Assim como no exemplo da tabela5.6 utiliza-se a variacao do
nimero de fungoes. Ao analisar os resultados, percebe-se que os valores obtidos

foram proximos aos referenciais.
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N° de Carga Critica (KN/cm)
Funcoes P., Per Erro
Ax—=1, Ay—1
834,54 | 709,09 | 17,69%
Lx=1, Ly=1
Ax=2, Ay=2
758,90 | 709,09 7,02%
Lx=2, Ly=2
Ax=3, Ay=3
713,85 | 709,09 0,67%
Lx=3, Ly=3
Ax=4, Ay=—4
713,68 | 709,09 0,65%
Lx=4, Ly=4

Tabela 5.7: Resultados para carga critica de cisalhamento e freqiiéncia da placa

de aco variando o ntimero de fun¢oes

A seguir temos a representacao grafica (figurab.20) do modo de flambagem

para a carga de cisalhamento aplicada.

2
W ’ ,'!3\\‘\\\
M ’ﬂggg..

i

Figura 5.20: Primeiro Modo de Flambagem sob carga de cisalhamento.

Além do estudo obtido variando-se o ntmero de funcoes adicionadas ao
programa, a tabelal5.8 apresenta valores para a carga critica e freqiiéncias obtidas
com a variacao da relacao entre os lados da placa sendo que o lado com dimensao

b é dado como fixo.
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Relagao Carga Critica (KN/cm) | Freqiiéncias (rad/s)
a/b P.. | P.,r Erro w wr Erro
1% | 640,7 | 638,5 0,35% 1,419 | 1,417 | 0,1722%

0,40
92 | 1321 | 1276 |  3,48% 2,039 | 2,003 | 1,784%
12 357,91 3564 | 0,43% | 0,6365 | 0,6352 | 0,1968%

0,67
2% | 855,9 | 843,6 1,46% 1,245 | 1,222 | 1,883%
17 [ 3050 | 303,7 | 0,43% | 0,3917 | 0,3908 | 0,2200%

1,00
90 | 4852 | 4745 | 2,26% | 0,9893 | 0,9771 | 1,254%
17| 340,1 | 329,5 3,21% 0,2829 | 0,2823 | 0,2090%

1,50
92 | 3578 | 356,4 | 0,40% | 0,5531 | 0,5429 | 1,886%
1# | 325,6 | 313,9 3,72% 0,2271 | 0,2267 | 0,1765%

2.50
20 | 617,1 | 319,1 | 9343% | 0,3263 | 0,3204 | 1,813%

Tabela 5.8: Resultados para carga critica e freqiiéncia da placa de aco variando

a relacao entre lados.

Verifica-se que os valores de carga critica para as trés primeiras relacoes
sao aceitaveis. Entretanto, o valor calculado para a terceira carga critica diverge
bastante do resultado esperado. Uma razao para isto pode ser que o valor da
terceira carga critica corresponde a n=2 e nao n=1 como mencionado em Brush

e Almroth [5]. Portanto, a5-2 ndo é valida para o terceiro modo.

P..b? b 1a\’
k= —(m—+—a> m=1,2,3. (5-2)

2D a mb

Para relagoes de a/b iguais a 1,5 e 2,5, os valores de carga critica possuem
uma porcentagem de erro relativamente grande. Isto novamente se explica, con-
forme resultados obtidos por 22|, pelo fato de a terceira carga critica corresponder
a um modo com duas meias-ondas na direcao y.

Em se tratando das freqiiéncias, percebe-se que os valores obtidos para dife-
rentes relagoes (a/b= 0,4 e 1,5) possuem praticamente a mesma porcentagem de
erro, entretanto os valores obtidos sao diferentes pelo fato de a freqiiéncia depen-

der do valor do comprimento a, como mostra a equacao5-3. Assim como nesse

caso, os resultados para a/b=0,67 e 2,5 também possuem a mesma porcentagem
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de erro como pode ser verificado na tabela5.8.

2. ER3 2
. { )} 1=1,2,3... 7=1,2,3... (5-3)

Ao analisar-se a tabela5.8, conclui-se que uma placa cuja relagao entre lados
seja inteira possui uma carga critica inferior as outras relacoes, ou seja, quando
a relacao entre lados deixa de ser inteira a carga critica aumenta assim como

mostra o grafico5.21.

5.0—
4.5—
k 4.0—
— — m=1
— — m=2
-] —— m=3
3.5—] — m=4
-] — m=5
SOTTTTTI T I T[T I T TT71T]
0 1 2 3 4 5

a/b

Figura 5.21: Variacao da carga versus a relagao entre lados.

Sabe-se que a primeira carga critica corresponde ao atingimento de uma
freqiiéncia nula para vibracao da placa. Torna-se interessante verificar o com-
portamento das duas primeiras freqiiéncias, para diferentes niveis de carga. Isto
esta representado no grafico5.22. Este grafico foi gerado a partir da soma entre
a matriz de rigidez eléstica e geométrica variando-se o valor de carga e obtendo
a freqiiéncia natural angular para a carga aplicada. Portanto, verifica-se que a
medida que aumentamos a carga as duas primeiras freqiiéncias se reduzem, sendo
que a primeira freqiiéncia varia mais rapidamente, atingindo o valor nulo na carga

critica.
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Figura 5.22: Variacao das freqiiéncias com a magnitude da carga.

Ao tragar o grafico para a freqiiéncia ao quadrado percebe-se que o tragado

para a primeira freqiiéncia é quase linear.
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Figura 5.23: Variacao do quadrado das freqiiéncias com a magnitude da carga.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

Exemplos de Aplicacao 79

5.4
Exemplo 4: Placa Isotrépica com Dano

Neste exemplo, procura-se demonstrar o efeito do dano que ocorre numa
placa isotropica, simplesmente apoiada nos quatro lados segundo figura5.24, cujas
propriedades geométricas e do material sao representadas por:

— Elemento plano (concreto):

— fa = 25 MPa;

— Modulo de Elasticidade Inicial: 21, 25 GPa;
— coeficiente de Poisson: 0, 2;

- a=5m,b=5m;

t = 10cm;
Ny=1 KN/cm;
- nA, =3,nA,=3,nl, =2, nlL,=2.

N
J8nAAR TR Ry R RRRAAY! 3

sxssssssssasssasans |
a IH?

77,774 898

Figura 5.24: Placa de estudo

Segundo a norma NBR 6118, o valor de calculo para a resisténcia do concreto é

dada por:
fea = fer/1,4 (5-4)

Mas, como este exemplo apresenta apenas um estudo teodrico adota-se f,
nos calculos.
O efeito responsavel pela reducao da matriz de rigidez é representado pela

equacao 5H-5, conforme foi demonstrado no capitulo 4.

Er = 850 fnom (1 — 500¢,) (5-5)
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A primeira parcela de E representa o modulo de elasticidade inicial, ou seja,
Eo = 850 from- Ja a segunda parcela (Ey = 850 f,,0,,500¢.) representa o modulo de
elasticidade responsavel pela reducao da carga critica. Entao, a formulagao para

o calculo do parametro de carga critica \.. é:
[KE+>\cr(KG+KE2>]dr =0 (5—6)

A idéia inicial deste exemplo é demonstrar que o programa elaborado para a
representacao do dano do material esta funcionando. Entretanto, nao foi possivel
comparar os valores de carga critica apés o dano, pelo fato de nao haver dados

testados anteriormente.

Ordem | Carga Critica (KN/cm) | Freqiiéncias (rad/s)
P.. | P.dano | Reducao | w wr Erro
1? 31,20 | 18,18 | 41,73% | 0,23 | 0,23 0%
22 49,65 | 22,90 | 53,88% | 0,57 | 0,54 | 5,5%
3® 117,8 | 31,02 | 73,66% | 0,57 | 0,54 | 5,5%

Tabela 5.9: Tabela de resultados para uma placa isotropica

Onde:

— P,.: Carga critica de flambagem sem dano;
— P.rgano: Carga critica de flambagem com dano;
— w: Freqiiéncias calculadas;

— wr: Freqiiéncias bibliograficas.

Ao analisar a tabelal5.9, percebe-se que o efeito de dano do material reduziu
a carga critica em 40%. Observe-se que o dano ocorre de forma isotropica, e que
nao foi inserida uma analise localizada. Ja os valores obtidos para as freqiiéncias
sao excelentes em se tratando do primeiro modo, pois correspondem aos valores
bibliograficos.

Como era de se esperar, o primeiro modo de flambagem para os dois casos
desta estrutura é representado por uma bolha devido a rela¢do a/b ser unitéria.

Estes modos estao representados pelos seguintes graficos:
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Figura 5.25: Primeiro modo de flambagem sem dano calculado
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Figura 5.26: Primeiro modo de Flambagem com dano no material calculado


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

Exemplos de Aplicacao 82

5.5
Exemplo 5: Placa Ortotrépica e Isotrdpica

Este exemplo apresenta o estudo didatico da estabilidade de uma placa
comprimida ortotropica de concreto armado comparada & uma placa isotropica
de concreto. Infelizmente, nao foi possivel a comparacao de resultados com a
literatura pois nao ha estudo especifico contendo este tipo de exemplo. O objetivo
deste exemplo é tentar motivar o uso deste tipo de solucao para um pilar-parede,
assim como foi citado no capitulo 4. Segundo a NBR6118, um pilar-parede deve
possuir uma das dimensoes transversais cinco vezes maior que a outra.

Quanto ao espacamento das armaduras, este foi definido conforme a norma
ditada para lajes, ou seja, a distancia horizontal equivalente das armaduras é
definida entre 20<sx<2t. J& a altura efetiva entre armaduras é definida pela

seguinte expressao:

hy=1—2 (cmm + %qﬁx) (5-7)

Os propriedades dos materiais e caracteristicas geométricas da peca sao:

— Elemento plano (concreto-armado):

— fer = 25 MPa;

— ¢y = ¢, =1,6 cmy;

— coeficiente de Poisson do concreto: 0, 2;

— taxa de armadura (As,/As:) = 1;

— espagamento horizontal (s, = s,) = 20 cm;

— cobrimento nominal da armadura (C,om) = 2,5 cm
— modulo de elasticidade do aco = 210 GPa;

— mobdulo de elasticidade inicial do concreto =21, 25 GPa;
— densidade do concreto armado = 0,0025kg/cm? ;
— densidade do concreto = 0,0024kg/cm? ;

— a = 200cm, b = 1200cm ;

-t =15 cm;

— Ny=1KN/cm;

- nA, =3,nA,=3,nL, =2, nL, =2;

~ hy = hy = 8,4 cm.
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Figura 5.27: Exemplos de Pilares Parede.

Figura 5.28: Dimensoes do Pilar Parede.

Para a area de aco, nos célculos, foram adotadas as seguintes relacoes em
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centimetros por centimetro por barra.

(1 7?2 (1 T
(@) ()7 o

Para o céalculo da contribuicao de cada barra para o momento de inércia

tem-se:

R\? 1 [t h\? 1 (¢t
D, =24, [ = —r(Z=)2 D, =24, (-2 “al )2 (59
(5) +or () o) ()2 o
Tendo-se os dados acima temos que a matriz constitutiva para o ago equivale
a seguinte igualdade:

D, 0

E, = 21000 D, (5-10)
0

o O O

0
0

Para o concreto temos que a matriz constitutiva é equivalente a matriz
5-11 sendo que o modulo de elasticidade, responsavel pela reducao da matriz

constitutiva do material, ¢ definido da mesma forma apresentada anteriormente

utilizando-se o modulo de elasticidade tangente.

(5-11)

E =
concreto
1— 1/2

S RO
S = )
> O O

Somando-se as duas matrizes tem-se a matriz para o material sem dano.
Para o calculo da carga critica utiliza-se o método de Ritz sendo que a
consideracao do material com dano a carga critica é obtida através da formula

5-12 como foi apresentada no exemplo anterior.
[Kg+Aer(Kg+AKg)|dr =0 (5-12)

Para a resolucao deste problema foram utilizadas seis fungoes adicionais
internas. Ja para as funcoes de contorno foram inseridas quatro funcoes para
cada lado. A tabela 5.10 apresenta os resultados numéricos para carga critica

antes (Pe.) e ap6s o dano (P..4ano) para cada caso apresentado na figural5.27.
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Concreto Concreto Armado
Casos | Carga Critica (KNN/cm) | Carga Critica (KN/cm)
Per | Perdano | Redugao Per | Perdano | Redugao
I 1,085 | 1,076 0,89% 1,219 | 1,196 1,93%
9,837 | 8,524 13,35% 11,05 | 9,566 13,40%
M 19,02 1465 | 2297% | 21,24 16,36 | 22.97%
40,40 | 24,73 38,79% 45,20 | 27,66 38,80%
I1I 17,80 | 13,92 21,82% 19,96 | 15,60 21,86%
38,99 | 24,19 | 37,95% | 43,62 | 27,06 | 37,96%

Tabela 5.10: Comparagao de carga critica para placa isotrotipa e ortotropica.

Percebe-se que o valor da carga critica para a placa de concreto, no primeiro
caso, possui uma diferenca pequena entre os valores de cargas criticas antes e apos
o dano. Esta diferenca pode ser explicada pelo fato de o concreto “sozinho” nao
possuir rigidez adequada para a estrutura deste porte. Entretanto, com a inclusao
da armadura o valor de carga critica aumentou conforme era esperado. Acredita-
se que sejam aceitaveis estes valores, porém deve ser lembrado que este resultado
¢ dado para um dano isotrépico, ou seja, a reducao de rigidez ocorre nas duas
direcoes, embora a carga seja aplicada em apenas uma direcao.

Os resultados obtidos para os trés casos apresentados parecem estar coeren-
tes, pois ao incluir a condicao de contorno como o engaste, por exemplo, a carga

critica do pilar parede aumenta e a reducao devido ao dano também aumenta.

Casos Freqiiéncia (rad/s)
Concreto | Concreto Armado | Diferenca

I 0,0103 0,0107 3,61%
0,0647 0,0668 3,14%

II 0,0664 0,0687 3,42%
0,1855 0,1919 3,33%

I11 0,0636 0,0660 3,59%
0,1807 0,1873 3,51%

Tabela 5.11: Comparacao das freqiiéncias para as placas sem armadura e com

armadura.

Analisando a tabela 5.11] verifica-se que as freqiiéncias obtidas para o
concreto armado superam um pouco a placa de concreto, sendo que isto ja era
previsto devido a diferenga de rigidez dos dois materiais. Neste caso, nao foi

considerado o efeito do dano.
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Em se tratando dos modos de flambagem verifica-se que o primeiro modo
de flambagem antes e apos a reducao sao semelhantes sendo que para os casos

aqui estudados sao representados pelos seguintes graficos:
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Figura 5.29: Primeiro modo de Flambagem sem dano para o Caso I.
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Figura 5.30: Primeiro modo de Flambagem sem dano para o caso II.
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Figura 5.31: Primeiro modo de Flambagem sem dano para o caso III.

87
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Conclusdes e Sugestdes para trabalhos futuros

Neste trabalho foi apresentada uma avaliacao do estudo de flambagem
de placas com uso de elementos enriquecidos com funcgoes adicionais, com a
elaboracao de um modelo computacional com o uso do software Maple.

A partir dos resultados obtidos e da anélise dos mesmos, apresentadas no

capitulo 5, é possivel chegar as seguintes conclusoes:

— As fungoes adicionais apenas com termos polinomiais sao favorecidas pelo
fato de permitirem um processamento muito mais rapido. Entretanto, as
funcoes trigonométricas tém potencialmente melhores condicoes de conver-

géncia, no caso de um maior refinamento.

— A utilizacdo de funcoes adicionais internas e de contorno, ao invés do
refinamento de uma malha de elementos finitos, possibilita o calculo de
cargas e freqiiéncias com boa aproximacao. Além disso, conclui-se que outras
formas de func¢oes podem ser inseridas ao modelo desde que as condigoes de

contorno sejam atendidas.

— Ao testar-se o modelo, a partir do uso de elemento retangular MZC (3
graus de liberdade por no), verificou-se o surgimento de problemas para
algumas pecas como o de uma placa simplesmente apoiada pelo fato deste
elemento nao poder atender a todas condigoes de contorno. Porém, ao inserir

o elemento BF'S, este problema foi solucionado.

— Outro fato importante a ser descrito diz respeito & quantidade de fungoes
inseridas ao programa. Em principio, quanto maior for o niimero de fungoes
incluidas mais convergentes serao os resultados obtidos. Entretanto, como
nao foi tomado nenhum cuidado para ortogonalizar as funcoes envolvidas,
nao foi possivel usar uma grande ntimero de funcoes adicionais, devido ao
surgimento de erros de arredondamento. Além disso, o fato de as matrizes
serem cheias torna o processamento progressivamente mais lento, e impede

na pratica o uso de grande nimero de funcoes adicionais.

— Foi demonstrado que o quadrado da primeira freqiiéncia se aproxima

linearmente de zero & medida que a carga se aproxima do valor da carga
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critica. Também, a segunda freqiiéncia se reduz de forma aproximadamente
linear com o nivel de carga. Além disso, foi possivel notar que alguns modos
de flambagem sao semelhantes aos modos de vibracao para alguns casos. No
exemplo 3, entretanto, o terceiro modo envolve a ocorréncia de duas meias-

ondas na direcao transversal, algo usualmente descartado na literatura.

O efeito do dano na placa apoiada em todo o contorno (Ex. 4) foi bem
mais acentuado que no Ex. 5 (pilar-parede). Isto pode ser explicado por ser
a carga critica elastica mais alta no Ex. 4, similarmente ao que ocorre na

carga de colapso elastoplastico de colunas curtas e esheltas.

Foi demonstrado que o tratamento linearizado da flambagem com material
nao-linear leva a resultados consistentes, com reducao da carga estimada de
flambagem. Tal procedimento permite uma anélise teérica completa e tem
pouco custo computacional, podendo ser util em estudos preliminares de
projeto e estratégias de otimizagao do projeto. Naturalmente, permanece
recomendavel, e mesmo obrigatorio em certas situacoes, fazer a verificacao
da carga de colapso e do comportamento nao-linear em forma a mais

completa possivel.
Para a continuacao desta linha de pesquisa sugere-se os seguintes topicos:

Elaborar um estudo para os casos planos de tensoes e axissimétricos.

Utilizar func¢oes localizadas para uma melhor avaliacao do efeito do dano do
material. Seria também importante incorporar condicoes de ortogonalidade

ao desenvolver tais fungoes.

Elaborar um estudo experimental e numérico mais amplo para pilares-

parede de concreto armado.
Ampliar o estudo para cascas, placas sanduiches, vigas-parede.
Incluir um estudo nao linear do efeito de dano.

Mais estudos sobre estratégias e comparacgoes entre usar elementos finitos
enriquecidos com fungoes internas (matrizes cheias, menor ntimero de graus
de liberdade) ou elementos simples com uma malha mais refinada (matrizes

em banda, maior niimero de graus de liberdade) .
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A
Trecho do programa para a obtencdo da funcao adicional
polinomial e graficos comparativos

Este apéndice tem por finalidade apresentar um trecho demonstrativo, atra-
vés do software Maple, de como obter a fun¢ao polinomial. Além disso, apresenta
graficos comparativos para verificar as diferencas entre fungoes polinomiais e tri-

gonomeétricas.

Al
Trecho computacional para a obtencao da funcio polinomial

Para analisar internamente uma placa foi elaborada uma rotina para
a obtencao da funcao adicional polinomial 3-21 obedecendo as condigoes de

contorno, como sera descrito a seguir.

> restart: with(linalg):with(plots):

Funcao polinomial de grau n:

>  w:=atb*xit+tc*xi~2+d*xi~3+xi"n;
Condicoes de contorno:

> wl:=subs(xi=-1,w);

> w2:=subs(xi=1,w);

> w3:=subs(xi=1,diff(w,xi));

> wd:=subs(xi=-1,diff(w,xi));

Solucao do sistema de equagoes:
> gist:=wl1=0,w2=0,w3=0,w4=0:
> wvar:=a,b,c,d:

> S:=simplify(solve(sist, var)):
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Funcao adicional polinomial:

> W:=subs(S,w);

W= —1/24+1/2 (=)™ +1/4n+1/4 (-1)"n +

(=3/4+3/4 (=1)" +1/d4n+1/4 (1) n) é+(=1/4n+1/4 (-=1)""n) &
+(1/4+1/4 (=)™ = 1/dn+1/4 (=1)"n) & + &

> a:=1:b:=1:nx:=4:ny:=5:

> Wl:=subs(xi=2*x/a-1,n=nx,W) ;

Substituicoes das coordenadas paramétricas por x e y:

> W2:=subs(xi=2*y/b-1,n=ny,W);

Funcao polinomial para a Placa

> WW:=W1xW2;

WW = (1-2 2z —1)*+ 22— 1)") (~1+2y—2 2y —1)*+ 2y — 1)°)

> plot([Wl,subs(y=x,W2)],x=0..a,title="",legend=["Primeiro
Modo", "Segundo Modo"]);

O TTT I TTTI T T TT[TTTT]
0 0.25 0.5 0.75 1.0

—0.25— X

=N

Primeiro Modo

Segundo Modo

Figura A.1: Grafico representando o primeiro e segundo modo de vibracao para

a funcao polinomial.
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> plot3d(WW,x=0..a,y=0..b);

O grafico abaixo representa uma placa engastada onde ha duas funcoes na

direcao y e uma na direcao y.

Figura A.2: Vibragao da placa com a funcao polinomial.

Para a funcao trigonométrica, os graficos bidimensional e tridimensional sao
A3dle Ad:

o
~
I

0.2

lol Ll 111

I
o o
o

I?IIIIiTIIII

Primeiro Modo

Segundo Modo

Figura A.3: Grafico representando o primeiro e segundo modo de vibragao para
a funcao trigonométrica.
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Figura A.4: Vibragao da placa com uso de fun¢ao trigonométrica.

A.l.1
Graficos Comparativos entre funcées polinomiais e trigonométrica

O gréfico A.5 representa a plotagem das fung¢oes polinomiais versus a
trigonométrica como foi citado no Capitulo 3, com os valores igualados no centro

para melhor comparacao.
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
Pol i nom al

Tri gononetrica

Figura A.5: Representacao das Fung¢oes Polinomial e Trigonométrica em x (n=1).

0.4—
0.2—
0lo 0.25

S O T R I

-0.2—

-0.4—
Polinomial
Trigonometrica

Figura A.6: Visualizagdo das Fun¢oes Polinomial e Trigonométrica em y (n=2).

Os graficos, A.7 e |A.8, demonstram as derivadas das funcoes de primeira

ordem das primeiras fungoes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510720/CA

Apéndice A - Trecho do programa para a obtencdo da funcio adicional polinomial 97

3
2
1

0,6 0,8 1
O I T N N T N T N T A |
-1
- \\,/

Pol i nom al

Trigononetrica

Figura A.7: Visualizacao das func¢oes da primeira derivada em x.

3

2_

1—

0] I O B

) 05

- y

— 1+

Y, -
Polinomial
Trigonométrica

Figura A.8: Visualizacao da primeira derivada em y.

A comparacao grafica das derivadas de segunda ordem sao representadas

pelos seguintes graficos'A.9 e A.10:
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30] /
20]

10

/6,8 1

Pol i nom al

Trigononetrica

Figura A.9: Visualizacao da segunda derivada em x.

0 0.25

Polinomial

Trigonometrica

Figura A.10: Visualizacao da segunda derivada em y.

As funcoes polinomiais geram resultados num intervalo de tempo menor
que as funcoes trigonométricas. Entretanto, as funcoes trigonométricas sao mais
estaveis e é possivel usar uma quantidade grande de funcoes para o calculo sem

gerar erros como acontece com as funcoes polinomiais.
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B
Trecho do modelo computacional

Este apéndice apresenta a rotina computacional elaborada para o calculo
da carga critica de flambagem. A seguir serao mostradas a obtengao das matrizes

de rigidez elastica, geométrica e de massa.

B.1
Programa para o estudo de flambagem de uma placa

Seguem o0s pacotes responsaveis pela resolugao dos calculos numéri-
Ccos:
> restart:
> with(linalg) :with(LinearAlgebra):

> with(student):

B.1.1
Propriedades geométricas e do material:

> t£:=10: (espessura da placa em cm)

\%

a:=200:b:=500: (dimensdes da placa em cm)

> rho:=0.00785: (Kg/m"~3)

> nu:=0.3:(Coeficiente de Poisson)

> lambda:=(1-nu)/2:

> Eb:=21000: (Médulo de elasticidade do concreto em KN/cm~2)

> Ea:=Ebx(t~3/12):

El:=evalm(matrix(3,3,[1,nu,0,nu,1,0,0,0,lambda]l) \
*((Ea)/(1-nu~2))):


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510720/CA

Apéndice B - Trecho do Modelo Computacional 100

B.1.2
Informe o niimero de funcdes adicionais para a variacdo da placa:

> Ax:=3:Ay:=3:Axy:=Ax*Ay: (nimero de fung¢des adicionais a serem
adicionadas ao modelo)

B.1.3
Informe o niimero de funcées adicionais para a variacdo dos lados da placa:

> Lx:=3:Ly:=3:Lxy:=4*Lx+4*Ly: (nimero de fungdes para o
contorno da placa)
> Lx1:=2%Lx:Lx2:=2%Lx:Lyl:=2xLy:Ly2:=2%Ly:

> TOT:=16+Axy+Lxy: (nimero total de fungdes)

B.1.4
Forcas aplicadas na placa

> N[x]:=10:N[y]:=0:N[xy]:=0:bz:=1:(N=Forga axial aplicada;
bz=carga transversal a placa)

> Nxy:=matrix (2,2, [N[x],N[xy] ,N[lxyl,N[yll):(matriz de \
carregamento axial)

B.1.5
Condicdes de contorno para a placa

Condicdes de Contorno nodais da placa (Equacées Convencionais)

Para indicar uma restricao utilizaremos valor o unitario.
> for i to TOT do

> RestC[i]:=0:end do:

> RestC[1]:=1:RestC[2]:=1:RestC[3]:=1:RestC[4]:=0:

> RestC[5]:=1:RestC[6]:=1:RestC[7]:=1:RestC[8]:=0:
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> RestC[9]:=1:RestC[10]:=1:RestC[11]:=1:RestC[12]:=0:

> RestC[13]:=1:RestC[14]:=1:RestC[15]:=1:RestC[16]:=0:

Condicées no contorno da placa (Equacdes adicionais de lado)

Da mesma forma que os graus de liberdade nodais, para prender algum

lado insere-se um valor unitario

Lado 1 (prende em x entre nés 1 e 2)

> Ladol:=1:
> for i to Lx1 do ;
> RestC[16+Axy+i] :=Ladol;

> od:

Lado 2 (prende em x entre nés 3 e 4)

> Lado2:=1:
> for i to Lx2 do ;
> RestC[16+Axy+Lx1+i]:=Lado2;

> od:

Lado 3 (prende em y entre nés 1 e 4)

> Lado3:=1:
> for i to Lyl do ;
> RestC[16+Axy+Lx1+Lx2+i] :=Lado3;

> od:
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Lado 4 (prende em y entre nés 2 e 3)

>

B.1.6

Lado4:=1:

for 1 to Ly2 do ;

RestC[16+Axy+Lx1+Lx2+Lyl+i] :=Lado4;

od:

TOT1:=0: (TOT! & o nlGmero de restrigdes igual a "zero")

for i from 1 to TOT do

if RestC[i]l=0 then

TOT1:

=TOT1+1;

end if;

end;

TOT1;

13

Funcdes de forma nodais (convencionais)

>

Cl11]
C[12]
C[13]
Cl[14]
C[21]
cl[22]
C[23]
C[24]
C[31]
C[32]
C[33]
C[34]
Cl[41]
C[42]

:=(1-3%x1"2+2*x1i"~3) *(1-3*xeta~2+2xeta~3):
:=(1-3%x172+2*x1"3) *(eta-2*eta~2+eta”3) *b:
i=- (xi-2*%xi~2+xi~3) *(1-3*xeta~2+2%eta~3) *a:
:=(x1-2*%xi~2+xi"3) *(eta-2xeta~2+eta~3) *ax*b:
:=(3*x172-2*%x173) * (1-3*eta~2+2*eta~3) :
:=(3%xi"2-2%x1i"3) * (eta-2xeta~2+eta”~3) *b:
:=(x172-xi"3) *(1-3*%eta~2+2*xeta”~3) xa:
:=-(xi"2-xi"3) *(eta-2*eta~2+eta~3) *ax*b:
:=(3%xi~2-2%x1"3) *(3*eta~2-2%eta"3):
:=-(3%x1"2-2%xi"~3)*(eta~2-eta~3) *b:
:=(x172-x1"3)*(3*%eta~2-2xeta~3) *a:
:=(x1i"2-x1"3) *(eta~2-eta"~3) *axb:
:=(1-3%xi"2+2%x1"3) *(3*eta~2-2%eta"3):

:=-(1-3*x1~2+2%x1"3)*(eta~2-eta~3) *b:

102
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>

>

Cl[43] :=-(x1-2*xi~2+x1~3) *(3*eta~2-2*eta~3)*a:

C[44] :=-(xi-2*xi~2+xi~3) *(eta~2-eta~3) *axb:

C[11]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C|11]):C[12]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C[12]
C|13]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C|13]):C[14|:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C[14]
C|21]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C|21]):C[22]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[22]

C|23]:=subs

xi=x/a,eta=y/b,C[24]

C[31]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C|31]):C[32]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C[32]
C[33]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[33]):C[34]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[34]
Cl41]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[41]):C[42]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[42]
C|43]:=subs(xi=x/a,eta=y/b,C[43]):C[44]:=subs(xi=x/a,eta=y /b,C[44]

>

>

>

>

>

( ): (
( ): (
( ): (
(xi=x/a,eta=y/b,C|23]):C[24]:=subs(
( ): (
( ): (
( ): (
( (

WC1l:=evalm((matrix(4,1,[C[11],C[12],C[13],C[14]11))):
WC2:=evalm((matrix (4,1, [C[21],C[22],C[23],C[241]1))):
WC3:=evalm((matrix (4,1, [C[31],C[32],C[33],C[341]1))):
WC4:=evalm((matrix (4,1, [C[41],C[42],C[43],C[44]11))):

WC:=stackmatrix(WC1,WC2,WC3,WC4) :

Matriz de Massa para as Equacées Convencionais

>

WCM:=evalm(rho*t*WC&*transpose (WC)) :

~— e’ et et e e e S

103

for i to 16 do for j to 16 do WCM]i,j]:=value(Doubleint( WCM[i,jl,x = 0 ..
a,y=0..b)); end:end:

>

K[M[CC]] :=WCM:

Matriz de rigidez geométrica para as equacdes convencionais

Resolvendo a derivada em relacdo a x

>

>

>

>

WCx1:=evalm((matrix(4,1,[C[11],C[12],C[13],C[14]11))):
WCx2:=evalm((matrix (4,1, [C[21],C[22],C[23],C[24]11))):
WCx3:=evalm((matrix(4,1,[C[31],C[32],C[33],C[34]11))):
WCx4:=evalm((matrix(4,1,[C[41],C[42],C[43],C[44]11))):

for i to 4 do for j to 1 do WCx1|i,j| := evalm(diff(WCx1[i,j],x)) end end;

>

dWCGx1:=WCx1:

for i to 4 do for j to 1 do WCx2|[i,j] := evalm(diff(WCx2[i,j],x)) end end,;
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>  dWCGx2:=WCx2:
for i to 4 do for j to 1 do WCx3|[i,j| := evalm(diff( WCx3[i,j],x)) end end;
>  dWCGx3:=WCx3:

for i to 4 do for j to 1 do WCx4[i,j] := evalm(diff(WCx4[i,j],x)) end end;
>  dWCGx4:=WCx4:

Resolvendo a derivada em relacdo a y

> WCyl:=evalm((matrix(4,1,[C[11],C[12],C[13],C[14]11))):
> WCy2:=evalm((matrix(4,1,[C[21],C[22],C[23],C[24]1]))):
> WCy3:=evalm((matrix(4,1,[C[31],C[32],C[33],C[34]1))):
> WCy4:=evalm((matrix(4,1,[C[41],C[42],C[43],C[44]11))):

for i to 4 do for j to 1 do WCyl][i,j| := evalm(diff(WCy1[i,j],y)) end end;
> dWCGyl:=WCy1:

for i to 4 do for j to 1 do WCy2[i,j| := evalm(diff(WCy2[i,j],y)) end end;
> dWCGy2:=WCy2:

for i to 4 do for j to 1 do WCy3|i,j] := evalm(diff(WCy3[i,j],y)) end end;
> dWCGY3:=WCy3:

for i to 4 do for j to 1 do WCy4[i,j| := evalm(diff(WCy4[i,j],y)) end end;
> dWCGy4:=WCy4:

Concatenando as derivadas em relacdo a x ey

> BdWCx1:=concat (dWCGx1,dWCGy1l) :

> BdWCx2:=concat (dWCGx2,dWCGy2) :

> BdWCx3:=concat (dWCGx3,dWCGy3) :

> BdWCx4:=concat (dWCGx4,dWCGy4) :

> BdWCxy:=stackmatrix (BdWCx1,BdWCx2,BdWCx3,BdWCx4) :

> WCG:=evalm(BdWCxy&*Nxy&*transpose (BdWCxy)) :

> for i to 16 do for j to 16 do

> WCG[i,j]:=value(Doubleint(WCG[i,jl,x= 0 .. a,y=0..b));

> od:od:
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> K[GLCC]]:=WCG:
Matriz de rigidez elastica para as equacdes convencionais

Derivada a segunda em relacdo a x

> WCxx1l:=evalm((matrix(1,4,[C[11],C[12]1,C[13],C[1411))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxx1[i,j] := evalm(diff( WCxx1[i,j],x,x)) end end;
> ddWCxx1:=WCxx1:
> WCxx2:=evalm((matrix (1,4, [C[21],C[22],C[23],C[24]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxx2[i,j] := evalm(diff( WCxx2[i,j|,x,x)) end end;
>  ddWCxx2:=WCxx2:
> WCxx3:=evalm((matrix(1,4,[C[31],C[32],C[33],C[34]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxx3|i,j] := evalm(diff( WCxx3|i,j],x,x)) end end;
>  ddWCxx3:=WCxx3:
> WCxx4:=evalm((matrix(1,4, [C[41],C[42],C[43],C[44]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxx4[i,j] := evalm(diff(WCxx4[i,j],x,x)) end end;

> ddWCxx4:=WCxx4:

Derivada a segunda em relacdo a y

> WCyyl:=evalm((matrix(1,4,[C[11],C[12],C[13],C[14]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCyyl]i,j| := evalm(diff(WCyyl1[i,j],y,y)) end end;
> ddWCyy1l:=WCyy1:
> WCyy2:=evalm((matrix(1,4,[C[21],C[22],C[23],C[24]11))):

for i to 1 do for j to 4 do WCyy2[i,j| :=evalm(diff(WCyy2[i,j|,y,y)) end end;
> ddWCyy2:=WCyy2:
> WCyy3:=evalm((matrix(1,4,[C[31],C[32],C[33],C[3411))):

for i to 1 do for j to 4 do WCyy3|i,j] := evalm(diff(WCyy3|[i,j],y,y)) end end;
> ddWCyy3:=WCyy3:
> WCyy4:=evalm((matrix(1,4,[C[41],C[42],C[43],C[4411))):

for i to 1 do for j to 4 do WCyy4[i,j] := evalm(diff(WCyy4[i,j],y,y)) end end;
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> ddWCyy4:=WCyy4:

Derivada a segunda em relacdoa x e y

> WCxyl:=evalm((matrix(1,4,[C[11],C[12],C[13],C[14]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxyl1[i,j] := evalm(diff(WCxy1[i,j],x,y)) end end;
> ddWCxyl:=WCxy1:
> WCxy2:=evalm((matrix(1,4, [C[21],C[22],C[23],C[24]1]1))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxy2[i,j] := evalm(diff(WCxy2[i,j|,x,y)) end end;
> ddWCxy2:=WCxy?2:
> WCxy3:=evalm((matrix(1,4,[C[31],C[32],C[33],C[3411))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxy3|i,j] := evalm(diff(WCxy3|i,j|,x,y)) end end,;
>  ddWCxy3:=WCxy3:
> WCxy4:=evalm((matrix(1,4,[C[41],C[42],C[43],C[4411))):

for i to 1 do for j to 4 do WCxy4[i,j] := evalm(diff(WCxy4[i,j|,x,y)) end end,;

> ddWCxy4:=WCxy4:

Concatenando as derivadas x, y e xy

> BddWC1:=stackmatrix(ddWCxx1,ddWCyy1l,2*ddWCxy1) :
> BddWC2:=stackmatrix(ddWCxx2,ddWCyy2,2*ddWCxy2) :
> BddWC3:=stackmatrix(ddWCxx3,ddWCyy3,2*ddWCxy3) :
> BddWC4:=stackmatrix(ddWCxx4,ddWCyy4,2*ddWCxy4) :
> BddWC:=concat (BddWC1,BddWC2,BddWC3,BddWC4) :

> WEC:=evalm(transpose (BddWC)&*E1&*BddWC) :

for i to 16 do for j to 16 do WEC]i,j| :=value(Doubleint(WEC]i,j|,x = 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[CC]] :=WEC:
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B.1.7
Funcdes adicionais internas

WAx :=—=1/2+1/2% (=1)"(1 + nx) + 1 /4% nx + 1/4 % (—1) "nx * no+
(=3/4+3/4%(—1)"nx+1/4xnx+1/4%(—1)"(1 +nx)*nz)* (2+xx/a—1)
+(—1/4xnz+1/4%(—1)" (1+nz)*nx)*(2xx/a—1)"24(1/441/4%(—1) " (14+nx)—1/4xnx+
/4% (=1)" nxsnx)*x (2*xz/a—1)"3+ (2xx/a—1)"nx: (B-1)

WAy:=-1/241/2*(-1)" (14ny)+1/4*ny+1/4*(-1) "ny*ny+
(-3/4+3/4%(-1) "ny+1/4*ny+1/4*(-1)" (14+ny) *ny) *(2*y/b-1)+
(-1/4%ny+1/4%(-1)" (14ny)*ny)*(2*y/b-1) "2+ (1/4+1/4*(-1) " (1+ny)-
1/4%ny+1/4*%(-1) "ny*ny)*(2*y /b-1)"3+4(2*y /b-1) "ny:

Funcao adicional na direcdo x

> WAVx:=WAx

> WAVx:=vector (Ax):

> for i from 1 to Ax do

> nx:=i+3;

WAVx[i]:=-1/2+1/2*%(-1)" (1-++nx)+1/4*nx-+1/4*%(-1) "nx*nx+
(-3/4+3/4*(-1) "nx+1/4*nx+1/4*(-1) " (14nx)*nx)*(2*x /a-1)+
(-1/4*nx+1/4*(-1) " (14nx)*nx)*(2*x/a-1) "2+(1/4+

1/4*%(-1)" (1+nx)-1/4*nx+1/4*(-1) "nx*nx)*(2*x /a-1) " 3+(2*x/a-1) "nx;

> od:

> WAMx:=convert (WAVx ,matrix) :

Funcao adicional na direcdo y

>  WAVy:=WAy

> WAVy:=vector(Ay):

> for i from 1 to Ay do
> ny:=i+3;

WAVyli]:=-1/2+1/2*%(-1) ~(1+ny)+1/4*ny+1/4%(-1) "ny*ny-+
(-3/443/4%(-1) "ny+1/4*ny+1/4*(-1) " (14ny)*ny)*(2*y/b-1)+
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(-1/4*ny-+1/4*(-1)" (1+ny)*ny)*(2*y/b-1)"2-+(1/4+1/4%(-1) " (1+ny)-
1/4* ny+1/4%(-1) "ny*ny)*(2*y/b-1)"3+(2%y/b-1) "ny;

> WAMy:=convert (WAVy,matrix):

Fazendo a Multiplicacdo das funcdes x por y

>  WAxyl:=evalm(WAMx&*transpose (WAMy)) :
> WAxy2:=convert (WAxyl,vector):

>  WAxy:=matrix(Axy,1,WAxy2):

Matriz de massa para as funcdes adicionais internas

> WMA:=evalm(rhoxt*WAxy&*transpose (WAxy)):

for i to Axy do for j to Axy do WMA[i,j] :—value(Doubleint(WMA[i,jl.x — 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[M[AA]] :=WMA:
Matriz de rigidez geométrica para as funcdes adicionais internas

Derivada a primeira em relacido a x

> WAxy3:=WAxyl:

> WAxy4:=convert (WAxy3,vector):

> WAGx:=matrix(Axy,1,WAxy4):

for i to Axy do for j to 1 do WAGx[i,j| := evalm(diff(WAGx]i,j],x)) end end;

>  dWAGx:=WAGx:

Derivada a primeira em relacdo a y

> WAxy5:=WAxyl:
> WAxy6:=convert (WAxy5,vector) :
> WAGy:=matrix(Axy,1,WAxy6) :
for i to Axy do for j to 1 do WAGy|i,j| := evalm(diff( WAGyli,j],y)) end end;
>  dWAGy:=WAGy:
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Multipicacdo das derivadas em relacdo a x e y

> dWAGxy:=concat (dWAGx ,dWAGy) :

>  WAGxy:=evalm(dWAGxy&*Nxy&+*transpose (dWAGxy)) :

for i to Axy do for j to Axy do WAGxy/i,j| :=value(Doubleint(WAGxy|i,j],x = 0
.. a,y=0..b)) end end;

> K[G[AA]] :=WAGxy:
Matriz de rigidez elastica utilizando somente funcées adicionais

Derivada a segunda em relacdo a x

> WAxy7:=WAxyl:
> WAxy8:=convert (WAxy7,vector):
> WAEx:=matrix(1,Axy,WAxy8):
for i to 1 do for j to Axy do WAEX]i,j| := evalm(diff( WAEx(i,j|,x,x)) end end;

> ddWAEx:=WAEx:

Derivada a segunda em relacdo a y

> WAxy9:=WAxyl:
> WAxy10:=convert (WAxy9,vector):

> WAEy:=matrix(1l,Axy,WAxyl0):

for i to 1 do for j to Axy do WAEyli,j| := evalm(diff(WAEyli,j],y,y)) end

end;

> ddWAEy:=WAEy:

Derivada em relacdo a x ey

> WAxyll:=WAxyl:
> WAxyl2:=convert (WAxyll,vector):
> WAExy:=matrix(1l,Axy,WAxyl12):
for i to 1 do for j to Axy do WAExyli,j| := evalm(diff(WAExyli,j|,x,y)) end end;

> ddWAExy:=WAExy:
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Unindo as funcdes formando um vetor

> ddWAEprov:=stackmatrix (ddWAEx,ddWAEy,2*ddWAExy) :

> KAEC:=evalm(transpose (ddWAEprov)&+*E1&*ddWAEprov) :

for i to Axy do for j to Axy do KAECIi,j|:—value(Doubleint(KAEC]i,j|,x—0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[AA]] :=KAEC:

B.1.8
Montagem das matrizes utilizando funcdes de contorno

Funcdes para variacio dos lados da placa

> L[x1]:=(1-3*y~2/b~2+2%y~3/b"~3):
> L[x2]:=(y-2%y~2/b+y~3/b"2):

> L[x3]:=(3%y~2/b~2-2%y~3/b°3):

> L[x4]:=(-y~2/b+y~3/b"2):

> L[y1]:=(1-3*%x~2/a~2+2%xx~3/a"3):
> L[y2]:=(x-2*x"2/a+x~3/a"2):

> L[y3]:=(3*x~2/a~2-2%x"3/a~3):

> L[y4]:=(-x"2/a+x~3/a"2):

Funcdes para o lado da placa na direcdo x

WLV :=(-1/24+1/2% (=1)" (1 +maz) + 1/4«mz + 1/4 % (—1) "'mz « ma+
(=3/4+3/4*(—1)"max+1/4xmx + 1/4% (—=1)" (1 + max) xmz) x (2xx/a — 1)
+(=1/4smz+1/4% (=1)" (L +ma)xmzx)* (2*xx/a—1)"2+
(1/4+1/4% (=1)"(1 +ma) — 1/4 * ma+

1/4%(=1)"'mx«mzx)* (2xx/a—1)"3+ (2*x/a—1)"mz): (B-2)
> WLVx:=Vector(Lx):
> for i from 1 to Lx do

> mx:=i+3;
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WLVx|i|:=(-1/2+1/2*(-1) " (14+mx)+1/4*mx+1/4*(-1) "mx*mx+
(-3/4+3/4*(-1) "mx+1/4*mx+1/4%(-1) " (14+mx)*mx)*(2*x /a-1)+

111

/4% +1/4%(-1) " (14 mx) *mx) * (2%x /a-1) "2+

(
(1/4+1/4%(-1
(

)~ (1 mx)-1/4*mx + 1/4%(-1) " mx*mx)*

2*x/a-1)"3+(2%x/a-1) "mx)

> WLVx1

:=convert (WLVx,vector):

> WLMx:=matrix(Lx,1,WLVx1l):

Funcdes para o Lado da Placa na direcido y

WLVy:=(-1/241/2*%(-1) " (14my)+1/4*my+1/4*(-1) " my*my-+

(-3/4+3/4%(-

1) my-+1/4%*my-+1/4%(-1)" (1+-my)*my)*(2*y /b-1)+

(-1/4*my—+1/4*%(-1)" (1+my) *my)*(2*y/b-1) "2+ (1/4-+1/4*(-1) " (1+my)
-1/4*my+1/4*%(-1) “my*my)*(2*y /b-1) ~3+(2*y/b-1) “my):

> WLVy:=Vector(Ly):

> for i

from 1 to Ly do

> my:=i+3;

WLVyli]:=(-1/24+1/2*(-1) " (14my)+1/4*my+1/4*(-1) "my*my+
(-3/4+3/4%(-1) "my+1/4*my+1/4%(-1)" (1-+my) *my)*(2*y/b-1)+

(-1 /4%my +1/4%(-1)~ (1+my)*my)*(2*y /b-1)~ 2+ (1/4+1/4*(-1)~ (1 +my)
-1/ 4% my+1/4%(-1) “my*my)*(2%y /b-1) " 3+(2%y /b-1) “my);

> od:

> WLVyl

:=convert (WLVy,vector) :

> WLMy:=matrix(Ly,1,WLVyl):

Multiplicacdo para a Funcdo do lado com a de Variaciao

>  WLMx1
>  WLMx2
>  WLMx3
> WLMx4
>  WLMy1l
>  WLMy2

> WLMy3

:=evalm( (WLMx)* (L[x1])):
:=evalm(WLMx* (L[x2])) :
:=evalm(WLMx* (L[x3])):
:=evalm (WLMx* (L[x4])) :
:=evalm(WLMy* (L[y1])):
:=evalm(WLMy* (L[y2])):

:=evalm(WLMy* (L[y3])):
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> WLMy4:=evalm(WLMy* (L[y4])):

W ILMzy := stackmatric(W LMz1, W LMxz2, W LM z3,
W LMx4, WLMyl, W LMy2, W LMy3, WLMy4) : (B-3)

Matriz de massa utilizando as funcoes de lado

> KMLxy:=evalm(rho*t*WLMxy&+*transpose (WLMxy) ) :

for i to Lxy do for j to Lxy do KMLxyli,j] :=value(Doubleint(KMLxyli,j|,x =
0 .. a,y=0..b)) end end;

> K[M[LL]] :=KMLxy:
Matriz de rigidez geométrica utilizando as funcdes de lado

Derivada a primeira em relacio a x

WLGx:=stackmatrix(WLMx1,WLMx2, WLMx3,WLMx4,
WLMyl,WLMy2 WLMy3,WLMy4): for i to Lxy do for j to 1 do WLGx|i,j] :=
evalm(diff( WLGx|i,j|,x)) end end;

> dWLGx:=WLGx:

WLGy:=stackmatrix(WLMx1,WLMx2, WLMx3, WLMx4,
WLMyl,WLMy2 WLMy3,WLMy4):

Derivada a primeira em relacdo a y

for i to Lxy do for j to 1 do WLGyli,j] := evalm(diff(WLGy]i,j],y)) end end;
> dWLGy:=WLGy:
> dWGL:=concat (dWLGx ,dWLGy) :

> KGLxy:=evalm(dWGL&*Nxy&*transpose (dWGL)) :

for i to Lxy do for j to Lxy do KGLxyli,j| :=value(Doubleint(KGLxy|i,j],x = 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[G[LL]]:=KGLxy:
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Matriz de rigidez elastica utilizando as func¢des de lado

Derivada a segunda em relacdo a x

> WLExx:=WLMxy:
> WLEVxx:=convert (WLExx,vector):

> ddWMLxx:=matrix(1,Lxy,WLEVxx):

for i to 1 do for j to Lxy do ddWMLxx|i,j| := evalm(diff(ddWMLxx[i,j],x,x)) end

end:

> ddWLxx:=ddWMLxx:

Derivada a segunda em relacdo a y

> WLEyy:=WLMxy:
> WLEVyy:=convert (WLEyy,vector) :

> ddWMLyy:=matrix(1,Lxy,WLEVyy):

for i to 1 do for j to Lxy do ddWMLyyli,j] := evalm(diff(ddWMLyyli,j].y,y)) end

end;

> ddWLyy:=ddWMLyy:

Derivada de segunda ordem em relacio a x e y

> WLExy:=WLMxy:
> WLEVxy:=convert (WLExy,vector):

> ddWMLxy:=matrix(1,Lxy,WLEVxy):

for i to 1 do for j to Lxy do ddWMLxyl[i,j| := evalm(diff(ddWMLxyli,j],x,y)) end

end;
> ddWLxy:=ddWMLxy:
> BddWMLxy:=stackmatrix(ddWLxx,ddWLyy,2*ddWLxy) :

> KELxy:=evalm(transpose (BddWMLxy) &*E1&* (BAdWMLxy) ) :

for i to Lxy do for j to Lxy do KELxyli,j|:=value(Doubleint(KELxyli,j|,x=0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[LL]] :=KELxy:
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B.1.9
Utilizando as funcdes: convencionais, adicionais internas e de contorno

Para a matriz de massa

Utilizando as funcdes convencionais e adicionais

> WMCA:=WC:
> WMAC:=WAxy:

>  KWMCA:=evalm(rho*t*xWMCA&*transpose (WMAC)) :

for i to 16 do for j to Axy do KWMCA[i,j] :=value(Doubleint(KWMCALi,j],x =
0 .. a,y=0..b)) end end;

> K[MICA]] :=KWMCA:

Utilizando as funcdes convencionais e de lado

> WMCL:=WC:
> WMLC:=WLMxy:

>  KWMCL:=evalm(rho*t*WMCL&*transpose (WMLC) ) :

for i to 16 do for j to Lxy do KWMCLi,j]:=value(Doubleint(KWMCL[i,j],x = 0
.. a,y=0..b)) end end;

> K[MICL]] :=KWMCL:

Utilizando as funcdes adicionais e de lado

>  WMAL:=WAxy:
> WMLA:=WLMxy:

>  KWMAL:=evalm(rho*t*WMAL&*transpose (WMLA)) :

for i to Axy do for j to Lxy do KWMALIi,j|:=value(Doubleint(KWMALILj|,x =
0 .. a,y=0..b)) end end;

> K[M[AL]] :=KWMAL:

Para a matriz de rigidez geométrica
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Utilizando as funcGes convencionais e adicionais

>  WGCA:=BdWCxy:
>  WGAC:=dWAGxy:

> KGCA:=evalm(WGCA&*Nxy&*transpose (WGAC)):

for i to 16 do for j to Axy do KGCA|i,j| :=value(Doubleint(KGCAJi,jl,x = 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[GL[CA]]:=KGCA:

Utilizando as funcdes convencionais e de lado

>  WGCL:=BdWCxy:
>  WGLC:=dWGL:

> KGCL:=evalm(WGCL&*Nxy&*transpose (WGLC)) :

for i to 16 do for j to Lxy do KGCLIi,j| :=value(Doubleint(KGCLJi,j|,x = 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[GICL]] :=KGCL:

Utilizando as funcdes adicionais e de lado

Vv

WGAL : =dWAGxy:
WGLA : =dWGL:

\

> KGAL:=evalm(WGAL&*Nxy&+*transpose(WGLA)) :

for i to Axy do for j to Lxy do KGALJi,j| :=value(Doubleint(KGALJi,j|,x = 0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[G[AL]] :=KGAL:

Matriz de rigidez elastica
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Utilizando as funcGes convencionais e adicionais

> WECA:=BddWC:
> WEAC:=ddWAEprov:

> KECA:=evalm(transpose (WECA)&*E1&*WEAC) :

for i to 16 do for j to Axy do KECAJi,j|:=value(Doubleint(KECAi,j|,x=0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[CA]]:=KECA:

Utilizando as funcdes convencionais e de lado

> WECL:=BddWC:
> WELC:=BddWMLxy:

> KECL:=evalm(transpose (WECL)&*E1&*WELC) :

for i to 16 do for j to Lxy do KECLI,j|:=value(Doubleint(KECLJi,j|,x=0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[CL]] :=KECL:

Utilizando as funcdes adicionais e a de lado

> WEAL:=ddWAEprov:
> WELA:=BddWMLxy:

> KEAL:=evalm(transpose (WEAL)&*E1&*WELA) :

for i to Axy do for j to Lxy do KEAL[i,j|:=value(Doubleint(KEALJi,j|,x=0 ..
a,y=0..b)) end end;

> K[E[AL]] :=KEAL:
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B.1.10
Matriz de massa final
> ab:=concat (K[M[CC]],K[M[CA]],K[M[CL]]):
> cd:=concat (transpose (K[M[CA]]) ,K[M[AA]],K[M[AL]]):
> ef:=concat(transpose(K[M[CL]]),transpose(K[M[AL]]),K[M[LL]]):
> K[Massal :=(stackmatrix(ab,cd,ef)):
> for i to TOT do
> if (RestC[i]>0) then
> for j to TOT do
> K[Massal[i,jl:=0;
> K[Massal[j,i]:=0 ; end do;
> K[Massa][i,i]:=1;end if;

> end do;

B.1.11
Matriz de rigidez geométrica final
> gh:=concat (K[G[CC]],K[G[CA]],K[GICL]]):
> ij:=concat (transpose(K[G[CAI]), (K[G[AAI]) ,K[G[AL]]):
> kl:=concat(transpose(K[G[CL]]),transpose(K[G[AL]]),K[G[LL]]):
> K[Geométrical] :=(stackmatrix(gh,ij,k1)):
> for i to TOT do
> if (RestC[i]>0) then
> for j to TOT do
> K[Geométrical [i,j]:=0;
> K[Geométrical [j,i]:=0 ; end do;
> K[Geométrical[i,i]:=1;end if;

> end do;
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B.1.12
Matriz de rigidez elastica final

>

>

>

>

mn:=concat (K[E[CCI],K[E[CAI],K[E[CL]]) :
pu:=concat (transpose(K[E[CA]]) ,K[E[AA]] ,K[E[AL]]):
qr:=concat (transpose (K[E[CL]]) ,transpose(K[E[AL]]) ,K[E[LL]]):

K[Elastical :=(stackmatrix(mn,pu,qr)):

Agora estamos fazendo a verificacao de quais nos e lados estao presos

> for i to TOT do
> if (RestC[i]>0) then
> for j to TOT do
> K[Elastical [i,j]:=0;
> K[Elastical[j,il:=0 ; end do;
> K[Elastical[i,i]l:=1;end if;
> end do;
B.1.13

Carga critica de flambagem

>

M:=evalm(-inverse(K[Eldstical)&* (K[Geométrical)):
Pcl:=sort([eigenvalues(M)]):

Pc11:=0:

for i from 1 to TOT do

if (Pc1[i]l<>-1.) then

if (abs(Pc1[i])>abs(Pc11)) then

Pcll:=evalf (Pc1[i])

end if; end if;

end;

Pcil1:

Pc:=1/Pcl1;

Segunda carga critica

Pc0:=Pc1[38]:
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>

>

>

Pc2:=1/Pc0:
Terceira carga critica
Pc03:=Pc1[39]:

Pc3:=1/Pc03:

Calculo do Autovetor referente a carga critica

>

xd:=sort([eigenvectors(M)]):
TOT2:=TOT1+1: (Foi somado 1 por causa do autovalor ’-17)
Digits:=6:

for i from 1 to TOT2 do

if (xd[i][1]=evalf(Pc11)) then
xd1:=xd[i];

end if;

end;

print(xdl);
xd2:=sort([eigenvectors(M)]):
Digits:=5:

for 1 from 1 to TOT2 do

if (xd2[i][1]=evalf(Pc0)) then
xd3:=xd2[i];

end if; end;
xd4:=sort([eigenvectors(M)]):
Digits:=5:

for i from 1 to TOT2 do

if (xd4[i][1]=evalf(Pc03)) then
xd5:=xd4[i];

end if; end;

fmplt:=stackmatrix (WC,WAxy,WLMxy) :

119
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Modos de Flambagem

> xd11:=xd1[3]1[1];

> ModFun:=evalm(transpose (fmplt)&*xd11):
> Modo:=ModFun[1]:

> plot3d(Modo,x=0..a,y=0..b);

> xd22:=xd3[3][1]:

> ModFun2:=evalm(transpose(fmplt)&*xd22) :
> Modo2:=ModFun2[1]:

> xd33:=xd5[3][1]:

> ModFun3:=evalm(transpose (fmplt)&*xd33):

> Modo3:=ModFun3[1]:

B.1.14
Freqiiéncias naturais de uma placa

> FREQUENCIA:=[(eigenvalues(K[Elastica],K[Massal))]:

FREQUENCIA2:=sort(map(FREQUENCIA->
FREQUENCIA ~(1/2),FREQUENCIA)):

120
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