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Ressonância e Soluções Positivas

por

Fernando Kennedy da Silva

Braśılia
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Finalmente, agradeço ao CNPq/CAPES pelo apoio financeiro.
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Resumo

Consideramos o problema semilinear eĺıptico

{
−∆u = f(x, u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω ,

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω regular e f : Ω×R −→ R
satisfaz as condições de Carathéodory.

Por meio de métodos variacionais (minimização) estudamos existência de solução
quando f interage de forma ressonante ou não-ressonante com relação ao primeiro au-
tovalor λ1 de (−∆, H1

0 (Ω)) e existência, unicidade e regularidade de soluções positivas
no caso em que h ≡ 0, f(x, 0) ≥ 0, f(x, s) = f(x, 0) para s < 0 e f é sublinear, mais
precisamente, f fica abaixo de λ1 no infinito e acima de λ1 na origem.

Palavras chaves: Equações Eĺıpticas, Ressonância, Métodos Variacionais, Soluções Positivas.



Abstract

We consider the semilinear elliptic problem

{
−∆u = f(x, u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω ,

where Ω ⊂ RN (N ≥ 1) is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω and f : Ω×R −→
R satisfies the Carathéodory conditions.

By using variational methods (minimization) we study existence of solution in the
case f interacts either in a resonant or nonresonant way with the first eigenvalue λ1 of
(−∆, H1

0 (Ω)) and existence, uniqueness and regulerity of positive solutions in the case
h ≡ 0, f(x, 0) ≥ 0, f(x, s) = f(x, 0) for s < 0 and further f is sublinear, more precisely,
f stays below λ1 at infinity and is above λ1 at the origin.

Key words: Elliptic equations, Resonance, Variational methods, Positive solutions.
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Apêndice B 83

Referências Bibliográficas 86



Introdução

Considere o problema de Dirichlet

{
−∆u = f(x, u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω ,
(PD)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 1) é um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω regular, f : Ω×R −→ R
satisfaz as condições de Carathéodory, i.e.,

x 7−→ f(x, s) é mensurável para todo s ∈ R;
s 7−→ f(x, s) é cont́ınua q.t.p. x ∈ Ω.

(C)

Nosso interesse é estudar existência, unicidade e regularidade de soluções de (PD),
(soluções positivas no caso em que h ≡ 0 e f(x, 0) ≥ 0), quando f interage com o
primeiro autovalor λ1 de (−∆, H1

0 (Ω)), em um sentido que tornaremos mais preciso
posteriormente.

As três funções abaixo,

a0(x) ≡ lim
s→0

f(x, s)

s
, a∞(x) ≡ lim

s→∞

f(x, s)

s
, A∞(x) ≡ lim sup

|s|→∞

2F (x, s)

s2
, q.t.p. x ∈ Ω,

onde F é o potencial associado a f , i.e.,

F (x, s) ≡
∫ s

0

f(x, t)dt s ∈ R, x ∈ Ω,

serão utilizadas para determinar o tipo de interação de f com λ1 mencionado acima.
Neste contexto, dada uma função mensurável β : Ω −→ [−∞,∞) (ou (−∞,∞]), com a
propriedade de que

∫
[v 6=0]

β(x)v2dx ∈ [0, +∞] ∪ [−∞, 0],
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Introdução

considere

i(β) ≡ inf
v∈H1

0 ,|v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

β(x)v2dx

}
,

onde |·|0 designa a norma em L2(Ω).

A condição de crescimento em f , a saber,

|f(x, s)| ≤ a |s|σ + b(x) s ∈ R, x ∈ Ω, (Cσ)

para algum a ≥ 0 e σ ∈ [1,∞) constantes e alguma função mensurável b ≥ 0, será
utilizada em vários de nossos resultados.

Utilizaremos também métodos variacionais (minimização) e neste sentido vamos ex-
plorar o funcional energia associado a (PD), a saber,

I(u) ≡ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx, u ∈ H1
0 (Ω) .

Nos referimos a problemas em que

i(A∞) > 0

como de tipo não-ressonante.

Observamos que se

A∞(x) < λ1 q.t.p. em Ω então i(A∞) > 0.

Por outro lado, problemas em que

i(A∞) = 0

são referidos como do tipo ressonante.

Enunciamos abaixo nosso primeiro resultado, devido a Gonçalves [18], a ser discutido
neste trabalho. Neste resultado consideraremos um crescimento supercŕıtico sobre f , no
sentido que f satisfaz (Cσ) com σ ∈ ((N + 2)/(N − 2), 2N/(N − 2)]. Lembramos que
f tem um crescimento subcŕıtico se σ < (N + 2)/(N − 2) ao passo que um crescimento
cŕıtico significa que f satisfaz (Cσ) com σ = (N + 2)/(N − 2). Enfatizamos que em nosso
primeiro resultado não é exigida qualquer uniformidade com relação a x ∈ Ω na definição
de A∞.
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Introdução

O Teorema a seguir corresponde a existência de solução para (PD) em um caso não-
ressonante.

Teorema A. Suponha (C), (Cσ) para algum σ ∈ [1, 2N/(N − 2)] se N ≥ 3, σ ∈ [1,∞)
se N = 1, 2 e h ∈ L2(Ω). Se além disso, valem

F (x, s) ≤ (A/2) s2 + B(x) s ∈ R, x ∈ Ω, (F)

onde A ≥ 0 é uma constante e B ∈ L1(Ω), B ≥ 0 q.t.p. x ∈ Ω e

i(A∞) > 0. (A∞)

Então existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

I(u) = min
v∈H1

0

I(v)

e u é uma solução de (PD) no seguinte sentido,∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Se ainda σ ∈ [1, (N + 2)/(N − 2)] então,∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx +

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Como ilustração do Teorema A, para N = 3, considere a função

f(x, s) = (λ1 − δ) s− a(x)
[
2 + (2∗ + 1) cos(s2∗+1)

] [(
s+
)2∗

+
(
s−
)2∗]

,

onde 2∗ ≡ 2N/(N − 2), a ∈ L∞(Ω) tal que a ≥ 0 e δ ∈ (0, λ1).

Assim

F (x, s) =
(λ1 − δ) s2

2
− 2a(x)s2∗+1

2∗ + 1
− a(x)sen(s2∗+1)

Note que as condições

(F), A∞(x) = −∞, (Cσ) com σ = 2∗

são satisfeitas e de fato,

i(A∞) > 0.

3



Introdução

No Caṕıtulo 2, faremos a demonstração do Teorema A apresentando comentários sobre
sua motivação e contextualização. Chamamos a atenção para o fato de que I não é
necessariamente diferenciável.

Ainda com relação ao Teorema A, casos em que i(A∞) pode ser zero, foi tratado por
Liu & Tang [23], considerando um crescimento cŕıtico sobre f . Assim foi obtido o seguinte
resultado.

Teorema B. Suponha (C), (Cσ) para algum σ ∈ [1, (N +2)/(N−2)] se N ≥ 3, σ ∈ [1,∞)
se N = 1, 2 e h ∈ L2(Ω). Se além disso, valem

F (x, s)− 1

2
λ1s

2 → −∞ , (F∞)

quando |s| → ∞ uniformemente q.t.p. x ∈ Ω,∫
Ω

h(x)ϕ1(x)dx = 0, (h)

onde ϕ1 é a λ1-autofunção, tal que ϕ1 > 0 e |ϕ1|0 = 1. Então existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

I(u) = min
v∈H1

0

I(v)

e u é uma solução fraca de (PD), i.e.,∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx +

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Como ilustração do Teorema B, para N = 3, considere a função

f(x, s) = λ1s−
2s

1 + s2
+ 2∗s2∗−1 cos(s2∗),

Assim

F (x, s) =
1

2
λ1s

2 − ln(1 + s2) + sen(s2∗).

Note que as condições

(F∞), A∞(x) = λ1, (Cσ) com σ = 2∗ − 1

são satisfeitas e de fato,

i(A∞) = 0.

Neste contexto o Teorema B, que em parte foi motivado pelo Teorema A, é um caso
ressonante, mais especificamente, i(A∞) = 0.
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Introdução

Notamos que, no Teorema B, devido à exigência de σ ∈ [1, (N + 2)/(N − 2)] se N ≥ 3
e σ ∈ [1,∞) se N = 1, 2 em (Cσ), temos que I ∈ C1 (H1

0 (Ω), R) (cf. Ambrosetti & Prodi
[3]).

A demonstração do Teorema B bem como motivação serão discutidos no Caṕıtulo 2.

A seguir, apresentaremos um resultado de existência de solução para (PD) em uma
situação não-ressonante, i.e., A∞ < λ1, devido a deFigueiredo & Gossez [15], onde desta-
camos adicionalmente que f é autônoma, i.e., independe de x (f(x, u) ≡ f(u) para todo
x em Ω) e não tem qualquer restrição com relação ao crescimento, i.e., condições do
tipo (Cσ) não são exigidas. Observamos que as soluções obtidas não são necessariamente
pontos de mı́nimos do funcional energia associado.

Assim temos o seguinte resultado.

Teorema C. Suponha f : R −→ R cont́ınua,

A∞ ≡ lim sup
|s|→∞

2F (s)

s2
< λ1 (A

′
∞)

e h ∈ L∞(Ω). Então existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que f(u) ∈ L1(Ω) e u satisfaz∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(u)vdx +

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

No resultado final, apresentado neste trabalho, devido a Brézis & Oswald [8], discu-
tiremos sobre existência, unicidade e regularidade de soluções positivas para (PD) no caso
em que h ≡ 0 e f é sublinear, i.e., estudaremos o seguinte problema


−∆u = f(x, u) , x ∈ Ω
u ≥ 0 , u 6= 0 , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,
(PD+)

onde

f(x, s) = f(x, 0) para s < 0 e f(x, 0) ≥ 0

Neste sentido enunciamos,

Teorema D. Suponha que f satisfaz

f(x, s) ≤ C(s + 1), (f1)

para algum C > 0, q.t.p. x ∈ Ω e qualquer s ≥ 0,

x 7−→ f(x, s) ∈ L∞(Ω) para cada s ∈ R, s ≥ 0
s 7−→ f(x, s) é cont́ınua q.t.p. x ∈ Ω,

(f2)

5
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f(x, s) ≥ −Cδs, (f3)

para cada δ > 0 e algum Cδ ≥ 0, para todo s ∈ [0, δ] e q.t.p. x ∈ Ω.

Se além disso vale
i(a0) < 0 < i(a∞), (a0,∞)

então existe u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C1,α(Ω), 0 < α < 1, com u > 0 em Ω tal que

I(u) = min
v∈H1

0

I(v)

e u é uma solução de (PD+), no sentido fraco, i.e.,∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

A solução obtida acima é única se vale adicionalmente,

s 7−→ f(x, s)

s
é decrescente em (0,∞), q.t.p. x ∈ Ω. (f4)

Em resumo, nosso trabalho está estruturado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, apresentaremos notações, resultados básicos sobre espaços de Schauder,
de Sobolev e problemas eĺıpticos lineares.

No Caṕıtulo 2, serão apresentadas as demonstrações dos Teoremas A, B e C; bem
como exemplos e observações pertinentes.

No Caṕıtulo 3, apresentaremos a demonstração do Teorema D e observações rela-
cionadas.

No Apêndice A, demonstraremos a desigualdade de Poincaré e alguns resultados com-
plementares.

No Apêndice B, enuciaremos vários resultados utilizados em nosso trabalho.

6



Caṕıtulo 1

Notações e Resultados Básicos

1.1 Espaços de Schauder e de Sobolev

Em primeiro lugar consideramos Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω
regular. Os espaços Cm,α(Ω) (0 < α ≤ 1) e Wm,p(Ω) (1 < p < ∞) com m ≥ 0 inteiro,
designam respectivamente os espaços de Schauder e de Sobolev usuais (cf. Adams [1],
p.10 - p.44 e Brézis [5], p.149). Usamos a notação W 1,2(Ω) ≡ H1(Ω) e lembramos que a
norma de H1(Ω) é dada por

‖u‖ ≡
{∫

Ω

u2dx +

∫
Ω

|∇u|2 dx

} 1
2

,

onde

|∇u(x)|2 =
N∑

i=1

(
∂u(x)

∂xi

)2

x ∈ Ω.

Temos que
H1

0 (Ω) ≡ C∞
0 (Ω)

‖·‖

e lembramos ainda (cf. Evans [16], p.259) que

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω) / u|∂Ω = 0

}
,

onde u|∂Ω é o traço de u em ∂Ω.

Decorre da desigualdade de Poincaré, a saber,

∫
Ω

u2dx ≤ CΩ

∫
Ω

|∇u|2 dx, ∀ u ∈ H1
0 (Ω), (1.1)

7



Caṕıtulo 1. Notações e Resultados Básicos

onde CΩ é uma constante positiva (cf. Apêndice A), que

‖u‖1 ≡
{∫

Ω

|∇u|2 dx

} 1
2

é uma norma em H1
0 (Ω) equivalente a ‖·‖. Lembramos também que ‖·‖1 provém do

produto interno, a saber,

〈u, v〉1 ≡
∫

Ω

∇u∇vdx

e que (H1
0 (Ω), ‖·‖1) é um espaço de Hilbert. Além disso

H1
0 (Ω) ≡ C∞

0 (Ω)
‖·‖1 .

1.2 Os Problemas de Dirichlet Linear e de Autovalor

para
(
−∆, H1

0(Ω)
)
: Soluções Fracas

É conhecido que o problema de Dirichlet linear

{
−∆u = h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω
(1.2)

tem para cada h ∈ L2(Ω) uma única solução u ≡ uh ∈ H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) onde H2(Ω) ≡

W 2,2(Ω) e vale

‖u‖H2(Ω) ≤ C |h|0 ,

onde C > 0 é uma constante.

Fica assim definido o operador linear

S : L2(Ω) −→ H1
0 (Ω)

com S (L2(Ω)) ⊂ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) chamado operador solução associado a (1.2).

8



Caṕıtulo 1. Notações e Resultados Básicos

Devido ao fato de que a imersão

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) é compacta,

inferimos que

S : L2(Ω) −→ L2(Ω)

é linear compacto. Aliás, se h, g ∈ L2(Ω) então u ≡ S(h) e w ≡ S(g) satisfazem respecti-
vamente,

{
−∆u = h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω

{
−∆w = g(x) , x ∈ Ω

w = 0 , x ∈ ∂Ω

no sentido fraco, i.e.,

∫
Ω

∇S (h)∇vdx =

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ L2(Ω) ,

∫
Ω

∇S (g)∇vdx =

∫
Ω

gvdx, ∀ v ∈ L2(Ω),

então temos

〈S(h), g〉0 =

∫
Ω

S(h)gdx =

∫
Ω

∇S(g)∇S(h)dx =

∫
Ω

hS(g)dx = 〈h, S(g)〉0 ,

mostrando que S é simétrico.

Concluimos que S : L2(Ω) −→ L2(Ω) é linear, compacto e simétrico.

Considere agora o problema de autovalor

{
−∆u = λu , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω.
(1.3)

Devido às observações acima, (1.3) é equivalente a

S(u) =
1

λ
u.

9



Caṕıtulo 1. Notações e Resultados Básicos

Como S : L2(Ω) −→ L2(Ω) é simétrico e compacto segue (cf. Brézis [5], p.192) que
os autovalores de (1.3) formam uma sequência (λn) ⊆ R e as seguintes propriedades são
conhecidas:

cada λn tem multiplicidade finita,

λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λn ≤ ...,

λ1 > 0, λn →∞.

Além disso o autovalor λ1 é simples, i.e.,

dimKer(−∆− λ1) = 1 e Ker(−∆− λ1) = 〈ϕ1〉 ,

onde ϕ1 é positivo em Ω e

λ1 = inf
u∈H1

0 ,u 6=0

{∫
Ω
|∇u|2 dx∫
Ω

u2dx

}
.

Concluimos que

CΩ =
1

λ1

é a melhor constante na desigualdade de Poincaré.

1.3 Regularidade de Soluções Fracas

Nesta seção formulamos e demonstramos um resultado de regularidade de soluções
para o problema

{
−∆u = g(x, u) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω ,
(1.4)

onde g : Ω × R −→ R satisfaz (C). Observamos que (1.4) é um problema do tipo
(PD) se fizermos g(x, u) ≡ f(x, u) + h(x).

10



Caṕıtulo 1. Notações e Resultados Básicos

Temos o seguinte resultado.

Lema 1.1. Se u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca de (1.4), i.e.,

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

gvdx, para todo v ∈ H1
0 (Ω) (1.5)

e g satisfaz (Cσ) com σ = 1, a, b constantes. Então u ∈ L∞(Ω).

Demonstração: Em primeiro lugar suponha N = 1, 2. Neste caso,

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) q ∈ (1,∞),

como consequência

u ∈ Lq(Ω) q ∈ (1,∞).

Como g satisfaz (Cσ) com σ = 1, a, b constantes, temos que

g(x, u(x)) ∈ Lq(Ω) q ∈ (1,∞).

Pelo Teorema B.5 (cf. Apêndice B), u ∈ W 2,q(Ω) q ∈ (1,∞). E pelo Teorema B.4
(cf. Apêndice B), temos que u ∈ C1(Ω) para q suficientemente grande. Logo u ∈ L∞(Ω).

Em segundo lugar supomos N ≥ 3. Daqui em diante usaremos a notação usual

2∗ ≡ 2N/(N − 2).

Temos que

H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω),

dáı u ∈ L2∗(Ω).

Segue-se usando (Cσ) com σ = 1 e a, b constantes, que se |u(x)| ≥ 1, então

|g(x, u(x))| ≤ a |u(x)|+ b ≤ a |u(x)|+ b |u(x)| ≤ 2 ·max {a, b} |u(x)| ≡ C1 |u(x)| ,

dáı
|g(x, u(x))|2

∗
≤ C2∗

1 |u(x)|2
∗

para |u(x)| ≥ 1. (1.6)

11
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Por outro lado, se |u(x)| < 1, então

|g(x, u(x))| ≤ a |u(x)|+ b ≤ 2 ·max {a, b} = C1.

Assim,

|g(x, u(x))|2
∗
≤ C2∗

1 . (1.7)

De (1.6) e (1.7), segue que

|g(x, u(x))|2
∗
≤ C2∗

1 + C2∗

1 |u(x)|2
∗
, para todo x ∈ Ω

e consequentemente,

g(x, u(x)) ∈ L2∗(Ω), para todo x ∈ Ω.

Segue pelo Teorema B.5 (cf. Apêndice B) que u ∈ W 2,2∗(Ω).

Deste ponto em diante usaremos um processo de regularização conhecido como “boot-
strap”. Pelo Teorema B.2 (cf. Apêndice B), temos:

(i) Se 1/2∗ − 2/N < 0, (i.e., 2∗ > N/2, N = 3, 4, 5), temos,

W 2,2∗(Ω) ↪→ L∞(Ω)

e como consequência, u ∈ L∞(Ω).

(ii) Se 1/2∗ − 2/N = 0, (i.e., 2∗ = N/2, N = 6), temos,

W 2,2∗(Ω) ↪→ Lq(Ω), para q ∈ [2∗,∞)

e dáı

W 2,2∗(Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1,∞).

Logo u ∈ Lp(Ω), para p ∈ [1,∞).

12
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Segue pela condição de crescimento (Cσ) com σ = 1, a, b, constantes, que

g(x, u(x)) ∈ Lp(Ω) para p ∈ (1,∞).

Pelo Teorema B.5 (cf. Apêndice B), u ∈ W 2,p(Ω) para p ∈ (1,∞) e pelo Teorema B.4
(cf. Apêndice B), temos que u ∈ C1(Ω) para p suficientemente grande. Logo

u ∈ L∞(Ω).

(iii) Se 1/2∗ − 2/N > 0, (i.e., 2∗ < N/2, N > 6), temos,

W 2,2∗(Ω) ↪→ Lt1(Ω),
1

t1
=

1

2∗
− 2

N

e concluimos por argumentos utilizados anteriormente que

u ∈ W 2,t1(Ω).

(iv) Se 1/t1 − 2/N < 0, (i.e., t1 > N/2, N = 7, 8, 9), então,

W 2,t1(Ω) ↪→ L∞(Ω),

dáı u ∈ L∞(Ω).

(v) Se 1/t1 − 2/N = 0, (i.e., t1 = N/2, N = 10), então,

W 2,t1(Ω) ↪→ Lq(Ω), para q ∈ [t1,∞),

logo

W 2,t1(Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1,∞).

Como consequência g(x, u(x)) ∈ Lp(Ω) para p ∈ (1,∞), e então u ∈ W 2,p(Ω) com p ∈
(1,∞). Portanto u ∈ C1(Ω) para p suficientemente grande e dáı u ∈ L∞(Ω).
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(vi) Se 1/t1 − 2/N > 0, (i.e., t1 < N/2, N > 10), então,

W 2,t1(Ω) ↪→ Lt2(Ω),
1

t2
=

1

t1
− 2

N
, donde

1

t2
=

1

2∗
− 4

N
.

Segue que u ∈ Lt2(Ω). Assim

g(x, u(x)) ∈ Lt2(Ω),
1

t2
=

1

2∗
− 4

N

e portanto u ∈ W 2,t2(Ω).

(vii) Se 1/t2 − 2/N < 0, (i.e., t2 > N/2, N = 11, 12, 13), então,

W 2,t2(Ω) ↪→ L∞(Ω),

dáı u ∈ L∞(Ω).

(viii) Se 1/t2 − 2/N = 0, (i.e., t2 = N/2, N = 14), então,

O resultado segue novamente como em (v), i.e., u ∈ L∞(Ω).

(iv) Se 1/t2 − 2/N > 0, (i.e., t2 < N/2, N > 14), então,

W 2,t2(Ω) ↪→ Lt3(Ω),
1

t3
=

1

t2
− 2

N
, donde

1

t3
=

1

2∗
− 6

N
.

Como anteriormente

g(x, u(x)) ∈ Lt3(Ω),

e portanto u ∈ W 2,t3(Ω), 1/t3 = 1/2∗ − 6/N .

Repetindo o argumento do “bootstrap”, acharemos algum ti > 1 tal que

1

ti
=

1

2∗
− 2.i

N
, ti >

N

2
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para o qual

u ∈ W 2,p(Ω), para p ∈ (1,∞),

e portanto u ∈ C1(Ω) para p suficientemente grande, dáı u ∈ L∞(Ω). Concluimos assim
a demonstração do lema.

�

1.4 Prinćıpios de Máximo e Aplicações

Exploraremos também algumas aplicações dos Prinćıpios de Máximo.

Lema 1.2. Suponha que u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) satisfaz (1.5). Suponha ainda que u ≥

0, u 6= 0 em Ω e g satisfaz (Cσ) com σ = 1, a, b constantes, (f2) e (f4). Então

u ∈ C1,α(Ω), 0 < α < 1−N/p

e vale

u > 0 em Ω,
∂u

∂ν
< 0 em ∂Ω,

onde ν é o campo vetorial normal exterior a Ω e ∂u/∂ν é a derivada de u na direção de
ν.

Demonstração: Pelo lema 1.1, temos

u ∈ W 2,p(Ω), para p ∈ (1,∞).

Pelo Teorema B.3 (cf. Apêndice B), temos

u ∈ W 2,p(Ω) ↪→ C1,α(Ω), 0 < α < 1− N

p
,

logo u ∈ C1,α(Ω), 0 < α < 1−N/p.
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Usando que 0 ≤ u(x) ≤ |u|∞, temos

−|g(x, |u|∞)|
|u|∞

≤ g(x, |u|∞)

|u|∞
, para u(x) > 0.

Por outro lado, por (f4), segue que

g(x, |u|∞)

|u|∞
<

g(x, u(x))

u(x)
, para u(x) > 0.

Assim

g(x, u(x))

u(x)
> −|g(x, |u|∞)|

|u|∞
, para u(x) > 0,

consequentemente,

g(x, u(x)) > −u(x)M(x), onde M(x) =
|g(x, |u|∞)|

|u|∞
.

Por (f2), M(x) ∈ L∞(Ω).

Por outro lado, se u(x) = 0, então g(x, u(x)) ≥ 0. De fato, se tomarmos (tn) ⊆ R tal
que tn > 0 e tn → 0, temos

g(x, tn) > −tnM(x).

Passando o limite e usando (f2), segue que

g(x, u(x)) ≥ 0.

Concluimos que

g(x, u(x)) ≥ −u(x)M(x) para todo x ∈ Ω.

Logo,

−∆u(x) ≥ −u(x)M(x) q.t.p. x ∈ Ω.
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Afirmação 1.1.
−∆u(x) > −u(x)M(x) x ∈ Ω0

para algum Ω0 ⊂ Ω aberto com med (Ω0) > 0.

.

De fato, caso contrário,

−∆u(x) + u(x)M(x) = 0 q.t.p. x ∈ Ω.

Dáı

∫
Ω

∇u∇v + Muvdx = 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

e fazento v = u,

∫
Ω

|∇u|2 + Mu2dx = 0,

de forma que u(x) = 0 em Ω, imposśıvel. Dáı

−∆u(x) + u(x)M(x) > 0 q.t.p. x ∈ Ω0.

Fica provada a afirmação 1.1.

E assim pelos Teoremas B.9 e B.10 (cf. Apêndice B) segue que

u > 0 em Ω,
∂u

∂ν
< 0 em ∂Ω.

�
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Caṕıtulo 2

Problemas de Contorno Eĺıpticos:
Ressonância

2.1 Um Problema Não-Ressonante, Não-Autônomo,

Supercŕıtico

O Teorema A garante existência de solução para (PD) no caso não-ressonante, não-
autônomo e supercŕıtico.

Um problema relacionado a (PD) no caso de equações integrais foi estudado por Ham-
merstein [19], com f satisfazendo (Cσ) com σ = 1 e

A∞(x) ≤ µ, para qualquer x ∈ Ω e algum µ ∈ R onde µ < λ1. (2.1)

A condição µ < λ1 caracteriza o problema como não-ressonante.

Mawhin, Ward & Willem [24] mostraram existência de solução de (PD) tomando f
com um crescimento subcŕıtico e considerando o caso não-ressonante, i.e., exigindo uma
condição do tipo

A∞(x) ≤ α(x) q.t.p. x ∈ Ω e para algum α ∈ L∞ (Ω)
com α(x) ≤ λ1 q.t.p. x ∈ Ω e

α(x) < λ1 sobre um subconjunto Ω0 ⊂ Ω tal que |Ω0| > 0.
(2.2)

Vários trabalhos foram conduzidos no sentido de procurar existência de solução para
(PD) no caso em que f(x, s) está abaixo de λ1. Gostariamos de mencionar Kazdan &
Warner [20], deFigueiredo [11], deFigueiredo & Gossez [14] e Brézis & Nirenberg [7].

A condição A∞(x) < λ1 que caracteriza (PD) como um problema do tipo não-
ressonante, como se pode ver no resultado abaixo.

Proposição 2.1. Se existe uma função α(x) ∈ L∞(Ω) satisfazendo (2.2), então

i(A∞) > 0.
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Demonstração: Primeiramente, afirmamos que i(α) > 0. De fato, seja v ∈ H1
0 (Ω).

Se v é uma λ1-autofunção então v(x) 6= 0 para q.t.p. x ∈ Ω. Obtemos então,

∫
Ω

|∇v|2 − α(x)v2dx =

∫
Ω

{λ1 − α(x)} v2dx

≥
∫

Ω0

{λ1 − α(x)} v2dx > 0,

onde Ω0 ⊂ Ω é tal que medida de Ω0 é positiva.

Caso contrário, v não é uma λ1-autofunção, então pela desigualdade de Poincaré,
temos

∫
Ω

|∇v|2 dx > λ1

∫
Ω

v2dx,

assim ∫
Ω

|∇v|2 − α(x)v2dx >

∫
Ω

{λ1 − α(x)} v2dx ≥ 0,

dáı

∫
Ω

|∇v|2 − α(x)v2dx > 0, ∀ v ∈ H1
0 (Ω) tal que v 6= 0.

Agora, seja vn ∈ H1
0 (Ω) com |vn|0 = 1 uma sequência minimizante para i(α), i.e.,

∫
Ω

|∇vn|2 − α(x)v2
ndx → i(α),

então

∫
Ω

|∇vn|2 − α(x)v2
ndx ≤ i(α) + ε,

para qualquer ε > 0 e n suficientemente grande.

Como i(α) ∈ R, temos

∫
Ω

|∇vn|2 − α(x)v2
ndx ≤ C,

dáı ∫
Ω

|∇vn|2 ≤ C + λ1

∫
Ω

v2
ndx.
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Como |vn|0 = 1, temos que ‖vn‖1 é limitado. E ainda, H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert

reflexivo, então passando para subsequências se necessário, obtemos devido ao Teorema
B.6 (cf. Apêndice B) que

vn ⇀ v em H1
0 (Ω); vn → v em L2(Ω);

vn(x) → v(x) q.t.p. x ∈ Ω; |v(x)| ≤ θ0(x) q.t.p. x ∈ Ω,

para algum v sobre a esfera unitária de L2(Ω) e algum θ0 ∈ L2(Ω).

Segue pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e pelo fato de ‖·‖1 ser
fracamente sequencialmente semi-cont́ınua inferiormente (f.s.s.c.i.) (cf. Brézis [5], p.35,
Prop.III.5), que

∫
Ω

α(x)v2dx = lim
n→∞

∫
Ω

α(x)v2
ndx e

∫
Ω

|∇v|2 dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇vn|2 dx.

Dáı ∫
Ω

|∇v|2 − α(x)v2dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇vn|2 − α(x)v2
ndx

≤ i(α) + ε,

para qualquer ε > 0. Então fazendo ε → 0, obtemos

∫
Ω

|∇v|2 − α(x)v2dx ≤ i(α),

donde i(α) > 0.

Como A∞(x) ≤ α(x) q.t.p. x ∈ Ω, segue que i(A∞) ≥ i(α) > 0. �

Antes de iniciarmos a demonstração do Teorema A, observamos que devido ao com-
portamento supercŕıtico de f o funcional energia I associado a (PD),

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx, u ∈ H1
0 (Ω)

não é necessariamente diferenciável.

Usaremos, na demonstração do Teorema A, o Teorema B.7 (cf. Apêndice B), um resul-
tado sobre funcionais fracamente sequencialmente semi-cont́ınuos inferiormente (f.s.s.c.i.)
e coercivos.
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Utilizando este resultado provaremos que:

existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que I(u) = min

v∈H1
0

I(v). (2.3)

Em seguida, provaremos que o mı́nimo u de I satisfaz:

∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (2.4)

Verificação de (2.3):

Afirmação 2.1. I é f.s.s.c.i.

De fato, seja un ⇀ u em H1
0 (Ω), então passando para subsequência se necessário,

temos

un → u em L2(Ω); un(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Ω; |un(x)| ≤ θ1(x) q.t.p. x ∈ Ω,

para algum θ1 ∈ L2(Ω). Da condição (F), obtemos

F (x, un) ≤ A

2
|un|2 + B(x) ≤ A

2
θ1(x)2 + B(x) q.t.p. x ∈ Ω.

Como F (x, un) → F (x, u) q.t.p. x ∈ Ω, temos, pelo lema de Fatou, que

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx ≤
∫

Ω

F (x, u)dx.

Assim,

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx

≤ lim inf
n→∞

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx− lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx− lim
n→∞

∫
Ω

hundx

=
1

2
lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 dx + lim inf
n→∞

∫
Ω

−F (x, un)dx + lim
n→∞

∫
Ω

−hundx

≤ lim inf
n→∞

{
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

F (x, un)dx

}
+ lim

n→∞

∫
Ω

−hundx

= lim inf
n→∞

{
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

F (x, un)dx−
∫

Ω

hundx

}
= lim inf

n→∞
I(un).

Portanto I é f.s.s.c.i. Fica provado a afirmação 2.1.
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Afirmação 2.2. I é coercivo, i.e., I(u) →∞ quando ‖u‖1 →∞.

De fato, suponha por contradição, que exista uma sequência un em H1
0 (Ω) tal que

‖un‖1 →∞ e I(un) ≤ C para algum C > 0. Então

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
∫

Ω

F (x, un)dx +

∫
Ω

hundx + C

≤
∫

Ω

(
A

2
u2

n + B(x)

)
dx +

∫
Ω

hundx + C.

Seja vn ≡ un/ |un|0 e observe que

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤ A

2

∫
Ω

u2
ndx +

∫
Ω

B(x)dx +

∫
Ω

hundx + C ≤ A

2
|un|20 + |h|0 |un|0 + C1,

logo, quando ‖un‖1 →∞, temos |un|0 →∞. Como

1

2

∫
Ω

|∇vn|2 dx ≤
∫

Ω

(
A

2
v2

n +
B(x)

|un|20

)
dx +

∫
Ω

h
vn

|un|0
dx +

C

|un|20
.

temos que, ‖vn‖1 é limitado, então passando para subsequência se necessário, temos

vn ⇀ v em H1
0 (Ω); vn → v em L2(Ω);

vn(x) → v(x) q.t.p. x ∈ Ω; |v(x)| ≤ θ2(x) q.t.p. x ∈ Ω,

para algum v sobre a esfera unitária de L2(Ω) e algum θ2 ∈ L2(Ω).

Afirmamos que,

lim sup
n→∞

∫
Ω

2F (x, |un|0 vn)

|un|20
dx ≤

∫
[v 6=0]

A∞v2dx.

De fato,

F (x, |un|0 vn) ≤ A

2
|un|20 v2

n + B(x),

logo

2F (x, |un|0 vn)

|un|20
≤ A · v2

n +
2B(x)

|un|20
≤ A · (θ2(x))2 +

2B(x)

|un|20
.
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Por outro lado,

2F (x, |un|0 vn)

|un|20
=

2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0],

logo

2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0] ≤ A · (θ2(x))2 +

2B(x)

|un|20
.

Agora fixe x ∈ Ω tal que v(x) 6= 0. Como vn(x) → v(x) q.t.p. x ∈ Ω temos que
vn 6= 0 para um n suficientemente grande, donde

χ[vn 6=0]v
2
n(x) → χ[v 6=0]v

2(x), q.t.p. x ∈ Ω

dáı

lim sup
n→∞

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]

)
≤ lim sup

n→∞

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2

)
lim

n→∞

(
v2

nχ[vn 6=0]

)
= A∞(x)v2χ[v 6=0].

Assim ∫
Ω

lim sup
n→∞

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]

)
dx ≤

∫
Ω

A∞(x)v2χ[v 6=0]dx

=

∫
[v 6=0]

A∞(x)v2dx.

Pelo lema de Fatou, temos

lim sup
n→∞

∫
Ω

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]

)
dx ≤

∫
Ω

lim sup
n→∞

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]

)
dx,

donde

lim sup
n→∞

∫
Ω

(
2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]

)
dx ≤

∫
[v 6=0]

A∞(x)v2dx.
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Logo,

lim sup
n→∞

∫
Ω

(
2F (x, |un|0 vn)

|un|20

)
dx ≤

∫
[v 6=0]

A∞(x)v2dx.

Agora observe que

‖v‖2
1 ≤ lim inf

n→∞
‖vn‖2

1

≤ lim inf
n→∞

{∫
Ω

2F (x, |un|0 vn)

|un|20
dx +

∫
Ω

2hvn

|un|0
dx +

2C

|un|20

}

= lim inf
n→∞

{∫
Ω

2F (x, |un|0 vn)

|un|20
dx

}
+ lim

n→∞

{∫
Ω

2hvn

|un|0
dx +

2C

|un|20

}

≤ lim sup
n→∞

{∫
Ω

2F (x, |un|0 vn)

(|un|0 vn)2 v2
nχ[vn 6=0]dx

}
≤

∫
[v 6=0]

A∞(x)v2dx.

Portanto

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

A∞(x)v2dx ≤ 0, com v ∈ H1
0 (Ω), |v|0 = 1,

contradizendo (A∞). Consequentemente, I é coercivo e fica provada a afirmação 2.2.

Segue das Afirmações 2.1 e 2.2 e utilizando o Teorema B.7 (cf. Apêndice B) que (2.3)
é verdadeiro.

Verificação de (2.4):∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

De fato u satisfaz

I(u + tϕ)− I(u)

t
≥ 0 para ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) e t > 0.
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Assim,

I(u + tϕ)− I(u)

t
=

∫
Ω

∇u∇ϕdx+
t

2

∫
Ω

|∇ϕ|2 dx−
∫

Ω

F (x, u + tϕ)− F (x, u)

t
dx−

∫
Ω

hϕdx,

então

∫
Ω

∇u∇ϕdx +
t

2

∫
Ω

|∇ϕ|2 dx ≥
∫

Ω

F (x, u + tϕ)− F (x, u)

t
dx +

∫
Ω

hϕdx.

Mas, pelo Teorema do Valor Médio,

F (x, u + tϕ)− F (x, u)

t
= f(x, θt)ϕ q.t.p. x ∈ Ω,

para alguma função θt : Ω −→ R com

min {u(x) + tϕ(x), u(x)} ≤ θt(x) ≤ max {u(x) + tϕ(x), u(x)}

e consequentemente existe uma função K(x) ∈ H1
0 (Ω) tal que

|θt(x)| ≤ K(x) q.t.p. x ∈ Ω e t ∈ (0, 1).

De fato,

|θt(x)| ≤ max {|u(x) + tϕ(x)| , |u(x)|}
≤ max {|u(x)|+ |ϕ(x)| , |u(x)|}
= |u(x)|+ |ϕ(x)| ≡ K(x).

Assim, por (Cσ),

|f(x, θt(x))| ≤ aK(x)σ + b(x) para algum σ ∈ [1, 2∗]

Agora, como θt(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Ω quando t → 0 e f : Ω × R −→ R é
Carathéodory, temos

f(x, θt(x)) → f(x, u(x)), q.t.p. x ∈ Ω,

donde

f(x, θt(x))ϕ(x) → f(x, u(x))ϕ(x) q.t.p. x ∈ Ω.
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Então

F (x, u + tϕ)− F (x, u)

t
→ f(x, u)ϕ q.t.p. x ∈ Ω quando t → 0.

Assim, pelo lema de Fatou, obtemos

∫
Ω

∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

f(x, u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

e substituindo ϕ por −ϕ, temos

∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(x, u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Assim fica provado (2.4).

Finalmente se σ ∈ [1, (N + 2)/(N − 2)] temos que I ∈ C1 (H1
0 (Ω), R) (cf. Ambrosetti

& Prodi [3]) e como u é um ponto de mı́nimo, temos

〈
I

′
(u), v

〉
= 0,

onde I
′
denota a derivada de Fréchet de I. Segue que

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx +

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Isto encerra a demonstração do Teorema A. �

2.2 Um Problema Ressonante, Não-Autônomo, Cŕı-

tico

O Teorema B garante existência de solução para (PD) no caso não-autônomo e cŕıtico
e complementa o Teorema A, no sentido que trata alguns casos ressonantes, aqui entendido
como i(A∞) = 0.

Com o objetivo de demonstrar o Teorema B, introduziremos os seguintes resultados
preliminares, que serão demonstrados no final da seção.
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Lema 2.1. Suponha (F∞) e (Cσ) para algum σ ∈ [1, 2∗ − 1]. Então existem funções
g ∈ L1(Ω) e G ∈ C (R, R+) tais que

G(s + t) ≤ G(s) + G(t), para todo s, t ∈ R, (2.5)

G(t) →∞ quando t →∞, (2.6)

G(t) ≤ |t|+ 4, para todo t ∈ R, (2.7)

F (x, t)− 1

2
λ1t

2 ≤ −G(t) + g(x). (2.8)

Lema 2.2. Considere G como no lema anterior. Então o funcional

v 7−→
∫

Ω

G(v(x))dx

definido para todo v ∈ E(λ1), onde E(λ1) é o autoespaço associado a λ1, é coercivo.

Demonstração do Teorema B: Utilizando novamente o Teorema B.7 (cf. Apêndice
B), provaremos que o funcional associado a (PD) é coercivo e f.s.s.c.i.

Afirmação 2.3. I é coercivo.

De fato, temos por (2.8) que

∫
Ω

F (x, u)dx− 1

2
λ1

∫
Ω

u2dx ≤ −
∫

Ω

G(u)dx +

∫
Ω

g(x)dx.

Para u ∈ H1
0 (Ω), considere

ū =

(∫
Ω

∇u∇ϕ1dx

)
ϕ1, ũ = u− ū,

sendo assim,
ū ∈ E(λ1) e ũ ∈ E(λ1)

⊥,

dáı

G(ū(x)) ≤ G(u(x)) + G(−ũ(x)),
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que implica

−G(u(x)) ≤ − (G(ū(x))−G(−ũ(x))) .

Logo para todo u ∈ H1
0 (Ω), temos

∫
Ω

F (x, u)dx− 1

2
λ1

∫
Ω

u2dx ≤ −
∫

Ω

(G(ū(x))−G(−ũ(x))) dx +

∫
Ω

g(x)dx

≤ −
∫

Ω

G(ū(x))dx +

∫
Ω

G(−ũ(x))dx +

∫
Ω

g(x)dx

≤ −
∫

Ω

G(ū(x))dx +

∫
Ω

(|ũ|+ 4) dx +

∫
Ω

g(x)dx

≤ −
∫

Ω

G(ū(x))dx + |ũ|L1(Ω) + 4med(Ω) +

∫
Ω

g(x)dx

≤ −
∫

Ω

G(ū(x))dx + C ‖ũ‖1 + 4med(Ω) +

∫
Ω

g(x)dx

≤ −
∫

Ω

G(ū(x))dx + C1 (‖ũ‖1 + 1) ,

onde C é a constante positiva da desigualdade de Sobolev e

C1 = C + 4med(Ω) +

∫
Ω

g(x)dx.

Segue que

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

2
λ1

∫
Ω

u2dx−
(∫

Ω

F (x, u)dx− 1

2
λ1

∫
Ω

u2dx

)
−
∫

Ω

hudx

≥ 1

2

∫
Ω

|∇ũ|2 dx− 1

2
λ1

∫
Ω

ũ2dx +

∫
Ω

G(ū(x))dx− C1 (‖ũ‖1 + 1)−
∫

Ω

hũdx.

Como ũ ∈ E(λ1)
⊥, temos (cf. Castro [10], p.33)

∫
Ω

ũ2dx ≤ 1

λ2

∫
Ω

|∇ũ|2 dx

e pelas desigualdades de Holder e Sobolev, temos

I(u) ≥ 1

2

(
1− λ1

λ2

)∫
Ω

|∇ũ|2 dx− C1 (‖ũ‖1 + 1) + C |h|L2(Ω) ‖ũ‖1 +

∫
Ω

G(ū(x))dx

≥ 1

2

(
1− λ1

λ2

)∫
Ω

|∇ũ|2 dx− C2 (‖ũ‖1 + 1) +

∫
Ω

G(ū(x))dx,
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onde

C2 = C1 + C |h|0 .

Segue que I é coercivo pois

v 7−→
∫

Ω

G(v(x))dx

é coercivo sobre E(λ1) e

‖u‖2
1 = ‖ū‖2

1 + ‖ũ‖2
1 ,

assim quando ‖u‖1 → ∞ temos ‖ū‖1 → ∞ ou ‖ũ‖1 → ∞. Logo a Afirmação 2.3 é
verdadeira.

Afirmação 2.4. I é f.s.s.c.i.

De fato, de un ⇀ u em H1
0 (Ω), temos

un → u em L2(Ω); un(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Ω; |un(x)| ≤ g1(x) q.t.p. x ∈ Ω.

onde g1 ∈ L2(Ω).

Segue do lema 2.1, que para todo t ∈ R

F (x, t) ≤ 1

2
λ1t

2 + g(x),

dáı

F (x, un) ≤ 1

2
λ1 |un|2 + g(x) ≤ λ1

2
g1(x)2 + g(x) q.t.p. x ∈ Ω.

Como F (x, un) → F (x, u), então pelo lema de Fatou resulta que

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx ≤
∫

Ω

F (x, u)dx.
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Portanto

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

hudx

≤ lim inf
n→∞

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx− lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx− lim
n→∞

∫
Ω

hundx

≤ lim inf
n→∞

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx− lim inf
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx− lim
n→∞

∫
Ω

hundx

≤ lim inf
n→∞

{
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

F (x, un)dx−
∫

Ω

hundx

}
= lim inf

n→∞
I(un).

Decorre das Afirmações 2.3 e 2.4 e utilizando Teorema B.7 (cf. Apêndice B), que existe
u ∈ H1

0 (Ω) satisfazendo
I(u) = min

v∈H1
0

I(v).

Devido ao comportamento cŕıtico de f , segue que (cf. Ambrosetti & Prodi [3])

I ∈ C1
(
H1

0 (Ω), R
)

e

〈
I

′
(u), v

〉
= 0,

ou seja,

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx +

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

mostrando que u é uma solução fraca de (PD). Fica assim provado o Teorema B. �

Demonstração do lema 2.1. De (F∞), temos que existe uma sequência de inteiros
positivos (nk) com nk+1 > 2nk, para todo k ∈ Z, k > 0 tal que

F (x, t)− 1

2
λ1t

2 ≤ −k para todo |t| ≥ nk e q.t.p. x ∈ Ω. (2.9)

Considere n0 = 0 e defina

G(t) = k + 2 +
|t| − nk−1

nk − nk−1

,

com nk−1 ≤ |t| < nk.
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Observe que G ∈ C (R, R+) e que vale (2.6). Além disso, pela definição de G, temos

k + 2 ≤ G(t) ≤ k + 3, nk−1 ≤ |t| < nk. (2.10)

Da condição (Cσ) para algum 1 ≤ σ ≤ 2∗ − 1, obtemos

∣∣∣∣F (x, t)− 1

2
λ1t

2

∣∣∣∣ ≤ |F (x, t)|+ 1

2
λ1t

2

≤
∫ t

0

|f(x, s)| ds +
1

2
λ1

(
|t|2

∗
+ |t|

)
≤ a

2∗
|t|2

∗
+ b(x) |t|+ 1

2
λ1

(
|t|2

∗
+ |t|

)
.

Mas, para todo t ∈ R, existe k ∈ N tal que

nk−1 ≤ |t| < nk.

Assim, para o caso em que k = 1, obtemos de (2.10)

F (x, t)− 1

2
λ1t

2 ≤ a

2∗
n2∗

1 + b(x)n1 +
1

2
λ1

(
n2∗

1 + n1

)
=

a

2∗
n2∗

1 + b(x)n1 +
1

2
λ1

(
n2∗

1 + n1

)
+ 4− 4.

Defina

g(x) ≡ a

2∗
n2∗

1 + b(x)n1 +
1

2
λ1

(
n2∗

1 + n1

)
+ 4,

Portanto

F (x, t)− 1

2
λ1t

2 ≤ −G(t) + g(x),

para todo |t| ≤ n1 e q.t.p. x ∈ Ω.
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Para o caso k ≥ 2, obtemos de (2.9) e (2.10)

F (x, t)− 1

2
λ1t

2 ≤ −k

≤ − (k − 1)

≤ − (k − 1) + g(x)− 4

≤ − (k + 3) + g(x)

≤ −G(t) + g(x),

para todo nk−1 ≤ |t| < nk e q.t.p. x ∈ Ω.

Vejamos agora que

G(t) ≤ |t|+ 4,

para todo t ∈ R. Assim dado t ∈ R existe k ∈ N tal que

nk−1 ≤ |t| < nk.

Segue de (2.10) e do fato que nk ≥ k para qualquer k ≥ 0 que,

G(t) ≤ k + 3 = (k − 1) + 4 ≤ nk−1 + 4 ≤ |t|+ 4.

Provaremos agora a subaditividade de G. Considere

nk−1 ≤ |s| < nk, nj−1 ≤ |t| < nj

e m = max {k, j}.

Então segue que,

|s + t| ≤ |s|+ |t| < nk + nj ≤ 2nm < nm+1.

Como |s + t| < nm+1 e por (2.10), obtemos

G(s + t) ≤ (m + 1) + 3

≤ k + 2 + j + 2

≤ G(s) + G(t).

Fica mostrado o lema 2.1. �
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Demonstração do lema 2.2. Suponha que a afirmação é falsa, então existe C > 0
e uma sequência vn ∈ E(λ1) tal que

n →∞, ‖vn‖1 →∞ e

∫
Ω

G(vn)dx ≤ C,

dáı

lim sup
n→∞

∫
Ω

G(vn)dx ≤ C < ∞. (2.11)

Afirmação 2.5.
Dado qualquer α > 0, existe mα > 0 tal que

med {x ∈ Ω / |v(x)| < mα ‖v‖1} < α, ∀ v ∈ E(λ1).

De fato, por contradição, suponha que existe α0 > 0 e uma sequência (vn)∞n=1 ⊆ E(λ1)
tal que

med

{
x ∈ Ω / |vn(x)| < 1

n
‖vn‖1

}
≥ α0, para todo n, (2.12)

dáı vn 6= 0, para todo n, pois caso contrário, existiria n0 ∈ N tal que vn0(x) = 0 e
assim

X ≡ {x ∈ Ω / |vn0(x)| < 0} = ∅,

donde med(X) = 0 < α0.

Sem perda de generalidade, consideraremos

med

{
x ∈ Ω / |vn(x)| < 1

n

}
≥ α0, para todo n. (2.13)

Segue da compacidade da esfera unitária de E(λ1), pois dim (E(λ1)) < ∞, que existe
uma subsequência, (vn) ⊆ E(λ1) tal que

vn → v em E(λ1).

Portanto v(x) 6= 0, ∀ x ∈ Ω e |vn − v|∞ → 0 quando n → ∞, pois as normas |·|∞ e
‖·‖1 são equivalentes no espaço de dimensão finita E(λ1).
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Assim, dado m ∈ N, existe N ≥ 2m tal que

|vn − v|∞ <
1

2m
para n ≥ N.

Considere agora os conjuntos

A =

{
x ∈ Ω / |vN(x)| < 1

N

}
, B =

{
x ∈ Ω / |v(x)| < 1

m

}
.

Se x ∈ A, então |vN(x)| < 1/N e

|v(x)| = |v(x)− vN(x) + vN(x)| ≤ |v(x)− vN(x)|+ |vN(x)| ≤ |vN − v|∞ +
1

N
≤ 1

m
.

Logo x ∈ B, então A ⊆ B. Segue que

med

{
x ∈ Ω / |v(x)| < 1

m

}
≥ α0, para todo m.

Portanto v ≡ 0 sobre um conjunto de medida positiva e isto contradiz o fato que v(x) 6=
0, ∀ x ∈ Ω.

Logo a afirmação 2.5 fica provada.

Agora considere ‖vn‖1 →∞ e o conjunto

An = {x ∈ Ω / |vn(x)| ≥ mα ‖vn‖1} , para todo n.

Então temos med (Ω \ An) < α. Pela coercividade de G, temos que dado β > 0, existe
M > 0 tal que

G(t) ≥ β, |t| ≥ M.

Seja Bn = {x ∈ Ω / |vn(x)| ≥ M}. Assim para x ∈ An, temos

|vn(x)| ≥ mα ‖vn‖1 ,

dáı An ⊆ Bn para n suficientemente grande.

Segue por (2.7) e pelo fato de que

Ω = An ∪ (Ω \ An) ,
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donde

med (Ω) = med (An) + med (Ω \ An) ,

que implica

med (An) ≥ med (Ω)− α.

Para n suficientemente grande, temos

∫
Ω

G(vn)dx =

∫
Bn

G(vn)dx +

∫
Ω\Bn

G(vn)dx

≥
∫

Bn

βdx−
∫

Ω\Bn

G(vn)dx

≥ βmed (Bn)− (|vn|+ 4) med (Ω \Bn)

≥ βmed (An)− (M + 4) med (Ω \ An)

≥ β (med (Ω)− α)− (M + 4) α.

Logo,

lim inf
n→∞

∫
Ω

G(vn)dx ≥ β (med (Ω)− α)− (M + 4) α.

Fazendo α → 0, obtemos

lim inf
n→∞

∫
Ω

G(vn)dx ≥ βmed (Ω) .

Como β é arbitrário, temos

lim inf
n→∞

∫
Ω

G(vn)dx = ∞

o que contradiz (2.11), logo

v 7−→
∫

Ω

G(v)dx

é coercivo em E(λ1). Fica demonstrado o lema 2.2. �
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2.3 Um Problema Não-Ressonante, Autônomo, Sem

Condição de Crescimento

Devido ao fato que f é autônoma, i.e., f(x, u) ≡ f(u) para todo x em Ω, reescrevemos
o problema (PD) como

{
−∆u = f(u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω
(2.14)

Como não é exigido qualquer condição de crescimento em f , no sentido que condições
do tipo (Cσ) não são exigidas, não podemos utilizar aqui diretamente métodos varia-
cionais. Um dos argumentos utilizados é truncar a função f associando um novo problema
e obtendo a solução por métodos variacionais para esse novo problema em combinação
com estimativas apropriadas.

Neste sentido, antes de apresentar a demonstração do Teorema C, formulamos vários
resultados preliminares que demonstraremos posteriormente.

Lema 2.3. Suponha (A
′
∞), f : R −→ R cont́ınua

inf
s≥0

f(s) = −∞, sup
s≤0

f(s) = +∞. (2.15)

Então, para cada h ∈ L∞(Ω), existe u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) que satisfaz o problema (2.14)

no seguinte sentido ∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(u)vdx +

∫
Ω

hvdx, (2.16)

para todo v ∈ H1
0 (Ω).

A solução contrúıda na demonstração do lema 2.3 pode não corresponder ao mı́nimo
do funcional associado I.

Lema 2.4. Suponha (A
′
∞), f : R −→ R cont́ınua

inf
s≥0

f(s) > −∞, sup
s≤0

f(s) < +∞. (2.17)

Então, para cada h ∈ H−1(Ω), existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que f(u) ∈ L1(Ω) e satisfaz o prob-

lema (2.14) no sentido (2.16) para todo v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). E mais, u é o mı́nimo do

funcional associado ao problema (2.14).
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Diversos trabalhos consideraram condições de crescimento de apenas um lado sobre f ,
por exemplo, a condição do sinal f(s)s ≤ 0 introduzida em [9], ou a condição f(s)sgn(s) ≤
ζ(s)+c (ou f(s)sgn(s) ≥ −ζ(s)− c) onde ζ(s) = o

(
|s|2

∗
)

no infinito considerado por [2].

Lema 2.5. Suponha (A
′
∞), f : R −→ R cont́ınua

inf
s≥0

f(s) = −∞, sup
s≤0

f(s) < +∞. (2.18)

Então, para cada h ∈ Lr(Ω) limitado superiormente (onde r > 1 se N = 2 e r =
2N/(N + 2) se N ≥ 3), existe u ∈ H1

0 (Ω) limitado superiormente tal que f(u) ∈ L1(Ω) e
satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para todo v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Lema 2.6. Suponha (A
′
∞), f : R −→ R cont́ınua

inf
s≥0

f(s) > −∞, sup
s≤0

f(s) = +∞. (2.19)

Então, para cada h ∈ Lr(Ω) limitado inferiormente (onde r > 1 se N = 2 e r =
2N/(N + 2) se N ≥ 3), existe u ∈ H1

0 (Ω) limitado inferiormente tal que f(u) ∈ L1(Ω) e
satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para todo v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Demonstração do Teorema C: A demonstração é por aplicação direta dos lemas,
pois a função f satisfaz um das seguintes condições: (2.15), (2.17), (2.18) ou (2.19). �

Demonstração do lema 2.3: De (2.15), existem a < 0 < b tal que f(a) ≥ |h|∞ e
f(b) ≤ − |h|∞. Defina

f̃(s) =


f(s) , se s ∈ [a, b]
f(a) , se s < a
f(b) , se s > b.

O Problema

{
−∆u = f̃(u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω
(2.20)

admite uma solução u (no sentido fraco) dado que f̃ satisfaz (A
′
∞) e

∣∣∣f̃(s)
∣∣∣ ≤ C (cf.

Mawhin, Ward & Willem [24]).
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Caṕıtulo 2. Problemas de Contorno Eĺıpticos: Ressonância

Afirmação 2.6. a ≤ u(x) ≤ b q.t.p. x ∈ Ω.

(i) u(x) ≤ b ;

Defina

ub(x) =

{
u(x) , se u(x) ≤ b

b , se u(x) > b.

Tome w = u− ub. Temos que ub ∈ H1
0 (Ω), de fato, tome

ξb(t) =

{
t , se t ≤ b
b , se t > b.

Temos que ξb é uma função Lipschitziana cuja derivada ξ
′

b(t) existe exceto em um
número finito de pontos, então, pelo Teorema B.8 (cf. Apêndice B) segue que

ξb(u)(x) ≡ ξb(u(x)) =

{
u(x) , se u(x) ≤ b

b , se u(x) > b

pertence a H1
0 (Ω). Portanto w ∈ H1

0 (Ω). Segue por (2.20) que

∫
Ω

∇u∇wdx =

∫
Ω

(
f̃(u) + h

)
wdx.

Seja

Ω1 ≡ {x ∈ Ω / u(x) > b} ,

assim temos, ∇u = ∇w, w = u − b > 0 em Ω1 e f(b) ≤ − |h|∞. Como em Ω1 temos

f̃(u) = f(b), obtemos

f̃(u) + h = f(b) + h ≤ f(b) + |h|∞ ≤ 0.

Logo

∫
Ω

|∇w|2 dx ≤ 0, x ∈ Ω1.

Portanto w = 0 q.t.p. x ∈ Ω1 obtendo que

w = 0 q.t.p. x ∈ Ω e u(x) = ub(x) q.t.p. x ∈ Ω.
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(ii) a ≤ u(x) ;

Demonstração análoga ao item(i). Basta definir

ua(x) =

{
u(x) , se u(x) ≥ a

a , se u(x) < a.

Logo a afirmação 2.6 é verdadeira.

Portanto f̃(u) = f(u). Então existe u ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω) que satisfaz o problema (2.14)

no sentido (2.16) para todo v ∈ H1
0 (Ω). �

Demonstração do lema 2.4: Para a demonstração deste lema faremos uso do
seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.7. Suponha

{
f(s) ≥ I+ , se s ≥ 0
f(s) ≤ S− , se s ≤ 0.

Tome u ∈ H1
0 (Ω), ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) e −1/2 ≤ α < 0. Denote vα ≡ ϕ − αu, então
existe l ∈ L1(Ω) tal que

F (u + tvα)− F (u)

t
≥ l(x) q.t.p. x ∈ Ω , t ∈ (0, 1)

A demonstração deste lema será feita posteriormente. Utilizando este resultado, segue
que

Pelo fato que A∞ < λ1 e pela Proposição 2.1., temos

i(A∞) > 0.

E ainda temos que para todo ε > 0 existe b ∈ R tal que

F (s) ≤ (A∞ + ε)

2
s2 + b, para todo s ∈ R.

Assim pela demonstração do Teorema A, existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

I(u) = min
v∈H1

0

I(v).
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Logo obtemos que

I(u + tv)− I(u)

t
≥ 0, para todo v ∈ H1

0 (Ω) e t > 0.

Assim,

∫
Ω

∇u∇vdx +
t

2

∫
Ω

|∇v|2 dx ≥
∫

Ω

F (u + tv)− F (u)

t
dx +

∫
Ω

hvdx.

Faça v = vα ≡ ϕ− αu, onde −1/2 ≤ α < 0, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Temos pelo lema 2.7 e pelo Teorema do Valor Médio que

F (u + tvα)− F (u)

t
= f(ξt,α)vα ≥ l(x), l ∈ L1(Ω),

onde

min {u + tvα, u} ≤ ξt,α ≤ max {u + tvα, u} .

Faça t = −α e ξt,α(x) = ηα(x) então

min
{
(1 + α2)u(x) + αϕ(x), u(x)

}
≤ ηα(x) ≤ max

{
(1 + α2)u(x) + αϕ(x), u(x)

}
.

Assim

ηα(x) → u(x), quando α → 0, e

f(ηα(x))vα(x) → f(u(x))vα(x), quando α → 0.

Agora

∫
Ω

∇u∇vαdx− α

2

∫
Ω

|∇vα|2 dx ≥
∫

Ω

f(ηα)vαdx +

∫
Ω

hvαdx,

dáı

lim inf
α→0

{∫
Ω

∇u∇vαdx− α

2

∫
Ω

|∇vα|2 dx

}
≥ lim inf

α→0

{∫
Ω

f(ηα)vαdx +

∫
Ω

hvαdx

}
,
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donde ∫
Ω

∇u∇ϕdx ≥ lim inf
α→0

∫
Ω

f(ηα)vαdx +

∫
Ω

hϕdx.

Usando o lema de Fatou, obtemos

∫
Ω

∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

f(u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Trocando ϕ por −ϕ, obtemos

∫
Ω

∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f(u)ϕdx +

∫
Ω

hϕdx, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Agora considere θ : R −→ R dada por

θ(t) =


−1 , se t < −1
t , se |t| ≤ 1
1 , se t > 1.

Temos pelo Teorema B.8 (cf. Apêndice B) que θ(u) ∈ H1
0 (Ω), logo θ(u) ∈ H1

0 (Ω) ∩
L∞(Ω). Assim tomando ϕ = θ(u) obtemos que f(u)θ(u) ∈ L1(Ω), e consequentemente
|f(u)θ(u)| ∈ L1(Ω). Assim

∫
Ω

|f(u)θ(u)| dx =

∫
[|u|>1]

|f(u)| dx +

∫
[|u|≤1]

|f(u)u| dx.

Logo

∫
[|u|>1]

|f(u)| dx < ∞.

Como

∫
Ω

|f(u)| dx =

∫
[|u|>1]

|f(u)| dx +

∫
[|u|≤1]

|f(u)| dx

obtemos que

∫
[|u|≤1]

|f(u)| dx ≤
∫

[|u|≤1]

Cdx ≤
∫

Ω

Cdx = Cmed (Ω) < ∞.

Portanto f(u) ∈ L1(Ω). �
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Demonstração do lema 2.5: Temos que existe b > 0 tal que f(b) ≤ − sup
x∈Ω

h(x).

Defina

f̃(s) =

{
f(s) , se s ≤ b
f(b) , se s > b.

Agora, considere o problema

{
−∆u = f̃(u) + h(x) , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω.

Temos que este problema satisfaz o lema 2.4, então existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que f̃(u) ∈

L1(Ω) e

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f̃(u)vdx +

∫
Ω

hvdx, para todo v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Afirmação 2.7. u(x) ≤ b q.t.p. x ∈ Ω.

De fato, seja T ≡ −∆u− h. Temos que T ∈ H−1(Ω). Agora se ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

temos

∫
Ω

(−∆u− h) ϕdx =

∫
Ω

−∆uϕ− hϕdx =

∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫

Ω

hϕdx =

∫
Ω

f̃(u)ϕdx.

Portanto temos que T = f̃(u) no sentido das distribuições, e assim

< T,ϕ >=

∫
Ω

f̃(u)ϕdx, ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Definimos, w = u− ub, onde

ub(x) =

{
u(x) , se u(x) ≤ b

b , se u(x) > b.
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Temos que f̃(u)w ∈ L1(Ω), de fato,∫
Ω

f̃(u)wdx =

∫
Ω

f̃(u)(u− ub)dx

=

∫
[u≤b]

f̃(u)(u− ub)dx +

∫
[u>b]

f̃(u)(u− ub)dx

=

∫
[u>b]

(
f̃(u)u− f̃(u)ub

)
dx

=

∫
[u>b]

(f(b)u− f(b)b) dx

= f(b)

∫
[u>b]

udx−
∫

[u>b]

f(b)bdx.

Como T = f̃(u) ∈ L1
loc(Ω), pois f̃(u) ∈ L1(Ω), segue por Brézis & Browder [6] (cf.

Teorema B.11, Apêndice B) que

< T, w >=

∫
Ω

f̃(u)wdx,

donde

∫
Ω

∇u∇wdx =

∫
Ω

(
f̃(u) + h

)
wdx.

Pelo mesmo argumento do lema 2.3, temos que u(x) ≤ b q.t.p. x ∈ Ω.

Portanto u(x) = ub(x) q.t.p. x ∈ Ω e assim f̃(u) = f(u) q.t.p. x ∈ Ω. Logo existe
u ∈ H1

0 (Ω) limitado superiormente que satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para
todo v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). �

Demonstração do lema 2.6: A demonstração é análoga ao lema 2.5.

Demonstração do lema 2.7:

• fixamos r > 0.

Temos

rf(s) ≥ I+r, para s ≥ 0,

donde
rf(s) ≥ −

∣∣I+r
∣∣ = −

∣∣I+
∣∣ |r| .
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Caṕıtulo 2. Problemas de Contorno Eĺıpticos: Ressonância

Portanto

rf(s) ≥ −
∣∣I+r

∣∣ = −
∣∣I+
∣∣ |r| , para todo r > 0 e s ≥ 0.

• fixamos r < 0.

Temos

rf(s) ≥ S−r, para s ≤ 0,

donde

rf(s) ≥ −
∣∣S−r

∣∣ = −
∣∣S−∣∣ |r| .

Portanto

rf(s) ≥ −
∣∣S−r

∣∣ = −
∣∣S−∣∣ |r| , para todo r < 0 e s ≤ 0.

Agora fazemos d0 = max {|I+| , |S−|}, logo

{
rf(s) ≥ −d0 |r| para todo r > 0 e s ≥ 0
rf(s) ≥ −d0 |r| para todo r < 0 e s ≤ 0.

(2.21)

Pelo Teorema do Valor Médio, temos

F (u + tvα)− F (u)

t
= f(ξt,α)vα, (2.22)

onde

min {u + tvα, u} ≤ ξt,α ≤ max {u + tvα, u} , (2.23)

donde para t ∈ (0, 1) temos,

− (|u|+ |vα|) ≤ ξt,α ≤ |u|+ |vα| .
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Agora defimos

Ωα ≡ {x ∈ Ω / |αu(x)| ≤ |ϕ(x)|} ,

onde u ∈ L∞(Ωα) e consequentemente vα ∈ L∞(Ωα).

Assim existe M > 0 tal que |u|+ |vα| ≤ M, q.t.p. x ∈ Ωα, portanto

|f(ξt,α)| |vα| ≤
(

max
|z|≤M

|f(z)|
)
|vα| , q.t.p. x ∈ Ωα. (2.24)

Observe que

(
max
|z|≤M

|f(z)|
)
|vα| ∈ L1(Ωα).

Observação 2.1. Temos que f(ξt,α)vα é mensurável, pois F (u + tvα) e F (u) são men-
suráveis, e consequentemente o quociente

F (u + tvα)− F (u)

t

é mensurável.

Considere agora x ∈ Ωc
α, i.e.,

|ϕ(x)| < |αu(x)| . (2.25)

Afirmação 2.8. Sgn(u) = Sgn(vα) para x ∈ Ωc
α.

De fato, de (2.25), temos

− |αu| < ϕ < |αu| . (2.26)
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Analisando cada caso:

• ϕ ≥ 0, αu > 0, temos

−αu < ϕ < αu que implica ϕ− αu < 0;

• ϕ < 0, αu > 0, temos

−αu < ϕ < αu que implica ϕ− αu < 0;

• ϕ ≥ 0, αu < 0, temos

αu < ϕ < −αu que implica ϕ− αu > 0;

• ϕ < 0, αu < 0, temos

αu < ϕ < −αu que implica ϕ− αu > 0.

Obtemos que,

• se u > 0 então αu < 0, logo vα = ϕ− αu > 0;

• se u < 0 então αu > 0, logo vα = ϕ− αu < 0.

Reciprocamente.

• se vα > 0, temos ϕ − αu > 0, logo ϕ > αu, de (2.26) temos αu < 0. Como α < 0
então u > 0;

• se vα < 0, temos ϕ − αu < 0, logo ϕ < αu, de (2.26) temos αu > 0. Como α < 0
então u < 0.

Portanto a afirmação 2.8 é verdadeira.

Por (2.23), obtemos

{
se u(x) > 0 então 0 < u(x) ≤ ξt,α(x) para todo x ∈ Ωc

α

se u(x) < 0 então ξt,α(x) ≤ u(x) < 0 para todo x ∈ Ωc
α.

(2.27)

Temos assim,

f(ξt,α)vα ≥ − [f(ξt,α)vα]− .
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Afirmação 2.9. [f(ξt,α)vα]− ≤ [f(ξt,α)u(−2α)]− para todo x ∈ Ωc
α.

De fato,

• se f(ξt,α)vα ≥ 0 então [f(ξt,α)vα]− = 0, logo [f(ξt,α)vα]− ≤ [f(ξt,α)u(−2α)]−;

• se f(ξt,α)vα ≤ 0 então [f(ξt,α)vα]− = −f(ξt,α)vα.

Como sgn(u) = sgn(vα), temos que f(ξt,α)u ≤ 0, assim f(ξt,α)u(−2α) ≤ 0, dáı

[f(ξt,α)u(−2α)]− = 2αf(ξt,α)u.

Para x ∈ Ωc
α, temos

|vα| = |ϕ− αu| ≤ |ϕ|+ |αu| < |αu|+ |αu| = 2 |αu| = −2α |u| ,

logo

|vα| < −2α |u| para todo x ∈ Ωc
α. (2.28)

Assim se vα < 0 então f(ξt,α) > 0 e u < 0, donde de (2.28) temos

2α |u| < vα < −2α |u| ,

e consequentemente −vα < 2αu implica −f(ξt,α)vα < 2αuf(ξt,α). Portanto

[f(ξt,α)vα]− < [f(ξt,α)u(−2α)]− .

Por outro lado se vα > 0 então f(ξt,α) < 0 e u > 0, donde de (2.28) temos

2α |u| < vα < −2α |u| ,

e consequentemente −vα > 2αu implica −f(ξt,α)vα < 2αuf(ξt,α). Portanto

[f(ξt,α)vα]− < [f(ξt,α)u(−2α)]− .

Logo a afirmação 2.9 é verdadeira.
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Assim

f(ξt,α)vα ≥ − [f(ξt,α)vα]− ≥ − [f(ξt,α)u(−2α)]− para todo x ∈ Ωc
α.

Por (2.27) podemos tomar em (2.21), r = u(x) e s = ξt,α(x), donde

uf(ξt,α) ≥ −d0 |u| , para todo x ∈ Ωc
α,

assim

−2αuf(ξt,α) ≥ 2αd0 |u| , para todo x ∈ Ωc
α. (2.29)

Afirmação 2.10. [−2αuf(ξt,α)]− ≤ [2αd0 |u|]− para todo x ∈ Ωc
α.

• se −2αuf(ξt,α) ≥ 0, então [−2αuf(ξt,α)]− = 0. Portanto

[−2αuf(ξt,α)]− ≤ [2αd0 |u|]− ;

• se −2αuf(ξt,α) ≤ 0, então [−2αuf(ξt,α)]− = 2αuf(ξt,α). Como 2αd0 |u| < 0 então
[2αd0 |u|]− = −2αd0 |u|. De (2.29), temos

[−2αuf(ξt,α)]− ≤ [2αd0 |u|]− .

Logo a afirmação 2.10 é verdadeira.

Portanto

f(ξt,α)vα ≥ − [2αd0 |u|]− para todo x ∈ Ωc
α. (2.30)

Agora defina

l(x) =


−
(

max
|z|≤M

|f(z)|
)
|vα| , para todo x ∈ Ωα

− [2αd0 |u|]− , para todo x ∈ Ωc
α,

donde l ∈ L1(Ω).

Usando (2.22), (2.24), (2.30), temos

F (u + tvα)− F (u)

t
≥ l(x) q.t.p. x ∈ Ω, t ∈ (0, 1).

�
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Problemas de Contorno Eĺıpticos:
Soluções Positivas

Primeiramente, a t́ıtulo de motivação, provaremos um resultado elementar sobre não
existência de solução. Em (PD+) tomamos f(x, u) ≡ f(u), de modo que (PD+) reduz-se
a


−∆u = f(u) , x ∈ Ω
u ≥ 0 , u 6= 0 , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω.
(3.1)

Supomos f : R −→ R cont́ınua satisfazendo

f(t) = 0 para t ≤ 0, f(t) > λ1t para t > 0. (3.2)

Observação 3.1. Sob as condições (3.2), o problema (3.1) não tem solução u ∈ H1
0 (Ω)∩

L∞(Ω). De fato, se u é uma solução de (3.1), temos∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Seja ϕ1 a primeira autofunção associada a λ1, fazendo v = ϕ1 obtemos,

λ1

∫
Ω

ϕ1udx =

∫
Ω

∇u∇ϕ1dx =

∫
Ω

f(u)ϕ1dx.

Como, f(t) > λ1t para t > 0, tem-se

∫
Ω

∇u∇ϕ1dx > λ1

∫
Ω

ϕ1udx.

Contradição.
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Em decorrência da observação acima concluimos que

 −u
′′

= f(u) , x ∈ (0, π)
u > 0 , x ∈ (0, π)

u(0) = u(π) = 0

onde f(t) > t (λ1 = 1), não tem solução u ∈ H1
0 (0, π) ∩ L∞(0, π).

O Teorema D resolve o seguinte problema:


−∆u = uq , x ∈ Ω
u ≥ 0 , u 6= 0 , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio regular limitado e 0 ≤ q < 1.

A demonstração do Teorema D será obtida através de vários resultados preliminares.

3.1 Unicidade de Solução.

Teorema 3.1. (Unicidade de solução). Suponha (f2) e (f4). Então o problema
(PD+) tem no máximo uma solução fraca u ∈ H1

0 (Ω) ∩ C1,α(Ω).

Demonstração: Suponha que u1, u2 ∈ H1
0 (Ω)∩C1,α(Ω) seja solução de (PD+). Para

mostrar que u1 = u2 q.t.p. x ∈ Ω, basta mostrar que

∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx ≥ 0. (3.3)

De fato, suponha que a desigualdade acima seja verdadeira e por absurdo, suponha que
u1 6= u2 em Ω, i.e., existe x0 ∈ Ω tal que u1(x0) 6= u2(x0). Assim sem perda de generalidade
seja u1(x0) < u2(x0). Como u1 e u2 são soluções de (PD+) temos u1, u2 ∈ C1,α(Ω), então
existe uma aberto Ω0 ⊆ Ω tal que x0 ∈ Ω0 e u1(x) < u2(x) em Ω0. Considere agora,

Ω1 = {x ∈ Ω / u1(x) < u2(x)} ;

Ω2 = {x ∈ Ω / u1(x) > u2(x)} .

Então para x ∈ Ω1, temos

u2
1 − u2

2 = (u1 + u2) (u1 − u2) < 0,
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assim por (f4)

f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

> 0,

logo

∫
Ω1

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx < 0.

Para x ∈ Ω2, temos analogamente

∫
Ω2

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx < 0,

Portanto

∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx =

∫
Ω1

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx

+

∫
Ω2

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx

+

∫
[u1=u2]

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx.

Concluimos assim que

∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx < 0 (imposśıvel).

Logo u1 = u2 q.t.p. x ∈ Ω.

Agora demonstraremos (3.3). Sabemos que pelos lemas 1.1 e 1.2 que u1, u2 ∈ W 2,p(Ω)∩
C1(Ω) e

−∆u1 = f(x, u1), q.t.p. x ∈ Ω;
−∆u2 = f(x, u2), q.t.p. x ∈ Ω.

Como u1, u2 > 0 em Ω,temos

−∆u1

u1

+
∆u2

u2

=
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

.
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Logo

∫
Ω

[
−∆u1

u1

+
∆u2

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx =

∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx.

Afirmação 3.1. Se u1, u2 são soluções de (PD+), então,

u1

u2

∈ L∞(Ω), e
u2

u1

∈ L∞(Ω).

De fato, vimos pelo lema 1.2 que se u é uma solução de (PD+) então u ∈ C1(Ω), u > 0
em Ω e ∂u/∂η < 0 em ∂Ω, onde η é o vetor normal exterior a ∂Ω.

Ainda ∂u/∂η ∈ C(Ω). Como Ω é regular pelo teorema de extensão (cf. Gilbard &
Trudinger [17], p.131) temos que para V∂Ω(vizinhança de ∂Ω), ∂u/∂η ∈ C

(
V∂Ω

)
.

Então para cada x ∈ ∂Ω, existe Br(x) ⊆ V∂Ω tal que ∂u/∂η(y) < 0 para todo y ∈
Br(x). Agora seja

V0 = ∪x∈∂ΩBr(x).

Note que V0 é aberto e ∂u/∂η < 0 em V0. Como ∂u/∂η ∈ C
(
V∂Ω

)
segue que ∂u/∂η(x) < 0

para todo x ∈ V0, logo

−∂u/∂η > 0 em V0.

Como V0 é compacto, temos que −∂u/∂η assume máximo e mı́nimo positivos em V0.
Logo, as soluções u1, u2 de (PD+), satisfazem:

(i) −∂u1/∂η > 0,−∂u2/∂η > 0 em V0;

(ii) −∂u1/∂η,−∂u2/∂η assumem máximos e mı́nimos em V0.

Como as funções são positivas podemos compará-las. Assim existe C1 > 0 tal que

0 < C1
−∂u1

∂η
≤ C1 max

V0

(
−∂u1

∂η

)
≤ min

V0

(
−∂u2

∂η

)
≤ −∂u2

∂η
.
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Assim

C1
−∂u1

∂η
≤ −∂u2

∂η
, para todo x ∈ V0.

Integrando na direção de η do ponto x ∈ Ω ∩ V0 até o ponto x0 ∈ ∂Ω, temos

C1

∫ x0

x

−∂u1

∂η
dη ≤

∫ x0

x

−∂u2

∂η
dη.

Então

−C1 (u1(x0)− u1(x)) ≤ − (u2(x0)− u2(x)) .

Isto implica, devido u1(x0) = u2(x0) = 0 (pois x0 ∈ ∂Ω) que

u1

u2

≤ 1

C1

, para todo x ∈ Ω ∩ V0.

Assim, próximo da fronteira temos que u1/u2 é limitada. Agora, tomando Ω
′ ⊆ Ω tal

que Ω
′ ≡ {x ∈ Ω / dist(x, ∂Ω) > r/2}, temos que u1, u2 assumem máximos e mı́nimos em

Ω′ , pois u1, u2 ∈ C1,α(Ω). Então, como u1, u2 > 0 em Ω, obtemos

C2u1 ≤ C2 max
Ω′

u1 ≤ min
Ω′

u2 ≤ u2 para algum C2 > 0,

donde

u1

u2

≤ 1

C2

, para todo x ∈ Ω′ .

Tomando-se C = max {1/C1, 1/C2} e como Ω ⊂ Ω ⊂
(
Ω ∪ V0

)
, obtemos

u1

u2

≤ C, para todo x ∈ Ω.

Portanto u1/u2 ∈ L∞(Ω), e analogamente, u2/u1 ∈ L∞(Ω).
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Afirmação 3.2.
u2

1

u2

,
u2

2

u1

∈ H1
0 (Ω).

De fato, como u1, u2 ∈ C1,α(Ω) então,

u2
1

u2

,
u2

2

u1

∈ C1(Ω)

e

∂

∂xi

(
u2

1

u2

)
=

2u1 (∂u1/∂xi) u2

u2
2

− (∂u2/∂xi) u2
1

u2
2

= 2
u1

u2

∂u1

∂xi

− u2
1

u2
2

∂u2

∂xi

∂

∂xi

(
u2

2

u1

)
=

2u2 (∂u2/∂xi) u1

u2
1

− (∂u1/∂xi) u2
2

u2
1

= 2
u2

u1

∂u2

∂xi

− u2
2

u2
1

∂u1

∂xi

.

Portanto,

∇
(

u2
1

u2

)
= 2

u1

u2

∇u1 −
u2

1

u2
2

∇u2 , ∇
(

u2
2

u1

)
= 2

u2

u1

∇u2 −
u2

2

u2
1

∇u1.

Como
u1

u2

,
u2

u1

∈ L∞(Ω),

existe C > 0 tal que

u1

u2

≤ C,

donde

u2
1

u2

≤ Cu1 ≤ C1,

pois u1 > 0 e u1 ∈ L∞(Ω). Logo, temos

u2
1

u2

∈ L∞(Ω).
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Analogamente, u2
2/u1 ∈ L∞(Ω). Como L∞(Ω) ↪→ L2(Ω), temos

u2
1

u2

,
u2

2

u1

∈ C1(Ω) ∩ L2(Ω).

Mostraremos agora que,

∇
(

u2
1

u2

)
,∇
(

u2
2

u1

)
∈ L2(Ω).

De fato, como u1/u2 ∈ L∞(Ω), temos

∫
Ω

∣∣∣∣2u1

u2

∇u1

∣∣∣∣2 dx ≤ C1

∫
Ω

|∇u1|2 dx = C1 ‖u1‖2
1 < ∞

e também

∫
Ω

∣∣∣∣u2
1

u2
2

∇u2

∣∣∣∣2 dx ≤ C2

∫
Ω

|∇u2|2 dx = C2 ‖u2‖2
1 < ∞.

Portanto,

2
u1

u2

∇u1 ,
u2

1

u2
2

∇u2 ∈ L2(Ω).

Como L2(Ω) é um espaço vetorial, temos que ∇ (u2
1/u2) ∈ L2(Ω) e assim

u2
1

u2

∈ H1(Ω).

Analogamente, u2
2/u1 ∈ H1(Ω). Resta mostrar que

u2
1

u2

=
u2

2

u1

= 0 sobre a ∂Ω.

De fato, sabemos que u1/u2 ∈ L∞(Ω), u1, u2 > 0 em Ω e u1 = 0 em ∂Ω. Além disso, como
u1 ∈ C1(Ω) então, se (xn) ⊂ Ω tal que xn → x ∈ ∂Ω, temos que u1(xn) → u1(x) = 0.

Dáı

lim
xn→x

u2
1

u2

(xn) = lim
xn→x

u1

u2

(xn)u1(xn) = 0.
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Portanto

u2
1

u2

(x) = 0, para todo x ∈ ∂Ω.

Assim, u2
1/u2 pode ser estendida continuamente até a fronteira (cf. Elon [22], p.175).

Portanto

u2
1

u2

∈ H1
0 (Ω).

Analogamente, u2
2/u1 ∈ H1

0 (Ω). Logo a afirmação 3.2 é verdadeira.

Afirmação 3.3. Se u1, u2 são soluções de (PD+), então,∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx ≥ 0.

.

Temos

∫
Ω

[
−∆u1

u1

+
∆u2

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx =

∫
Ω

[
f(x, u1)

u1

− f(x, u2)

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx,

donde

∫
Ω

[
−∆u1

u1

+
∆u2

u2

] (
u2

1 − u2
2

)
dx =

∫
Ω

{
−∆u1 · u1 + ∆u1

u2
2

u1

+ ∆u2
u2

1

u2

−∆u2 · u2

}
dx

=

∫
Ω

{
−

N∑
i=1

∂2u1

∂x2
i

u1 +
N∑

i=1

∂2u1

∂x2
i

u2
2

u1

+
N∑

i=1

∂2u2

∂x2
i

u2
1

u2

−
N∑

i=1

∂2u2

∂x2
i

u2

}
dx

=

∫
Ω

{
N∑

i=1

∂u1

∂xi

∂u1

∂xi

−
N∑

i=1

∂u1

∂xi

∂

∂xi

(
u2

2

u1

)
−

N∑
i=1

∂u2

∂xi

∂

∂xi

(
u2

1

u2

)
+

N∑
i=1

∂u2

∂xi

∂u2

∂xi

}
dx

=

∫
Ω

{
|∇u1|2 − 2

u2

u1

∇u2∇u1 +
u2

2

u2
1

|∇u1|2 − 2
u1

u2

∇u2∇u1 +
u2

1

u2
2

|∇u2|2 + |∇u2|2
}

dx

=

∫
Ω

{∣∣∣∣∇u1 −
u1

u2

∇u2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇u2 −
u2

u1

∇u1

∣∣∣∣2
}

dx ≥ 0.

Portanto o Teorema 3.1 está provado. �
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3.2 Condição Necessária.

Teorema 3.2. (Condição Necessária): Suponha (f1), (f2), (f4) e que u ∈ H1
0 (Ω) ∩

L∞(Ω) é uma solução de (PD+) então

i(a0) < 0 < i(a∞).

Observação 3.2. De (f4), temos que

a∞(x) = lim
u→∞

f(x, u)

u
≤ f(x, 1) ≤ lim

u→0

f(x, u)

u
= a0(x).

Sabemos que f(x, 1) ∈ L∞(Ω), logo existe C > 0 tal que

−C ≤ f(x, 1) ≤ C q.t.p. x ∈ Ω.

Dáı a∞(x) ≤ C q.t.p. x ∈ Ω e a0(x) ≥ −C q.t.p. x ∈ Ω. Note que

i(a0) = inf
v∈H1

0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a0(x)v2dx

}
.

Assim, temos

∫
[v 6=0]

a0(x)v2dx ≥ −C

∫
[v 6=0]

v2dx = −C,

logo

∫
[v 6=0]

a0(x)v2dx > −∞.

Portanto
i(a0) ∈ [−∞, +∞).

Analogamente, temos

i(a∞) = inf
v∈H1

0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a∞(x)v2dx

}
.
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Assim

∫
[v 6=0]

a∞(x)v2dx ≤ C

∫
[v 6=0]

v2dx = C,

logo

∫
[v 6=0]

a∞(x)v2dx < ∞,

portanto

i(a∞) ∈ (−∞,∞].

Demonstração do Teorema 3.2: Suponha que u ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) é uma solução

de (PD+), então u ∈ L2(Ω) e

∣∣∣∣ u

|u|0

∣∣∣∣
0

= 1 e u > 0 em Ω.

Então

i(a0) = inf
v∈H1

0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a0(x)v2dx

}

≤
∫

Ω

∣∣∣∣∇( u

|u|0

)∣∣∣∣2 dx−
∫

[v 6=0]

a0(x)

(
u

|u|0

)2

dx

=

∫
Ω
|∇u|2 dx−

∫
[v 6=0]

a0(x)u2dx∫
Ω
|u|2 dx

.

Por outro lado, por (f4) e u > 0 segue que

f(x, u)

u
< a0(x) = lim

s→0

f(x, s)

s
.
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Como u é solução de (PD+), então

∫
Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

f(x, u)udx =

∫
Ω

f(x, u)

u
u2dx <

∫
Ω

a0u
2dx.

Logo

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

a0u
2dx < 0

e portanto

i(a0) < 0.

Agora defina

ã(x) ≡ f(x, |u|∞ + 1)

|u|∞ + 1
;

µ ≡ i(ã) = inf
v∈H1

0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ã(x)v2dx

}
.

Como ã(x) ∈ L∞(Ω), então existe C > 0 tal que

−C ≤ ã(x) ≤ C q.t.p. x ∈ Ω,

donde

−C ≤
∫

[v 6=0]

ã(x)v2dx ≤ C q.t.p. x ∈ Ω e para |v|0 = 1.

Seja Ψ a autofunção correspondente ao problema


−∆w − ãw = µw , x ∈ Ω

w > 0 , x ∈ Ω
w = 0 , x ∈ ∂Ω.

(3.4)
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Multiplicando (3.4) por u e integrando sobre Ω, temos

∫
Ω

∇Ψ∇udx−
∫

Ω

ãΨudx =

∫
Ω

µΨudx.

Como u é solução fraca de (PD+), temos

∫
Ω

∇u∇Ψdx =

∫
Ω

f(x, u)Ψdx

Portanto

∫
Ω

(µΨ + ãΨ) udx =

∫
Ω

f(x, u)Ψdx.

Por outro lado, u ≤ |u|∞, assim u ≤ |u|∞ + 1. Então

f(x, |u|∞ + 1)

|u|∞ + 1
= ã(x) <

f(x, u)

u
,

logo

ã(x)u < f(x, u).

Portanto

∫
Ω

ã(x)uΨdx <

∫
Ω

f(x, u)Ψdx, pois Ψ > 0.

Como

∫
Ω

µΨudx +

∫
Ω

ã(x)uΨdx−
∫

Ω

f(x, u)Ψdx = 0,

temos que

∫
Ω

µΨudx > 0.

Mas u > 0 e Ψ > 0 em Ω, logo µ > 0. Por (f4) temos

a∞(x) = lim
u→∞

f(x, u)

u
< ã(x),
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dáı

i(ã) = inf
v∈H1

0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ã(x)v2dx

}
< inf

v∈H1
0 , |v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a∞(x)v2dx

}
,

ou seja,

i(a∞) > 0.

Fica assim demonstrado o Teorema 3.2. �

3.3 Existência de Solução.

Teorema 3.3. (Existência): Suponha (f1), (f2), (f3) e (a0,∞). Então (PD+) tem uma
solução fraca u ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Demonstração: Primeiramente considere o funcional

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx, u ∈ H1
0 (Ω),

onde

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt.

Observação 3.3. Por (f1), se u ≥ 0, então

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt ≤
∫ u

0

C(t + 1)dt = C

(
u2

2
+ u

)
.

Se u ≤ 0, então

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, t)dt = −
∫ 0

u

f(x, 0)dt = f(x, 0)u ≤ f(x, 0) |u|

pois f(x, 0) ≥ 0.
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Logo para u ≤ 0

F (x, u) ≤ f(x, 0) |u| ≤ C

(
u2

2
+ |u|

)
,

donde

∫
Ω

F (x, u)dx ≤ C

∫
Ω

(
u2

2
+ |u|

)
dx < ∞,

pois u ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ L1(Ω). Logo I(u) está bem definido.

Afirmação 3.4. I é coercivo;

Afirmação 3.5. I é f.s.s.c.i.;

Afirmação 3.6. Existe ϕ ∈ H1
0 (Ω) tal que I(ϕ) < 0.

Demonstração da afirmação 3.4: Suponha, por contradição, que I não seja coer-
civo, i.e., que exista (un) ⊂ H1

0 (Ω) tal que ‖un‖1 →∞ e I(un) ≤ C1. Então

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
∫

Ω

F (x, un)dx + C1.

Note que

F (x, u) ≤ C/2
(
u2 + 2 |u|

)
≤ C/2

(
u2 + 2 |u|+ 1

)
= C/2 (|u|+ 1)2

≤ 2 · C/2 (max {|u| , 1})2

= C max
{
|u|2 , 1

}
≤ C

(
|u|2 + 1

)
.

Portanto
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤ C

∫
Ω

(
|un|2 + 1

)
dx + C1,

obtendo que |un|0 →∞, quando n →∞. Defina

tn = |un|0 , vn =
un

tn
,

assim |vn|0 = 1. Como ‖un‖1 →∞, temos que tn →∞ e note que
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‖vn‖2
1 =

1

t2n
‖un‖2

1 ≤ C +
C

t2n
med (Ω) +

C1

t2n
.

Como H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert, passando para subsequências se necessário, temos

que

vn ⇀ v em H1
0 (Ω); vn → v em L2(Ω);

vn(x) → v(x) q.t.p. x ∈ Ω; |v(x)| ≤ β(x) q.t.p. x ∈ Ω,

para algum v sobre a esfera unitária de L2(Ω) e algum β ∈ L2(Ω).

Afirmação 3.7.

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, tnvn)

t2n
≤ 1

2

∫
[v 6=0]

a∞v2dx.

Primeiramente, observe que

∫
Ω

F (x, tnv
+
n )dx =

∫
[vn>0]

F (x, tnv
+
n )dx +

∫
[vn≤0]

F (x, tnv
+
n )dx.

Por um lado

∫
Ω

F (x, tnv
+
n )dx =

∫
[v>0]

F (x, tnv
+
n )dx +

∫
[v≤0]

F (x, tnv
+
n )dx =

∫
[vn>0]

F (x, tnv
+
n )dx,

donde∫
Ω

F (x, tnvn)dx =

∫
[vn>0]

F (x, tnvn)dx +

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)dx

=

∫
[vn>0]

F (x, tnv
+
n )dx +

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)dx

=

∫
[v>0]

F (x, tnv
+
n )dx +

∫
[v≤0]

F (x, tnv
+
n )dx +

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)dx.

Observamos a última integral, para vn ≤ 0, temos:

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)dx ≤ C

∫
[vn≤0]

tn |vn| dx ≤ C

∫
Ω

tn |vn| dx,

donde

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)

t2n
dx ≤ C

∫
Ω

tn |vn|
t2n

dx = C

∫
Ω

|vn|
tn

dx.
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Como L2(Ω) ↪→ L1(Ω), então

0 ≤
∫

Ω

|vn| dx ≤ C,

Como tn →∞, temos

lim
n→∞

∫
[vn≤0]

F (x, tnvn)

t2n
dx ≤ 0.

A segunda integral é majorada por

∫
[v≤0]

F (x, tnv
+
n )dx ≤ C

∫
[v≤0]

(
t2n
(
v+

n

)2
+ 1
)

dx,

donde ∫
[v≤0]

F (x, tnv
+
n )/t2ndx ≤ C

∫
[v≤0]

{(
v+

n

)2
+ 1/t2n

}
dx

= C

∫
[v≤0]

(
v+

n

)2
dx + (Cmed {v ≤ 0}) /t2n.

Como vn → v q.t.p. x ∈ Ω temos que,

v+
n = vnχ[vn≥0] → vχ[v≥0] = v+ q.t.p. x ∈ Ω.

Como v+
n ≤ |vn| e v+

n → v+ q.t.p. x ∈ Ω pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue temos

lim
n→∞

∫
[v≤0]

(
v+

n

)2
dx =

∫
[v≤0]

lim
n→∞

(
v+

n

)2
dx =

∫
[v≤0]

(
v+
)2

dx = 0.

Então,

lim
n→∞

∫
[v≤0]

F (x, tnv
+
n )

t2n
dx ≤ lim

n→∞

{∫
[v≤0]

(
v+

n

)2
+ C

med {v ≤ 0}
t2n

}
= 0.

Agora observe que,

lim sup
u→∞

2F (x, u)

u2
≤ a∞(x).
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De fato, como f(x, u) ≤ C(u + 1) temos para u > 0 que

f(x, u)

u
≤ C

(
1 +

1

u

)
q.t.p. x ∈ Ω.

Assim, para δ > 0 temos

sup
u≥δ

f(x, u)

u
≤ C

(
1 +

1

δ

)
.

Como

a∞(x) = lim sup
u→∞

f(x, u)

u
= inf

δ>0
sup
u≥δ

f(x, u)

u
.

Assim, dado ε > 0, existe δ(ε) > 0 tal que

sup
u≥δ(ε)

f(x, u)

u
≤ a∞(x) + ε,

logo

f(x, u)

u
≤ a∞ + ε, ∀ u ≥ δ(ε).

Portanto

∫ u

δ(ε)

f(x, t)dt ≤ a∞ + ε

2

(
u2 − δ(ε)2

)
, ∀ u ≥ δ(ε),

donde

2

∫ u

δ(ε)

f(x, t)dt ≤ (a∞ + ε) u2 − (a∞ + ε) δ(ε)2.

Assim, para u ≥ δ(ε) temos

2

∫ δ(ε)

0

f(x, t)dt + 2

∫ u

δ(ε)

f(x, t)dt ≤ (a∞ + ε) u2 − (a∞ + ε) δ(ε)2 + 2

∫ δ(ε)

0

f(x, t)dt.
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Segue que

2

∫ u

0

f(x, t)dt ≤ (a∞ + ε) u2 − (a∞ + ε) δ(ε)2 + 2F (x, δ(ε))

2F (x, u) ≤ (a∞ + ε) u2 − (a∞ + ε) δ(ε)2 + 2F (x, δ(ε))

2F (x, u)

u2
≤ (a∞ + ε)− (a∞ + ε)

(
δ(ε)2

u2

)
+

(
2F (x, δ(ε))

u2

)
.

Seja δ > 0 tal que u ≥ δ ≥ δ(ε). Tomando o supremo para u ≥ δ temos

sup
u≥δ

2F (x, u)

u2
≤ (a∞ + ε) + sup

u≥δ
− (a∞ + ε)

δ(ε)2

u2
+ sup

u≥δ

2F (x, δ(ε))

u2
.

• Se − (a∞ + ε) ≤ 0, então para u ≥ δ temos

− (a∞ + ε)
δ(ε)2

δ2
≤ − (a∞ + ε)

δ(ε)2

u2
≤ 0.

Segue que

sup
u≥δ

− (a∞ + ε)
δ(ε)2

u2
= 0;

• Se − (a∞ + ε) ≥ 0, então para u ≥ δ temos

− (a∞ + ε)
δ(ε)2

u2
≤ − (a∞ + ε)

δ(ε)2

δ2
.

Segue que

sup
u≥δ

− (a∞ + ε)
δ(ε)2

u2
= − (a∞ + ε)

δ(ε)2

δ2
.

Assim, temos

sup
u≥δ

2F (x, u)

u2
≤


(a∞ + ε)− (a∞ + ε) δ(ε)2/δ2 + 2F (x, δ(ε))/δ2, se− (a∞ + ε) ≥ 0;

(a∞ + ε) + 2F (x, δ(ε))/δ2, se− (a∞ + ε) ≤ 0.
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Portanto,

lim
δ→∞

sup
u≥δ

2F (x, u)

u2
≤ a∞ + ε, para qualquer ε > 0.

Fazendo ε → 0, temos

lim sup
u→∞

2F (x, u)

u2
≤ a∞.

Como tnvn = un, tn →∞, v+
n → v+ q.t.p. x ∈ Ω e assim v+

n → v+ q.t.p. x ∈ {v > 0}.
Então

lim sup
n→∞

{
F (x, tnv

+
n )

t2n
· 1

(v+
n )2

}
≤ 1

2
a∞ q.t.p. x ∈ {v > 0} .

Assim,

lim sup
n→∞

F (x, tnv
+
n )

t2n
≤ 1

2
a∞v2 q.t.p. x ∈ {v > 0} .

Por outro lado,

F (x, tnv
+
n ) ≤ C

{
t2n
(
v+

n

)2
+ 1
}

q.t.p. x ∈ Ω.

De onde obtemos

F (x, tnv
+
n )

t2n
≤ C

{(
v+

n

)2
+

1

t2n

}
−→ C

(
v+
)2

q.t.p. x ∈ Ω.

Como (v+)
2 ∈ L2(Ω), existe h ∈ L1(Ω) tal que, passando para subsequências se

necessário,

F (x, tnv
+
n )

t2n
≤ C

{(
v+

n

)2
+

1

t2n

}
≤ h(x) q.t.p. x ∈ Ω.

Pelo lema de Fatou,

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, tnv
+
n )

t2n
dx ≤

∫
[v>0]

lim sup
n→∞

F (x, tnv
+
n )

t2n
dx ≤ 1

2

∫
[v>0]

a∞v2dx,
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logo

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, tnvn)

t2n
dx ≤ 1

2

∫
[v>0]

a∞v2dx.

Portanto a afirmação 3.7 é verdadeira.

Agora considerando novamente a desigualdade

1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
∫

Ω

F (x, un)dx + C1,

fazendo un = vntn, onde tn = |un|0, obtemos

1

2

∫
Ω

|∇tnvn|2 dx ≤
∫

Ω

F (x, tnvn)dx + C1,

donde

1

2

∫
Ω

|∇vn|2 dx ≤
∫

Ω

F (x, tnvn)

t2n
dx +

C1

t2n
.

Lembrando que vn ⇀ v em H1
0 (Ω), temos

1

2
‖v‖2

1 =
1

2

∫
Ω

|∇v|2 dx

≤ lim inf
n→∞

1

2

∫
Ω

|∇vn|2 dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

F (x, tnvn)

t2n
dx + lim inf

n→∞

C1

t2n

≤ 1

2

∫
[v>0]

a∞v2dx.

Como i(a∞) > 0 e

i(a∞) ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∇( v+

|v+|0

)∣∣∣∣2 dx−
∫

[v>0]

a∞

(
v+

|v+|0

)2

dx.

=
1

|v+|20

[∫
Ω

∣∣∇v+
∣∣2 dx−

∫
[v>0]

a∞(x)
(
v+
)2

dx

]
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E ainda

∫
Ω

∣∣∇v+
∣∣2 dx ≤

∫
Ω

|∇v|2 dx ≤
∫

[v>0]

a∞v2dx,

implicando que |v+|20 = 0.

Assim , pelo fato de a∞(x) ≤ C

∫
Ω

|∇v|2 dx ≤
∫

[v>0]

a∞v2dx ≤ C

∫
[v>0]

v2dx = C
∣∣v+
∣∣2
0

= 0,

implica que
‖v‖1 = 0.

Logo v = 0 (Contradição).

Portanto I é coercivo. Logo fica provado a afirmação 3.4. �

Demonstração da afirmação 3.5: Seja un ∈ H1
0 (Ω) tal que un ⇀ u ∈ H1

0 (Ω). Pela
imersão cont́ınua H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), passando para subsequências se necessário, temos

un → u em L2(Ω), un(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Ω, |un(x)| ≤ h(x) ∈ L1(Ω)

assim

F (x, un) ≤ C
(
u2

n + 1
)
≤ C

(
h2 + 1

)
∈ L1(Ω).

Pelo lema de Fatou, temos

lim sup
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx ≤
∫

Ω

lim sup
n→∞

F (x, un)dx =

∫
Ω

F (x, u)dx,

visto que un → u q.t.p. x ∈ Ω e F (x, u) é cont́ınua. Dáı

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

≤ 1

2
lim inf
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 dx + lim inf
n→∞

−
∫

Ω

F (x, un)dx

= lim inf
n→∞

{
1

2

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

F (x, un)dx

}
= lim inf

n→∞
I(un).
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Portanto I é f.s.s.c.i. Logo existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que

I(u) = min
v∈H1

0

I(v).

�

Observação 3.4.

a0(x) ≤ lim inf
u→0

2F (x, u)

u2
.

De fato, como

a0(x) = sup
δ>0

inf
u<δ

f(x, u)

u
.

Temos que dado ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que para qualquer u ∈ H1
0 (Ω) com 0 < u <

δ(ε),

a0 − ε ≤ inf
u≤δ(ε)

f(x, u)

u
≤ f(x, u)

u
.

Assim
u (a0 − ε) ≤ f(x, u),

logo ∫ u

0

t (a0 − ε) dt ≤
∫ u

0

f(x, t)dt.

Portanto
u2

2
(a0 − ε) ≤ F (x, u).

Segue que

2
F (x, u)

u2
≥ a0 − ε.

Então para 0 < u < δ < δ(ε) e para qualquer ε > 0 temos que

a0 − ε ≤ inf
u<δ

2
F (x, u)

u2
.
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Fazendo ε → 0, obtemos

a0 ≤ lim
δ→0

inf
u<δ

2
F (x, u)

u2
.

Demonstração da afirmação 3.6: Temos que i(a0) < 0. Assim fixamos Φ ∈ H1
0 (Ω)

tal que

∫
Ω

|∇Φ|2 dx−
∫

[Φ 6=0]

aoΦ
2dx < 0.

Podemos considerar Φ > 0 e Φ ∈ L∞(Ω) (caso contrário trocamos Φ por |Φ| e trun-
camos Φ) e temos pela observação 3.6 que

lim inf
u→0

F (x, u)

u2
≥ 1

2a0

.

Dáı

lim inf
ε→0

F (x, εΦ)

ε2Φ2
≥ 1

2
a0 q.t.p. x ∈ {Φ 6= 0},

ou equivalentemente,

lim inf
ε→0

F (x, εΦ)

ε2
≥ 1

2
a0Φ

2 q.t.p. x ∈ {Φ 6= 0}.

Por outro lado, temos por (f3) que

f(x, u) ≥ −Cδu,

donde obtemos

F (x, u) ≥ −C̃δu
2.

Tomando ε > 0 suficientemente pequeno tal que εΦ ∈ [0, δ], pois Φ ∈ L∞(Ω), então
para um certo δ fixado obtemos

F (x, εΦ)

ε2
≥ −CΦ2.
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Caṕıtulo 3. Problemas de Contorno Eĺıpticos: Soluções Positivas

Por (cf. Bartle [4], p.64), temos Φ2 ∈ L∞(Ω) e então pelo lema de Fatou

lim inf
ε→0

∫
Ω

F (x, εΦ)

ε2
dx ≥

∫
Ω

lim inf
ε→0

F (x, εΦ)

ε2
dx ≥ 1

2

∫
[Φ 6=0]

a0Φ
2dx,

onde obtemos

∫
Ω

F (x, εΦ)

ε2
dx ≥ lim inf

ε→0

∫
Ω

F (x, εΦ)

ε2
dx ≥ 1

2

∫
[Φ 6=0]

a0Φ
2dx.

Portanto,

−
∫

Ω

F (x, εΦ)

ε2
dx ≤ −1

2

∫
[Φ 6=0]

a0Φ
2dx.

Assim

1

2

∫
Ω

|∇Φ|2 dx−
∫

Ω

F (x, εΦ)

ε2
dx ≤ 1

2

{∫
Ω

|∇Φ|2 dx−
∫

[Φ 6=0]

a0Φ
2dx

}
< 0.

Então para ε suficientemente pequeno obtemos

I(εΦ) =
1

2

∫
Ω

|∇εΦ|2 dx−
∫

Ω

F (x, εΦ)dx < 0.

Portanto existe ϕ = εΦ ∈ H1
0 (Ω) tal que I(ϕ) = I(εΦ) < 0.

Logo o ı́nfimo é atingido por uma função u 6= 0 em H1
0 (Ω). Fica assim provado a

afirmação 3.6. �

Afirmação 3.8. u ≥ 0 em Ω.

Temos que F (x, u) ≤ F (x, u+), o que implica −F (x, u+) ≤ −F (x, u). Assim

I(u+) =
1

2

∫
Ω

∣∣∇u+
∣∣2 dx−

∫
Ω

F (x, u+)dx ≤ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u)dx,

donde
I(u+) = min

v∈H1
0

I(v).

Segue que u ≥ 0.

72
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Agora temos

I(u + tv)− I(u)

t
≥ 0, para todo v ∈ H1

0 (Ω) e t > 0,

Assim obtemos

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx ≥ 0.

Trocando v por −v temos

∫
Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

f(x, u)vdx, para todo v ∈ H1
0 (Ω),

ou seja, u é uma solução fraca de (PD+).

Vamos mostrar que u ∈ L∞(Ω). Para isso considere para cada k > 0 inteiro

fk(x, u) =

{
max {f(x, u),−ku} , se u ≥ 0

fk(x, 0) = f(x, 0) , se u ≤ 0

e defina

ak
0(x) ≡ lim inf

u→0

fk(x, u)

u
, ak

∞(x) ≡ lim sup
u→∞

fk(x, u)

u
.

Observe que fk(x, u) satisfaz (f1), (f2) e (f3). Observe também que f(x, u) ≤ fk(x, u),
então para qualquer u > 0, temos

f(x, u)

u
≤ fk(x, u)

u
.

Dáı

a0(x) = lim inf
u→0

f(x, u)

u
≤ lim inf

u→0

fk(x, u)

u
= ak

0(x).

Logo
−ak

0(x) ≤ −a0(x).
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E assim, temos

i(ak
0) = inf

v∈H1
0 (Ω),|v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
0v

2dx

}
≤

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
0v

2dx

≤
∫

Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a0v
2dx,

donde

i(ak
0) ≤ i(a0) < 0,

i.e., i(ak
0) < 0.

Vamos mostrar que i(ak
∞) > 0, para k suficientemente grande. Para isso basta verificar

que

i(ak
∞) → i(a∞), quando k →∞,

pois i(a∞) > 0 então i(ak
∞) > 0 para k > k0.

De fato, como f(x, u) ≤ fk(x, u) e fk(x, u) → f(x, u), quando k →∞, segue que

ak
∞(x) = lim sup

u→∞

fk(x, u)

u
→ lim sup

u→∞

f(x, u)

u
quando k →∞.

Agora, por (f1)

fk(x, u) = max {f(x, u),−ku} ≤ C (u + 1)

obtemos

fk(x, u)

u
≤ C

(
1 +

1

u

)
.

Logo para δ > 0, temos

sup
u≥δ

fk(x, u)

u
≤ C

(
1 +

1

δ

)
.
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Portanto

inf
δ→∞

sup
u≥δ

fk(x, u)

u
≤ C,

i.e., ak
∞(x) ≤ C para qualquer k.

Assim, pelo Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue e para v ∈ H1
0 (Ω) tal

que |v|0 = 1, temos

lim
k→∞

∫
[v 6=0]

ak
∞v2dx =

∫
[v 6=0]

a∞v2dx.

Além disso,

i(ak
∞) = inf

v∈H1
0 ,|v|0=1

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
∞v2dx

}
≤
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
∞v2dx.

Logo

lim
k→∞

i(ak
∞) ≤

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a∞v2dx.

Tomando o ı́nfimo, obtemos

lim
k→∞

i(ak
∞) ≤ i(a∞).

Por outro lado, temos para qualquer ε > 0, existe v ∈ H1
0 (Ω) com |v|0 = 1 tal que

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
∞v2dx ≤ i(ak

∞) + ε.

Logo

lim
k→∞

{∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

ak
∞v2dx

}
=

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

[v 6=0]

a∞v2dx ≤ lim
k→∞

i(ak
∞) + ε.

Tomando o ı́nfimo e fazendo ε → 0, temos

lim
k→∞

i(ak
∞) = i(a∞).
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Então i(ak
∞) > 0 para k suficientemente grande.

Agora defina,

Ik(u) ≡ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F k(x, u)dx,

onde

F k(x, u) ≡
∫ u

0

fk(x, t)dt.

Considere agora, para cada k inteiro o seguinte problema:


−∆u = fk(x, u) , x ∈ Ω
u ≥ 0 , u 6= 0 em Ω
u = 0 , em ∂Ω.

(3.5)

Para k suficientemente grande todas as hipóteses do Teorema 3.3 são satisfeitas, dáı
para cada k ≥ k0, existe uk ∈ H1

0 (Ω) tal que

Ik(uk) = min
v∈H1

0

Ik(v)

e uk é uma solução fraca de (3.5).

Observe que

fk(x, u) = max {f(x, u),−ku} ≤ C (u + 1) , ∀ u ≥ 0

e

0 ≤ fk(x, u) = f(x, 0) ≤ C ≤ C (|u|+ 1) , ∀ u ≤ 0.

Logo

∣∣fk(x, u)
∣∣ ≤ C (|u|+ 1) ∀ u ∈ R.

Portanto pelo lema 1.1 temos que uk ∈ L∞(Ω).
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Caṕıtulo 3. Problemas de Contorno Eĺıpticos: Soluções Positivas

Agora seja v = min {u, uk} onde u é a solução (PD+).

Afirmação 3.9. I(v) ≤ I(u).

Note primeiramente que pela afirmação acima temos u = v. De fato,

I(u) = min
w∈H1

0

I(w) ≤ I(v),

donde I(u) = I(v) o que implica que v é uma solução de (PD+). Mas a solução de (PD+)
é única, logo u = v, dáı

0 ≤ u ≤ uk

e uk ∈ L∞(Ω) donde u ∈ L∞(Ω).

Demostração da afirmação 3.9: Como uk é uma solução de (3.5), segue que

Ik(uk) =
1

2

∫
Ω

|∇uk|2 dx−
∫

Ω

F k(x, uk)dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇w|2 −
∫

Ω

F k(x, w)dx = Ik(w), ∀ w ∈ H1
0 (Ω).

Tome w = max {u, uk}, dáı

1

2

∫
Ω

|∇uk|2 dx−
∫

Ω

F k(x, uk)dx =
1

2

∫
[uk<u]

|∇uk|2 dx +
1

2

∫
[uk≥u]

|∇uk|2 dx

−
∫

[uk<u]

F k(x, uk)dx−
∫

[uk≥u]

F k(x, uk)dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇w|2 −
∫

Ω

F k(x, w)dx = I(w)

=
1

2

∫
[uk<u]

|∇u|2 dx +
1

2

∫
[uk≥u]

|∇uk|2 dx

−
∫

[uk<u]

F k(x, u)dx−
∫

[uk≥u]

F k(x, uk)dx.
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Caṕıtulo 3. Problemas de Contorno Eĺıpticos: Soluções Positivas

Logo

1

2

∫
[uk<u]

|∇uk|2 dx− 1

2

∫
[uk<u]

|∇u|2 dx ≤
∫

[uk<u]

F k(x, uk)dx−
∫

[uk<u]

F k(x, u)dx.

Por outro lado, como v = min {u, uk}, temos

I(v)− I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2 dx−
∫

Ω

F (x, v)dx− 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx +

∫
Ω

F (x, u)dx

=
1

2

∫
[uk<u]

|∇uk|2 dx +
1

2

∫
[uk≥u]

|∇u|2 dx−
∫

[uk<u]

F (x, uk)dx

−
∫

[uk≥u]

F (x, u)dx− 1

2

∫
[uk<u]

|∇u|2 dx− 1

2

∫
[uk≥u]

|∇u|2 dx

+

∫
[uk<u]

F (x, u)dx +

∫
[uk≥u]

F (x, u)dx

=
1

2

∫
[uk<u]

(
|∇uk|2 − |∇u|2

)
dx +

∫
[uk<u]

F (x, u)dx− F (x, uk)dx

≤
∫

[uk<u]

{
F k(x, uk)− F k(x, u)− F (x, u)− F (x, uk)

}
dx.

Portanto

I(v)− I(u) ≤
∫

[uk<u]

{
F k(x, uk)− F k(x, u)− F (x, uk)− F (x, u)

}
dx.

Mas para x ∈ {uk < u}, temos

F k(x, uk)− F k(x, u)− F (x, uk) + F (x, u) =

∫ u

uk

{
f(x, t)− fk(x, t)

}
dt ≤ 0,

pois f(x, t) ≤ fk(x, t). Como F k(x, uk) − F k(x, u) − F (x, u) − F (x, uk) ≤ 0 segue que
I(v)− I(u) ≤ 0, i.e.,

I(v) ≤ I(u).

E como visto anteriormente, concluimos que u ∈ L∞(Ω). Portanto pelo lema 1.2.,
temos

u ∈ C1,α(Ω), 0 < α < 1−N/p

e vale

u > 0 em Ω,
∂u

∂ν
< 0 em ∂Ω,

onde ν é o campo vetorial normal exterior a Ω e ∂u/∂ν é a derivada de u na direção de
ν. �
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Apêndice A

Neste apêndice demonstraremos a desigualdade de Poincaré onde afirma que existe
uma constante CΩ > 0 tal que

∫
Ω

u2dx ≤ CΩ

∫
Ω

|∇u|2 dx, para todo u ∈ H1
0 (Ω)

Desta forma, como H1
0 (Ω) ≡ C∞

0 (Ω)
‖·‖

basta mostrar a desigualdade para u ∈ C∞
0 (Ω),

pois por densidade estendemos para qualquer u ∈ H1
0 (Ω). Sendo Ω limitado, existe a > 0

tal que

Ω ⊂ Q ≡ [−a, a]× ...× [−a, a] ⊂ RN .

Seja u ∈ C1
0(Ω) e defina u(x) = 0 para qualquer x ∈ Q \ Ω, assim

u(x) ≡


u(x) , x ∈ Ω

0 , x ∈ Q \ Ω.

Temos que u ∈ C∞
0 (Ω). Seja (x1, ..., xN) ∈ Q, assim pelo Teorema Fundamental do

Cálculo,

u(x1, ..., xN) =

∫ x1

−a

∂u

∂x1

(t, x2, ...xN) dt

|u(x1, ..., xN)|2 =

∣∣∣∣∫ x1

−a

∂u

∂x1

(t, x2, ...xN) dt

∣∣∣∣2 .

79



Apêndice A

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|u(x1, ..., xN)|2 ≤
∫ x1

−a

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dt ·
∫ x1

−a

12dt

≤ 2a

∫ a

−a

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dt,

donde

∫
Q

u(x)2 dx1...dxN ≤ 2a

∫
Q

{∫ a

−a

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dt

}
dx1...dxN .

Como

∫ a

−a

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dt

independe da primeira variável x1, obtemos pelo Teorema de Fubini

∫
Q

u(x)2dx ≤ 2a

∫ a

−a

dx1 ·
∫

Q

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dtdx2...dxN

= 4a2

∫
Q

∣∣∣∣ ∂u

∂x1

(t, x2, ...xN)

∣∣∣∣2 dtdx2...dxN .

Analogamente, ∀j = 1, ..., N , temos

∫
Q

u(x)2dx ≤ 4a2

∫
Q

∣∣∣∣ ∂u

∂xj

(x1, ..., xj−1, t, xj+1, ..., xN)

∣∣∣∣2 dx1...dxj−1dtdxj+1...dxN .

Agora

∫
Q

|∇u(x)|2 dx =

∫
Q

∣∣∣∣( ∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xN

)

∣∣∣∣2 dx

=

∫
Q

{∣∣∣∣ ∂u

∂x1

∣∣∣∣2 + ... +

∣∣∣∣ ∂u

∂xN

∣∣∣∣2
}

dx

≥
N∑

j=1

1/4a2

∫
Q

u2dx

= N/4a2

∫
Q

u2dx.
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Apêndice A

Pondo CΩ ≡ 4a2/N , obtemos

∫
Q

u2dx ≤ CΩ

∫
Q

|∇u|2 dx, ∀u ∈ C∞
0 (Ω).

Agora para u ∈ H1
0 (Ω), seja un ∈ C∞

0 (Ω) com un → u em H1
0 (Ω), i.e., ‖un − u‖H1

0 (Ω) →
0, assim

‖un − u‖2
H1

0 (Ω) =

∫
Ω

|un − u|2 dx +

∫
Ω

|∇un − u|2 dx → 0.

Logo

un → u em L2(Ω) e ∇un → ∇u em L2(Ω).

É claro que C∞
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e como H1

0 (Ω) é um espaço vetorial normado, então

| |un|0 − |u|0 | ≤ |un − u|0 → 0.

Portanto

|un|0 → |u|0 .

Segue também que

|∇un|0 → |u|0 .

Assim pelo Teorema B.6 (cf. Apêndice B) temos que

un(x) → u(x) q.t.p. x ∈ Ω; |un(x)| ≤ α(x);

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p. x ∈ Ω; |∇un(x)| ≤ β(x),

onde α, β ∈ L2(Ω). Assim pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obte-
mos

∫
Ω

u2dx ≤ CΩ

∫
Ω

|∇u|2 dx, para todo u ∈ H1
0 (Ω).
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Apêndice A

Além disso, temos, pela definição

‖u‖2
1 ≤ ‖u‖2

H1(Ω)

e pela desigualdade de Poincaré

‖u‖2
H1(Ω) =

∫
Ω

u2dx +

∫
Ω

|∇u|2 dx

≤ CΩ

∫
Ω

|∇u|2 dx +

∫
Ω

|∇u|2 dx

= {CΩ + 1}
∫

Ω

|∇u|2 dx

= C1 ‖u‖2
1 .

Portanto ‖·‖ e ‖·‖1 são equivalentes.
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Apêndice B

Neste apêndice reuniremos os principais teoremas utilizados em nosso trabalho.

Teorema B.1 (cf. Brezis [5], p.169). Suponha Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado
com fronteira ∂Ω de classe C1. Então

W 1,2(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [1, 2∗)

com injeção compacta, onde 2∗ ≡ 2N/(N − 2).

Teorema B.2 (cf. Brezis [5], p. 168). Suponha Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado
com fronteira ∂Ω de classe C1 e sejam m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então

• se 1
p
− m

N
> 0 temos Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) onde 1

q
= 1

p
− m

N
;

• se 1
p
− m

N
= 0 temos Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para qualquer q ∈ [p,∞);

• se 1
p
− m

N
< 0 temos Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

com injeções cont́ınuas.

Teorema B.3 (cf. deFigueiredo [12], p.103). Suponha Ω ⊂ RN é um domı́nio
limitado com fronteira ∂Ω de classe C1 e sejam m ≥ 0 e 1 ≤ p < ∞. Então para qualquer
j ≥ 0 a imersão

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,α(Ω), onde 0 < α < 1− N

p
,

é compacta se m− 1 < N/p < m.
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Apêndice B

Teorema B.4 (cf. deFigueiredo [12], p.103). Suponha Ω ⊂ RN é um domı́nio
limitado com fronteira ∂Ω de classe C1 e sejam m ≥ 0 e 1 ≤ p < ∞ e j ≥ 0 com
m > j + N

p
. Então

Wm,p(Ω) ↪→ Cj(Ω).

é compacta.

Teorema B.5 (cf. Kavian [21], p.42). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com
fronteira ∂Ω de classe C2 e f ∈ Lp(Ω) com 1 < p < ∞. Então existe uma única função
u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) tal que

{
−∆u = f , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω ,

além disso, existe uma constante C independente de f e u tal que

‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C ‖f‖Lp(Ω) .

Teorema B.6 (cf. Brezis [5], p.58). Sejam fn uma sequência de funções de Lp(Ω) e
f ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, tal que ‖fn − f‖Lp → 0, onde Ω é um aberto de RN . Então existe
uma subsequência fnj

de fn e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

fnj
(x) → f(x) para q.t.p. x ∈ Ω

e ∣∣fnj
(x)
∣∣ ≤ h(x) para q.t.p. x ∈ Ω.

Teorema B.7 (cf. Struwe [26], p.4). Suponha V é um espaço de Banach reflex-
ivo com norma ‖ · ‖, e seja M ⊂ V é um subconjunto fracamente fechado em V. Suponha
E : M −→ R ∪ +∞ é coercivo em M com respeito a V, i.e., E(u) → ∞ quando ‖u‖ →
∞, u ∈ M e fracamente sequencialmente semi-cont́ınua inferiormente, i.e., para qualquer
u ∈ M e qualquer sequência {un} ∈ M tal que un ⇀ u verifica-se:

E(u) ≤ lim inf
n→∞

E(un).

Então E é limitado sobre M e o ı́nfimo é atingido em M.
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Apêndice B

Teorema B.8 (cf. Stampacchia [25], p. 54). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limi-
tado com fronteira ∂Ω de classe C1 e seja θ(t),−∞ < t < ∞ uma função Lipschitz
onde a derivada θ

′
(t) existe exceto em um número finito de pontos {a1, ..., ak} e seja

u ∈ H1,p(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞. Então

θ(u) ∈ H1,p(Ω)

e
θ(u)xi

= θ
′
(u)uxi

(no sentido das distribuições).

Teorema B.9 (cf. deFigueiredo [13], Teor. 1.14) Seja Ω ⊂ RN um domı́nio
limitado com fronteira ∂Ω de classe C1(Ω) e seja u ∈ H1

0 (Ω) uma solução fraca de

Lu− λmu = h em Ω, u = 0 sobre ∂Ω

onde Lu = −∆u + Mu e h ∈ L2∗(Ω) e h ≥ 0 em Ω. Suponha que m ∈ L∞(Ω) é positivo
sobre um subconjunto de Ω com medida positiva. Assuma também que 0 ≤ λ < µ1(m),
onde µ1(m) é o primeiro autovalor com peso m. Então u ≥ 0 em Ω. Além disso, se h > 0
em um conjunto de medida positiva então u > 0 em Ω.

Teorma B.10 (cf. deFigueiredo [13], Teor. 1.17) Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado
com fronteira ∂Ω de classe C1(Ω) e seja u ∈ H1

0 (Ω) uma solução fraca de

Lu− λmu = h em Ω, u = 0 sobre ∂Ω

onde Lu = −∆u + Mu, h ∈ Lp(Ω) com p > N e h ≥ 0 em Ω. Suponha que m ∈ L∞(Ω) é
positivo sobre um subconjunto de Ω com medida positiva. Assuma também que 0 ≤ λ <
µ1(M), onde µ1(m) é o primeiro autovalor com peso m. Então a solução u ∈ C1,α(Ω) e

∂u/∂ν < 0 sobre ∂Ω

se h > 0 em um conjunto de medida positiva de Ω.

Teorema B.11 (cf. Brézis & Browder [6]). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado
com fronteira ∂Ω de classe C1 e T ∈ H−1(Ω) ∩ L1

loc(Ω). Suponha que existe uma função
f ∈ L1(Ω) tal que T.u ≥ f q.t.p. Ω, então T.u ∈ L1(Ω) e

〈T, u〉 =

∫
Ω

(T.u)(x)dx.
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