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Resumo

Consideramos o problema semilinear eliptico

—Au = f(z,u)+h(zx) , z€Q
u = 0 , T €00,

onde Q2 C RY (N > 1) é um dominio limitado com fronteira 92 regular e f : Q xR — R
satisfaz as condigoes de Carathéodory.

Por meio de métodos variacionais (minimizagao) estudamos existéncia de solugao
quando f interage de forma ressonante ou nao-ressonante com relagdo ao primeiro au-
tovalor \; de (—A, H} (Q)) e existéncia, unicidade e regularidade de solugoes positivas
no caso em que h =0, f(x,0) >0, f(z,s) = f(z,0) para s < 0 e f é sublinear, mais
precisamente, f fica abaixo de A; no infinito e acima de \; na origem.

Palavras chaves: Equagoes Elipticas, Ressondncia, Métodos Variacionais, Solucoes Positivas.



Abstract

We consider the semilinear elliptic problem

—Au = f(z,u)+h(zx) , z€Q
u = 0 , T €00,
where Q C RY (N > 1) is a bounded domain with smooth boundary 9Q and f : QxR —
R satisfies the Carathéodory conditions.

By using variational methods (minimization) we study existence of solution in the
case f interacts either in a resonant or nonresonant way with the first eigenvalue \; of
(—A, H} (Q)) and existence, uniqueness and regulerity of positive solutions in the case
h=0, f(z,0) >0, f(z,s) = f(z,0) for s <0 and further f is sublinear, more precisely,
f stays below \; at infinity and is above A\; at the origin.

Key words: Elliptic equations, Resonance, Variational methods, Positive solutions.
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Introducao

Considere o problema de Dirichlet

{—Au = f(z,u)+h(zx) , 2€Q

u = 0 , T €00, (PD)

onde Q C RN (N > 1) é um dominio limitado com fronteira 99 regular, f : Q x R — R
satisfaz as condigoes de Carathéodory, i.e.,

——  f(z,s) é mensuravel para todo s € R;
s +—— f(wz,s) é continua q.t.p. = € €.

(©)

Nosso interesse é estudar existéncia, unicidade e regularidade de solugées de (PD),
(solugoes positivas no caso em que h = 0 e f(z,0) > 0), quando f interage com o
primeiro autovalor \; de (—A, H}(Q)), em um sentido que tornaremos mais preciso
posteriormente.

As trés funcoes abaixo,

ap(x) = il_r%@ . Goo(T) = slirgo @

, Ax(z) =limsup ——

2
|s|—o0 S

onde F' é o potencial associado a f, i.e.,

F(x,s)E/ flz, t)dt seR, xe€Q,
0

serao utilizadas para determinar o tipo de interacao de f com A; mencionado acima.
Neste contexto, dada uma fun¢ao mensuravel § : Q — [—00,00) (ou (—o0, 00]), com a
propriedade de que

(z)v*dr € [0, +o0] U [~o0,0],
[o£0)



Introducao

considere

i(f)=  inf {/ |Vol* da — ﬁ(:c)de:c} :
veHY |v|,=1 Q [v#0]

onde ||, designa a norma em L?*((2).

A condigao de crescimento em f, a saber,

If(z,8) <als|”+bzx) seR, xeQ, (Cy)
para algum a > 0 e 0 € [1,00) constantes e alguma fungao mensuravel b > 0, serd
utilizada em véarios de nossos resultados.

Utilizaremos também métodos variacionais (minimizacao) e neste sentido vamos ex-
plorar o funcional energia associado a (PD), a saber,

[(u)z%/Q]Vu]2da:—/QF(:c,u)dx—/Qhud:c, u € Hy ().

Nos referimos a problemas em que

i(Ax) >0

como de tipo nao-ressonante.

Observamos que se

As(x) < A ¢.t.p. em 2 entao i(Ay) > 0.

Por outro lado, problemas em que

i(Ax) =0

sao referidos como do tipo ressonante.

Enunciamos abaixo nosso primeiro resultado, devido a Gongalves [18], a ser discutido
neste trabalho. Neste resultado consideraremos um crescimento supercritico sobre f , no
sentido que f satisfaz (C,) com ¢ € (N + 2)/(N — 2),2N/(N — 2)]. Lembramos que
f tem um crescimento subcritico se o < (N + 2)/(N — 2) ao passo que um crescimento
critico significa que f satisfaz (C,) com o = (N +2)/(N —2). Enfatizamos que em nosso
primeiro resultado nao ¢ exigida qualquer uniformidade com relacao a x € €2 na defini¢ao

de A.



Introducao

O Teorema a seguir corresponde a existéncia de solugao para (PD) em um caso nao-
ressonante.

Teorema A. Suponha (C), (Cy) para algum o € [1,2N/(N —2)] se N >3, 0 € [1,00)
se N=1,2 e h € L*(Q). Se além disso, valem

F(x,s) < (A/2)s*>+ B(z) s€eR, x€Q, (F)
onde A >0 € uma constante e B € L'(Q), B>0 qtp. x€Qe
i(As) > 0. (As)
Entao existe u € HL(Q) tal que
I(u) = min I(v)

vGH(}

e u € uma solugio de (PD) no sequinte sentido,
/ VuVodr = / [z, u)pdr + / hodz, ¥ o € Hy(2) N L>2(Q).
Q Q Q
Se ainda o € [1, (N +2)/(N — 2)] entao,

/Vquda::/f(:z:,u)vdx+/ hvdz, ¥ v € Hy(9).
Q Q Q

Como ilustracao do Teorema A, para N = 3, considere a fungao

Fl,s) = O = 8)s = al@) [2+ (2 + Deos(s™ )] [(s9)7 + ()]

onde 2* =2N/(N —2),a € L*(Q) tal que a > 0 e d € (0, \).

Assim

A —0)s? 2a(x)s¥ !
i =0t

— a(x)sen(s* )

Note que as condigoes
(F), Ax(x) = —00, (C,) com o =27

sao satisfeitas e de fato,
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No Capitulo 2, faremos a demonstracao do Teorema A apresentando comentarios sobre
sua motivagao e contextualizacao. Chamamos a atencao para o fato de que [ nao é
necessariamente diferenciavel.

Ainda com rela¢ao ao Teorema A, casos em que i(A,) pode ser zero, foi tratado por
Liu & Tang [23], considerando um crescimento critico sobre f. Assim foi obtido o seguinte
resultado.

Teorema B. Suponha (C), (C,) para algum o € [1,(N+2)/(N—-2)] se N >3, 0 € [1,00)
se N=1,2 ehe L*Q). Se além disso, valem

F(z,s) — %)\132 — —00 , (Fy)

quando |s| — oo uniformemente q.t.p. x € Q,
/Qh(x)gol(m)dx =0, (h)
onde @1 € a A\i-autofungdo, tal que o1 >0 e |p1|, = 1. Entao existe u € Hy(Q) tal que

I(u) = min I(v)

vGH&

e u € uma solugdao fraca de (PD), i.e.,

/Vqudx:/f(x,u)vdx+/ hvdz, ¥ v € Hy(Q).
Q Q Q

Como ilustracao do Teorema B, para N = 3, considere a funcao

flz,s) =Ms— +2*5% L cos(s?),

S
1+ s2
Assim

F(x,s) = %)\152 —In(1 4+ s%) + sen(s*).
Note que as condicoes

(Fs), Aso(z) = A1, (Cy) com o =2"—1
sao satisfeitas e de fato,

i(Ase) = 0,

Neste contexto o Teorema B, que em parte foi motivado pelo Teorema A, é um caso
ressonante, mais especificamente, i(Ay) = 0.

4
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Notamos que, no Teorema B, devido a exigéncia de o € [1,(N +2)/(N —2)] se N >3
ec €[l,00)se N=1,2em (C,), temos que I € C' (H}(Q),R) (cf. Ambrosetti & Prodi

3])-
A demonstragao do Teorema B bem como motivagao serao discutidos no Capitulo 2.

A seguir, apresentaremos um resultado de existéncia de solugao para (PD) em uma
situagdo nao-ressonante, i.e., A, < Ay, devido a deFigueiredo & Gossez [15], onde desta-
camos adicionalmente que f é autonoma, i.e., independe de x (f(z,u) = f(u) para todo
x em (1) e ndo tem qualquer restrigdo com relacdo ao crescimento, i.e., condigoes do
tipo (C,) nao sdo exigidas. Observamos que as solugoes obtidas nao sao necessariamente
pontos de minimos do funcional energia associado.

Assim temos o seguinte resultado.

Teorema C. Suponha f: R — R continua,

2F ,
Ay = limsup gs) <\

|s]—o0

e h € L®(Q). Entao existe u € Hy(Q) tal que f(u) € L'(Q) e u satisfaz

/ VuVudx = / f(u)vdx + / hvdx, ¥V v € Hy(Q) N L®(Q)
Q Q Q

No resultado final, apresentado neste trabalho, devido a Brézis & Oswald [8], discu-
tiremos sobre existéncia, unicidade e regularidade de solugoes positivas para (PD) no caso
em que h =0 e f é sublinear, i.e., estudaremos o seguinte problema

—Au = f(z,u) , z€Q
u>0 , u#0 , ze€) (PDy)
u = 0 , x € 00,

onde
f(z,s) = f(x,0) paras<0e f(x,0) >0
Neste sentido enunciamos,

Teorema D. Suponha que f satisfaz
f(z,5) < C(s+1), (f1)

para algum C > 0, q.t.p. x € Q e qualquer s > 0,

—  f(x,s) € L>®(Q) para cada s € R, s >0
s +——  f(x,s) € continua q.t.p. x € Q,

5
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flx,s) > —Css, (3)
para cada § > 0 e algum Cs > 0, para todo s € [0,0] e g.t.p. © € Q.

Se além disso vale
i(ap) <0 <i(aw), (ao,00)
entdo existe u € HY(Q)NCOY(Q), 0 <a <1, comu >0 em Q tal que

I(u) = min I(v)

vEH}

e u € uma solugao de (PD,), no sentido fraco, i.e.,

/Vqud:c = / f(z,u)vdz, ¥ v e Hy(Q).
Q Q

A solucao obtida acima € unica se vale adicionalmente,

f(z,s)

S

S —

¢ decrescente em (0,00), q.t.p. x € Q. (f4)

Em resumo, nosso trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentaremos notacoes, resultados basicos sobre espagos de Schauder,
de Sobolev e problemas elipticos lineares.

No Capitulo 2, serao apresentadas as demonstracoes dos Teoremas A, B e C; bem
como exemplos e observacoes pertinentes.

No Capitulo 3, apresentaremos a demonstracao do Teorema D e observagoes rela-
cionadas.

No Apeéndice A, demonstraremos a desigualdade de Poincaré e alguns resultados com-
plementares.

No Apéndice B, enuciaremos varios resultados utilizados em nosso trabalho.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados Basicos

1.1 Espacos de Schauder e de Sobolev

Em primeiro lugar consideramos 2 C RY um dominio limitado com fronteira 9
regular. Os espagos C™*(Q) (0 < a < 1) e W™P(Q) (1 < p < o0) com m > 0 inteiro,
designam respectivamente os espagos de Schauder e de Sobolev usuais (cf. Adams [1],
p.10 - p.44 e Brézis [5], p.149). Usamos a notagao WH?(Q) = H*(Q) e lembramos que a
norma de H*(2) é dada por

||| = {/qu:)H—/ |Vu|2da7} :
e Q

onde

Temos que

() = O ()"
e lembramos ainda (cf. Evans [16], p.259) que
Hé(Q) = {u € Hl(Q) ﬂC(ﬁ) / u’ag = O},

onde ulsn é o trago de u em OS).

Decorre da desigualdade de Poincaré, a saber,

/ udr < CQ/ \Vul|* dz, ¥ u e HL(Q), (1.1)
Q 0



Capitulo 1. Notagoes e Resultados Basicos

onde Cg é uma constante positiva (cf. Apéndice A), que

full, = { [ 19ufas
Q

é uma norma em HJ(2) equivalente a ||-||. Lembramos também que [|-||, provém do
produto interno, a saber,

(u,v), E/Vqudx
Q

e que (HJ(Q), ||I-|l,) é um espago de Hilbert. Além disso

(@) = Cr@"™

1.2 Os Problemas de Dirichlet Linear e de Autovalor
para (—A, Hj(9)): Solugdes Fracas

E conhecido que o problema de Dirichlet linear

{—Au = h(z) , 2€Q (1.2)

u = 0 , T € 0N

tem para cada h € L?*(f2) uma unica solugao u = uj, € HY () N H*(Q) onde H%()) =
W22(Q) e vale

lull 2y < C'lRlg

onde C' > 0 é uma constante.

Fica assim definido o operador linear
S L*(Q) — Hy(Q)

com S (L*(Q)) C HY(Q) N H*(Q) chamado operador solucio associado a (1.2).
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Devido ao fato de que a imersao

Hj(Q) — L*(Q) é compacta,

inferimos que
S L*(Q) — L*()

é linear compacto. Alids, se h,g € L*(Q) entao u = S(h) e w = S(g) satisfazem respecti-
vamente,

—Au = h(z) , z€Q
u = 0 , x €00

—Aw = g(z) , z€Q
=0 , T €00

no sentido fraco, i.e.,

/VS(h) Vudr = / hvdz, ¥ v € L*(Q) , /
0 0

VS (g) Vudx = / gudz, ¥ v € L*(Q),
Q

Q

entao temos

(S(h), )0 = / S(h)gda = / VS(g)VS(h)d = / hS(g)dx = (h. S(g)),

mostrando que S é simétrico.
Concluimos que S : L*(2) — L*(Q) é linear, compacto e simétrico.

Considere agora o problema de autovalor

{—Au = M , 7€Q

u = 0 , xed (1.3)

Devido as observagoes acima, (1.3) é equivalente a

S(u) = —u.
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Como S : L*(Q) — L*(Q) é simétrico e compacto segue (cf. Brézis [5], p.192) que
os autovalores de (1.3) formam uma sequéncia (\,) C R e as seguintes propriedades sdo
conhecidas:

cada A\, tem multiplicidade finita,
)\1<)\2§)\3§...§)\n§...,

AL > O, Ay, — 00.
Além disso o autovalor A\; é simples, i.e.,
dimKer(—A — X ) =1 e Ker(—A —X\) = (¢1),

onde ¢ é positivo em €2 e

Vul*d
[ S A
ue H} u#0 Jo uida

Concluimos que

Co = —
°= 5

¢ a melhor constante na desigualdade de Poincaré.

1.3 Regularidade de Solucgoes Fracas

Nesta secao formulamos e demonstramos um resultado de regularidade de solugoes
para o problema

{—Au = g(z,u) , z€Q (1.4)

u = 0 , T €00,

onde g : 2 x R — R satisfaz (C). Observamos que (1.4) é um problema do tipo
(PD) se fizermos g(x,u) = f(x,u) + h(x).

10
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Temos o seguinte resultado.

Lema 1.1. Se u € H}(Q2) € uma solugao fraca de (1.4), i.e.,

/QVqudx = /ngdq;, para todo v € Hy(9) (1.5)
e g satisfaz (C,) com o =1, a,b constantes. Entdo u € L*>(£2).
Demonstracao: Em primeiro lugar suponha N = 1,2. Neste caso,
Hy(Q) = LU(Q) q € (1,00),
como consequéncia

u € LYQ) g€ (1,00).

Como g satisfaz (C,) com o = 1, a, b constantes, temos que

g(@,u(x)) € LU (Q) q € (1,00).

Pelo Teorema B.5 (cf. Apéndice B), u € W>9(Q) ¢ € (1,00). E pelo Teorema B.4
(cf. Apéndice B), temos que u € C'*(Q) para ¢ suficientemente grande. Logo u € L>().

Em segundo lugar supomos N > 3. Daqui em diante usaremos a notagao usual
2*=2N/(N - 2).
Temos que
Hy(Q) = L*(9),
daf u € L* (Q).
Segue-se usando (C,) com o = 1 e a, b constantes, que se |u(z)| > 1, entdo
l9(z,u(x))| < afu(z)| +b < alu(z)| +blu(z)] < 2-max{a,b} [u(z)] = C [u(z)],

dai
lg(z, u(x))|* < CF |u(z)[* para [u(z)] > 1. (1.6)

11
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Por outro lado, se |u(x)| < 1, entéo

lg(z,u(x))| < alu(z)+b <2 -max{a,b} = Ci.

Assim,

lg(a, u(@)” < CF. (1.7)

De (1.6) e (1.7), segue que
lg(z, u(z))|” < C¥ +CF |u(z)|*, para todo z €
e consequentemente,

g(z,u(x)) € L¥ (Q), para todo = € Q.

Segue pelo Teorema B.5 (cf. Apéndice B) que u € W' (Q).

Deste ponto em diante usaremos um processo de regularizacao conhecido como “boot-
strap”. Pelo Teorema B.2 (cf. Apéndice B), temos:
(i) Se 1/2* —2/N <0, (i.e., 2* > N/2, N = 3,4,5), temos,
W22 (Q) — L*(Q)

e como consequéncia, u € L>(€).

(i) Se 1/2* —2/N =0, (i.e., 2* = N/2, N = 6), temos,

W2 (Q) — LI(Q), para q € [2",00)
e dai
W22 (Q) — LP(Q), para p € [1,00).

Logo u € LP(2), para p € [1,00).

12



Capitulo 1. Notagoes e Resultados Basicos

Segue pela condicao de crescimento (C,) com o = 1, a, b, constantes, que

g(z,u(z)) € LP(2) para p € (1,00).

Pelo Teorema B.5 (cf. Apéndice B), u € W%P(Q) para p € (1,00) e pelo Teorema B.4

(cf. Apéndice B), temos que u € C*(Q) para p suficientemente grande. Logo
u e L>*(Q).

(iii) Se 1/2* —=2/N >0, (i.e., 2* < N/2, N > 6), temos,

. 1 1 2
W22 (Q) — Lh(Q), —=———
() () ty, 2 N
e concluimos por argumentos utilizados anteriormente que

u € WH(Q).

(iv) Se 1/t —2/N <0, (i.e., t; > N/2, N =7,8,9), entao,

W2 (Q) — L®(Q),
dal u € L>(Q).

(v) Se1/t; —2/N =0, (i.e., t; = N/2, N = 10), entao,

W) — 19, para g € 1, 0),

logo

W2 (Q) «— LP(Q), para p € [1,00).

Como consequéncia g(z,u(z)) € LP(Q) para p € (1,00), e entdo u € W?P(Q) com p €
(1,00). Portanto u € C'(Q) para p suficientemente grande e dai u € L>(1Q).

13
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(vi) Se 1/t —2/N >0, (i.e., t; < N/2, N > 10), entao,

1 1 2 1 1 4
W2 (Q) <o L2(Q), — = — — =, donde — = - — —.
() T A T
Segue que u € L™2(Q). Assim
1 1 4

e portanto u € W?2%2(Q).

(vii) Se 1/t; —2/N <0, (i.e., t > N/2, N = 11,12,13), entdo,

W2(Q) — L*(Q),
dal u € L*(Q).
(viii) Se 1/ty —2/N =0, (i.e., ta = N/2, N = 14), entao,
O resultado segue novamente como em (v), i.e., u € L>(Q).

(iv) Se 1/t —2/N >0, (i.e., t2 < N/2, N > 14), entao,
2.t t 1
W2() = 8(Q), £ =~ = donde - = o —+

Como anteriormente

g(x,u(x)) € L (),

e portanto u € W2%(Q),1/t3 = 1/2* — 6/N.

Repetindo o argumento do “bootstrap”, acharemos algum ¢; > 1 tal que

1 1 2.z't>N
i 2 N7 2

14



Capitulo 1. Notagoes e Resultados Basicos

para o qual

u € W*P(Q), para p € (1,00),

e portanto u € C1(Q) para p suficientemente grande, daf u € L>(). Concluimos assim
a demonstracao do lema.

1.4 Principios de Maximo e Aplicacoes
Exploraremos também algumas aplicacoes dos Principios de Maximo.

Lema 1.2. Suponha que u € H}(Q2) N L>®(Q) satisfaz (1.5). Suponha ainda que u >
0,u #0 em Q e g satisfaz (C,) com o =1, a,b constantes, (f2) e (f4). Entdo

ueCH(Q), 0<a<1l—N/p
e vale

Ou

Q
u>0em €, By

< 0 em 01,

onde v é o campo vetorial normal exterior a Q e Ou/Ov € a derivada de u na direcao de
v.

Demonstracgao: Pelo lema 1.1, temos
u € W*P(Q), para p € (1,00).

Pelo Teorema B.3 (cf. Apéndice B), temos

_ N
ueWH(Q)— CHQ), 0<a<1-— P

logo u € CY¥(Q), 0 <a < 1— N/p.

15



Capitulo 1. Notagoes e Resultados Basicos

Usando que 0 < u(z) < |u|_, temos

gt el )l _ o, ul)
e = u

, para u(z) > 0.

o0

Por outro lado, por (f4), segue que

< >0
oL ) para u(x)
Assim
g(x,u(z)) < l9(z, |u|c>o)|7 para u(z) > 0,
consequentemente,
g(x,u(x)) > —u(x)M(z), onde M(zx)= W
u o0

Por (f2), M(z) € L>(Q).

Por outro lado, se u(z) = 0, entao g(z,u(z)) > 0. De fato, se tomarmos (,) C R tal
que t, > 0 e t, — 0, temos

gz, t,) > —t, M(x).

Passando o limite e usando (f2), segue que

g(x,u(x)) > 0.

Concluimos que

g(z,u(x)) > —u(z)M(x) para todo x € .

Logo,

—Au(z) > —u(z)M(z) q.t.p. z €.

16



Capitulo 1. Notagoes e Resultados Basicos

Afirmacgao 1.1.
—Au(z) > —u(z)M(z) € Q

para algum Qg C Q aberto com med (o) > 0.

De fato, caso contrario,

—Au(x) + u(x)M(x) =0 q.t.p. x € Q.

Dai

/ VuVv + Muvdr =0, V v € Hy ()
Q

e fazento v = u,

/ |Vu|* + Mu?dz = 0,
Q

de forma que u(z) = 0 em 2, impossivel. Dai

—Au(z) +u(x)M(x) >0 q.t.p. x € Q.

Fica provada a afirmacao 1.1.
E assim pelos Teoremas B.9 e B.10 (cf. Apéndice B) segue que

du

5 < 0 em 0f).

u>0em (,

17



Capitulo 2

Problemas de Contorno Elipticos:
Ressonancia

2.1 Um Problema Nao-Ressonante, Nao-Auténomo,
Supercritico

O Teorema A garante existéncia de solugao para (PD) no caso nao-ressonante, nao-
autonomo e supercritico.

Um problema relacionado a (PD) no caso de equagdes integrais foi estudado por Ham-
merstein [19], com f satisfazendo (C,) com o =1 e

Ax(x) < p, para qualquer z € Q e algum p € R onde p < Ag. (2.1)

A condigao 1 < Ay caracteriza o problema como nao-ressonante.

Mawhin, Ward & Willem [24] mostraram existéncia de solugao de (PD) tomando f
com um crescimento subcritico e considerando o caso nao-ressonante, i.e., exigindo uma
condicao do tipo

Ax(z) < alx) qt.p. z € Qe para algum a € L™ (1)
coma(r) <A qtp. x€Qe (2.2)
a(x) < A; sobre um subconjunto Qg C 2 tal que Q| > 0.

Virios trabalhos foram conduzidos no sentido de procurar existéncia de solugao para
(PD) no caso em que f(x,s) estd abaixo de A\;. Gostariamos de mencionar Kazdan &
Warner [20], deFigueiredo [11], deFigueiredo & Gossez [14] e Brézis & Nirenberg [7].

A condicdo A (r) < A; que caracteriza (PD) como um problema do tipo néo-
ressonante, como se pode ver no resultado abaixo.

Proposigao 2.1. Se eziste uma funcao a(x) € L>(Q) satisfazendo (2.2), entdo

i(As) > 0.

18



Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Demonstragao: Primeiramente, afirmamos que i(a) > 0. De fato, seja v € H3 ().
Se v é uma Aj-autofungao entdo v(z) # 0 para q.t.p. = € Q. Obtemos entao,

/ IVo|* — a(z)v’de = /Q{)\l — a(x)}vidx
> /QO {\ — a(z)}v*dr > 0,

onde €y C Q é tal que medida de 2y é positiva.

Caso contrario, v nao ¢ uma \j-autofuncao, entao pela desigualdade de Poincaré,

temos
/|Vv|2dx>/\1/v2dm,
Q Q
assim
/\Vv| widr > /{)\1—04( )} vidx >0,
dai

/|Vv| ywidr >0, Vv € Hy(Q) tal que v # 0.
Agora, seja v, € Hj(2) com |v,|, = 1 uma sequéncia minimizante para i(a), i.e.,

/ IVo,|* — a(z)vide — i(a),
Q

entao

/ Vo, |* — az)vide < ia) + e,
Q

para qualquer € > 0 e n suficientemente grande.

Como i(a) € R, temos

/ Vo, |* — a(z)vide < C,
0

/|an\2 < C—|—>\1/vid:c.
Q Q

19
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Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Como |v,], = 1, temos que ||v,|, é limitado. E ainda, Hg(€2) é um espago de Hilbert
reflexivo, entao passando para subsequéncias se necessario, obtemos devido ao Teorema
B.6 (cf. Apéndice B) que

v, — v em Hy(Q); v, — v em L*(Q);

vp(z) — v(z) q.t.p. x € Q; lv(x)] < 0o(x) q.t.p. x € Q,

para algum v sobre a esfera unitdria de L?(2) e algum 6, € L*(Q).

Segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e pelo fato de ||-||; ser
fracamente sequencialmente semi-continua inferiormente (f.s.s.c.i.) (cf. Brézis [5], p.35,
Prop.IIL.5), que

/a(m)dex: lim [ a(z)vidr e /|VU|2 dxgliminf/ Vo, | da.
Q Q el Ja

n—oo Q
Dai

/’V’l)‘2—04<1‘)?)2dx < liminf/]an|2—a(x)vadx
Q Q

n—oo

< i) + e,

para qualquer € > 0. Entao fazendo ¢ — 0, obtemos

/ IVo|* — a(z)vidr <i(a),
Q

donde i(a) > 0.

Como Ay (x) < afzr) q.t.p. z € Q, segue que i(Ay) > i(a) > 0. [ |

Antes de iniciarmos a demonstracao do Teorema A, observamos que devido ao com-
portamento supercritico de f o funcional energia I associado a (PD),

1
I(u) = —/ |Vu|2 dr — / F(z,u)dz — / hudx, wu € H&(Q)
2 Jq Q Q
nao ¢é necessariamente diferencidvel.

Usaremos, na demonstragao do Teorema A, o Teorema B.7 (cf. Apéndice B), um resul-
tado sobre funcionais fracamente sequencialmente semi-continuos inferiormente (f.s.s.c.i.)
€ COercivos.

20



Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Utilizando este resultado provaremos que:

eviste u € Hy(Q) tal que I(u) = min /(v).
vEH

Em seguida, provaremos que o minimo u de [ satisfaz:

/Vquodx:/f(a:,u)godx—i—/hgpdx, 0 € Hy(Q) N L>(NQ).
Q Q Q

Verificacao de (2.3):
Afirmacgao 2.1. [ ¢ f.s.s.c.i.

(2.4)

De fato, seja u, — u em Hj(Q), entdo passando para subsequéncia se necessdrio,

temos

U, — uem L*(Q); up(z) = u(z) qtp. z€Q; |u.(v)] <0i(x) qtp. x €,

para algum 6; € L*(2). Da condigao (F), obtemos

A A
F(x,u,) < 5 lun|> + B(z) < Eel(x)Q + B(z) q.t.p. x €.

Como F(z,u,) — F(z,u) q.t.p. x € Q, temos, pelo lema de Fatou, que

limsup/F(x,un)dxg/F(m,u)dw.
Q

n—oo (9]

I(u) = %/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)d:E—/Qhudx

1
< liminfE/ \Vun|2d:1:—limsup/ F(z,u,)dz — lim [ hu,dx
Q Q

n—00 n—0o0 n—oo [o

1
= —liminf/ V| dx+11m1nf/—F(x,un)d$+ lim [ —hu,dx
Q

2 n—o0 n—oo n—oo Q

< liminf{—/ IV, |? da:—/F(x,un)dx}—i- lim/—hundl’
n—oo n—oo QO

= liminf{ /|Vun| dx—/ (x,un)dx—/hundx}
n—oo QO

= liminf I(u,).

n—oo

Portanto [ ¢ f.s.s.c.i. Fica provado a afirmacao 2.1.
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Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Afirmacgao 2.2. [ € coercivo, i.e., I(u) — oo quando ||ul|, — oo.

De fato, suponha por contradigdao, que exista uma sequéncia u, em H}(€) tal que
|lunll, = o0 e I(u,) < C para algum C' > 0. Entao

1
—/ \Vu,|* de < /F(x,un)da:+/hunda:+0
2 Jo 0 0

A
< /(—ui—l—B(x)) dx+/hundx+0.
o \2 Q

Seja v, = up/ |uy,|, € observe que

1 A A
—/|Vun|2d:)3§—/uidas%—/B(:v)dx—l—/hqu—l—Cﬁ = Jun)? 4 |y [unly + Ch,
2 Ja 2 Ja Q Q 2

logo, quando ||u,||; — oo, temos |u,|, — co. Como

1 A B
—/|an|2da:§/ —v? + (12 da:—l—/h Un dx+i2.
2 Ja o\ 2 |unlg o |unlg |unlg

temos que, |lv,||; é limitado, entdo passando para subsequéncia se necessdrio, temos

v, — v em Hy(Q); v, — v em L*(Q);

vp(z) — v(z) qt.p. xe€Q lv(x)] < 02(x) qt.p. z€Q,

para algum v sobre a esfera unitdria de L?(2) e algum 6, € L*(Q).

Afirmamos que,

2F nlo Un
limsup/ (z, |u2|ov )dx S/ A v?dx.
n—oo Joo fung [o£0)
De fato,
A 2 o
F(z, [un|yvn) < b [unly v, + B(x),
logo
2F nlo Un 2B 2B
@ltnlotn) ¢ 40z 4 220 < 4 gy 4 220D
|unly |unly |tnlo



Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Por outro lado,

2F (x, |ty vn) B 2F (x, [up|y vn)

2 2
|Un|0 <|Un|ovn)

UiX [vn 0]
logo

2F (z, Jup|gvn)

<|un|o Un)2

2B(x)

[unly

VX fomt0) < A - (02(2)) +

Agora fixe x € Q tal que v(z) # 0. Como v,(z) — v(xz) q.t.p. x € Q temos que
v, # 0 para um n suficientemente grande, donde

Xon0]V2(T) = X0 (x), q.t.p. x € Q
dai

wnet | (Jtaly ) et \ g o))

= AOO (.CL’)’UQX[WEO} .

2F nlo Un , 2F (z, |up |, vn ,
1imsup< (&, Ju |0;} )’l}iX[Un?go]) < hmsup< (, Ju lo;} >) lim (vix[vn?go])

Assim

2F nlo Un
/limsup (, Ju ’0;) >U721X[vn750} dr < Ao (2)0°X o0
9 (ftnlo vn)

= / Ao (z)v?da.
[v£0]

o)

Pelo lema de Fatou, temos

2F n n . 2F Y n n
limsup/ ( (@, Ju |0U )Uix[vn;éO]) dr < / hmsup( (@, Ju |0U >U721X[vn7£0]> dr,
0 0

n—oo (|Un|01}n)2 n—oo (|Un|02}n>2

donde

2F n n
limsup/ ( (x’ |U |0U >U72:,X[vn7£0]> dx S/ Aoo(x)vzdx'
Q [v#0]

n— 00 (|Un|0 Un)Q
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Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Logo,

limsup/ 2F (@, |un?|0 n) dx §/ Ao (z)v?d.
n—so Jo |tnlo fo£0]

Agora observe que

o2 < liminf o,

2F 2 2
< liminf {/ (z, |u"|ovn)dx + hv”dm + ¢ }
Q

n—oo |un|(2) Q |Un|0 |un|(2)

2F nlo Un . 2hv, 2C
= liminf / (z, |u2|0v )dx + lim Y dx + 5
n—oo Q |un|0 n—oo Q |U,n|0 |un|0

2F n n
< limsup {/ (& Junly v )vixmeo]dff}
Q

n—oo (|un|0 Un)2

< Ao (z)v?da.
[v£0]

Portanto

/ IVo|? da —/ Aso(z)v?*dz <0, com v € Hy(Q), |v], =1,
Q [v#0]

contradizendo (A, ). Consequentemente, I é coercivo e fica provada a afirmagao 2.2.

Segue das Afirmagoes 2.1 e 2.2 e utilizando o Teorema B.7 (cf. Apéndice B) que (2.3)
¢ verdadeiro.

Verificagao de (2.4):

/ VuVpdr = / f(z,u)pdr + / hodz, ¥ o € Hy(2) N L>(Q).
Q Q Q
De fato u satisfaz

I(u+tp) — I(u)
t

>0 para ¢ € Hy(Q)NL®(Q) e t>0.
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Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Assim,

I tp)—1 t F tp) — F
(u+te) — I(u) :/Vquodx—i-—/ |Vg0]2d:c—/ (z,u + tp) (x’u)dx—/ hodz,
t Q 2 Jq Q t 2

entao

t F tp) — F
/Vquoda:+—/ ]Vg0|2d:r;2/ (z,u+t9) (I’u)d:c+/hg0dx.
Q 2 Ja Q t 0

Mas, pelo Teorema do Valor Médio,

t

= f(z,0,)p qt.p. x€Q,

para alguma funcao 6; : 2 — R com

min {u(x) + te(z),u(r)} < 0,(r) < max{u(z) + tp(r),u(z)}

e consequentemente existe uma funcao K (z) € H(2) tal que

10,(z)] < K(x) qtp.z€Q e te(0,1).

De fato,

max {|u(z) + to(z)|, [u(z)[}
max {[u(z)| + [p(2)], lu(z)]}
u(x)] + le(z)] = K(z).

16:()]

IA A

Assim, por (C,),

|f(z,0,(2))| < aK(2)? +b(z) para algum o € [1,2"]

Agora, como 0,(z) — u(z) qtp.z € Qquandot — 0e f: QxR — R é
Carathéodory, temos

f(z,0,(z)) — f(z,u(x)), qt.p. z€,
donde

f(@,6:(x))p(x) — [z, ulx))p(z)  qtp. xe

25



Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Entao

t

— f(z,u)e qt.p. 2 €Q quando t — 0.

Assim, pelo lema de Fatou, obtemos

/ VuVedr > / [z, u)pds + / hodz, ¥ o € Hy(Q) N L¥(Q)
Q Q Q

e substituindo ¢ por —¢, temos

/ VuVodr = / [z, u)pdr + / hodz, ¥ o € Hy(2) N L>2(Q).
Q Q Q

Assim fica provado (2.4).

Finalmente se o € [1, (N + 2)/(N — 2)] temos que I € C' (H}(2),R) (cf. Ambrosetti
& Prodi [3]) e como u é um ponto de minimo, temos

<Il(u),v> =0,

onde I' denota a derivada de Fréchet de I. Segue que

/Vqudm:/f(x,u)vdx—i—/ hvdz, ¥ v € Hy(Q).
Q Q Q

Isto encerra a demonstracao do Teorema A. |

2.2 Um Problema Ressonante, Nao-Autonomo, Cri-
tico

O Teorema B garante existéncia de solu¢ao para (PD) no caso nao-auténomo e critico
e complementa o Teorema A, no sentido que trata alguns casos ressonantes, aqui entendido
como i(Ay) = 0.

Com o objetivo de demonstrar o Teorema B, introduziremos os seguintes resultados
preliminares, que serao demonstrados no final da secao.
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Capitulo 2. Problemas de Contorno Elipticos: Ressonancia

Lema 2.1. Suponha (Fy) e (C,) para algum o € [1,2* — 1]. Entao existem fungoes
g€ LY Q) eG e C(R,RY) tais que

G(s+1t) <G(s)+ G(t), paratodo s,te€R, (2.5)
G(t) — oo quando t — oo, (2.6)

G(t) <|t|+4, paratodot € R, (2.7)
F@J)—%MFS—{X®+9@) (2.8)

Lema 2.2. Considere G como no lema anterior. Entdo o funcional

"Ul—>/QG(U(£E))d3?

definido para todo v € E()\1), onde E(\1) € o autoespago associado a A1, € coercivo.

Demonstracao do Teorema B: Utilizando novamente o Teorema B.7 (cf. Apéndice
B), provaremos que o funcional associado a (PD) é coercivo e f.s.s.c.i.

Afirmacgao 2.3. [ € coercivo.

De fato, temos por (2.8) que

AF@@M—%&AMWg—LG@M+LM@m.

Para u € H}(Q), considere

u = (/ Vqualdx> Y1, U=u-—u,
Q

u € E()\l) eu e E()\l)J',

sendo assim,

dai

G(u(z)) < Glu(x)) + G(=a(x)),
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que implica

—G(u(z)) < = (G(u(z)) - G(—a(z))).

Logo para todo u € H} (), temos

Q
N
—~
é

—a(e)do + [ gla)ds
G(u(z dx+/G dx+/g( )dx
G(u(x))d:):+/ﬂ(|ﬂ|+4) d:er/Qg(I)dx

G

1
/F(w,u)dx——)q/uzdx <
Q 2 Ja

IA

IA
I

N

IN
|

G

|

(x))dx + || 1 (g + 4med(S2) + /Qg(a:)d:c
(x))dx + C'||al|, + 4med(S2) + /Qg(x)dx

<

IA
|
:a\s\:a\@\s\s\

G(u(z))dz + Cy ([lull, +1),
onde C é a constante positiva da desigualdade de Sobolev e

Cy = C + 4med(§2) + / g(x)dz.
Q

Segue que

1 1 1
I(u) = §/Q|Vu|2dx—§)\1/gu2dx— (/QF(x,u)d:r—ﬁ)\l/u d:c) /Qhudx

1 1
> —/|Vﬁ|2dx——)\1/a2dx+/G( (z))dz — Cy (||, + 1) /hadx.
2 Q 2 Q Q Q

Como @ € E(\)*, temos (cf. Castro [10], p.33)

/ 2dm<—/]Vu| dx

e pelas desigualdades de Holder e Sobolev, temos

I > (1 - i:) [ 19l de =yl + 1)+ C bl il + | Glata))da
)/Q|Va|2d93 = Ca(flull, + 1) +/QG(u(g;))dx,

v

[V

| —
N

—_

|

|>/

flrt
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onde

Cy=Cy +C|hl,.

Segue que I é coercivo pois
v — / G(v(z))dx
Q
é coercivo sobre F(\) e

2 —12 ~112
lully = llally + 1l

assim quando |lul|;, — oo temos ||u|l, — oo ou |||, — oo. Logo a Afirmacao 2.3 é
verdadeira.

Afirmagao 2.4. [ ¢ f.s.s.c.i.

De fato, de u,, — u em H}(Q), temos

U, — uem L2(Q); u,(r) — u(z) qtp. x€Q; |u,(2)| <gilx) qt.p. x€.

onde g; € L*(Q).

Segue do lema 2.1, que para todo t € R

1
F(ZIZ’,t) S 5)\11;2 +g($)7
dai

1 A
F(zun) < Shifunl* + (o) < 5

5 g (z)? +g(x) qt.p. ze€.

Como F(z,u,) — F(z,u), entdo pelo lema de Fatou resulta que

limsup/F(:U,un)de/F(x,u)d:v.
0

n— oo QO
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Portanto

1
I(u) = §/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)dx—/Qhudx

1
< limian/ |Vun]2 dx—limsup/ F(z,up)dz — lim [ hu,dz
n—00 N—s00 n—oo Jq
< lim inf |Vun] dr —liminf | F(z,u,)dx — lim [ hu,dz
n—oo n—oo n—oo Q
< liminf{ /|Vun| dx—/ (x,un)dx—/hundx}
n—oo Q

= liminf I'(u,).
n—oo

Decorre das Afirmagoes 2.3 e 2.4 e utilizando Teorema B.7 (cf. Apéndice B), que existe
u € H}(Q) satisfazendo
I(u) = min I(v).

vEH&

Devido ao comportamento critico de f, segue que (cf. Ambrosetti & Prodi [3])

IeC (Hy(Q),R)

e
<I/(u),v> =0,
ou seja,
/ VuVudr = / f(z,u)vdx +/ hvdx, ¥ v € Hy(9),
Q Q Q
mostrando que u é uma solugao fraca de (PD). Fica assim provado o Teorema B. |

Demonstracao do lema 2.1. De (F), temos que existe uma sequéncia de inteiros
positivos (ny) com nyyq > 2ng, para todo k € Z, k > 0 tal que

1
F(z,t) — §A1t2 < —k para todo |t| > ng e q.t.p. x € Q. (2.9)

Considere ng = 0 e defina

t| — g1

com ny_1 < |t| < ng.
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Observe que G € C' (R,R™) e que vale (2.6). Além disso, pela definigao de G, temos

k+2<Gt) <k+3, npy < |t < np (2.10)

Da condigao (C,) para algum 1 < o < 2* — 1, obtemos

1 1
‘F(w,t)—é)\th < |F(m,t)|+§)\1t2

IN

[ 151+ g (1 + 1)

a * 1 *
1P+ b(@) 1+ 5h (1 + 1)

Mas, para todo t € R, existe k € N tal que

ng_1 < ’t‘ < Ng.

Assim, para o caso em que k = 1, obtemos de (2.10)

1 * 1 *
F(x,t) — 5)\1152 < %n% + b(z)ny + 5)\1 (ni +ni)

* 1 *
_ %nf b+ 5 (0] ) +4 -4

Defina

* 1 *
n; +b(x)n; + 5)\1 (ni +n1) +4,

Portanto

F(x,t) — %Ath < —G(t) + g(x),

para todo |t| <nj e q.t.p. z €.
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Para o caso k > 2, obtemos de (2.9) e (2.10)

1
F(x,t)—§A1t2 < —k

< —(k-1)
< (k-1 +g@) -4
< —(k+3)+9(2)
< —G(t) +g(@),
para todo ng_1 < |t| <nie qt.p. z €.
Vejamos agora que
G(t) < [t] + 4,

para todo t € R. Assim dado t € R existe k € N tal que

ng_1 < |t| < ng.
Segue de (2.10) e do fato que ny > k para qualquer k > 0 que,
Gt)<k+3=(Fk-1)4+4<n1+4<Jt|+4
Provaremos agora a subaditividade de G. Considere
ng—1 < |s| <ng, n;_1 < |t] <n;

em =max{k,j}.

Entao segue que,

ls +t| < |s|+ [t| < nk+n; < 21y < Ny

Como |s + t| < ny,4q1 e por (2.10), obtemos

G(s+1t) (m+1)+3
kE+2+7+2

G(s)+ G(t).

INIA TN

Fica mostrado o lema 2.1. [ |
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Demonstracgao do lema 2.2. Suponha que a afirmagao ¢é falsa, entao existe C' > 0
e uma sequéncia v, € F(A;) tal que

n— 00, |v,ll; = o0 e / G(vp)dx < C,
0

limsup/ G(vp)dr < C < 0. (2.11)
Q

n—oo

Afirmacgao 2.5.
Dado qualquer o > 0, existe my > 0 tal que
med{z € Q / |v(z)] <mq|v|,} <a, VveEN\).

De fato, por contradi¢ao, suponha que existe ap > 0 e uma sequéncia (v,,). -, € E(A;)
tal que

1
med {x €Q/ |u(x)| < — anHl} > ap, para todo n, (2.12)
n

dai v, # 0, para todo n, pois caso contrario, existiria ny € N tal que v, (z) = 0 e
assim

X={reQ/ [om,(x)] <0} =0,

donde med(X) =0 < ay.

Sem perda de generalidade, consideraremos

1
med {x €Q/ |Jup(x)] < —} > ap, para todo n. (2.13)
n

Segue da compacidade da esfera unitéria de E(A;), pois dim (E()\;)) < 0o, que existe
uma subsequéncia, (v,) C E(A) tal que

v, — v em E(\).

Portanto v(z) # 0, V2 € Q e |v, —v|, — 0 quando n — oo, pois as normas |-|__ e
||-||; sdo equivalentes no espago de dimensao finita E(\).
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Assim, dado m € N, existe N > 2m tal que

v, — | < I para n > N.

Considere agora os conjuntos

A_{er/ yuN(x)|<%}, B_{er/ ]v(x)\<%}.

Se x € A, entao |vy(z)| < 1/N e

o) = [o(z) — un(z) + on(2)] < Jo(e) — ox ()| + ox ()] < fow = vl + 5 < -

Logo = € B, entao A C B. Segue que

1
med{x €eQ/ |v(z)] < E} > g, para todo m.

Portanto v = 0 sobre um conjunto de medida positiva e isto contradiz o fato que v(x) #
0, Vel

Logo a afirmacao 2.5 fica provada.
Agora considere ||v,||;, — oo e o conjunto

Ay, ={2€Q/ |va(x)] > mq |lvnlly},  para todo n.

Entao temos med (2 \ A,) < a. Pela coercividade de G, temos que dado § > 0, existe
M > 0 tal que

G(t) = B, |t| =M.

Seja B, = {z € Q / |vu(z)] > M}. Assim para x € A, temos

[on(@)| = ma [[onlly

dai A, C B, para n suficientemente grande.

Segue por (2.7) e pelo fato de que
Q=A4,U(Q\A4,),
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donde
med (2) = med (A,,) +med (2 \ 4,),
que implica
med (A,) > med () — a.

Para n suficientemente grande, temos

/Q Glon)dz = / G+ /Q Gl

> Bdx — G(vy)dz

Bn, OQ\Bn,
> pmed (B,) — (|va] +4) med (Q\ B,)
> Pmed(A,) — (M +4)med (2\ A,)
> B(med(Q) —a)— (M+4)a.

Logo,

lim inf/QG(vn)dx > [ (med () —a) — (M +4) .

n—oo

Fazendo o« — 0, obtemos

lim inf/ G(vy)dx > Pmed ().
Q

n—oo

Como f é arbitrario, temos

liminf/ G(vp)dz = oo
Q

n—oo

o que contradiz (2.11), logo

v»—>/QG(v)dx

é coercivo em E();). Fica demonstrado o lema 2.2. |
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2.3 Um Problema Nao-Ressonante, Autonomo, Sem
Condicao de Crescimento

Devido ao fato que f é autonoma, i.e., f(z,u) = f(u) para todo = em €2, reescrevemos
o problema (PD) como

{—Au = f(u)+h(z) , 2€Q

u = 0 , x €08 (2.14)

Como nao ¢ exigido qualquer condicao de crescimento em f, no sentido que condigoes
do tipo (C,) nao sado exigidas, ndo podemos utilizar aqui diretamente métodos varia-
cionais. Um dos argumentos utilizados é truncar a funcao f associando um novo problema
e obtendo a solucao por métodos variacionais para esse novo problema em combinacgao
com estimativas apropriadas.

Neste sentido, antes de apresentar a demonstragao do Teorema C, formulamos varios
resultados preliminares que demonstraremos posteriormente.

Lema 2.3. Suponha (A.), f: R — R continua

inf f(s) = —oo, sup f(s) = +o0. (2.15)

520 s<0

Entdo, para cada h € L>(Q), existe u € Hy(Q) N L>(Q) que satisfaz o problema (2.14)
no sequinte sentido

VuVudr = | f(u)vdx + [ hvde, (2.16)
J v = ] s |

para todo v € H}(Q).

A solucao contruida na demonstracao do lema 2.3 pode nao corresponder ao minimo
do funcional associado I.

Lema 2.4. Suponha (A), f: R — R continua

inf f(s) > —oo, sup f(s) < +o0. (2.17)
52> s<0

Entdo, para cada h € H1(Q), existe u € HY(Q) tal que f(u) € LY(Q) e satisfaz o prob-
lema (2.14) no sentido (2.16) para todo v € Hy(2) N L>®(Q). E mais, u é o minimo do
funcional associado ao problema (2.14).
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Diversos trabalhos consideraram condigoes de crescimento de apenas um lado sobre f,
por exemplo, a condigao do sinal f(s)s < 0 introduzida em [9], ou a condigao f(s)sgn(s) <

C(s)+c(ou f(s)sgn(s) > —((s) —c¢) onde ((s) = o <|s|2*) no infinito considerado por [2].

Lema 2.5. Suponha (A.), f: R — R continua

inf f(s) = —oo, sup f(s) < +o0. (2.18)
520 s<0
Entao, para cada h € L"(Q2) limitado superiormente (onde r > 1 se N = 2 er =
2N/(N +2) se N > 3), existe u € Hy(Q) limitado superiormente tal que f(u) € L'(Q2) e
satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para todo v € H}(2) N L>=(Q).
Lema 2.6. Suponha (A), f: R — R continua
inf f(s) > —oo, sup f(s) = +oo. (2.19)
520 $<0
Entao, para cada h € L"(Q) limitado inferiormente (onde r > 1 se N = 2 er =
2N/(N +2) se N > 3), existe u € H} () limitado inferiormente tal que f(u) € L*(Q2) e

satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para todo v € Hy(2) N L>=(Q).

Demonstracao do Teorema C: A demonstragao é por aplicacao direta dos lemas,
pois a funcao f satisfaz um das seguintes condigoes: (2.15), (2.17), (2.18) ou (2.19). W

Demonstracao do lema 2.3: De (2.15), existem a < 0 < b tal que f(a) > |h|_ e
f(b) < —|hl|. Defina

f(s) , sesc€la,b

f(s)=1 fla) , ses<a
fb) , ses>b.
O Problema
~Au = f(u)+h(z) , r€Q
{ u = 0 , x € 0N (2:20)

admite uma solucio u (no sentido fraco) dado que f satisfaz (A.) e ‘ f(s)‘ < C (cf.
Mawhin, Ward & Willem [24]).
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Afirmagao 2.6. a < u(z) <b qtp. x €

u(z) , seu(x)<b
w(z) = { b, seu(x)>b.

Tome w = u — up. Temos que u, € H (), de fato, tome

t , set<b
fb(t)_{ b set > b.

Y

Temos que &, ¢ uma funcao Lipschitziana cuja derivada f,l)(t) existe exceto em um
numero finito de pontos, entao, pelo Teorema B.8 (cf. Apéndice B) segue que

u(z) , seu(xr)<b

() = lu(a) = { "5+ e <]

pertence a Hj(2). Portanto w € HJ (). Segue por (2.20) que

/Q VuVwdz = /Q ( Flu) + h) wdz.

Seja
O ={reQ/u(x)>b},

assim temos, Vu = Vw, w = u—>b > 0em O e f(b) < —|h|_. Como em €y temos

f(u) = f(b), obtemos

F(u)+h = F(b) + h < £(b) + Al < 0.

Logo

/ Vwl[*dz <0, z €.
Q

Portanto w =0 q.t.p. x € €)1 obtendo que
w=0 qgtp.xe€Q e ulx)=u(z) qt.p. veld
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(i) a <wu(z) ;

Demonstracao andloga ao item(i). Basta definir

Logo a afirmacao 2.6 é verdadeira.

Portanto f(u) = f(u). Entéo existe u € H}(Q)NL®(Q) que satisfaz o problema (2.14)
no sentido (2.16) para todo v € H}(Q). [ |

Demonstracao do lema 2.4: Para a demonstracao deste lema faremos uso do
seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.7. Suponha

f(s)>1" |, ses>0
f(s) <S™ |, ses<0.

Tome u € H (), ¢ € HY(Q)NLX(Q) e —1/2 < a < 0. Denote v, = ¢ — au, entio
existe | € L'(Q) tal que

F(u+tv,) — F(u)
t

>1l(x) qtp.xzeQ, te(0,1)

A demonstracao deste lema sera feita posteriormente. Utilizando este resultado, segue
que

Pelo fato que A, < A1 e pela Proposicao 2.1., temos

i(As) > 0.
E ainda temos que para todo € > 0 existe b € R tal que

A
F(s) < (—;_6)82 +b, paratodo s € R.

Assim pela demonstragao do Teorema A, existe u € H}(Q) tal que

I(u) = min I(v).

vGH&
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Logo obtemos que

Iu+tv) -1
(u+tv) = I(u) >0, paratodov € Hj(Q) et > 0.

Assim,

t F tv) — F
/Vquda:+—/ ]Vv|2dx2/ (uttv) (u)dx+/hvdw.
0 2 Ja 0 t 0

Faga v = v, = ¢ —au, onde —1/2 < a < 0, ¢ € H}(Q) N L>(Q).

Temos pelo lema 2.7 e pelo Teorema do Valor Médio que

F(u+tv,) — F(u)

= f(&a)va > U(z), 1€ LY(Q),

t
onde
min {u + tv,, u} < & < max{u + tv,, u} .
Fagat = —a e & q(x) = n4(z) entdo

min { (1 + o®)u(z) + ap(z),u(z)} < na(z) < max {(1+ o*)u(z) + ap(z), u(z)} .

Assim
No(x) — u(z), quando a — 0, e
F 1) al) — F(u())ua(), quando o — 0.
Agora
/Vquada:—g/ |Vvoé|2 dx Z/f(na)vader/hvadx,
Q 2 Jq Q Q
dai

liminf{/ VuVu,dr — g/ |Vva|2dx} > liminf{/ f(na)vadm—i—/hvadx},
a—0 Q 2 Q a—0 Q Q
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donde

VuVedr > liminf/f(na)vad:v—l—/ hedzx.
Q a=0Jo Q

Usando o lema de Fatou, obtemos

/ VuVodr > / fu)pdz + / hodz, ¥ o € Hy(2) N L®(Q).
Q Q Q

Trocando ¢ por —¢, obtemos

/ VuVedr = / f(u)pdx + / hodz, ¥ o € Hy(2) N L®(Q).
Q Q Q

Agora considere # : R — R dada por
-1, set<—1
0(t) = t o, se |t <1
1, set>1.
Temos pelo Teorema B.8 (cf. Apéndice B) que 6(u) € H(2), logo 6(u) € HI(2) N

L>(€2). Assim tomando ¢ = 6(u) obtemos que f(u)f(u) € L'(Q), e consequentemente
|f(w)0(u)] € L*(2). Assim

J o) e - /“ Ll J

[lul<1]

Logo

/ |f(u)] dx < oc.
(lul>1]

Como

u)|ldx = w)| dx w)| dx
/Q ()] /{M F(w)de + /{M )

obtemos que

/ |f(u)|dx§/ C’da:ﬁ/C’d:E:Cmed(Q)<oo.
(lul<1] (lul<1] Q

Portanto f(u) € L'(Q). [ ]
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Demonstracao do lema 2.5: Temos que existe b > 0 tal que f(b) < —sup h(z).
€S

Defina

Agora, considere o problema

~Au = f(u)+h(x) , r€Q
u = 0 , x € 0.

Temos que este problema satisfaz o lema 2.4, entao existe u € H{(2) tal que f (u) €
LY () e

/ VuVudr = / fu)vde + / hvdz, para todo v € Hy(Q) N L®(Q).
Q 0 Q

Afirmagao 2.7. u(z) <b q¢.t.p. x €.

De fato, seja T'= —Au — h. Temos que T' € H'(Q). Agora se p € H}(Q) N L=(Q),
temos

/(—Au—h) godx:/—Augp—hgpdmz/Vquodz—/hgpdx:/f(u)cpdx.
Q Q Q Q Q

Portanto temos que 7" = f (u) no sentido das distribuicoes, e assim

<Top>= [ Feds, o€ HYQ)NL¥(Q).
Q
Definimos, w = u — uy, onde

wp(x) = { u(z) , seu(x)<b

b, seu(x)>b.
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Temos que f(u)w € L'(Q), de fato,

/f Ywdz = /Qf(u)(u—ub)dx

= fu)(u—w)dx + fu)(u = w)de
[u<d] [u>b]

- /[u>b] (f(u)u - f(u)ub> dx
- /[ O e ds

= b dr — b)bdzx.
f( )/[u>b]u ! [u>b]f( ) !

Como T = f(u) € L. (), pois f(u) € L'(Q), segue por Brézis & Browder [6] (cf.
Teorema B.11, Apéndice B) que

<T,w >= / fw)wdz,
Q

donde

/Q VuVwds = /Q ( Flu) + h) wdz.

Pelo mesmo argumento do lema 2.3, temos que u(z) <b q.t.p. z € Q.

Portanto u(z) = uy(z) q.t.p. z € Qe assim f(u) = f(u) qt.p. z € Q. Logo existe
u € H}(Q) limitado superiormente que satisfaz o problema (2.14) no sentido (2.16) para
todo v € HY(Q2) N L>(Q). [ |

Demonstracao do lema 2.6: A demonstragao é anédloga ao lema 2.5.

Demonstracao do lema 2.7:
e fixamos r > 0.

Temos

rf(s) >1I"r, paras>0,

donde
rf(s)>—|Itr|=—|I7]r].
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Portanto
rf(s)>—|I"r|=—|I"||r|, paratodor>0 e s>0.

e fixamos r < 0.

Temos
rf(s) >S"r, paras <O,
donde
rf(s) 2 =|57r| = =57 Irl.
Portanto
rf(s)>—|S"r|=—=1]S7||r|, paratodor <0 e s<O0.

Agora fazemos dy = max {|I"|,[S7|}, logo

—dp |r| paratodor >0 e s>0

rf(s) =
{ rf(s) > —dy|r| paratodor <0 e s <0. (2.21)
Pelo Teorema do Valor Médio, temos
Fu+tv,) — F(u
it POy, (2.22)
onde
min {u + tv,, u} < & < max{u+ tv,, u}, (2.23)

donde para t € (0,1) temos,

= (Jul + |val) < &a < ful + |val
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Agora defimos

Qo ={z e/ |ou(z)| < e},

onde u € L>(f),) e consequentemente v, € L>(§2,).

Assim existe M > 0 tal que |u| + |va| < M, q.t.p. x € §,, portanto

| f(&t.a)] |Val < (max \f(z)\) [val, q.t.p. x € Q.

|2|<M
Observe que

(s 7)) el € 2162,

lz|<M

(2.24)

Observacgao 2.1. Temos que f(&.q)va € mensurdvel, pois F(u+tv,) e F(u) sio men-

surdveis, e consequentemente o quociente

F(u+tv,) — F(u)
t

é mensurdvel.

Considere agora x € Q¢ i.e.
o) )

|o(2)] < |au(z)].

Afirmacgao 2.8. Sgn(u) = Sgn(v,) para x € Q.

De fato, de (2.25), temos

—au| < ¢ < |aul.
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Analisando cada caso:

o > 0,au > 0, temos

—au < ¢ < au que implica ¢ — au < 0;

o p < 0,au > 0, temos

—au < ¢ < au que implica ¢ — au < 0;

o v >0,au <0, temos

au < ¢ < —au que implica ¢ — au > 0;

o p < 0,au <0, temos

au < ¢ < —au que implica ¢ — au > 0.
Obtemos que,

e se u > 0 entao au < 0, logo v, = ¢ — au > 0;

e se u < 0 entao au > 0, logo v, = ¢ — au < 0.

Reciprocamente.

e se v, > 0, temos ¢ — au > 0, logo ¢ > au, de (2.26) temos au < 0. Como a < 0
entao u > 0;

e se v, < 0, temos p — au < 0, logo ¢ < au, de (2.26) temos au > 0. Como a < 0

entao u < 0.

Portanto a afirmacao 2.8 é verdadeira.

Por (2.23), obtemos

&,
(z)

seu(x) >0 entao 0 < u(z) <
<u

o(x) para todo x € Qf
se u(z) <0 entdo & () <

0 para todo z € Q. (2.27)

Temos assim,

f(gt,a)va > - [f(gt,a)var .
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Afirmacao 2.9. [f(&a)va]l” < [f(&ta)u(—2a)]” para todo x € .

De fato,

o s¢ f(§a)va = 0 entao [f(§ra)va]” = 0, logo [f(&a)val < [f(§ra)u(—=2a)];

e se f(&a)va < 0 entao [f(gt,a)va]_ = —f(&a)Va-

Como sgn(u) = sgn(v,), temos que f(&q)u <0, assim f(& )u(—2a) <0, dai

[f(ft,a)u(—Qa)]i = 2af (&t a)u.

Para = € €)%, temos

V] = |¢ — au| < || + |au| < |au] + |au| = 2|au| = —2a |ul,

logo
|va| < —2a|u|  para todo x € Q.
Assim se v, < 0 entdo f(&,) >0 e u < 0, donde de (2.28) temos
20 |u| < vy < —2a|ul,
e consequentemente —v, < 2au implica — f(&.0)va < 20uf(& o). Portanto

[f(ea)val ™ < [f (§r0)u(=20)]"

Por outro lado se v, > 0 entdo f(&.,) <0 e u > 0, donde de (2.28) temos
20 u| < vy < =20 |ul,
e consequentemente —v, > 2au implica — f(&.0)va < 20uf(& o). Portanto

[f (&ra)va] ™ < [f (Gra)u(=20)]"

Logo a afirmacao 2.9 é verdadeira.
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Assim

[(&.a)Va = = [f(&ta)val” = = [f(&.a)u(—2a)]” para todo x € €.

Por (2.27) podemos tomar em (2.21), r = u(z) e s = & (), donde

uf(&a) > —dolu|, paratodo z € Q,

assim

—20uf(&q) > 2ady Ju|, para todo x € QF. (2.29)

Afirmacao 2.10. [—2auf(&.0)] < [2ado|ul]”  para todo x € .

o se —2auf(& o) > 0, entdo [—20uf(&t.q)]” = 0. Portanto

[—2auf(&a)] < [2ad [ul]

o se —2auf (&) <0, entdo [—20uf(&a)] = 2auf(&a). Como 2ady |u] < 0 entdo
[2ady |u]]” = —2ady |u|. De (2.29), temos

[—2auf(§a)l” < [2ad [ul]”

Logo a afirmacgao 2.10 é verdadeira.

Portanto

f(&ta)va > —[2ady |u|]”  para todo = € €. (2.30)
Agora defina

- (maX |f(z)|> lva| , paratodo x € £,

|lz|<M
— [2ady |ul]” , para todo x € ¢,

donde [ € L*(Q).

Usando (2.22), (2.24), (2.30), temos

Ja —F
(u+ w:) (u) >l(z) qtp.zeQ, te(0,1).
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Problemas de Contorno Elipticos:
Solucoes Positivas

Primeiramente, a titulo de motivagao, provaremos um resultado elementar sobre nao
existéncia de solugao. Em (PD, ) tomamos f(z,u) = f(u), de modo que (PD,) reduz-se
a

—Au = f(u) , z€Q
u>0 , u#0 , z€Q (3.1)
u = 0 , x € 0.
Supomos f: R — R continua satisfazendo
f(t)=0parat <0, f(t)> M\t parat>D0. (3.2)

Observagao 3.1. Sob as condigoes (3.2), o problema (3.1) ndo tem solugdo u € Hy(2)N
L>(Q). De fato, se u € uma solugdo de (3.1), temos

/Vqudx = / f(w)vdz, ¥ v e Hy(Q).
Q Q

Seja p1 a primeira autofungao associada a A1, fazendo v = 1 obtemos,

Al/goludx:/Vquoldx:/f(u)galdx.
Q Q Q

Como, f(t) > Mt parat > 0, tem-se

/Vchpldx>/\1/g01udx.
Q Q

Contradicao.

49



Capitulo 3. Problemas de Contorno Elipticos: Solucgoes Positivas

Em decorréncia da observacao acima concluimos que

—u = f(u) , z€(0,m)
u > 0 , x€(0,m)
uw(0) = u(r) = 0

onde f(t) >t (\; = 1), nao tem solugao v € Hy(0,7) N L>®(0, 7).

O Teorema D resolve o seguinte problema:

—Au = uf , el
u>0 , u#0 , e
u = 0 , x € 0%,

onde Q C RY é um dominio regular limitado e 0 < g < 1.

A demonstracao do Teorema D serd obtida através de varios resultados preliminares.

3.1 Unicidade de Solucao.

Teorema 3.1. (Unicidade de solugdo). Suponha (£2) e (f4). Entao o problema
(PD,) tem no mdrimo uma solugdo fraca u € H}(Q) N CH*(Q).

Demonstragao: Suponha que ui, uy € Hi(Q)NCHY(Q) seja solucdo de (PD,). Para
mostrar que u; = up q.t.p. = € €2, basta mostrar que

T TR P (33)

Uy U2
De fato, suponha que a desigualdade acima seja verdadeira e por absurdo, suponha que
uy # ug em ) i.e., existe zg € Q tal que ug (o) # ua(xo). Assim sem perda de generalidade

seja uy (o) < uz(z). Como u; e uy sdo solugdes de (PD, ) temos up, uy € C1*(€), entdo
existe uma aberto €y C € tal que xy € Qp e uy(z) < us(z) em Q. Considere agora,

U ={reQ/u) <ua)};
Qy = {z€Q /[ u(x) > uy(w)}.

Entao para = € ), temos

’LL% —u% = (Ul +U2) (Ul —’LLQ) < 07
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assim por (f4)

f<x>u1) . f(:l?,UQ)

Uy U2

> 0,

logo

/| Hol o) o <o

Uy Uz

Para = € )y, temos analogamente

/| o) SE) g g <o,

Uy Uz

Portanto

/ {f(:c,ul) B f(:c,ug)] (6 — ) do — {f(axm) _ f(x,uz)} (i — 2) da

Uy U2 o Uy U2
_'_/Q {f(fizlul) . f(a;;UQ)] (u% . u%) dr
flz,ur)  fw,ug) 2 2
+/[m:u2] [ " — ” } (ul —u2) dzx.

Concluimos assim que

/Q [f(a:,ul) B f(a:,w)] (uf —uj)dz <0 (impossivel).

U Uz

Logo uy =us q.t.p. x € Q.
Agora demonstraremos (3.3). Sabemos que pelos lemas 1.1 e 1.2 que uy, us € W2?P(Q)N
Cl(Q) e
—Au; = f(z,u1), qtp ze;
—Auy = f(z,u), q.t.p. x €l

Como uq,us > 0 em €2,temos

—Auy I Auy _ [z, u) . f(a:,u2)‘

Uy U2 U U2
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Logo

[ 8]y [ [,

Uy Uz

Afirmagao 3.1. Se uy,up sao solugoes de (PD,), entao,

Yer2@Q), ¢ 2er1>Q).

U2 Uy

De fato, vimos pelo lema 1.2 que se u é uma solugao de (PD,) entdao u € C1(Q), u > 0
em ) e Ju/On < 0 em OS2, onde n é o vetor normal exterior a 0f2.

Ainda du/0n € C(£2). Como Q ¢ regular pelo teorema de extensdo (cf. Gilbard &
Trudinger [17], p.131) temos que para Vyq(vizinhanga de 992), du/dn € C (Vag).

Entao para cada z € 01, existe B,.(x) C Vyq tal que 0u/0n(y) < 0 para todo y €
B,.(x). Agora seja

Vo = UgeanBr().

Note que Vj é aberto e du/0n < 0 em Vy. Como du/0n € C (Vaq) segue que du/dn(z) < 0
para todo = € Vj, logo

—0u/0n >0 em Vj.

Como Vj é compacto, temos que —du,/dn assume maximo e minimo positivos em V.
Logo, as solugdes uy, uy de (PD. ), satisfazem:

(i) —0uy/0n > 0, —0uy/On > 0 em Vg;

(il) —0uy/0n, —0uy/0n assumem maximos e minimos em V5.

Como as fungoes sao positivas podemos compara-las. Assim existe C; > 0 tal que

0< C’l_aul < (] max ﬂ < min —Oup < —8u2.
an 0

Vo n 87] 877

52



Capitulo 3. Problemas de Contorno Elipticos: Solucgoes Positivas

Assim

—8u1 < —8uQ
on — On

, para todo x € Vj.

Integrando na dire¢ao de n do ponto = € Q N Vj até o ponto z¢ € 0S2, temos

o —(3u1 o —8U2
dn < dn.
Cl/x on 1= /x on

Entao

—C1 (ur (o) —wr(z)) < — (u2(z0) — ua()) .

Isto implica, devido uy(xg) = uz(xo) = 0 (pois xg € IN) que
1

— < —, para todo x € QN V.

U2 Cl

Assim, préximo da fronteira temos que u; /uy é limitada. Agora, tomando ' C € tal
que Q = {x € Q / dist(x,09) > r/2}, temos que u;, uy assumem méximos e minimos em

Q' pois uy, uy € CH¥(Q). Entao, como uy, us > 0 em €, obtemos

Couy < Cymaxu; < minug < uy para algum Cy > 0,
o Q

donde

U 1 —
- < — paratodox € (.
U2 Cy

Tomando-se C' = max {1/Cy,1/C5} e como Q C Q C (QUVj), obtemos

u
< C, para todo x € €.
U2

Portanto u; /uy € L*(£2), e analogamente, us/u; € L>(€2).
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Afirmacgao 3.2.

u? u3
—, % € Hy(Q)
U2 Uy
De fato, como uy,uy; € C1*(9) entdo,
2 .2
U1’ Uy Q)
U U7
e
9 (ul\  2uy (Qui/0x;)us  (Oug/Ox;) ui
aIL’i Uo n U% u%
U Ou;  u? duy
Ty Ox u3 Ow;
0 (u3\  2ug(Qug/O0x;)uy  (Ouy/Ox;)uj
Ox; \uy ) u? u?
_ ugOug w3 Ouy
 Twy Ox; 4?0y
Portanto,
2 2 2 2
u u u u u u
v(i):ziw“—%vw,v<i)= —2Vuy — —2Vuy.
Uz Uz Uuj U U uj
Como I
—, 2 € L®(9),
U U7
existe C' > 0 tal que
e
U2

donde
U
—L < Cuy < Cy,
Uz

pois u; > 0 e u; € L>(£2). Logo, temos
ui

— € L>*(Q).

U2
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Analogamente, u2/u; € L°(€2). Como L>(Q) — L*(Q), temos

2 2
Uy Up

1 2 cCH Q)N L*Q).

Mostraremos agora que,

De fato, como u /us € L>(£2), temos

2
U
/ 2| dr < / VP do = Cy 2 < o
Q| U2 Q
e também
u? 2
/ —Vuy| dr < 02/ Vs |* dz = Cy [|us||; < oc.
Q| Uz Q
Portanto,

2
27, | %wz e L2(Q).
2

Como L*(€) é um espaco vetorial, temos que V (u?/uy) € L*(f) e assim

2
U e g0

U2

Analogamente, u2/u; € H'(Q). Resta mostrar que

2 2
ﬁ:%:OsoblreaE)Q.

U2 Uy

De fato, sabemos que uy/ug € L=(2), ug,ug > 0em Q e uy = 0 em 0. Além disso, como
u; € C1(Q) entao, se (x,) C Q tal que z, — x € 99, temos que uy(x,) — ui(z) = 0.

Dai

2

Uu Uu
lim —(z,) = lim —1(:Bn)ul($n) = 0.
Tn—T Uy Tn—T U9Q
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Portanto

2
ﬂ(:zc) = 0, para todo = € 0.
Uz

Assim, u?/uy pode ser estendida continuamente até a fronteira (cf. Elon [22], p.175).
Portanto

Analogamente, u2/u; € H}(Q). Logo a afirmagao 3.2 é verdadeira.

Afirmacao 3.3. Se uy,uy sdo solugoes de (PD.), entdo,

[ [ B oy ez

Uy U2

L[R2 gy [ [0 L00) (o

donde

~Au; A ; i
/[ u1+ﬁ} (uf —u3) de = /{ —Auy - U1+Aulu—+A 2k~ Ay - Uz}dif
Q Q

U1 U9 (5)
N 0%uy u2 0%uy u? 0%u
1 -2 2 “1 2
/Q{ Z; lz: 02 uy Zz: 07 uy Z }
6’ 3u1 8u1 8“2 8u2 8u2
/Q {; 0x; 8;1:Z 8:1:1 8:1:1 ( 1) Z ox; Ox; ( 2> Z ox,; 0x; }
/ {|VU1| — 2 VuQVul + |V | — 2 VUQVU1 —|— ‘VU2| + |Vu2| }

2
:./{hm_ﬂwm }mzo
Q Uz

Portanto o Teorema 3.1 esta provado. |

2

—+ ‘VUQ — @Vul
Uy
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3.2 Condicao Necessaria.

Teorema 3.2. (Condi¢cdo Necessdria): Suponha (f1), (£2), (f4) e que u € Hg(2) N
L>(Q) € uma solugao de (PD,) entdo

i(ap) < 0 < i(as).

Observacao 3.2. De (f4), temos que

Sabemos que f(x,1) € L>(Q), logo existe C' > 0 tal que

—C < f(x,1) <C qtp. x e
Dai ax(z) < C qitp. x€Q eap(r)>—C qt.p. x e Note que

i(ag) =  inf {/ \Vo|* dz — / ao(x)v2dx} :
veH, vlp=1 LJq [v£0]

Assim, temos

/ ao(z)vide > —C vidr = —C,
[v#0] [v#0]

logo

/ ao(z)v?dr > —o0.
[v#0]

Portanto
i(ap) € [—00, +00).

Analogamente, temos

i(ax) =  inf {/ IVol? da —/ aoo(x)vgdx} :
vEHg, [v|p=1 Q [v#£0]
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Assim
/ oo (2)02dr < C vidr = C,
[v#£0] [v#£0]
logo
/ oo (T)v?dT < 00,
[v£0]
portanto

Demonstragao do Teorema 3.2: Suponha que u € H}(2) N L>®(Q) é uma solugao
de (PDy), entao u € L*(Q) e

Y =lewu>0em €.

0

|U|0

Entao

ilag) = inf {/ |Vv|2da:—/ CLO(JZ)UQd(E}
veHg, lp=1 /o [v£0]

<[5 () o [ (i)

Jo \Vu|? do — f[v;é()] ao(z)u*dz
o u|® dz '

Por outro lado, por (f4) e u > 0 segue que

fle,u) < ap(z) = lim f(z, S).

U s—0 S
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Como u é solugdo de (PD, ), entdo

/|Vu|2dx:/f(x,u)udx:/f(x’u)u2dx</aou2dx.
Q Q Q U Q

Logo

/|Vu|2dx—/a0u2dx<0
Q Q

e portanto

i((lo) < 0.

Agora defina

p=i(a) =  inf {/ \Vol? da —/ a(x)dex}.
vEHS, |v|p=1 [v5£0]

Como a(x) € L>(£2), entao existe C' > 0 tal que

—C<a(x) <C qtp ze,

donde

—-C < / a(z)vide < C qt.p. x € Qepara Jv|, = 1.
[o£0)

Seja ¥ a autofuncao correspondente ao problema

—Aw—aw = pw , x €
w > 0 , z€Q (3.4)
w = 0 , xedfl
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Multiplicando (3.4) por u e integrando sobre €, temos

/V\I'Vudx—/d\llud:r;:/ullludx.
Q Q Q

Como u ¢ solugao fraca de (PD, ), temos

/QVUV\IJda::/Qf(:U,u)\I/d:E

Portanto

/Q(/L\Il—i-&\lf)ud:c:/gf(x,u)\lfdx.

Por outro lado, u < |u|_, assim u < |u|_ + 1. Entao

1
fadile+1) o S
lul  +1 u
logo
a(z)u < f(x,u).
Portanto
/d(x)u\lfdx < / f(z,u)¥dz, pois ¥ > 0.
Q Q
Como
/ pYudr + / a(z)u¥dr — / f(z,u)¥dx =0,
Q Q Q
temos que

/ wYudr > 0.
Q

Masu > 0e ¥ >0 em (2, logo i > 0. Por (f4) temos

flr,u) -

< a(x),

(o) = Jim £
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dai
i(a) = inf {/ \Vol* dz — / d(x)dex}
vEH], |v]|y=1 Q [v£0]
< inf {/ \Vol? da —/ aoo(x)vzdx} :

vEH], |v]|y=1 Q [v70]

ou seja,
i(as) > 0.

Fica assim demonstrado o Teorema 3.2. |

3.3 Existéncia de Solucao.

Teorema 3.3. (Existéncia): Suponha (f1), (£2), (£3) e (ap.~). Entdo (PD.) tem uma
solugao fraca uw € HE () N L=(Q).

Demonstracao: Primeiramente considere o funcional

1
[(u):E/Q\Vufdaz—/QF(x,u)dx, u € HY (),

onde

F(z,u) = /0“ [z, t)dt.

Observacao 3.3. Por (fl), se u > 0, entdo

F(z,u) :/Ouf(x,t)dtg /OUC(t+1)dt:C(%2+u).

Seu <0, entao

Pl = [ et =— [ w00t = f(o.0)u < 720}
pois f(x,0) > 0.

61



Capitulo 3. Problemas de Contorno Elipticos: Solucgoes Positivas

Logo para u < 0

Floo) < f0) < (5 +1ul).

donde

2
/F(x,u)d:nSC/ (u——i—]u\) dr < o0,
0 o\ 2

pois u € H}(Q) — L*(Q) — LY(Q). Logo I(u) estd bem definido.

Afirmacao 3.4. [ € coercivo;
Afirmacgao 3.5. [ é f.s.s.c.i.;
Afirmacgao 3.6. Eziste ¢ € H}(Q) tal que I(p) < 0.

Demonstracao da afirmacgao 3.4: Suponha, por contradi¢ao, que I nao seja coer-
civo, 1.e., que exista (u,) C Hy(Q) tal que ||u,|l, — oo e I(u,) < Cy. Entao

1
5/|Vun|2d:c§/F(x,un)d:c+Cl.
Q 0

Note que

F(z,u) C/2 (u® + 2|ul)

C/2 (u*+2]ul + 1)
C/2 (Ju| + 1)

2. C/2 (max {|u|,1})?
= Cmax{\u|2 1}

C (|u!2 +1).

IA A

IN

IN

Portanto

1
5/ \Vu,|* dz < 0/ (Jun|® + 1) dz + Oy,
Q Q

obtendo que |uy,|, — oo, quando n — oco. Defina

ty = |un‘07 Up =

assim |v,|, = 1. Como ||u,||; — 0o, temos que ¢, — oo e note que
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s 1 2 C Ch
Joulls = = s < €+ Smed (2 + .

n n

Como H{(£2) é um espago de Hilbert, passando para subsequéncias se necessério, temos
que

v, — v em Hy(); v, — v em L*(Q);
() — v(z) qt.p. xe€Q lv(x)|] < B(z) q.t.p. x€Q,

para algum v sobre a esfera unitdria de L?(2) e algum (3 € L?(Q).

F(x, t,v, 1
limsup/ (x;—Qv) < 5/ asov?d.
n—00 Q n [v#£0]

Primeiramente, observe que

Afirmacgao 3.7.

/F(w,tnv:{)de/ F(z, t,v! )dx—i—/ F(x, t,vl)dx.
Q [vn>0]

[vn <0]

Por um lado

/F x, tout / F(x, t,vf d:B+/ F(x, t,v})dz :/ F(z,t,v])dz,
Q v>0] [v<0] [vn>0]
donde
/F(x,tnvn)dz = F(z,t,u, dx~|—/ F(z,tyv,)dx
Q [vn>0] [vn, <0]

= / F(z,t,v )dm+/ F(z,t,v,)dx
= / F(x,t,v )dx—i—/ F(x,t,v )dx+/ F(z,t,v,)dz.
[v>0] [v<0]

[vn <0]

Observamos a ultima integral, para v, < 0, temos:

/ F(z,tyv,)dr < C/ by |Un] dx < C’/ tn |on| dz,
[vn <0] (v <0] Q

donde

/ Md:pgc/#d:p:(;/mdm
pn<o]  fn o 1 Q tn
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Como L?(Q2) — LY(Q), entao

Og/]vn|da:§0,
Q

Como t,, — 0o, temos

lim
n—00 J1, <0] t

A segunda integral é majorada por

/ F(z,tyvl)de < C’/ (ti (U;r)Q n 1> dx,
[v<0] [v=0]

donde
4N /42 +12 2
/ F(x,tyv,)/tyde < C/ {(vn) +1/tn}dx
[v<0] [v<0]

= C’/ (v;:)Qdm+(C'med{v§0})/ti.
[v<0]

Como v, — v q.t.p. = € Q temos que,

U = VpX[az0] — VX0 = v qtp. z € Q.

Como v < |v,| e v — vt qt.p. z € Q pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue temos

lim (U,J{)Q dr = / lim (U;)Q dr = / (v+)2 dr = 0.
n—00 J1,<0] [v<0] "0 [v<0]
Entao,
F(x,t,vf d{v <0
i [ EE ) g <y {/ (U:)zwwf}} 0.
n—00 J1,<q] n n—0o0 [w<0] tn
Agora observe que,

lim sup

U—00
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De fato, como f(z,u) < C(u+ 1) temos para u > 0 que

1
f(w,v) <C (1 + —) q.t.p. ©z €L
u u
Assim, para 6 > 0 temos
1
sup fl@,u) <C (1 + —>
u>s u )
Como
oo () = lim sup G0 =infs f(@,u)
U—00 u 6>0 u>s U
Assim, dado € > 0, existe d(e) > 0 tal que
sup T < @) e
u>6(€) u
logo
f(x,u) <as+e€, Yu>oe).
u
Portanto
v oo +€ , 4 9
/ fz, t)dt < 5 (w? = 8(e)?), Vu>d(e),
d(€)
donde

; /6(6) Fa 1)t < (am + €) 0% — (am + €) 5(6)2.

Assim, para u > d(€) temos

é(e) u 5(e)
2 [z, t)dt + 2/ fz,t)dt < (aso + €)u* — (ase + €) 6(€)* + 2/ f(z, t)dt.
d(e€) 0

0
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Segue que
2/0u fr,t)dt < (G0 +€)u* — (a0 +€) 6(€)* + 2F (z,0(e))

2F(x,u) < (Goo + €) u* — (a0o +€) (€)% + 2F (z,0(e))

W o e (5;)) +(2F<x,6<e>>).

u? u?

Seja ¢ > 0 tal que u > § > d(e). Tomando o supremo para u > ¢ temos

2F 5(e)? 2F (x,0
sup (q;’ v) < (oo + €) + sup — (Ao + €) () + sup —(x,2 (6>)
u>6 u u>s u u>d u
e Se — (ay +€) <0, entao para u > 0 temos
5(e)? 5(e)?
— (O + €) E;) < — (oo + €) E;) <0
Segue que
d(e)*
ilg)— (oo +€) = 0;
e Se — (as + €) > 0, entao para u > § temos
JOk d(e)?
_(aoo+€) 02 S_(aoo‘i‘ﬁ) 52
Segue que
d(e)” d(e)”
ilg—(aoo—l—e) 3 = — (G0 + €) 5

Assim, temos

2F (x,u)
2

sup
u>48 U

{ (oo + €) — (ano +€) 8(€)%/0* + 2F (x,6(€)) /0%, se — (as +€) > 0;
<

(Ao + €) + 2F (2,0(€)) /62, se — (as +€) < 0.

66



Capitulo 3. Problemas de Contorno Elipticos: Solucgoes Positivas

Portanto,

2F (z,u)

lim sup ————= < ax + €, para qualquer € > 0.
d—00 u>s u

Fazendo € — 0, temos

2F (z,u)

lim sup 5
U

U—00

< G-

Como t,v, = Uy, t, — 00, v — vt q.t.p. x € Q e assim v — v* q.t.p. z € {v > 0}.
Entao

lim sup

n—oo

F(z,t,of) 1 1
{ 7 : (v;{)g} < 5 0o q.t.p. x € {v>0}.

Assim,

F(x, t, v
limn sup Z & ntn)

n—00 t%

< §aoov2 q.tp.x €{v>0}.

Por outro lado,

F(z,t,0)) < C{ti (vf{)Q + 1} q.t.p. x € Q.

De onde obtemos

+
_F@}f%nv—") <cC { ()" + l} — (")’ qtpreq

Como (vh)? € L(Q), existe h € L'(Q) tal que, passando para subsequéncias se
necessario,

Pelo lema de Fatou,

n—00 n

F(x, t,vf F(x,t,vf 1
limsup/ de §/ lim sup Mdm < —/ asov?dr,
Q t [v>0] 2 [v>0]
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logo

limsup/ Mdm < 1/ aoov2de.
0 2 Jw>0)

Portanto a afirmacao 3.7 é verdadeira.

Agora considerando novamente a desigualdade

1
_/|Vun|2dx§/F(:v,un)dx+Cl,
2 Ja Q

fazendo u,, = v,t,, onde t, = |u,,, obtemos

1
—/ |thvn|2d:v§/F(m,tnvn)dx+01,
2 Ja Q

donde

1 9 F(z,t,vy,) C1
Q/Q‘VW’ de/Q—tZ dr + -

n n

Lembrando que v, — v em H}(Q), temos

1 o 1 9
P = -/|VU| dz
2 i 2 /g

1
liminf—/ Vu,|* da
2 Jo

n—oo

IN

IN

n—0o00 t2 n—00
n n

1
< —/ asov?dz.
2 [v>0]

lim inf / Mdm + lim inf %
Q

Como i(ax) >0 e

ot O\ 2 vt O\’
i(a) < /V( - ) dx—/ aoo< — ) dx.
Q v ‘o [v>0] v |0

= % [/ ’VU+’2d£L‘—/ oo () (v*)del
|U ’0 Q [v>0]
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E ainda

/}V'U*Fdxg/w'ufdxg/ Ao d,
Q 0 [v>0]

implicando que [v*|2 = 0.

Assim , pelo fato de a(z) < C

/ \Vo|* dz < / AoV dr < C’/ vidr = C |U+’§ =0,
Q [v>0] [v>0]

||U||1 =

implica que

Logo v = 0 (Contradi¢ao).

Portanto I é coercivo. Logo fica provado a afirmacao 3.4. ]

Demonstragao da afirmacgao 3.5: Seja u,, € Hj(2) tal que u,, — u € H}(Q). Pela
imersao continua H}(Q) — L*(Q), passando para subsequéncias se necessario, temos

U, — uem L*(Q), un(2) — u(z) qt.p. 2€Q, |u,(z)| <h(z) e LY Q)

assim

F(z,u,) < C(us+1) <C(R*+1) € LY(Q).

Pelo lema de Fatou, temos
limsup/ F(z,u,)dz < / lim sup F(z, u,)dz = / F(z,u)dz,
n— 00 (e} Q n—oo Q

visto que u, — u q.t.p. z € Qe F(x,u) é continua. Dai

() = ;/|Vu| das—/F(:z:,u)dx

< —hmmf/ V| d:z:—i—hmmf—/F(a:,un)dx
0

n—oo n—o0

= liminf{ /\Vun] dx—/ (x,un)dx}

= liminf I(u,).

n—oo
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Portanto I é f.s.s.c.i. Logo existe u € Hy(f2) tal que

I(u) = min I(v).

veH&

Observacao 3.4.

.. L 2F(x,u)
ap(z) < hzn_)%lf —z

De fato, como

ao(x) = sup inf f(x,u)‘
§>0 u<d u

Temos que dado € > 0 existe §(€) > 0 tal que para qualquer u € H}(Q) com 0 < u <
JOF

Go—c< inf f(x,u) < f(x,u)
u<d(e) u u
Assim
u(ag —€) < f(x,u),
logo
/ t(ap—e)dt g/ f(z,t)dt.
0 0
Portanto
U2
) (ag —€) < F(x,u).
Seque que
F
2 (LU,U) 2 ag — €.

u2

Entao para 0 < u < § < d(€) e para qualquer € > 0 temos que

F
ap — € < inf 2 (x;u)
u<d U

70



Capitulo 3. Problemas de Contorno Elipticos: Solucgoes Positivas

Fazendo ¢ — 0, obtemos

F
ap < lim inf 2 (z, u)
—0u<d u

Demonstragao da afirmagao 3.6: Temos que i(ap) < 0. Assim fixamos ® € Hj ()
tal que

/yvq>\2dx—/ a,®2dx < 0.
Q [®#0]

Podemos considerar & > 0 e & € L*(Q2) (caso contrério trocamos ¢ por |®| e trun-
camos P) e temos pela observacao 3.6 que

F 1
lim inf (7, u) > .
u—0 u? 2aq
Dai
lim inf 22 €®) 5 1 tp. xe{d+£0}
iminf —525— 2 500 qtp.z ,
ou equivalentemente,
F(x,ed 1
limiélf Flz, <2) > §a0<1>2 gtp. x € {d#0}.
e— €

Por outro lado, temos por (f3) que

f(z,u) > —Csu,

donde obtemos

F(z,u) > —Csu?.

Tomando € > 0 suficientemente pequeno tal que e® € [0, ], pois & € L>®(Q2), entao
para um certo ¢ fixado obtemos

F(z,e®)

2
> e,

€
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Por (cf. Bartle [4], p.64), temos ®* € L>(Q2) e entdao pelo lema de Fatou

a d F ) 1
liminf/ de > / lim inf Mdm > —/ ao®?dz,
Q Q [®5£0]

=0 €2 e—0 €2

onde obtemos

F d F d 1
/@dw > liminf/ @dw > —/ ao®?dz.
o € =0 Jo € 2 Jioz0)

Portanto,

F ) 1
—/ @dwﬁ ——/ ao®?dz.
o € 2 Jio0]

Assim

/|vq>| d —/ Fl, E(I))d:c< {/ V| dm—/ a0<1>2dx} <0.
[@40]

Entao para e suficientemente pequeno obtemos

1
:_/ |Ve<I>\2dx—/F(a:,e<I>)d:E<O.
2 Jq Q

Portanto existe ¢ = e® € H}(Q) tal que I(p) = I(e®) < 0.

Logo o infimo ¢ atingido por uma fungao u # 0 em Hj(Q2). Fica assim provado a
afirmacao 3.6. [ |

Afirmacao 3.8. u >0 em ).

Temos que F(x,u) < F(z,u"), o que implica —F(z,u") < —F(x,u). Assim

1 1
:—/ |Vu+‘2dx—/F(x,u+)dx§ —/\Vu|2dx—/F(:c,u)dx,
2 Jo Q 2 Ja Q

I(u™) = min I(v).

veH&

donde

Segue que u > 0.
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Agora temos

I(u+tv) — I(u) _
; =0,

para todo v € Hy(Q) e t > 0,

Assim obtemos

/Vqudm— / f(z,u)vdx > 0.
Q Q

Trocando v por —v temos

/ VuVudr = / f(z,u)vdr, para todo v € Hy (),
Q Q

ou seja, u é uma solucao fraca de (PD.).
Vamos mostrar que u € L*®(2). Para isso considere para cada k > 0 inteiro

_f max{f(z,u),—ku} , se u>0
fk(x,u)—{ fF(z,0) = f(x,0) , se u<0

e defina
k fk(xvu) ak fk CL’,U)

ag(x) = ligl_i(l)lf — ¥ () = limsup "

Observe que f*(x,u) satisfaz (f1), (f2) e (f3). Observe também que f(z,u) < f*(z,u),
entao para qualquer u > 0, temos

flaw) _ fu)

(T U
Dai
G flu) R )y
ag(x) = hgn_%lf ” < llquljélf = ag(x).
Logo

—ag(x) < —ao(2).
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E assim, temos

i(af) = inf {/ Vol da:—/ U2dl’}
vEH (Q),[v]o=1 [v£0]
< /]Vv[ da:—/ agvidr
Q [v#£0]
/|Vv|2dm—/ agvide,
Q [v#£0]

IN

donde

iag) <i(ag) <0,
ie., i(af) <O0.

Vamos mostrar que i(a® ) > 0, para k suficientemente grande. Para isso basta verificar
que

k

~) — i(as), quando k — oo,

i(a

pois i(ax) > 0 entdo i(ak ) > 0 para k > k.

De fato, como f(x,u) < f*(z,u) e f¥(x,u) — f(x,u), quando k — 0o, segue que

k
a® (r) = limsup fia,w) — limsup

00
U—00 u uU—00

[z, u)

quando k — oo.
Agora, por (f1)
¥ (z,u) = max {f(z,u), —ku} < C(u+1)

obtemos

Logo para ¢ > 0, temos
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Portanto

i.e., a* (z) < C para qualquer k.

Assim, pelo Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue e para v € Hj () tal
que |v|, = 1, temos

lim at vidr = / ooV?d.
[v£0] [v£0]

k—o00

Além disso,

i(a® )= inf {/ Vol dz —/ a];OUde} < / Vul? dx—/ a® vida.
veH lo=1 (Ja [v7£0] Q [v£0]

lim i(a*)) < / \Vol? da —/ s d.
k—oo Q [v£0]
Tomando o infimo, obtemos

lim i(a*)) < i(as).

k—o0

Por outro lado, temos para qualquer ¢ > 0, existe v € H}(€2) com lv], = 1 tal que

/ \Vol* dz — / a® vidr <i(ak) + e
Q [v#£0]

Logo

lim {/ |VU|2dm—/ CL'I;OUQdI} = / |Vv|2dx—/ asov’dr < lim i(a") + €.
oo Ua [v7£0] Q [v7£0] koo

Tomando o infimo e fazendo € — 0, temos
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Entdo i(a* ) > 0 para k suficientemente grande.

Agora defina,

Ik(u)z%/Q]Vu\zdx—/QFk(x,u)dx,

onde

F*(x,u) = /Ou ¥z, t)dt.

Considere agora, para cada k inteiro o seguinte problema:

~Au = fHxu) ,xeQ
u>0 , u#0 em €2 (3.5)
u=0 |, em Of).

Para k suficientemente grande todas as hipdteses do Teorema 3.3 sao satisfeitas, dai
para cada k > ko, existe u, € H}(Q) tal que

Ii.(ug) = min Iy (v)
vEH]

e uy, ¢ uma solugao fraca de (3.5).
Observe que

fk<$7u> :max{f(a:,u),—ku} SC(U+1), Vuz 0

0< ffz,u) = f(z,0)< C

IN

C(lul+1), Vu<O.
Logo
|fF(,u)| < C(jul +1) YueR.

Portanto pelo lema 1.1 temos que uy, € L*®(1Q).
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Agora seja v = min {u, ux} onde u é a solugao (PD,).
Afirmagao 3.9. I(v) < I(u).
Note primeiramente que pela afirmacao acima temos u = v. De fato,

I(u) = min I(w) < I(v),

weH&

donde I(u) = I(v) o que implica que v é uma solugao de (PD, ). Mas a solugao de (PD. )
é Unica, logo u = v, dai

e u € L*°(Q) donde u € L*>(Q).

Demostragao da afirmacao 3.9: Como u; é uma solucao de (3.5), segue que

Ii(uy) = l/|Vuk|2d$—/Fk(x,uk)dx
< /\v /Fk(x w)dr = I(w), Y w e H(Q).

Tome w = max {u, uy }, dai

1 1 1
—/ |Vuk|2d:v—/Fk(a:,uk)dm = —/ |Vuk|2dx+—/ \Vuy|? da
2 Q Q 2 [ug<u] 2 [ug>u]
—/ F*(x, uk)dx—/ F*(2, uy,)dx
[ug <u] [ur>u]
/]V /Fk(x w)dx = I(w)
1 2
= —/ (V| dz + = / |Vug|” dzx
2 [ug<u] 2 [ug>u]

—/ Fk(x,u)dx—/ F*(2, up)dx.
[ug<u] [ug>u]

IN
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Logo

1 1
—/ |Vuk]2d:17——/ |Vu|2d:c§/ Fk(a:',uk)d:c—/ F*(z,u)dx.
2 [ug<u] 2 [ug<u] [ug<u] [ug<u]

Por outro lado, como v = min {u, u; }, temos

1
I(w)—I(u) = /\w d:z:—/ (a:,v)dx—§/Qywy?dx+/QF(x,u)dx
1
= —/ \Vauy|* de + = / |Vu|2dx—/ F(z,uy)dz

2 [ur <u] 2 [ug>u] [ug<u]
1 1

—/ F(x,u)dx——/ |Vu]2da:——/ \Vul|® da

[ug>u] 2 [ug <u] 2 [ug>u]

/ F(x ud:p+/ F(z,u)dz
[ur<u] [ur>u]
1
— 5/ |Vuk|2 - ]Vu]z) dz +/ F(z,u)dr — F(x,u)dz
[ug <u]

[uk <u]

_|_

< / {F*(z,wp) — F*(z,u) — F(z,u) — F(z,u)} da.
[ug<u]

Portanto

I(v) = I(u) < / {F*(z,up) — F*(2,u) — F(z,w) — F(z,u)} da.

[ug<u]
Mas para = € {u; < u}, temos

F¥(x,up) — F*(z,u) — F(z,u;) + F(z,u) = /u{f(x,t)—fk(x,t)}dtgo,

pois f(xz,t)

< fk (:1: t) Como F*(z,uy) — F*(z,u) — F(z,u) — F(x,u;) < 0 segue que
I(v) —I(u) <0, i

I(v) < I(u).

E como visto anteriormente, concluimos que u € L*>(2). Portanto pelo lema 1.2.,

temos B
ue ), 0<a<1-N/p

e vale

u>0em (, @<Oema§2,
v

onde v é o campo vetorial normal exterior a Q e du/Jdv é a derivada de u na dire¢ao de
v. |
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Neste apéndice demonstraremos a desigualdade de Poincaré onde afirma que existe
uma constante Cq > 0 tal que

/ wdr < CQ/ |Vu|*dz, para todo u € H}(Q)
e Q

Desta forma, como H}(Q) = C3°(Q)"" basta mostrar a desigualdade para u € C5°(Q),
pois por densidade estendemos para qualquer u € H}(2). Sendo 2 limitado, existe a > 0
tal que

QCQ=][-a,a] x..x][-a,a CRY.

Seja u € C§(2) e defina u(z) = 0 para qualquer x € @Q \ €, assim

u(z) , ze€f

0 , z€@\Q.

Temos que u € C°(Q). Seja (z1,...,x5) € Q, assim pelo Teorema Fundamental do
Calculo,

w(zy, ..y ry) = —(t,xq,...xy) dit

2 1 8u 2
lu(zy, ..y zn)|” = —(t,xq,..xy) dt| .
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

donde

Como

|u($17"'7xN)|2 S

IN

[ e e <20 | { [

r

/“T ou 9y )

89;1 o, ...TN
a a 2
2a/_a 8—;1(1?,302, TN)

2

ou ot

8x1

(t Ta, ,I‘N)

ZL‘N)

2 @1
- [

independe da primeira variavel x;, obtemos pelo Teorema de Fubini

Analogamente, Vj =1, ...,

/u(x)Qd:vgéLaz/ ou
Q Qld

Agora

/u(x)2dx < 2a dx1~/ Ou —(t,xq,..xN)| dtdz,...
Q —a Q 81'1
ou 2
= 4a2/‘—(t,$2,...$N) dtdl’gdeN
Q axl
N, temos

Lj

/Q]Vu(x)|2 dx

(l’l, cees

v

$j—17t7xj+17 7$N)

2

/ ' 8x1 8ZEN
J/ Ou | +ot
0 8x1

N

Zl/4a2/u2dx

=1 @

N/4a2/u2dx.
Q
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12dt
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2
dt} dry...dxy.

dl‘l...d$j_1dtdl'j+1...dl‘N.

2
dx

ou

8ZEN

2
—_— }d:c
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Pondo Cq = 4a?/N, obtemos

/qua: < CQ/ \Vul>dz, Yu e CE(9).
Q Q

Agora parau € H}(Q), seja u,, € C§(Q) com u,, — uwem Hj(Q), i.e., ||u, — u||H3(Q) -
0, assim

I, — u||?{3(9) = / [y —ul® da +/ 'V, —ul® dz — 0.
Q Q
Logo

u, — uem L*(Q) e Vu, — Vuem L*(Q).

E claro que C5°(Q) — L2(Q) e como H( () é um espaco vetorial normado, entdo

| |un|o_|u|o | < |un_u|0_)0'

Portanto

’un|0 - |u|0.

Segue também que

|Vun|o - |U|0 ‘

Assim pelo Teorema B.6 (cf. Apéndice B) temos que

up(z) — u(z) qt.p. € lun ()| < a(x);
Vun(x) = Vu(z) qtp. z€Q;  |Vu,(z)| < 6(x),

onde a, 3 € L*(€). Assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obte-
mos

/ uidr < CQ/ |Vu|* dz, para todo u € H}(Q).
Q Q
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Além disso, temos, pela definicao

2 2
lally < llullz g

e pela desigualdade de Poincaré

iy = [ odo+ [ [Vuldo
< C'Q/|Vu\ dx+/|Vu| dx
= {C’Q+1}/|Vu| dx
Q
= Cullul.
Portanto [|-|| e ||-||; sdo equivalentes.
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Neste apéndice reuniremos os principais teoremas utilizados em nosso trabalho.

Teorema B.1 (cf. Brezis [5], p.169). Suponha Q C R" é um dominio limitado
com fronteira 9§ de classe C'. Entao

W2(Q) — L9(Q)) para todo q € [1,2%)

com injegdo compacta, onde 2* = 2N/(N — 2).

Teorema B.2 (cf. Brezis [5], p. 168). Suponha Q C RY é um dominio limitado
com fronteira 02 de classe C! e sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < co. Entao

o se ]lj — % > 0 temos W™P(€) — L7(€2) onde % = % - %
e se % — % = 0 temos W™?(Q2) — L%(Q2) para qualquer g € [p, 00);
o se % — % < 0 temos W™P(Q) — L>(Q2).

com injegoes continuas.

Teorema B.3 (cf. deFigueiredo [12], p.103). Suponha 2 C RY ¢ um dominio
limitado com fronteira 92 de classe C! e sejam m > 0 e 1 < p < oo. Entao para qualquer
J > 0 a imersao

. R N
WItme(Q) — C**(Q), onde 0 <a<1-— e

é compacta se m — 1 < N/p < m.
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Teorema B.4 (cf. deFigueiredo [12], p.103). Suponha @ C RY ¢ um dominio
limitado com fronteira 9 de classe C' e sejam m > 0e 1 < p < oo e j > 0 com
m>7j+ %. Entao

W (Q) < C4(0).

é compacta.

Teorema B.5 (cf. Kavian [21], p.42). Seja @ C RY um dominio limitado com

fronteira 9 de classe C% e f € LP(2) com 1 < p < co. Entao existe uma tnica fungio
w e W2(Q) N W, P(Q) tal que

—Au = f |, xe
u =0, z€d,

além disso, existe uma constante C' independente de f e u tal que

HUHWZP(Q) <C HfHLp(Q) .

Teorema B.6 (cf. Brezis [5], p.58). Sejam f, uma sequéncia de fungoes de LP(Q) e
feLP(),1<p<oo,tal que | f, — fll» — 0, onde © é um aberto de R". Entao existe
uma subsequéncia f,,; de f,, e uma funcao h € LP(f2) tal que

fn;(x) — f(x) para q.t.p. x € Q

‘fnj (I)‘ < h(x) para q.t.p. x € Q.

Teorema B.7 (cf. Struwe [26], p.4). Suponha V é um espago de Banach reflex-
ivo com norma || - ||, e seja M C V' é um subconjunto fracamente fechado em V. Suponha
E : M — R U 400 é coercivo em M com respeito a V, i.e., E(u) — oo quando ||u|| —
00, u € M e fracamente sequencialmente semi-continua inferiormente, i.e., para qualquer
u € M e qualquer sequéncia {u,} € M tal que u,, — u verifica-se:

E(u) <liminf E(u,).

n—oo

Entao E é limitado sobre M e o infimo ¢é atingido em M.
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Teorema B.8 (cf. Stampacchia [25], p. 54). Seja Q@ C RY um dominio limi-
tado com fronteira 9 de classe C! e seja 0(t),—oo < t < oo uma fungao Lipschitz
onde a derivada 6 (t) existe exceto em um niimero finito de pontos {ay,...,ax} e seja
u e H'”(Q),1 <p < oo. Entao

0(u) € H"(Q)

/

O(u)z; = 0 (u)u,, (no sentido das distribuigoes).

Teorema B.9 (cf. deFigueiredo [13], Teor. 1.14) Seja  C RY um dominio
limitado com fronteira 9 de classe C''(Q) e seja u € H(€2) uma solugao fraca de

Lu— > nmu=h em€), wu=0 sobre 02

onde Lu = —Au+ Mu e h € L* () e h > 0 em €. Suponha que m € L>®(2) é positivo
sobre um subconjunto de 2 com medida positiva. Assuma também que 0 < \ < pi(m),
onde /1 (m) é o primeiro autovalor com peso m. Entdo v > 0 em 2. Além disso, se h > 0
em um conjunto de medida positiva entao u > 0 em €.

Teorma B.10 (cf. deFigueiredo [13], Teor. 1.17) Seja Q C RY um dominio limitado
com fronteira 99 de classe C'(Q) e seja u € H} () uma solugao fraca de

Lu—Xmu=h em €, wu=0 sobre df)

onde Lu = —Au+ Mu, h € LP(2) com p > N e h > 0 em (). Suponha que m € L>(Q) é
positivo sobre um subconjunto de 2 com medida positiva. Assuma também que 0 <A<
w1 (M), onde py(m) é o primeiro autovalor com peso m. Entao a solucao u € C1*(Q) e

Ou/dv <0 sobre 0N

se h > 0 em um conjunto de medida positiva de €.

Teorema B.11 (cf. Brézis & Browder [6]). Seja @ C RY um dominio limitado
com fronteira 92 de classe C' e T € H~1(Q) N L},.(2). Suponha que existe uma funcao
fe LY Q) tal que Tu > f q.t.p. Q, entao T.u € L}(Q) e

(T, u) = /Q (T.0)(z)dz.
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