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RESUMO 

 

 

Problemas de corte e empacotamento estão presentes em diversos segmentos da indústria 
onde existe a necessidade de se cortar peças maiores em peças menores. Dentre os vários 
tipos de problemas de corte e empacotamento tem-se os problemas de corte de estoque, 
que consiste de cortar objetos em estoque em itens menores de forma a atender uma 
determinada demanda, otimizando um certo critério (função de objetivo). No presente 
trabalho é feita uma revisão bibliográfica de modelos matemáticos e métodos de solução 
que tratam de problemas de corte de estoque unidimensionais inteiros, ou seja, apenas 
uma dimensão é considerada e existem variáveis do problema que devem assumir valores 
inteiros. Um método de solução é proposto, diferente dos métodos encontrados na 
literatura, para o caso específico em que se têm diferentes tipos de objetos em estoque em 
quantidade limitada. O método proposto é baseado nos conceitos de meta-heurística 
utilizando algoritmos evolutivos para a resolução do problema. Testes computacionais 
foram realizados considerando um conjunto de exemplos gerados aleatoriamente, e os 
resultados de várias heurísticas foram comparados com os resultados do método proposto. 
O novo método mostra-se eficiente em relação à qualidade dos resultados obtidos e na 
redução do tempo computacional. 
 

 

Palavras-Chave: Otimização inteira, Problema de corte e empacotamento, Algoritmos 
evolutivos. 



 

 

ABSTRACT 

 

 

Cutting and Packing problems arise in different kinds of industries where a set of small 
items (output, demand) is cut from a set of large objects (input, supply). Among the 
different types of cutting and packing problems is the cutting stock problem, which 
consists of cutting a set of available object in stock in order to produce ordered smaller 
items in such a way as to optimize a given objective function. In this work we present a 
review of mathematical models and solution methods dealing with the one-dimensional 
integer cutting stock problem, e.g., only one-dimension is considered and there are integer 
variables. A solution method is proposed, different from the method found on the 
literature, to the specific case in which there are several stock lengths available in limited 
quantities. The proposed method is an Evolutionary Algorithm-based heuristic. 
Computational testes were run considering a set of randomly generated instances and the 
results of several heuristics methods were compared with our results. The new method 
showed efficient in terms of solution quality and computational time.  
 

 

Key-Words: Integer optimization, Cutting and packing problem, Evolutionary 
Algorithms. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

O problema de corte, genericamente, consiste em cortar unidades maiores 

(objetos) em unidades menores (itens) otimizando um certo objetivo (Morabito, 1994). 

Como exemplos de objetivo podemos ter: a minimização da perda, a minimização do 

número de unidades de estoque necessárias para produzir unidades menores, ou arranjar 

geometricamente as unidades menores dentro das unidades maiores. 

As primeiras publicações sobre o problema de corte de estoque aparecem na 

literatura por volta de 1940 (Kantorovich (1939) e Brooks et al (1940) apud Dyckoff e 

Finke (1992)), tendo ganhado mais ênfase apenas nos anos 60 com os trabalhos de 

Gilmore e Gomory (1961, 1963, 1965, 1966), que são modelos eficazes utilizados até os 

dias de hoje. 

O problema aparece em diversos processos industriais em que os objetos 

disponíveis em estoque possuem dimensões padronizadas, como barra de aço, bobinas de 

papel e alumínio, placas metálicas e de madeira (Dickhoff, 1990), ou por placas de 

circuito impresso, chapas de vidro e fibra de vidro, corte de tubos para equipamentos de 

calefação (Heicken e König, 1980, apud Dickhoff, 1990), entre outros, e os itens com 

tamanhos especificados pelos clientes são encomendados por meio de uma carteira de 

pedidos (Boleta et al, 2005). 

Outra abordagem pode ser vista em indústrias que possuem seus processos de 

produção atrelados ao empacotamento de unidades menores (itens) dentro de unidades 

maiores (objetos). O processo de cortar objetos em itens ou empacotar itens em objetos 

consiste em problemas idênticos, matematicamente falando, pois apresentam 

essencialmente a mesma estrutura lógica, podendo ser abordados com as mesmas 

formulações e estratégias de solução. Sendo assim conhecidos na literatura como 

Problemas de Corte e Empacotamento (PCE). 

Algumas das aplicações de empacotamento podem ser vistas em: alocação de 

comerciais em TV, alocação de programas em discos e fitas magnéticas, carregamento de 

veículos, problema de programação de veículos, corte de retalhos em fábrica de tecidos, 

ou em confecção de roupas, empacotamento de caixas em galpões, empacotamento em 

contêineres (Gehring et al, 1990; Haessler e Talbot, 1990; apud Dickhoff, 1990), 

carregamento de cargas em furgões e corte de espumas para colchões. 
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Em geral, estes problemas são formulados como problemas de otimização linear 

inteira e são difíceis de serem tratados devido ao grande número de variáveis envolvidas e 

devido à restrição de integralidade das variáveis (Boleta et al, 2005), sendo problemas 

pertencentes à classe de problemas NP-árduo e, portanto, obter suas soluções exatas em 

tempos computacionais razoáveis não é uma tarefa fácil. Desta forma, torna-se 

interessante o uso de heurísticas para sua solução.  

Segundo Boleta et al (2005) “a importância econômica aliada à dificuldade de 

resolução de problemas de corte e empacotamento tem motivado grande empenho da 

comunidade acadêmica na busca de métodos eficientes, o que pode ser notado pelo 

volume de publicações nos últimos anos”. 

Nas últimas duas décadas vários artigos, de revisão bibliográfica, relacionados ao 

problema de corte e empacotamento foram publicados: Dyckhoff (1990), Sweeney e 

Partenoster (1992), Downsland e Downsland (1992), Dyckhoff et al (1997) e Wäscher et 

al (2007). Alguns livros específicos ao tema podem ser citados: Martello e Toth (1990) e 

Dyckhoff e Finke (1992). Edições especiais de jornais, por exemplo, o Euopean Journal 

of Operacional Research, foram publicadas: Dyckhoff e Wäscher (1990), Bischoff e 

Wäscher (1995), Wang e Wäscher (2002) e Oliveira e Wäscher (2007). 

O presente trabalho é classificado, segundo a tipologia de Wäscher et al (2007), 

como sendo um problema de corte de estoque de objetos de tamanhos diferentes, 

apresenta uma heurística alternativa as heurísticas que têm sido apresentadas na literatura, 

sendo uma extensão do trabalho apresentado por Boleta et at (2005). Para comparar a 

qualidade da solução e o tempo computacional desta nova heurística utilizaremos os 

resultados obtidos na literatura. 

O texto está estruturado da seguinte maneira: no capítulo 2 são descritas duas 

classificações para os problemas de corte de estoque (Dychoff (1990) e Wäscher et al 

(2007)), a caracterização dos problemas de corte de estoque e uma revisão bibliográfica 

na área de corte é descrita. A metodologia e o algoritmo evolutivo desenvolvido são 

apresentados no capítulo 3. No capítulo 4 analisamos os resultados dos testes 

computacionais obtidos pela implementação do algoritmo evolutivo. No capítulo 5 são 

feitas as considerações finais, nas quais apresentamos a conclusão do trabalho juntamente 

com algumas propostas futuras. No Apêndice A são descritas as técnicas evolutivas 

utilizadas no desenvolvimento do algoritmo evolutivo proposto. 
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2 CLASSIFICAÇÃO, CARACTERIZAÇÃO DO PROBLEMA 

E REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

 

Este capítulo apresenta duas classificações para o problema de corte de estoque 

apresentada por Dyckhoff (1990) e Wäscher et al (2007), relaciona algumas limitações da 

classificação proposta por Dyckhoff (1990), define o problema de corte unidimensional 

inteiro com objetos de tamanho diferentes, apresenta a modelagem matemática para este 

problema e descreve problemas correlatos na área. 

 

 

2.1 Classificação dos problemas de corte 

 

Na literatura podemos encontrar algumas formas de classificação dos problemas 

de corte como, por exemplo, a descrita por Dyckhoff (1990), e a de Wäscher et al (2007). 

 

2.1.1 Tipologia de Dyckhoff (1990) 

 

Em 1990, Dyckhoff propôs uma classificação tomando por base a estrutura lógica 

dos Problemas de Corte e Empacotamento e suas principais características: 

dimensionalidade, mensuração das quantidades, forma e sortimento dos objetos e itens, 

disponibilidade, restrições dos padrões, restrições de alocação e sua viabilidade. Estas 

características foram agrupadas em quatro critérios básicos, usados para classificar os 

problemas, conforme a seguir: 

1. Dimensionalidade 

( 1 ) Unidimensional; 

( 2 ) Bidimensional; 

( 3 ) Tridimensional; 

( n ) n-dimensional. 

2. Tipo de alocação 

( B ) Todos os objetos e uma parte dos itens; 

( V ) Uma parte dos Objetos e Todos os itens. 
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3. Sortimento dos Objetos 

( O ) Um objeto; 

( I ) Objetos de figuras idênticas; 

( D ) Objetos de diferentes figuras. 

4. Sortimento dos itens 

( F ) Poucos itens (de figuras diferentes); 

(M) Muitos itens de muitas figuras diferentes; 

( R ) Muitos itens com relativamente poucas figuras diferentes; 

( C ) Figuras congruentes. 

Com esses critérios Dyckhoff classificou de forma consistente e sistemática os 

diversos tipos de Problemas de Corte e Empacotamento agrupando-os em classes, 

definidas por meio de uma quádrupla (a / b / g / d ), onde a, b, g e d correspondem, 

respectivamente, aos critérios 1, 2, 3 e 4 definidos anteriormente. 

 

Limitações da tipologia de Dyckhoff 

 

A tipologia proposta por Dyckhoff não obteve uma unanimidade internacional. 

Porém, deve-se destacar que a mesma é um marco na pesquisa dos problemas de corte e 

empacotamento, destacando a estrutura básica comum entre os problemas de corte e os 

problemas de empacotamento. Algumas desvantagens e controvérsias foram apontadas 

por diversos pesquisadores (Wäscher et al, 2007) tais como:  

• A classificação pode não ser necessariamente única. O problema do 

carregamento de veículos foi codificada por Dychoff (1990) com o 1/V/I/F e 

1/V/I/M onde “F” caracteriza a situação em que poucos itens de diferentes formas 

são designados. “M” caracteriza a situação em que muitos itens de muitas 

diferentes formas são designados; 

• A tipologia é parcialmente inconsistente, podendo apresentar resultados confusos. 

No caso do problema do empacotamento por faixas (strip-packing problem), 

um caso particular do problema de empacotamento bi-dimensional, onde um 

conjunto de itens de diferentes tamanhos é empacotado em retângulos 

individuais de largura fixa e comprimento mínimo, este problema foi 

codificado (classificado) por pesquisadores e profissionais da área como 

2/V/O/M. No entanto, na tipologia de Dyckhoff ele recebe a notação 2/V/D/M. 

Dyckhoff (1990) justifica sua notação dizendo que este problema “....é 



 

 

19 

equivalente ao problema da seleção de variedades, onde o estoque é dado por 

uma infinidade de objetos de mesma largura e com todas as possibilidades de 

comprimento e somente um objeto será escolhido do estoque, isto é, o de 

menor comprimento” (Dyckhoff 1990, p.155). Dyckhoff (1990) denomina, 

ainda, o problema como um problema 2-D de empacotamento de bins. 

Denominação esta que, no entender de diversos pesquisadores (Lodi et al, 

2002; Miyazawa e Wakabayashi, 2003; Faroe et al, 2003; apud Wäscher et al, 

2007) seria mais óbvia reservar para a extensão natural do problema de 

empacotamento de bins unidimensional (Bin Packing clássico); 

• A aplicação da tipologia de Dyckhoff (1990) não resulta, necessariamente, em 

categorias de problemas homogêneos; 

• No caso do corte unidimensional, onde um grande número de itens com 

poucas formas diferentes são produzidos de uma quantidade ilimitada de 

objetos, podemos incorrer em duas situações diferentes se os objetos 

possuírem diferentes tamanhos: na primeira, os objetos são separados em 

pequenos grupos de elementos idênticos; na segunda, todos os objetos são 

diferentes. Ambas as situações são classificadas por Dyckhoff como 1/V/D/R. 

Gradisar et al (2002) consideram que utilizar a mesma classificação para as 

duas situações não é adequado, pois elas requerem métodos de solução 

diferentes (Wäscher et al, 2007). 

 

2.1.2 Tipologia de Wäscher et al (2007) 

 

Os problemas de corte e empacotamento, geralmente, podem ser definidos em 2 

tipos, elementares ou combinados, Wäscher et al (2007). Wäscher et al (2007) utilizam 

esses dois tipos para desenvolvimento de modelos, algoritmos, geradores de problemas e 

para a categorização literária. 

As definições dos tipos dos problemas são baseadas em 5 critérios, 

dimensionalidade, tipo de designação, variedade (sortimento) dos itens, variedade dos 

objetos e forma dos itens, descritos a seguir: 

• dimensionalidade 

Tal como na tipoloiga de Dychoff (1990), são consideradas 1, 2 ou 3 

dimensões, eventualmente são consideradas dimensões superiores (Lins et al, 
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2002 apud Wäscher et al, 2007). Problemas com mais de três dimensões são 

tratados como variações dos demais. 

• tipo de designação 

Neste critério, que toma por base o critério análogo de Dyckhoff (1990), os 

autores se referem aos problemas como: 

- minimização do consumo (input minization) 

Um dado conjunto de itens deve ser designado para um conjunto de objetos. 

Aqui o conjunto de objetos é suficiente para acomodar todos os itens, ou 

seja, todos os itens serão designados para uma seleção de objetos de “valor 

mínimo”, não existindo o problema de seleção com respeito aos itens; 

- maximização da produção (output maximization) 

Um dado conjunto de itens deve ser designado para um conjunto de objetos. 

O conjunto de objetos não é suficiente para acomodar todos os itens. Com 

isso, todos os objetos serão usados, para que a produção de uma seleção de 

itens seja maximizada. 

• variedade (sortimento) dos itens 

Em relação à variedade dos itens, há uma distinção em três casos: 

- itens idênticos 

Todos os itens são da mesma forma e tamanho. Esta categoria de problemas 

é idêntica ao tipo C na classificação de Dyckhoff; 

- variedade fracamente heterogêneo 

Os itens podem ser agrupados em classes de itens idênticos. Por definição, 

itens de mesma forma e tamanho que possuem orientações diferentes são 

tratados como itens de tipos diferentes. A demanda de cada item é 

relativamente grande, podendo ser ou não limitada. Esta categoria 

corresponde ao tipo R na classificação de Dyckhoff; 

- variedade fortemente heterogêneo 

O conjunto de itens é caracterizado pelo fato de que poucos itens são 

idênticos em relação à forma e tamanho. Se isto ocorre os itens são tratados 

como elementos individuais e, conseqüentemente, suas demandas serão 

iguais a um. Esta categoria corresponde ao tipo M e F na classificação de 

Dyckhoff. 
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• Variedade de objetos 

- um objeto 

Neste caso o conjunto de objetos consiste de apenas um elemento, que 

poderá ter todas as dimensões fixas, ou ter uma ou mais dimensões 

variáveis. O primeiro caso é idêntico ao tipo O na classificação de Dyckhoff 

enquanto que o segundo representa uma extensão conjunto de tipos 

elementares de Dyckhoff; 

- vários objetos 

Neste caso não é necessário distinguir entre dimensões fixas e variáveis, 

com respeito aos problemas encontrados na literatura. Somente serão 

considerados objetos de dimensões fixas. De forma análoga às categorias 

introduzidas para o sortimento de itens, os objetos serão distinguidos entre 

idênticos, fracamente e fortemente heterogêneos. Com isso, é feita uma 

extensão da tipologia de Dyckhoff, que somente identifica os objetos em 

formas idênticas (tipo I) e formas diferentes (tipo D). 

 

Na tipologia proposta por Wäscher et al (2007) os problemas de corte e 

empacotamento foram classificados em três tipos: básico, intermediário e refinado, 

descritos a seguir. 

 

2.1.2.1 Tipo básico 

 

O tipo básico leva em consideração a atribuição dos objetos e a variedade dos 

itens. Sendo subdivididos em duas categorias: maximização da produção e minimização 

do consumo: 

• maximização da produção (output maximisation) 

O estoque dos objetos nos problemas deste tipo é limitado, conseqüentemente 

não é possível produzir todos os itens. Como o objetivo é maximizar a 

produção dos itens, segundo uma dada função objetivo, serão utilizados todos 

os objetos. Assim, em geral um problema de seleção dos itens é gerado, sendo 

que os seguintes problemas são considerados do tipo básico: 
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- Problema do empacotamento de itens idênticos (IIPP – Identical Item 

Packing Problem) 

Esta categoria de problemas consiste na desginação do maior número possível 

de itens idênticos para um dado conjunto (limitado) de objetos. Como os itens 

são idênticos, não há um problema de seleção de itens, tão pouco há um 

problema de agrupamento ou de distribuição. O problema é reduzido a um 

arranjo dos itens (idênticos) em cada um dos objetos. 

- Problema de alocação (PP – Placement Problem) 

Uma atribuição pouco heterogênea de itens precisa ser designada a um dado 

conjunto (limitado) de objetos. A produção dos itens tem que ser maximizada 

ou, alternativamente, o desperdício correspondente minimizado. 

- Problema da mochila (KP– Knapsack Problem) 

A atribuição dos itens é muito heterogênea, que precisa ser desigando a um 

dado conjunto (limitado) de objetos. Busca-se maximizar os itens produzidos, 

conforme a função objetivo adotada. 

• minimização do consumo (input minimisation) 

Os problemas deste tipo são caracterizados pelo fato da quantidade de objetos 

ser grande o bastante para acomodar todos os itens. Neste caso, busca-se 

minimizar o valor dos objetos necessários para o atendimento à demanda, 

conforme a função objetivo adotada. 

- Problema com dimensão variável (ODP – Open Dimension Problem) 

Neste caso, ao menos uma das dimensões dos objetos é variável. 

- Problema do corte de estoque (CSP – Cutting Stock Problem) 

Nesta categoria uma atribuição pouco heterogênea de itens deve ser 

completamente alocado em uma seleção de objetos, a menor possível. 

- Problema do empacotamento de bins (BPP– Bin Packing Problem) 

Os problemas deste tipo possuem atribuições muito heterogêneas de itens, que 

devem ser alocados em um conjunto de objetos, onde o valor (número ou 

tamanho total) dos objetos necessários tem que ser minimizado. 

A Figura 1 mostra os tipos básicos de problemas de corte e empacotamento. 
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Figura 1- Tipos de problemas básicos propostos por Wäschet et al (2007). 

 

2.1.2.2 Tipo intermediário 
 

Para definir tipos de problemas mais homogêneos, foi adicionado um novo critério 

aos tipos básicos: a atribuição de objetos. Sendo assim, os tipos básicos foram 

reestruturados gerando uma quantidade maior de tipos. 

A Tabela 1 mostra a classificação dos problemas de corte e empacotamento em 

relação à maximização da produção. 

Tipo de 
atribuição 

Todas as dimensões fixadas 

Tipos de problemas de C&P 

Problema do 
empacotamen

to de itens 
idênticos 

Problema de 
alocação 

Problema da 
mochila 

Problema 
com 

dimensão 
variável 

Problema de 
corte de 
estoque 

Problema de 
empacotamen

to de bins 

Idêntico 
Fracamente 
heterogêneo 

Fortemente 
heterogêneo Arbitrário 

Fracamente 
heterogêneo 

Fortemente 
heterogêneo 

Maximização 
da Produção 

Minimização 
do Consumo 

Problemas de 
C& P 

Todas as dimensões fixadas Dimensão(ões) variável (is) 

Variedade dos itens menores 
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Tabela 1 - Tabela de tipos de problemas intermediários: maximização da produção. 

Variedade dos itens menores 

Características dos  
objetos grandes 

Idênticos 
Fracamente 
heterogêneo 

Fortemente 
heterogêneo 

Apenas um objeto 

Problema do 
empacotamento de 

itens idênticos 
IIPP 

Problema de 
alocação em um 

único objeto 
 

SLOPP 

Problema da mochila 
única 

 
SKP 

Idênticos 

Problema de 
alocação em 

múltiplos objetos 
idênticos 
MILOPP 

Problema de 
múltiplas mochilas 

idênticas 
 

MIKP 

Todas as dimensões 
fixadas 

Heterogêneos 

 
Problema de 
alocação em 

múltiplos objetos 
heterogêneos 

MHLOPP 

Problema das 
múltiplas mochilas 

heterogêneas 
MHKP 

 

A Tabela 2 mostra a classificação dos problemas de corte e empacotamento  em 

relação à minimização do consumo. 

 

Tabela 2- Tabela de tipos de problemas intermediários: minimização do consumo. 

Variedade dos itens menores 

Características dos  
objetos grandes 

Fracamente 
heterogêneo 

Fortemente 
heterogêneo 

Idênticos 

Problema do corte de 
estoque de objetos de 

tamanho único 
SSSCSP 

Problema de 
empacotamento de 

bins de tamanho único 
SBSBPP 

Fracamente 
heterogêneos 

Problema do corte de 
estoque de objetos de 
tamanhos diferentes 

MSSCSP 

Problema de 
empacotamento de 
bins de tamanhos 

diferentes 
MBSBPP 

Todas as dimensões 
fixadas 

Fortemente 
heterogêneos 

Problema do corte de 
estoque residual 

RCSP 

Problema de 
empacotamento de 

bins residual 
RBPP 

Apenas um objeto 
com dimensão 

variável 

Problema com dimensão variável 
ODP 

 

As siglas utilizadas nas Tabelas 1 e 2 são abreviaturas do termo em inglês de cada 

tipo de problema. Maiores informações podem ser obtidas no trabalho original de 

Wäscher et al 2007. 
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2.1.2.3 Tipo refinado 

 

Consiste da aplicação dos critérios de dimensionalidade e de forma dos itens, 

resultando em subcategorias dos problemas do tipo intermediário, que são identificadas 

pelos adjetivos adicionados aos seus nomes. Portanto, a estrutura do nome de um 

problema do tipo refinado será: 

{dimensão} + {forma} + {IPT} 

Onde: 

• dimensão  → 1, 2, ou 3-dimensional; 

• forma  → Ø, retangular, circular, cilíndrica, ..., irregular; 

• IPT → nome do problema do tipo intermediário. 

A tipologia proposta de Wäscher et al (2007) está baseada na tipologia de 

Dyckhoff (1990) introduzindo novos critérios de caracterização dos problemas, que 

definem as categorias dos problemas de forma diferente das apresentadas por Dyckhoff 

(1990), sendo mais abrangente e precisa do que a tipologia de Dyckhoff (1990). 

O presente trabalho é classificado, segundo a tipologia de Wäscher et al (2007), 

como sendo um problema do corte de estoque de objetos de tamanhos diferentes (1D 

MSSCSP). 

 

2.2 Definição do problema e modelagem matemática 

 

Uma definição formal para o problema de corte de estoque unidimensional tratado 

nesta dissertação pode ser apresentada da seguinte forma (Poldi e Arenales, 2005): 

 

Considere que temos disponível em estoque K tipos de objetos (barras, bobinas, 

etc.) de comprimento KkLk ,...,1, = , e um conjunto de m itens com 

demanda mid i ,...,1, = , e comprimentos mili ,...,1, =  (os comprimentos 

dos itens são tais que: miKkLl ki ,...,1,,...,1, ==≤ ). O problema consiste 

em produzir os itens demandados a partir do corte dos objetos em estoque, 
atendendo a demanda e minimizando a perda de material. 

 

Neste trabalho consideramos o problema de corte de estoque limitado que ocorre 

quando existe restrição de estoque, ou seja, cada objeto k está disponível numa quantidade 

limitada Kkek ,...,1, = . Uma segunda variante do problema, também considerada, ocorre 
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quando não é permitido excesso de produção, ou seja, o número total de itens cortados 

deve ser exatamente igual à demanda original. 

Algumas definições são necessárias para dar suporte à formulação matemática do 

problema de corte de estoque unidimensional inteiro.  

Pinto (1999) destaca que conforme o tamanho do item podemos cortar os objetos 

em estoque de várias maneiras diferentes. Cada maneira de cortar recebe o nome de 

padrão de corte. A Figura 2 a seguir ilustra um exemplo para o caso unidimensional para 

um objeto de comprimento L e itens de tamanho li: 

 

 
Figura 2 – Exemplo para o caso unidimensional: (a) Objeto em estoque; (b) Tipos de itens demandados; (c) 

Exemplos de possíveis padrões de corte. 
 

Definição 2.1: Chamamos de padrão de corte a maneira como um objeto em estoque é 

cortado para a produção dos itens demandados. A um padrão de corte é associado um 

vetor m-dimensional que contabiliza os itens produzidos: 

 

[ ]Tma ααα ,...,, 21=  

onde iα é quantidade de itens do tipo i no padrão de corte a. 

 

Definição 2.2: Um padrão de corte que produza apenas um tipo de item é chamado 

padrão de corte homogêneo. Um padrão de corte é homogêneo se o vetor associado tem 

(a) 

L 

l3 l2 l1 

3 1 2 (b) 

1 1 1 1 1 1 1 

3 3 3 3 3 3 

1 1 1 2 2 2 3 

(c) 

2 
2 

2 
2 

2 
2 

2 
2 

2 
2 
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apenas uma coordenada não-nula: [ ] 0,0...,,...,,0 ≠i

T

i αα . Note que sempre teremos 

m padrões homogêneos, cujos vetores associados definem uma matriz diagonal. A 

hipótese de que Lli ≤ , para todo i, está implícita, caso contrário o problema seria 

infactível. Os valores iα  são determinados por mi
l

L

i

i ,...,1, =







=α  (Poldi, 2003). 

Os padrões de corte devem ser definidos para cada tipo de barra disponível em 

estoque, isto é, devem satisfazer: 

 

(2.2)         ,...,1 inteiro, e ,...,1 ,0

(2.1)                           ...2211

kkmid

Llll

iik

kmkmkk

==≤≤

≤+++

α

ααα

 

 

Após a definição dos padrões de corte, o próximo passo será determinar o número 

de vezes que cada padrão será utilizado para resolver o problema. Assim, a modelagem 

matemática de um problema de corte de estoque é feita em duas etapas: 

1. Definir todos os possíveis padrões de corte (supondo kN  o número total de 

padrões obtidos para o objeto em estoque k, k=1, ..., K); 

2. Definir quantas vezes cada padrão de corte será utilizado (freqüência) para 

atender a demanda, que deverá ser um número inteiro e não-negativo. 

Sejam: 

Kkaaa

kmN

kN

kN

kN

km

k

k

k

km

k

k

k

k

k

k

k
,...,1   , ,   ,   ,

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1 =





















=



















=



















=

α

α

α

α

α

α

α

α

α

M
L

MM
 

onde ijkα  é o número de itens do tipo i no padrão de corte j para o objeto em estoque, k, 

i=1, ...m, j=1, ...,Nk, k=1, ..., K, (ajk é o vetor correspondente ao j-ésimo padrão de corte 

sobre o objeto k). 

Considerando um dado adicional para descrição do modelo matemático: cjk que é o 

custo de cortar o objeto k, segundo o padrão de corte j, j=1,...,Nk, k=1,...,K. Por exemplo, 

cjk é a perda no padrão de corte j do objeto k; ou cjk é o número de objetos cortados, ou cjk 

é o número de padrões diferentes de corte. A seguir o modelo matemático será 

apresentado. 
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Dados do problema: 

• m: número de tipos de itens; 

• li: comprimento do item i, i=1, ..., m; 

• di: demanda do item tipo  i, i=1,..., m; 

• K: número de tipos de objetos em estoque; 

• Lk: comprimento do objeto k, k=1,..., K; 

• ek: disponibilidade em estoque do objeto k, k=1, ...K; 

• ajk é o vetor correspondente ao j-ésimo padrão de corte sobre o objeto k, j=1, 

...,Nk, k=1, ...K; 

• cjk que é o custo do objeto k, segundo o padrão de corte j, j=1,...,Nk, k=1,...,K.  

 

Variável de decisão: 

• xjk: número de vezes que o objeto do tipo k é cortado usando o padrão j, j=1, 

..., Nk, k=1,..., K. 

 

O problema pode então ser formulado por: 

Minimizar ∑∑∑
===

+++=
KN

j

jKjK

N

j

jj

N

j

jjjk xcxcxcxxxf
12

22
1

111211 ...),...,,(
21

 (2.3) 

Sujeito a:   dxaxaxa
kN

j

jKjK

N

j

jj

N

j

jj =+++ ∑∑∑
=== 11

22
1

11 ...
21

  (2.4) 
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2

1

MO

  (2.5) 

0≥jkx , e inteiro j=1,..., Nk, k=1,..., K e d vetor demanda 

(2.6) 

 

Considerando as restrições do problema tem-se que a restrição (2.4) garante que a 

quantidade total de itens produzidos seja exatamente igual à demanda. As restrições (2.5) 

garantem que a quantidade de cada barra disponível em estoque não seja violada. E a 
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última restrição (2.6) garante que a repetição de cada padrão de corte j seja um número 

inteiro não-negativo. 

Em problemas práticos, m (quantidade de tipos de itens) pode ser da ordem de 

dezenas ou centenas, enquanto que o número de possíveis padrões de corte diferentes 

(que é o número de colunas) pode ser da ordem de centenas de milhares, o que dificulta a 

resolução direta do problema. 

Diferentes funções objetivo tem sido considerada na literatura, como, por 

exemplo,a minimização: da perda, do número de objetos cortados, do número de padrões 

de corte, entre outros. Além disso combinações destas funções objetivo também são 

consideradas.  

A minimização da perda está relacionada com o desperdício de todos os objetos 

utilizados com os seus referidos padrões de corte, sendo o custo cjk definidos de acordo 

com (2.7). 

k

m

i

ijkikjk NjKklLc ,...,1 e ,...,1,
1

==







−= ∑

=

α   (2.7) 

 

Para minimizar o número de padrões de corte o custo: 

 



 ≥

===
contráriocaso

xse
xondeNjKkxc

jk

jkkjkjk
0

01
)(,...,1 e ,...,1),( δδ  (2.8) 

 

2.2.1 Exemplo 

 

O exemplo a seguir considera dois tipos de barras em estoque, isto é, barras com 

diferentes tamanhos (comprimentos) e três tipos de itens de tamanhos diferentes. Como 

dados da demanda a serem utilizados temos: número de tipos de itens será igual a 3 

(m=3), o comprimento de cada item (li) e a demanda de cada (di) são visualizados na 

Figura 3. 

 
Figura 3 - Itens a serem cortados com suas respectivas demanda. 

 

d3=10 d1=9 d2=20 

l3=3 

3 

l1=1 

1 

l2=2 

2 
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O número de tipos de barras (considerados a partir de agora como objetos) em 

estoque a serem cortados é igual a dois (K=2) e o comprimento (L1 e L2) e a 

disponibilidade (e1 e e2) em estoque de cada objeto é dado na Figura 4. 

 

 
Figura 4 - Objetos em estoque a serem cortados com seus respectivos tamanhos (Li) e quantidades 

disponíveis (ei). 

 

Cada objeto k disponível em estoque para corte poderá ser cortado de muitas 

formas (padrões de corte), respeitando o comprimento máximo do mesmo (Lk), atendendo 

a demanda solicitada com o menor desperdício possível. A Figura 5 mostra um padrão de 

corte para o ojbeto 1 (k=1). Observa-se que neste padrão de corte, padrão 1 para o objeto 

1, (a11), não ocorreu desperdício do objeto a ser cortado, o item 1 não foi cortado 

nenhuma vez, o item 2 foi cortado duas vezes e o item 3 apenas uma vez. 

 

 
Figura 5 – Padrão de corte 1 para o objeto 1 (a11). 

 

Um segundo padrão de corte para o objeto 1 (k=1) pode ser obtido. O item 1 é 

cortado uma vez, o item 2 não é cortado, e o item 3 é cortado duas vezes. O desperdício 

deste objeto é nulo, isto é, não houve desperdício de material. O padrão de corte 2 para o 

objeto 1, (a21) é representado na Figura 6. 

 

 
Figura 6 - Padrão de corte 2 para o objeto 1 (a21). 

 

O padrão de corte da Figura 7 pode ser obtido, utilizando o objeto 2 (k=2). Sendo 

o padrão de corte 1 para o objeto 2, (a12), definido como: o item 1 é cortado uma vez, o 

item 2 é cortado duas vezes, o item 3 não é cortado e o desperdício da barra é zero. 

1 3 3 

2 2 3 

L1 = 7 m L2 = 5 m 

e2 = 6 e1 = 7 



 

 

31 

 
Figura 7 - Padrão de corte 1 para o objeto 2 (a12). 

 

Cada padrão de corte obtido pode ser representado por meio de um vetor. O 

padrão de corte 1 para o objeto 1, (a11), pode ser visto em (2.9), o padrão de corte 2 para o 

objeto 2, (a21), em (2.10) e o padrão de corte 1 para o objeto 2, (a12), em (2.11). 

 

[ ]Ta 12011 =  (2.9) 

[ ]Ta 20121 =  (2.10) 

[ ]Ta 02112 =  (2.11) 

 

Após a definição dos padrões de corte, o próximo passo será determinar o número 

de vezes, (xjk), que cada padrão, (ajk), será utilizado para resolver o problema. Assim 

considerando a restrição de demanda (2.12) e de estoque (2.13) temos: 
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2.3 Problemas Correlatos 

 

 

Nesta seção serão apresentados alguns problemas correlatos na área de problema 

de corte de estoque, dentre eles podemos citar: 

1 2 2 
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• o problema de estoque com um único tipo de barra em estoque; 

• o problema de estoque com aproveitamento de sobras; 

• o problema de corte de estoque unidimensional multiperíodo; 

• o problema de estoque com demanda aleatória. 

 

2.3.1 Problema de estoque com um único tipo de barra em estoque 

 

Este tipo de problema é comum de ser encontrado na literatura: Stadtler (1990), 

Wäscher e Gau (1996), Poldi (2003), entre outros. O problema considera que se tem 

disponível um número suficientemente grande de objetos (barras, bobinas, etc.) idênticos 

de comprimento L e um conjunto de pedidos, com demanda conhecida, mid i ,...,1, =  de 

itens de comprimentos mili ,...,1, ==  (os comprimentos dos itens são tais que: Lli < ). O 

problema consiste em produzir os itens demandados a partir do corte dos objetos em 

estoque, atendendo a demanda. 

O modelo matemático para o problema de corte de estoque com um único tipo de 

barra é dado a seguir: 

Dados do problema: 

• L: comprimento do objeto; 

• N: número de padrões de corte utilizados; 

• aj é o vetor correspondente ao j-ésimo padrão de corte sobre o objeto; 

• cj que é o custo do objeto, segundo o padrão de corte j, j=1,...,N.  

 

Variável de decisão: 

• xj: número de vezes que o objeto é cortado usando o padrão j, j=1, ..., N. 

 

O problema pode então ser formulado por: 

Minimizar ∑
=

=
n

j

jj xcxf
1

)(  (2.14) 

Sujeito a:   dxa
N

j

jj =∑
=

1

1

  (2.15) 

0≥jx , e inteiro j=1,..., N e d vetor demanda. (2.16) 
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Alguns trabalhos consideram a restrição de maior e menor ( )≥  no lugar da 

igualdade ( )=  na restrição (2.15) permitindo assim, a produção excedente de itens. 

 

2.3.2 Problema de estoque com aproveitamento de sobras 

 

Cherri e Arenales (2006) propõem a resolução do problema de estoque 

unidimensional com o reaproveitamento de sobras dos padrões de corte, desde que as 

sobras sejam grandes o suficiente para serem reaproveitadas no futuro para a produção 

itens, por exemplo, a sobra dever ser maior ou igual ao comprimento do menor item a ser 

produzido. Para a resolução deste problema alterações em métodos heurísticos clássicos 

são feitas. 

 

2.3.3 Problema de corte de estoque unidimensional multiperíodo 

 

Poldi e Arenales (2006) definem este tipo de problema como: 

“O problema de corte de estoque multiperíodo consiste basicamente em 
resolver, a cada período em um horizonte de planejamento finito, um problema 
de corte de estoque, para atender a uma demanda de itens naquele período do 
horizonte de planejamento, porém podendo antecipar ou não a produção de 
itens.” 

 

As sobras dos objetos não utilizados em um período podem ser reaproveitadas em 

um outro período, juntamente com outros objetos a serem produzidos ou adquiridos. O 

modelo proposto pelos autores para este problema baseia-se em um modelo de otimização 

linear inteira de grande porte, cujo objetivo pondera os custo com: perda de material, 

estocagem de objetos e de itens. O método simplex com geração de colunas foi 

especializado para resolver a relaxação linear. 

O modelo matemático para o problema de corte de estoque multiperíodo proposto 

por Poldi e Arenales (2006) é dado a seguir: 

Dados do problema: 

• t = 1, ...T: número de períodos no horizonte de planejamento; 

• k = 1, ..., K: número de tipos (comprimento) de objetos disponíveis em estoque; 

• j = 1, ..., Nk: Nk é o número de padrões de corte para o objeto k, k = 1, ..., K; 

• i = 1, ..., m: número de tipos de itens a serem cortados; 

• Lk: comprimento do objeto k, k = 1, ..., K; 
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• ekt: disponibilidade em estoque do objeto k no período t, k, k = 1, ..., K, t = 1, 

..., T (et: vetor de dimensão K cujas componentes são ekt) 

• li: comprimento do item i, i = 1, ..., m; 

• dit: demanda do item i no período t, i = 1, ..., m, t = 1, ..., T (dt: vetor cujas 

componentes são dit); 

• capt: capacidade das máquinas de corte no período t, t = 1, ..., T. 

• cjkt: custo de cortar o objeto k segundo o j-ésimo padrão de corte no período t, j 

= 1, ..., Nk, k=1, ..., K, t = 1, ..., T; 

• crit: custo de estocar o item i no período t, i = 1, ..., m, t = 1, ..., T; 

• cskt: custo de estocar o objeto k no período t, k = 1, ..., K, t =1, ..., T; 

• bjkt: custo de utilização da máquina para cortar o padrão j, do objeto k no 

período t, j = 1, ..., Nk, k = 1, ..., K, t = 1, ..., T. 

• xjkt: número de objetos cortados pelo padrão de corte j do objeto k no período t; 

• rit: número de itens do tipo i que são antecipados para o período t (rt: vetor 

cujas componentes são rit); 

• skt: número de objetos do tipo k que sobram ao final do período t. 

 

Formulação matemática: 
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2.3.4 Problema de estoque com demanda aleatória 

 

No trabalho de Alem et al (2006) é apresentado um caso particular do problema de 

corte de estoque unidimensional sem restrições de estoque dos objetos. A demanda dos 

itens a serem produzidos é aleatória. A proposta do trabalho de Alem et al (2006) é 

estender o modelo matemático do problema de corte de estoque, cuja demanda é 

determinística, para o caso no qual a demanda possa assumir várias possibilidades de 

ocorrências. Estas possibilidades são denominadas de cenários e estes possuem 

probabilidades de ocorrência pré-determinadas. 

 

 

2.4 Revisão Bibliográfica 

 

 

Pinto (1999) relata que o problema de corte tem sido pesquisado desde o ano de 

1940, sendo que as principais publicações começaram a surgir na década de 60, com os 

trabalho pioneiros de Gilmore e Gomory (1961, 1963 e 1965). 

Na literatura são encontrados poucos trabalhos que tratam do problema de corte de 

estoque unidimensional com múltiplos tipos de objetos (vários comprimentos). Em 2002, 

esse problema foi abordado por Belov e Scheithauer (2002) e Holthaus (2002) com 

objetivo de minimizar a perda. Holthaus (2002) não considera as restrições de 

disponibilidade dos objetos em estoques, contudo, existem vários trabalhos que tratam do 

problema de corte unidimensional com objetos do mesmo tamanho, que são classificados 

por Wäscher et al (2007) como  problemas de corte de estoque de objetos de tamanho 

único (Single Stock Size Cutting Stock Problem, 1D SSSCSP). 

Funções objetivo diferentes tem sido consideradas na literatura e uma das mais 

importantes é minimizar o número de peças residuais (trim loss), ou seja, minimizar a 

perda. Considerando está função objetivo (minimizar a perda) métodos exatos e 

heurísticos foram desenvolvidos. Alguns métodos exatos podem ser encontrados na 

literatura, tais como o método proposto por Degraeve e Peters (2000), Scheithauer e 

Terno (1995) e Vance (1998). E métodos heurísticos são relatados na seção 2.4.1. 

Segundo Umetani et al (2003) nos últimos anos outras funções objetivo foram 

sendo consideradas como, por exemplo o custo associado com a mudança de padrões, 
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sendo considerado um problema mais difícil de ser resolvido. Alguns artigos relacionados 

a métodos heurísticos consideram está função objetivo como, por exemplo: Haessler 

(1971 e 1975), Farley e Richardson (1984), Haessler e Sweeney (1991), Foerster e 

Wäscher (2000), Diegel et al (2006), Vanderbeck (2000), Sweeney e Hassler (1990), 

Goulimis (1990), Gradisar et al (1999), e Umetani et al (2003). 

A seguir é descrita uma revisão dos métodos de resolução e trabalhos relacionados 

ao problema de corte. 

 

 

2.4.1 Métodos de resolução e trabalhos relacionados ao problema de corte de estoque 

 

 

Nesta seção é revisado o método Simplex com geração de colunas e os métodos 

heurísticos de resolução para o problema de corte de estoque. Estes métodos serão 

utilizados no capítulo de resultados computacionais, com o objetivo de avaliar o método 

proposto nesta dissertação. 

Em alguns casos a resolução do problema por um modelo de otimização linear é 

adequada, pois a produção de algumas peças em excesso teria um baixo impacto no custo 

total do problema. Assim, uma abordagem prática para resolver o problema consiste em 

relaxar a condição de integralidade e resolver o problema relaxado pelo Método Simplex, 

utilizando o processo de Geração de Colunas proposto por Gilmore e Gomory (1961). 

Obtém-se, então, a solução ótima para o problema relaxado que, em geral, é fracionária. 

Messaoud e Espinouse (2004) relatam que: “em problemas em que a demanda é 

baixa, a resolução por otimização linear não é suficiente”. Nestes casos, heurísticas têm 

sido desenvolvidas para obter soluções inteiras. 

 

2.4.1.1 Método Simplex 
 

O Método Simplex publicado por George B. Dantzig, em 1947, foi o marco 

definitivo para a disseminação da Pesquisa Operacional. Este método consiste em um 

algoritmo para resolução de Problemas da Programação Linear (PPL), sendo este 

considerado a primeira técnica da Pesquisa Operacional (Dantzig, 1981/1982) 
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Revisão do método 

 

Considerando o problema primal de otimização na forma padrão: 

 

0

 :a sujeito

)(min

≥

=

=

x

bAx

xcxf T

 

 

(2.17) 

 

 

A solução geral do sistema em (2.17) pode ser descrita da seguinte forma. 

Considere uma partição nas colunas de A: 

 

),( NBA =  

 

Tal que mxmRB ∈ , formada por m colunas da matriz A, seja inversível. A mesma 

partição é feita no vetor das variáveis. 

 

),( nB xxx =  

E Bx   é chamado vetor de variáveis básicas e Nx  vetor de variáveis não-básicas 

(ou variáveis livres). 

Assim,  

 

⇔=+⇔= bNxBxbAx NB  NB NxBbBx 11 −− −=   (2.18) 

 

A expressão (2.18) é chamada solução geral do sistema, ou seja, com ela podemos 

determinar qualquer solução do sistema pois, para quaisquer valores atribuídos às n-m 

variáveis não básicas em Nx , as m variáveis básicas de Bx  ficam unicamente 

determinadas. 

Definição 1: A solução particular de x obtida por : bBxB

10 −= e 0=nx , é chamada 

solução básica. Se 010 ≥= − bBxB , então a solução é básica primal-factível e dizemos que 

a partição básica também é primal-factível.  

Considere também a partição básica nos coeficientes da função objetivo Tc : 
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T

NB

T ccc ),(=  

 

A função objetivo  xcxf T=)(  pode ser expressa em função das variáveis básicas 

e não-básicas. Assim: 

 

N

T

NB

T

B xcxcxf +=)(   (2.19) 

 

substituindo 2.18 em 2.19, temos: 

 

N

T

NN

T

B xcNxBbBcxf +−= −− )()( 11  N

T

NN

T

B

T

B xcNxBcbBc +−= −− 11  (2.20) 

 

Note que o primeiro termo de (2.20) corresponde ao valor da função objetivo na 

solução básica, pois: 

 

bBxB

10 −= e 0=nx ⇔  

N

T

NB

T

BB xcxcxf += 00 )( ]0[1 T

N

T

B cbBc += −  

bBcT

B

1−=  

 

Definição 2: Chamamos o vetor mR∈π , dado por 

1−= BcT

B

Tπ  

por vetor multiplicador simplex. 

Temos, então: 

 

  N

T

NN

T

B xcNxxfxf +−= π)()( 0  

  N

TT

NB xNcxf ][)( 0 π−+=  

 

ou ainda, efetuando o produto dos vetores acima, considerando que: 

 

  ),,,( 2211 mNn

T

mNnN

T

NN

T

N

TT

N acacacNc −− −−−=− ππππ K  e 
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  T

mNnNNN xxxx ),,,( 21 −= K , obtemos: 

 

mNnmNn

T

mNnNN

T

NNN

T

NB xacxacxacxfxf −−− −++−+−+= )()()()()( 222111
0 πππ K

 (2.21) 

na qual os índices N1, N2, ... Nn-m, são índices das variáveis não-básicas. Além disso, a 

matriz não-básica N é dada por: 

 

],,,[ 21 mNnNN aaaN −= K  

 

onde Nja  é j-ésima coluna de N.  

A expressão (2.21) mostra como a função objetivo se altera quando são feitas 

mudanças nos valores da variáveis não-básicas. Os coeficientes das variáveis não básicas 

j

T

jj acx π−:  são chamados custos reduzidos. 

Como objetivo é minimizar f(x) e sabemos que 0≥xj para todo Nj ∈ , a 

componente kx  deve ser tal que .0<− K

T

K ac π  A estratégia simplex é alterar as 

variáveis não-básicas que valem zero para a solução básica. 

 

Teorema: Uma condição suficiente para que uma solução básica factível seja ótima é 

dada por: 

 

0≥− j

T

j ac π , .,,1 mnj −= K  

 

Fazendo 0≥= εkx e }{,0 kNjx j −∈∀= , as variáveis básicas são alteradas 

resultando em nova solução: 

 

  yxx BB ε+= 0  

  kN ex ε=  

Com isso a função objetivo vale: 
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0)()(0)()()( 11
0

mNn

T

mNnNk

T

NkN

T

N acacacxfxf −− −++−++−+= πεππ KK  

          )()()( 00 xfacxf Nk

T

Nk <−+= επ  

 

A função decresce quando ε  cresce. Assim, ε  deve assumir o maior valor 

mantendo factibilidade. 

Tamanho do passo ε : 

Com a mudança nas variáveis não-básicas, dada pela estratégica simplex, as 

variáveis básicas, Bx  devem também ser alteradas, de modo que o sistema bAx =  seja 

satisfeito.  

 

Sendo: 
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então: 

   

  001011 ≥+=−=−= −−− εε dxNaBxNxBbBx NkNB  

 

onde: 

 

NkaBy
1−−=  

 

Reescrevendo a equação vetorial acima, em cada uma de suas coordenadas, temos:  

 

00 ≥+= εyxx BiBi , mi ,,1K=  

 

Assim se: 
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 00 ≥⇒≥ Bixyi , 0≥∀ε  

0ˆ0 ≥+=⇒< εyxxyi BiBi ,
i

Bi

y

x
0−

≤⇒ ε  

Portanto, o maior valor de ε  é dado por: 

 

i

Bi
i

i

Bi

y

x
yquetal

y

x
00

}0min{ˆ
−

=<
−

=ε   

 

com este valor de εε ˆ= , a variável básica Brx  se anula e a variável não básica 

Nkx torna-se positiva. Isto sugere uma nova partição com os índices trocados: 

 

Kr NB ⇔  

 

Tal que a matrizes básicas e não-básicas sejam alteradas em apenas uma coluna: 

 

  ],,,['],,,[ 11 BmNkBBmBrB aaaBaaaB KKKK =→=  

  ],,,['],,,[ 11 mNnBrNmNnNkN aaaNaaaN −− =→= KKKK  

 

De fato, pode-se mostrar que a nova partição é básica, isto é, as colunas de B´ são 

linearmente independentes e, além disso, a solução obtida básica associada é aquela 

obtida pela estratégia simplex, a qual é uma solução factível, por construção. Com isto, 

mostramos que a estratégia simplex produz uma nova solução básica factível onde a 

função objetivo tem um valor menor. 

 

Geração de Colunas 

 

O procedimento consiste em gerar um coluna k, isto é, um padrão de corte, 

utilizando o critério de Dantizg, que procura a variável kx  com o menor custo relativo, o 

que sugere o seguinte sub-problema: 

 

  ...},2,1,0{ =≥−=− jacmínac j

T

jk

T

k ππ onde π  é vetor multiplicador 

simplex. 
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Considere a= )...,,,( 21 mααα , uma coluna de A e suponha que os coeficientes na 

função objetivo sejam dados por: 

i

m

i iac αγγ ∑ =
+=

10)(
, 

 

onde iγ são conhecidos. Assim, o custo relativo da variável, cuja coluna é dada por a, 

pode ser determinado por: 

 

  ∑∑∑ ===
−+=−+=−=

m

i iiii

m

i ii

m

i i

T aaca
10110 )()()( απγγαπαγγπϕ  

 

e o sub-problema, para determinar a coluna de A a entrar na base, pode ser escrito como: 

 

minimizar ∑ =
−+=

m

i iiia
10 )()( απγγϕ  

sujeito a: .)...,,,( 21 Xm ∈ααα  

 

As colunas da matriz A, não estando disponíveis, serão geradas pela resolução do 

sub-problema. 

 

2.4.1.2 Heurísticas de repetição exaustiva (HRE) 
 

As heurísticas de repetição exaustiva (Hinxman, 1980) têm como procedimento 

básico construir um bom padrão de corte e usar este padrão tanto quanto possível, 

posteriormente atualiza-se a demanda e o estoque, e o procedimento é repetido gerando-se 

um novo padrão de corte até que algum critério de parada seja alcançado. Estas 

heurísticas de repetição exaustiva são bem conhecidas na literatura: Hinxman (1980), 

Stadtler (1990), Wäscher e Gau (1996) e Pinto (1999), e têm a seguinte estrutura geral: 

 

Enquanto houver demanda faça: 

1. construa um bom padrão de corte; 

2. use o padrão do passo 1 tanto quanto for possível, sem gerar excesso de 

itens cortados; 

3. atualize a demando do estoque. 
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Fim enquanto. 

 

Para construir um bom padrão de corte no passo 1 utilizam-se heurísticas de 

construção que obtém gradativamente uma solução factível, ou seja, tem-se um processo 

iterativo que inicia com um padrão vazio e adiciona-se um novo elemento a cada iteração 

até a obtenção de um padrão. 

Apresentaremos a seguir duas heurísticas de construção clássicas, bem conhecidas 

na literatura (Wäscher e Gau (1996), Pinto (1999)), que são as heurísticas FFD (First-Fit-

Decreasing) e gulosa. Além disso, apresentaremos um algoritmo para a heurística de 

repetição exaustiva, utilizando estas duas heurísticas de construção. 

 

2.4.1.2.1 Heurística de repetição exaustiva utilizando FFD (First-Fit Decreasing) 
 

A heurística FFD (First-Fit Decreasing) sempre encontra um padrão factível para 

o problema de corte de estoque unidimensional (Pinto, 1999) e Wäscher e Gau (1996)). 

De forma geral, a heurística FFD consiste em colocar o maior item num padrão de corte 

tantas vezes quanto for possível, ou seja, até que não haja mais espaço para colocar este 

item ou, até que sua demanda já tenha sido atendida (os itens maiores são alocados em 

primeiro lugar, pois são os mais difíceis de serem combinados). Quando não for mais 

possível colocar o item maior, o segundo maior item é considerado e assim 

sucessivamente. A heurística de repetição exaustiva utilizando FFD repetirá o 

procedimento da heurística FFD enquanto existir demanda residual a ser atendida 

(demanda diferente de zero). 

Para ficar mais claro como a heurística de repetição exaustiva utilizando FFD 

(HRE1) funciona apresentamos o seu algoritmo: 

 

Algoritmo: Heurística de Repetição Exaustiva utilizando FFD (HRE1) 

Início do algoritmo 

Passo 1: ordene as peças a serem demandadas, segundo o seu tamanho, em ordem 

decrescente. 

mlll ≥≥≥ ...21  

Faça ∑
=

======
m

i

ikkii rDjKkesmidr
1

 ;1 ;,...,1  ;,...,1  
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Passo 2: Enquanto 0>D  (enquanto existir demanda a ser satisfeita) faça 

Para Kk ,...,1=  

 se 0>ks  

  Faça kLRESTOi ==  ;1  

  Enquanto mi ≤  e mlRESTO ≥  faça: 

















= i

i

ik r
l

RESTO
,minα  

   RESTO = RESTO - iik l*α  

   i = i + 1 

  {fim enquanto} 

 {fim se} 

 RESTOlw kk −=  

{fim para} 

{fim enquanto} 

 

Passo 3: Determine p tal que: { }Kksww kkp ,...,1,0 que  tal,min =>=  

Determine o número de vezes que cada padrão será utilizado: 

 













=≠











= mis

r
x ipp

ip

i
jp ,...,1 0 onde ,,min α

α
 

 

Passo 4: {atualização} 

( )

1

,...,1 

,...,1 *

1

+=

=−=

−==

=−=

∑
=

jj

mixss

xDD

mixrr

jppp

m

i

ipjp

ipjpii

α

α

 

 {fim enquanto (Passo 2)} 

Fim do algoritmo. 

 



 

 

45 

A utilização do algoritmo acima descrito gera padrões para cada tipo de objeto 

disponível em estoque. Determina-se o padrão que possui a menor perda entre todos os 

objetos. Atualiza-se a demanda residual1 de cada item, o estoque dos objetos e a demanda 

residual total. O procedimento é repetido até que a demanda residual total seja zero. 

2.4.1.2.2 Heurística Gulosa 
 

É uma heurística de repetição exaustiva (Hinxman, 1980) que sempre produz uma 

solução inteira e pode ser aplicada tanto ao problema residual final como ao problema 

original. A idéia desta heurística é gerar um bom padrão de corte e utilizá-lo à exaustão 

(sem que haja excessos). 

O critério de otimização de um algoritmo guloso é meramente local, não sendo 

possível, portanto, garantir a solução ótima global. A cada iteração o algoritmo considera 

apenas a próxima decisão, levando a ser chamado também de algoritmo míope, pois 

“enxerga” somente o que está mais próximo. 

A heurística gulosa para o problema de corte unidimensional inteiro, consiste em 

resolver o problema da mochila2 (2.22) com uma função objetivo apropriada, o valor de 

utilidade ii lv = , o que equivale a minimizar a perda no padrão. Para outros valores de iv , 

veja Pillegi (2002). 

 

( )





=≤≤

≤++

+++=

inteiros. e   , ... ,1   ,     0

       
 a sujeito

        xzmaximizar 

2211

2211

mirixi

Lxl...xlxl

xv...xvxv

mm

mm

 (2.22) 

 

A cada iteração gerada um padrão de corte é obtido e utilizado tantas vezes quanto 

possível. Em seguida a demanda e o estoque são atualizadas e o procedimento é repetido, 

gerando um novo padrão de corte, até que toda a demanda seja satisfeita ou o estoque 

acabe. 

                                                 

1 Demanda residual é a demanda atualizada do item, ou seja, a demanda inicial do item menos a demanda 
alocada para o item. 

2 Dada uma mochila de capacidade limitada de peso e um conjunto itens distintos com pesos conhecidos e 
cujo transporte resulta num determinado lucro, encontre uma combinação dos itens a serem transportados, 
maximizando o lucro total. 
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O algoritmo construtivo guloso é o mesmo da heurística de repetição exaustiva 

utilizando FFD, a ordenação no Passo 1 do algoritmo descrito na seção 2.4.1.2.1 não é 

necessário (somente a inicialização das variáveis), a seguir é apresentado o Passo 2 com 

as mudanças necessárias. 

 

Passo 2: { Construir um bom padrão de corte para cada objeto k em estoque, Kk ,...,1=  } 

 

Para Kk ,...,1=  faça 

 Se 0>ks  então 

  Resolver o problema da mochila: 

  mkmkkk lllv ααα  ...    maximizar 2211 +++=  

   




=≤≤

≤+++

;,...,1 inteiro, ,0

   ...  
 a sujeito

1

2211

mir

Llll

ikik

kmkmkk

αα

ααα
 

  faça: ;kkk vLw −=  {perda no padrão de corte}  

 fim se; 

fim para; 

 

2.4.1.3 Heurísticas residuais 
 

As heurísticas residuais consistem em obter uma solução para o problema 

relaxado (2.3 a 2.6) e arredondar as soluções fracionárias para baixo (maior inteiro 

inferior), posteriormente, resolve-se novamente o problema relaxado considerando apenas 

a demanda residual (ou seja, o que não foi produzido na primeira resolução devido ao 

arredondamento). Este procedimento é repetido até que se tenha uma solução factível. 

Em notação matricial o modelo matemático (2.3 a 2.6) é escrito como: 

 









≥

≤

=

=

(2.26)                inteiro ,

(2.25)                          

(2.24)                        

 :a sujeito

(2.23)                  )(minimizar 

0000xxxx
eeeeExExExEx
ddddAxAxAxAx

xxxxccccxxxx
 

f T

 

 

onde A é uma matriz de padrões de corte em (2.4) e E é uma matriz de 0´s e 1´s de 

(2.5). 
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Definição do problema residual: seja y uma solução inteira aproximada de x, r = d 

– Ay a demanda residual e s = e – Ey o residual dos objetos em estoque avaliados. O 

problema residual é dado por: 

 









≥

≤

=

=

(2.30)               inteiro ,

(2.29)                         

(2.28)                        

 :a sujeito

(2.27)                 )(minimizar 

0000xxxx
ssssExExExEx
rrrrAxAxAxAx

xxxxccccxxxx
 

f T

 

 

2.4.1.3.1 Heurísticas residuais – procedimento básico 
 

A estrutura geral para uma heurística residual é a seguinte: 

Passo 1: { Inicialização } 

Sejam k = 0, r0 = d e s0 = e, os dados para o problema residual inicial.  

Passo 2: { Determinar uma solução ótima contínua } 

Resolver o problema (2.23)–(2.26) com rk
 = d, e sk

 = e { método Simplex com geração 

de colunas } 

Seja xk a solução contínua obtida. (a técnica de geração de colunas é usada) 

Se xk ∈ Ζn, ou seja, é uma solução inteira, então PARE. 

Passo 3: { Determinar uma solução inteira aproximada } 

Determine uma solução inteira aproximada para xk e denote-a por yk. 

Se yk for um vetor nulo, então vá para o passo final. 

Passo 4: { Atualizações } 

Determine a nova demanda residual e estoque:  

rk+1 = rk – Ayk. 

sk+1
=s

k
 – Eyk

 

k = k + 1. 

Repita o Passo 2.  

Passo Final:  

Se o procedimento finalizou no passo 2, então uma solução para o problema é obtida. 

Senão, (finalizou no passo 3) restou um problema residual. 

 

Este algoritmo será completamente definido quando especificarmos como 

determinar a solução inteira aproximada yk no Passo 3 e como resolver o problema 

residual final no Passo Final. 
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As três próximas heurísticas a serem definidas: residual FFD, residual gulosa e 

residual bin-packing têm o mesmo Passo 3 no algoritmo geral descrito na seção anterior. 

A solução inteira aproximada yk é determinada arredondando-se para o inteiro inferior a 

solução contínua xk. Esta solução aproximada pode levar ao problema residual final 

prematuramente, em caso de baixa demanda. 

 

2.4.1.3.2 Heurística residual FFD 

 

Passo 3: { Determinar uma solução inteira aproximada: yk } 

Arredondar as componentes do vetor nkx ℜ∈  para o maior inteiro menor ou 

igual a xk, isto é:  kk xy = . 

Passo Final: Resolver o problema residual final pela heurística de repetição exaustiva utilizando 

FFD, descrita na seção 2.4.1.2.1. 

 

2.4.1.3.3 Heurística residual gulosa 

 

Passo 3: { Determinar uma solução inteira aproximada: yk } 

Arredondar as componentes do vetor nkx ℜ∈  para o maior inteiro menor ou 

igual a xk, isto é:  kk xy =  

Passo Final: Resolver o problema residual final pela heurística construtiva gulosa (seção 

2.4.1.2.2). 

 

2.4.1.3.4 Heurística residual utilizando o empacotamento de bins (residual bin 

packing) 

 

Passo 3: { Determinar uma solução inteira aproximada: yk } 

Arredondar as componentes do vetor nkx ℜ∈  para o maior inteiro menor ou 

igual a xk, isto é:  kk xy = . 

Passo Final: O problema de corte de estoque residual final (poucos itens restantes) é modelado 

como um problema bin-packing e resolvido de forma exata. A seguir 

descreveremos este procedimento. 
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O problema de empacotamento de bins (bin packing problems) 

 

Os objetos em estoque restantes e os itens restantes ordenados são numerados um 

por um, para todo caso de repetição. Por simplicidade de notação, seja n a quantia total de 

objetos em estoque restante (possibilitando, ∑ =
=

K

k

l

ksn
1

, quando l for a última iteração do 

algoritmo residual) e m´ a quantia total de itens restantes ordenados ( ∑ =
=

m

i

l

irm
1

´ ). O 

comprimento do objeto em estoque do tipo j é representado por Lj e o tamanho do item 

tipo i é representado por li.  

Sejam as variáveis de decisão definidas por: 

 





=





=

contrário caso 0,

, objeto do cortado é  item o se ,1

contrário caso 0,

usado, é  objeto o se ,1

ji
x

j
y

ij

i

 

 

O problema consiste em (Martello e Toth, 1990): 

minimizar ∑
=

=
n

j

jyg(y)
1

  (2.31) 

sujeito a: j

m

i

iji yLx ≤∑
=

´

1

l  nj ,,1 K=  (2.32) 

 ∑
=

n

j

ijx
1

= 1 ´,,1 mi K=  (2.33) 

 { } { }1,0,1,0 == ijj xy  .,,1´,,,1 njmi KK ==  (2.34) 

 

Observe que o modelo (2.31)-(2.34) pode ser usado para modelar o problema 

original, porém com um alto número de itens (aqui considerados um a um, ignorando 

repetições). Para os problemas residuais, os quais envolvem poucos itens, o modelo 

(2.31)-(2.34) pode ser resolvido por um método de enumeração implícita. Entretanto, os 

experimentos computacionais atestam a dificuldade desta abordagem devido alta simetria 

dos objetos (Poldi e Aranelas, 2005). 
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2.4.1.4 Heurística de Poldi e Arenales (2005) 
 

A heurística proposta por Poldi e Arenales (2005) difere das heurísticas residuais 

tradicionais na maneira de determinar a solução inteira aproximada, no Passo 3 do 

algoritmo apresentado na seção 2.4.1.2.1, nas quais um arredondamento simples é sempre 

feito. A heurística é baseada na idéia de que o arredondamento para o inteiro superior é 

infactível para todas as freqüências, mas algumas delas poderiam ser arredondadas para o 

inteiro superior, enquanto outras seriam arredondadas para o inteiro inferior.  

Existem três versões da nova heurística proposta por Poldi e Arenales (2005) os 

quais são baseadas nesta idéia. Assim as heurísticas consistem basicamente em, a cada 

iteração, resolver um problema de corte de estoque relaxado e ordenar o vetor solução de 

forma específica (Poldi e Arenales (2005) analisaram três formas de ordenação). Para 

cada posição deste vetor, na ordem especificada, arredonda-se a freqüência para o número 

inteiro acima do fracionário obtido e testa-se a factibilidade desta solução (no sentido de 

que excessos de itens não sejam gerados). Caso não seja factível (isto é, houve excesso de 

itens), a freqüência é reduzida de uma unidade até que excessos sejam eliminados. 

Quando o último padrão de corte gerado for examinado, atualiza-se a demanda, 

resultando num problema residual, que será tratado da mesma forma. É importante notar 

que no processo de geração de colunas, ao menos um dos padrões de corte gerados pode 

ser utilizado pelo menos uma vez. Isto garante que a demanda residual fica cada vez 

menor a cada iteração e, ao final, a demanda residual é nula. Ou seja, o passo final é 

desnecessário. 

Para definir esta nova heurística, o Passo 3 do algoritmo residual geral, descrito na 

seção 2.4.1.2.1 foi alterado. O Passo 3 foi dividido em duas partes: o pré-processamento 

(ordenação dos padrões) e o arredondamento. O novo algoritmo residual é descrito a 

seguir: 

Passo 3: { Determinar uma solução inteira aproximada } 

Passo 3.1 {pré-processamento} 

 Ordene o vetor solução nk ℜ∈xxxx obtido no Passo 2 segundo um critério a ser 

definido a seguir para cada uma das três versões da heurística nova. 

 Passo 3.2 {arredondamento} 

Suponha que os padrões de corte gerados na solução ótima no Passo 2 

tenham freqüência positiva ( )0,...,01 >> k

N

k xx . 
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 { }
residual} estoque o {atualiza             

, min   

faça ,...,1 Para

iii

iii

ikkk

kikik

yss

sxy

Ni

−=

=

=

 

1   

1   

excesso} há ,infactívelfor   {enquanto faça , a igualou menor for  não  enquanto

+=

=

i

i

ikiik

iikik

ss

-yy

yyyyrrrrAyAyAyAy
 

Fim. 

 

Após i = N (número de padrões gerados), todas as freqüências foram 

‘arredondadas’ (algumas freqüências foram arredondadas possivelmente para o inteiro 

superior, outras para o interior inferior ou valores menores, podendo-se até mesmo anular 

uma freqüência maior que um), gerando-se uma solução aproximada inteira kyyyy . 

As três novas heurísticas serão apresentadas a seguir. 

 

2.4.1.4.1 Heurística nova 1 

 

A estratégia da heurística residual nova 1 é apostar na qualidade dos padrões 

gerados pelo modelo de otimização linear, no qual toda a demanda é levada em conta na 

construção dos padrões de corte. 

Para isso basta redefinir o Passo 3.1 do algoritmo anterior, que trata da ordenação 

dos padrões de corte. Na versão 1, os padrões de corte são ordenados de forma não-

decrescente de freqüência de utilização, ou seja, é dado maior prioridade aos padrões mais 

utilizados. 

 

Passo 3.1:  {pré-processamento: prioridade com maior freqüência} 

 Ordene o vetor solução nk ℜ∈xxxx  obtido no Passo 2 tal que: 

TTkkk xxx ≥≥≥ ...
2211

. 

 

2.4.1.4.2 Heurística nova 2 
 

Para definir a heurística residual nova 2, basta redefinir o Passo 3.1 do algoritmo 

anterior, que trata da ordenação dos padrões de corte. A heurística nova 2 ordena os 
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padrões de corte conforme a perda que eles apresentam, de forma não-crescente.Assim, 

tenta-se utilizar primeiro os padrões de corte com a menor perda, caso haja empate, o 

critério de desempate é colocar primeiro o padrão com maior freqüência jx . 

Passo 3.1:  {pré-processamento: prioridade com custo menor} 

Seja jw a perda no padrão de corte Njj ,...,1, = . 

Ordene o vetor solução nk ℜ∈xxxx  obtido no Passo 2 tal que: 

TTkkk www ≤≤≤ ...
21 21 . 

 

2.4.1.4.3 Heurística nova 3 

 

Nesta heurística a ordenação dos padrões de corte definidos no Passo 3.1 é feita 

conforme a parte fracionária das freqüências dos padrões de corte.  

Passo 3.1:  {pré-processamento: maior valor da parte fracionária} 

Seja   .,...,1,
11 Njxxf jkjkjk =−=  (f é parte fracionária).  

Ordene o vetor solução nk ℜ∈xxxx  obtido no Passo 2 tal que 

....
21 21 TTkkk fff ≥≥≥  
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3 UM ALGORITMO EVOLUTIVO PARA O PROBLEMA 

DE CORTE DE ESTOQUE UNIDIMENSIONAL INTEIRO 

 

 

A heurística aqui descrita é uma extensão do trabalho proposto por Boleta et al 

(2005), o qual é baseado em algumas características dos Algoritmos Genéticos e consiste, 

primeiramente, em gerar uma população inicial com indivíduos bons. Para isso foram 

utilizados métodos clássicos da literatura, os quais demandam um tempo computacional 

grande para a geração da população inicial. Posteriormente, tem-se a aplicação de 

mecanismos evolutivos para gerar novos indivíduos. Boleta et al (2005) destacam que: “a 

vantagem resultante deste método é a qualidade da solução (embora tenham sido feitos 

poucos testes, a heurística proposta mostrou-se capaz de melhorar bastante os resultados 

de métodos simples) e como desvantagem tem-se os tempos computacionais”. 

 

 

3.1 Metodologia e desenvolvimento do trabalho 

 

 

A Figura 8 mostra a visão geral da metodologia aqui proposta. No passo 1 é feita a 

geração inicial da população de indivíduos, que são soluções factíveis. A seguir é 

apresentado critério de parada do algoritmo evolutivo proposto. O passo 2 mostra o 

processo de evolução utilizado levando em conta: a seleção de indivíduos, a cooperação 

entre os indivíduos para gerar um novo indivíduo e o processo de adaptação dos 

indivíduos. Se a nova solução obtida for melhor do que a pior solução da população a 

mesma será substituída, caso contrário o processo de reprodução é executado novamente. 
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Figura 8 - Heurística proposta para o problema de corte unidimensional inteiro. 

 

A seguir descreveremos com mais detalhes cada um dos procedimentos utilizados. 

Para uma visão geral sobre algoritmos evolutivos veja o Apêndice. 

 

3.1.1 Representação da solução 

 

Considere um indivíduo3 como sendo uma solução factível para o problema de 

corte de estoque, tal que seus padrões de corte podem ser caracterizados como um 

cromossomo4, cujos genes5 representem cada um destes padrões de corte, seu respectivo 

objeto e a quantidade de vezes que o padrão será utilizado (xjk) (Figura 9). Onde ajk é o 

vetor correspondente ao j-ésimo padrão de corte sobre o objeto k, j=1,...,Nk, k=1,...,K. 

 

 

 

 

 

                                                 
3 Indivíduo representa a solução para o sistema, pode ser formado por um ou mais cromossomos. 
4 Cromossomo é formado por um conjunto de genes. 
5 Gene representa ou controla uma característica específica de um indivíduo. 

Sim 

Não 

Passo 3: 

Sim 

Gerar uma população inicial de 
indivíduos (soluções factíveis) Passo 1: 

Processo de evolução: 
seleção, cooperação e adaptação 

Solução  
gerada  é melhor 

que a pior? 

Não 

Substitui  
indivíduo na 
 população 

 
Solução final 

Passo 2: 

Passo 4: 

Critério de 
Parada é 

satisfeito? 
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Figura 9 - Representação de um indivíduo. 

 

Um exemplo de indivíduo é mostrado na Tabela 3. 

 

Tabela 3 - Indivíduo gerado. 

Número do objeto xjk Padrão (ajk) 

1 4 0 2 1 
 

1 3 1 0 2 
 

2 6 1 2 0 
 

 

3.1.2 População inicial 

 

A população inicial é um conjunto de várias soluções factíveis (conjunto de 

indivíduos). O tamanho da população inicial é um parâmetro a ser estabelecido no 

algoritmo evolutivo. A geração da população inicial será feita utilizando-se de diferentes 

adaptações do método de repetição exaustiva, nos quais outras heurísticas, além da FFD, 

serão utilizadas. 

 

3.1.2.1 Heurística de repetição exaustiva 1 (HRE1) 

 

A seguir, para facilitar a leitura, repetimos a heurística de repetição exaustiva 

utilizando FFD apresentada na seção 2.4.1.2.1: 

 

Genes 

Indivíduo 

Um padrão e seu respectivo objeto 
definidos anteriormente: 

T

mjkjkjkjka )...,,,( 21 ααα=  e xjk 

Gene/Padrão de corte: 

Genes 
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Algoritmo Heurístico de Repetição Exaustiva utilizando FFD (HRE1) 

Início do algoritmo 

Declaração das váriavies 

m:quantidade de itens 
K: quantidade de objetos em estoque 
Lk: comprimento do objeto k, k=1,...,K 

li: comprimento do item i, i=1,...,m 
di: demando do item i, i=1,...,m 

ri: demanda residual do item i será a demanda do item i (di) 
D: será a demanda residual total que consiste do somatório da demanda de cada 

item i  
ek: estoque do objeto k, k=1,...,K 
sk: estoque residual do objeto k será o estoque do objeto k (ek), k=1,...,K 

j: número do padrão de corte para o objeto K 

RESTO: comprimento restando do objeto k 

ikα : quantidade de vezes que o item i será utilizado em relação ao objeto k 

wk: armazena a perda em relação ao objeto k, k=1,...,K 

p: menor perda encontrada entre os objetos k, k=1,...,K 

xjp: quantidade de vezes que o padrão j com a menor perda será utilizado 
 

Passo 1: ordene os itens a serem demandados, segundo o seu comprimento, em 

ordem decrescente. 

mlll ≥≥≥ ...21  

Faça ∑
=

======
m

i

ikkii rDjKkesmidr
1

 ;1 ;,...,1  ;,...,1  

  

Passo 2: Enquanto 0>D  (enquanto existir demanda a ser satisfeita) faça 

Para Kk ,...,1=  

 se 0>ks  

  Faça kLRESTOi ==  ;1  

  Enquanto mi ≤  e mlRESTO ≥  faça: 

















= i

i

ik r
l

RESTO
,minα  

   RESTO = RESTO - iik l*α  

   i = i + 1 

  {fim enquanto} 

 {fim se} 
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 RESTOlw kk −=  

{fim para} 

{fim enquanto} 

Passo 3: Determine p tal que: { }Kksww kkp ,...,1 para ,0 que  tal,min =>=  

Determine o número de vezes que cada padrão será utilizado: 

 













=≠











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r
x ipp
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i
jp ,...,1 para ,0 onde ,,min α

α
 

 

Passo 4: {atualização} 

( )

1

,...,1 para , 

,...,1 para , *

1

+=

=−=

−==

=−=

∑
=

jj

mixss

xDD

mixrr

jppp

m

i

ipjp

ipjpii

α

α

 

 {fim enquanto (Passo 2)} 

Fim do algoritmo. 

 

Observa-se que, ao utilizar este procedimento, apenas um indivíduo é gerado. 

 

3.1.2.2 Heurística de repetição exaustiva 2 (HRE2) 
 

Este método é semelhante à heurística de repetição exaustiva utilizando FFD 

(HR1) com alterações nos Passos 2. no qual a escolha do item será de forma aleatória. O 

algoritmo adaptado será visualizado a seguir. 

 

Início do algoritmo 

Passo 1: ordenação dos itens igual seção à 2.4.1.2.1. 

Passo 2: Enquanto 0>D  (enquanto existir demanda a ser satisfeita) faça 

 Para Kk ,...,1=  

 se 0>ks  

  kLRESTO =  
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Escolha aleatoriamente um item entre 1 e m tal que 

Kii Ller <>   0  

  Se mlRESTO ≥  então 

 
















= i

i

ik r
l

RESTO
,minα  

   RESTO = RESTO - iik l*α  

  {fim se} 

 {fim se} 

RESTOlw kk −=  

{fim para} 

  {fim enquanto} 

Passo 3: igual à seção 2.4.1.2.1. 

Passo 4: igual à seção 2.4.1.2.1. 

Fim do algoritmo. 

 

Observa-se que, a aplicação deste procedimento várias vezes gera indivíduos 

diferentes. 

 

3.1.2.3 Heurística de repetição exaustiva 3 (HRE3) 
 

Esta heurística é similar à heurística de repetição exaustiva (HRE1), utilizando 

FFD com alteração no Passo 2, no qual a escolha dos objetos é aleatória. O padrão 

escolhido será o primeiro padrão construído para aquele objeto, não sendo verificada a 

perda do padrão, modificando assim o Passo 3. A seguir, é demonstrado o algoritmo 

modificado. 

 

Início do algoritmo 

Passo 1: ordenação dos itens igual à seção 2.4.1.2.1. 

Passo 2: Enquanto 0>D  (enquanto existir demanda a ser satisfeita) faça 

Escolhe aleatoriamente um objeto p entre 1 e K tal que 0>ks  

  Faça kLRESTOi ==  ;1  

Enquanto mi ≤  e mlRESTO ≥  faça: 
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















= i

i

ik r
l

RESTO
,minα  

   RESTO = RESTO - iik l*α  

   i = i + 1 

  {fim enquanto} 

  {fim para} 

{fim enquanto} 

Passo 3: Determine o número de vezes que cada padrão será utilizado: 













=≠











= mis

r
x ipp

ip

i
jp ,...,1 para ,0 onde ,,min α

α
 

Passo 4: igual à seção 2.4.1.2.1. 

Fim do algoritmo. 

 

Aqui também é possível gerar vários indivíduos diferentes. Além disso tais 

indivíduos são diferentes dos indivíduos gerados anteriormente. 

 

3.1.2.4 Heurística de repetição exaustiva 4 (HR4) 
 

Esta heurística é similar ao método que utiliza usa uma heurística de construção de 

repetição exaustiva (HRE1), utilizando FFD com alterações nos Passos 2 e 3 do 

algoritmo apresentado na seção 2.4.1.2.1 No Passo 2 a escolha dos objetos e dos itens 

será de forma aleatória, já no Passo 3, não é determinada a perda de cada padrão, de 

maneira que, o primeiro padrão construído será utilizado. O algoritmo modificado é 

apresentado a seguir: 

 

Início do algoritmo 

Passo 1: igual seção 2.4.1.2.1. 

Passo 2: Enquanto 0>D  (enquanto existir demanda a ser satisfeita) faça 

Escolhe aleatoriamente um objeto p entre 1 e K tal que 0>ks  

  kLRESTO =  

Escolhe aleatoriamente um item entre 1 e m tal que 

Kii ller <>   0  
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  Se mlRESTO ≥  então: 
















= i

i

ik r
l

RESTO
,minα  

   RESTO = RESTO - iik l*α  

  {fim se} 

{fim enquanto} 

Passo 3: Determine o número de vezes que cada padrão será utilizado: 













=≠











= mis

r
x ipp

ip

i
jp ,...,1 para,0 onde ,,min α

α
 

Passo 4: igual à seção 2.4.1.2.1. 

Fim do algoritmo. 

 

Os indivíduos obtidos com este procedimento são diferentes dos indivíduos 

gerados anteriormente, podendo-se gerar vários indivíduos com esta heurística. 

 

3.1.2.5 Considerações sobre os métodos de geração 
 

Os cinco métodos de geração da população inicial apresentados nas seções 

anteriores foram desenvolvidos para gerar uma população inicial num rápido tempo 

computacional e com diversidade de indivíduos. A diversidade de indivíduos é 

fundamental para garantir a busca de melhores soluções no algoritmo evolutivo proposto 

neste trabalho. 

A Tabela 4, a seguir, demonstra a forma como as heurísticas de repetição 

exaustiva foram desenvolvidas baseadas nos seguintes critérios: forma de ordenação dos 

itens, escolha do objeto de menor perda e a maneira de escolha dos objetos e itens. 
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Tabela 4 - Descrição dos métodos de repetição exaustivos desenvolvidos. 

Característica 

Método 

Ordenação dos 
itens Escolha do objeto Escolha do item 

Verifica 
perda? 

HRE1 
Decrescente de 
comprimento 

De 1 até K 
Conforme ordenação dos 

itens, do maior para o 
menor. 

sim 

HRE2 
Decrescente de 
comprimento 

De 1 até K Aleatória. sim 

HRE3 
Decrescente de 
comprimento 

Aleatória 
Conforme ordenação dos 

itens, do maior para o 
menor. 

não 

HRE4 
Decrescente de 
comprimento 

Aleatória Aleatória não 

 

A Tabela 5 mostra a quantidade de indivíduos gerados, utilizando cada um dos 

métodos apresentados anteriormente. A heurística de repetição exaustiva HRE1 gera 

apenas um indivíduo enquanto as demais (HRE2, HRE3 e HRE4) os indivíduos são 

obtidos por um percentual em relação ao tamanho da população inicial. O percentual de 

cada um dos métodos é um dos parâmetros a serem estabelecidos no algoritmo evolutivo 

proposto. 

 

Tabela 5 - Quantidade de indivíduos gerados para cada método. 

Método 
Quantidade de 

Indivíduos 
HRE1 1 

HRE2 % 

HRE3 % 

HRE4 % 

 

3.1.3 Algoritmo Evolutivo e Nova solução gerada 

 

Nesta seção serão descritos os detalhes do algoritmo evolutivo utilizado no 

desenvolvimento deste trabalho, tais como: processo de seleção, cooperação e adaptação. 

Algumas inicializações são realizadas antes de aplicar o algoritmo evolutivo: 

• ordenar a população inicial em ordem crescente do valor de avaliação (fitness) 

• g: número de genes de um indivíduo (será abortado na seção 3.1.3.2) 

• n_padrao número inicial do padrão de corte de um indivíduo, inicialmente 0 

(zero) 

• ri: demanda residual do item i será a demanda do item i (di) 
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• D: será a demanda residual total que consiste do somatório da demanda de 

cada item i 

• sk:  a estoque residual do objeto k será o estoque do objeto k (ek) 

 

3.1.3.1 Processo de seleção 

 

O processo de seleção será realizado para escolher um indivíduo que gerará uma 

nova solução. A seleção de um indivíduo será de forma gulosa/aleatória, isto é, indivíduos 

melhores (função de avaliação) terão probabilidade maior de serem selecionados. A 

população de indivíduos é ordenada de forma crescente do valor da função de avaliação, 

facilitando, assim, o processo de seleção do indivíduo. A probabilidade de seleção de um 

indivíduo será um dos parâmetros a serem determinados no algoritmo evolutivo. 

 

3.1.3.2 Cooperação 

 

Após a escolha do indivíduo, utilizando o processo de seleção, um padrão de 

corte, para o indivíduo que está sendo gerado, deverá ser selecionado. A forma de seleção 

do padrão de corte de um indivíduo será aleatória.  

O padrão de corte selecionado poderá ou não ser inserido no novo indivíduo, pois 

o mesmo pode ser descartado quando se referir a um objeto que não possui mais 

quantidade em estoque, ou quando existir um item, neste padrão de corte, no qual a 

demanda residual já foi atendida. Nos demais casos serão calculados a quantidade de 

vezes que o padrão será utilizado e inseridos no novo indivíduo. 

O processo continuará por meio da seleção de um outro indivíduo e um novo 

padrão de corte. 

O procedimento será finalizado quando a demanda residual total for atendida ou 

quando o número máximo de tentativas de inserções de padrões de cortes no novo 

indivíduo for alcançado (parâmetro g). Este parâmetro é definido baseado nas 

características da população inicial, sendo a média do número de padrões de cortes 

gerados de todos os indivíduos na população inicial mais um percentual pré-estabelecido. 

Se a demanda residual total dos itens for zero um novo indivíduo factível foi 

gerado para a nova população. Caso contrário é necessário uma fase de adaptação. 
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3.1.3.3 Adaptação 

 

Sendo a demanda residual dos itens diferente de zero, após g tentativas, a 

construção de uma solução factível será necessária. A construção será utilizando a 

heurística de repetição exaustiva utilizando FFD (apresentada na seção 2.4.1.2.1), 

considerando apenas a demanda residual dos itens. 

 

3.1.3.4 Substituição do indivíduo na população 
 

O novo indivíduo encontrado será substituído na população utilizando a estratégia 

de substituição populacional Steady-State (definido no Apêndice), que consiste na 

substituição do melhor indivíduo pelo pior indivíduo de todos. Lembrando que a 

população inicial está ordenada de forma crescente em relação à função de avaliação de 

cada indivíduo. Após a ordenação dos indivíduos (em ordem crescente da função de 

avaliação) a inserção da nova solução gerada encontrará a posição correta, na população 

de indivíduos, verificando o novo valor da função de avaliação, obtido para o indivíduo 

gerado, se é menor ou igual a qualquer outro valor de avaliação dos indivíduos que 

compõem a população. Se o valor da função de avaliação for igual um segundo critério de 

desempate será utilizado, neste caso o menor número de padrões de corte do indivíduo. 

Os demais indivíduos são deslocados para a direita, eliminando o pior de todos 

(última posição da população). 

 

3.1.3.5 Critério de parada e solução final 
 

O critério de parada é mais um parâmetro a ser definido no algoritmo evolutivo. 

Este critério é o número máximo de iterações, no qual cada iteração representa a geração 

de um indivíduo. Se o critério de parada for atendido a solução final é determinada 

selecionando-se o primeiro elemento da população de indivíduos. O indivíduo que está na 

primeira posição será o indivíduo que possui a melhor função de avaliação entre os 

demais, pois a população está ordenada de forma crescente em relação ao valor de 

avaliação (fitness) de cada indivíduo. Caso não seja satisfeito o critério de parada, passará 

para o processo de evolução (Figura 8). 
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3.1.3.6 Função de avaliação (fitness) 
 

A função de avaliação (fitness) utilizada neste trabalho leva em consideração dois 

aspectos (descritos na seção 2.2): o total de perda do objeto e o número de padrões de 

corte. A função de avaliação 3.1 mostrada a seguir poderá ser avaliada dando mais 

importância a algum aspecto. Para isso determinados os parâmetros: alfa1 e alfa2 que são 

os percentuais de avaliação que será verificado para cada um dos aspectos. Estes 

parâmetros devem ser determinados no algoritmo evolutivo. 

 

=)Minimizar f(x alfa1(

∑

∑∑ ∑
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= =
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∑
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K

k

k

K

k

N

j
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e

xx
k

1

1 1

δ

)  (3.1) 

 

Observe que os denominadores de cada termo são utilizados para normalizar seus 

valores entre [ ]1,0  e o melhor indivíduo será aquele que obtiver o menor valor para a sua 

função de avaliação. 

 

3.1.3.7 Parâmetros evolutivos a serem estabelecidos 
 

O desempenho do algoritmo evolutivo é fortemente influenciado pela definição 

dos parâmetros a serem utilizados. A seguir são apresentados os parâmetros utilizados, 

bem como a simbologia adotada no algoritmo evolutivo detalhado, a ser apresentado na 

seção 3.1.3.8. 

• tamanho da população inicial: POPULACAO_INICIAL ; 

• percentual das adaptações: h2, h3 e h4 para a geração da população inicial; 

• percentual da seleção gulosa/aleatória de um indivíduo: PERCENTUAL; 

• número de padrões de corte (gene) de um indivíduo: g; 

• critério de parada: número máximo de interações (gerações da população): 

Max_iteracoes; 

• função de avaliação (fitness): f. 
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3.1.3.8 Algoritmo evolutivo detalhado 
 

A Figura 13 mostra o algoritmo evolutivo detalhado proposto. Uma população 

inicial de indivíduos é gerada com soluções factíveis (conjunto de indivíduos factíveis). 

Em geral, na primeira iteração o critério de parada não será satisfeito. Começa-se o 

processo de evolução (seleção, cooperação e adaptação). Na seleção será escolhido o 

indivíduo conforme o que foi descrito na seção 3.1.3.1. No processo de cooperação as 

informações dos indivíduos são trocadas entre si. O novo indivíduo gerado poderá ou não 

ser factível. Se o novo indivíduo não for factível o processo de adaptação será executado 

até encontrar um indivíduo factível. Verifica-se se a nova solução encontrada é melhor do 

que a pior solução da população. O novo indivíduo gerado será substituído na população e 

o pior indivíduo desta será eliminado. Se o critério de parada não for satisfeito o processo 

de reprodução, cooperação e adaptação, será repetido, senão uma solução final, factível, é 

encontrada. 
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Figura 10 - Algoritmo evolutivo detalhado. 

Passo 3: 

Passo 4: 

 

Número de 
Padrões <= g 

Heurística de repetição exaustiva 
modificada utilizando FFD 

Não 

Sim 

Não 

Sim 

Sim 

Sim 

Não 

Critério de 
Parada é 

satisfeito? 

Processo de seleção de  
um indivíduo 

Seleciona padrão de corte 

sk>0 e  
ri >0? 

Insere padrão de corte e calcula xjk 

iri ∀=  ,0 ? 

Não 

 
Nova solução 

gerada 

Solução  
gerada  é melhor 

que a pior? 

Substitui 
indivíduo  na 

população 

Solução final 

Adaptação 

Gerar população inicial de 
indivíduos (soluções factíveis) 

Processo de evolução 

Cooperação 

Passo 1: 

Passo 2: 

Sim 

Não 
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Apresentamos o algoritmo evolutivo com um dos conjuntos de parâmetros 

utilizados nos testes computacionais. 

 

Algoritmo evolutivo (AE) 

Parâmetros do AE 

POPULACAO_INICIAL   = 10; //número de indivíduos da população inicial 

Max_Iteracoes                  = 4500; //número máximo de iterações (gerações) 

PERCENTUAL                 = 50; //percentual de escolha gulosa/aleatória dos 

melhores //indivíduos 

//A função de avaliação é definida conforme a ênfase que se quer dar a alguns aspectos: 

//perda, número de objetos cortados e número de padrões de corte 

;33.01 =alfa / /percentual de importância da perda a ser considerada na função de 

avaliação 

;33.02 =alfa // percentual de importância do número de objetos a ser considerada na 

função //de avaliação 

;33.03 =alfa // percentual de importância do número de padrões de cortes considerado 

na //função avaliação 

 

//O percentual de geração da população inicial através das heurísticas de repetição 

exaustiva //adaptadas será: 

h1 = 0.33; // 33 % dos indivíduos serão gerados utilizando a adaptação h1 

h2 = 0.33; // 33 % dos indivíduos serão gerados utilizando a adaptação h2 

h3 = 0.33; // 33 % dos indivíduos serão gerados utilizando a adaptação h3 

Fim da declaração dos parâmetros do A.E. 

 

Variáveis 

D; // demanda residual total a ser atendida 

n;  //número atual de genes (padrões de corte) 

count; //contador atual do número de iterações atuais 

f; //valor da função de avaliação 

g; //número máximo de genes inseridos 

S; //indivíduo gerado a cada iteração 

−

S ; //melhor indivíduo da solução 
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população; //população de indivíduos 

Fim da declaração das variáveis 

Início do algoritmo 

 

Passo 1 // Inicialize as variáveis e construa a população inicial 

Faça φ=S , 0=f  e { }10987654321 ,,,,,,,,, SSSSSSSSSSpopulacao =  

//S1 a S10 são indivíduos que contém as soluções obtidas por: HRE-FFD e adaptações 

//(HRE1,HRE2,HRE3 e HRE4) descritos na seção 3.1.2 

Faça count = 0 / /iteração atual 

/ /Inicializa a demanda e o estoque inicial 

Faça ri = di para i = 1,..,.m e sk =ek para k=1,...,K //ri e sk são respectivamente a demanda 

//residual do item i e o estoque residual do objeto k 

∑
=

=
m

i

idD
1

 //demanda residual total será o somatório da demanda residual de cada item 

Fim Passo 1 

 

Passo 2 // Processo de evolução – construção da população 

Faça: seleção gulosa/aleatória de um indivíduo entre S1 e S10 em população //na seleção é 

//dada à preferência a indivíduos com valor de avaliação melhor (veja 

seção3.1.3.6) 

 

Passo 2.1 // Cooperação: seleção aleatória de um padrão e inserção dele no novo 

indivíduo 

Faça: escolha aleatoriamente de um padrão [ ]Tmjkjkjkjka ααα ,...,, 21=  do indivíduo 

selecionado 

Se sk > 0 e ri > 0 para i = 1,...,m então //se existir objeto em estoque e demanda do item 

// Determine o número de vezes que o padrão será utilizado 

Faça: padrão do barra  e ...1 para ,0,min ==≠























= jmier

r
x jkij

ijk

i
jk α

α
 

Faça: { }
jkjk xaSS ,∪=  // insere padrão no novo indivíduo (reprodução) 

// atualiza a demanda e o estoque 

Faça: padrão do barra e  e  ...1 para =−==−= jxssmixrr jkkkijkjkii α  
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Faça: n = n +1 

Senão volte ao Passo 2 //seleciona outro indivíduo 

Se D = 0 então // se a demanda residual total for igual a zero uma nova solução foi gerada 

Senão  

se n < g ou D > 0, volte ao passo 2 // número de padrões (n) não for igual ao 

//número máximo de padrões (g) e ou a demanda residual total (D) não 

seja //igual a zero 

 Senão passo 2.2 

Fim Passo 2.1 

 

Passo 2.2 // Adaptação:teste de otimalidade da solução, término da solução e atualização 

da //população 

Se 0≠D  então aplicar a heurística de repetição exaustiva utilizando FFD //considerando 

a //demanda residual gera uma solução 

)(SFf =  //F calcula o valor de avaliação de um indivíduo 

Fim Passo 2.2 

 

Fim do Passo 2 

 

Início do Passo 3 

Se ( ) SSINICIALPOPULACAOkSFf kk ==<  então _...1 para  //A substituição de  um 

indivíduo será feita conforme o critério da seção 

3.1.3.4 

Faça: count = count + 1 

Se count = Max_iteracoes então Passo 4 

Senão volte ao Passo 2 

Fim do Passo 3 

 

Passo 4//Solução final: substituição do indivíduo na população 

Faça: { }melhorSpoulacaoS =
−

 //o melhor indivíduo da população é escolhido 

Fim do algoritmo 

Fim Passo 4  
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Fim do algoritmo  

 

3.1.4 Exemplo utilizando Algoritmo Evolutivo 

 

Nesta seção apresentamos um exemplo de solução para o problema de corte 

utilizando o Algoritmo Evolutivo apresentado na seção 3.1.3.8. 

 

3.1.4.1 Geração de uma população inicial (Passo 1 do A.E) 
 

A Tabela 6 mostra os dados de entrada dos objetos (a) e itens (b), exemplo este 

que faz parte do conjunto de exemplos práticos executados neste trabalho. 

 

Tabela 6 - Dados de entrada. 
Objetos 

Número do objeto Comprimento Estoque 

1 137 12 

2 706 2 

3 589 15 

(a) 

Itens 

Número do item Comprimento Demanda 

1 29 5 

2 61 7 

3 71 1 

4 15 2 

5 25 3 

(b) 

 

O tamanho da população inicial, neste exemplo, será de 10 indivíduos, e o 

percentual de indivíduos gerados por meio das heurísticas de repetição exaustiva será de 

33% do tamanho da população inicial, descontado o indivíduo gerados pela heurística de 

repetição exaustiva: HRE1. A quantidade de indivíduos gerados em cada uma das 

heurísticas de repetição exaustivas é visualizada na Tabela 7. 

 

Tabela 7 - Quantidade de indivíduos gerados na população inicial. 

Método 
Quantidade de 

Indivíduos 
HRE1 1 

HRE2 3 

HRE3 3 

HRE4 3 

Total 10 
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O primeiro indivíduo é gerado pela a heurística de repetição exaustiva, utilizando 

FFD (HRE1), com perda total de 115, 3 padrões de corte, 3 objetos cortados e a função de 

avaliação (apresentada na seção 3.1.3.6, considerando alfa1=0,5 e alfa2=0,5) igual a 

0,056560 (Tabela 8). 

 

Tabela 8 - Indivíduo gerado com a HRE1. 
Número do objeto x Perda Padrão 

3 1 4 3 7 1 0 0 
 

1 1 4 2 0 0 0 3 
 

1 1 107 0 0 0 2 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 9 mostra o segundo indivíduo gerado, utilizando a heurística de 

repetição exaustiva 1 (HRE1), sendo o primeiro desta heurística, com perda total de 704, 

4 padrões de corte, 4 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,098568. 

 

Tabela 9 – Primeiro indivíduo gerado com a HRE2. 
Número do objeto x Perda Padrão 

3 1 7 5 6 1 0 0 
 

1 1 62 0 0 0 0 3 
 

3 1 528 0 1 0 0 0 
 

1 1 107 0 0 0 2 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 10 mostra o terceiro indivíduo gerado utilizando a heurística de 

repetição exaustiva 2 (HRE2), sendo o segundo desta heurística, com perda total de 74, 4 

padrões de corte, 6 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,072077. 

 

Tabela 10 - Segundo indivíduo gerado com HRE2. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 3 45 0 2 0 0 0 
 

1 1 6 4 0 0 1 0 
 

1 1 1 0 1 0 0 3 
 

1 1 22 1 0 1 1 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
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A Tabela 11 mostra o quarto indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 3 (HRE3), sendo o terceiro desta heurística, com perda total de 704, 4 padrões 

de corte, 4 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,098568. 

 

Tabela 11 - Terceiro indivíduo gerado com a HRE2. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 4 2 0 0 0 3 
 

1 1 20 3 0 0 2 0 
 

3 1 162 0 7 0 0 0 
 

3 1 518 0 0 1 0 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 12 mostra o quinto indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 3 (HRE3), sendo o primeiro desta heurística, com perda total de 567, 3 padrões 

de corte, 3 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,075566. 

 

Tabela 12 - Primeiro indivíduo gerado com a HRE3. 
Número do objeto X Perda Padrão 

3 1 4 3 7 1 0 0 
 

1 1 4 2 0 0 0 3 
 

3 1 559 0 0 0 2 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 13 mostra o sexto indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 3 (HRE3), sendo o segundo desta heurística, com perda total de 547, 2 padrões 

de corte, 2 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,0,057483. 

 

Tabela 13 – Segundo indivíduo gerado com a HRE3. 
Número do objeto x Perda Padrão 

3 1 4 3 7 1 0 0 
 

2 1 543 2 0 0 2 3 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 14 mostra o sétimo indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 3 (HRE3), sendo o terceiro desta heurística, com perda total de 664, 2 padrões 

de corte, 2 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,062403. 
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Tabela 14 - Terceiro indivíduo gerado com HRE3. 
Número do objeto x Perda Padrão 

2 1 13 5 7 1 0 2 
 

2 1 651 0 0 0 2 1 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 15 mostra o oitavo indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 4 (HRE4), sendo o primeiro desta heurística, com perda total de 1273, 4 

padrões de corte, 4 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,0,122493. 

 

Tabela 15 – Primeiro indivíduo gerado com HRE4. 
Número do objeto X Perda Padrão 

2 1 530 0 0 1 2 3 
 

1 1 21 4 0 0 0 0 
 

3 1 560 1 0 0 0 0 
 

3 1 162 0 7 0 0 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 16 mostra o nono indivíduo gerado utilizando a heurística de repetição 

exaustiva 4 (HRE4), sendo o segundo desta heurística, com perda total de 1979, 5 padrões 

de corte, 5 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,169421. 

 

Tabela 16 - Segundo indivíduo gerado com HRE4. 
Número do objeto x Perda Padrão 

2 1 601 0 0 0 2 3 
 

2 1 279 0 7 0 0 0 
 

1 1 21 4 0 0 0 0 
 

3 1 560 1 0 0 0 0 
 

3 1 518 0 0 1 0 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

A Tabela 17 mostra o décimo e último indivíduo gerado utilizando a heurística de 

repetição exaustiva 4 (HRE4), sendo o segundo desta heurística, com perda total de 1664, 

6 padrões de corte, 6 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,173417. 
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Tabela 17 - Terceiro indivíduo gerado com HRE4. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 5 0 1 1 0 0 
 

2 1 676 0 0 0 2 0 
 

2 1 631 0 0 0 0 3 
 

3 1 223 0 6 0 0 0 
 

1 1 21 4 0 0 0 0 
 

1 1 108 1 0 0 0 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

O número de padrões e o valor da função de avaliação (fitness), da população 

inicial de tamanho dez, é visualizada na Tabela 18. 

 

Tabela 18 - População inicialmente formada. 
Número do 
indivíduo 

Número de 
padrões de corte 

Perda 
total 

Objetos 
cortados 

Função de 
avaliação (fitness) 

1 3 115 3 0,056560 

2 4 704 4 0,098568 

3 4 74 6 0,072077 

4 4 704 4 0,098568 

5 3 567 3 0,075566 

6 2 547 2 0,057483 

7 2 664 2 0,062403 

8 4 1273 4 0,122493 

9 5 1979 5 0,169421 

10 6 1664 6 0,173417 

 

3.1.4.2 Processo de evolução (Passo 2 do A.E.) 
 

Inicialmente, a população inicial obtida, na seção anterior, deve ser ordenada de 

forma crescente do valor de avaliação (indivíduos melhores são aqueles que apresentam o 

menor valor na sua função de avaliação). A Tabela 19 apresenta a população inicial 

ordena. 
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Tabela 19 - População inicial ordenada. 

Número do 
indivíduo 

Posição do 
indivíduo antes 
da ordenação 

Número de 
padrões de 

corte 

Perda 
total 

Objetos 
cortados Função de 

avaliação (fitness) 

1 1 3 115 3 0,056560 

2 6 2 547 2 0,057483 

3 7 2 664 2 0,062403 

4 3 4 74 6 0,072077 

5 5 3 567 3 0,075566 

6 2 4 704 4 0,098568 

7 4 4 704 4 0,098568 

8 8 4 1273 4 0,122493 

9 9 5 1979 5 0,169421 

10 10 6 1664 6 0,173417 

 

Uma segunda atribuição faz-se necessário: o número de genes de um novo 

(parâmetro g). Neste exemplo, a média geral dos padrões da população inicial (Tabela 19) 

é de 3,7 por indivíduo. Acrescentando 20% sobre a média (parâmetro a ser estabelecido) 

resultará no valor de g = 5 (arredondado para o inteiro superior mais próximo). 

Após a atribuição de g, inicia-se o processo de seleção de um indivíduo da 

população ordenada (conforme seção 3.1.3.1). O primeiro indivíduo selecionado, neste 

exemplo, é o décimo da Tabela 19, o mesmo é visualizado na Tabela 20 a seguir. 

 

Tabela 20 – Primeiro indivíduo selecionado. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 5 0 1 1 0 0 
 

2 1 676 0 0 0 2 0 
 

2 1 631 0 0 0 0 3 
 

3 1 223 0 6 0 0 0 
 

1 1 21 4 0 0 0 0 
 

1 1 108 1 0 0 0 0 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

Após o processo de seleção de um indivíduo inicia-se o processo de cooperação 

(seção 3.1.3.2). Neste processo o primeiro padrão de corte é selecionado (padrão de corte 

destacado na Tabela 20 na cor cinza) e inserido no novo indivíduo. Calcula-se a 

quantidade máxima de vezes que o mesmo será utilizado, neste caso apenas uma vez. 



 

 

76 

O procedimento de seleção de um outro indivíduo e o seu padrão de corte é 

repetido até que o número de padrões de corte selecionado seja maior que g. O indivíduo 

obtido até este momento é visualizado na Tabela 21. 

 

Tabela 21 - Indivíduo gerado no início do passo 2 do A.E. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 5 0 1 1 0 0 
 

1 1 20 3 0 0 2 0 
 

Demanda total por item a ser atendida 5 7 1 2 3 
 

Demanda residual (demanda a ser atendida) 2 6 0 0 3 
 

 

A Tabela 22 mostra o primeiro indivíduo gerado, após o processo de adaptação 

(seção 3.1.3.3), com perda total de 74, 4 padrões de corte, 6 objetos cortados e a função 

de avaliação igual a 0,072077. 

 

Tabela 22 – Nova solução gerada com o A.E. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 5 0 1 1 0 0 
 

1 1 20 3 0 0 2 0 
 

1 3 45 0 2 0 2 0 
 

1 1 4 2 0 0 0 3 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
 

 

3.1.4.3 Substituição do indivíduo na população (passo 3 do A.E.) 
 

A nova solução encontrada, indivíduo da Tabela 22, após o processo de evolução, 

será substituído na população inicial (Tabela 19) conforme o processo de substituição de 

um indivíduo descrito na seção 3.1.4. A tabela 23 mostra a inserção da nova solução na 

população inicial, destacado na cor cinza. 
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Tabela 23 - População inicial após a inserção do novo indivíduo. 

Número do 
indivíduo 

Número de 
padrões de 

corte 

Perda 
total 

Objetos 
cortados Função de 

avaliação (fitness) 

1 3 115 3 0,056560 

2 2 547 2 0,057483 

3 2 664 2 0,062403 

4 4 74 6 0,072077 

5 4 74 6 0,072077 

6 3 567 3 0,075566 

7 4 704 4 0,098568 

8 4 704 4 0,098568 

9 4 1273 4 0,122493 

10 5 1979 5 0,169421 

 

3.1.4.4 Solução final (passo 4 do A.E.) 
 

A melhor solução encontrada (indivíduo gerado), para este exemplo, após o 

critério de parada ser satisfeito (seção 3.1.3.5), com perda total de 115, 3 padrões de corte, 

3 objetos cortados e a função de avaliação igual a 0,056560 é visualizado na Tabela 24. 

 

Tabela 24 – Melhor solução encontrada ao termino do A.E. 
Número do objeto x Perda Padrão 

1 1 107 0 0 0 2 0 
 

3 1 4 3 7 1 0 0 
 

1 1 4 2 0 0 0 3 
 

Demanda 5 7 1 2 3 
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4 IMPLEMENTAÇÃO E RESULTADOS 

COMPUTACIONAIS 

 

 

Neste capítulo são apresentados o gerador aleatório utilizado para geração dos 

dados avaliados, os resultados computacionais obtidos e os resultados computacionais 

adicionais utilizando um segundo conjunto de exemplos. 

O algoritmo evolutivo apresentado foi desenvolvido utilizando a linguagem C e a 

ferramenta C++ Builder 6. Os testes computacionais foram realizados utilizando um PC 

com processador Intel Pentium M (Centrino de 1.73 GHz) com 512 Mb de memória 

RAM. 

 

 

4.1 Geração dos dados 

 

 

Os dados utilizados para os testes foram obtidos por meio do gerador aleatório 

proposto por Wäscher e Gau (1995) e adaptados no trabalho de Poldi e Aranelas (2005) 

para o problema de corte em que se tem vários objetos em estoque (tamanhos diferentes).  

As variações de tamanho do objeto, item, quantidade de estoque e demanda, 

descritas em Poldi (2003), são: 

• número de objetos em estoque (K): 3, 5 e 7; 

• número de tipos de itens (m): 5, , 10, 20 e 40; 

• dimensão dos objetos KkLk ,...,1, =  são valores aleatórios no intervalo [1, 

1000]; 

• estoques disponíveis dos objetos (ek) foram gerados aleatoriamente no intervalo 








2
100,1

m
 onde m é o número de itens; 

• tamanho dos itens mili ,...,1, =  foram gerados aleatoriamente no intervalo [v1L, 

v2L], onde L é média simples da dimensão dos objetos. Utilizou-se v1=0,01 e 

v2=0,02 para gerar itens denominados Pequenos e v2=0,08 para itens 

denominados Médios; 
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• demanda dos itens mid i ,...,1, =   são valores no intervalo [1,10]. 

O conjunto de exemplos, gerados e cedidos por Poldi (2003) está dividido em 

classes. No total são 18 classes, cada uma com 20 exemplos totalizando 360. As 

características das classes são visualizadas na Tabela 25. 

 

Tabela 25 – Características das 18 classes. 
Classe Número de barras Número de itens Tamanho dos itens 

C1 3 5 Pequeno 

C2 3 5 Médio 

C3 3 20 Pequeno 

C4 3 20 Médio 

C5 3 40 Pequeno 

C6 5 40 Pequeno 

C7 5 10 Pequeno 

C8 5 10 Médio 

C9 5 20 Pequeno 

C10 5 20 Médio 

C11 5 40 Pequeno 

C12 5 40 Média 

C13 7 10 Pequeno 

C14 7 10 Médio 

C15 7 20 Pequeno 

C16 7 20 Médio 

C17 5 40 Pequeno 

C18 5 40 Médio 

 

 

4.2 Resultados computacionais 

 

 

Os resultados obtidos nesta seção são comparados com as heurísticas descritas nas 

seções anteriores: construtiva FFD (seção 2.4.1.2.1), construtiva Gulosa (seção 2.4.1.2.2), 

residual FFD (seção 2.4.1.3.2), residual Gulosa (seção 2.4.1.3.3), residual Nova 1 (seção 

2.4.1.4.1), residual Nova 2 (seção 2.4.1.4.2), residual Nova 3 (seção 2.4.1.4.2) e algoritmo 

evolutivo (A.E.) (capítulo 3). A heurística proposta (A.E.) leva em consideração na 
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função objetivo a perda total e o número de padrões de corte, enquanto nas demais 

heurísticas avaliadas a perda é o objetivo principal. 

Para os testes computacionais iniciais foram comparados dois parâmetros 

principais: 

• perda total: soma das sobras no corte numa determinada solução; 

• padrões de corte: número de padrões de corte diferentes necessários para o 

corte em uma solução; 

Vários parâmetros evolutivos foram avaliados nos testes computacionais. Na 

Tabela 26 são apresentados um conjunto de parâmetros que se mostrou ser eficiente nos 

resultados obtidos (em termos de qualidade da solução e tempo computacional). 

 

Tabela 26 - Parâmetros evolutivos utilizados. 
Parâmetro Valor atribuído 

Tamanho da população inicial 10 
Percentual de HRE2, HRE3 e HR4 33% cada 

Percentual da seleção aleatória de um 
indivíduo 

50% de probabilidade de seleção de um indivíduo em 
relação aos 50% melhores indivíduos da população 

Número de genes (g) 
A media do número de genes dos indivíduos da população 

inicial acrescido de 20% 
Número máximo de interações (gerações) 1500 

Função de avaliação (alfa1 e alfa2) 50% cada 

 

A seguir são apresentados as comparações da perda e o número de padrões 

cortados com sete métodos heurísticos apresentados na seção (2.4.1). 

A comparação da perda total é mostrada na Tabela 27. Os resultados obtidos 

foram bons. Segundo este critério o algoritmo evolutivo (A.E.), utilizando a Função B, 

obteve resultados melhores em 8 classes das 18 verificadas (44,94% dos resultados). No 

contexto geral o A.E. mostra-se melhor em relação às heurísticas avaliadas 

individualmente. Os melhores resultados estão destacados em negrito. Na Tabela 27 a 

coluna GG (Gilmore e Gomory) é a relaxação linear resolvida pelo método Simples com 

geração de colunas apresentado na seção 2.4.1.1. 
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Tabela 27 - Perda total para as 18 classes. 

  Perda total 
  Repetição Exaustiva Residual 

 GG FFD Gulosa FFD Gulosa Nova 1 Nova 2  Nova 3 A.E. 

C1 0,41 197,7 314,1 212,35 312,3 159,2 159,2 144,75 118,3 

C2 251,65 1571,9 1161,1 686,25 796,9 445,4 424,6 426,25 520 

C3 0 166,95 424,55 142,55 432,25 132,75 130,25 167,5 39,85 

C4 33,85 814,15 6030,25 530,45 4438,25 164,35 208,7 171,8 349,5 

C5 0 240,45 439,15 230,15 449,25 172,55 172,55 169,25 70,35 

C6 10,7 447,05 4799 253,35 4885,65 203,85 230,5 229,1 324,5 

C7 0 122,3 232,75 122,3 232,75 109,4 103,75 109,4 58,2 

C8 190,81 979,3 2334,4 883,9 1306,4 308,9 386,3 307,9 411 

C9 0 104,4 684,9 103,4 1579,55 101,45 106,3 105,05 30,8 

C10 20,18 1906,35 5508,75 1892,9 3694,1 194,65 155,45 187,5 248,45 

C11 0 134,15 127 129,05 80,1 136,9 132,2 137,05 45,1 

C12 5,98 497,4 15716,75 16430,65 19507,8 108,05 144,1 107,85 333,35 

C13 0 51,35 397,1 51,35 397,1 54,25 54,05 50,75 83,25 

C14 23,4 1236,8 2368,25 678,75 1859 120,9 116,95 148,95 174,75 

C15 0 110,05 286,8 99,15 290,15 92,1 88 92,05 15 

C16 1,86 175,9 2838,5 423,15 1536,05 81,7 87,95 93,45 104,4 

C17 0 91,25 634,7 81,85 632,45 68,2 66,8 73,6 16,7 

C18 5,05 1594,45 12167,5 1327,45 6728,7 112,8 117,75 81,85 369,65 

Total 543,89 10441,9 56465,55 24279 49158,75 2767,4 2885,4 2804,05 3313,15 

 

A Tabela 28 mostra a comparação realizada com o critério do número de padrões 

de corte. O algoritmo evolutivo (A.E.) proposto obteve resultados melhores ainda em 

relação ao critério da perda. Das 18 classes avaliadas obtivemos resultados melhores em 

17 (94% dos resultados). Apenas o resultado da classe C11 foi pior em relação a uma 

única heurística, a heurística Nova 3. Os melhores resultados estão destacados em negrito.  
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Tabela 28 - Média do número de padrões de corte para as 18 classes. 

 Número de padrões de corte 
  Repetição Exaustiva Residual 

 GG FFD Gulosa FFD Gulosa Nova 1 Nova 2  Nova 3 A.E. 

C1 4,9 9,45 9,85 4,4 4,85 3,9 3,9 3,8 2,95 

C2 5,05 11,8 11,55 6,55 6,4 5,15 5,5 5,65 4,5 

C3 20 32,95 33,25 12,45 13,4 9 9,2 9,1 7,9 

C4 19,9 40,2 40,2 21,35 21,95 15,85 16,7 17,1 12,15 

C5 40 61,25 62,05 19,85 21,25 14,45 14,45 14,65 14,05 

C6 39,8 74,45 73,65 35,35 34,25 27,35 28,25 30,1 22,85 

C7 10 16,75 17,6 6,75 7,6 5,5 5,7 5,55 4,6 

C8 9,75 21,4 21,45 12,5 12,4 9,3 10 9,95 6,9 

C9 20 33,05 34,75 12,35 14,65 8,6 8,6 8,6 7,75 

C10 19,9 39,55 39,25 21,9 20,9 15,3 15,8 17,3 12,05 

C11 40 64 69,3 22,9 26,95 14,65 14,6 14,7 14,85 

C12 39,85 77,55 76,8 40,4 38,5 30 30,4 33,3 26,4 

C13 10 17,95 19,05 7,95 9,05 5,3 5,25 5,5 4,35 

C14 9,8 21 21,5 11,9 11,8 8,55 9,4 9,6 6,75 

C15 20 33,3 33,55 12,85 13,55 8,1 8,05 8,2 7,9 

C16 19,95 39,2 39,05 20,2 19,35 14,4 14,4 15,95 11,6 

C17 40 62,65 67,8 21,6 26,7 15,4 15,4 15,4 14,85 

C18 39,7 78,2 76,15 41,4 39,6 29,6 29,85 33,9 26,55 

Total 408,6 734,7 746,8 332,65 343,15 240,4 245,45 258,35 208,95 

 

O tempo computacional médio (em segundos) para a execução de cada um dos 

exemplos das 18 classes e o tempo total dos 360 exemplos são mostrados na Tabela 29. 
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Tabela 29 - Média do tempo computacional paras as 18 classes. 

 Tempo computacional (segundos) 

 Construtiva Residual 
 GG FFD Gulosa FFD Gulosa Nova 1 Nova 2  Nova 3 A.E. 

cada 10,48222 0 0,142778 26,14556 28,075 18,39 18,56444 18,46444 0,413194 

total 3773,6 0 51,4 9412,4 10107 6620,4 6683,2 6647,20 148,75 

 

Os tempos computacionais obtidos na Tabela 29 foram executados em um 

computador Intel Pentium M (Centrino de 1.73 GHz) com 512 MB de memória RAM. 

 

 

4.3 Resultados computacionais adicionais 

 

 

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos com as 18 classes descritas 

na Tabela 25 utilizando os parâmetros evolutivos da Tabela 26, com exceção da função de 

avaliação. Outras funções de avaliações, para verificar o comportamento de cada um dos 

critérios (perda total e números de padrões), forma utilizadas. 

As variações da função de avaliação são descritas na Tabela 30. 

 

Tabela 30 - Variações da função de avaliação. 
Função Parâmetros Descrição 

Função A ( )0.0 e 0.1 21 == alfaalfa  Considera importante somente a perda total do objeto. 

Função B ( )5.0 e  5.0 21 == alfaalfa  Considera a mesma importância para ambos os critérios. 

Função C ( )4.0 e6.0 21 == alfaalfa  Considera mais importante a perda total do objeto.  

Função D ( )2.0 e 8.0 21 == alfaalfa  Considera mais importante a perda total do objeto.  

Função E ( )0.1 e 0.0 21 == alfaalfa  Considera importante o número de padrões de corte. 

 

Inicialmente foi avaliada a perda total média dos objetos para cada uma das 18 

classes (Tabela 25) considerando as funções de avaliação descritas na Tabela 30 acima.  

Quando a função de avaliação considera apenas a perda total (Função A da Tabela 

31) a redução do desperdício de objetos chega à aproximadamente a 46,07% em relação à 

função de avaliação homogênea (função B), porém quando apenas o número de padrões 

de corte (função E) é considerado o desperdício aumenta em quase 230,60%. Os 
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resultados obtidos, em função da perda, são apresentados na Tabela 31. Os melhores 

resultados estão destacados em negrito. 

 

Tabela 31 - Variação da perda em relação a funções de avaliações diferentes. 
Classe Função A Função B Função C Função D Função E 

C1 66,95 118,3 107,8 78,25 233,85 

C2 439,5 520 497,8 461,6 1096,45 

C3 15,9 39,85 25,65 35,25 91,25 

C4 135,65 349,5 294 205,6 806,1 

C5 9,7 70,35 36,75 37,9 107,55 

C6 116 324,5 318,35 283,55 511,75 

C7 12,9 58,2 33,1 23,05 108,8 

C8 269,85 411 390,6 398,5 1214,1 

C9 4,3 30,8 18,15 16,2 91,85 

C10 97,15 248,45 245,2 168,9 589 

C11 1,7 45,1 40,45 46,15 89,9 

C12 124,25 333,35 301,6 234 655,85 

C13 5,75 83,25 43,65 34,4 171,2 

C14 64,45 174,75 162,8 110,7 791,1 

C15 0,75 15 21 20,5 85,45 

C16 29,9 104,4 107,15 92,6 217,35 

C17 0,05 16,7 33,9 17,75 44,55 

C18 131,65 369,65 340,7 265,8 734,25 

Total 1526,4 3313,15 3018,65 2530,7 7640,35 

 

A relação da perda considerando funções de avaliações distintas é visualizada no 

Gráfico 1. 
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Varição da perda em relação a funções de avaliações 
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Gráfico 1 - Variação da perda em relação a funções de avaliações distintas. 

 

Uma segunda avaliação, apresentada na Tabela 32, mostra uma variação do 

número de padrões de corte em relação à funções de avaliações distintas e demonstra que 

quando é considerado somente o número de padrões de corte (função E da Tabela 30) na 

função de avaliação, o número total de padrões utilizados é 0,9% a menos em relação a 

função de avaliação que considera de forma homogênea os dois critérios (função A da 

Tabela 30). Contudo, quando apenas a perda é considerada, na função de avaliação 

(função A da Tabela 30), o número de padrões de corte aumenta de forma considerável 

(aproximadamente 30,66%) em relação à função de avaliação homogênea. Os melhores 

resultados são destacados em negrito na Tabela 32. 
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Tabela 32 - Variação do número de padrões em relação a funções de avaliações diferentes. 
Classe Função A Função B Função C Função D Função E 

C1 3,7 2,95 2,95 3,15 2,75 

C2 5,05 4,5 4,5 4,55 4,2 

C3 10,65 7,9 8,05 8,4 7,85 

C4 16,05 12,15 12,3 12,3 12,25 

C5 19,75 14,05 14,2 14,5 14,15 

C6 30,45 22,85 23,75 23,45 23,25 

C7 5,85 4,6 4,6 4,9 4,65 

C8 8,85 6,9 7,05 7,05 6,9 

C9 10,2 7,75 7,9 7,9 7,7 

C10 16 12,05 11,9 12,2 12 

C11 20,95 14,85 15,1 14,8 14,95 

C12 32,9 26,4 26,5 27,2 26,05 

C13 5,95 4,35 4,35 4,65 4,2 

C14 7,75 6,75 6,95 6,9 6,7 

C15 10,4 7,9 7,95 7,6 7,7 

C16 15,45 11,6 12,05 11,35 11,75 

C17 20,15 14,85 14,7 15,1 14,95 

C18 33,55 26,55 26,7 26,8 26,75 

Total 273,65 208,95 211,5 212,8 208,75 

 

O Gráfico 2 apresenta a relação entre os resultados com as diferentes funções de 

avaliações (Tabela 32). 
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Variação do número de  padrões de corte em relção a 

funções de avaliações distintas.
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Gráfico 2 - Variação do número de padrões em relação a diferentes funções de avaliações. 

 

O número de objetos cortados foi analisado em relação as funções de avaliações 

distintas e os seus resultados são visualizados na Tabela 33. 
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Tabela 33 - Variação do número de objetos cortados em relação a funções de avaliações diferentes. 
Classe Função A Função B Função C Função D Função E 

C1 4,9 4,45 4,9 4,05 3,65 

C2 10,8 12,2 10,8 12,15 14 

C3 13,8 11,65 13,8 10,15 10,4 

C4 32,85 36,2 32,85 35,1 41,4 

C5 25,6 19,15 25,6 19,55 20,1 

C6 52,7 55,1 52,7 56,25 57,55 

C7 9,2 6,2 9,2 6,75 7,15 

C8 21,95 23,35 21,95 24,35 26,85 

C9 15,05 11,2 15,05 11,85 10,9 

C10 34,7 38,85 34,7 38,4 43,1 

C11 28,05 21,15 28,05 20,35 21,7 

C12 73,65 77,25 73,65 78,15 85,1 

C13 8,55 7,3 8,55 7,25 7,95 

C14 17,75 19,9 17,75 20 22,75 

C15 15,1 10,7 15,1 10,9 11 

C16 30,65 32,8 30,65 34,95 35,9 

C17 31,3 23,7 31,3 23,35 24,4 

C18 78,5 85,45 78,5 84,45 89,55 

Total 505,1 496,6 505,1 498 533,45 

 

As funções que resultaram nos menores números de objetos cortados foram às 

funções A e C, conforme resultados visualizados em negrito na Tabela 33. E menor 

número total de objetos cortados foi a função B. O maior número de objetos cortados foi 

observado na função E que leva em consideração apenas o número de padrões de corte. 

Os resultados são demonstrados no Gráfico 3. 
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Variação do número de objetos cortados em relação a 

diferentes funções de avaliações distintas.
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Gráfico 3 –Variação do número de objetos cortados em relação funções de avaliações distintas. 

 

Outros parâmetros além da função de avaliação foram analisados com diferentes 

variações e os resultados obtidos são descritos a seguir. 

O aumento do número de indivíduos na população inicial não expressou grandes 

melhorias nos resultados. Porém, um aumento no tempo computacional é observado. 

Cada vez que o tamanho da população é dobrada o tempo computacional varia entre 40% 

e 80% a mais em relação ao tamanho da população anterior. 

Quanto maior o número de genes do indivíduo (parâmetro g) a qualidade dos 

resultados melhora pouco (12% em média) porém um tempo computacional maior é 

utilizado. 

O percentual da escolha dos indivíduos da população para compor o novo 

indivíduo obteve melhores resultados quando é dada maior probabilidade de seleção aos 

melhores indivíduos (50%). 

Aumentando o número de gerações a qualidade das soluções melhora 

gradativamente, despendendo um tempo computacional maior. 

A diversidade populacional garante uma eficiência maior ou menor do algoritmo 

evolutivo proposto. A obtenção da população inicial utilizando a mesma probabilidade de 

geração dos indivíduos através dos métodos propostos (HR2, HR3 e HR4) resultou um 
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ganho, nos resultados finais, em torno de 25% e 40% superior em relação a qualquer outra 

probabilidade de geração. 

A função de avaliação tem grande influência nos resultados, pode-se dar maior ou 

menor influência na importância de algum critério da função (perda e número de padrões) 

e os resultados serão melhores ou piores conforme o critério utilizado. 

O tempo computacional médio, em segundos, para a execução de cada um dos 

exemplos das 18 classes e o tempo total dos 360 exemplos para as funções de avaliações, 

Tabela 30, são mostrados na Tabela 34. 

 

Tabela 34 - Média do tempo computacional utilizando funções de avaliações distintas. 
 Tempo computacional (segundos) 

 Função A Função B Função C Função D Função E 

cada 0,437197 0,413194 0,413325 0,447178 0,497569 

total 175,391 148,75 148,797 160,9840 179,1250 

 

O gráfico 4 mostra o tempo computacional total para as 18 classes com 20 

instancias cada em relação as funções e avaliações distintas apresentadas na Tabela 30. 
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Gráfico 4 - Tempo computacional total (segundos) para os 360 exemplos. 
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4.3.1 Belov e Scheithauer (2002) 

 

Testes computacionais adicionais, baseados em Belov e Scheithauer (2002) que 

desenvolveram um algoritmo planar (método exato) para o problema de corte 

unidimensional com objetos em estoque de tamanhos diferentes, foram realizados. Os 

exemplos utilizados foram obtidos através do gerador aleatório proposto por Belov e 

Scheithauer (2002). Esses exemplos estão divididos em 31 classes com 100 exemplos por 

classe, totalizando 3100 exemplos (instâncias), as características das classes utilizadas são 

as seguintes: 

• número de objetos em estoque: K=5; 

• número de tipos de itens: m=40; 

• dimensão dos objetos: L1=10.000 e { }9900,...,5100,5000  ∈kL ; 5,...,2=k . 

• estoques disponíveis dos objetos Kkek ,...1, =  foram gerados aleatoriamente no 

intervalo [ ]2500,2000 ; 

• tamanho dos itens mili ,...,1, =  foram gerados aleatoriamente no intervalo 

[ ]max2max1 L,vLv , onde 

{ } { }0250015005001000101max 1max ,, ,, ,, ,, ,,...,K; v, kLL k ===  e, 

{ }9,0 ..., ,3,0 ,2,02 =v  

• demanda dos itens mid i ,...,1, =  são valores no intervalo [200,300]. 

A função objetivo utilizada por Belov e Scheithauer (2002) é dada pela 

minimização do custo total do material e do preço dos objetos em estoque que é igual ao 

tamanho dos objetos em estoque, para eles a função objetivo é equivalente a minimizar o 

tamanho total dos objetos usados para cortar os itens, isto é, equivalente a minimizar a 

perda total de material. Para os testes computacionais foi considerada apenas a função de 

avaliação A (Tabela 30). 

A Tabela 35 mostra as características de cada classe gerada (v1 e v2) e o resultado 

computacional (Gap). O valor de Gap é calculado como: 

100
    

)  ..(      
x

rShceithaueeBelovdeSolução

AfunçãoEASoluçãorScheithaueeBelovdeSolução
Gap

−
=  
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Tabela 35 - Características das instâncias geradas por Belov e Scheithauer (2002). 
Classe v1 e v2 Gap Classe v1 e v2 Gap 

C1 0,001 e 0,2 0,1755285 C17 1,5 e 0,2 1,660874 
C2 0,001 e 0,3 0,338222 C18 1,5 e 0,3 1,204246 
C3 0,001 e 0,4 0,50123 C19 1,5 e 0,4 1,157579 
C4 0,001 e 0,5 0,785177 C20 1,5 e 0,5 1,481326 
C5 0,001 e 0,6 0,986865 C21 1,5 e 0,6 1,431382 
C6 0,001 e 0,7 1,330716 C22 1,5 e 0,7 1,684004 
C7 0,001 e 0,8 1,843849 C23 1,5 e 0,8 2,254709 
C8 0,001 e 0,9 1,362868 C24 1,5 e 0,9 1,904421 
C9 0,001 e 0,2 0,221194 C25 2,5 e 0,3 1,213631 
C10 0,001 e 0,3 0,366215 C26 2,5 e 0,4 2,375498 
C11 0,001 e 0,4 0,553312 C27 2,5 e 0,5 2,164348 
C12 0,001 e 0,5 0,779977 C28 2,5 e 0,6 1,535495 
C13 0,001 e 0,6 1,044311 C29 2,5 e 0,7 2,044762 
C14 0,001 e 0,7 1,317463 C30 2,5 e 0,8 2,138915 
C15 0,001 e 0,8 1,869427 C31 2,5 e 0,9 1,553659 
C16 0,001 e 0,9 1,263639 Média 1,308529 

 

 Os resultados mostrados na Tabela 35 do A.E. (função A) são muito próximos aos 

resultados de Belov e Scheithauer (2002), sendo, aproximadamente, 1,30% a média de 

Gap, mostrando que o método proposto (A.E.) é robusto em relação à variação dos dados. 

Os resultados obtidos na Tabela 35 foram executados em um computador Intentel Pentim 

IV (3 GHz) com 512 MB de memória RAM.  
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5 CONCLUSÕES 

 

O presente trabalho abordou o problema de corte de estoque unidimensional 

inteiro com objetos em estoque de tamanhos variados e com limite dos objetos em 

estoque. Foram estudadas abordagens já existentes para a resolução desse problema e 

também proposta uma nova abordagem. A nova proposta foi desenvolvida utilizando-se 

os conceitos de Algoritmos Evolutivos. O processo de evolução está dividido em dois 

sub-processos: cooperação e adaptação. No processo de cooperação uma nova solução é 

gerada por seleção gulosa/aleatória (com probabilidade maior para os indivíduos com 

melhor solução) de um indivíduo da população e, depois, a seleção dos genes que farão 

parte do novo indivíduo de forma aleatória. No processo de avaliação foi verificado se a 

solução gerada satisfaz ou a não demanda de todos os itens. Caso a demanda de algum 

item não seja atendida uma heurística de repetição exaustiva utilizando FFD é executada 

para gerar uma solução factível. 

Os padrões de uma solução factível, indivíduo da população, foram obtidos entre 

70% a 85% através do A.E. e o restante pela heurística construtiva proposta. Sendo assim 

o A.E. responsável pela maioria dos padrões de corte de um indivíduo. 

O novo método proposto gerou soluções boas em relaç 

Em relação a qualidade e o tempo computacional o novo método mostra-se ser 

eficiente 

O novo método proposto parece ser muito promissor, considerando os bons 

resultados computacionais obtidos em relação às heurísticas comparadas, tendo sido 

apresentado e discutido em congresso internacional (Araújo et al 2007). O A. E. utilizou-

se de uma função multiobjetivo, que leva em consideração os critérios avaliados (perda e 

número de padrões de corte), os resultados da perda dos objetos foram bons e dos 

números de objetos melhores ainda. Quando apenas um dos critérios é utilizado na função 

de avaliação observa-se que este critério possibilitou alcançar resultados melhores para 

apenas um dos aspectos avaliados (perda e número de padrões de corte). 

Algumas extensões trabalho futuros podem ser considerados, como por exemplo: 

estender o método proposto para problemas bidimensionais; estender o problema para o 

problema multiperíodo; reduzir o número de diferentes padrões de corte gerados; utilizar 

outros métodos de geração da população inicial, melhor a qualidade das soluções; 
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executar o método com outro gerador de dados; comparar os resultados com outros 

disponíveis na literatura. 
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Algoritmos evolutivos 
 

 

Neste apêndice serão abordados os algoritmo evolutivos (AE) de uma forma geral. 

Maiores detalhes podem ser encontrados em Back (1996), Deb (2001),  Back et al (1997), 

Back et al (2000a), Back (2000b), Eiben e Smith (2003), Glover e Kochenberger (2003), 

Rezende (2005) e Binkley e Hagiwara (2007). 

Algoritmos evolutivos são técnicas de otimização baseados no processo de 

evolução natural e populacional. Muitos autores definem como sendo algoritmo genético. 

Outros definem como sendo técnicas de solução que consideram uma população de 

solução. 

No processo populacional é descrito uma população inicial de indivíduos 

(soluções do problema) que evoluem de acordo com algumas regras que são claramente 

especificadas. Cada iteração (geração de um indivíduo) é alternada com períodos de 

cooperação e adaptação (Hertz e Kobler, 2000). 

Baseado na teoria da evolução natural Back (1996) agrupa os sistemas de 

computação evolutiva (algoritmos evolutivos) em três grandes categorias: 

• algoritmos genéticos: são programas evolutivos baseados na teoria da 

seleção natural e na hereditariedade. Proposto inicialmente por  Holland 

(1975) se cria no computador uma população de indivíduos representados 

por seus cromossomos tal como na molécula de DNA do núcleo celular. 

Os algoritmos genéticos tornaram-se mais populares através do trabalho 

desenvolvido por Goldberg, 1989. Algumas aplicações de algoritmos 

genéticos são relatas em Reeves (1993), Beasley (1999), Glover e 

Kochenberger (2003), Haupt e Haupt (2004), O´Reilly et al (2005), entre 

outros autores; 

• estratégias de evolução: foram propostas por Rechemberg (1973) são 

utilizadas para resolver problemas hidrodinâmicos e de controle. 

Estratégias de evolução utilizam mutações normalmente distribuídas para 

modificar vetores de valores reais. Um comparativo entre estratégias de 

evolução e algoritmos genéticos podem ser encontradas em Hoffmeister e 

Back, 1990; 
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• programação genética: originadas na década de 80 ela procura fornecer um 

método para a criação automática de programas a partir de uma descrição 

em alto nível do problema a ser atacado. Consiste em conseguir que 

computadores façam as tarefas requisitadas a eles sem a necessidade de 

informá-los como fazê-las. A programação genética procura evoluir uma 

população de programas de computadores utilizando princípios da genética 

e evolução natural (Koza, 1992).  

 

O algoritmo básico para métodos baseados em população é dado por Hertz e 

Kobler (2000) da seguinte forma: 

 

Início do algoritmo 

Geração inicial de uma população de indivíduos; 

Enquanto o critério de parada não for encontrado faça 

Cooperação; 

Adaptação; 

Fim do enquanto 

Fim do algoritmo. 

 

Os indivíduos gerados para a população inicial não precisam ser necessariamente 

soluções factíveis do problema a ser resolvido. Eles podem ser qualquer tipo de solução 

desde que se tenha um procedimento que possa transformar os indivíduos gerados em 

soluções viáveis do problema a ser considerado.  Após a geração de um novo indivíduo 

este poderá ou não fazer parte da solução do problema. 

A população inicial poderá ser obtida através da geração aleatória de indivíduos 

obedecendo a condições de contorno previamente estabelecidas pelo usuário ou através 

uma população inicial fornecida pelo usuário. 

Alguns procedimentos são executados para o desenvolvimento dos algoritmos 

evolutivos e serão detalhados a seguir: processo de seleção, processo de cooperação, 

processo de adaptação, processo de substituição do indivíduo na população,critério de 

parada e função de avaliação. 
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Processo de seleção 

 

 

O processo de seleção tem por objetivo fazer com que os elementos mais 

adaptados da geração inicial participem, com maior probabilidade, do processo que irá 

gerar a nova geração. Vários métodos de seleção tem sido propostos, como por exemplo: 

o método da roleta, o método do torneio e o método da amostragem universal estocástica. 

 

Método da roleta 

 

O método da roleta é o método mais simples e também o mais utilizado. Os 

indivíduos de uma geração (ou população) são selecionados para a próxima geração 

utilizando uma roleta, semelhante à roleta utilizada em jogos de azar. Cada indivíduo da 

população é representado na roleta por uma fatia proporcional ao seu índice de aptidão. 

Assim, indivíduos com maiores aptidões ocupam fatias maiores da roleta, enquanto 

indivíduos de aptidão mais baixa ocupam fatias menores. 

 

Método do torneio 

 

O método de seleção por torneio seleciona n indivíduos aleatoriamente, com a 

mesma probabilidade. O cromossomo com maior aptidão entre estes n cromossomos é 

selecionado para a população intermediária. O processo se repete até que a população 

intermediária seja preenchida. Geralmente, o valor utilizado para n é 3. 

 

Método da amostragem universal estocástica 

 

O método da amostragem universal estocástica é uma variação do método da 

roleta, sendo que, em vez de uma única agulha, n agulhas igualmente espaçadas são 

utilizadas, onde n é o número de indivíduos a serem selecionados para a próxima geração. 

Assim, em vez de n vezes, a roleta é girada uma única vez, exibindo menos variância que 

as repetidas chamadas do método da roleta. 
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Processo de cooperação 

 

 

Durante o período de cooperação as informações dos indivíduos, da população, 

são trocadas entre si. Cada novo indivíduo é formado por uma associação de indivíduos 

da população, sendo que cada indivíduo poderá ou não transmitir informações, como por 

exemplo: sobre seus valores, seus conteúdos, etc. 

Quando indivíduos cooperam entre si, para a criação de um novo, apenas um 

subconjunto destes poderão transmitir suas informações. A geração da população também 

poderá ser gerada através do histórico da população. A análise das informações dos 

indivíduos é feita através da memorização dos indivíduos mais adaptados, 

independentemente deste fazer parte da população atual ou não e uma cooperação entre 

eles poderá gerar um novo indivíduo. 

Os operadores de seleção e de cruzamento (crossover) dos algoritmos genéticos 

podem ser procedimentos de cooperação. 

A troca de informação entre os indivíduos poderá resultar em um novo indivíduo 

infactível durante o processo de cooperação. O tratamento de indivíduos infactíveis será 

feito no processo de adaptação. 

 

 

Processo de adaptação 

 

 

O processo de adaptação consiste no envolvimento dos indivíduos de forma 

independentemente.  

Um indivíduo é considerado factível quando está dentro do espaço de solução. A 

combinação de informações de um conjunto de indivíduos factíveis poderá resultar em 

um indivíduo infactível (fora do espaço da solução). Quando indivíduos infactíveis são 

gerados estes devem ser tratados de forma a resultar indivíduos factíveis. 

Liepens e Potter (1991) descrevem três estratégias que podem ser seguidas para 

que apenas indivíduos factíveis sejam gerados. Uma maneira simples é rejeitar o 

indivíduo infactível obtido durante o processo de cooperação. Outra abordagem é aceitar 

um indivíduo infactível e penalizar ele na função de avaliação que mensura a qualidade 
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de um indivíduo. E a terceira alternativa é desenvolver combinação procedimentos 

especializados que gerem somente  indivíduos factíveis. Está ultima abordagem é 

freqüentemente usada em procedimento de reparação que transforma indivíduos 

infactíveis em factíveis 

Muitos algoritmos evolutivos podem ser consideravelmente melhorados utilizando 

algoritmos de busca no processo de adaptação.  Algoritmos de busca são procedimentos 

que tentam melhorar o valor de um indivíduo sem usar informações de outros indivíduos. 

O uso de um algoritmo de busca tem o propósito de intensificar a busca em algumas 

regiões do espaço de busca. A técnica de busca local em algoritmos evolutivos tem sido 

provada ser bem sucedido em muitas aplicações (Costa e Dubuis, 1995). O uso de uma 

população de indivíduos assegura uma exploração de uma grande parte do espaço de 

busca, enquanto que os algoritmos de busca  ajudam a determinar indivíduos com 

qualidade alta em regiões identificadas como promissoras. 

O sucesso de um algoritmo evolutivo que não usa algum algoritmo de busca pode 

algumas vezes ser explicado pela transmissão de informações pertinentes durante o 

processo de cooperação. Sem dúvida, para certos problemas, existe a possibilidade  de 

relatar a qualidade boa de um indivíduo com uma parte particular da informação contida 

nele. Neste caso, novos indivíduos de qualidade boa podem ser facilmente gerados por 

partes adequadas mesclada de informações de indivíduos melhores conhecidos. 

A convergência prematura do algoritmo em busca de uma solução ótima local é 

uma das maiores dificuldades encontradas nos algoritmos evolutivos. Para isso estratégias 

de diversificação são desenvolvidas para que a solução fuja de uma solução ótima local, 

um procedimento de diversificação pode ser utilizado para modificar aleatoriamente os 

indivíduos. O procedimento modifica cada indivíduo independentemente, porém o 

algoritmo de busca pode ter resultados inesperados no sentido que melhorias não sejam 

obtidas. Podemos citar o procedimento de mutação do algoritmo genético como exemplo 

deste algoritmo.  

Uma outra maneira de mover um indivíduo das regiões de ótimo local é utilizar 

uma estratégia de diversificação que pode ser aplicada para gerar sistematicamente 

indivíduos novos em regiões novas como a técnica Scatter Search.  

O procedimento de mutação dos algoritmos genéticos pode ser parte do processo 

de adaptação. 
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Processo de substituição do indivíduo na população 

 

 

A cada iteração novos indivíduos são gerados e um processo de substituição 

destes na população dever ser determinado. Existem dois tipos básicos de substituição: 

substituição geracional e substituição steady-state. 

Na substituição geracional toda população atual é substituída pela nova população 

a cada iteração. Na substituição steady-state parte da população é modificada. 

 

 

Critério de parada 

 

 

Diferentes critérios de parada podem ser utilizados para terminar a execução de um 

algoritmo evolutivo, por exemplo: após um dado número de gerações (iterações), quando 

a aptidão média ou do melhor indivíduo não melhorar ou quando as aptidões dos 

indivíduos de uma população se tornarem muito parecidas. Conhecendo o valor máximo 

da função objetivo, é possível utilizar este valor como critério de parada. 
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