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de um coração feliz, sonhador e eternamente grato.

Aos meus pais, Benedito e Silvia, pelo amor, incentivo e por me mostrarem a im-
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Aos meus amigos do Ministério Universidades Renovadas e da Comunidade Católica
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Resumo

Consideramos um funcional I associado à equação de Euler-Lagrange de um problema

eĺıptico e mostramos que, sob certas condições de crescimento, um mı́nimo local de I na

topologia C1 é também um mı́nimo local na topologia H1.

Aplicamos esses resultados para provarmos a existência de soluções de uma classe de

equações eĺıpticas, que são mı́nimos locais do funcional I.

Adicionalmente, apresentamos um resultado para o caso de I com crescimento su-

percŕıtico, no qual um mı́nimo local em C1 não é um mı́nimo local em H1.



Abstract

We consider a functional I associed to the Euler-Lagrange equation of an elliptic

problem. Under suitable assumptions we present a proof that a local minimizer of I in

the C1 topology must be a local minimizer in the H1 topology.

We apply these results to prove the existence of solutions for a class of elliptic equations

by obtaining local minimizers of the functional I.

Moreover, we show that for some problems with supercritical nonlinearities a local

minimum in C1 is not in H1.
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A.2 Iteração monotônica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

A.3 Lema auxiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

B Resultados básicos 73

Referências Bibliográficas 78



Introdução

Neste trabalho, consideramos funcionais da forma

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

F (x, u)dx

onde

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds

e Ω ⊂ RN , N ≥ 1, é um domı́no limitado. Veremos que, de acordo com o Teorema de

Brezis-Nirenberg [7], sob certas condições de crescimento (casos subcŕıtico e cŕıtico), um

mı́nimo local de I na topologia C1 é também um mı́nimo local de I na topologia H1.

Devido ao fato de um argumento de “bootstrap” não ser eficaz no caso cŕıtico, neces-

sitamos estudar o teorema de Brezis-Kato [6] de modo a garantirmos a regularidade da

solução do problema eĺıptico:{
−∆u = f(x, u) em Ω

u = 0 em ∂Ω,
(1)

onde Ω é um domı́nio que pode ser ou não limitado.

Utilizamos o resultado de Brezis-Nirenberg [7] para garantir que uma solução do pro-

blema (1) encontrada pelo argumento de sub e supersolução é um mı́nimo local para I na

topologia H1.

Como exemplos das aplicações de Brezis-Nirenberg [7] a problema eĺıpticos semilinea-

res, estudamos um teorema de Ambrosetti-Brezis-Cerami [4], que ilustra o problema (1)

em que

f(x, u) = λuq + up,

onde 0 < q < 1 < p ≤ N + 2

N − 2
e λ é um parâmetro real. Também estudamos um resultado

de existência de um mı́nimo local para o funcional associado à equação de Euler-Lagrange
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devido a Alama-Tarantello [2] em que

f(x, u) = λu+W (x)f(u),

para W ∈ C(Ω) uma função que muda de sinal em um domńio limitado Ω e λ um

parâmetro real.

Apresentamos ainda o resultado de Alama- Tarantello [3] em que foi estudado o pro-

blema eĺıpitico 
−∆u = λu+ uq − h(x)up,

u > 0, em Ω
u = 0, em ∂Ω

(2)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado com fronteira suave, N ≥ 3, h ≥ 0, h ∈ L∞(Ω) e
2N

N − 2
< q + 1 < p + 1. No problema (2), um mı́nimo local na topologia C1 não é um

mı́nimo local na topologia H1.

Nosso trabalho está organizado como segue.

No primeiro caṕıtulo dedicamo-nos a estudar o Teorema de Brezis-Kato [6].

No caṕıtulo 2 analisamos as condições de crescimento que implica que um mı́nimo local

em C1 seja também um mı́nimo local em H1. Além disso, mostramos que uma solução

do problema (1) encontrada via sub e supersolução é um mı́nimo local para I em H1.

No caṕıtulo 3 apresentamos exemplos de aplicação dos resultados do caṕıtulo 2, com

base nos resultados Ambrosetti-Brezis-Cerami [4] e Alama-Tarantello [2].

No caṕıtulo 4, destacamos o resultado encontrado em [3] onde um mı́nimo local em

C1 não é mı́nimo em H1.

Em todo o texto denotamos uma constante real genérica por C.
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Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

Neste caṕıtulo daremos uma prova para o Teorema de Brezis-Kato encontrado em [6].

Veremos que sob certas condições a solução do operador de Schrödinger pertence a todos

os espaços Lp(Ω), 2 ≤ p <∞. Usaremos tal resultado na demonstração da regularidade

de solução no caso cŕıtico, no próximo caṕıtulo.

1.1 O Teorema de Brezis-Kato

Sejam Ω um aberto arbitrário de RN (limitado ou não) e q ∈ L1
loc(Ω) uma função com

valores reais. Consideramos

q+ = max(q, 0), q− = max(−q, 0).

Assumimos

q− ∈ L∞(Ω) + Lp(Ω) (1.1)

com

p =
N

2
quando N ≥ 3,

p > 1 quando N = 2,

p = 1 quando N = 1.

Teorema 1.1.1. Seja g ∈ L2(Ω)∩L∞(Ω) então existe λ1 ∈ R tal que ψ ∈ H1
0 (Ω) a única

solução de

−∆ψ − q−ψ + λψ = g em Ω com λ > λ1, (1.2)
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

satisfaz

i) g ≥ 0 quase sempre em Ω implica ψ ≥ 0 quase sempre em Ω;

ii) ψ ∈
⋂

2≤p<∞

Lp(Ω).

Para demonstrarmos tal resultado precisamos do seguinte lema.

Lema 1.1.1. Assuma que vale (1.1). Então para cada ε > 0, existe uma constante λε tal

que ∫
Ω

q− |u|2 dx ≤ ε ‖∇u‖2
L2(Ω) + λε ‖u‖2

L2(Ω) ,

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Em particular ∫
Ω

q− |u|2 dx ≤ ‖∇u‖2
L2(Ω) + λ1 ‖u‖2

L2(Ω) , (1.3)

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração do lema: Escrevemos q− = q1 + q2 com q1 ∈ L∞(Ω) e q2 ∈ Lp(Ω).

Assim para cada número real M > 0 temos∫
Ω

q− |u|2 dx =

∫
Ω

(q1 + q2) |u|2 dx =

∫
Ω

q1 |u|2 dx+

∫
Ω

q2 |u|2 dx ≤

‖q1‖L∞(Ω) ‖u‖
2
L2(Ω) +

∫
[|q2|>M ]

|q2| |u|2 dx+

∫
[|q2|≤M ]

|q2| |u|2 dx ≤

‖q1‖L∞(Ω) ‖u‖
2
L2(Ω) +

∫
[|q2|>M ]

|q2| |u|2 dx+M

∫
[|q2|≤M ]

|u|2 dx ≤

‖q1‖L∞(Ω) ‖u‖
2
L2(Ω) + ‖q2‖Lp([|q2|>M ]) ‖u‖

2
Lt(Ω) +M ‖u‖2

L2(Ω) =

(‖q1‖L∞(Ω) +M) ‖u‖2
L2(Ω) + ‖q2‖Lp([|q2|>M ]) ‖u‖

2
Lt(Ω)

com
1

p
+

2

t
= 1.

No caso em que N ≥ 3 temos t = 2∗, onde 2∗ =
2N

N − 2
é o expoente de Sobolev. Pelo

teorema das Imersões de Sobolev (B.0.5) temos que

‖u‖Lt(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω)
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Quando N = 2 temos p > 1 e assim
1

p
+

2

t
= 1 ⇔ 2 < t < ∞. Novamente, segue do

teorema das Imersões de Sobolev (B.0.5) que

‖u‖Lt(Ω) ≤ C(‖∇u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Quando N = 1 temos p = 1 e assim
1

p
+

2

t
= 1, e portanto

‖u‖L∞(Ω) ≤ C(‖∇u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω))

para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Para concluirmos o lema em qualquer um dos casos, precisamos mostrar que se M for

escolhido suficientemente grande então

C2 ‖q2‖Lp([|q2|>M ]) < ε.

De fato, segue de q2 ∈ Lp(Ω) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Note que existe 0 < ε < 1 tal que λε < λ1.

Demonstração do teorema: (a) Multiplicando (1.2) por −ψ− e integrando obte-

mos por (1.3)

0 ≤ (λ− λ1)

∫
Ω

∣∣ψ−∣∣2 ≤ ∫
Ω

|∇ψ|2 −
∫

Ω

q− |ψ|2 + λ

∫
Ω

|ψ|2 = −
∫

Ω

gψ− ≤ 0

onde a última desigualdade ocorre devido a g ≥ 0 e ψ− ≥ 0. Assim obtemos ψ− ≡ 0, logo

ψ ≥ 0.

(b) Consideramos três casos

1) N = 1; pelo teorema das Imersões de Sobolev (B.0.5)

H1
0 (Ω) ↪→ L∞(Ω).

Logo u ∈ L2(Ω)∩  L∞(Ω) e pela desigualdade de interpolação u ∈ Lp(Ω) para todo p ≥ 2.

2)N = 2; pelo teorema das Imersões de Sobolev (B.0.5)

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 2 ≤ q <∞
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

e nos dois casos o teorema fica provado.

3) N ≥ 3

Seja q−k = min(q−, k) um truncamento de q− e tomamos ψk ∈ H1
0 (Ω) a única solução

de

−∆ψk − q−k ψk + λψk = g. (1.4)

Tal solução existe pelo teorema de Lax-Milgram. De fato, considere a forma bilinear

B : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) → R dada por

B[u, v] =

∫
Ω

∇u∇v +

∫
Ω

(λ− q−k )uv.

Tal forma é cont́ınua e coerciva pois,

|B[u, v]| ≤
∫

Ω

|∇u∇v|+
∫

Ω

∣∣−q−k ∣∣ |uv|+ ∫
Ω

|λ| |uv|

≤ ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) + λ ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + (

∫
Ω

∣∣−q−k ∣∣ |u|2) 1
2 (

∫
Ω

∣∣−q−k ∣∣ |v|2) 1
2

≤ ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) + k ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) +

(‖∇u‖2
L2(Ω) + λ1 ‖u‖2

L2(Ω))
1
2 (‖∇v‖2

L2(Ω) + λ1 ‖v‖2
L2(Ω))

1
2

≤ ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) + k ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) + max {λ1, 1}
1
2 ‖u‖H1

0 (Ω) ‖v‖H1
0 (Ω)

portanto, B[u, v] é cont́ınua. E mais,

B[u, u] =

∫
Ω

∇u∇u−
∫

Ω

q−k u
2 +

∫
Ω

λu2

≥ ‖∇u‖2
L2(Ω) − ε ‖∇u‖2

L2(Ω) − λε ‖u‖2
L2(Ω) + λ ‖u‖2

L2(Ω)

= (1− ε) ‖∇u‖2
L2(Ω) + (λ− λε) ‖u‖2

L2(Ω)

≥ min {(1− ε), (λ− λε)} (‖∇u‖2
L2(Ω) + ‖u‖2

L2(Ω))

= min {(1− ε), (λ− λε)} ‖u‖2
H1

0 (Ω) .

Portanto, B[u, v] é coerciva, pois λ > λ1 > λε quando 0 < ε < 1.

Aplicando o teorema de Lax-Milgram encontramos uma única ψk ∈ H1
0 (Ω) solução de

−∆ψ − q−k ψ + λψ = g em Ω (λ > λ1). (1.5)

Além disso, pela parte a) do teorema conclúımos que ψk ≥ 0 em Ω. Vejamos que ψk

converge fracamente para ψ em H1
0 (Ω) quando k → ∞. Multiplicando a equação (1.4)
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

por ψk e integrando obtemos,∫
Ω

|∇ψk|2 −
∫

Ω

q−k ψ
2
k +

∫
Ω

λψ2
k =

∫
Ω

gψk, (1.6)

ou equivalentemente,∫
Ω

|∇ψk|2 −
∫

Ω

q−ψ2
k +

∫
Ω

λ1ψ
2
k +

∫
Ω

(q− − q−k )ψ2
k +

∫
Ω

(λ− λ1)ψ
2
k =

∫
Ω

gψk.

Como
∫

Ω
|∇ψk|2 −

∫
Ω
q−ψ2

k +
∫

Ω
λ1ψ

2
k ≥ 0 por (1.3) e q− − q−k ≥ k, temos que

k

∫
Ω

ψ2
k +

∫
Ω

(λ− λ1)ψ
2
k ≤

∫
Ω

gψk.

Seja α = min(k, λ− λ1) > 0 assim

α

∫
Ω

ψ2
k ≤

∫
Ω

gψk

e pela desigualdade de Holder temos

α

∫
Ω

ψ2
k ≤ (

∫
Ω

g2)
1
2 (

∫
Ω

ψ2
k)

1
2 .

Agora, utilizando a desigualdade de Young obtemos

α ‖ψk‖2
L2(Ω) ≤ Cε ‖g‖2

L2(Ω) + ε ‖ψk‖2
L2(Ω) .

Assim

(α− ε) ‖ψk‖2
L2(Ω) ≤ Cε ‖g‖2

L2(Ω) . (1.7)

Segue de (1.6), (1.7) e de g ∈ L2(Ω) que∫
Ω

|∇ψk|2 ≤ C,

pois, ∫
Ω

|∇ψk|2 ≤
∫

Ω

|∇ψk|2 + λ

∫
Ω

ψ2
k =

∫
Ω

q−k ψ
2
k +

∫
Ω

gψk ≤

‖g‖L2(Ω) ‖ψk‖L2(Ω) + k ‖ψk‖2
L2(Ω) ≤

C(‖g‖2
L2(Ω) + ‖g‖2

L2(Ω)) ≤ C. (1.8)
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

Segue de (1.7) e (1.8) que

‖∇ψk‖2
L2(Ω) + ‖ψk‖2

L2(Ω) ≤ C

e portanto ψk → ψ fracamente em H1
0 (Ω).

Queremos provar que para cada p ∈ [2,∞) a função ψk ∈ Lp(Ω). Para simplificar a

notação tomamos ψk ≡ ψ, deste modo nosso problema (1.4) é dado por

−∆ψ − q−k ψ + λψ = g (1.9)

ψ ∈ H1
0 (Ω) .

Seja ψn = min(ψ, n) ≥ 0 e seja 2 ≤ p <∞. Multiplicando (1.9) por ψp−1
n e integrando

obtemos

−
∫

Ω

∆ψψp−1
n dx−

∫
Ω

q−k ψψ
p−1
n dx+ λ

∫
Ω

ψψp−1
n dx =

∫
Ω

gψp−1
n dx.

Por um lado, temos

−
∫

Ω

∆ψψp−1
n dx = (p− 1)

∫
Ω

ψp−2
n ∇ψ∇ψndx ≥ (p− 1)

∫
Ω

ψp−2
n |∇ψn|2 dx

e por outro lado,

−
∫

Ω

∆ψψp−1
n dx =

∫
Ω

gψp−1
n dx+

∫
Ω

q−k ψψ
p−1
n dx− λ

∫
Ω

ψψp−1
n dx =∫

Ω

gψp−1
n dx+

∫
[ψ<n]

q−k ψψ
p−1
n dx+

∫
[ψ≥n]

q−k ψψ
p−1
n dx− λ

∫
Ω

ψψp−1
n dx =∫

Ω

gψp−1
n dx+

∫
[ψ<n]

q−k ψ
p
ndx+

∫
[ψ≥n]

q−k ψψ
p−1
n dx− λ

∫
Ω

ψψp−1
n dx +∫

[ψ≥n]

q−k ψ
p
ndx−

∫
[ψ≥n]

q−k ψ
p
ndx ≤∫

Ω

gψp−1
n dx+

∫
Ω

q−k ψ
p
ndx+

∫
[ψ≥n]

q−k ψψ
p−1
n dx =∫

Ω

gψp−1
n dx+

∫
Ω

q−k ψ
p
ndx+

∫
[ψ≥n]

kψnp−1dx .

Conclúımos assim que

(p− 1)

∫
Ω

ψp−2
n |∇ψn|2 dx ≤

∫
Ω

gψp−1
n dx+

∫
Ω

q−k ψ
p
n dx+

∫
[ψ≥n]

kψnp−1dx (1.10)
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Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

Pela desigualdade de Hölder, a primeira integral da direita é majorada por∫
Ω

∣∣gψp−1
n

∣∣ dx ≤ (

∫
Ω

|g|p dx)
1
p (

∫
Ω

∣∣ψp−1
n

∣∣q dx)
1
q = ‖g‖Lp(Ω) ‖ψn‖

p−1
Lp(Ω) (1.11)

onde q =
p

p− 1
.

Segue da desigualdade de Interpolação [5, pag. 57] que se g ∈ L2(Ω) ∩ L∞(Ω) então

g ∈ Lp(Ω) para todo p ≥ 2.

Temos ainda que ∫
Ω

q−k |ψn|
p dx ≤

∫
Ω

q− |ψn|p dx =

∫
Ω

q−
∣∣∣ψ p

2
n

∣∣∣2 dx ≤

ε
∥∥∥∇(ψ

p
2
n )
∥∥∥2

L2Ω
+ λε

∥∥∥ψ p
2
n

∥∥∥2

L2Ω
= ε

∥∥∥∇(ψ
p
2
n )
∥∥∥2

L2Ω
+ λε ‖ψn‖pLpΩ

onde as desigualdades seguem de q−k ≤ q−, lema (1.1.1) e
∥∥∥ψ p

2
n

∥∥∥2

L2Ω
=
∫

Ω

∣∣∣ψ p
2
n

∣∣∣2 dx =∫
Ω
|ψpn| dx = ‖ψn‖pLp(Ω). Como∥∥∥∇(ψ

p
2
n )
∥∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

(
p

2
ψ

p−2
2

n ∇ψn)2dx =
p2

4

∫
Ω

ψp−2
n |∇ψn|2dx

decorre de (1.10), (1.1), das desigualdades acima e do lema (1.1.1) que

4(p− 1)

p2

∫
Ω

∣∣∣∇(ψ
p
2
n )
∣∣∣2 dx ≤ ‖g‖Lp(Ω) ‖ψn‖

p−1
Lp(Ω) +

∫
Ω

q−ψpn dx+ knp−1

∫
[ψ>n]

ψ dx ≤

‖g‖Lp(Ω) ‖ψn‖
p−1
Lp(Ω) + ε

∥∥∥∇(ψ
p
2
n )
∥∥∥2

L2(Ω)
+ λε ‖ψ‖pLp(Ω) + k

∫
[ψ>n]

ψpdx .

Para ε > 0 suficientemente pequeno teremos∥∥∥∇(ψ
p
2
n )
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ Cp

{
‖g‖Lp(Ω) ‖ψn‖

p−1
Lp(Ω) + λε ‖ψ‖pLp(Ω) + k

∫
[ψ>n]

ψpdx

}
onde Cp é uma constante que depende de p. Pela desigualdade de Young temos

‖g‖Lp(Ω) ‖ψn‖
p−1
Lp(Ω) ≤ ε ‖g‖pLp(Ω) + Cε(‖ψn‖p−1

Lp(Ω))
q = ε ‖g‖pLp(Ω) + Cε ‖ψn‖pLp(Ω) ,

onde
1

p
+

1

q
= 1.

Deste modo∥∥∥∇(ψ
p
2
n )
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ Cp

{
‖g‖pLp(Ω) + ‖ψn‖pLp(Ω) +

∫
[ψ>n]

ψpdx

}
9



Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

onde Cp depende de p mas não depende de k e n. Como∥∥∥ψ p
2
n

∥∥∥2

L2∗ (Ω)
= [

∫
Ω

(ψ
p
2
n )2∗ ]

2
2∗ = [(

∫
Ω

ψ
p 2∗

2
n )

1
2∗

2
p ]2

p
2 = [(

∫
Ω

ψ
p 2∗

2
n )

1
2∗

2
p ]p = ‖ψn‖p

L
p2∗
2 (Ω)

.

Segue da desigualdade de Sobolev - Gagliardo - Nirenberg que

‖ψn‖p
Lp 2∗

2 (Ω)
≤
∥∥∥∇(ψ

p
2
n )
∥∥∥2

L2(Ω)
.

Logo,

‖ψn‖p
Lp 2∗

2 (Ω)
≤ Cp

{
‖g‖pLp(Ω) + ‖ψn‖pLp(Ω) +

∫
[ψ>n]

ψpdx

}
.

Como ψn → ψ quase sempre em Ω e ψn ≤ ψn+1 temos, pelo teorema da Convergência

Monótona, que ‖ψn‖pLp(Ω) → ‖ψ‖pLp(Ω) para todo p ≥ 2. Assim, passando o limite quando

n→∞ obtemos

‖ψ‖p
Lp 2∗

2 (Ω)
≤ Cp

{
‖g‖pLp(Ω) + ‖ψ‖pLp(Ω)

}
. (1.12)

Sabendo que g ∈ Lp(Ω), para todo p ≥ 2, que ψ ∈ L2(Ω) e fazendo iterações começando

com p = 2 obtemos

‖ψ‖2
L2∗ (Ω) ≤ C2

{
‖g‖2

L2(Ω) + ‖ψ‖2
L2(Ω)

}
<∞.

Agora fazendo para p = 2∗ obtemos

‖ψ‖2∗

L2∗ 2∗
2 (Ω)

≤ C2∗

{
‖g‖2∗

L2∗ (Ω) + ‖ψ‖2∗

L2∗ (Ω)

}
<∞,

onde a última desigualdade segue do passo anterior. Continuando este processo e sabendo

que
(2∗)n

2
→∞, obtemos que ψ ∈ Lp(Ω), para todo p ≥ 2.

Falta mostrar que

‖ψ‖Lp(Ω) ≤ Cp

{
‖g‖L2(Ω) + ‖g‖L∞(Ω)

}
.

Segue da desigualdade de Interpolação que

‖g‖pLp(Ω) =

∫
Ω

gp(x)dx =

∫
Ω

g2(x)gp−2(x)dx ≤ ‖g‖p−2
L∞(Ω) ‖g‖

2
L2(Ω)

e assim pela desigualdade de Young para r =
p

p− 2
, s =

p

2
temos

‖g‖Lp(Ω) ≤ C(p)
{
‖g‖L∞(Ω) + ‖g‖L2(Ω)

}
. (1.13)

10



Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

Como para a, b > 0 vale (a + b)s ≤ γ(s)(as + bs), com 0 < s < ∞, γ(s) constante real,

então segue de (1.12) e (1.13) que

‖ψ‖p
Lp 2∗

2 (Ω)
≤ Cp{‖g‖pL∞(Ω) + ‖g‖pL2(Ω) + ‖ψ‖pLp(Ω)}. (1.14)

Além disso,

‖ψ‖pL2(Ω) ≤ C ‖g‖pL2(Ω) (1.15)

pois, sabemos que existe uma única ψ ∈ H1
0 (Ω) que satisfaz (1.2). De fato∫

Ω

|∇ψ|2 dx+ λ

∫
Ω

ψ2dx =

∫
Ω

q−ψ2dx+

∫
Ω

gψdx ≤∫
Ω

|∇ψ|2 dx+ λ1

∫
Ω

ψ2dx+ ‖g‖L2(Ω) ‖ψ‖L2(Ω) ⇒ (1.16)

(λ− λ1)

∫
Ω

ψ2dx ≤ ‖g‖L2(Ω) ‖ψ‖L2(Ω) ⇒

(λ− λ1)

∫
Ω

ψ2dx ≤ C(ε) ‖g‖2
L2(Ω) + ε ‖ψ‖2

L2(Ω) ⇒ (1.17)

(λ− λ1 − ε)

∫
Ω

ψ2dx ≤ C(ε) ‖g‖2
L2(Ω) ⇒

‖ψ‖2
L2(Ω) ≤ C ‖g‖2

L2(Ω) ,

onde (1.16) ocorre graças ao lema (1.1.1) e a desigualdade de Holder, enquanto (1.17)

decorre da desigualdade de Young.

Para concluir utilizando (1.14) e (1.15) precisamos da seguinte afirmação.

Afirmação: ‖ψ‖pLp(Ω) ≤ C ‖ψ‖pL2(Ω) + ε ‖ψ‖p
Lp 2∗

2 (Ω)
.

De fato, seja 2 ≤ p ≤ p
2∗

2
, assim p = 2λ+(1−λ)p

2∗

2
⇔ 1−λ =

2

2∗
(1− 2λ

p
) =

2

2∗
(
p− 2λ

p
).

Deste modo

‖ψ‖pLp(Ω) =

∫
Ω

ψpdx =

∫
Ω

ψ
2λ+(1−λ)p

2∗

2 ≤ (1.18)

(

∫
Ω

∣∣ψ2
∣∣ dx)λ(

∫
Ω

∣∣∣ψp 2∗
2

∣∣∣ dx)(1−λ) =

(

∫
Ω

∣∣ψ2
∣∣ dx)λ(

∫
Ω

∣∣∣ψp 2∗
2

∣∣∣ dx)( 2
2∗ ( p−2λ

p
)) ≤

C(ε)(

∫
Ω

∣∣ψ2
∣∣ dx)λ

p
2λ + ε(

∫
Ω

∣∣∣ψp 2∗
2

∣∣∣ dx)
p

p−2λ
2
2∗ ( p−2λ

p
) = (1.19)

C(ε) ‖ψ‖pL2(Ω) + ε ‖ψ‖p
Lp 2∗

2 (Ω)

11



Caṕıtulo 1. Resultados preliminares

onde a desigualdade em (1.18) segue pela desigualdade de Hölder e (1.19) decorre da

desigualdade de Young.

Portanto segue da afirmação acima e de (1.14), (1.15) que para todo p ≥ 2

‖ψ‖Lp(Ω) ≤ Cp(q
−){‖g‖L2(Ω) + ‖g‖L∞(Ω)}.

12



Caṕıtulo 2

Mı́nimos locais nas topologias
C1 e H1

Sejam u ∈ H1
0 (Ω) e Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira regular. Considere o

funcional

I(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2dx−

∫
Ω

F (x, u)dx (2.1)

em que F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds satisfaz a condição de crescimento

|f(x, u)| ≤ C(1 + |u|p) para todo x ∈ Ω, (2.2)

onde 1 ≤ p ≤ N+2
N−2

se N ≥ 3, 1 ≤ p <∞ se N = 1 ou 2 e f é uma função Carathéodory,

isto é, f é mensurável em x ∈ RN , para cada u fixado e cont́ınua em u ∈ R.

Nos baseamos em [7] para garantir neste caṕıtulo que um mı́nimo do funcional I em

C1 é também um mı́nimo de I em H1
0 (Ω). E usaremos tal resultado para mostrar que uma

solução encontrada via sub e supersolução é também um mı́nimo do funcional associado

ao problema na topologia de H1
0 (Ω).

2.1 O Teorema de Brezis-Nirenberg

Teorema 2.1.1. Suponha que u0 ∈ H1
0 (Ω) é um mı́nimo local de I na topologia C1(Ω),

isto é, existe algum número real r > 0 tal que

I(u0) ≤ I(u0 + v), para todo v ∈ C1
0(Ω̄), satisfazendo ‖v‖C1(Ω) ≤ r. (2.3)

13
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Então u0 é um mı́nimo local de I na topologia H1
0 (Ω), isto é, existe ε0 > 0 tal que

I(u0) ≤ I(u0 + v), para todo v ∈ H1
0 (Ω), satisfazendo ‖v‖H1

0 (Ω) ≤ ε0. (2.4)

Demonstração: A demonstração será dividida em três etapas.

Primeira etapa

Afirmação: u0 ∈ C1,α(Ω̄), para todo 0 < α < 1.

De fato, lembramos que u0 satisfaz{
−∆u = f(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(2.5)

no sentido fraco. No caso em que p <
N + 2

N − 2
= 2∗ − 1, usaremos o argumento de “boots-

trap” para provar a regularidade da solução e no caso p =
N + 2

N − 2
= 2∗ − 1 usaremos um

resultado auxiliar, o Teorema de Brezis - Kato (1.1.1), pois o argumento de “bootstrap”

não funciona. De fato, nesse caso segue que se u0 ∈ H1
0 (Ω) então pelo Teorema de Sobolev

u0 ∈ L2∗(Ω), assim f ∈ L
2∗
p (Ω), onde

2∗

p
=

2N

N + 2
. Agora observe que

p

2∗
− 2

N
=
N + 2

2N
− 2

N
=

1

2∗
> 0.

Então W 2, 2
∗
p (Ω) ↪→ Lt1(Ω) com

1

t1
=

p

2∗
− 2

N
de onde segue que t1 = 2∗ e assim, obtém-se

novamente u0 ∈ L2∗(Ω).

Vamos agora construir o argumento de “bootstrap” para o nosso problema, no caso

em que p < 2∗ − 1.

Se N = 1 ou N = 2, como u0 ∈ H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [2,∞) e |u0|p

pertence a Lq(Ω), para todo q ∈ [2,∞) temos que f(x, u0) ∈ Lq(Ω) e por (B.0.4)

u ∈ W 2,q(Ω), 2 ≤ q < ∞. Pelo teorema (B.0.6 ) u0 ∈ C1,α(Ω̄), 0 < α < 1 − N

q
= 1 − 2

q
,

para todo q ≥ 2.

Se N≥3, defina

p0 =
2∗

p
.

Por (2.2) temos que f(x, u0) ∈ Lp0(Ω) e pelo teorema (B.0.4) u ∈ W 2,p0(Ω).
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Caṕıtulo 2. Mı́nimos locais nas topologias
C1 e H1

Se 2p0 > N , então u0 ∈ C0,θ(Ω), com θ = 1− N

2p0

, e pelos mesmos argumentos usados

no caso N = 1 temos que u0 ∈ C1,α(Ω), para todo 0 < α < 1.

Se 2p0 = N , como u0 ∈ Lq(Ω) para todo 1 < q < ∞ e, segue de (2.2) que f(x, u0) ∈
Lq(Ω). Segue do teorema (B.0.4) que u0 ∈ W 2,q(Ω), para todo 1 < q <∞ e pelo teorema

(B.0.6) u ∈ C1,α(Ω), para todo 0 < α < 1.

Se 2p0 < N , como u0 ∈ W 2,p0(Ω) ↪→ Lt0(Ω) com
1

t0
=

1

p0

− 2

N
, segue de (2.2) que

f(x, u0) ∈ Lp1 , onde

p1 =
t0
p
> p0.

Temos ainda que t0 > 2∗, pois

t0 > 2∗ ⇔ 1

t0
<

1

2∗
⇔ 1

p0

− 2

N
<

1

2∗
⇔ (2.6)

p < (
1

2∗
+

2

N
)2∗ ⇔ p < (

N − 2

2N
+

2

N
)

2N

N − 2
⇔ p <

N + 2

N − 2
. (2.7)

Assim, existe j ∈ R tal que

jp(
1

2∗
− 1

t0
) >

1

t0
. (2.8)

Se p1 >
N

2
então u0 ∈ C0,θ(Ω), com θ = 1− N

2p1

e assim, como no caso N = 1, segue

que u0 ∈ C1,α(Ω), para todo 0 < α < 1.

Se p1 =
N

2
tratamos da mesma forma que 2p0 = N .

Se p1 <
N

2
, temos W 2,p1(Ω) ↪→ Lt1(Ω) onde

1

t1
=

1

p1

− 2

N
=

1

p1

− 1

p0

+
1

p0

− 2

N
=
p

t0
− p

2∗
+

1

p0

− 2

N
= p(

1

t0
− 1

2∗
) +

1

p0

− 2

N
.

Continuando este processo, depois de j etapas, teremos pj =
tj−1

p
com pj ≥

N

2
, o que nos

dá como no caso N = 1 que u0 ∈ C1,α(Ω), para todo 0 < α < 1. Caso contrário teŕıamos
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pj <
N

2
, e assim

0 <
1

tj
=

1

pj
− 2

N
=

j∑
i=1

(
1

pi
− 1

pi−1

) +
1

p0

− 2

N
≤ jp(

1

t0
− 1

2∗
) +

1

t0
(2.9)

o que contraria (2.8). A última desigualdade da inequação acima segue de

j∑
i=1

(
1

pi
− 1

pi−1

) ≤ jp(
1

t0
− 1

2∗
),

visto que
1

t0
=

1

p0

− 2

N
. Passamos à demonstração dessa desigualdade. Observe que

p0 < p1 < ... < pj−1 < pj pois p0 < p1, visto que
p

2∗
>

p

t0
se, e somente se,

N + 2

N − 2
>

p. Usaremos o Prinćıpio de Indução Finita para mostrarmos que pj−1 < pj; para isso

suponhamos que pj−2 < pj−1. Assim,

1

pj
− 1

pj−1

=
p

tj−1

− p

tt−2

= p(
1

pj−1

− 2

N
)− p(

1

pj−2

− 2

N
) = p(

1

pj−1

− 1

pj−2

) < 0,

portanto pj−1 < pj. Por um lado temos

1

pi−1

− 1

pi
=

1

pi−1

− p

ti−1

=
1

pi−1

− p

pi−1

+
2p

N
=

1− p

pi−1

+
2p

N

onde a primeira igualdade segue de pi =
ti−1

p
e a segunda igualdade segue de

1

ti−1

=

1

pi−1

− 2

N
. Por outro lado temos

1

p0

− 1

p1

=
1

p0

− p

t0
=

1

p0

− p(
1

p0

− 2

N
) =

1− p

p0

+
2p

N
.

Como 0 < p0 < pi−1 segue que
1

p0

− 1

p1

≤ 1

pi−1

− 1

pi
. Além disso

1

p1

− 1

p0

=
p

t0
− p

2∗
=

p(
1

t0
− 1

2∗
), portanto

∑j
i=1(

1

pi
− 1

pi−1

) ≤
∑j

i=1 p(
1

t0
− 1

2∗
) = jp(

1

t0
− 1

2∗
).

Conclúımos que u0 ∈ C1,α(Ω), para todo 0 < α < 1 se p <
N + 2

N − 2
.

Trataremos agora o caso p =
N + 2

N − 2
. Para tanto, escrevemos f(x, u0) na seguinte

forma

f(x, u0) = a(x)u0 + b(x) (2.10)
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em que

a(x) =


f(x, u0(x))

u0(x)
onde |u0(x)| > 1

0 onde |u0(x)| ≤ 1

e

b(x) =


0 onde |u0(x)| > 1

f(x, u0) onde |u0(x)| ≤ 1.

Se |u0(x)| > 1 então |a(x)| ≤
∣∣∣∣ 1

u0(x)

∣∣∣∣C(1 + |u0(x)|p) ≤ 2C|u0(x)|p−1 e se |u0(x)| ≤ 1

então |a(x)| = 0, para todo x. Portanto, |a(x)| ≤ C1|u0(x)|p−1 para todo x em Ω.

Além disso, como u0 ∈ H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω) e assim |a(x)|N

2 ≤ (C1|u0(x)|p−1)
N
2 = C2 |u0|2

∗

e portanto a ∈ L
N
2 (Ω). Além disso, segue de (2.2) que b ∈ L∞(Ω). Aplicando o teorema

de Brezis-Kato (1.1.1) a

−∆u = a(x)u+ b(x),

ou equivalentemente a,

−∆u− (a(x) + λ)u+ λu = b(x)

temos que u0 ∈ Lq(Ω), para todo 2 ≤ q < ∞, onde λ ∈ R. Por (2.2) temos que

f(x, u0) ∈ Lq(Ω), para todo 2 ≤ q < ∞. Do teorema (B.0.4) segue que u0 ∈
W 2,q(Ω), para todo 2 ≤ q < ∞ e do teorema (B.0.6) temos u0 ∈ C1,α(Ω) para

todo 0 < α < 1. Assim fica provada a afirmação.

No que segue assumiremos, sem perda de generalidade, que u0 ≡ 0.

Segunda etapa: Demonstração do teorema no caso subcŕıtico, p <
N + 2

N − 2
.

Suponhamos que a conclusão (2.4) não se verifique. Logo,

para todo ε > 0 existe vε ∈ Bε tal que I(vε) < I(0), (2.11)

onde Bε =
{
u ∈ H1

0 (Ω); ‖u‖H1
0 (Ω) ≤ ε

}
.

Provemos que I tem um mı́nimo em Bε. Para isso, verifiquemos que o funcional I

é fracamente semicont́ınuo inferiormente. Como
∫

Ω
|∇u|2 dx é convexo e cont́ınuo, logo

fracamente semicont́ınuo inferiormente, basta provar que
∫

Ω
F (x, u)dx é fracamente semi-

cont́ınuo inferiormente. De fato, como f satisfaz (2.2) temos

|F (x, u)| =

∣∣∣∣∫ u

0

f(x, s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u

0

|f(x, s)| ds ≤
∫ u

0

C(1+ |s|p)ds ≤ C(|u|+ |u|p+1). (2.12)
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Se un ⇀ u em H1
0 (Ω) queremos utilizar o teorema da Convegência Dominada de Lebesgue

para mostrar que

lim
n→∞

∫
Ω

F (x, un)dx =

∫
Ω

F (x, u)dx.

De fato, como u ∈ H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) continuamente para 1 ≤ q ≤ 2∗, se

N ≥ 3 e 1 ≤ q < ∞ se N = 1 ou N = 2, segue de (2.12) que F (x, un) ∈ L1(Ω). Além

disso, seja (xn) uma sequência em H1
0 (Ω) convergindo fracamante para u. Seja (unj

) uma

subsequência qualquer de (un). De agora em diante tomaremos sucessivas subsequências

da subsequência (unj
) mas sempre usando o mesmo ı́ndice. Pela imersão compacta de

Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para 1 ≤ q < 2∗, se N ≥ 3 e 1 ≤ q <∞, se N = 1 ou 2. Deste

modo se un ⇀ u em H1
0 (Ω) temos unj

→ u em Lq(Ω), para 1 ≤ q < 2∗ e pelo teorema

(B.0.3) unj
(x) → u(x) quase sempre em Ω.

Falta mostrar que existe uma função φ(x) ∈ L1(Ω) tal que |F (x, un)| ≤ φ(x), para

todo n ∈ N. Basta mostrar que up+1
n → up+1 em L1(Ω), e aplicar o teorema (B.0.3).

Temos que H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) compactamente, visto que p+1 < 2∗. Assim, como un ⇀ u

em H1
0 (Ω) então un → u em Lp+1(Ω) e dáı, up+1

n → up+1 em L1(Ω).

Como Bε é fracamente compacta em H1
0 (Ω) e I é fracamente semicont́ınuo inferior-

mente segue que I assume mı́nimo em Bε. Seja vε tal mı́nimo.

Se provarmos que vε → 0 em C1, obteremos uma contradição entre (2.3) e (2.11).

Portanto a hipótese de contradição é falsa e a conclusão (2.4) se verifica neste caso.

Considere a correspondente equação de Euler para vε envolvendo um multiplicador de

Lagrange µε ≤ 0, visto que vε é ponto de mı́nimo,

〈I ′(vε), ξ〉H−1,H1
0

= µε(vε, ξ)H1
0

para todo ξ ∈ H1
0 (Ω), isto é,∫

Ω

(∇vε.∇ξ − f(x, vε)ξ)dx = µε

∫
Ω

∇vε.∇ξdx.

Então, ∫
Ω

(1− µε)∇vε.∇ξdx =

∫
Ω

f(x, vε)ξdx

para todo ξ ∈ H1
0 (Ω) isto é, vε é solução fraca de

−(1− µε)∆vε = f(x, vε). (2.13)
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Como µε ≤ 0 temos que (1− µε) > 1, e assim obtemos

−∆vε = Cf(x, vε), com 0 < C < 1.

Pelo argumento de “bootstrap” da primeira etapa obtém-se de ‖vε‖H1
0 (Ω) < C que ‖vε‖C1,α <

C, onde C é uma constante não negativa e independente de ε.

Afirmamos que

vε → 0 em C1(Ω), quando ε→ 0. (2.14)

De fato, como ‖vε‖C1,α < C temos que ‖vε‖C0,α < C e ‖∇vε‖C0,α < C e assim,

‖∇vε‖∞ < C. Logo temos pela Desigualdade do Valor Médio que

|vε(x)− vε(y)| ≤ sup ‖∇vε‖∞ |x− y| ≤ C |x− y|

Assim vε satisfaz as hipóteses do teorema de Arzelá - Ascoli, logo vε → v uniformemente

em Ω e v ∈ C(Ω). Mas vε → 0 em H1
0 (Ω) e dáı vε(x) → 0 quase sempre em Ω. Portanto

v ≡ 0.

Como |∇vε(x)−∇vε(y)| < C |x− y|α, para algum 0 < α < 1 então ∇vε satisfaz o

teorema de Arzelá - Ascoli, logo ∇vε → w e w ∈ C(Ω). Entretanto ∇vε → 0 em L2(Ω),

assim ∇vε(x) → 0 quase sempre em Ω. Portanto w ≡ 0.

Terceira etapa: Provaremos o teorema no caso cŕıtico, p =
N + 2

N − 2
.

Como o argumento de “bootstrap” não pode ser aplicado usaremos mais uma vez o

Teorema de Brezis - Kato (1.1.1), juntamente com o fato de que ‖vε‖H1
0 (Ω) → 0, quando

ε→ 0.

Suponhamos que (2.4) seja falsa, então novamente assumiremos que (2.11) é verda-

deira.

Para cada j, considere a função de truncamento

Tj(r) =


−j se r ≤ −j,
r se −j < r < j,
j se r ≥ j.

Sejam

fj(x, s) = f(x, Tj(s)), Fj(x, u) =

∫ u

0

fj(x, s)ds
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e

Ij(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2 dx−

∫
Ω

Fj(x, u)dx.

Como por hipótese f é cont́ınua em na variável s e temos que Tj(s) → s, quando j →
∞, então lim

j→∞
fj(x, s) = f(x, s). Assim, Fj(x, u(x)) =

∫ u(x)
0

fj(x, s)ds =
∫ u(x)

0
f(x, s)ds =

F (x, u(x)), se j ≥ |u(x)|. Logo∫
Ω

Fj(x, u(x))dx =

∫
{x:|u(x)|>j}

Fj(x, u(x))dx+

∫
{x:|u(x)|≤j}

F (x, u(x))dx

e como u ∈ H1
0 (Ω) então med{x : |u(x)| > j} < ε, para todo j > j0. Dáı,∫

{x:|u(x)|>j}
Fj(x, u(x))dx ≤

∫
{x:|u(x)|>j}

c(|Tj(u(x))|+ |Tj(u(x))|p+1)dx < ε,

pois Tj(u) ∈ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ 2∗ e portanto Ij(u) → I(u) quando j →∞.

E mais, para cada ε > 0 existe algum j = j(ε) ≥ 1 tal que Ij(vε) < I(0) pois

I(vε) < I(0) e Ij(vε) → I(vε).

Como Bε é fracamente compacta e Ij(ε) é fracamente cont́ınua, temos que min Ij(ε) é

atingido em algum ponto de H1
0 (Ω). Seja wε tal ponto, então

Ij(ε)(wε) ≤ Ij(ε)(vε) < I(0).

Afirmação: wε ∈ C1
0(Ω) e wε → 0 em C1(Ω), quando ε→ 0.

De fato, a equação de Euler para wε é

−(1− µε)∆wε = fj(x,wε). (2.15)

como em (2.13).

Note que

|fj(x, u)| ≤ C(1 + |u|p), (2.16)

pois |fj(x, u)| = |fj(x, Tj(u))| ≤ C(1 + |Tj(u)|p). Assim temos três possibilidades

|Tj(u)|p = |−j|p ≤ |u|p se u ≤ −j
|Tj(u)|p = |u|p se |u| < j
|Tj(u)|p = |j|p ≤ |u|p se j ≤ u

com p =
N + 2

N − 2
e C uma constante independente de j.
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Pela imersão cont́ınua H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) e wε → 0 em H1

0 (Ω) segue que wε →
0 em L2∗(Ω). Mais ainda, pelo teorema (B.0.3) existe uma função fixa h de L2∗(Ω)

tal que |wε| ≤ h, para todo ε > 0. Logo por (2.16) temos que

|fj(x,wε)| ≤ C(1 + |wε|p)

o que implica por (2.10) que

fj(x,wε) = C(1 + a|wε|)

onde a = h
4

N−2 ∈ LN
2 (Ω), visto que h ∈ L2∗(Ω) e a e C independem de ε.

Pelo argumento de “bootstrap” da primeira etapa, segue de (2.15) e (2.16) que wε

é limitada em C1,α(Ω) por uma constante que independe de ε. Analogamente a (2.14)

mostramos que wε → 0 em C1, visto que wε → 0 em H1
0 (Ω).

Da afirmação acima segue que para ε suficientemente pequeno

I(wε) ≤ Ij(ε)(vε) < I(0),

o que contradiz (2.3).

2.2 Soluções de equações eĺıpticas via minimização

No próximo teorema encontraremos uma solução para o problema (2.5) via sub e super-

solução. Tal resuldado já é bem conhecido, o que inova o resultado é o fato de tal solução

ser mı́nimo do funcional associado a (2.5) em H1
0 (Ω).

Para isto consideremos I dado por (2.1) em que f satisfaz

f(x, u)+ku é não decrescente em u para quase todo x, para alguma constante k, (2.17)

Assumimos que temos uma sub e uma supersolução u e u em C(Ω), respectivamente,

no sentido das distribuições e que u nem u é solução de (2.5).

Teorema 2.2.1. Nas condições acima existe uma solução u0 de (2.5), u ≤ u0 ≤ u, tal

que u0 é um mı́nimo local de I em H1
0 (Ω).
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Para demonstrarmos o teorema precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja u ∈ L1
loc(Ω) e assumindo que, para algum k ≥ 0, u satisfaz

−∆u+ ku ≥ 0 em Ω,
u ≥ 0 sobre ∂Ω.

Então u ≡ 0, ou existe ε > 0 tal que u(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω).

Demonstração do lema: Temos que a medida µ definida por −∆u+ku, no sentido

das distribuições, é não negativa em Ω. Podemos assumir u 6≡ 0.

Caso 1 : µ ≡ 0.

Neste caso, {
−∆u+ ku = 0 em Ω,

u ≥ 0 em Ω

e como k ∈ C∞(Ω) e u ∈ L1
loc(Ω) temos que −ku ∈ L1

locΩ. Pelo Teorema (B.0.16) temos

que u ∈ Lq0loc(Ω) com q0 =
N

N − 2
. Então −ku ∈ Lq0loc(Ω) e novamente pelo Teorema

(B.0.16) u ∈ Lq1loc(Ω com q1 =
N

N − 4
se N > 4. Continuando este processo depois de n

etapas teremos −ku ∈ Lploc(Ω), p >
N

2
. Assim pelo Teorema (B.0.16), u ∈ C0,α(Ω), 0 <

α <
N

p
. Então pelo Teorema (B.0.17) u ∈ C2,α(Ω). Fazendo iterações neste processo

conseguimos u ∈ C∞(Ω). Como u 6≡ 0, então u ≥ c0 > 0 em alguma bola fechada B

contida em Ω. Seja Ωj =

{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >

1

j

}
, para j ≥ 1 uma sequência de

subdomı́nios de Ω com fronteira suave e
⋃
j

Ωj = Ω. Suponha que B ⊂ Ωj, para todo j.

Seja hj a solução, no sentido das distribuições, em (Ωj \B) de
(−∆ + k)hj = 0 em (Ωj \B),

hj = c0 sobre ∂B,
hj = 0 sobre ∂Ωj.

De fato segue de (B.0.10) que hj ∈ C2,α(Ωj) ∩ C0(Ωj‘) e pelo Prinćıpio do Máximo

temos u ≥ hj em (Ωj \B). Novamente pelo Prinćıpio do Máximo temos que hj(x) é uma

sequência não-decrescente e limitada superiormente por u(x), logo convergente. Seja h o

limite pontual de hj quando j → +∞ .Fazendo j → +∞ obtemos u ≥ h em (Ω \ B) em

que h é solução de 
(−∆ + k)h = 0 em (Ω \B),

h = c0 sobre ∂B,
h = 0 sobre ∂Ω.
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Afirmação : h(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω) em Ω \B, para algum ε > 0.

De fato, seja x ∈ ∂Ω e Bδx(x) de tal forma que
⋃

x∈∂Ω

Bδx(x) recubra toda a fronteira de Ω.

Como ∂Ω é compacta temos que existe 1 ≤ n <∞ tal que
n⋃
i=1

Bδi(xi) recobre a ∂Ω. Logo

existe δ > 0 tal que

Nδ =
{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ

}
com Nδ ⊂

n⋃
i=1

Bδi(xi).

Seja Ωδ = (Ω \B) \Nδ assim h(x) ≥ δ0 > 0, onde δ0 = min
Ωδ

h(x) e se x ∈ Ωδ então

δ ≤ |x− y| ≤ d, para todo y ∈ ∂Ω, onde d é o diâmetro de Ω. Deste modo,

h(x) ≥ δ0
dist(x, ∂Ω)

dist(x, ∂Ω) ≥ δ0
d

dist(x, ∂Ω), para todo x ∈ Ωδ. (2.18)

Vejamos o que acontece próximo à fronteira de Ω. Pelo lema de Hopf temos que existe

ε0 tal que −ε0 ≥
∂h

∂ν
(x0), para todo x0 ∈ ∂Ω, onde −ε0 = max

x∈∂Ω

{
∂h

∂ν
(x)

}
e
∂h

∂ν
(x) é a

derivada normal exterior de h no ponto x ∈ ∂Ω. Definamos g(t) = h(x+ t(x0 − x)), 0 ≤
t ≤ 1. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos

g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt,

isto é,

h(x0)− h(x) =

∫ 1

0

∇h(x+ t(x0 − x))(x− x0)dt.

Como x0 ∈ ∂Ω, então h(x0) = 0 e obtemos

h(x)

|x− x0|
=

∫ 1

0

h(x+ t(x0 − x))
(x− x0)

|x− x0|
dt.

Assim h(x) ≥ ε0
2
|x− x0| ≥

ε0
2

dist(x, ∂Ω), para todo x ∈ Bδx0
(x0). Portanto

h(x) ≥ ε0
2

dist(x, ∂Ω) para todo x ∈ Nδ ⊂
n⋃
i=1

Bδi(xi). (2.19)

Portanto segue de (2.18) e de (2.19) que

h(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω).
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A conclusão do lema no caso 1 segue de que u ≥ c0 > 0 na bola fechada B ⊂ Ω e da

desigualdade u ≥ h em (Ω \B).

Caso 2: µ 6≡ 0.

Seja ξ ∈ C∞
0 (Ω) uma função corte, 0 ≤ ξ ≤ 1, tal que, ξµ 6≡ 0. Seja v solução de{

(−∆ + k)v = ξµ em Ω
v = 0 sobre ∂Ω, .

como no caso 1 temos que v ∈ C∞(Ω) e como v se anula na fronteira de Ω então v é suave

fora de um compacto contido em Ω. Novamente segue do lema de Hopf como acima que

v(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω) em Ω para algum ε > 0.

Para concluirmos o teorema, basta mostrar que u ≥ v em Ω. Para isso, dado qualquer

α > 0, vamos mostrar que u = u+ α ≥ v em Ω. Note que ωα = u− v satisfaz

(−∆ + k)ωα = (1− ξ)µ+ kα ≥ 0 em Ω (2.20)

pois, fazendo a diferença entre (−∆ + k)v = ξµ e (−∆ + k)u = µ encontramos

(−∆ + k)(u− v) = (1− ξ)µ. Somando-se kα em ambos os lados, encontramos a equação

desejada. Além disso ωα satisfaz

ωα ≥ 0 em Nδ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) < δ} , (2.21)

visto que v é cont́ınua numa vizinhança de ∂Ω e v = 0 sobre ∂Ω, portanto |v(x)| < α

2
em

Nδ, tomando-se δ suficientemente pequeno (dependendo de α).

Seja (ρj) uma sequência regularizante com supp ρj ⊂ B(0,
1

j
) e considere ωαj = ρj ∗ωα.

Sabemos que ωαj é suave e

(−∆ + k)ωαj (x) = (−∆ + k)

∫
Ω

ρj(x− y)ωα(y)dy

=

∫
Ω

(−∆x + k)ρj(x− y)ωα(y)dy.

Fazendo a mudança de variáveis y = x+ z obtemos∫
Ω

(−∆ + k)ρj(x− y)ωα(y)dy =

∫
B(x, 1

j
)

(−∆ + k)ρj(x− y)ωα(y)dy

=

∫
B(0, 1

j
)

(−∆ + k)ρj(−z)ωα(x+ z)dz,
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visto que ρj(z) 6= 0, se e só se z ∈ B(0, 1
j
), se e só se |z| < 1

j
, se e só se |x− y| <

1

j
se e só se y ∈ B(x, 1

j
), para x fixado. Assim

(−∆ + k)ωαj (x) = (−∆ + k)

∫
Ω

ρj(x− y)ωα(y)dy

= (−∆ + k)

∫
B(0, 1

j
)

ρj(−z)ωα(x+ z)dz

=

∫
B(0, 1

j
)

ρj(−z)(−∆x + k)ωα(x+ z)dz.

Por outro lado, segue de (2.20) que

(−∆x + k)ωα(x+ z) ≥ 0, para todo (x+ z) ∈ Ω.

Se z ∈ B(0, 1
j
), temos que (x+ z) ∈ Ω, se e somente se dist(x, ∂Ω) >

1

j
.

Portanto

(−∆ + k)ωαj ≥ 0 sobre (Ω−N 1
j
).

Deduzimos de (2.21) que

ωαj ≥ 0 sobre Nδ− 1
j

pois,

ωαj (x) =

∫
z∈B(0, 1

j
)

ρj(z)ωα(x+ z)dz ≥ 0 ⇔

(x+ z) ∈ Nδ, para todo z ∈ B(0,
1

j
) ⇔

x ∈ (Nδ − z) ⇔

x = y − z, para algum y ∈ Nδ e para todo z ∈ B(0,
1

j
) ⇔

x ∈ Nδ− 1
j
.

E em particular,

ωαj ≥ 0 em ∂(Ω−N 1
j
)

desde que δ ≥ 2

j
. Passando o limite quando j →∞ temos pelo teorema (B.0.2) que

ωα ≥ 0 em Ω.
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Portanto, tomando o limite quando α→ 0 em

u = u+ α ≥ v

obtemos u ≥ v em Ω.

Assim

u(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω) para algum ε > 0,

o que conclui o caso 2 e a demonstração do lema.

Demonstração do teorema (2.2.1): Consideramos uma função auxiliar

f̃(x, s) =


f(x, u(x)) se s < u(x)

f(x, s) se u(x) ≤ s ≤ u(x)
f(x, u(x)) se s > u(x),

f̃ : Ω× [−n,M ] → R cont́ınua em s. Adicionalmente, sejam

F̃ (x, u) =

∫ u

0

f̃(x, s)ds

e

Ĩ(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2dx−

∫
Ω

F̃ (x, u)dx.

Vejamos que existe u0 um mı́nimo de Ĩ na topologia de H1
0 (Ω). Observe que se

s < u(x)

obtemos de (2.2) que∣∣∣f̃(x, s)
∣∣∣ = |f(x, u(x))| ≤ C(1 + |u(x)|p) ≤M1, pois u ∈ C(Ω).

Se

u(x) ≤ s ≤ u(x)

temos∣∣∣f̃(x, s)
∣∣∣ = |f(x, s)| ≤ C(1+|s|p) ≤ C(1+max {|u(x)|p , |u(x)|p}) ≤M2, pois u, u ∈ C(Ω),
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e se

s > u(x)

temos ∣∣∣f̃(x, s)
∣∣∣ = |f(x, u(x))| ≤ C(1 + |u(x))|p) ≤M3.

Assim ∣∣∣f̃(x, s)
∣∣∣ ≤ K

onde K = max {M1, M2, M3}. Deste modo,

∣∣∣∣∫
Ω

F̃ (x, u(x))dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

∣∣∣F̃ (x, u(x))
∣∣∣ dx

≤
∫

Ω

K |u(x)| dx

= K

∫
Ω

|u(x)| dx

≤ K ‖u‖L2(Ω) (med(Ω))
1
2

≤ K̂ ‖∇u‖L2(Ω) .

Portanto

Ĩ(u) =
1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

F̃ (x, u)dx ≥ 1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) − C ‖∇u‖L2(Ω) ,

logo Ĩ(u) é coercivo.

Mostremos que Ĩ(u) é fracamente semicont́ınuo inferiormente. De fato, sabemos que
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx é convexo e cont́ınuo, logo é fracamente semicont́ınuo inferiormente. Temos

ainda que ∣∣∣F̃ (x, u(x))
∣∣∣ ≤ K |u(x)| (2.22)

assim se un ⇀ u então, pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω

∣∣∣F̃ (x, un)dx
∣∣∣→ ∫

Ω

∣∣∣F̃ (x, u)
∣∣∣ dx.

De fato, como u ∈ H1
0 (Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ 2∗, de (2.22) segue que

F̃ (x, un) ∈ Lq(Ω). Além disso, como un ⇀ u em H1
0 (Ω) temos pelas imersões compactas
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que unj
→ u em Lq(Ω), 1 ≤ q < 2∗. Pelo teorema (B.0.3) unj

(x) → u(x) quase sempre

em Ω e existe ϕ(x) ∈ L1(Ω) tal que∣∣∣F̃ (x, un)
∣∣∣ ≤ ϕ(x), para todo n.

Assim, pelo teorema (B.0.7) temos que o mı́nimo é atingido. Seja u0 este mı́nimo em

H1
0 (Ω). Temos ainda que este satisfaz{

−∆u = f̃(x, u0) em Ω
u = 0 sobre ∂Ω.

Por regularidade, u0 ∈ W 2,p(Ω), para todo 1 ≤ p <∞.

Afirmação: u ≤ u0 ≤ u

Provaremos a primeira desigualdade e a segunda segue de maneira análoga. Sabemos

que

−∆u ≤ f(x, u)

e

−∆u0 = f̃(x, u0)

Assim,

−∆(u− u0) ≤ f(x, u)− f̃(x, u0); (2.23)

em particular

−∆(u− u0) ≤ 0

em A={x ∈ Ω;u0(x) < u(x)}, pois f̃(x, s) = f(x, u) se s < u(x).

Como u − u0 ≤ 0 sobre ∂A, pelo Prinćıpio do Máximo temos que u − u0 ≤ 0 em A.

Segue que A = ∅ e portanto u ≤ u0 em todo Ω.

Somando k(u− u0) em ambos os lados de (2.23) obtemos

−∆(u− u0) + k(u− u0) ≤ 0 (2.24)

pois

−∆(u− u0) + k(u− u0) ≤ f(x, u)− f̃(x, u0) + k(u− u0)

= (f(x, u) + ku) + (f̃(x, u0) + ku0)

= (f(x, u) + ku) + (f(x, u0) + ku0) (2.25)

≤ 0 (2.26)
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onde em (2.25) usamos o fato de que f̃(x, u0) = f(x, u0) se u ≤ u0 ≤ u e em (2.26) usamos

o fato de u ≤ u0 em Ω e f + ku não-decrescente. Segue do lema (2.2.1) que

i)u− u0 ≡ 0 ou

ii) existe algum ε > 0 tal que u(x)− u0(x) ≤ −ε dist(x, ∂Ω), para todo x ∈ Ω.

Mas i) não ocorre pois, caso contrário, teŕıamos que u é solução.

Analogamente para u teremos u(x)− u0(x) ≥ ε dist(x, ∂Ω), para todo x ∈ Ω.

Assim, existe algum ε > 0 tal que

u(x) + ε dist(x, ∂Ω) ≤ u0(x) ≤ u(x)− ε dist(x, ∂Ω) (2.27)

para todo x ∈ Ω.

Afirmação: Se u ∈ C1
0(Ω) e ‖u− u0‖C1 ≤ ε0 < ε então u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) em Ω.

De fato, como u ∈ C(Ω) e
∂u

∂xi
∈ C(Ω), 1 ≤ i ≤ N , então u e

∂u

∂xi
são uniformente

cont́ınuas. Logo, dado ε̂ > 0 existe δε̂ > 0 tal que se |x− y| < δε̂, então

|u(x)− u(y)| < ε̂

e ∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)− ∂u

∂xi
(y)

∣∣∣∣ < ε̂.

Considere Nδε̂ = {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) < δε̂}.
Dado x ∈ Nδε̂ tome x1 ∈ ∂Ω tal que dist(x, ∂Ω) = |x− x1| < δε̂. Pelo Teorema do

Valor Médio sabemos que existem ξ1 ∈ [x, x1] e τ1 ∈ [x, x1] tais que

u(x) = u(x1) +∇u(ξ1)(x− x1)

e

u0(x) = u0(x1) +∇u0(τ1)(x− x1).

Assim, considerando que u(x1) = u0(x1) = 0, visto que x1 ∈ ∂Ω, u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩

C1(Ω) e u ∈ C1
0(Ω),

u(x) = ∇u(ξ1)(x− x1)

= u0(x) + [∇u(ξ1)−∇u0(τ1)](x− x1)

= u0(x) + [∇u(ξ1)−∇u(τ1)−∇u0(τ1) +∇u(τ1)](x− x1).
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Como ξ1, τ1 ∈ [x, x1] temos |ξ1 − τ1| ≤ |x− x1| < δε̂, logo

|[∇u(ξ1)−∇u(τ1)](x− x1)| ≤ ε̂ |x− x1| .

Além disso, ‖u− u0‖C1 ≤ ε0 implica

|∇u(τ1)−∇u0(τ1)| |x− x1| ≤ ε0 |x− x1| .

Portanto,

u(x)+ε dist(x, ∂Ω)−ε̂ |x− x1|−ε0 |x− x1| ≤ u(x) ≤ u(x)−ε dist(x, ∂Ω)+ε̂ |x− x1|+ε0 |x− x1| .

Como dist(x, ∂Ω) = |x− x1| temos

u(x)− ε̂ |x− x1|+ (ε− ε0) |x− x1| ≤ u(x) ≤ u(x) + ε̂ |x− x1| − (ε− ε0) |x− x1| .

Como ε̂ é arbitrário, basta tomar ε̂ =
ε− ε0

2
. Portanto

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x)

para todo x ∈ Nδε̂ .

Agora, se x ∈ (Ω−Nδε̂) então dist(x, ∂Ω) ≥ δε̂ e como ‖u−u0‖C1 ≤ ε0, segue de (2.27)

que

u(x)−ε0+εδε̂ ≤ u(x)+εdist(x, ∂Ω)−ε0 ≤ u(x) ≤ ε0+u(x)−εdist(x, ∂Ω) ≤ ε0+u(x)−εδε̂.

Portanto

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x), para todo x ∈ (Ω−Nδε̂)

desde que δε̂ ≥
ε0
ε

, e a afirmação fica provada.

Temos que F̃ (x, u) − F (x, u) é uma função somente da variável x, desde que u ∈
[u(x), u(x)], pois

F̃ (x, u)− F (x, u) =

∫ u

0

f̃(x, s)ds−
∫ u

0

f(x, s)ds

=

∫ u

0

f̃(x, s)ds+

∫ u

u

f̃(x, s)ds−
∫ u

0

f(x, s)ds−
∫ u

u

f(x, s)ds

=

∫ u

0

f(x, u)ds+

∫ u

u

f(x, s)ds−
∫ u

0

f(x, s)ds−
∫ u

u

f(x, s)ds

=

∫ u

0

[f(x, u)− f(x, s)]ds.
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Assim, I(u) − Ĩ(u) é constante para ‖u− u0‖C1 < ε0 visto que pela afirmação anterior

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x) e

I(u)− Ĩ(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2 dx−

∫
Ω

F (x, u)dx−
∫

Ω

1

2
|∇u|2 dx−

∫
Ω

F̃ (x, u)dx

=

∫
Ω

[F̃ (x, u)− F (x, u)]dx = c.

Por hipótese u0 é um mı́nimo global de Ĩ na topologia de H1
0 (Ω), isto é,

Ĩ(u0) ≤ Ĩ(u0 + u), para todo u ∈ H1
0 (Ω).

Se u ∈ C1
0(Ω) e ‖u− u0‖C1 < ε0 segue que

I(u0) = c+ Ĩ(u0) ≤ c+ Ĩ(u0 + u) = I(u0 + u),

portanto u0 é mı́nimo local de I na topologia C1.

Pelo teorema (2.1.1) temos que u0 é também um mı́nimo local de I na topologia H1
0 (Ω).

Logo a prova do teorema (2.2.1) está completa.

Observação 2.2.1. Vale ressaltar que em (2.24) precisamos do não-decrescimento da

função f(x, u) + ku somente no intervalo [u(x), u(x)].
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Caṕıtulo 3

Existência de soluções

Neste caṕıtulo fornecemos duas aplicações dos resultados do Caṕıtulo 2. A primeira

delas é um resultado de Ambrosetti-Brezis-Cerami [4] bastante conhecido e ilustra uma

aplicação do teorema (2.1.1) e a segunda, um resultado de Alama-Tarantello [2] e ilustra

uma aplicação do teorema (2.2.1).

Os teoremas deste caṕıtulo tratam de múltiplas soluções para problemas da forma

(2.5), onde a primeira é obtida via sub e supersolução e a segunda solução segue do

Teorema do Passo da Montanha. Nos ateremos a ilustrar as aplicações do Caṕıtulo 2, ou

seja, a encontar a primeira solução do problema.

3.1 O caso cŕıtico

Considere o problema eĺıptico como em Ambrosetti-Brezis-Cerami [4]
−∆u = λuq + up x ∈ Ω

u > 0 x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω

(3.1)

onde Ω é um domı́nio limitado em RN com fronteira suave, N ≥ 1 e λ é um parâmetro

real. Pela dependência de λ nós iremos nos referir ao problema (3.1) como sendo (3.1)λ.

No que segue, chamaremos de solução de (3.1)λ uma solução clássica u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω).

Teorema 3.1.1. Para todo 0 < q < 1 < p existe Λ ∈ R, Λ > 0, tal que

(i) para todo λ ∈ (0,Λ) o problema (3.1)λ tem uma solução minimal uλ tal que Iλ(uλ) < 0.

Além disso uλ é crescente com respeito a λ;
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(ii) para λ = Λ o problema (3.1)λ tem ao menos uma solução fraca u ∈ H1
0 (Ω)∩Lp+1(Ω);

(iii) para todo λ > Λ o problema (3.1)λ não admite solução.

Para demonstrarmos o teorema acima precisamos de alguns resultados que enunciamos

como lemas. Durante todo o caṕıtulo Λ será o seguinte conjunto

Λ = sup {λ > 0 : (3.1)λ tem uma solução} .

Lema 3.1.1. 0 < Λ <∞

Demonstração: Seja e a solução de{
−∆e = 1 x ∈ Ω

e = 0 x ∈ ∂Ω

(tal solução existe pelo teorema (B.0.10)). Como 0 < q < 1 < p, existe λ0 > 0 tal que se

0 < λ < λ0, então existe M = M(λ) > 0 satisfazendo

M ≥ λM q ‖e‖qL∞(Ω) +Mp ‖e‖pL∞(ω) .

De fato, defina a função

g(t) = λ
A

t1−q
+Btp−1

com A,B > 0, se mostrarmos que existe t0 > 0 dependento de λ tal que g(t0) < 1

então nosso problema estará resolvido pois fazendo A = ‖e‖q∞ e B = ‖e‖p∞ teremos

Mg(M) < M . Derivando g em relação a t encontramos

g′(t) = λA(q − 1)tq−2 +B(p− 1)tp−2

fazendo g′(t0) = 0 encontramos t0 = (
λA(1− q)

B(p− 1)
)

1
p−q . Mostremos que para este t0 teremos

g(t0) < 1 desde que λ < λ0, para algum λ0 > encontrado.

g(t0) = λA(
λA(1− q)

B(p− 1)
)

q−1
p−q +B(

λA(1− q)

B(p− 1)
)

p−1
p−q =

λλ
q−1
p−qA(

A(1− q)

B(p− 1)
)

q−1
p−q + λ

p−1
p−qB(

A(1− q)

B(p− 1)
)

p−1
p−q =

λ
p−1
p−qA(

A(1− q)

B(p− 1)
)

q−1
p−q + λ

p−1
p−qB(

A(1− q)

B(p− 1)
)

p−1
p−q .
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Se λ ≈ 0 então g(t0) ≈ 0 < 1.. A função Me verifica

M = −∆(Me) ≥ λ(Me)q + (Me)p

Assim Me é uma supersolução de (3.1)λ. Além disso, εφ1 onde φ1 é a autofunção associada

ao primeiro autovalor do operador −∆ satisfaz

λ1εφ1 = −∆(εφ1) ≤ λεqφq1 + εpφp1

para ε > 0 tal que

λ1ε
1−qφ1−q

1 (x) ≤ λ

e todo λ, visto que

λ1ε
1−qφ1−q

1 (x) ≤ λ+ εp−qφp−q1

e assim

λ1εφ1 ≤ λεqφq1 + εpφq1.

Como −∆(Me) ≥ 0 e φ1 é uma autofunção do operador −∆, segue do lema (A.3.1) que

existe ε > tal que

εφ1 < Me.

Segue do teorema (A.2.1) que (3.1)λ tem uma solução u ∈ H1
0 (Ω) tal que

εφ1 ≤ u ≤Me

quando λ ≤ λ0 e portanto Λ ≥ λ0.

Seja λ tal que

λtq + tp > λ1t (3.2)

para todo t ∈ R e t > 0. Tal λ existe, pois

tp − λ1t = t(tp−1 − λ1) > 0 ⇔ tp−1 − λ1 > 0 ⇔ t > λ
1

p−1

1

e assim para t > λ
1

p−1

1 temos que (3.2) acontece. Vejamos o que acontece para 0 < t <

λ
1

p−1

1 . Como

λ1t− tp < λ1t⇔
λ1t− tp

tq
<
λ1t

tq
= λ1t

1−q

≤ λ1((λ1)
1

p−1 )1−q

= (λ1)

p− q

p− 1
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então para λ ≥ (λ1)
p−q
p−1 temos que (3.2) ocorre.

Se λ é tal que (3.1)λ tem uma solução u, multiplicando (3.1)λ por φ1 e integrando

teremos ∫
Ω

−∆uφ1dx =

∫
Ω

λuqφ1dx+

∫
Ω

upφ1dx ⇔∫
Ω

λ1uφ1dx =

∫
Ω

λuqφ1dx+

∫
Ω

upφ1dx.

Por (3.2) segue que λ1uφ1 ≤ (λuq + up)φ1 e assim temos

λ

∫
Ω

uqφ1dx+

∫
Ω

upφ1dx ≤ λ

∫
Ω

uqφ1dx+

∫
Ω

upφ1dx.

Logo λ ≤ λ o que implica em Λ ≤ λ.

Lema 3.1.2. Para todo 0 < λ < Λ o problema (3.1)λ tem uma solução.

Demonstração: Dado λ < Λ segue da definição de Λ que existe uµ solução de (3.1)µ

com λ < µ < Λ 
−∆u = µuq + up x ∈ Ω

u > 0 x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω.

Temos que uµ é uma supersolução de (3.1)λ pois,

−∆uµ = µuqµ + upµ ≥ λuqµ + upµ.

Como vimos no lema anterior εφ1 é uma subsolução de (3.1)λ e segue do lema (A.3.1) que

εφ1 ≤ uµ para ε > 0 suficientemente pequeno. Pelo teorema (A.2.1) temos que (3.1)λ tem

uma solução.

Lema 3.1.3. Assuma que f(t) é uma função cont́ınua tal que t−1f(t) é decrescente para

t > 0. Seja v e w satisfazendo
−∆v ≤ f(v) x ∈ Ω

v > 0 x ∈ Ω
v = 0 x ∈ ∂Ω

(3.3)
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e 
−∆w ≥ f(w) x ∈ Ω

w > 0 x ∈ Ω
w = 0 x ∈ ∂Ω.

(3.4)

Então w ≥ v em Ω.

Demonstração: Segue de (3.3) e (3.4) que

−v∆w ≥ vf(w)

e

w∆v ≥ −wf(v)

já que w, v > 0 em Ω. Assim

−v∆w + w∆v ≥ vf(w)− wf(v)

= vw(
f(w)

w
− f(v)

v
). (3.5)

Seja θ uma função não decrescente tal que θ(0) = 0, θ(t) ≡ 1 para todo t ≥ 1 e θ(t) ≡
0 para t ≤ 0. Por exemplo,

θ(t) =

 exp (t−1)2

(t−1)2−1
, 0 < t < 1

0, t ≤ 0
1, t ≥ 1.

Seja

θ(t) = θ(
t

ε
),

tal que θε(t) ≥ 0 para todo t ∈ R. Multiplicando (3.5) por θε(v−w) e integrando obtemos∫
Ω

[−v∆w + w∆]θε(v − w)dx ≥
∫

Ω

vw[(
f(w)

w
− f(v)

v
)]θε(v − w)dx. (3.6)
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Por outro lado, ∫
Ω

[−v∆w + w∆v]θε(v − w)dx =∫
Ω

[−v∆wθε(v − w) + w∆vθε(v − w)]dx =∫
Ω

[v∇w∇θε(v − w)− w∇v∇θε(v − w)]dx =∫
Ω

[v∇wθ′ε(v − w)(∇v −∇w)− w∇vθ′ε(v − w)(∇v −∇w)]dx =∫
Ω

[v∇wθ′ε(v − w)(∇v −∇w)− w∇vθ′ε(v − w)(∇v −∇w)]dx +∫
Ω

v∇vθ′ε(v − w)(∇v −∇w)dx−
∫

Ω

v∇vθ′ε(v − w)(∇v −∇w)dx =∫
Ω

vθ
′

ε(v − w)(∇v −∇w)(∇w −∇v)dx+

∫
Ω

(v − w)θ
′

ε(v − w)∇v(∇v −∇w)dx =

−
∫

Ω

vθ
′

ε(v − w)(∇v −∇w)2dx+

∫
Ω

(v − w)θ
′

ε(v − w)∇v(∇v −∇w)dx ≤∫
Ω

(v − w)θ
′

ε(v − w)∇v(∇v −∇w)dx =∫
Ω

∇v∇[γε(v − w)]dx = −
∫

Ω

∆vγε(v − w)dx

onde γε(t) =
∫ t

0
sθ

′
ε(s)ds.

Desde que

0 ≤ γε(t) ≤ ε, para todo t ∈ R

obtemos ∫
Ω

[−v∆w + w∆]θε(v − w)dx ≤

−
∫

Ω

∆vγε(v − w)dx ≤∫
Ω

f(v)γε(v − w)dx ≤

ε

∫
Ω

f(v)dx ≤ Mε

onde f(v(x)) ≤M para todo x ∈ Ω. Deste modo∫
Ω

[−v∆w + w∆]θε(v − w)dx ≤Mε
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Caṕıtulo 3. Existência de soluções

e segue de (3.6) que ∫
Ω

vw[(
f(w)

w
− f(v)

v
)]θε(v − w)dx ≤Mε.

Observemos que se ε → 0 então θε(v − w) = θ(
v − w

ε
) → 1, quando v > w então pelo

lema de Fatou∫
Ω

vw[(
f(w)

w
− f(v)

v
)]dx =

∫
Ω

vw[(
f(w)

w
− f(v)

v
)] lim
ε→0

θε(v − w)dx

Mas
f(v)

v
<
f(w)

w
para v > w

pois t−1f(t) é decrescente. Assim∫
[v>w]

vw[(
f(w)

w
− f(v)

v
)]dx ≥ 0

logo [v > w] = 0 e portanto w ≥ v.

Lema 3.1.4. Para todo 0 < λ < Λ o problema (3.1)λ tem uma solução minimal uλ.

Demonstração: Seja vλ a única solução positiva de{
−∆v = λvq x ∈ Ω

v = 0 x ∈ ∂Ω

dada pelo teorema (A.1.1)

Pelo lema (3.1.2) vimos que (3.1)λ tem uma solução para todo 0 < λ < Λ. Seja u > 0

uma destas soluções, isto é, u satisfaz

−∆u = λuq + up ≥ λuq

e pelo lema (3.1.3) com w = u temos que

vλ ≤ u em Ω.

Assim u é uma supersolução de (3.1)λ. Pelo teorema (A.2.1) existe uλ solução minimal

de (3.1)λ tal que vλ ≤ uλ ≤ u para todo x ∈ Ω.
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Lema 3.1.5. Seja u ≤ u respectivamente subsolução e supersolução de (3.1)λ, e suponha

que u não é uma solução. Seja u uma solução minimal tal que u ≤ u ≤ u. Então

v1 := λ1[−∆ − a(x)] ≥ 0, onde a = a(x) = λquq−1 + pup−1 e λ1[−∆ − a(x)] denota o

primeiro autovalor de −∆− a(x) com condição de Dirichelet na fronteira de Ω.

Observação: Vamos verificar que podemos considerar o problema de autovalor{
−∆φ− a(x)φ = λ1φ, x ∈ Ω

φ = 0, x ∈ ∂Ω,
(3.7)

onde a(x) = λquq−1(x) + pup−1(x) e u é a solução minimal encontrada no lema (3.1.4)

mesmo no caso em que a(x) se torna ilimitada nas proximidades da fronteira de Ω. Fare-

mos a demonstração como em [17].

Inicialmente vejamos que ∫
Ω

(|∇φ|2 − a(x)φ2)dx∫
Ω
φ2dx

é limitado inferiormente.

De fato, ∫
Ω

uq−1φ2dx =

∫
Ω

uq(
1

u
φ)φdx ≤ ‖u‖q∞‖

φ

δ
‖2‖φ‖2

onde δ(x) = dist (x, ∂Ω) e u(x) ≥ Cδ(x) pelo lema (2.2.1).

Pela desigualdade de Hardy

‖φ
δ
‖L2(Ω) ≤ C‖∇φ‖L2(Ω) = C‖φ‖, para todo φ ∈ H1

0 (Ω),

onde ‖ · ‖ é a norma de Poincaré, assim∫
Ω

uq−1φ2dx ≤ CC2‖u‖2
L∞(Ω)‖φ‖2‖φ‖L2(Ω). (3.8)

Temos ainda que ∫
Ω

up−1φ2dx ≤ ‖u‖p−1
L∞(Ω)‖φ‖

2
L2(Ω). (3.9)

Segue de (3.8) e (3.9) que∫
Ω

(|∇φ|2 − a(x)φ2)dx∫
Ω
φ2dx

≥
‖φ‖2 − λqCC2‖u‖qL∞(Ω)‖φ‖‖φ‖L2(Ω) − p‖u‖p−1

L∞(Ω)‖φ‖2

 L2
(Ω)

‖φ‖2
L2(Ω)

=
‖φ‖2

‖φ‖2
L2(Ω)

− λqCC2‖u‖qL2(Ω)

‖φ‖
‖φ‖2

L2(Ω)

− p‖u‖p−1
L∞(Ω) ≥ C.
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Como a função g(t) = t2 − Ct− C é limitada inferiormente então existe v1 tal que

v1 := inf
φ∈H1

0(Ω)

φ 6=0

∫
Ω
|∇φ|2dx−

∫
Ω
a(x)φ2dx∫

Ω
φ2dx

.

Agora iremos mostrar que

ψ(φ) =

∫
Ω

|∇φ|2dx−
∫

Ω

a(x)φ2dx

é semicont́ınua inferiormente na topologia de H1
0 (Ω).

De fato, seja (φn) uma sequência em H tal que φn ⇀ φ em H. Como H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω)

compactamente φni
→ φ em L2(Ω) e assim

|
∫

Ω

uq−1(φ2
n − φ2)dx| ≤ ‖u‖qL∞(Ω)‖

φn + φ

δ
‖L2(Ω)‖φn − φ‖L2(Ω) → 0

e

|
∫

Ω

up−1(φ2
n − φ2)dx| ≤ ‖u‖p−1

L∞(Ω)‖φn − φ‖L2(Ω) → 0.

Assim, ∫
Ω

aφ2
ndx→

∫
Ω

aφ2dx

e como ‖φ‖2 é convexa e cont́ınua, logo semicont́ınua inferiormente na norma de H1
0 (Ω).

Portanto ψ é semicont́ınua inferiormente na topologia de H1
0 (Ω).

Assim, podemos demonstrar como em [[14], seção 8.12] que o ı́nfimo na definição de

v1 acima é atingido em alguma autofunção positiva de (3.7)

Demonstração do lema (3.1.5): Suponhamos, por contradição, que v1 < 0 e seja φ

a autofunção do problema {
−∆φ− aφ = v1φ x ∈ Ω

φ = 0 x ∈ ∂Ω.
(3.10)

Afirmação: u− αφ é uma supersolução de (3.1)λ para α > 0 suficientemente pequeno.

De fato,

−∆(u− αφ)− [λ(u− αφ)q + (u− αφ)p] =

λuq + up − αv1φ− α(λquq−1 + pup−1)φ− λ(u− αφ)q − (u− αφ)p ≥ (3.11)

up − αv1φ− αpup−1φ− (u− αφ)p =

−αv1φ+ o(αφ) > 0
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para α > 0 pequeno. A última desigualdade ocorre, pois α > 0, v1 < 0, φ > 0. A

desigualdade em (3.11) acontece devido à função t→ tq ser côncava dáı

(u− αφ)q ≤ uq − αquq−1φ

pois, se f é uma função côncava então f(u+ v) ≤ f(u) + f ′(u).v.

Como consequência u−αφ é uma supersolução de (3.1)λ. Como u não é uma solução

então pelo Prinćıpio do Máximo u > u e tomando α suficientemente pequeno teremos

u− αφ ≥ u. De fato, de (3.10) segue que

−∆(−φ)− a(−φ) = v1(−φ) > 0 em Ω.

Além disso,

−∆(u− u) ≤ λ(u)q + (u)p − λuq + up < 0 em Ω.

Logo pelo lema (A.3.1) existe α pequeno o suficiente para satisfazer u − u ≥ αφ, isto é,

u− αφ ≥ u.

Portanto (3.1)λ tem uma solução ũ com u ≤ ũ ≤ u − αφ, contrariando o fato de que

u é uma solução minimal.

Observação 3.1.1. Segue do lema (3.1.5) que∫
Ω

(|∇φ|2 − aλφ
2)dx ≥ 0 (3.12)

para todo φ ∈ H1
0 (Ω), onde aλ = λquq−1

λ + pup−1
λ .

Agora estamos em condição de demonstrar o teorema (3.1.1).

Demonstração do teorema (3.1.1)

Passo 1: Seja uλ solução minimal de (3.1)λ dada pelo lema (3.1.4). Sabemos que o

funcional associado a (3.1)λ é dado por

Iλ(uλ) =
1

2
‖uλ‖2 − λ

q + 1
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) −
1

p+ 1
‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) ,

onde ‖ · ‖ é a norma de Poincaré.

Como uλ é solução de (3.1)λ temos

‖uλ‖2 = λ ‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω) + ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) (3.13)
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Segue de (3.12) para φ = uλ que

‖uλ‖2 − λq ‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω) − p ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) ≥ 0. (3.14)

Assim temos

Iλ(uλ) < 0

pois,

Iλ(uλ) =
1

2
‖uλ‖2 − λ

q + 1
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) −
1

p+ 1
‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) = (3.15)

λ(
1

2
− 1

q + 1
) ‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) + (
1

2
− 1

p+ 1
) ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) ≤ (3.16)

λ(
1

2
− 1

q + 1
) ‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) + (
1

2
− 1

p+ 1
)
λ(1− q)

p− 1
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) =

λ(
q − 1

2(q + 1)
− (q − 1)

2(p+ 1)
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) < 0 (3.17)

onde a igualdade em (3.15) segue de (3.13) substúıda na expressão de Iλ. A desigualdade

em (3.16) segue de (3.13) e (3.14) pois

λ ‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω) + ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) − λq ‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω) − p ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) ≥ 0 ⇔

λ(1− q) ‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω) − (p− 1) ‖uλ‖p+1

Lp+1(Ω) ≥ 0 ⇔
λ(1− q)

(p− 1)
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω) ≥ ‖uλ‖p+1
Lp+1(Ω)

e a desigualdade em (3.17) decorre do fato que 0 < q < 1 < p implica
q − 1

p+ 1
>
q − 1

q + 1
.

Falta mostrar que uλ é crescente com respeito a λ. Para isso consideremos

0 < λ < k < Λ,

e uk solução de 
−∆u = kuq + up x ∈ Ω

u > 0 x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω.

(3.18)

Tal solução existe graças ao lema (3.1.4). Assim

−∆uk = kuqk + upk > λuqk + upk
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isto é, uk é uma supersolução para (3.1)λ.

Segue do lema (A.3.1) que existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que εφ1 < uk e

pelo teorema (A.2.1) existe uma solução v tal que

εφ1 ≤ v ≤ uk.

Como uλ é solução minimal temos uλ ≤ v ≤ uk e assim

−∆(uk − uλ) ≥ 0

com

(uk − uλ)(x0) = 0, para todo x0 ∈ ∂Ω.

A desigualdade estrita uλ < uk decorre do Prinćıpio do Máximo, visto que uλ não é iden-

ticamente igual a uk.

Passo 2: Seja {λn} uma sequência tal que λn ↑ Λ. Como as soluções un = uλn

satisfazem Iλn(un) < 0, então existe uma constante C > 0 independente de n tal que

‖∇un‖2
L2(Ω) ≤ C e ‖un‖p+1

Lp+1(Ω) ≤ C.

De fato, segue da imersão de Lp+1(Ω) em Lq+1(Ω) que

‖un‖q+1
Lq+1(Ω) ≤ C ‖un‖q+1

Lp+1(Ω)

e assim,

0 > Iλn(un) =
1

2
‖un‖2 − λ

q + 1
‖un‖q+1

Lq+1(Ω) −
1

p+ 1
‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

=
1

2
(λ ‖un‖q+1

Lq+1(Ω) + ‖un‖p+1
Lp+1(Ω))−

λ

q + 1
‖un‖q+1

Lq+1(Ω) −
1

p+ 1
‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

= λ(
1

2
− 1

q + 1
) ‖un‖q+1

Lq+1(Ω) + (
1

2
− 1

p+ 1
) ‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

≥ Cλ(
1

2
− 1

q + 1
) ‖un‖q+1

Lp+1(Ω) + (
1

2
− 1

p+ 1
) ‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

≥ ΛC(
1

2
− 1

q + 1
) ‖un‖q+1

Lp+1(Ω) + (
1

2
− 1

p+ 1
) ‖un‖p+1

Lp+1(Ω) .
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Como
1

2
− 1

p+ 1
> 0, e p+ 1 > q+ 1 > 1, temos que existe uma constante C1 > 0 tal que

‖un‖p+1
Lp+1(Ω) ≤ C1.

Temos ainda que

‖∇un‖2
L2(Ω) = λ ‖un‖q+1

Lq+1(Ω) + ‖un‖p+1
Lp+1(Ω)

≤ Cλ ‖un‖q+1
Lp+1(Ω) + ‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

≤ CΛ ‖un‖q+1
Lp+1(Ω) + ‖un‖p+1

Lp+1(Ω)

≤ C2

e, tomando C = max {C1, C2} temos que C > 0 e satisfaz

‖∇un‖2
L2(Ω) ≤ C e ‖un‖p+1

Lp+1(Ω) ≤ C.

Como {un} é limitada em H1
0 (Ω) existe u ∈ H1

0 (Ω) tal que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Segue do teorema (B.0.1) que

un → u em Ls(Ω), 1 ≤ s < 2∗

e pelo teorema (B.0.3)

un(x) → u(x), qtp em Ω

e ainda, existe h ∈ Ls, 1 ≤ s < 2∗, tal que

|un(x)| ≤ h(x), qtp em Ω.

Segue do Teorema da Convergência Dominada que

λn

∫
Ω

uqnφdx→ Λ

∫
Ω

uqφdx, φ ∈ H1
0 (Ω)

e ∫
Ω

upnφdx→
∫

Ω

upφdx, φ ∈ H1
0 (Ω).

Portanto segue de un ser solução de (3.1)λn que∫
Ω

∇un∇φdx = λn

∫
Ω

uqnφdx+

∫
Ω

upnφdx,
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e tomando o limite quando n→∞ obtemos∫
Ω

∇u∇φdx = Λ

∫
Ω

uqφdx+

∫
Ω

upφdx,

ou seja, u ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω) é solução de (3.1)λ no sentido fraco, para λ = Λ.

Passo 3: Suponha por absurdo que existe λC > Λ tal que (3.1)λC
tem solução, mas

isto contradiz a definição de Λ. Logo não existe tal λC .

A partir de agora assumiremos

0 < q < 1 < p ≤ N + 2

N − 2
.

Sejam

fλ(s) =

{
λsq + sp, s ≥ 0

0, s < 0

e

Fλ(u) =

∫ u

0

fλ(s)ds.

Consideremos o funcional

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

Fλ(u)dx.

No próximo resultado usaremos um argumento semelhante ao do teorema (2.2.1) para

chegarmos ao resultado desejado.

Teorema 3.1.2. Para todo λ ∈ (0,Λ) o problema (3.1)λ tem uma solução u a qual é um

mı́nimo local de Iλ na topologia H1.

Observação 3.1.2. Utilizando-se essa primeira solução, que é um mı́nimo local do fun-

cional I no espaço H1
0 (Ω), então é posśıvel encontrar uma segunda solução via Teorema

do Passo da Montanha.

Demonstração do Teorema (3.1.2): Fixemos λ1 < λ < λ2 < Λ e consideremos

as soluções minimais u1 := uλ1 e u2 := uλ2 dos problemas (3.1)λ1 e (3.1)λ2 , respectiva-

mente, encontradas no teorema (??). Assim, u1 ≤ u2 e u1, u2 são, respectivamente, sub e

super-solução de (3.1)λ. Além disso,
−∆(u2 − u1) = −∆u2 + ∆u1 = λ2u

q
2 + up2 − λ1u

q
1 − up1

≥ λ1(u
q
2 − uq1) + (up2 − up1) ≥ 0, x ∈ Ω

u2 − u1 = 0, x ∈ ∂Ω
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Caṕıtulo 3. Existência de soluções

e pelo Prinćıpio do Máximo (u2 − u1) ≥ 0 em Ω e assim u1 < u2, pois u1 6≡ u2, visto que

λ1 < λ2. Temos ainda pelo lema de Hopf que

∂

∂ν
(u2 − u1)(x0) < 0, x0 ∈ ∂Ω,

em que ν é o vetor normal unitário exterior em ∂Ω.

Agora refazemos um argumento semelhante ao do teorema (2.2.1). Para isso considere

uma função auxiliar

f̃λ(x, s) =


fλ(u1(x)) se s ≤ u1

fλ(s) se u1 < s < u2

fλ(u2(x)) se s ≥ u2,

F̃λ(x, s) =

∫ u

0

f̃λ(x, s)ds

e

Ĩλ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F̃λ(x, u)dx.

Afirmação : Ĩλ(u) é coercivo e fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Para isso observemos que f̃λ(x, s) é limitada. De fato,

i) s < u1(x) e u1 ∈ C0(Ω)

∣∣∣f̃λ(x, s)∣∣∣ = |λuq1(x) + up1(x)| ≤ λ |uq1(x)|+ |up1(x)| < M1;

ii)u1(x) ≤ s ≤ u2(x) e u1 ∈ C0(Ω)∣∣∣f̃λ(x, s)∣∣∣ = |λsq(x) + sp(x)| ≤ λ |uq2(x)|+ |up2(x)| < M2;

iii) s ≥ u2(x) e u2 ∈ C0(Ω)∣∣∣f̃λ(x, s)∣∣∣ = |λuq2(x) + up2(x)| ≤ λ |uq2(x)|+ |up2(x)| < M3.

Tomando M = min {M1, M2, M3} teremos∣∣∣F̃λ(x, s)∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ u

0

f̃λ(x, s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ u

0

∣∣∣f̃λ(x, s)∣∣∣ ds ≤M |u| .

Logo ∫
Ω

F̃λ(x, u(x))dx ≤
∫

Ω

M |u(x)| dx ≤M ‖u‖L2(Ω) med(Ω) ≤ C ‖u‖ .
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Além disso, como

Ĩλ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F̃λ(x, u(x))dx

≥ 1

2
‖u‖2 − C ‖u‖

temos que se ‖u‖ → +∞ então Ĩλ(u) → +∞, isto é, Ĩλ(u) é coercivo.

O termo
1

2
‖u‖2 é convexo e cont́ınuo, logo fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Resta-nos provar que o termo
∫

Ω
F̃λ(x, u)dx é fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Para isso considere uma sequência {un} que converge fraco para u em H1
0 (Ω) e pela

imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) temos que uni

→ u em L2(Ω) e pelo teorema (B.0.3)

existe uma função φ(x) ∈ L1(Ω) tal que
∣∣∣F̃ (x, un)

∣∣∣ ≤ φ(x), para todo n. Assim, pelo

teorema da Convergência Dominada∫
Ω

F̃λ(x, un)dx→
∫

Ω

F̃λ(x, u)dx, n→∞

isto é, F̃λ é fracamente cont́ınua, logo fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Portanto pelo teorema (B.0.7) conclúımos que exite u0 ∈ H1
0 (Ω) que minimiza Ĩλ. E

assim, u0 é solução de {
−∆u = f̃(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

Afirmação : 
u1 < u0 < u2 em Ω

∂

∂ν
(u0 − u1) < 0 sobre ∂Ω

∂

∂ν
(u0 − u2) > 0 sobre ∂Ω.

De fato,{
−∆(u0 − u1) = −∆u0 + ∆u1 = f̃λ(x, u0)− fλ(x, u1) ≥ 0 x ∈ Ω

u0 − u1 = 0 x ∈ ∂Ω
(3.19)

e pelo Prinćıpio do Máximo u0−u1 ≥ 0 em Ω, isto é, u0 > u1 em Ω, pois se u1 = u0 então

λ1 = λ o que é um absurdo. E mais, pelo lema de Hopf temos

∂

∂ν
(u0 − u1)(x0) < 0, para todo x0 ∈ ∂Ω
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Analogamente, temos que se u0 < u2 então

∂

∂ν
(u0 − u2)(x0) > 0, para todo x0 ∈ ∂Ω.

Considere v ∈ C1
0(Ω) tal que

‖v − u0‖C1(Ω) ≤ ε

com ε suficientemente pequeno. Segue da afirmação da página 28 que u1(x) ≤ v(x) ≤
u2(x) para todo x ∈ Ω.

Além disso, Iλ(v)− Ĩλ(v) é uma constante para ‖v − u0‖C1(Ω) ≤ ε, pois

Ĩλ(u0)− Iλ(u0) =
1

2
‖u0‖2 −

∫
Ω

F̃λ(x, u0)dx−
1

2
‖u0‖2 +

∫
Ω

Fλ(x, u0)dx =∫
Ω

Fλ(x, u0)dx−
∫

Ω

F̃λ(x, u0)dx =∫
Ω

(Fλ(x, u0)− F̃λ(x, u0))dx

e Fλ(x, u0)− F̃λ(x, u0) é uma função somente da variável x se u ∈ [u1(x), u2(x)]. Como

Ĩλ(u0) ≤ Ĩλ(u0 + v), para todo v ∈ C1
0(Ω),

temos que se v ∈ C1
0(Ω̄), e ‖u0 − v‖C1 ≤ ε então

Iλ(u0) = C + Ĩλ(u0) ≤ C + Ĩλ(u0 + v) = Iλ(u0 + v).

Portanto u0 é um mı́nimo local para I na topologia C1 e pelo teorema (2.1.1) u0 é um

mı́nimo local de Iλ na topologia H1
0 (Ω).

Para λ ∈ (0,Λ) fixado, vamos olhar para uma segunda solução de (3.1)λ na forma

u = u0 + v, onde u0 denota a solução encontrada no lema (3.1.2) e v > 0. Assim, se u for

solução de (3.1)λ então

−∆v = −∆(v + u0 − u0) = −∆(u0 + v) + ∆u0
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logo

−∆v = λ(u0 + v)q + (u0 + v)p − up0 − λuq0. (3.20)

Defina

g(x, s) = gλ(x, s) =

{
λ(u0 + s)q + (u0 + s)p − up0 − λuq0 s ≥ 0

0 s < 0

e

G(v) = Gλ(v) =

∫ v

0

g(x, s)ds.

O problema (3.20) tem o seguinte funcional associado

J(v) = Jλ(v) =
1

2
‖v‖2 −

∫
Ω

G(v)dx.

Se v ∈ H1
0 (Ω), v 6≡ 0 é um ponto cŕıtico de J , então v é solução fraca de (3.20) e por

um argumento de “bootstrap” conseguimos v ∈ C1(Ω). Assim, pelo teorema de Schauder

v ∈ C2(Ω), isto é, v é uma solução clássica do problema (3.20). E como{
−∆v = g(x, v) ≥ 0, x ∈ Ω

v = 0, x ∈ ∂Ω

temos pelo Prinćıpio do Máximo que v > 0 em Ω. Assim u = u0 + v é solução de (3.1)λ

com u 6= u0.

Lema 3.1.6. v = 0 é um mı́nimo local de J na topologia de H1
0 (Ω).

Demonstração: Pelo teorema (2.1.1) basta provar que v = 0 é um mı́nimo de J na

topologia C1.

Seja v+ a parte positiva de v, (v = v+ − v−). Assim

G(v+)− F (u0 + v+) =

∫ v+

0

g(x, s)ds−
∫ u0+v+

0

fλ(x, s)ds =∫ v+

0

[λ(u0 + s)q + (u0 + s)p − up0 − λuq0]ds−
∫ u0+v+

0

[λsq + sp]ds =

λ

q + 1
(u0 + v+)q+1 − λuq0v

+ +
1

p+ 1
(u0 + v+)p+1 − up0v

+ − λ

q + 1
uq+1

0 −

1

p+ 1
up+1

0 − λ

q + 1
(u0 + v+)q+1 − 1

p+ 1
(u0 + v+)p+1 =

− λ

q + 1
uq+1

0 − 1

p+ 1
up+1

0 − λuq0v
+ − up0v

+,
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então

J(v) =
1

2
‖v‖2 −

∫
Ω
G(v)dx =

1

2
‖v+ − v−‖2 −

∫
[v(x)≥0]

G(v)dx−
∫

[v(x)<0]
G(v)dx

=
1

2
‖v+‖2

+
1

2
‖v−‖2 −

∫
[v(x)≥0]

G(v)dx

=
1

2
‖v+‖2

+
1

2
‖v−‖2 −

∫
Ω
G(v+)dx

=
1

2
‖v+‖2

+
1

2
‖v−‖2 −

∫
Ω
F (u0 + v+)dx

+
∫

Ω
[
λ

q + 1
uq+1

0 +
1

p+ 1
up+1

0 + λuq0v
+ + up0v

+]dx

=
1

2
‖v+‖2

+
1

2
‖v−‖2 −

∫
Ω
F (u0 + v+)dx

+
∫

Ω
F (u0)dx+

∫
Ω

[λuq0 + up0]dx.

Por outro lado,

I(u0 + v+) =
1

2

∥∥u0 + v+
∥∥2 −

∫
Ω

F (u0 + v+)dx =

1

2

∫
Ω

|∇u0|2 dx+

∫
Ω

∇u0∇v+dx+
1

2

∫
Ω

∣∣∇v+
∣∣2 dx− ∫

Ω

F (u0 + v+)dx.

E como u0 é solução de (3.1)λ então

I(u0 + v+) =
1

2
‖u0‖2 +

1

2

∥∥v+
∥∥2

+

∫
Ω

[λuq0 + up0]dx−
∫

Ω

F (u0 + v+)dx.

Portanto

J(v) =
1

2

∥∥v+
∥∥2

+
1

2

∥∥v−∥∥2 −
∫

Ω

F (u0 + v+)dx+

∫
Ω

F (u0)dx+

∫
Ω

[λuq0 + up0]dx =

1

2

∥∥v−∥∥2
+ I(u0 + v+)− 1

2
‖u0‖2 +

∫
Ω

F (u0)dx =

1

2

∥∥v−∥∥2
+ I(u0 + v+)− I(u0).

Segue do lema (3.1.2) que

I(u0 + v+)− I(u0) ≥ 0
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para ‖v+‖C1(Ω) < ε e assim

J(v) ≥ 1

2

∥∥v−∥∥2 ≥ 0,

desde que ‖v+‖C1(Ω) < ε.

Logo v = 0 é um mı́nimo para J na topologia C1.

Resumindo v ≡ 0 é m’inimo local de J em H1
0 (Ω) logo u0 é local de Iλ em H1

0 (Ω). Uma

segunda solução pode então ser encontrada por meio do Teorema do Passo da Montanha

[13].

3.2 O caso subcŕıtico

Nesta seção, baseados no trabalho de Alama-Tarantello [2] procuramos soluções para o

problema 
−∆u− λu = W (x)f(u) em Ω

u = 0 em ∂Ω
u > 0 em Ω.

(3.21)

onde Ω é um aberto limitado de RN com fronteira suave, N ≥ 3, W ∈ C(Ω) é uma

função que muda de sinal em Ω, e f é uma função não-linear superquadrática em zero e

no infinito. Pela dependência de λ nos referiremos ao problema (3.21) como sendo (3.21)λ.

Vamos assumir as seguintes hipóteses:

(i) Existem constantes η, C > 0 e q > 2 tais que

0 ≤ f(u) ≤ Cuq−1

para todo 0 ≤ u ≤ η.

(ii) Existem constantes A,B > 0 tais que |f ′(u)| ≤ A|u|p−2 +B para 2 < p < 2∗.

No artigo [2] os autores encontram a primeira solução para o problema (3.21)λ usando

outros argumentos, mas em uma nota (Note pag 458, [2]) eles comentam da possibilidade

de se fazer uso do teorema (2.2.1) para encontrarmos a primeira solução positiva. Como

nosso objetivo é aplicar os teoremas do Caṕıtulo 2 fizemos alguns ajustes e o utilizamos.

Durante todo a seção φ1 denotará a primeira autofunção do operador −∆ em H1
0 (Ω)

bem como λ1 o primeiro autovalor associado. Pela dependência de λ nós iremos nos referir

ao problema (3.21) como sendo (3.21)λ.
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Definição 3.2.1. Definamos Λ por

Λ = sup {λ > λ1 : (3.21)λ tem uma solução positiva} .

Teorema 3.2.1. Seja Λ dado pela definição (3.2.1). Suponhamos que f ∈ C1(R) e

satisfaça as hipóteses (i), (ii), e mais

(iii) existe 2 < q ≤ 2∗ tal que

lim
u→0

f(u)

uq−1
= a > 0. (3.22)

Suponhamos ainda que

(iv) existe 2 < q ≤ 2∗ tal que
∫

Ω
W (x)φq1dx < 0.

Então:

(a) Para cada λ ∈ (λ1,Λ), o problema (3.21)λ possui uma solução a qual é um mı́nimo do

funcional Iλ em H1
0 (Ω) e mais, se satisfizer as hipóteses que garantam (PS) então temos

uma segunda solução positiva.

(b) Para λ > Λ o problema (3.21)λ não admite solução positiva.

Para demonstrarmos o teorema acima precisamos enunciar e demonstrar alguns le-

mas.Onde o primeiro deles nos dá uma subsolução para o problema (3.21)λ.

Lema 3.2.1. Suponhamos (i). Então para cada t satisfazendo

0 < t <
1

C

(
λ− λ1

‖W−‖∞ ‖φ1‖q−2
∞

) 1
q−2

(3.23)

a função u = tφ1 é uma subsolução de (3.21)λ.

Demonstração: Seja t > 0, φ ∈ C∞
0 (Ω) com φ(x) ≥ 0. Segue de (3.21)λ) que
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t

∫
Ω

∇φ1∇φ dx− λt

∫
Ω

φ1φ dx−
∫

Ω

W (x)f(tφ1)φ dx =

−(λ− λ1)t

∫
Ω

φ1φ dx−
∫

Ω

W (x)f(tφ1)φ dx ≤∫
Ω

W−(x)f(tφ1)φ dx− (λ− λ1)t

∫
Ω

φ1φ dx ≤∥∥W−∥∥
∞

∫
Ω

f(tφ1)φ dx− (λ− λ1)t

∫
Ω

φ1φ dx ≤∥∥W−∥∥
∞C

∫
Ω

(tφ1)
q−1φ dx− (λ− λ1)t

∫
Ω

φ1φ dx ≤[
C
∥∥W−∥∥

∞ tq−2 ‖φ1‖q−2
∞ − (λ− λ1)

]
t

∫
Ω

φ1φ dx <[
C
∥∥W−∥∥

∞ ‖φ1‖q−2
∞

(
λ− λ1

C ‖W−‖∞ ‖φ1‖q−2
∞

)
− (λ− λ1)

]
t

∫
Ω

φ1φ dx =

[(λ− λ1)− (λ− λ1)] t

∫
Ω

φ1φ dx = 0.

Portanto, tφ1 é uma subsolução de (3.21)λ se assumirmos (3.23).

Agora podemos verificar que para λ muito grande o problema (3.21)λ não tem solução

positiva.

Lema 3.2.2. Existe λ > λ1 tal que (3.21)λ não admite solução positiva para qualquer

λ ≤ λ.

Demonstração: Tomemos λ = λ1(Ω
∗) onde Ω∗ ⊂ Ω \Ω− é um conjunto aberto com

fronteira ∂Ω∗ regular e Ω− = {x ∈ Ω : W (x) < 0}. Seja φ∗1 > 0 a primeira autofunção

do laplaciano no problema de Dirichlet sobre Ω∗. Multiplicando-se (3.21)λ por ψ∗1 e

integrando encontramos

−
∫

Ω∗
∆uφ∗1dx− λ

∫
Ω∗
uφ∗1dx =

∫
Ω∗
W+(x)f(u)φ∗1dx,

e usando a segunda identidade de Green obtemos∫
∂Ω∗

u
∂φ∗1
ν
dx− (λ− λ)

∫
Ω∗
uφ∗1dx−

∫
Ω∗
W+(x)f(u)φ∗1dx = 0. (3.24)
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Como φ∗1 > 0 temos
∂φ∗1
∂ν

< 0 sobre ∂Ω∗ logo∫
∂Ω∗

u
∂φ∗1
ν
dx < 0,

e mais,
∫

Ω∗
W+(x)f(u)φ∗1dx > 0. Portanto (3.24) não se verifica para λ ≥ λ.

Lema 3.2.3. Suponha que f ∈ C1(R) e ainda suponhamos que valem (iii) e (iv). Então

Λ > λ1.

Demonstração: Usaremos teoria da bifurcação para mostrarmos que (3.21) admite

soluções positivas para λ > λ1 próximo a λ1. Para isso definimos F : C2, β
0 (Ω) × R →

C0, β(Ω) por F(u, λ) = −∆−λu−W (x)f(u). Segue de (3.22) que f(0) = 0 e F(0, λ) = 0

para todo λ, e mais, segue de (iii) que f ′(0) = 0. Assim Fu(0, λ1)v = −∆v − λ1v.

Logo,

N(Fu(0, λ1)) = 〈φ1〉,

codimR(Fu(0, λ1)) = 1

e

Fλ,u(0, λ1)φ1 = −φ1 /∈ R(Fu(0, λ1)).

Segue do teorema (B.0.13) que (0, λ1) é um ponto de bifurcação para F .

Fazendo a decomposição

C2,β
0 (Ω) = 〈φ1〉 ⊕ V,

onde V = 〈φ1〉⊥ obteremos pelo teorema (B.0.14) uma vizinhança U de (0, λ1) em

C2,β
0 (Ω)×R, e funções cont́ınuas φ : (−a, a) → R, ψ : (−a, a) → V com φ(0) = λ1, ψ(0) =

0 e

F−1 ∩ U = {(αφ1 + αψ(α), φ(α)) : α ∈ (−a, a)} ∪ {(0, λ) : (0, λ) ∈ U} .

Seja uα = αφ1 + αψ(α). Note que em particular, ψ(α) → 0 em C1,β(Ω) quando α → 0 e

assim uα > 0 em Ω para α suficientemente pequeno.

Vamos mostrar que φ(α) > λ1 para todo α suficientemente peueno. Para tanto preci-

samos da seguinte afirmação.

Afirmação :
1

αq−1

∫
Ω
W (x)f(uα)φ1dx→ a

∫
Ω
W (x)φq1dx, quando α→ 0.

54
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De fato, lembrando que ψ(α) → 0 uniformemente quando α→ 0 temos

lim
α→0

f(αφ1 + αψ(α))

αq−1
= lim

α→0

f(αφ1 + αψ(α))

αq−1[αφ1 + αψ(α)]q−1
.(αφ1 + αψ(α))q−1

= lim
α→0

f(αφ1 + αψ(α))

αq−1[αφ1 + αψ(α)]q−1
.αq−1(φ1 + ψ(α))q−1

= lim
α→0

f(αφ1 + αψ(α))

[αφ1 + αψ(α)]q−1
.(φ1 + ψ(α))q−1

e por (3.22) temos

lim
α→0

f(αφ1 + αψ(α))

[αφ1 + αψ(α)]q−1
.(φ1 + ψ(α))q−1 = a φq−1

1 .

Assim,

1

αq−1

∫
Ω

W (x)f(uα)φ1dx =
1

αq−1

∫
Ω

W (x)f(uα)φ1dx =∫
Ω

W (x)
f(αφ1 + αψ(α))

αq−1
φ1dx→ a

∫
Ω

W (x)φq1dx,

quando α→ 0, visto que medRN (∂Ω) = 0, Ω é compacto e o integrando é cont́ınuo em Ω

e converge uniformemente.

Com base na afirmação acima é posśıvel mostrar, por contradição, que φ(α) > λ1. De

fato, suponhamos que exista uma sequência αn → 0+ com ψ(αn) ≤ λ1. Seja un a solução

postiva do problema (3.21)λ associada a λ = φ(αn). Assim,

−
∫

Ω

∆unφ1dx−
∫

Ω

φ(αn)unφ1dx =

∫
Ω

W (x)f(un)φ1dx ⇔

λ1

∫
Ω

φ(αn)unφ1 −
∫

Ω

φ(αn)unφ1dx =

∫
Ω

W (x)f(un)φ1dx ⇔

(
λ1 − φ(αn)

αq−1
n

)

∫
Ω

φ(αn)unφ1dx =

∫
Ω

W (x)
f(un)φ1

αq−1
n

dx

então segue da afirmação acima quando αn → 0+ que

0 ≤ (
λ1 − φ(αn)

αq−1
n

)

∫
Ω

φ(αn)unφ1dx =

∫
Ω

W (x)
f(un)φ1

αq−1
n

dx→
∫

Ω

W (x)φq1 < 0,

fato este que é imposśıvel. Portanto φ(α) > λ1.
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Demonstração do teorema (3.2.1): (a) Fixemos λ ∈ (λ1, Λ). Segue da definição

de Λ que existe λ0 ∈ (λ, Λ) tal que o problema (3.21)λ0 admite uma solução u+.

Afirmação: u+ é uma supersolução para (3.21)λ.

De fato, para qualquer função φ ∈ H1
0 (Ω), φ ≥ 0 em Ω segue de (3.21)λ que∫

Ω

∇u+∇φdx−
∫

Ω

u+φdx−
∫

Ω

W (x)f(u+)φdx = (λ0 − λ)

∫
Ω

u+φdx ≥ 0,

o que demonstra a afirmação.

Por outro lado, segue do lema (3.2.1) que u− = te1 é uma subsolução de (3.21)λ e como

−∆u+ ≥ 0 segue do lema (A.3.1) que existe t suficientemente pequeno tal que u− < u+

em Ω. Para aplicarmos o teorema (2.2.1) precisamos mostrar que

f(x, u) = λu+W (x)f(u) + ku

é não-decerscente em u, para quase todo x ∈ Ω e para alguma constante k ∈ R, no

intervalo [u(x), u(x)] (veja a observação (2.2.1)). Temos que

fu(x, u) = λ+W (x)f ′(u) + k

e por (ii)

fux, u ≥ λ− |W (x)|A|u|p−2 −B|W (x)|+ k

≥ λ−MA|u|p−2 −BM + k

≥ 0

para k > 0 escolhido suficientemente grande visto que u(x) ∈ [min
x∈Ω

u(x),max
x∈Ω

u(x)] e

M = max
x∈Ω

|W (x)|.

Assim, pelo Teorema (2.2.1) existe uma solução u do problema (3.21)λ tal que u− <

u < u+ e ainda que a solução u é um mı́nimo em H1
0 (Ω) do funcional associado ao

problema (3.21)λ.

A segunda solução é encontrada via Teorema do Passo da Montanha, se o funcional

associoado satisfizer hipóteses que garantam (PS). (ver [2])

(b) Segue da definição (3.2.1) juntamente com o lema (3.2.2).
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Caṕıtulo 4

Mı́nimos locais em C1 mas não em
H1

No caṕıtulo 2 deste trabalho mostramos que, para certos funcionais associados a problemas

eĺıpticos semilineares, se existir um ponto de mı́nimo em C1 então tal ponto também será

um mı́nimo em H1. Um questionamento posśıvel é se tal resultado será válido para

todo funcional. Encontramos a resposta no artigo de Alama-Tarantello [3]. Assim, neste

caṕıtulo mostraremos que, sob certas condições, a resposta àquela pergunta será negativa.

4.1 O caso supercŕıtico

Consideremos o seguinte problema
−∆u = λu+ uq − h(x)up

u > 0 em Ω
u = 0 em ∂Ω

(4.1)

onde Ω ⊂ RN é um aberto limitado com fronteira suave, N ≥ 3, h ≥ 0, h ∈ L∞(Ω) e

2∗ < q + 1 < p+ 1.

O funcional associado ao problema acima é dado por

Iλ(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − λ

2
u2 − 1

q + 1
|u|q+1 +

1

p+ 1
h(x) |u|p+1)dx,

para todo u ∈ H1
0 (Ω).
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Teorema 4.1.1. Seja λ1 o primeiro autovalor de −∆ em H1
0 (Ω). Se λ < λ1 e h satisfizer∫

Ω

[
1

h(x)
](

q−1
p−q

)N
2 dx < +∞, (4.2)

então u ≡ 0 define um mı́nimo local para Iλ em H1
0 (Ω). Por outro lado, se h satisfizer∫

Ω

[
1

h(x)
](

q+1
p−q

)dx < +∞, (4.3)

mas existir x0 ∈ Ω tal que

h(x)

|x− x0|r
≤ A, com

2(p− q)

q − 1
< r <

N(p− q)

q + 1
(4.4)

em alguma vizinhança de x0, então (4.2) não se verifica, e u ≡ 0 define um mı́nimo local

para Iλ em C1(Ω), mas não define um mı́nimo local em H1
0 (Ω).

Demonstração:

Se q > 1 então u ≡ 0 é um mı́nimo local para Iλ na norma C1. De fato, seja v ∈ C1
0(Ω),

assim

Iλ(v) =

∫
Ω

(
1

2
|∇v|2 − λ

2
v2 − 1

q + 1
|v|q+1 +

1

p+ 1
h(x) |v|p+1)dx ≥

λ1

2

∫
Ω

v2dx− λ

2

∫
Ω

v2dx− 1

q + 1

∫
Ω

|v|q+1 dx+

∫
Ω

1

p+ 1
h(x) |v|p+1 dx ≥(

λ1 − λ

2

)∫
Ω

v2dx− 1

q + 1

∫
Ω

|v|q+1 dx ≥(
λ1 − λ

2

)
‖v‖2

L2(Ω) − C ‖v‖q+1
L2(Ω) ≥ 0

se ‖v‖C1 < δ, para δ suficientemente pequeno, visto que ‖v‖L2(Ω) ≤ C ‖v‖C1 .

Como Iλ(0) = 0 então Iλ(v) ≥ Iλ(0), isto é u ≡ 0 é um mı́nimo local para Iλ na norma

C1.

Suponhamos que (4.2) se verifique. Assim, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

(

∫
{x:h(x)<δ}

[
1

h(x)
](

q−1
p−q

)N
2 dx)

2
N ≤ ε, (4.5)

pois (
1

h(x)
)

q−1
p−q ∈ L

N
2 (Ω), N ≥ 3 e assim, med{x : h(x) < δ} < ε para δ suficientemente

pequeno.
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Primeiramente, estudamos o termo não linear em Iλ(u). Denotaremos qualquer cons-

tante por C.∫
Ω

[
uq+1

q + 1
− h

up+1

p+ 1
]dx =

∫
{x:h(x)<δ}

[
uq+1

q + 1
− h

up+1

p+ 1
]dx+

∫
{x:h(x)≥δ}

[
uq+1

q + 1
− h

up+1

p+ 1
]dx

=

∫
{x:h(x)<δ}

u2

h
q−1
p−q

[
uq−1

q + 1
h

q−1
p−q − h

p−1
p−q

up−1

p+ 1
]dx

+

∫
{x:h(x)≥δ}

u2∗

h
q+1−2∗

p−q

[
uq+1−2∗

q + 1
h

q+1−2∗
p−q − h

p+1−2∗
p−q

up+1−2∗

p+ 1
]dx

=

∫
{x:h(x)<δ}

u2

h
q−1
p−q

[
(uh

1
p−q )q−1

q + 1
− (uh

1
p−q )p−1

p+ 1
]dx

+

∫
{x:h(x)≥δ}

u2∗

h
q+1−2∗

p−q

[
(uh

1
p−q )q+1−2∗

q + 1
− (uh

1
p−q )p+1−2∗

p+ 1
]dx

≤ C

∫
{x:h(x)<δ}

u2

h
q−1
p−q

dx+ C

∫
{x:h(x)≥δ}

u2∗

h
q+1−2∗

p−q

dx

≤ C(

∫
{x:h(x)<δ}

(u2)
2∗
2 dx)

2
2∗ (

∫
{x:h(x)<δ}

[
1

h(x)
]

q−1
p−q

N
2 dx)

2
N

+ Cδ(
∫
{x:h(x)≥δ} u

2∗)
2∗
2∗

≤ Cε ‖u‖2
L2∗ (Ω) + Cδ ‖u‖2∗

L2∗ (Ω)

≤ Cε ‖∇u‖2
L2(Ω) + Cδ ‖∇u‖2∗

L2(Ω) ,

onde a penúltima desigualdade segue de (4.5) e a última desigualdade segue da Desigual-
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dade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg. Assim,

Iλ(u) =

∫
Ω

[
1

2
|∇u|2 − λ

2
u2 − 1

q + 1
|u|q+1 +

1

p+ 1
h(x) |u|p+1

]
dx ≥

1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
λ

2
‖u‖2

L2(Ω) − Cε ‖∇u‖2
L2(Ω) − Cδ ‖u‖2∗

L2(Ω) ≥

1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) −
λ

2λ1

‖u‖2
L2(Ω) − Cε ‖∇u‖2

L2(Ω) − Cδ ‖u‖2∗

L2(Ω) ≥

(
1

2
− λ

2λ1

− Cε) ‖∇u‖2
L2(Ω) − Cδ ‖u‖2∗

L2(Ω) .

Tomando 0 < ε < (
1

4
− λ

4λ1

1

C
) com C > 1 encontramos

Iλ(u) ≥ 1

4
(1− λ

λ1

) ‖∇u‖2
L2(Ω) − C ‖u‖2∗

L2(Ω) ≥
1

4
(1− λ

λ1

) ‖∇u‖2
L2(Ω) − C ‖∇u‖2∗

L2(Ω) ≥ 0.

se ‖u‖H1
0 (Ω) < ε suficientemente pequeno.

Portanto u0 ≡ 0 é um mı́nimo local de Iλ na topologia H1
0 (Ω).

Assumiremos agora que (4.4) ocorre. Sem perda de generalidade tomemos x0 = 0.

Escolhemos uma vizinhança B de x0 tal que B ⊂ Ω e fixamos φ1 ∈ C∞
0 (B). Definimos

φε(x) = ε−σφ1(
x
ε
), onde ε > 0 e

2

q − 1
< σ <

r

p− q
. Assim,∫

Ω

φq+1
ε (x)dx = ε−σ(q+1)εN

∫
B

φq+1
1 (z)dz =

εN−σ(q+1)

∫
B

φq+1
1 (z)dz = C1ε

N−σ(q+1) =

O(εN−σ(q+1)).

Analogamente, ∫
Ω

φ2
ε(x)dx = O(εN−2σ).

Temos ainda que utilizando (4.4) com x0 = 0 obtemos a desigualdade

∫
Ω

h(x)φp+1
ε (x)dx ≤

∫
Ω

A |x|r φp+1
ε (x)dx =

Aεrε−σ(p+1)εN
∫
B

φp+1
1 (z)dz = C2ε

r+N−σ(p+1) =

O(εr+N−σ(p+1)).
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Como |∇φε(x)|2 =
N∑
i=1

(
∂φε
∂xi

(x))2 e φε(x) = ε−σφ1(
x

ε
) temos

∫
Ω

|∇φε(x)|2 dx = ε2(−σ−1)

∫
Ω

∣∣∣∇φ1(
x

ε
)
∣∣∣2 dx =

ε2(−σ−1)εN
∫
B

|∇φ1(z)|2 dz = C3ε
N+2(−σ−1).

Logo, ∫
Ω

|∇φε(x)|2 dx = O(εN+2(−σ−1)). (4.6)

Observamos que cada expoente das estimativas acima são positivos, pois

(i) N − 2σ − 2 ≥ 0, visto que N − 2σ − 2 ≥ 0 ⇔ N − 2 ≤ 2r

p− q
⇔ (

p− q

r
)N ≥

2N

N − 2
= 2∗ e segue de (4.4) que r <

N(p− q)

q + 1
⇔ q + 1

N
<
p− q

r
⇔ q + 1 < N

(p− q)

r
e

por hipótese, 2∗ < q + 1. Logo N − 2σ − 2 ≥ 0.

(ii)N−σ(q+1) ≥ 0, visto queN−σ(q+1) ≥ N− r

p− q
(q+1) > N−N

(
p− q

q + 1

)(
q + 1

p− q

)
=

0;

(iii)σ(q − 1)− 2 ≥ 0, visto que σ(q − 1)− 2 >
2

q − 1
(q − 1)− 2 = 0;

(iv) σ(q − 1) ≥ 0, visto que σ(q − 1) ≥ 2

q − 1
(q − 1) = 2 > 0;

(v) r − σ(p− q) ≥ 0, visto que r − σ(p− q) ≥ r − r

p− q
(p− q) = 0.

Segue que φε → 0 na norma de H1
0 (Ω), se ε→ 0. Pelos cálculos anteriores temos

Iλ(φε) =

∫
Ω

(
1

2
|∇φε|2 −

λ

2
φ2
ε −

1

q + 1
|φε|q+1 +

1

p+ 1
h(x) |φε|p+1)dx ≤

C(εN−2−2σ − εN−2σ − εN−σ(q+1) − εr+N−σ(p+1)) =

CεN−σ(q+1)(εσ(q−1)−2 − εσ(q−1) − 1− εr−σ(p−q)),

isto é,

Iλ(φε) = CεN−σ(q+1)(−1 + o(1)) < 0 quando ε→ 0+.

Portanto u ≡ 0 não é um mı́nimo para Iλ na topologia de H1
0 (Ω) embora seja um mı́nimo

na topologia de C1(Ω).
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Apêndice A

Resultados auxiliares

Os resultados deste apêndice foram usados no Caṕıtulo 3 deste trabalho.

A.1 Um problema auxiliar

O teorema abaixo garante a existência e a unicidade de solução para o problema (A.1).

Daremos duas provas para este teorema, a primeira baseada no método de sub e super-

soluções e a segunda baseada no teorema (B.0.7). Tais demontrações também podem ser

encontradas em [12] e [17].

Teorema A.1.1. O problema
−∆u = λuq x ∈ Ω

u > 0 x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω

(A.1)

onde λ e q são parâmetros reais com λ > 0, 0 < q < 1 e Ω ⊂ RN , N ≥ 1, um domı́nio

limitado com fronteira regular tem uma única solução positiva.

Primeira Demonstração : Seja e a única solução dada pelo teorema (B.0.10) do

seguinte problema {
−∆e = 1, x ∈ Ω

e = 0, x ∈ ∂Ω.

Pelo prinćıpio do máximo e > 0 em Ω. Como que 0 < q < 1, dado que λ > 0, existe

λ0 > 0 tal que, para todo 0 < λ < λ0, existe M = M(λ) > 0 que satisfaz

M ≥ λM q ‖e‖q∞ .
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De fato,

M ≥ λM q ‖e‖q∞ ⇔ 1 ≥ λM q−1 ‖e‖q∞
⇔ 1

λ ‖e‖q∞
≥M q−1 ⇔ λ ‖e‖q∞ ≤M1−q ⇔ (λ ‖e‖q∞)

1
1−q ≤M.

Assim a função Me satisfaz

−∆(Me) = M ≥ λM q ‖e‖q∞ ≥ λM qeq

e dáı, Me é uma supersolução do problema (A.1). Além disso, εφ1 é uma subsolução de

(A.1.1) onde φ1 é a autofunção do operador −∆ associada ao primeiro autovalor λ1 > 0,

visto que para 0 < q < 1

−∆(εφ1) = λ1εφ1 ≤ λ(εφ1)
q

para todo ε > 0 suficientemente pequeno e λ > 0 fixado.

Tomando ε suficientemente pequeno conseguimos

εφ1 < Me

e assim segue do teorema (A.2.1) que existe uma solução u do problema (A.1.1) tal que

εφ1 ≤ u ≤Me.

A unicidade do problema segue do lema (3.1.3), pois sejam u, w soluções do problema

(A.1), isto é, 
−∆u = λuq x ∈ Ω

u > 0 x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω

e 
−∆w = λwq x ∈ Ω

w > 0 x ∈ Ω
w = 0 x ∈ ∂Ω.

Por um lado temos

u ≥ w,

e por outro lado temos que

w ≥ u.
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Portanto u = w em Ω.

Segunda demonstração: Primeiramente iremos garantir a existência de uma solução

fraca do problema através do teorema (B.0.7) e depois regularizaremos tal solução e assim

encontraremos uma solução clássica. Por fim, mostraremos a unicidade da solução.

Considere o funcional associado ao problema

J(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

q + 1

∫
Ω

uq+1dx.

Tal funcional é limitado inferiormente, pois

J(u) =
1

2
‖u‖2 − λ

q + 1

∫
Ω

uq+1dx ≥

1

2
‖u‖2 − λ

q + 1

∫
Ω

|u|q+1 dx =

1

2
‖u‖2 − λ

q + 1
‖u‖q+1

Lq+1(Ω) ≥

1

2
‖u‖2 − λ

q + 1
‖u‖q+1

L2(Ω) ≥

1

2
‖u‖2 − λ

q + 1
‖u‖q+1

e como a função g(t) =
1

2
t2−ctq+1 é limitada inferiormente temos que existe uma constante

C tal que

J(u) ≥ C.

E mais, existe R > 0 suficientemente grande tal que J(u) > J(0) se ‖u‖ ≥ R, e deste

modo,

inf
H1

0 (Ω)
J(u) = inf

BR(0)
J(u).

Afirmação: J é fracamente semicont́ınuo inferiormente em H1
0 (Ω).

De fato, a parte quadrática é convexa e cont́ınua, logo fracamente semicont́ınuo infe-

riormente. Falta mostrar que o segundo termo é fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Para isso considere a sequência (un) em H1
0 (Ω), un ⇀ u em H1

0 (Ω), segue do teorema das

imersões compactas de Sobolev (B.0.1) e 1 < q + 1 < 2 que, a menos de subsequências,

un → u em Lq+1(Ω) e pelo teorema (B.0.3) existe uma função h(x) ∈ Lq+1(Ω) tal que

|un(x)| ≤ h(x), qtp em Ω.
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Pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos

λ

q + 1

∫
Ω

uq+1
n (x)dx→ λ

q + 1

∫
Ω

uq+1(x)dx.

Portanto, J é fracamente semicont́ınuo inferiomente na topologia fraca de H1
0 (Ω).

Como BR(0) é fracamente compacta na topologia de H1
0 (Ω) temos pelo teorema (B.0.7)

que J atinge um mı́nimo em BR(0), e pelo Prinćıpio do Máximo u0 > 0 em Ω.

Utilizando o argumento de “bootstrap”temos que u0 ∈ C1(Ω) e como u0 > 0 então

λuq0 ∈ Cq(Ω), 0 < q < 1, pois se u(x) 6= u(y) e x 6= y então

sup
x,y∈Ω

|λuq(x)− λuq(y)|
|x− y|q

= λ sup
x,y∈Ω

|uq(x)− uq(y)|
|u(x)− u(y)|q

|u(x)− u(y)|q

|x− y|q
≤

λ sup
x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|q

|x− y|q
≤

λK <∞.

Se u(x) = u(y) e x 6= y então

sup
x,y∈Ω

|λuq(x)− λuq(y)|
|x− y|q

= 0 <∞.

Deste modo λuq é Holder cont́ınua com expoente q, ou seja, λuq ∈ Cq(Ω).

Assim, pelo teorema (B.0.10) existe uma solução u0 ∈ C2,q(Ω) do problema, isto é, u0

é uma solução clássica do problema.

Unicidade :

Sejam u1 > 0 e u2 > 0 duas soluções do problema (A.1), isto é,

−∆u1 = λuq1 e −∆u2 = λuq2.

Assim
−∆u1

u1

=
λuq1
u1

e
−∆u2

u2

=
λuq2
u2

,

e segue que
−∆u1

u1

+
∆u2

u2

=
λuq1
u1

− λuq2
u2

.
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Multiplicando a equação acima por (u2
1 − u2

2) e integrando obtemos∫
Ω

(
−∆u1

u1

+
∆u2

u2

)(u2
1 − u2

2)dx =

∫
Ω

(
λuq1
u1

− λuq2
u2

)(u2
1 − u2

2)dx∫
Ω

(−∆u1u1 +
∆u1

u1

u2
2 +

∆u2

u2

u2
1 −∆u2u2)dx =

∫
Ω

(
λuq1
u1

− λuq2
u2

)(u2
1 − u2

2)dx∫
Ω

(|∇u1|2 −∇u1∇u2
u2

u1

−∇u2∇u1
u1

u2

+ |∇u2|2)dx =

∫
Ω

(
λuq1
u1

− λuq2
u2

)(u2
1 − u2

2)dx.

Seja x ∈ Ω, como tanto para u1(x) ≤ u2(x) ou u2(x) ≤ u1(x) temos que

λ

∫
Ω

(
uq1
u1

− uq2
u2

)(u2
1 − u2

2)dx ≤ 0

e ∫
Ω

(

∣∣∣∣∇u1 −
u1

u2

∇u2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∇u2 −
u2

u1

∇u1

∣∣∣∣2)dx =∫
Ω

(|∇u1|2 −
u1

u2

∇u1∇u2 −
u1

u1

∇u1∇u2 +
u2

1

u2
2

|∇u2|2)dx+∫
Ω

(|∇u2|2 −
u2

u1

∇u1∇u2 −
u2

u1

∇u1∇u2 +
u2

2

u2
1

|∇u2|2)dx =∫
Ω

(|∇u1|2 + |∇u2|2 −
u1

u2

∇u1∇u2 −
u2

u1

∇u1∇u2)dx+∫
Ω

(
u1

u2

u1∆u2 −
u2

1

u2
2

∆u2u2 +
u2

u1

∆u1u2 −
u2

2

u2
1

u1∆u1)dx =∫
Ω

(|∇u1|2 + |∇u2|2 −
u1

u2

∇u1∇u2 −
u2

u1

∇u1∇u2)dx

então ∫
Ω

(|∇u1|2 + |∇u2|2 −
u1

u1

∇u1∇u2 −
u2

u1

∇u1∇u2)dx ≥ 0.

Assim,

0 ≤ λ

∫
Ω

(
uq1
u1

− uq2
u2

)dx ≤ 0

logo u1 = u2, visto que a medida de Ω é não nula e λ > 0.
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Apêndice A. Resultados auxiliares

A.2 Iteração monotônica

Nesta seção demonstraremos um teorema que dará a idéia do método conhecido como

Iteração Monotônica. Tal teorema garante uma solução minimal para o problema (3.1)λ

dado que existem, u e u, respectivamente, sub e supersolução do problema (3.1)λ, tais

que u ≤ u. Nos baseamos em [10], [11], [12] e [17] para realizar a demonstração deste

teorema.

Teorema A.2.1. Seja Ω um domı́nio limitado em RN , N ≥ 1. Suponha que u é uma sub-

solução e u uma supersolução do problema (3.1)λ. Então o problema (3.1)λ tem soluções

u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω) tais que u ≤ u ≤ v ≤ u. Além do mais, qualquer solução U de

(3.1)λ com u ≤ U ≤ u é tal que u ≤ U ≤ v.

Demonstração:

Dado u ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω) e como g(x, u) é cont́ınua em Ω, então g(., u) ∈ Lp(Ω),

para todo p ≥ 1. Segue que o problema abaixo{
−∆v = g x ∈ Ω

v = 0 x ∈ ∂Ω

tem uma única solução v ∈ W 2,p(Ω), 1 < p <∞.

Segue do teorema das imersões compactas para p > N que

W 2,p(Ω) ↪→ C1,α(Ω), 0 < α ≤ 1− N

p

e assim v ∈ C1,α(Ω). Pela teoria de Schauder v ∈ C2,α(Ω).

Desta forma podemos definir uma aplicação T que faz corresponder a cada u ∈ C2(Ω)∩
C1,α(Ω) uma função v ∈ C2(Ω) ∩ C1,α(Ω) que é a única solução do problema acima. Isto

é, existe uma aplicação

T : C2(Ω) ∩ C1,α(Ω) → C2(Ω) ∩ C1,α(Ω)

u → Tu = v

Mostremos que T é monótona no intervalo [u(x), u(x)], isto é, dados u ≤ u1 ≤ u2 ≤ u

temos Tu1 = v1 ≤ Tu2 = v2. De fato,
−∆(v1 − v2) = −∆v1 + ∆v2 = λuq1 + up1 − λuq2 − up2

= λ(uq1 − uq2) + (up1 − up1) ≤ 0 x ∈ Ω
v1 − v2 = 0 x ∈ ∂Ω

(A.2)
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Pelo Prinćıpio do Máximo temos v1 ≤ v2 em Ω.

Vamos agora às iterações

un = Tun−1, u0 = u

vn = Tvn−1, v0 = v

isto é, {
−∆un+1 = λuqn + upn x ∈ Ω

un+1 = 0 x ∈ ∂Ω

e {
−∆vn+1 = λvqn + vpn x ∈ Ω

vn+1 = 0 x ∈ ∂Ω

Afirmação : u = u0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ v2 ≤ v1 ≤ v0 = u

De fato,{
−∆(u0 − u1) = −∆u0 + ∆u1 = −∆u0 − λuq0 − up0 ≤ 0 x ∈ Ω

u0 − u1 = 0 x ∈ ∂Ω

e pelo Prinćıpio do Máximo u0 ≤ u1 em Ω.

Analogamente,{
−∆(v1 − v0) = −∆u0 + ∆u1 = λvq0 + vp0 + ∆v0 ≤ 0 x ∈ Ω

v1 − v0 = 0 x ∈ ∂Ω

e pelo Prinćıpio do Máximo v1 ≤ v0 em Ω.

E mais,{
−∆(v0 − u1) = −∆v0 + ∆u1 = λvq0 + vp0 − λuq0 − up0 = λ(vq0 − uq0) + (vp0 − up0) ≥ 0 x ∈ Ω

v0 − u1 = 0 x ∈ ∂Ω.

Pelo Prinćıpio do Máximo u1 ≤ v0 em Ω.

Assim temos

u = u0 ≤ u1 ≤ v1 ≤ v0 = u.

Mostremos que {un} é crescente, faremos isto usando indução e o Prinćıpio do Máximo.

Suponhamos que un−1 ≤ un, assim{
−∆(un+1 − un) = −∆un+1 + ∆un = λuqn + uqn − λupn−1 − upn−1 ≥ 0 x ∈ Ω

un+1 − un = 0 x ∈ ∂Ω
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e pelo Prinćıpio do Máximo un ≤ un+1 em Ω.

Analogamente mostra-se que {vn} é decrescente.

Falta mostrar que un ≤ vn−1 para todo n ∈ N, novamente usaremos indução finita e o

Prinćıpio do Máximo. Para isso suponhamos que un−1 ≤ vn−2 e mostremos que un ≤ vn−1.

Como{
−∆(un − vn−1) = −∆un + ∆vn−1 = λuqn−1 + uqn−1 − λvpn−2 − vpn−2 ≤ 0 x ∈ Ω

un − vn−1 = 0 x ∈ ∂Ω

temos pelo Prinćıpio do Máximo que un ≤ vn−1 em Ω.

Como {vn} é monótona não - crescente, limitada inferiormente e vale un ≤ vn−1, assim

un ≤ v0, para todo n ∈ N e como {un} é não-decrescente e limitada superiormente, logo

existem u, v tais que un → u e vn → v pontualmente.

Da regularidade da subsolução u e da supersolução u de (A.1) resulta que u, u ∈
Lp(Ω), p ≥ 1 e segue da afirmação anterior que

|un| ≤ |u|+ |u|

|vn| ≤ |u|+ |u|

visto que

un ≤ u ≤ |u|+ |u|

e

un ≥ u ≥ −(|u|+ |u|).

Analogamente temos para vn. Logo, |un| , |vn| ∈ Lp(Ω). Pelo teorema da Convergência

Dominada

un → u e vn → v em LpΩ.

Como g é cont́ınua, existe k > 0 tal que

|g(x, un(x))| ≤ k, para todo x ∈ Ω e para todo n ∈ N.

Logo, g(., un) ∈ Lp(Ω) e pelo teorema da Convergência Dominada

g(., un) → g(., u) em Lp(Ω). (A.3)
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Como g(., un−1), un−1 ∈ Lp(Ω) e satisfaz{
−∆un = g(., un−1) x ∈ Ω

un = 0 x ∈ ∂Ω
(A.4)

temos pelo teorema (B.0.4) que un ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 e existe uma constante C tal que

‖un − um‖W 2,p(Ω) ≤ C ‖g(., un−1)− g(., um−1)‖Lp(Ω)

e de (A.4) segue que {un} ∈ W 2,p(Ω) é uma sequência de Cauchy, mas W 2,p(Ω) é espaço

de Banach, logo existe U ∈ W 2,p(Ω) tal que

un → U em W 2,p(Ω)

e como

‖un − U‖Lp(Ω) ≤ ‖un − U‖W 2,p(Ω)

temos que

un → U em Lp(Ω).

Segue da unicidade do limite que U = u. Logo un → u em W 2,p(Ω). Do teorema (B.0.6)

podemos concluir que a convergência anterior é também em C1,α(Ω).

Temos ainda que para cada n ∈ N, un ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) e∫

Ω

∇un∇φdx =

∫
Ω

g(x, un−1(x))φdx, para todo φ ∈ H1
0 (Ω)

e do teorema da Convergência Dominada∫
Ω

g(x, un−1)φdx→
∫

Ω

g(x, u)φdx, para todo φ ∈ H1
0 (Ω).

Por outro lado, W 2,p(Ω) ↪→ H1
0 (Ω) continuamente para p > N , então

‖un − u‖W 1,2(Ω) ≤ ‖un − u‖W 2,p(Ω)

e assim un → u em H1
0 (Ω). Segue então que∫

Ω

∇un∇φdx =

∫
Ω

∇u∇φdx, para todo φ ∈ H1
0 (Ω)
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Apêndice A. Resultados auxiliares

e portanto ∫
Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

g(., u)φdx, para todo φ ∈ H1
0 (Ω).

Deste modo mostramos que u é solução fraca do problema{
−∆u = g(., u) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω

mas como u ∈ W 1,2(Ω) ↪→ C1,α(Ω) e g(., u) ∈ Cα(Ω) temos que u ∈ C2(Ω).

Fazendo uma análise semelhante podemos verificar que v ∈ C2,α(Ω) e mais, u(x) ≤
v(x) para cada x ∈ Ω.

Faremos a última afirmação do teorema usando o Prinćıpio de Indução Finita. Mos-

traremos que

un ≤ U ≤ vn, para todo n ∈ N, (A.5)

onde U é uma solução de (3.1)λ com u ≤ U ≤ u.

Segue da monotonicidade de T e do fato de u0 ≤ U ≤ v0 que

u1 ≤ U ≤ v1.

Suponhamos que vale para = k − 1, isto é,

uk−1 ≤ U ≤ vk−1

então da monotonicidade do operador T temos

uk ≤ U ≤ vk.

Portanto vale (A.5). Assim, passando o limite em (A.5) temos

u ≤ U ≤ v.

A.3 Lema auxiliar

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira suave e L o operador fortemente eĺıptico

definido por

Lu = −
N∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij(x)

∂u

∂xi
) + a0(x)u.

O Lema abaixo é a adaptação de um resultado encontrado em [17].
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Lema A.3.1. Se u satisfaz 
Lu ≥ 0, x ∈ Ω
u > 0, x ∈ Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω

e φ1 é uma autofunção associada ao primeiro autovalor do operador L, isto é, φ1 satisfaz
Lφ1 = λ1φ1, x ∈ Ω
φ1 > 0, x ∈ Ω
φ1 = 0, x ∈ ∂Ω

com u, φ1 ∈ C1(Ω), então existe α > 0 tal que u− αφ1 > 0 em Ω.

Demonstração: Pelo lema de Hopf temos que

∂u

∂ν
(x0) < 0, x0 ∈ ∂Ω.

Como ∂Ω é compacto existe uma vizinhança Nδ =
{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ

}
⊂ Ω tal que

∂u

∂ν
(x0) < 0, x0 ∈ Nδ.

Analogamente temos
∂φ1

∂ν
(x0) < 0, x0 ∈ Nδ.

Seja α1 tal que

α1 min
Nδ

∂φ

∂ν
> max

Nδ

∂u

∂ν
.

Defina g(x) = u(x)− α1φ1(x). Assim, para x ∈ Nδ temos

∂g

∂ν
(x) < 0

e deste modo g(x) ≥ 0 para todo x ∈ Nδ, pois g(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω.

Como Ω \Nδ é compacto e u, φ1 ∈ C1(Ω \Nδ) e φ1 > 0 então existe α2 tal que

u(x)

φ1(x)
> α2, para todo x ∈ Ω \Nδ.

Portanto, tomando α = min {α1, α2} obtemos

u− αφ1 > 0 em Ω.
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Resultados básicos

Aqui enunciaremos e daremos referências para suas provas dos principais teoremas utili-

zados no nosso trabalho.

Teorema B.0.1. (cf. [Brezis, pag. 169]) Suponha Ω ⊂ RN , um domı́nio limitado de

classe C1. Então temos

W 1,2(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo q ∈ [1, 2∗)

com injeção compacta, onde 2∗ =
2N

N − 2
, e N ≥ 3.

Teorema B.0.2. (cf. [Brezis, pag. 71]) Seja f ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < ∞. Então

ρn ∗ f → f em Lp(RN).

Teorema B.0.3. (cf. [Brezis, pag. 58]) Seja (fn) uma sequência de funções de Lp(Ω)

e f ∈ Lp(Ω) tais que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0, onde Ω é um aberto de RN . Então existe uma

subsequência fnk
de (fn), e uma função h ∈ Lp(Ω), tal que

fnk
(x) → f(x) qtp em Ω

e

|fnk
(x)| ≤ h(x) qtp em Ω.

Teorema B.0.4. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 235]) Seja Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado com fronteira ∂Ω de classe C2 e f ∈ Lp(Ω) com 1 < p < ∞. Então existe uma

única função u ∈ W 2,p(Ω)
⋂
W 1,p

0 (Ω) tal que{
−∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω.
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Teorema B.0.5. (cf. [Brezis, pag 168]) Suponha Ω = RN ou um domı́nio limitado

com fronteira de classe C1 e sejam m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p <∞. Então

Se
1

p
− m

N
> 0 temos Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) onde

1

q
=

1

p
− m

n

se
1

p
− m

N
= 0 temos Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para todo q ∈ [p,∞[

se
1

p
− m

N
< 0 temos Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω)

com injeções cont́ınuas.

Teorema B.0.6. (cf. [de Figueiredo, pag 103]) Suponha Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado com fronteira ∂Ω de classe C1 e sejam m ≥ 1 e 1 ≤ p <∞. Então para qualquer

j ≥ 0 a imersão

W j+m,p(Ω) ↪→ Cj,α(Ω)

onde 0 < α < 1− N

p
é compacta se m− 1 <

N

p
< m.

Teorema B.0.7. (cf. [Struwe, pag 4]) Suponha que V é um espaço de Banach reflexivo

com norma ‖·‖ e seja M ⊂ V um subconjunto fracamente fechado em V . Suponha E :

M → R
⋃
{∞} coercivo em M com respeito a V , isto é, E(u) →∞ quando ‖u‖ → ∞, u ∈

M e fracamente sequencialmente semi-cont́ınuo inferiormente, isto é, para qualquer u ∈
M e qualquer sequência (um) ∈M tal que um ⇀ u verifica-se

E(u) ≤ lim inf
m→∞

E(um).

Então E é limitado inferiormente sobre M e o ı́nfimo é atingido em M .

A partir de agora o operador L é o seguinte

Lu =
N∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xj∂xi
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ a0(x)u.

.

Teorema B.0.8. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 33 ]) Seja L um operador eliptico em

um domı́nio limitado Ω. Suponha que

Lu ≥ 0(≤ 0) em Ω, c ≤ 0 emΩ
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com u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω). Então o máximo (mı́nimo) de u em Ω é atingido sobre ∂Ω, isto

é,

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ (inf

Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−)

Teorema B.0.9. (cf. [Struwe, pag 17]) Suponha que u ∈ W 1,2(Ω) é uma subsolução

e u ∈ W 1,2(Ω) uma supersolução do problema{
−∆u = g(., u) ∈ Ω

u = u0 ∂Ω
.

Suponha ainda que existem constantes M1, M2 ∈ R que satisfazem

−∞ < M1 ≤ u ≤ u ≤M2 <∞

quase sempre em Ω. Então existe uma solução fraca u ∈ W 1,2(Ω) do problema acima

satisfazendo a condição u ≤ u ≤ u quase sempre em Ω.

Teorema B.0.10. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 106]) Seja L um operador eĺıptico

em um domı́nio limitado Ω, com c ≤ 0, e seja f e os coeficientes de L limitados e

pertencentes a Cα(Ω). Suponha que Ω satisfaz a condição da esfera exterior em cada

ponto da fronteira. Então, se φ é cont́ınua sobre a fronteira, o problema de Dirichelet,{
Lu = f ∈ Ω
u = φ ∂Ω

.

tem uma única solução u ∈ C0(Ω) ∩ C2,α(Ω).

Teorema B.0.11. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 241]) Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio C1,1,

e seja um operador eĺıptico em um Ω com coeficientes aij ∈ C0(Ω), bi, c ∈ L∞(Ω), com i, j =

1, ..., n e c ≤ 0. Então, se f ∈ Lp(Ω) e φ ∈ W 2,p(Ω), 1 < p <∞, o problema de Dirichlet

Lu = f em Ω, u− φ ∈ W 1,p
0 (Ω) tem uma única solução u ∈ W 2,p

0 (Ω).

Teorema B.0.12. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 109]) Seja u ∈ C2(Ω) uma solução

da equação Lu = f em um conjunto aberto Ω onde f e os coeficientes do operador eĺıptico

L estão em Ck,α(Ω). Então u ∈ Ck+2,α(Ω). Se f e os coeficientes de L estão em C∞(Ω),

então u ∈ C∞(Ω).
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Teorema B.0.13. (cf. [8], pag 323) Sejam W, Y espaços de Banach, Ω ∈ W um

aberto e G : Ω → Y duas vezes continuamente diferenciável. Seja w : [−1, 1] → Ω um

arco simples continuamente diferenciável em Ω tal que G(w(t)) = 0 para |t| ≤ 1. Suponha

que

(a) w′(0) 6= 0,

(b) dimN(G′(w(0))) = 2, codim(R(G′(w(0)))) = 1,

(c) N(G′(w(0)))é gerado por w′(0) e v, e

(d) G′′(w(0))(w′(0), v) /∈ R(G′(w(0))). Então w(0) é um ponto de bifurcação de

G(w) = 0 com respeito a C = {w(t) : t ∈ [−1, 1]} e em alguma vizinhança de w(0) a

totalidade de soluções de G(w) = 0 forma duas curvas que se interceptam somente em

w(0).

Teorema B.0.14. (cf. [9], pag 162) Sejam I = (a, b) ⊂ R um intervalo aberto, X, Y

espacos de Banach, V uma vizinhança de 0 e F : I × V → Y uma função duas vezes

difenciáveis no sentido de Fréchet. Suponha que λ0 ∈ I e

(i) F (λ, 0) = 0 para λ ∈ I,
(ii) dim N(Fx(λ0, 0)) = codim R(Fx(λ0, 0)) = 1,

(iii) Fλx(λ0, 0)x0 /∈ R(Fx(λ0, 0)) onde x0 ∈ X gera N(Fx(λ0, 0)).

Seja Z algum complemento de span {x0} em X. Então existe um intervalo aberto Ĩ

contendo 0 e funções continuamente diferenciáveis λ : Ĩ → R e ψ :: Ĩ → Z tais que

λ(0) = 0, ψ(0) = 0, e, se x(s) = s x0 + s ψ(s), então F (λ(s), x(s)) = 0. Além disso,

F−1({0}) próximo a (λ0, 0) consiste precisamente das curvas x = 0 e (λ(s), x(s)), s ∈ Ĩ.

Teorema B.0.15. (cf. [16], pag 149) Seja f ∈ L1
loc(RN), N ≥ 1. Assuma que para

quase todo x a função y 7→ Gyf(y) é somável, onde Gy úma função de Green e seja

u : RN → C a função dada por

u(x) =

∫
RN

Gy(x)f(y)dy. (B.1)

Então u satisfaz

u ∈ L1
loc(RN)

−∆u = f em D′(RN).

76
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Além disso, a função u tem derivada no sentido das distribuições dada por

∂iu(x) =

∫
RN

(
∂Gy

∂xi
)(x)f(y)dy,

para quase todo x.

Teorema B.0.16. (cf. [16], pag 224) Seja f ∈ Lp(RN) para 1 ≤ p ≤ ∞ com suporte

compacto, e u dada por (B.1).

(i) u é continuamente diferenciável para N = 1. Para N ≥ 2 e 1 ≤ p <
N

2

u ∈ Lqloc(R
2) para todo q <∞, para p = 1, N = 2,

u ∈ Lqloc(R
N) para todo q <

N

N − 2
, para p = 1, N ≥ 3,

u ∈ Lq(RN) q =
pN

N − 2p
, para p > 1, N ≥ 3.

(ii) Se
N

2
≤ p ≤ N então u é Hölder cont́ınua em cada ordem α < 2− N

p

|u(x0)− u(y)| ≤ CN(α, p)|x− y|α‖f‖Lp(Ω)(LN(supp(f)))
2−α

n
− 1

p .

(iii) Se N < p então u tem uma derivada dada por

∂iu(x) =

∫
RN

(
∂Gy

∂xi
)(x)f(y)dy,

a qual é Hölder cont́ınua em cada ordem α < 1− N

p
, isto é,

|u(x0)− u(y)| ≤ DN(α, p)|x− y|α‖f‖Lp(Ω)(LN(supp(f)))
1−α

n
− 1

p .

onde DN(α, p) e CN(α, p) são constantes universais que dependem somente de α e p.

Teorema B.0.17. (cf. [16], pag 226) Se f ∈ Ck,α(RN) com suporte compacto, K ≥
0, 0 < α < 1 e u dada por (B.1). Então u ∈ Ck+2,α(RN).
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[14] Gilbard, D. & Trudinger, N. S., Elliptic partial differential equations of second order,

Berlin: Springer-Verlag, 2 ed, (1983).
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