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Resumo

Consideramos um funcional I associado a equagao de Euler-Lagrange de um problema
eliptico e mostramos que, sob certas condicoes de crescimento, um minimo local de I na
topologia C! é também um minimo local na topologia H*.

Aplicamos esses resultados para provarmos a existéncia de solucoes de uma classe de
equagoes elipticas, que sao minimos locais do funcional 1.

Adicionalmente, apresentamos um resultado para o caso de I com crescimento su-

percritico, no qual um minimo local em C* nao é um minimo local em H*.



Abstract

We consider a functional I associed to the Euler-Lagrange equation of an elliptic
problem. Under suitable assumptions we present a proof that a local minimizer of I in
the C' topology must be a local minimizer in the H* topology.

We apply these results to prove the existence of solutions for a class of elliptic equations
by obtaining local minimizers of the functional I.

Moreover, we show that for some problems with supercritical nonlinearities a local

minimum in C! is not in H!.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos funcionais da forma

I(w) = %/Q\vuﬁdx—/gmx,u)dx

onde .
F(ZE,U):/ f(x,s)ds
0

e Q C RV, N >1, é um domino limitado. Veremos que, de acordo com o Teorema de
Brezis-Nirenberg [7], sob certas condigoes de crescimento (casos subcritico e critico), um
minimo local de I na topologia C! é também um minimo local de I na topologia H*.

Devido ao fato de um argumento de “bootstrap” nao ser eficaz no caso critico, neces-
sitamos estudar o teorema de Brezis-Kato [6] de modo a garantirmos a regularidade da
solucao do problema eliptico:

{ —Au = f(z,u) em (1)
u = 0 em OS2,
onde €2 é um dominio que pode ser ou nao limitado.

Utilizamos o resultado de Brezis-Nirenberg [7] para garantir que uma solugao do pro-
blema (1) encontrada pelo argumento de sub e supersolugao é um minimo local para I na
topologia H*.

Como exemplos das aplicagoes de Brezis-Nirenberg [7] a problema elipticos semilinea-
res, estudamos um teorema de Ambrosetti-Brezis-Cerami [4], que ilustra o problema (1)
em que

flz,u) = Mu? 4 uP,

+2 , . ,
5 € A é um parametro real. Também estudamos um resultado

nde
_N

de existéncia de um minimo local para o funcional associado a equacao de Euler-Lagrange



devido a Alama-Tarantello [2] em que

[, u) = du+W(x) f(u),

para W € C(Q) uma funcdo que muda de sinal em um domiiio limitado e A um
parametro real.
Apresentamos ainda o resultado de Alama- Tarantello [3] em que foi estudado o pro-

blema elipitico
—Au = Au+u? — h(z)u?,
u 0, em (2 (2)
u 0, em Of)

onde Q C RN é um dominio limitado com fronteira suave, N > 3, h > 0, h € L®(Q) e

v

N3 < ¢+ 1< p+1. No problema (2), um minimo local na topologia C' nao ¢ um
minimo local na topologia H*.

Nosso trabalho estd organizado como segue.

No primeiro capitulo dedicamo-nos a estudar o Teorema de Brezis-Kato [6].

No capitulo 2 analisamos as condicoes de crescimento que implica que um minimo local
em C' seja também um minimo local em H'. Além disso, mostramos que uma solucao
do problema (1) encontrada via sub e supersolu¢ao é um minimo local para I em H'.

No capitulo 3 apresentamos exemplos de aplicacao dos resultados do capitulo 2, com
base nos resultados Ambrosetti-Brezis-Cerami [4] e Alama-Tarantello [2].

No capitulo 4, destacamos o resultado encontrado em [3] onde um minimo local em
C! nao ¢ minimo em H'.

Em todo o texto denotamos uma constante real genérica por C.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo daremos uma prova para o Teorema de Brezis-Kato encontrado em [6].
Veremos que sob certas condic¢oes a solucao do operador de Schrédinger pertence a todos
os espagos LP(2), 2 < p < oco. Usaremos tal resultado na demonstracao da regularidade

de solucao no caso critico, no préximo capitulo.

1.1 O Teorema de Brezis-Kato

1

loe(£2) uma fungao com

Sejam  um aberto arbitrdrio de RY (limitado ou nao) e ¢ € L

valores reais. Consideramos

¢t =max(q,0), ¢~ = max(—g,0).

Assumimos

q- € L™(Q) + LP(Q) (1.1)
com
N
p=5 quando N > 3,

p>1 quando N =2,
p=1 quando N =1.

Teorema 1.1.1. Seja g € L*(2) N L>®(Q) entdo existe \; € R tal que ¢ € H} () a tinica
solucao de
—AYp—qg v+ Np=g em Q com > A, (1.2)

3



Capitulo 1. Resultados preliminares

satisfaz

i) g > 0 quase sempre em Q implica 1 > 0 quase sempre em S);

i)pe [ LPQ).

2<p<oco

Para demonstrarmos tal resultado precisamos do seguinte lema.

Lema 1.1.1. Assuma que vale (1.1). Entdo para cada € > 0, existe uma constante \. tal

que
e 2 2
/Qq ul”dz < €[|Vul72q) + Ac [[ullz2(0) »

para todo u € Hy ().

Em particular
— 2 2 2
| ol de < IVl + Al (13)

para todo u € Hy(Q).

Demonstragdo do lema: Escrevemos ¢~ = q; + g2 com g € L>®(Q) e g2 € LP(Q).

Assim para cada nimero real M > 0 temos

/ ¢l de = / (41 + @) |uf dz = / @ ol do + / Gl de <
Q Q Q Q

2 2 2
Jorley Wl = [ el [P s
[lg2[>2] [lg2|<M]

2 2 2
gy il + / ol luP do + M luf? de
[lg2|>M] [lg2|<M]

IN

VAN

2 2 2
HQ1HL°°(Q) HuHL2(Q) + ||Q2HL:0([|q2|>M]) HU”Lt(Q) +M HUHL2(Q) =

2 2
(gl oo @y + M) llull 2y + a2l 1o o= am) 1@l ze0

com

L2
p t

2N
No caso em que N > 3 temos t = 2*, onde 2* = N9 é o expoente de Sobolev. Pelo

teorema das Imersoes de Sobolev (B.0.5) temos que

[ull ey < ClIVull 2,



Capitulo 1. Resultados preliminares

para todo u € H} ().
1 2
Quando N = 2 temos p > 1 e assim — + 7= 1 & 2 <t < oo. Novamente, segue do

teorema das Imersoes de Sobolev (B.0.5) que

[ull ey < CUIVuUll 20y + [l 20)

para todo u € H} ().

1
Quando N =1 temos p =1 e assim — + 7= 1, e portanto
p

[l ooy < CUIVUll 20y + [l L20)

1
para todo u € H;(2).
Para concluirmos o lema em qualquer um dos casos, precisamos mostrar que se M for

escolhido suficientemente grande entao

Cc? @2l Lo (1go 5 am) < €

De fato, segue de ¢, € LP(Q2) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Note que existe 0 < € < 1 tal que A\, < A;. [
Demonstragao do teorema: (a) Multiplicando (1.2) por —¢~ e integrando obte-

mos por (1.3)

o< 0= [ o< [ v = [ ol [ == [ g <0

onde a tltima desigualdade ocorre devido a g > 0 e ¢~ > 0. Assim obtemos ¥~ = 0, logo
Y >0,

(b) Consideramos trés casos

1) N = 1; pelo teorema das Imersoes de Sobolev (B.0.5)

HL(Q) — L®(Q).

Logo u € L*(Q2) NL*(Q) e pela desigualdade de interpolagao u € LP(f2) para todo p > 2.
2)N = 2; pelo teorema das Imersoes de Sobolev (B.0.5)

H(Q) — LY(Q), 2< q < oo



Capitulo 1. Resultados preliminares

e nos dois casos o teorema fica provado.
3) N >3
Seja ¢, = min(¢~, k) um truncamento de ¢~ e tomamos ¢ € H}(f2) a dnica solugao
de
— Ay, — qp e + Mo = g. (1.4)
Tal solucao existe pelo teorema de Lax-Milgram. De fato, considere a forma bilinear
B : Hj() x H} () — R dada por

Blu, v] :/QVqu—l—/Q()\—qk)wu.

Tal forma é continua e coerciva pois,

Bluell < [ (Vavel+ [ -] ful + [ Alfuel
Q Q Q

< IVl 1900y + Ml ol + | 1=ai 12 =il o}
< ullgy o) 1ol )+l gy 101 g1 @) +

IVl 20y + A el F20)) 21V 011520y + A [[0]1F20) 2
< lull ga o) 10l g ) + F lull gy o) 101 g2 o) + max{Ar, 1}% lll g2 ) 101l 113 )

portanto, Blu,v] é continua. E mais,

Blu,u] = /QVuVu—/quuQ—l—/Q)\u2

2 2 2 2
> IVullzzi) — € [Vaullza@) = A lullia@) + Ml 2
= (1—¢) ||Vu||iQ(Q) + (A=) ||u||i2(9)
> min{(1—¢), (A=A} (IVull72 ) + lull2)

min {(1 — €), (A = A}l )

Portanto, Blu,v] é coerciva, pois A > A\; > A, quando 0 < € < 1.

Aplicando o teorema de Lax-Milgram encontramos uma tnica v, € H} () solucao de
—Ap—q i+ Xy =g em Q (A>A\). (1.5)

Além disso, pela parte a) do teorema concluimos que ¥, > 0 em . Vejamos que v

converge fracamente para ¢ em H} () quando k& — oo. Multiplicando a equagao (1.4)

6



Capitulo 1. Resultados preliminares

por . e integrando obtemos,

[rwad = [aot+ [zt [ g (16)
Q Q Q Q
ou equivalentemente,

Jwnl = [aote [aot [ @ -awi+ [0-rt= [ g

Como |, ]Vlbk\Q — [0 Vi + [oMU7 =0 por (1.3) e ¢~ — g, >k, temos que

k/Qwh/Q(A—Al)wis/ngk.

Seja v = min(k, A — A1) > 0 assim
o [vi< [ g
Q Q

e pela desigualdade de Holder temos

1 1
o [ur=([ [t
Q Q Q
Agora, utilizando a desigualdade de Young obtemos
2 2 2
a l|Uelz2) < Cellgllre) + € 1Vellz2) -

Assim
(o =€) [kl 72y < CellglZaoy - (1.7)

Segue de (1.6), (1.7) e de g € L*(Q) que

/ Vo2 < C,
Q

Jwnt < [1varan [ vi= gt [ g

9l 220y 18]l 120y + * 19820y <
2 2
Clllgllz20) + l9llz2)) < C- (1.8)

pois,

7



Capitulo 1. Resultados preliminares

Segue de (1.7) e (1.8) que

IV4Rll72 0y + 19l 72y < C

e portanto v — 1 fracamente em H}(12).
Queremos provar que para cada p € [2,00) a funcdo ¥ € LP(Q2). Para simplificar a

notagao tomamos ¥y = 1, deste modo nosso problema (1.4) é dado por

—AY —q b+ =g (1.9)
W e Hy(Q) .

Seja 1, = min(y,n) > 0 e seja 2 < p < oo. Multiplicando (1.9) por 27! e integrando

obtemos
- [ dvurtar— [ gvur e [wurde = [ gorta
0 0 Q Q
Por um lado, temos

—/Awﬁ%mz@—n/wg%wwmmz@—n/ﬁgﬂvwﬁ@
Q Q Q

e por outro lado,

—/Awwﬁ1d$:/gwﬁ1dx+/qkwwﬁldx—)\/wwﬁldx =

Q Q Q Q
/ g e / Tt / Gevvrde — A / pyplde =

Q [v<n] [Y>n] Q
/ﬁﬁHMﬁ/ %ﬁm+/ qﬂ%ﬂ@—A/Wﬁwx+

Q [<n] [¥>n Q
/ gorde - / Gutde <

[p>n] [yp>n)
/ g 4 / G vhdz + / G e =

Q Q [¥>n]

/gwﬁld:c—l—/qkz/)ﬁdx—l—/ kymP~dx
Q Q [w>n]

Concluimos assim que
o-0 [l s [ i [qendes [ kewiar 00
Q Q Q [=>n]

8



Capitulo 1. Resultados preliminares

Pela desigualdade de Holder, a primeira integral da direita é majorada por

/Q v | da < (/Q Iglpdﬂf)P(/Q [n " dw)s = 119l ooy 1¥nlTo) (1.11)

onde ¢ = P
p—1
Segue da desigualdade de Interpolagao [5, pag. 57] que se g € L*(Q2) N L>(Q) entao

g € LP(Q)) para todo p > 2.

Temos ainda que
p|2
[atorar< [ q o= [ o |oi] @ <
Q Q Q
) O 1 s O ) e W
€ V(%) LQQ+ € n LQQ_E n 120 € nllLrPQ
P2 p |2
onde as desigualdades seguem de ¢, < ¢~, lema (1.1.1) e ’1&3 by = Jo ¥R | dz =
L
Jo 18] dz = ||} (q)- Como
[veh]., ., = [ Gen Vo = & IR
2@ Jo 2 4 )o "
decorre de (1.10), (1.1), das desigualdades acima e do lema (1.1.1) que
4(p— 1) p |2 _ B B
T/ ‘V(wﬁ) dz < 9]l oo Hwn\ip&)ﬁ/q Yh da + knP™! Ydr <
Q Q [¢p>n]
YPdx

_ 2 |2
loll ooy Nl ey |V, o+ Ac Nl +

[¥>n]

Para e > 0 suficientemente pequeno teremos

2
9y < O {0l Vit ANl & [ we}

onde C, ¢ uma constante que depende de p. Pela desigualdade de Young temos

Sors

—1 —1
191l Lo @) 10y < €l19ll7o() + Cellltnllio@)? = €llgllzeq) + Ce ll¥nlLoq) -

1 1
onde — + — = 1.

p
Deste modo

[vwh) ]wdx}

2
p p
ey < o {10y + Iy + [

9



Capitulo 1. Resultados preliminares

onde C, depende de p mas nao depende de k£ e n. Como

P w2 2" L 12
—[/ (¥i)* ] = w = /¢p2)2*p]”=lwnllpp2*
Q L= (Q)

Segue da desigualdade de Sobolev - Gagliardo - Nirenberg que

’ﬁ\w
w\’ﬁ

Joil.

p Ol
Il < |V 050)

L2(Q)

Logo,
Il < Co{ Wl + Wl + [ wre}.

Como v, — 1 quase sempre em (2 e 9, < 9,11 temos, pelo teorema da Convergéncia
Monétona, que ||1n|[7sq) — ¥ l7s ) Para todo p > 2. Assim, passando o limite quando

n — 00 obtemos

117 e < Co {llglney + 1620 } (1.12)

Lp*(Q)
Sabendo que g € LP(2), para todo p > 2, que ¢ € L*(Q) e fazendo iteragoes comegando

com p = 2 obtemos
2 2 2
1032 oy < Co {lgl3age + 1612200 } < 0.
Agora fazendo para p = 2* obtemos
2 2
160125 g < Co {7y + NN ) } < o0,

onde a ultima desigualdade segue do passo anterior. Continuando este processo e sabendo
(2)"
2

Falta mostrar que

2% =

que — 00, obtemos que ¥ € LP(Q2), para todo p > 2.

10200y < Co {lgll 2y + N9l ey }-

Segue da desigualdade de Interpolacao que

MM@=Af@M=Af@g(ﬁmﬂw 2 o 91

e assim pela desigualdade de Young para r = P 5 5 = g temos
p —
190120y < C®) {1y + 191l 20y } (1.13)

10



Capitulo 1. Resultados preliminares

Como para a,b > 0 vale (a + b)* < y(s)(a® +b°), com 0 < s < 00, ¥(s) constante real,
entao segue de (1.12) e (1.13) que

IWH’;%(Q) < Co{llgl o) + 19M172(0) + 191700 }- (1.14)

Além disso,
11220 < C il (1.15)

pois, sabemos que existe uma tnica ¢ € H} () que Satlsfaz (1.2). De fato
/ V| da + A/ Vide = / g Vidx + / gdr <
Q Q 0 Q

[ 190t da [ 6ot gl 1ol = (1.16)

A=\ [ P?de < H9HL2(Q) ’WHL?(Q) =

Q

(A=) /g)?/ﬂdx < O() lgllzam + e lllza@ = (1.17)

(A =x=9) [ vde <O lgling

|WHL2 < OHgHLQ(Q)a

onde (1.16) ocorre gragas ao lema (1.1.1) e a desigualdade de Holder, enquanto (1.17)
decorre da desigualdade de Young.

Para concluir utilizando (1.14) e (1.15) precisamos da seguinte afirmacao.

Afirmacao: (¢}, ) < C 19 [7z) +elldl .
2 2 2 2\ 2 p—2)
De . a2 <p<p— assimp=22+(1-Ap= e 1-NA= —(1-2) == .
e fato, seja Sp < pyy, assimp A ( )\)p2<i> A 2*( p) 2*( p )
Deste modo
22+(1-N)p—
[l = [ 7o = [ 0 2 < (118)
Q Q
([ 1o [ o |ant =
Q
([ 102 [ o |an @5 <
/W | dx) 2*+6(/ W% | de) s 5 = (1.19)
p
C(e) |l9]l7- +€||¢|| %@

11



Capitulo 1. Resultados preliminares

onde a desigualdade em (1.18) segue pela desigualdade de Holder e (1.19) decorre da
desigualdade de Young.
Portanto segue da afirmagao acima e de (1.14), (1.15) que para todo p > 2

)l e < Cola ){llgllr2@) + 9l 2o }-

12



Capitulo

Minimos locais nas topologias
Ccle H!

Sejam u € H}(Q) e € RY um dominio limitado com fronteira regular. Considere o

funcional

I(u):/%\Vu\de—/QF(a:,u)d:c (2.1)

em que F(z,u) fo x, s)ds satisfaz a condi¢ao de crescimento
|f(z,u)| < C(1+ |ulP) para todo = € Q, (2.2)

onde 1 <p< N+2 se N>3, 1<p<oose N=1ou?2e féuma funcao Carathéodory,
isto é, f é mensuravel em x € RY, para cada u fixado e continua em u € R.

Nos baseamos em [7] para garantir neste capitulo que um minimo do funcional I em
C' é também um minimo de I em H} (). E usaremos tal resultado para mostrar que uma
solucao encontrada via sub e supersolucao é também um minimo do funcional associado

ao problema na topologia de Hj(£2).

2.1 O Teorema de Brezis-Nirenberg

Teorema 2.1.1. Suponha que uy € H}(Q) é um minimo local de T na topologia C'(2),

isto €, existe algum niumero real v > 0 tal que

I(ug) < I(ug +v), para todo v € C;(Q), satisfazendo ||U||01(Q) <. (2.3)

13



Capitulo 2.  Minimos locais nas topologias
Cle H!

Entdo ug € um minimo local de I na topologia HJ(SY), isto €, existe eg > 0 tal que
I(ug) < I(ug +v), para todo v €& Hy(Q), satisfazendo ||UHH01(Q) < €. (2.4)

Demonstracao: A demonstragao serd dividida em trés etapas.
Primeira etapa
Afirmacgao: uy € C1*(Q), para todo 0 < o < 1.

De fato, lembramos que ug satisfaz

—Au = f(z,u) em Q
{ u = 0 sobre 0 (2:5)

N +2
= 2* — 1, usaremos o argumento de “boots-

N-—-2
9 . ~ N —|— 2
trap” para provar a regularidade da solucao e no caso p = N_2 = 2* — 1 usaremos um

no sentido fraco. No caso em que p <

resultado auxiliar, o Teorema de Brezis - Kato (1.1.1), pois o argumento de “bootstrap”

nao funciona. De fato, nesse caso segue que se uy € Hi () entdo pelo Teorema de Sobolev

. 2 2"

up € L* (), assim f € L» (), onde o = N1z Agora observe que
p 2 N+2 2 1
P _Z_2TS S __ ..
> N 2N N 2

* 1 2
Entao WZ%(Q) — L"(Q) com i % N de onde segue que t; = 2* e assim, obtém-se
1

novamente ug € L? (Q).
Vamos agora construir o argumento de “bootstrap” para o nosso problema, no caso
em que p < 2* — 1.
Se N =1ouN = 2 como uyg € H}Q) — L), para todo q € [2,00) e |ugl?
pertence a L9({2), para todo ¢ € [2,00) temos que f(z,uy) € L) e por (B.0.4)
u e W24(Q), 2 < g < oo. Pelo teorema (B.0.6 ) ugp € C1*(Q),0 < a < 1— % =1- 2,

q
para todo g > 2.

Se N>3, defina

2*

L

Por (2.2) temos que f(z,uy) € LP°(Q) e pelo teorema (B.0.4) u € WP (Q).

Do =

14
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— N
Se 2py > N, entdo uy € C%%(Q), com 0 = 1 — 2 e pelos mesmos argumentos usados
Po

no caso N = 1 temos que ug € CH%(Q), para todo 0 < a < 1.

Se 2py = N, como uy € L(Q2) para todo 1 < g < o0 e, segue de (2.2) que f(x,ug) €
L%(Q). Segue do teorema (B.0.4) que ug € W24(Q), para todo 1 < ¢ < co e pelo teorema
(B.0.6) u € CH*(Q), para todo 0 < o < 1.

1 1 2

Se 2py < N, como uy € W?P0(Q) — LP(Q) com 5 = -~y segue de (2.2) que
0 Po
f(x,up) € LP*, onde
t
D1 = - > Po-
p
Temos ainda que £, > 2%, pois
1 1 1 2 1
> <6 ——-—<=— & 2.6
0 to 2% Po N 2% ( )
1 2 N -2 2. 2N N +2
— 4+ —)2" —)— —_ . 2.
PGt er<(Gr ty)y 3 ¥P<y 3 (2.7)
Assim, existe j € R tal que | . .
n(———) > —. 2.8
PG~ ) > g (2.8)

N — N
Se p1 > 5 entdao uy € C%%(Q), com § =1 — o e assim, como no caso N = 1, segue
P1

que ug € C1*(Q), para todo 0 < a < 1.
N
Se p1 = ) tratamos da mesma forma que 2py = N.

N
Se p; < -+ temos W2PL(Q) — L"(Q) onde

1 1 2 1 1 1 2 D D 1 2 1 1 1 2
_:___:____|____:___*+___:p(___*)+___
i m N poopp pp N to 2 po N to 2 po N
. . . ti—1
Continuando este processo, depois de j etapas, teremos p; = — com p; > b 0 que nos
p

d4 como no caso N = 1 que ug € C*(Q), para todo 0 < a < 1. Caso contrério terfamos

15
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N :
p; < ?, € assim
1 11 12 R |
0<—= — — +——=<gp(—— =)+ — 2.9
tj Z Di  Pi- 1 po N <750 2*) to (29)
o que contraria (2.8). A ultima desigualdade da inequacdo acima segue de
J
1 1 1 1
— - < jp(- =5,
;(pi pifl) (to 2*)
. 1 1 2 . - .
visto que TN Passamos a demonstracao dessa desigualdade. Observe que
0 Po
N +2

po < p1 < ... < pj1 < pj pois py < pi, visto que % > tg se, e somente se, N 2 >
0 _
p. Usaremos o Principio de Inducao Finita para mostrarmos que p;—; < p;; para isso

suponhamos que p;_o < p;j_1. Assim,

1 1 P P 1 2 1 2 1 1
o= = =p— = ) =~ ) =p(— — ——) <0,
Pj  Pi-1 ti-n o Pj-1 Pj-2 Pj-1  Pj-2
portanto p;_; < p;. Por um lado temos
1 1 1 1 2 1— 2

Pi-1 Di  Pi-1 ticn picr pier N Di—1 N

i ) 1
onde a primeira igualdade segue de p; = “Lea segunda igualdade segue de =
p

i-1
1
— —. Por outro lado temos

Pi—1
1 1 1 P 1 1 2 1—p 2p
Po P1 Po to Do po N Do N
1 1 1 1 1 1
Como 0 < py < p;_1 segue que — — — < - —. Alémdisso———:£—£:
L . Pol 1 Pi1 . Di . ) p11 po to 2%
— - tant —— <SSV p(—— ) =jp(= — —
p(3 = 5)s portanto 3, l(pz o) S 2w p(y —5) = e — 5
, Lare N+2
Concluimos que ug € C+*(2), para todo 0 < a < 1sep < .
N 19 N —2
Trataremos agora o caso p = N—+2 Para tanto, escrevemos f(z,u) na seguinte
forma
f(,u0) = ala)uo + b(a) (2.10)
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em que
@, uo()) onde |up(z)| > 1
a(x) = uo ()
0 onde |up(z)| <1
e
0 onde |ug(x)| > 1

f(x,ug) onde |ug(z)| < 1.

1
Se |ug(z)] > 1 entdo |a(z)| < ‘m C(1+ |ug(2)|P) < 2C|ug(z)[P~t e se |ug(z)] < 1
0

entdo |a(x)| =0, para todo z. Portanto, |a(z)| < Ci|ug(x)[P~! para todo x em (2.

Além disso, como ug € H(Q2) € L* () e assim la(z)] 2 < (Chluo(z)[P1)2 = Cy Juel*
e portanto a € L= (Q). Além disso, segue de (2.2) que b € L>®(€). Aplicando o teorema
de Brezis-Kato (1.1.1) a

—Au = a(x)u + b(z),
ou equivalentemente a,
—Au — (a(x) + N)u+ Au = b(z)

temos que ug € L7(2), para todo 2 < ¢ < oo, onde A € R. Por (2.2) temos que
flz,ug) € LUQ), para todo 2 < g < oo. Do teorema (B.0.4) segue que uy €
W24(Q), para todo 2 < ¢ < oo e do teorema (B.0.6) temos uy € Ch*(Q) para
todo 0 < o < 1. Assim fica provada a afirmacao.

No que segue assumiremos, sem perda de generalidade, que uy = 0.

N+2
Segunda etapa: Demonstracao do teorema no caso subcritico, p < i + 5
Suponhamos que a conclusao (2.4) nao se verifique. Logo,
para todo € > 0 existe v, € B, tal que I(v.) < I(0), (2.11)

_ 1(O)-
onde B, = {u & H3(): [[ull g o < e}.
Provemos que I tem um minimo em B.. Para isso, verifiquemos que o funcional I
, . , . . 2 , ’
é fracamente semicontinuo inferiormente. Como [, [Vu|”dz é convexo e continuo, logo
fracamente semicontinuo inferiormente, basta provar que fQ F(z,u)dzx é fracamente semi-

continuo inferiormente. De fato, como f satisfaz (2.2) temos

P, )| = /Ouf(:c, 5)ds

< /Ou\f(:c,s)|ds < /OUC’(1+|5\”)d5 < Cful+ [P, (2.12)
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Se u,, — u em H}(€) queremos utilizar o teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue
para mostrar que
lim [ F(x,u,)dr = / F(z,u)dz.

n—=oo Jo )

De fato, como u € Hg(Q) e Hy(Q) — L4(Q) continuamente para 1 < g < 2% se
N>3el<g<oose N=1ouN =2 segue de (2.12) que F(z,u,) € L'(). Além
disso, seja (z,,) uma sequéncia em H{ () convergindo fracamante para u. Seja (u,,) uma
subsequéncia qualquer de (u,). De agora em diante tomaremos sucessivas subsequéncias
da subsequéncia (u,;) mas sempre usando o mesmo indice. Pela imersao compacta de
Sobolev H}(2) — L(Q) para1 < g < 2" se N >3el<q<o0,se N=1ou2. Deste
modo se u, — u em H}(S) temos Uy, — wem LI(€2), para 1 < ¢ < 2* e pelo teorema
(B.0.3) up, () — u(z) quase sempre em €.

Falta mostrar que existe uma funcao ¢(z) € L'(Q) tal que |F(z,u,)| < ¢(x), para
todo n € N. Basta mostrar que v?™ — ™ em L'(Q), e aplicar o teorema (B.0.3).
Temos que H}(Q) — LPT1(Q) compactamente, visto que p+1 < 2*. Assim, como u,, — u
em H}(Q) entao u, — u em LPT(Q) e dai, uP™ — vP™ em LY(Q).

Como B, ¢ fracamente compacta em H}(Q) e I é fracamente semicontinuo inferior-
mente segue que [ assume minimo em B,. Seja v, tal minimo.

Se provarmos que v. — 0 em C', obteremos uma contradigao entre (2.3) e (2.11).
Portanto a hip6tese de contradigao é falsa e a conclusao (2.4) se verifica neste caso.

Considere a correspondente equacao de Euler para v, envolvendo um multiplicador de

Lagrange p. < 0, visto que v, é ponto de minimo,
(00,8 gy = el €)
para todo & € H(S), isto é,
/Q(VUE-Vf — f(z,v)€)dx = ,uG/QVve.Vﬁdx.

Entao,
[ 0= u)vevede = [ soeds
Q Q

para todo £ € H} () isto é, v, é solugao fraca de
_(1 - Me)AUe = f(IL',’Ug). (213)
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Como g, <0 temos que (1 — ue) > 1, e assim obtemos
—Av. = Cf(z,v.), com 0 < C < 1.

Pelo argumento de “bootstrap” da primeira etapa obtém-se de ||v€||H3(Q) < Cque [|ve]| pra <

C, onde C é uma constante nao negativa e independente de e.

Afirmamos que
ve — 0 em C'(Q), quando € — 0. (2.14)

De fato, como [|ve||pia < C temos que [[ve]|qoa < C € [[VU|lpoa < C e assim,

Ve, < C. Logo temos pela Desigualdade do Valor Médio que
[ve(2) = ve(y)] < sup [Voe| o [z —y| < Clz -y

Assim v, satisfaz as hipdteses do teorema de Arzeld - Ascoli, logo v, — v uniformemente
em Qev € C(Q). Mas v, — 0 em H(Q) e daf v.(x) — 0 quase sempre em 2. Portanto
v=0.

Como |Vu(z) — Vo (y)| < C|x —y|*, para algum 0 < a < 1 entao Vu, satisfaz o
teorema de Arzeld - Ascoli, logo Vv, — w e w € C(Q). Entretanto Vv, — 0 em L?(Q),
assim Vu.(x) — 0 quase sempre em §2. Portanto w = 0.

Terceira etapa: Provaremos o teorema no caso critico, p = %

Como o argumento de “bootstrap” nao pode ser aplicado us_aremos mais uma vez o
Teorema de Brezis - Kato (1.1.1), juntamente com o fato de que HUeHHg(Q) — 0, quando
e — 0.

Suponhamos que (2.4) seja falsa, entdo novamente assumiremos que (2.11) é verda-
deira.

Para cada j, considere a funcao de truncamento

-] se r < —7,
T;(r) = r se —j <
7 se r > 7.
Sejam

fj(I,S) :f(vaj<S))7 Fj(x,u) = fj(xvs)ds
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Ij(u):/EIVu\zdx—/Fj(x,u)dx.
02 0

Como por hipétese f é continua em na varidvel s e temos que Tj(s) — s, quando j —
00, entao lim fi(z,s) = f(x,s). Assim, Fj(z,u(z)) = fou(x) fi(z,s)ds = fou(x) f(z,s)ds =
F(x,u(a:))], ;:} j > |u(x)|. Logo

/Fj(x,u(ac))dx :/ E,(m,u(x))dx+/ F(z,u(z))dx
Q {z:lu(a)|>7} {z:|u(z)|<j}
e como u € H}(Q) entdao med{z : |u(x)| > j} < ¢, para todo j > jy. Dali,
[ Beades [ )]+ 5 w@)r <
{z:lu(x)>5} {z:lu()>7}
pois Tj(u) € LI(2), 1 < ¢q < 2* e portanto [;(u) — I(u) quando j — oo.

E mais, para cada ¢ > 0 existe algum j = j(e) > 1 tal que I;(v.) < I(0) pois
I(ve) < 1(0) e L;(ve) — I(ve).

Como B, ¢ fracamente compacta e [ é fracamente continua, temos que min [ é

atingido em algum ponto de H} (). Seja w, tal ponto, entao
Lit(we) < Ije(ve) < 1(0).

Afirmacgao: w, € C}(Q) e w. — 0 em C*(Q), quando € — 0.

De fato, a equacao de Euler para w, é

—(1 = pe)Aw,e = fi(z,we). (2.15)
como em (2.13).
Note que
[f(z,u)] < C(1+ [ul”), (2.16)
pois | f(z,u)| = |fj(z, T;(u))| < C(1+ |Tj(u)|"). Assim temos trés possibilidades
TP = |- < WP se us—j
Ti(w)|” = [u” se |ul <j
Tw)l” = LIF < Juf se j<u

N +2
N -2

com p = e C' uma constante independente de j.
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Pela imersao continua H}(Q) — L?(Q) e w, — 0 em H}(Q) segue que w, —
0 em L* (). Mais ainda, pelo teorema (B.0.3) existe uma funcio fixa h de L* ()
tal que |w,| < h, para todo € > 0. Logo por (2.16) temos que

|fi(z, we)] < C(1+ |wel”)
o que implica por (2.10) que
fi(z,we) = C(1 + alw|)

onde a = hv2 € L= (Q), visto que h € L* (Q) e a e C independem de e.

Pelo argumento de “bootstrap” da primeira etapa, segue de (2.15) e (2.16) que w;
é limitada em C1*(Q) por uma constante que independe de e. Analogamente a (2.14)
mostramos que w, — 0 em C', visto que w. — 0 em Hg ().

Da afirmacgao acima segue que para € suficientemente pequeno
I{we) < Ij(ve) < 1(0),

o que contradiz (2.3).

2.2 Solucoes de equacoes elipticas via minimizacao

No proximo teorema encontraremos uma solu¢ao para o problema (2.5) via sub e super-
solucao. Tal resuldado ja é bem conhecido, o que inova o resultado ¢ o fato de tal solugao
ser minimo do funcional associado a (2.5) em H;(S2).

Para isto consideremos I dado por (2.1) em que f satisfaz
f(z,u)+ ku é ndo decrescente em u para quase todo x, para alguma constante k, (2.17)

Assumimos que temos uma sub e uma supersolugao u e w em C'({2), respectivamente,

no sentido das distribuigoes e que u nem @ ¢ solugao de (2.5).

Teorema 2.2.1. Nas condigoes acima existe uma solugdao ug de (2.5), u < ug < u, tal

que ug € um minimo local de I em HJ ().
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Para demonstrarmos o teorema precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja u € L} .(Q) e assumindo que, para algum k > 0, u satisfaz

loc
—Au+ku > 0 em (,
u > 0 sobre 092.

Entio u =0, ou existe € > 0 tal que u(z) > € dist(x,00).
Demonstracao do lema: Temos que a medida p definida por —Au+ ku, no sentido

das distribuigoes, é nao negativa em ). Podemos assumir u # 0.

Caso1l: pu=0.

Neste caso,
—Au+ku = 0 em Q,
u > 0 em(
e como k € C®(Q) e u € L},.(Q) temos que —ku € L}, Q. Pelo Teorema (B.0.16) temos
N
que u € LY () com ¢y = N 3 Entao —ku € L{.(2) e novamente pelo Teorema
N
(B.0.16) uw € L (Q com ¢ = N1 5 N > 4. Continuando este processo depois de n

p
etapas teremos —ku € L,

N
Q), p> 5 Assim pelo Teorema (B.0.16), u € C%*(2), 0 <

a < ﬂ Entao pelo Teorema (B.0.17) u € C*%(2). Fazendo iteracoes neste processo
conseguimos u € C*(Q2). Como u # 0, entdo u > ¢y > 0 em alguma bola fechada B
contida em €. Seja ; = {x € Q : dist(xz,00) > 1}, para j > 1 uma sequéncia de
subdominios de € com fronteira suave e (J§2; = Q.]Suponha que B C §;, para todo j.
Seja h; a solugao, no sentido das distribuié;ées, em (2, \ B) de
(=A+Fk)h; = 0 em (Q;\B),
hj = ¢y sobre 0B,
hj = 0 sobre 0€;.

De fato segue de (B.0.10) que h; € C*%(;) N C°(;°) e pelo Principio do Méximo
temos u > h; em (2, \ B). Novamente pelo Principio do Maximo temos que h;(z) é uma
sequéncia nao-decrescente e limitada superiormente por u(z), logo convergente. Seja h o
limite pontual de h; quando j — 400 .Fazendo j — 400 obtemos v > h em (2\ B) em

que h é solucao de
(=A+kh = 0 em (Q\B),
h = ¢y sobre 0B,
h = 0 sobre 0f2.
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Afirmagao : h(x) > e dist(z,0Q) em Q \ B, para algum € > 0.
De fato, seja = € 02 e Bs,(x) de tal forma que | J Bs,(z) recubra toda a fronteira de €.
€O

n

Como 0f2 é compacta temos que existe 1 < n < oo tal que U Bs, (x;) recobre a 092. Logo
i=1

existe 0 > 0 tal que

Ns = {z € Q: dist(z,00) < 6}

com N5 C U Bgl<xl)
i=1
Seja Qs = (Q\ B) \ N; assim h(x) > § > 0, onde 6, = min h(z) e se z € s entdo
Qs

d < |z —y| <d, para todo y € 92, onde d é o diametro de €. Deste modo,

h(x) dist(z, 02) > %)dist(x, 0Q), para todo x € Q. (2.18)

)
>
— dist(z, 092)
Vejamos o que acontece préximo a fronteira de €2. Pelo lema de Hopf temos que existe
oh oh

€o tal que —ey > 5(%)’ para todo zy € 052, onde —¢y = max %(x) e %(x) é a

derivada normal exterior de h no ponto x € 9S2. Definamos g(t) = h(x + t(xg — x)), 0 <

t < 1. Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

1
o)~ 90) = [ (0.
0
isto é,
1
h(zo) — h(x) = / Vh(x +t(ze — x))(z — x0)dt.
0
Como x( € 09, entdo h(zg) = 0 e obtemos

h(x)

|z — x| N

/1 B + o — ) E ) gy

| —z0|

Assim h(z) > %0 |z — xo| > %Odist(x, d9), para todo = € Bj, (7¢). Portanto

h(z) > %0 dist(z, 0Q2) para todo x € N5 C UB(si (x;). (2.19)
i=1

Portanto segue de (2.18) e de (2.19) que
h(z) > e dist(z, 02).
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A conclusao do lema no caso 1 segue de que u > ¢y > 0 na bola fechada B C Q e da
desigualdade u > h em (2 \ B).

Caso 2: u # 0.
Seja & € C§°(2) uma funcado corte, 0 < & <1, tal que, £u # 0. Seja v solucao de

(A +kv = &u em ()
v = 0 sobre 0f),.

como 1o caso 1 temos que v € C*°(£2) e como v se anula na fronteira de €2 entao v é suave
fora de um compacto contido em €2. Novamente segue do lema de Hopf como acima que
v(x) > € dist(x,0Q) em Q para algum € > 0.

Para concluirmos o teorema, basta mostrar que v > v em (). Para isso, dado qualquer

a > 0, vamos mostrar que @ = u + « > v em 2. Note que w® = u — v satisfaz
(—A+kw*=(1-&u+ka>0em (2.20)

pois, fazendo a diferenca entre (—A + k)v = &u e (A + k)u = p encontramos
(=A+k)(u—v) =(1—¢&)p. Somando-se ko em ambos os lados, encontramos a equagao

desejada. Além disso w® satisfaz
w*>0em N5 = {z € Q;dist(x,00Q) < ¢}, (2.21)

!
visto que v é continua numa vizinhanga de 02 e v = 0 sobre Jf2, portanto |v(z)| < 5 em
Njs, tomando-se 0 suficientemente pequeno (dependendo de «).

Seja (p;) uma sequéncia regularizante com supp p; C B(0, —) e considere w§ = p;*w®.
J

Sabemos que wf ¢ suave e
(AR @) = A+ [ pila =)ty
= /Q(—Az +k)pj(z — y)w®(y)dy.
Fazendo a mudanca de variaveis y = x + z obtemos
/Q(—A +R)pi(x —y)(y)dy = /B(I’l.)(—A +k)pi(z — y)w(y)dy

= [ AR+ )
B(O,%)
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1
visto que p;(z) # 0, seesése z € B(O,%), seesbése |z| < =, seesbése |r—y| <
J

- sees6sey € Blx, %), para x fixado. Assim
J

(A4 Rwt(@) = (“A+k) / i — )™ (y)dy

= (—A+k) /B(O , pi(—2)w(x + 2)dz

= / pi(—2)(=Ay + k)w*(x + 2)dz.
B(O,%)

Por outro lado, segue de (2.20) que
(—A; + k)w*(z + 2) > 0, para todo (z + z) € .

1
Se z € B(0, %), temos que (x + z) € €, se e somente se dist(z, Q) > —.
J

Portanto

(—A + k)ws > 0 sobre (2 — Nu1).

Sl

Deduzimos de (2.21) que
w;?‘ > () sobre Na-%

pois,

x =y — z, para algum y € N; e para todo z € B(0, ;) &

J

E em particular,

)

w}"ZOema(Q—

(S

2
desde que 6 > —. Passando o limite quando j — oo temos pelo teorema (B.0.2) que
w*>0em Q.
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Portanto, tomando o limite quando o — 0 em
u=u+a>v
obtemos u > v em ().
Assim
u(x) > € dist(z, 02) para algum € > 0,
o que conclui o caso 2 e a demonstragao do lema.
]

Demonstragao do teorema (2.2.1): Consideramos uma funcao auxiliar

N flzyu(z)) se s <u(x)
flz,s) = flz,s) se Mﬂéjémﬂ

flza(z)) se s>mu(x),

0

Vejamos que existe 1y um minimo de I na topologia de Hj(£2). Observe que se

s < u(x)

obtemos de (2.2) que
F9)| = £(@u@)] < OO+ u@)) < M, pois u € C@).

Se
u(z) < s <u(z)

temos
F(a.s)| = 1f(@,9)] < CO+|s) < CO+max (@), [alw)"}) < Ms, pois u,7 € C(@),
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s > u(x)
temos
. s)| = 1) < OO+ [a()I) < M.
Assim

‘f(:c,s)‘ <K

onde K = max{M;, M, Ms}. Deste modo,

IA

/Qf(x, u(z))dz

< /QK|u(x)]d3:

K/Q|u(x)|dx
K [[ul] o ) (med(€2))

< K|[[Vull gy -

IA

Portanto

- 1 ~ 1
I(u) = 5 IVl o) = [ Fla,u)de > 2 [ Vullzag = C |Vl g
2 () 0 2 ( (

logo I(u) é coercivo.

Mostremos que I (u) é fracamente semicontinuo inferiormente. De fato, sabemos que
1 Jo, IVu|*dz é convexo e continuo, logo ¢ fracamente semicontinuo inferiormente. Temos
ainda que

‘ﬁ(x,u(m))‘ < K |u()] (2.22)

assim se u, — u entao, pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/Q ]ﬁ(x,un)dx‘ = /Q ‘ﬁ(:v,u)‘dx.

De fato, como u € H}(2) e HY(Q) — LI(Q), 1 < ¢ < 2%, de (2.22) segue que

F(z,u,) € L1(). Além disso, como u,, — u em HJ () temos pelas imersoes compactas
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que u,; — uem L), 1 < g < 2*. Pelo teorema (B.0.3) uy, () — u(x) quase sempre

em () e existe p(r) € L'(Q) tal que

‘ﬁ(:v, Up,)

< ¢(x), para todo n.

Assim, pelo teorema (B.0.7) temos que o minimo ¢ atingido. Seja g este minimo em

H} (). Temos ainda que este satisfaz

—Au = f(z,uy) em €
u = 0 sobre 0f).
Por regularidade, uy € W*P(Q2), para todo 1 < p < oo.
Afirmacao: u < wuy <u

Provaremos a primeira desigualdade e a segunda segue de maneira analoga. Sabemos

que

—Au < f(z,u)
e

—Auy = J?(% o)
Assim,

—Au—uo) < f(z,u) — f(z,u0); (2.23)

em particular

A —up) <0

em A={z € O;uo(z) < u(x)}, pois F(z,5) = () se 5 < u(x).
Como u — uy < 0 sobre d.A, pelo Principio do Maximo temos que u — ug < 0 em A.
Segue que A = () e portanto u < uy em todo €.

Somando k(u — ug) em ambos os lados de (2.23) obtemos
—A(u —up) + k(u—up) <0 (2.24)

pois
—A(u —up) + k(u—uy) < flx,u)— flz, u) + k(u — up)
= (f(w,w) + k) + (f(x, uo) + kuo)
(f (@, ) + ku) + (f (2, uo) + Kuo) (2.25)
0 (2.26)

IN
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onde em (2.25) usamos o fato de que f(z,up) = f(x,ug) se u < up < U e em (2.26) usamos
o fato de u < ug em € e f + ku nao-decrescente. Segue do lema (2.2.1) que

i)u —up =0 ou

ii) existe algum € > 0 tal que u(x) — ug(x) < —e dist(x, 0N), para todo x € €.
Mas i) nao ocorre pois, caso contrario, teriamos que u é solugao.

Analogamente para @ teremos u(z) — ug(z) > € dist(z, 992), para todo = € .

Assim, existe algum € > 0 tal que
u(z) + e dist(z,09Q) < up(z) < u(x) — e dist(x, 09Q) (2.27)

para todo x € ).
Afirmacao: Se u € C3(Q) e |Ju — up||o1 < €0 < € entdo u(z) < u(z) < u(x) em Q.

_ 0 _
De fato, como u € C(2) e a—u €C(),1<i< N,entao ue sao uniformente
N

% €T
continuas. Logo, dado € > 0 existe ¢z > 0 tal que se |z — y| < J¢, entao

jule) — uy)| <@
) = ()| <

Considere Ny, = {z € Q;dist(x, 0) < d¢}.
Dado = € N;. tome x; € 09 tal que dist(z,0Q) = |x — 21| < dz. Pelo Teorema do

Valor Médio sabemos que existem &; € [x,x;1] e 7 € [z, x1] tais que

u() = u(zr) + Vu(&)(z — 1)

uo(z) = up(z1) + Vug(m)(z — x1).
Assim, considerando que u(z1) = ug(x1) = 0, visto que z; € 9Q, uy € Hi(Q) N

CHQ) eue CHQ),

u(x) = Vu(&)(z — 1)
= up(z) + [Vu(&1) — Vue(m)](z — 1)
= wo(x) + [Vu(&) — Vu(r) — Vue(m1) + Vu(m)](z — x1).
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Como &, 1 € [z, x1] temos [& — 7| < |x — 21| < J, logo

[Vu(&) = Vu(n)l(z — 21)] <€z —a].
Além disso, ||u — ugl/o1 < € implica
|Vu(r) — Vug(m)| | — 21| < €g |z — 1]
Portanto,
u(z)e dist(x, 00)—€|r — z1|—€o |z — 21| < u(x) < u(x)—e dist(x, 0Q)+€|x — x1]|+€ |v — 21] .
Como dist(x,0Q) = |z — 1| temos
u(x) —€lr — x|+ (e —e) |z — 21| < wulx) <u(z)+€|lr— x| — (6 — €) |x — x1] .

~ C ~ €—¢€
Como € ¢é arbitrario, basta tomar € = — Portanto

u(r) <u(r) <u()

para todo x € Ns..

Agora, se z € (2— Njs.) entao dist(z, 9Q2) > de e como |lu—upl|cr < €, segue de (2.27)
que
u(z)—eg+ede < u(x)+edist(z, 00) —ep < u(x) < eg+u(x)—edist(x, 092) < eg+u(x) —€de.
Portanto

u(z) <wu(r) <u(x), para todo z € (2 — Nj.)
desde que d; > —, e a afirmacao fica provada.
€’

Temos que F(x,u) — F(x,u) é uma funcao somente da variavel x, desde que u €

[u(x),u(z)], pois
(x,s ds—/ f(z,s)d
(z,s ds—l—/ f x,s ds—/ouf(x,s)ds—/uf(x,s)ds

/7
/7 *
/7
J e

F(z,u) — F(z,u) =

\ <

xuds—f—/ f(x, sds—/ouf(a;,s)ds—[f(x,s)ds

f(z,s)]ds.

\ <
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Assim, I(u) — I(u) é constante para |u — uo||.n < € visto que pela afirmacao anterior

I(u) —I(u) = /Q%|Vu|2d:c—/QF(a:,u)dx—/Q%|Vu|2d:c—/gﬁ(x,u)d:c

= /[ﬁ(x,u) — F(z,u)]dr = c.
Q
Por hipdtese ug ¢ um minimo global de I na topologia de H{ (), isto é,

I(up) < I(ug +u), para todo u € Hy(Q).

Se u € CH(Q) e |lu — ugl|n < €0 segue que

I(uwy) = c+ I(ug) < c+ I(ug +u) = I(up + u),

portanto ug é minimo local de I na topologia C*.
Pelo teorema (2.1.1) temos que 1y é também um minimo local de I na topologia Hj ().

Logo a prova do teorema (2.2.1) estd completa. "

Observagao 2.2.1. Vale ressaltar que em (2.24) precisamos do nao-decrescimento da

fungao f(x,u) + ku somente no intervalo [u(z),u(x)].
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Capitulo 3

Existéncia de solucoes

Neste capitulo fornecemos duas aplicagoes dos resultados do Capitulo 2. A primeira
delas é um resultado de Ambrosetti-Brezis-Cerami [4] bastante conhecido e ilustra uma
aplicacao do teorema (2.1.1) e a segunda, um resultado de Alama-Tarantello [2] e ilustra
uma aplicagao do teorema (2.2.1).

Os teoremas deste capitulo tratam de multiplas solucoes para problemas da forma
(2.5), onde a primeira é obtida via sub e supersolugdo e a segunda solucao segue do
Teorema do Passo da Montanha. Nos ateremos a ilustrar as aplicagoes do Capitulo 2, ou

seja, a encontar a primeira solucao do problema.

3.1 O caso critico

Considere o problema eliptico como em Ambrosetti-Brezis-Cerami [4]

—Au = MI+uwP e
u > 0 x €} (3.1)
u = 0 x € 0N)

onde Q é um dominio limitado em RY com fronteira suave, N > 1 e A é um parametro
real. Pela dependéncia de A\ nés iremos nos referir ao problema (3.1) como sendo (3.1),.

No que segue, chamaremos de solugao de (3.1), uma solugao classica u € C%(2) N C°(Q).

Teorema 3.1.1. Para todo 0 < ¢ <1 < p emiste A € R, A >0, tal que
(i) para todo A € (0, A) o problema (3.1)y tem uma solug¢do minimal uy tal que I\(uy) < 0.

Além disso uy € crescente com respeito a X;
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(ii) para X = A o problema (3.1)y tem ao menos uma solugdo fraca u € HE () N LPT(Q);
(11i) para todo A > A o problema (3.1), ndo admite solug¢ao.

Para demonstrarmos o teorema acima precisamos de alguns resultados que enunciamos

como lemas. Durante todo o capitulo A sera o seguinte conjunto
A =sup{A>0:(3.1)) tem uma solucao} .

Lema 3.1.1. 0 < A <

Demonstracao: Seja e a solucao de

—Ae =1 r e
e = 0 x€0f

(tal solugao existe pelo teorema (B.0.10)). Como 0 < g < 1 < p, existe \g > 0 tal que se
0 < A < A, entao existe M = M(\) > 0 satisfazendo
M =AM [|e]|70 ) + MP el (e, -
De fato, defina a funcao
A
W p—1
g(t) = )\tl_q + Bt

com A, B > 0, se mostrarmos que existe t; > 0 dependento de A tal que g(ty) < 1
entdo nosso problema estard resolvido pois fazendo A = |le||?. e B = |le||”, teremos

Mg(M) < M. Derivando g em relacdo a t encontramos

gdt) =g — 1)t + B(p — 1)t'2

A1 —q)
B(p—1)
g(to) < 1 desde que A < \g, para algum \g > encontrado.

fazendo ¢'(ty) = 0 encontramos ty = ( )ﬁ Mostremos que para este t, teremos

M1 —q) a2 AA(1 —q)

g(to) = MA( B0y —1) )os + B(m)i‘é -
=1 Al —q) a1 e A(l—q) 2

)\)\p*qA(m)pfq —+ )\pﬂzB(m)pﬂz =
-1 Al —¢q) et w1 A(l—q) et
A\p—q A(m)p—q + Ap—q B(m)p—q_
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Se A = 0 entao g(tg) ~ 0 < 1.. A fungao Me verifica
M =—A(Me) > \N(Me)? + (Me)?

Assim Me é uma supersolugao de (3.1),. Além disso, e¢; onde ¢; é a autofuncao associada

ao primeiro autovalor do operador —A satisfaz
)\16§b1 = —A(€¢1) S )\€q¢(f + Engﬁzl)

para € > 0 tal que
Met 9017 (z) < A

e todo A\, visto que
Me 101 (2) S A e igy
e assim
A€y < Aelop] 4 .
Como —A(Me) > 0 e ¢ é uma autofuncao do operador —A, segue do lema (A.3.1) que

existe € > tal que
€p1 < Me.

Segue do teorema (A.2.1) que (3.1), tem uma solugao u € H} () tal que
ep <u< Me

quando A < \g e portanto A > ).
Seja A tal que
A9 412 >\t (3.2)
para todot € R et > 0. Tal )\ existe, pois

1
- Mt=t{t"' = A) >0\ >0t> A\
1
e assim para t > A\J”' temos que (3.2) acontece. Vejamos o que acontece para 0 < t <
1

APt Como

Mt —t7 < Mt < Alttq_ i % = Ao
< A()FD)
p—4q
= (\)P 1
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entdo para A > (A\;)r1 temos que (3.2) ocorre.
Se A é tal que (3.1), tem uma solugdo u, multiplicando (3.1), por ¢; e integrando

teremos

/—Aud)lda:’:/)\u%ldx—l—/up(bldx &
Q Q Q
/Alugbldx:/Auq¢1dx+/up¢1dx.

Q Q Q

Por (3.2) segue que A\jug; < (Au? + uP)¢; e assim temos

A / ulprdr + / uPprdr < X / ulprdr + / uPprde.
Q Q Q Q

Logo A < X o que implica em A < . [
Lema 3.1.2. Para todo 0 < A < A o problema (3.1)x tem uma solugao.

Demonstragao: Dado A < A segue da definicao de A que existe u,, solucao de (3.1),

com A < pu <A

—Au = pui4+uP x e
u > 0 x €
u = 0 x € 0.

Temos que u, ¢ uma supersolugao de (3.1), pois,
_ — 0 P q P
Au,, = py, + u, > )\uu + uy,.

Como vimos no lema anterior e¢; é uma subsolugao de (3.1), e segue do lema (A.3.1) que
€1 < u, para € > 0 suficientemente pequeno. Pelo teorema (A.2.1) temos que (3.1), tem

uma solugao. [

Lema 3.1.3. Assuma que f(t) é uma funcgao continua tal que t='f(t) é decrescente para

t > 0. Seja v e w satisfazendo

—Av < f(v) ze€Q
v >0  2€Q (3.3)
v =0 x € 0S)
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—Aw > f(w) ze€Q
w > 0 z €Q (3.4)
w = 0 x € S

Entao w > v em €.

Demonstragao: Segue de (3.3) e (3.4) que

—vAw > v f(w)

wAv > —wf(v)

ja que w,v > 0 em §2. Assim

—vAw +wAv > vf(w) —wf(v)

= vw(% - @) (3.5)

Seja # uma fungao nao decrescente tal que 8(0) =0, 6(t) = 1 para todot > 1 e 6(t) =
0 para t < 0. Por exemplo,

expm, O0<t<l

0(t) = 0, t<0
1, t>1.
Seja .

tal que 0.(t) > 0 para todo t € R. Multiplicando (3.5) por 6.(v —w) e integrando obtemos

/Q —vAw + wAl6, (v — w)dz > / ool(X) — IOy 0 —wyar. (3.6)

Q w v
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Por outro lado,

/Q[—vAwHE(v

/[—vAw + wAv)l (v —w)dx =

—w) + wAvl (v —w)|dxr =

/[vaVQe(v —w) —wVoVl.(v —w)|de =
Q

/Q[vaG;(v —w)(Vv — Vw) — wVvGé(v —w)(Vv = Vw)lde =

‘vawd@

/ Vb, (v — w)(Vo — Vw)dz — / vVl (v —
0

—w)(Vv — Vw) —wVol.(v

—w)(Vo — Vw)ldz +

w)(Vv —Vuw)dr =

/ vh. (v — w) (Vo — Vu)(Vw — Vv)dz + / (v —w)b. (v — w)Vo(Vo — Vw)ds =
Q Q
- / vh. (v — w) (Vo — Vw)?dz + /(U —w)b. (v — w)Vu(Vo — Vw)dr <
Q Q
/(v —w)b.(v —w)Vo(Vv — Vw)dz =
Q
/VUV[”}/E(U — /Avfye v —
Q
onde 7, (t) = f; s0.(s)ds.
Desde que
0 <~.(t) <e, paratodot e R
obtemos

lA[vAw+wA]( ~ w)dz

/Avye v —

/Q )0 — w)da
E/Qf(v)d:v

onde f(v(x)) < M para todo z € Q. Deste modo

/Q[—vAw + wA]b(v
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e segue de (3.6) que

/va[(M - M)]96(1) —w)dx < Me.

w (%

vV —w

Observemos que se € — 0 entao 0.(v — w) = 6( ) — 1, quando v > w entdo pelo
€

lema de Fatou

[t = 850 [t 2 - Ly .0~ w)as
Q Q
Mas

M < M para v > w

pois t~1 f(t) é decrescente. Assim

/[> ]vw[(M - M)]dac >0

w v o
logo [v > w] = 0 e portanto w > v. n
Lema 3.1.4. Para todo 0 < A < A o problema (3.1)) tem uma solu¢ao minimal wy.

Demonstracao: Seja vy a Unica solugao positiva de

—Av = ! z € Q)
v = 0 x € 0N

dada pelo teorema (A.1.1)
Pelo lema (3.1.2) vimos que (3.1), tem uma solucdo para todo 0 < A < A. Seja u > 0

uma destas solugoes, isto é, u satisfaz
—Au = u? +uP > \uf
e pelo lema (3.1.3) com w = u temos que
vy < uem €.

Assim u é uma supersolucao de (3.1),. Pelo teorema (A.2.1) existe u, solu¢do minimal

de (3.1), tal que vy < uy < u para todo x € Q.
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Lema 3.1.5. Seja u < respectivamente subsolugdo e supersolugao de (3.1)y, e suponha
que u nao € uma solucao. Seja u uma solucao minimal tal que v < u < u. FEntdo

vy = M[—A —a(x)] > 0, onde a = a(x) = Aqui™ + puP~' e \[-A — a(x)] denota o

primeiro autovalor de —A — a(x) com condigdo de Dirichelet na fronteira de €.

Observacgao: Vamos verificar que podemos considerar o problema de autovalor

—A¢ — a(x)¢ = Mo, z€Q (3 7)

o = 0, x € 01, '
onde a(x) = Aqu?~'(z) + puP~!(z) e u é a solugao minimal encontrada no lema (3.1.4)
mesmo no caso em que a(x) se torna ilimitada nas proximidades da fronteira de 2. Fare-
mos a demonstra¢ao como em [17].

Inicialmente vejamos que
Jo(IV9]* — a(x)¢?)dx
Jq *dx

é limitado inferiormente.
De fato,

q—1 ;2 _ q l q ?
Jurtots = [ worods < el IS Llol:

onde d(x) = dist (z,09) e u(x) > Cé(z) pelo lema (2.2.1).
Pela desigualdade de Hardy

1120 < CIV@l2@ = O], para todo ¢ € HY(®),
onde || - || é a norma de Poincaré, assim
[ wri6tds < COlul P10l e 35

Temos ainda que
/Q 62w < (a2 I912aqe. (3.9)
Segue de (3.8) e (3.9) que

V0P = atw)as WP = 2aCCallulm 0116120 — plullo 101,

[, 0*da = 1611720
o]° 9] .
= 05— = AMCCo|ulll2 g s — — pllullfecg = C.
11320 P62, @
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Como a fungao g(t) = t* — Ct — C é limitada inferiormente entdo existe v; tal que

V|?dx — )p2d
v; = inf fQ| ol de fQ z)¢ x.
peHL () fQ P*dx

$#0

:/Q|ng5|2dx—/ga(x)gz52dx

é semicontinua inferiormente na topologia de H} ().
De fato, seja (¢, ) uma sequéncia em H tal que ¢, — ¢ em H. Como H}(Q) — L*(Q)

compactamente ¢,, — ¢ em L?({2) e assim

Agora iremos mostrar que

| a6 = 0ol < o |56 = S10) = 0
e
|/up @} — ¢”)da] < ullfglén — b2y — 0.
Assim,

/a¢idw—>/a¢2daz‘
Q Q

e como ||¢[|? é convexa e continua, logo semicontinua inferiormente na norma de Hg ().
Portanto ¢ é semicontinua inferiormente na topologia de H(f2).

Assim, podemos demonstrar como em [[14], secdo 8.12] que o infimo na defini¢ao de
v; acima é atingido em alguma autofungao positiva de (3.7)

Demonstragdo do lema (3.1.5): Suponhamos, por contradicdo, que v; < 0 e seja ¢

a autofuncao do problema

{—Aq_b—aa = 1o =z (3.10)

¢ =0 x € 0f).

Afirmagdo: u — a¢ é uma supersolucio de (3.1)y para o > 0 suficientemente pequeno.
De fato,

~Au—ag) = Au—ag)+ (u—ag)’] =

Mt 4 uP — avi¢p — a(Aqut™t + puP o — Mu — ad)? — (u — ap)? > (3.11)
uP — v — apu’ 1o — (u — ad)? =
—avip+o(ap) > 0
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para o > 0 pequeno. A tltima desigualdade ocorre, pois a > 0, v1 < 0, ¢ > 0. A

desigualdade em (3.11) acontece devido a fungao t — t7 ser concava dai
(u — ap)? < u! —aqui™'¢

pois, se f é uma fungao concava entao f(u +v) < f(u) + f'(u).v.
Como consequéncia u — ap é uma supersolucio de (3.1). Como u nao é uma solugao
entao pelo Principio do Maximo v > u e tomando « suficientemente pequeno teremos

u — ap > u. De fato, de (3.10) segue que
—~A(=0¢) = a(=¢) = vi(=¢) > 0 em Q.
Além disso,
A —u) < AMw)?+ (w)f — Mu? +uP <0 em Q.
Logo pelo lema (A.3.1) existe o pequeno o suficiente para satisfazer u — u > ag, isto é,

u—a$>u

Portanto (3.1), tem uma solucdo % com u < % < u — a¢, contrariando o fato de que

u é uma solugao minimal. [

Observacao 3.1.1. Segue do lema (3.1.5) que
[ (196 — axyae >0 (3.12)
Q

para todo ¢ € H}(Q), onde ay = )\qu‘i_l + pu§_1

Agora estamos em condigao de demonstrar o teorema (3.1.1).
Demonstracao do teorema (3.1.1)
Passo 1: Seja uy solugdo minimal de (3.1), dada pelo lema (3.1.4). Sabemos que o

funcional associado a (3.1), ¢ dado por

1 2 +1 1 +1
B) = 5 lnl? = 2 sl ey = 5 Il
onde || - || é a norma de Poincaré.

Como uy € solugao de (3.1), temos
2 1 1
Fuall? = A laall g5t + a2 (3.13)
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Segue de (3.12) para ¢ = uy que

HU)\H - )\q ||U)\||%—;11 —p Hu/\”Lerl(Q) > 0. (314)
Assim temos
Iy(uy) <0
pois,
1 A 1 1 )
]A(U)\) = - ” AH - q+1 H >\||qu+1 - m HU/)\HIZ:JA(Q) = (3.15)
1 1 1 1 1 )
MG = D Il + G = o) ol < (3.16)
11 11 ANl—g)
P q+1 - q+1 o
)\(2 q+1)H )\HLcHl Q)+(2 p—|—1> p_ H /\HLq+1(Q)
q—1 (¢—1) 1
)\< || >\||%—5+1(Q) (317)

2(¢+1) 2(p+1)

onde a igualdade em (3.15) segue de (3.13) substuida na expressao de I. A desigualdade
em (3.16) segue de (3.13) e (3.14) pois

Muallfoigy + lualfmi gy = Al i —pluallfiig 20

Al — Q) lullFiiiy = = D) luallfrig 2 0

A1l —q) 1
1) [[ual (f;ﬂ > Jlull7s Lp+1(g)

-1
> a—- .
+1 qg+1

Falta mostrar que u, é crescente com respeito a A\. Para isso consideremos

e a desigualdade em (3.17) decorre do fato que 0 < ¢ < 1 < p implica q-

0<A<k<A,

e uy solucao de

—Au = kuwi+uP zx€N
u > 0 z €N (3.18)
u = 0 x € 0.

Tal solucao existe gragas ao lema (3.1.4). Assim
—Auy, = kui +uj > i +uf,
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isto é, uy, é uma supersolugao para (3.1),.
Segue do lema (A.3.1) que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que ep; < uy e

pelo teorema (A.2.1) existe uma solucao v tal que
epr < v < Uy
Como uy é solucao minimal temos uy < v < uy e assim
—A(ug —uy) >0

com

(up — uy)(xo) = 0, para todo zy € 0.

A desigualdade estrita uy < uy decorre do Principio do Méaximo, visto que uy nao é iden-

ticamente igual a wuy.

Passo 2: Seja {\,} uma sequéncia tal que A\, T A. Como as solugoes u,, = uy,

satisfazem I, (u,) < 0, entdo existe uma constante C' > 0 independente de n tal que

HvunHL2 <Ce ||Un|};j1 Q) <C.

De fato, segue da imersao de LPT1(Q)) em LI (Q) que

lunll ety < Cllunl ooy

e assim,
1 2 q+1 p+1
0> D (un) = Flluall” = —= lluallpari@) = —— llunllzpeio)
1 1 1 >\ 1 ]- 1
= (A Hunllﬂﬂ + [[unll e ) [unll ot ) = = llunllfiisq)
+1
1 . 1 .
= >\(§ - q+—1) [ (5 ) [t o1 (0
1 1 1 1
> C)‘(§ - q+—1) “ anLJ;H (5 - —) H nH}ZJ;ﬂ(Q
1 +1 1 +1
= AC(§ - q+—1) [ = (5 - —) [ =
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1 1
Como 2 pr1 >0,ep+1>qg+1>1, temos que existe uma constante C; > 0 tal que
p

w71 ) < Cr

Temos ainda que

IVunlzay = AMuallfei) + lunllfri g
< OMunllfotioy + | n\lﬁﬁl
< CA ||UanLJ;J1r1(Q + ”unHiﬂl
< (s

e, tomando C' = max {Cy, Cy} temos que C' > 0 e satisfaz
IVl < C e unllfhy oy < C
Como {u,} é limitada em H}(Q) existe u € HJ(2) tal que, a menos de subsequéncia,
u, — u em Hg(Q).
Segue do teorema (B.0.1) que

u, — uem L°(Q), 1 <s <27

e pelo teorema (B.0.3)
(&) = (@), gtp em O

e ainda, existe h € L*, 1 < s < 2%, tal que
[un(2)] < h(), qtp em Q.

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

An/g]u?l¢dx—>A/uq¢dm, ¢ € HL()

Q

/uﬁgzﬁdx —>/upgbdx, ¢ € Hy(9).
Q Q

Portanto segue de u,, ser solucao de (3.1),, que

/VunV(bdm:)\n/ungdx—i—/uﬁgzﬁdx,
Q Q Q
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e tomando o limite quando n — oo obtemos

/ VuVodr = A/ ulopdr + / uPodr,
Q Q Q
ou seja, u € HY () N LPT(Q) é solugao de (3.1), no sentido fraco, para A = A.

Passo 3: Suponha por absurdo que existe A\c > A tal que (3.1),. tem solugdo, mas

isto contradiz a definicao de A. Logo nao existe tal A¢c.

A partir de agora assumiremos

0<g<l1l< <N+2
1 P=N—vo
Sejam
As?+sP, s>0
fA(S)_{ 0, s<0
(&

Fx(u)= [ fa(s)ds.

Consideremos o funcional
Lo
I(w) = 5llulP = | Fy(wds.
Q
No préximo resultado usaremos um argumento semelhante ao do teorema (2.2.1) para

chegarmos ao resultado desejado.

Teorema 3.1.2. Para todo A € (0,A) o problema (3.1), tem uma solu¢io u a qual é um

minimo local de Iy na topologia H*.

Observacao 3.1.2. Utilizando-se essa primeira solugcao, que € um minimo local do fun-
cional I no espago HL(Q), entdo € possivel encontrar uma sequnda solu¢ao via Teorema
do Passo da Montanha.

Demonstragdao do Teorema (3.1.2): Fixemos \; < A < Ay < A e consideremos
as solugdes minimais u; 1= uy, € uy := uy, dos problemas (3.1), e (3.1),,, respectiva-
mente, encontradas no teorema (??7). Assim, u; < usy e uy, us sdo, respectivamente, sub e
super-solucao de (3.1),. Além disso,

—Aug —uy) = —Aug + Auy = Agud +ub — Mud —uff
A (ud —uf) + (uf —ul) >0, SR
0,

v Il

x € 0f)

Ug — U1
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e pelo Principio do Méximo (ug — u1) > 0 em 2 e assim u; < ug, pois u; Z ug, visto que

A1 < Ag. Temos ainda pelo lema de Hopf que

0
ov

em que v é o vetor normal unitario exterior em 0f2.

—(ug — up)(zo) <0, xy € 0N,

Agora refazemos um argumento semelhante ao do teorema (2.2.1). Para isso considere

uma funcao auxiliar

N fx(ul( ) se s<u
Iz, s) = fH(s) se up < s < uy
fluz(x))  se s> us,

F\(z,s) = /Ouf,\(w, s)ds

~ 1 ~
I(u) = 5 fJul —/QFA(x,u)dm.

Afirmacdo : I, (u) é coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente.
Para isso observemos que fy(,s) é limitada. De fato,
i) s < ui(z) e u; € CON)

Fate)| = M) + (o)) < A fuh(e)| + )] < M,
Tomando M = min{M;, My, M3} teremos

N(:E,s)‘ds < M |ul.

B9 = | [ Fw,s)ds| <

0
Logo
/Emwme/MMMMSMMM@mﬂWSMM-
Q 9]
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Capitulo 3. Existéncia de solucoes

Além disso, como

R = gl = [ Fu)ds

Lo
> — - C
> full® = C ul

temos que se ||u|| — +o0o entao Iy(u) — +o0, isto é, I\(u) é coercivo.
2 . L
O termo B ||u||” é convexo e continuo, logo fracamente semicontinuo inferiormente.

Resta-nos provar que o termo fQ F \(z,u)dz é fracamente semicontinuo inferiormente.
Para isso considere uma sequéncia {u,} que converge fraco para u em H}(f2) e pela
imersao compacta Hj(2) < L*(Q) temos que u,, — u em L*(Q) e pelo teorema (B.0.3)
existe uma fungiao ¢(z) € L'(Q) tal que ’ﬁ(m,un)‘ < ¢(z), para todo n. Assim, pelo

teorema da Convergéncia Dominada
/ Ey(z, up)dz — / Fy(z,u)dz, n— oo
Q Q

isto é, F)\ é fracamente continua, logo fracamente semicontinuo inferiormente.
Portanto pelo teorema (B.0.7) concluimos que exite ug € Hj(2) que minimiza I,. E

assim, ug € solucao de

{—Au = f(z,u) emQ
0

u = sobre 0f).
Afirmacao :
up < ug < upy em §2
g(uo —uy) <0 sobre 02
E(uo —ug) >0 sobre 0f.
De fato,

(3.19)

“Aug —u1) = —Aug+ Auy = filz,uo) — filz, ) >0 z€Q
Uy — U7 =0 r € 0f)

e pelo Principio do Méximo ug —uq > 0 em €2, isto é, ug > u; em £, pois se u; = ug entao

A1 = A o que é um absurdo. E mais, pelo lema de Hopf temos

0
%(uo —uq)(zp) < 0, para todo zy € OS2
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Analogamente, temos que se uy < us entao

(%(uo — uy)(xo) > 0, para todo zy € 0.

Considere v € C¢(€2) tal que

v — uo”Cl(Q) <e

com ¢ suficientemente pequeno. Segue da afirmacao da pédgina 28 que uy(x) < v(z) <
us () para todo x € Q.

Além disso, I(v) — I,(v) é uma constante para [|v — ol g1y < € pois

- 1 ~ 1
I(ug) — In(ug) = 3 ||u0||2 — / F\(x,up)dx — 3 ||u0||2 + / F\(x,up)dx =
Q Q

/FA(x,uo)d:c—/ﬁA(x,uo)dx—
0 Q

/Q (Fx (2, u0) — Fi(z, ug))de
e F\(x,u) — Fi(2,u0) ¢ uma funcdo somente da varidvel z se u € [uy(z), us(x)]. Como
Li(uo) < I(ug + v), para todo v € C3(Q),
temos que se v € Cj(2), ellug — vl o < € entao
I(ug) = C + Iy(ug) < C' + Iy(ug +v) = Ii(up +v).

Portanto 4y ¢ um minimo local para I na topologia C' e pelo teorema (2.1.1) ug é um

minimo local de Iy na topologia H}(£2). n

Para A € (0,A) fixado, vamos olhar para uma segunda solugao de (3.1), na forma
u = up + v, onde uy denota a solugao encontrada no lema (3.1.2) e v > 0. Assim, se u for

solugao de (3.1), entdo

—Av=—=A(v+ug —ug) = —A(ug + v) + Aug
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logo
—Av = ANug +v)7 + (ug + v)P — uf — Aug. (3.20)
Defina
B  Mug+8)T+ (ug+ )P —uf —Aug  s>0
g(x,s)—gA(m,s)—{ 0 s<0
e

G(v) = Gy(v) = / g(x, s)ds.
0
O problema (3.20) tem o seguinte funcional associado

1
I0) = @) =5 ol = [ Gl
Q
Se v € H}(R2), v # 0 é um ponto critico de J, entao v é solugao fraca de (3.20) e por
um argumento de “bootstrap” conseguimos v € C'(2). Assim, pelo teorema de Schauder

v € C?(9), isto é, v é uma solugao cléssica do problema (3.20). E como

-Av = g(xz,v) >0, x€Q
v = 0, x € 0f)

temos pelo Principio do Médximo que v > 0 em 2. Assim u = wuy + v é solucao de (3.1),

com u # uy.
Lema 3.1.6. v = 0 é um minimo local de J na topologia de Hj ().

Demonstragao: Pelo teorema (2.1.1) basta provar que v = 0 é um minimo de J na

topologia C*.

Seja vt a parte positiva de v, (v =0T —v7). Assim

vt

Glo") — Flug+ v*) = / oz, 5)ds — /0 T (e s)ds =

0
vt

u0+v+
A(tto + 5)7 + (g + 5)7 — ) — Mullds — / As? + 5P)ds —
0

J

A
ug + v 1) — Audot + ug + v )P — byt — Sl
T L e L
1 A
— b — (g + o) — —— (g + 0P =
p+1° q+1<O ) p+1(0 )
At - Lul(’)ﬂrl —Audvt —ubv™,

g1 p+d
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entao

1 1
J(U> = 5 HUH2 - fﬂ G(U)dx = 5 HU+ o U_HQ - f[v(m)EO] G(U)d:t o f[v(m)<O] G(U>dx

= —||v+|| +3 || I = Sz G0)dx

= || P+ 5 IIU I* = Jo G

= _||U+|| + = ||v 12— [, F(ug +v+)dw

bl 2t b 4 it + oo
qg+1 pr1

1 SR ST
= St oI = fy Pl +v*)de

+ fQ F(ug)dx + fQ[Aug + ubldx.

Por outro lado,
1
I(ug + o) = 3 Huo + v+||2 — / F(ug+v*)de =
Q

1 1
—/ |Vu0|2dx—|—/Vrov+dm—l——/ ‘VU+‘2d$—/F(UQ+U+)d$.
2 Ja 0 2 Ja 0

E como ug é solucao de (3.1),\ entao

I(ug + ") = HuoH —|——HU+H —|—/ /\u0+u0]da:—/F(uo+v+)dx.
Q
Portanto
J(v) —1Hv+||2+1||vH2—/F(u0+v+)dx+/F(uo)d:c+/[)\ug+u8]dx—
2 2 Q Q Q

3 11+ T+ %) = 5 ool + | Fluoe =
S+ )~ T
Segue do lema (3.1.2) que
I(ug +v*) — I(ug) >0
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para [[v7|[p1 gy < € e assim
1, _
J@) 2 5|l >0,

desde que [[v" || o1 ) <€
Logo v = 0 é um minimo para .J na topologia C*. [
Resumindo v = 0 é m’inimo local de J em H(€2) logo ug ¢é local de I em Hj(€2). Uma
segunda solug¢ao pode entao ser encontrada por meio do Teorema do Passo da Montanha
[13].

3.2 O caso subcritico

Nesta segao, baseados no trabalho de Alama-Tarantello [2] procuramos solugdes para o

problema

—Au—AIu = W(x)f(u) em
u = 0 em Of) (3.21)
u > 0 em ().

onde © é um aberto limitado de RY com fronteira suave, N > 3, W € C(Q) é uma

funcao que muda de sinal em €2, e f é uma funcao nao-linear superquadratica em zero e

no infinito. Pela dependéncia de A nos referiremos ao problema (3.21) como sendo (3.21),.
Vamos assumir as seguintes hipoteses:

(i) Existem constantes , C' > 0 e ¢ > 2 tais que
0< flu) <Cu?!

para todo 0 < u < n.
(ii) Existem constantes A, B > 0 tais que |f'(u)| < Alu[P~2 + B para 2 < p < 2*.

No artigo [2] os autores encontram a primeira solugao para o problema (3.21), usando
outros argumentos, mas em uma nota (Note pag 458, [2]) eles comentam da possibilidade
de se fazer uso do teorema (2.2.1) para encontrarmos a primeira solu¢ao positiva. Como
nosso objetivo é aplicar os teoremas do Capitulo 2 fizemos alguns ajustes e o utilizamos.

Durante todo a se¢do ¢; denotard a primeira autofunciao do operador —A em H}(Q)
bem como A; o primeiro autovalor associado. Pela dependéncia de A nds iremos nos referir

ao problema (3.21) como sendo (3.21),.
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Definicao 3.2.1. Definamos A por
A =sup{\ > \; : (3.21),\ tem uma solugao positiva} .

Teorema 3.2.1. Seja A dado pela definicio (5.2.1). Suponhamos que f € C'(R) e
satisfaca as hipdteses (i), (ii), e mais

(111) eziste 2 < q < 2* tal que

)

lim == = a > 0. (3.22)

Suponhamos ainda que
(w) existe 2 < q < 2% tal que [, W (x)p{dz < 0.

Entao:
(a) Para cada \ € (A, ), o problema (3.21)y possui uma solu¢ao a qual € um minimo do
funcional I em H}(Q) e mais, se satisfizer as hipdteses que garantam (PS) entdo temos
uma sequnda solu¢ao positiva.

(b) Para A > A o problema (3.21)\ ndo admite solugdo positiva.

Para demonstrarmos o teorema acima precisamos enunciar e demonstrar alguns le-

mas.Onde o primeiro deles nos d4 uma subsolucao para o problema (3.21),.

Lema 3.2.1. Suponhamos (i). Entdo para cada t satisfazendo

1

1 A=A =
0<t<— ( ! qz) (3.23)
C AWl el

a fung¢ao uw = téy € uma subsolugdao de (3.21),.

Demonstragao: Sejat > 0, ¢ € C5°(Q2) com ¢(x) > 0. Segue de (3.21),) que
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fronteira 0€2* regular e Q™

do laplaciano no problema de Dirichlet sobre *.

/qulng da:—At/qblgb d:z:—/W f(tdn)p dx
—(A= M)t /¢1¢dx—/W f(te1)o du
/W f(tp1)o dz — (A — M)t /¢1¢dzp
W~ de — (A=) d
W, [ Steo0s de— 3=t [ ro e
Wl ¢ g de — (A= \ d
[ lﬁ%> ¢ da — ( 1ﬁé¢@ r
[C}|W—}|ootq—2||¢1||goz—(A—Al)]t/ms dzx

Q

A=\
cllw- q-2 ! — A=)t d
97 011 <0||W—||oo||¢1uz.:2> ( ”] e

KA—m»—M—AMtA¢mdx

Portanto, t¢; é uma subsolucao de (3.21), se assumirmos (3.23).

IN

IN

IN

IA

Agora podemos verificar que para A muito grande o problema (3.21), nao tem solugao

positiva.

Lema 3.2.2. Eziste A > \; tal que (3.21)\ nao admite solug¢ao positiva para qualquer
A<

Demonstracdo: Tomemos A = \;(£2*) onde Q* C 2\ Q= é um conjunto aberto com

integrando encontramos

— | Augidz — A /Q ugjdr = /Q W (x)f(u)pide,

Q*

e usando a segunda identidade de Green obtemos

0P} -
/m*u ¢1dx—()\—)\)/*u¢’{dx—/m W (z)f(u)pide = 0.

v
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091

Como ¢} > 0 temos B

< 0 sobre 092* logo

8 *
/ U i dx < 0,
89* 14

e mais, [,. W*(z)f(u)¢idz > 0. Portanto (3.24) ndo se verifica para A > A. ]

Lema 3.2.3. Suponha que f € C'(R) e ainda suponhamos que valem (iii) e (iv). Entao
A > )\1.

Demonstragdo: Usaremos teoria da bifurcagdo para mostrarmos que (3.21) admite
solugoes positivas para A > \; préximo a A;. Para isso definimos F : Cg’ A (Q) xR —
C% B(Q) por F(u,\) = —A = u—W(z)f(u). Segue de (3.22) que f(0) = 0e F(0,\) =0
para todo A, e mais, segue de (i) que f'(0) = 0. Assim F,(0, \;)v = —Av — A\jw.

Logo,

N(Fu(0,A1)) = (¢1),

codimR(F,(0,\)) =1

Fru(0,A1)p1 = =1 & R(Fu(0, A1)

Segue do teorema (B.0.13) que (0, A;) é um ponto de bifurcagao para F.
Fazendo a decomposicao

CoP () = () @V,

onde V = (¢;)* obteremos pelo teorema (B.0.14) uma vizinhanca U de (0,)\;) em
C2P(Q) xR, e funcdes continuas ¢ : (—a,a) — R, ¢ : (—a,a) — V com ¢(0) = Ay, ¥(0) =
Oe

F1nU={(ap) + ap(a),d(a)) : a € (—a,a)} U{(0,\) : (0,)\) € U}.

Seja uq = agy + arp(a). Note que em particular, (o) — 0 em C(Q) quando a@ — 0 e
assim u, > 0 em {2 para « suficientemente pequeno.

Vamos mostrar que ¢(a) > A para todo « suficientemente peueno. Para tanto preci-
samos da seguinte aﬁrmagao

Afirmacao : fQ fug)prde — afﬂ x)pldr, quando o — 0.
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De fato, lembrando que ¥ (a) — 0 uniformemente quando o« — 0 temos

. flagr +av(a)) m flag + ayp(a)) N b1
2 il = o it~ Hag, +a¢(a)]q—1'( ¢1 + a(a))
L feditave)
a gﬁo atag, + ap(a)] T (61 + Y (a))
= lim fad, + a@[)(a))l (1 + ()"

a=0 [agy + agp(@)]e-
e por (3.22) temos

oy (a1 +ap(a)) Nl g
iao lagy + a(a)]a—t (1 +¢(e)) b1 -

Assim,
ua ¢1dl’ - Ua ¢1d$ =
/ e “(’51;_?‘“‘)‘%% a / W ()t

quando o — 0, visto que medgn (92) = 0, Q é compacto e o integrando é continuo em
e converge uniformemente.

Com base na afirmagao acima é possivel mostrar, por contradigao, que ¢(a) > A;. De
fato, suponhamos que exista uma sequéncia «,, — 0% com ¥ (a,,) < A\;. Seja u,, a solugdo

postiva do problema (3.21), associada a A = ¢(ay,). Assim,
= / At rdar — / () undrde = / W (@) f (un)drde &
/¢ )y — /¢ an und)ldx—/W Ddr &
A~ dlen) /¢ ) tnrda = / W () ¢1dx

entao segue da afirmacao acima quando a,, — 01 que
~ [ Wt <o
Q

0< (o)) [ otanminde = [ win’ (1)1

fato este que é impossivel. Portanto ¢(a) > A;.
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=
Demonstragdao do teorema (3.2.1): (a) Fixemos A € (A, A). Segue da defini¢ao

de A que existe A\g € (A, A) tal que o problema (3.21),, admite uma solugao u. .
Afirmacgao: wu, é uma supersolugao para (3.21),.

De fato, para qualquer funcio ¢ € H}(2), ¢ > 0 em ) segue de (3.21), que

/QVqungﬁdx - /ﬂu+¢d:v — /g)W(m)f(qubdx = (Ao — )\)/Qqugbdx >0,

o que demonstra a afirmagao.
Por outro lado, segue do lema (3.2.1) que u_ = te; é uma subsolugao de (3.21), e como
—Auy > 0 segue do lema (A.3.1) que existe ¢ suficientemente pequeno tal que u_ < uy

em (). Para aplicarmos o teorema (2.2.1) precisamos mostrar que
flz,u) = Au+ W(x)f(u) + ku

¢ nao-decerscente em u, para quase todo = € () e para alguma constante £k € R, no

intervalo [u(x),u(z)] (veja a observacao (2.2.1)). Temos que

fulz,u) =X+ W(x)f(u) + k

e por (i)
furu = A= |W(2)|AJuf™* — BIW ()| + k
> A= MAuP> - BM + k
> 0

para k > 0 escolhido suficientemente grande visto que u(z) € [minu(x), maxu(zr)] e
M = max [W(z)|. 2€Q 2€Q

Asgsﬁier?l, pelo Teorema (2.2.1) existe uma solu¢ao u do problema (3.21), tal que u_ <
u < uy e ainda que a solu¢io u é um minimo em H}(Q) do funcional associado ao
problema (3.21),.

A segunda solucao é encontrada via Teorema do Passo da Montanha, se o funcional

associoado satisfizer hip6teses que garantam (PS). (ver [2])

(b) Segue da definigao (3.2.1) juntamente com o lema (3.2.2). =
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Capitulo 4

Minimos locais em C! mas niao em
Hl

No capitulo 2 deste trabalho mostramos que, para certos funcionais associados a problemas
elipticos semilineares, se existir um ponto de minimo em C! entao tal ponto também serd
um minimo em H!. Um questionamento possivel é se tal resultado serd valido para
todo funcional. Encontramos a resposta no artigo de Alama-Tarantello [3]. Assim, neste

capitulo mostraremos que, sob certas condigoes, a resposta aquela pergunta sera negativa.

4.1 O caso supercritico

Consideremos o seguinte problema

—Au = Au+u?— h(x)uP
u > 0 em ) (4.1)
u = 0 em OS2

onde 2 C RY & um aberto limitado com fronteira suave, N > 3, h > 0, h € L®(Q) e
2<qg+1<p+1.

O funcional associado ao problema acima é dado por

A

1 1
I\(u) = /9(5 Vul* - §U2 -

1
m |u|‘I+ +

1

mh(@ Jul[P*)dz,

para todo u € Hj(Q).
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Capitulo 4. Minimos locais em C! mas nao em H'

Teorema 4.1.1. Seja \; o primeiro autovalor de —A em H}(Q). Se A < Ay e h satisfizer

A[h(lx)]‘ﬂ>gdx < +o0, (4.2)

entao u = 0 define um minimo local para I, em H}(SY). Por outro lado, se h satisfizer

1 (%) xXr o0
/Q[h(x)] dx < 400, (4.3)

mas existir xo € ) tal que

h(z) < A, com 2(p — q) <T<N(P—Q)

M 44
|z — x| g—1 qg+1 (4.4)

em alguma vizinhanga de xg, entdo (4.2) nao se verifica, e u = 0 define um minimo local

para Iy em C'(Q), mas nao define um minimo local em H}(Q).

Demonstracao:
Se ¢ > 1 entdo u = 0 é um minimo local para Iy na norma C'. De fato, seja v € C}(Q),

assim

Lo Ay 1 g 1 "
L(v) = [ (Vv = S0* = ——[o|"" + ——h(z) [v["")dz >
A(v) /Q(QI o = vt = g P (@) o de 2
At

A 1 1
dex——/UQd:v——/ Bl d:v+/—h(x) o/ da >
2 Jo 2 Jo q+1Jq ap+1

AL — A 1
( ! )/Ude——/|v|q+1 dr >
2 Q q+1Jg
AL — A
(257) 10l ~ el 20

se [[v]lc1 < 0, para ¢ suficientemente pequeno, visto que [|v|[;2q) < C'[Jv]|ci-

Como I,(0) = 0 entao I(v) > I,(0), isto é u = 0 é um minimo local para I, na norma
Cl.
Suponhamos que (4.2) se verifique. Assim, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

1 g—=1\N 2
([ st < (4.5
{z:h(z)<0} h(ZL‘)
1 e
pois (m)zﬂlz € L2(Q), N > 3 e assim, med{z : h(z) < §} < e para J suficientemente
x
pequeno.
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Primeiramente, estudamos o termo nao linear em I, (u). Denotaremos qualquer cons-

tante por C.
udtt Van
/[ — |de =

IN

IN

<

<

/ [ udtt A ]d N / [uq+1 Vas ]d
_ €T — Xz
(whx<sy ¢ T1  p+1 (wh@=sy ¢+1  p+1
/ u? uq’l g1 p-1 uP~! 1d
p—q¢ — hpr—a €T
{x:h(z <6}hqu+1 p+1
q+1-2* . e g 12"
/ [u hq+pl_q2 B th;l_qz U ldz
{z:h(z >5}hpq q+1 p+1
/ SN0 U (Ll ey
— x
{z:h(z <5}hpq q+1 p+1
/ [(uhpiq)qﬂ—Q* (uhpiq)pﬂ—z*]d
— x
>5} h p q q + 1 p + 1

2 u?*
O/ 1 d(L‘ + O/ Wdl’
{z:h(z)<6} hp q {z:h(z)>8} h~ »p—a

cf wyEanE(f L aat
x p=a 2 dx
{w:h(z) <8} (wih(z)<s} 1(T)
o2
Cé(f{x;h(x)za} u? )z
2 2%
Cellul| 2 o) + Cs [[ull 2 (g

2 2%
Ce | Vullp2) + Cs [[Vulli2 gy »

onde a pentltima desigualdade segue de (4.5) e a tltima desigualdade segue da Desigual-
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dade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg. Assim,

1 A 1 1
L(u) = / Livul = 22 - Lt b o de >
a2 2 qg+1 p+1
1 A .
2 ||VU||i2(Q) D) ||U||i2(9) —Ce ||VU||i2(Q) ) ||U||i2(9) =
1 A .
5 ||Vu||i2(9) Y ||U||i2(s2) —Ce ”VUH%Q(Q) ) ||U||i2(9) >
1 A 2 2%
(5 TN Ce) ||VUHL2(Q) —Cs ||U||L2(Q) :
it do0<e<( A 1) C>1 t
omando €< (- —-—=) com encontramos
4 4\ C

B(a) 2 31~ ) [Vl — C g = 30~ ) 1Vulag — C [ Vuliq, > .
se ||ul| () < € suficientemente pequeno.

Portanto ug = 0 ¢ um minimo local de I, na topologia Hj ().

Assumiremos agora que (4.4) ocorre. Sem perda de generalidade tomemos zy = 0.
Escolhemos uma vizinhanga B de x¢ tal que B C Q e fixamos ¢; € C5°(B). Definimos
Pe(x) = € 7¢1(%), onde € > 0 e

-
< o0 < ——. Assim,
q—1 P—q

/ T (2)dx = e 7D N / ¢ (2)dz =
Q B
6NU(qul)/ ¢t{+1 (z)dz _ CleNfa(q+1) _
B
O<€Nfa(q+1))'

Analogamente,
[ @iz =0,
Q

Temos ainda que utilizando (4.4) com zo = 0 obtemos a desigualdade

| H@ @y < [ Alal 07 2)ds -
Q Q

Aere_"(erl)eN/ gzﬁf“(z)dz = Oy TN-otl) —
B

O(GT—FN—U(p—I—l)).
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2 N 3 € 2 _ xXr
Como |Vé.(z)| _Z(ai_(x)) e 6u(x) = 7 61(%) temos

=1
/Q V()| do = &7 /Q ‘vﬁbl(%)r dz =

E2((71)€N/ ’V¢1(2)|2 dz = 03€N+2(7071)‘
B

Logo,
/ Voe(o)| do = O(H277D). (4.6)

Observamos que cada expoente das estimativas acima sao positivzos, pois
(i) N—20—2>0,vistoque N—20—2>0& N—-2< r @(p_q)NZ
pP—q r
2N N(p—q) g+1 p—q

m:2*eseguede(4.4)que7"< | e < <:>q+1<N(p;q)e

por hipdtese, 2 < ¢+ 1. Logo N — 20 —2 > 0.

. . g+1
ii) N—o(q+1) > 0, visto que N—o(q+1 q+1) > N— N( ) ( ) =
(i) (¢+1) o(g+1) = - q( ) 1) g

0;
2
(ii)o(¢g — 1) =2 > 0, visto que o(g — 1) — 2 > q——l(q —1)—-2=0;
(iv) o(¢ — 1) > 0, visto que o(q — 1) > —1(q —1)=2>0;
(v) r—a(p—q) >0, visto que 7 — o(p — q) Zr—p%q(p—Q) = 0.
Segue que ¢. — 0 na norma de H}(Q), se ¢ — 0. Pelos cdlculos anteriores temos
1 2 Ly 1
I\(¢e) = 5 IVoe|” — - € " € e dr <
0 = [ GIV0 = 562 = 007+ g h(a) o) <
O( N—-2— 20’ . N 20 6N o(g+1) €r+N—a(p+1)> _
CeNolath(ola-D=2 _ cola=) _ ] _ gr=olp=a)y,
isto é,

L(¢.) = CeVN ot (1 4 0(1)) < 0 quando € — 07

Portanto u = 0 nao é um minimo para Iy na topologia de H{(£2) embora seja um minimo
na topologia de C'(Q).
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Apeéendice A

Resultados auxiliares

Os resultados deste apéndice foram usados no Capitulo 3 deste trabalho.

A.1 Um problema auxiliar

O teorema abaixo garante a existéncia e a unicidade de solu¢ao para o problema (A.1).
Daremos duas provas para este teorema, a primeira baseada no método de sub e super-
solugbes e a segunda baseada no teorema (B.0.7). Tais demontragdes também podem ser

encontradas em [12] e [17].

Teorema A.1.1. O problema

—Au = ! z€
u > 0 xr € (A.1)
v = 0 x € 0N

onde X\ e q sao parametros reais com A >0, 0< g<1eQ C RN, N > 1, um dominio

limitado com fronteira reqular tem uma unica solu¢ao positiva.

Primeira Demonstracao : Seja e a tnica solu¢ao dada pelo teorema (B.0.10) do

seguinte problema
—Ae =1, €
e = 0, =€

Pelo principio do méaximo e > 0 em 2. Como que 0 < ¢ < 1, dado que A > 0, existe
Ao > 0 tal que, para todo 0 < A < A, existe M = M(A) > 0 que satisfaz

M > AM? ] .
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De fato,
M =AM [le]|, & 1 =AM le]|Z
& S 2 M e Alelll < M e (Mel) T < M,
€ oo
Assim a funcao Me satisfaz

—A(Me) = M > XM |le]|?, > AM e

e dai, Me é uma supersolugao do problema (A.1). Além disso, €¢; é uma subsolucao de

(A.1.1) onde ¢; é a autofuncao do operador —A associada ao primeiro autovalor A; > 0,

visto que para 0 < g < 1
—A(ed1) = Aiegr < A(egr)?

para todo € > 0 suficientemente pequeno e A > 0 fixado.

Tomando € suficientemente pequeno conseguimos
€p1 < Me
e assim segue do teorema (A.2.1) que existe uma solu¢ao u do problema (A.1.1) tal que
€ <u < Me.

A unicidade do problema segue do lema (3.1.3), pois sejam u, w solugoes do problema

(A.1), isto é,

—Au = X! €
u > 0 x €
u = 0 x € 0f)
e
—Aw = ! z€q
w > 0 z e
w = 0 x € 0f.
Por um lado temos
U > w,
e por outro lado temos que
w > U
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Portanto u = w em (2.
]

Segunda demonstragao: Primeiramente iremos garantir a existéncia de uma solucao
fraca do problema através do teorema (B.0.7) e depois regularizaremos tal solugao e assim
encontraremos uma solugao classica. Por fim, mostraremos a unicidade da solucao.

Considere o funcional associado ao problema

) = & ) - L/uqﬂdx.

Tal funcional é limitado inferiormente, pois

A

1 2
J) = = |lu|l* = — [ v dz >
=gl = = | >
1 A
e A
L, 2 A !
sl = Sl 2
1 2 )‘ 1
§||U|| —mHUWLJQ(Q) 2
1 2 A q+1
5 Il = 2l

i Ly it o e .
e como a fungao g(t) = §t —ct?" é limitada inferiormente temos que existe uma constante
C tal que

J(u) > C.
E mais, existe R > 0 suficientemente grande tal que J(u) > J(0) se |ul]| > R, e deste

modo,

inf J(u) = inf J(u).
HL(Q) () Br(0) ()

Afirmacgao: J é fracamente semicontinuo inferiormente em Hg ().

De fato, a parte quadratica é convexa e continua, logo fracamente semicontinuo infe-
riormente. Falta mostrar que o segundo termo é fracamente semicontinuo inferiormente.
Para isso considere a sequéncia (u,) em Hg (), u, — u em HJ (L), segue do teorema das
imersoes compactas de Sobolev (B.0.1) e 1 < ¢+ 1 < 2 que, a menos de subsequéncias,

u, — u em LIT(Q) e pelo teorema (B.0.3) existe uma fungao h(z) € L7(Q) tal que

ua(2)] < h(x), qtp em Q.
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Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

A A
q+1 d q+1 dr.
q+1 Qu" (z)dz q+1/Qu (w)da

Portanto, J é fracamente semicontinuo inferiomente na topologia fraca de H} ().
Como Bg(0) é fracamente compacta na topologia de H{ (£2) temos pelo teorema (B.0.7)
que J atinge um minimo em Bg(0), e pelo Principio do Maximo ug > 0 em (.
Utilizando o argumento de “bootstrap”temos que uy € C'(Q) e como uy > 0 entao

Aud € C1(Q), 0 < g <1, pois se u(x) # u(y) e x # y entao

[Au?(z) — dul(y)| u(z) — u(y)| Ju(z) — u(y)[*

sup = \ sup <
z,y€eQ |CL’ - y|q z,yeN |’LL(ZL’) - u<y>|q |ZE - y|q
_ q
) sup 110 " _
x,yeQ ’:E - y’
A < o0
Se u(z) = u(y) e x # y entao
Al () — \u?
o @) )]
x,yeN |:B - y|

Deste modo Au? é Holder continua com expoente g, ou seja, Au? € C9(€).

Assim, pelo teorema (B.0.10) existe uma solugio ug € C*(Q) do problema, isto é, ug
¢ uma solugao cléssica do problema.

Unicidade :

Sejam u; > 0 e uy > 0 duas solugoes do problema (A.1), isto é,
—Auy =Ml e — Aug = Mud.

Assim . .
—Auy )\ule —Auy  Aug

Uy Uy U2 U2 ’
e segue que
—Auy N Aus  Auf  ud

Uy Uz Uy Uz
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Multiplicando a equagio acima por (uf — u3) e integrando obtemos

—Au Au 2d o I ud
/Q (C2M L Bz g / A My 2 2

Uq U2 Uy U2
A A q q
/(—Auml + ﬂu% + ﬂu% — Augug)dx = /(M - &)(Uf —ul)dx
Q U1 U9 o U U2
Aui  Aud
/(|Vu1|2 - Vu1VuQ% - VuQVmﬂ + |Vuy|*)dz = /(ﬂ - &)(uf —ul)dx.
Q U1 Usg o W Uz

Seja x € 2, como tanto para u;(z) < ug(z) ou us(x) < uy(z) temos que

! ul
A Q(U_i — u—z)(uf — u%)dm <0

2 2

Ydx =

Uy
Vu1 - — VUQ
U2

+ ‘VUQ — @Vul
Uy

[ 2

/(|Vu1|2 — Yy Vuy — AV Vs + Vus|*)da +
Q Ug U u

2
2
2
U U U
/(|VU2|2 — —QVU1VU2 — —2VU1VU2 + —g |VU2|2)dIB =
Q (51 Uy ul

/(|VU1|2 + |VU2|2 — EVU/IVUQ - %VmVuQ)dx -+
Q Uz U1

U2

Ui U% U2 )
(_U1Au2 — —2AU2U2 + _AUIUQ - —2u1Au1)dx =
Q U2 Uy Ul Uy

/(|Vu1]2 + |Vug|* — ﬂVu1VuQ - %VuIVug)da:
Q U2 Uq

entao
/(yvm\? Vil — U Vs — Y2V, Vag)da > 0.
Q Uy U1

Assim,

logo w1 = us, visto que a medida de € é nao nula e A > 0. [
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A.2 Iteracao monotonica

Nesta secao demonstraremos um teorema que dard a idéia do método conhecido como
Iteragdo Monotonica. Tal teorema garante uma solu¢ao minimal para o problema (3.1))
dado que existem, u e w, respectivamente, sub e supersolu¢do do problema (3.1),, tais
que u < u. Nos baseamos em [10], [11], [12] e [17] para realizar a demonstracdo deste

teorema.

Teorema A.2.1. Seja Q) um dominio limitado em RN, N > 1. Suponha que u é uma sub-
solug¢do e w uma supersolugcao do problema (3.1)y. Entdo o problema (3.1), tem solugdoes
u, v € C?(Q) NCH(Q) tais que u < u < v < U. Além do mais, qualquer solug¢io U de
(3.1)y comu<U < € tal que u < U < v.

Demonstracao:
Dado u € C%(Q) N CY*(Q) e como g(z,u) é continua em €, entdo g(.,u) € LP(Q),
para todo p > 1. Segue que o problema abaixo
{ —Av = g z€Q
v = 0 z€df
tem uma tinica solugao v € W2P(Q), 1 < p < co.
Segue do teorema das imersoes compactas para p > N que
W2P(0) > CLo(@), 0 < a <1— %
e assim v € C1(Q). Pela teoria de Schauder v € C?%(1Q).
Desta forma podemos definir uma aplicagiao T que faz corresponder a cada u € C%(Q)N
Ch(Q) uma funcio v € C%(Q) N CH*(Q) que é a tnica solucao do problema acima. Isto

é, existe uma aplicacao
T:C*(Q)NCH™Q) — C*Q)NnCH(Q)
u — Tu=w
Mostremos que 7' é monétona no intervalo [u(x),u(x)], isto é, dados u < uy < uy <@

temos Tu; = v1 < Tus = ve. De fato,

—A(vy —v9) = —Avp + Avg = Auf + uf — Iud — b
= Auf —u3) + (uf —uy) <0 z€Q (A.2)
vp—vy = 0 x € 00
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Pelo Principio do Maximo temos v; < vy em ().

Vamos agora as iteracoes

Up = Tun—b Uy = U
Up = T'Unfh Vo =V
isto é,
—Atuppy =Ml +ul x e
Up+1 = 0 T e 01}
€

—Avppr =l +0P e
Un+1 = 0 T € aQ
u

Afirmacao : u=1uy <
De fato,

1Suy < ... <v<v<v=1u

—Aug —u1) = —Aug+ Auy = —Aug — lud —ub <0 2€Q
Uy — Uq =0 x € 0N

e pelo Principio do Maximo ug < uq em §2.

Analogamente,

—A(v; —vg) = —Aug+ Aug = M + 05 + Avg <0 z€Q
U1 — Vg =0 x € 0F)

e pelo Principio do Méaximo v; < vy em ().

E mais,
—A(vg —u1) = —Avg+ Aup = Mg + 05 — dud —uf = Avf —ud) + () —ub) >0 2€Q
Vo — U1 = 0 x € 0N).

Pelo Principio do Maximo u; < vg em (2.
Assim temos

u=1uy <u <v <vy="u.

Mostremos que {u,, } é crescente, faremos isto usando indugao e o Principio do Méximo.

Suponhamos que u,_1 < u,, assim

—A(Upy1 — up) = —Atpyr +Auy = Auld +ul — Ml —ub >0 2€Q
Upy1 — Uy =0 x € 0N)
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e pelo Principio do Méaximo u,, < u,,1 em 2.

Analogamente mostra-se que {v,} é decrescente.

Falta mostrar que u,, < v,_; para todo n € N, novamente usaremos inducao finita e o
Principio do Maximo. Para isso suponhamos que u,,_1 < v,,_9 € mostremos que u, < v,_1.
Como

n

AUy — vy 1) = —Aup+Av, g = ul +ul =P ,—0f <0 e
Up — Up_1 =0 x € 0D

temos pelo Principio do Maximo que w,, < v,_1 em €.

Como {v,,} é mondtona nao - crescente, limitada inferiormente e vale u,, < v,,_1, assim
u, < vy, para todo n € N e como {u,} é ndo-decrescente e limitada superiormente, logo
existem wu, v tais que u,, — u e v, — v pontualmente.

Da regularidade da subsolugdo u e da supersolugao u de (A.1) resulta que u,u €

LP(Q2), p > 1 e segue da afirmagao anterior que

|| < |u| + |l

[on| < |ul + |1l

visto que

Analogamente temos para v,. Logo, |u,|, |v.] € LP(2). Pelo teorema da Convergéncia
Dominada

Uy, — U e v, — vem LPQ.

Como ¢ é continua, existe k > 0 tal que
lg(x, un(2))| < k, para todo z € Q e para todo n € N.
Logo, g(.,u,) € LP(Q) e pelo teorema da Convergéncia Dominada

g(,un) — g(.,u) em LP(Q). (A.3)
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Como ¢(.,up_1), u,_1 € LP(Q) e satisfaz

{—Aun = g(,up,1) €

u, = 0 x € 0f) (A-4)

temos pelo teorema (B.0.4) que u,, € W?P(Q) N W, 7 e existe uma constante C' tal que

|un — um”W%p(Q < Cllg(s un-1) = g(-s tm-1)|l 1o Q)
) (

e de (A.4) segue que {u,} € W?P(Q) é uma sequéncia de Cauchy, mas W?%P(£2) é espago
de Banach, logo existe U € W?P(Q) tal que

u, — U em W?P(Q)

e como
[un = Ull ooy < llun = Ullwen o

temos que
u, — U em LP(Q).

Segue da unicidade do limite que U = u. Logo u, — u em W?P(Q). Do teorema (B.0.6)
podemos concluir que a convergéncia anterior é também em C1(Q).

Temos ainda que para cada n € N, wu,, € Hj(Q) N W?P(Q) e

/ Vu,Vodr = / 9(2, Uup_1(7))pdz, para todo ¢ € Hy(Q)
Q Q

e do teorema da Convergéncia Dominada
/ g(x, up_1)pdr — / g(x,u)pdr, para todo ¢ € H ().
Q Q
Por outro lado, W*P(Q) < H} () continuamente para p > N, entdo

[[un — UHWL?(Q) < Jlun — UHWM(Q)

e assim u,, — u em H}(Q). Segue entao que

/ Vu,Vodr = / VuVdzr, para todo ¢ € Hy(€2)
Q Q
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e portanto

/ VuVodr = / g(.,u)pdz, para todo ¢ € Hg(Q).
Q

Q
Deste modo mostramos que u é solucao fraca do problema

—Au = g(,u) x€Q
u =0 x € 0S)

mas como u € W12(Q) — Ch*(Q) e g(.,u) € C*(Q) temos que u € C*(Q).

Fazendo uma andlise semelhante podemos verificar que v € C*%(2) e mais, u(z) <
v(x) para cada x € €.

Faremos a tltima afirmacao do teorema usando o Principio de Inducao Finita. Mos-

traremos que

u, < U <w,, paratodo n € N, (A.5)

onde U é uma solugao de (3.1), com u < U < u.

Segue da monotonicidade de T" e do fato de ug < U < vy que
w < U <.
Suponhamos que vale para = k — 1, isto é,
up—1 < U < gy
entao da monotonicidade do operador 1" temos
up < U < wy.
Portanto vale (A.5). Assim, passando o limite em (A.5) temos

u<U<w.

A.3 Lema auxiliar

Seja 0 ¢ RY um dominio limitado com fronteira suave e L o operador fortemente eliptico

definido por
N

0 ou
Lu=—" " (a(z) e .
U 2 o, (ai; (:”)axz) + ag(x)u

O Lema abaixo é a adaptagao de um resultado encontrado em [17].
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Lema A.3.1. Se u satisfaz

Lu > 0, x€
u > 0, x€)
u = 0, x€dN

e ¢1 € uma autofuncao associada ao primeiro autovalor do operador L, isto €, ¢1 satisfaz

Loy = Mgy, €
¢ > 0, z €
qbl = 0, x € 02

com u, ¢, € CHQ), entdo existe a > 0 tal que u — agy > 0 em .

Demonstracao: Pelo lema de Hopf temos que

%(.ﬁto) <0, zy € 09.

Como 02 é compacto existe uma vizinhanca Ns = {x € Q : dist(z,00Q) < 5} C Q tal que

ou
a(t’bo) <0, zg € Ns.

Analogamente temos

0
%(l‘o) <0, g € Ns.

Seja ay tal que

. 00 ou
on min =7 > max -
Defina g(z) = u(z) — ag¢1(x). Assim, para x € N temos
99
v
e deste modo g(x) > 0 para todo & € Ny, pois g(z) = 0 para todo x € 0f.
Como Q\ Ns é compacto e u, ¢, € C(Q\ Ns) e ¢y > 0 entdo existe a, tal que

() <0

u(r)
¢1()

Portanto, tomando o = min {a, as} obtemos

>, para todo z € Q\ Ns.

u—ap; >0 em (.
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Apeéendice B

Resultados basicos

Aqui enunciaremos e daremos referéncias para suas provas dos principais teoremas utili-

zados no nosso trabalho.

Teorema B.0.1. (cf. [Brezis, pag. 169]) Suponha @ C RY, um dominio limitado de

classe Ct. Entao temos
W2(Q) — L) para todo q € [1,2)

com injecao compacta, onde 2* = N9 e N > 3.
Teorema B.0.2. (cf. [Brezis, pag. 71]) Seja f € LP(RY), 1 < p < co. FEntao

pn* [ — [ em LP(RY).

Teorema B.0.3. (cf. [Brezis, pag. 58]) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de LP(2)
e f € LP(Q) tais que || fo — [llLoq) — 0, onde 2 € um aberto de RY. Entdo eriste uma
subsequéncia fp, de (f.), e uma fun¢io h € LP(Q), tal que

fo (@) = f(x) gtp em Q

| for ()] < h(z) gtp em Q.
Teorema B.0.4. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 235]) Seja Q@ C RY um dominio

limitado com fronteira 0Q de classe C* e f € LP(Q2) com 1 < p < oco. Entao existe uma
dnica fungio u € W>P(Q) W, P(Q) tal que

—Au = f em
u = 0 em Of.
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Teorema B.0.5. (cf. [Brezis, pag 168]) Suponha Q@ = RY ou um dominio limitado

com fronteira de classe C' e sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < 0o. Entado

1 1 1
Se = =250 temos wmp(Q) C L) onde — = - — m
P o
se = 0 temos W™P(Q)C L) para todo q € [p, 0|
p
1
se i % <0 temos W™P(Q) C L>®(Q)

com injegoes continuas.

Teorema B.0.6. (cf. [de Figueiredo, pag 103]) Suponha Q@ C RY um dominio
limitado com fronteira OS) de classe C' e sejamm > 1 el < p < oo. Entdo para qualquer
7 >0 a tmersao

Witme(Q) < C7*(Q)

N
onde 0 < a <1—— € compacta se m —1 < — < m.
p D

Teorema B.0.7. (cf. [Struwe, pag 4]) Suponha que V' é um espago de Banach reflexivo
com norma ||-|| e seja M C V um subconjunto fracamente fechado em V. Suponha E :
M — R|J{oo} coercivo em M com respeito a V., isto €, E(u) — oo quando ||u|]| — oo, u €
M e fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente, isto €, para qualquer u €

M e qualquer sequéncia (u,,) € M tal que u,, — u verifica-se

E(u) < liminf E(u,,).

m—00

Entdo E ¢ limitado inferiormente sobre M e o infimo € atingido em M.

A partir de agora o operador L é o seguinte

N N

0*u du
Lu = Z aij(m)m + ;bz(x)a—x + ag(x)u.

i.j=1 ’

Teorema B.0.8. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 33 |) Seja L um operador eliptico em
um dominio limitado ). Suponha que

Lu>0(<0) em Q, ¢ <0 emf
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comu € C2(Q)NC°Q). Entio o mdrimo (minimo) de u em Q € atingido sobre 05, isto
€,

supu < supu’ (infu > infu”
Upu < sup (infu > infu”)

Teorema B.0.9. (cf. [Struwe, pag 17]) Suponha que u € W12(Q) é uma subsolugio
eu € WH(Q) uma supersolugdao do problema

—Au = g(,u) €9
u = ug o -

Suponha ainda que existem constantes My, My € R que satisfazem
—oo< M; <u<u< M <oo

quase sempre em §). Entdo existe uma solucio fraca v € W2(Q) do problema acima

satisfazendo a condi¢ao u < u < u quase sempre em €.

Teorema B.0.10. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 106]) Seja L um operador eliptico
em um dominio limitado §2, com ¢ < 0, e seja f e os coeficientes de L limitados e
pertencentes a C*(2). Suponha que S satisfaz a condicdo da esfera exterior em cada
ponto da fronteira. Entao, se ¢ € continua sobre a fronteira, o problema de Dirichelet,

Lu = f €Q
u = ¢ 00

tem uma tinica solugdo u € C°(Q) N C%*(Q).

Teorema B.0.11. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 241]) Seja Q2 C R™ um dominio C*!,

e seja um operador eliptico em um Q com coeficientes a¥ € C°(Q), bi, ¢ € L=(Q), com i, j =
1,..,nec<0. Entao, se f € LP(Q) e p € W*P(Q), 1 < p < 00, o problema de Dirichlet
Lu=fem Q, u—¢ e WyP(Q) tem uma tnica solucio u € Wy (Q).

Teorema B.0.12. (cf. [Gilbarg-Trudinger, pag 109]) Seja u € C?*(2) uma solugio
da equacao Lu = f em um conjunto aberto €2 onde f e os coeficientes do operador eliptico
L estio em C**(Q). Entdo u € C**22(Q). Se f e os coeficientes de L estio em C*(S),
entdo u € C®(1Q).

1)
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Teorema B.0.13. (cf. [8], pag 323) Sejam W, Y espacos de Banach, Q € W um
aberto e G : Q — Y duas vezes continuamente diferencidvel. Seja w : [—1, 1] — Q um
arco simples continuamente diferencidvel em Q) tal que G(w(t)) = 0 para |t| < 1. Suponha
que

(a) w'(0) # 0,

(b) dimN(G'(w(0))) = 2, codim(R(G"(w(0)))) =1,

(c) N(G'(w(0)))é gerado por w'(0) e v, e

(d) G"(w(0))(w'(0), v) ¢ R(G'(w(0))). Entao w(0) é um ponto de bifurcag¢io de
G(w) = 0 com respeito a C = {w(t): t € [-1, 1]} e em alguma vizinhan¢a de w(0) a
totalidade de solugoes de G(w) = 0 forma duas curvas que se interceptam somente em

w(0).

Teorema B.0.14. (cf. [9], pag 162) Sejam I = (a,b) C R um intervalo aberto, X, Y
espacos de Banach, V uma vizinhanca de 0 e ' : I xV — Y wuma funcao duas vezes
difenciaveis no sentido de Fréchet. Suponha que \g € I ¢

(i) F(A\, 0) =0 para A € I,

(ii) dim N(F,(Xo, 0)) = codim R(F,(X\, 0)) =1,

(111) Fyz(Mo, 0)xzo & R(Fr(No, 0)) onde xg € X gera N(F,(Ao, 0)).

Seja Z algum complemento de span{zo} em X. Entdo existe um intervalo aberto I
contendo 0 e funcoes continuamente diferencidveis \ : I > Re Yo I — 7 tais que
A0) =0, ¥(0) =0, e sex(s) =sxg+ s P(s), entao F(A(s),xz(s)) = 0. Além disso,

F=1({0}) prézimo a (Mo, 0) consiste precisamente das curvas =0 e (A(s),z(s)), s € I.

Teorema B.0.15. (cf. [16], pag 149) Seja f € Li, (RY), N > 1. Assuma que para

loc

quase todo x a funcio y — G,f(y) € somdvel, onde G, ima fungcdo de Green e seja

u:RY — C a funcdo dada por

ua) = [ G )iy (B.1)
Entdao u satisfaz

u € L} (RN)

loc

—Au = f emDRY).
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Além disso, a funcdo u tem derivada no sentido das distribuicoes dada por

o) = [ (@) 1)y,

RN a,fl

para quase todo x.

Teorema B.0.16. (cf. [16], pag 224) Seja f € LP(RY) para 1 < p < oo com suporte
compacto, e u dada por (B.1).

N
(i) u € continuamente diferencidvel para N =1. Para N >2 e1 <p< 5

w € L!

loc

(R?) para todo q < oo, parap =1, N =2,

u € LL (RY) para todo q <

loc

, parap=1, N > 3,

—2
N
u e LIRY) ¢ = Np— 2 parap>1, N > 3.
g N N PR ,
(i1) Se > <p < N entao u ¢ Hélder continua em cada ordem o < 2 — —
p
2-a_1
(o) — u(y)| < Cn(a, p)lz — y|*(| fllr) (LN (supp(f))) = 7.
(i1i) Se N < p entao u tem uma derivada dada por
oG
0; = Y dy,
u@) = [ (G2 )y
a qual é Holder continua em cada ordem o < 1 — —, isto €,
l-a_1
|u(z) — u(y)] < Dn(a,p)le —y[*| fll o) (LY (supp(f))) = ~».

onde Dy(a,p) e Cn(a,p) sdo constantes universais que dependem somente de o e p.

Teorema B.0.17. (cf. [16], pag 226) Se f € C**(RY) com suporte compacto, K >
0, 0<a <1 eu dada por (B.1). Entio u € C*22(RYN).

7
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