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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência de soluções para o sistema{
−∆pu = Fu(x, u, v)
−∆qv = Fv(x, u, v),

em um domı́nio limitado Ω ⊂ RN , em que ∆p e ∆q são definidos por ∆pu = div(|∇u|p−2∇u)
e similarmente para q, utilizando métodos variacionais. Analisamos três casos de não li-

nearidade:

|F (x, u, v)| ≤ c3(1 + |u|r + |v|s),

para alguma constante positiva c3.

(I) caso sublinear: r < p e s < q,

(II) caso superlinear: p < r < p∗ e q < s < q∗,

(III) caso ressonante : r = p e s = q.

Também estudamos a existência de soluções em RN para um sistema equivalente com

potenciais coercivos e não linearidade superquadrática e subcŕıtica.
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Abstract

In this work we study the existence of solutions for the system{
−∆pu = Fu(x, u, v)
−∆qv = Fv(x, u, v),

in a bounded domain Ω ⊂ RN , where ∆p and ∆q are defined by ∆pu = div(|∇u|p−2∇u)
and in the same way for q, using variational methods. We analyse three nonlinear cases :

|F (x, u, v)| ≤ c3(1 + |u|r + |v|s),

for some positive constant c3.

(I) sublinear case: r < p and s < q,

(II) superlinear case: p < r < p∗ and q < s < q∗,
(III) resonant case: r = p and s = q.

We also study the existence of solutions in RN for an equivalent system with coercive

potentials and superquadratic and subcritic nonlinearity.
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Introdução

Neste trabalho apresentaremos um estudo baseado no artigo de Boccardo e Figueiredo

[14] sobre a existência de soluções para o sistema{
−∆pu = Fu(x, u, v)
−∆qv = Fv(x, u, v), (S)

em um domı́nio limitado Ω ⊂ RN onde Fu, Fv designam as derivadas parciais de F com

respeito a u e v, respectivamente ; p, q são números reais maiores que 1 e ∆p,∆q são cha-

mados de operadores p-Laplaciano e q-Laplaciano definidos por ∆pu = div(|∇u|p−2∇u)
e similarmente para q.

Mais precisamente, estudaremos a geometria do funcional associado

Φ(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)dx.

Damos a esse trabalho um pouco de originalidade considerando um sistema eĺıptico

em RN da forma{
−∆pu+ a(x) |u|p−2 = Fu(x, u, v), x ∈ RN

−∆qv + b(x) |v|q−2 = Fv(x, u, v), x ∈ RN (D)

sobre a existência de soluções, generalizando o trabalho de Costa [8].

Observamos que existem muitos estudos recentes sobre sistemas eĺıpticos em domı́nios

ilimitados. Dentre eles podemos citar Ali e Tas [12] que tratam do problema (D) com

a = 0, b = 0. Estudaram também o mesmo problema com p = q = 2, Furtado, Maia e

Silva [15] .

Resultados de existência de soluções para sistemas em domı́nios limitados têm sido

considerados por [22], [25], [13], para as seguintes classes de potenciais F não lineares:

F (x, u, v) = c(x) |u|β |v|γ.
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Introdução

O sistema seguinte{
−∆pu = a(x) |u|α−2 u+ b(x) |v|β−2 v + f

−∆qv = c(x) |u|γ−2 u+ d(x) |v|δ−2 v + g

foi estudado por [6]. Em geral, o sistema não é variacional. Entretanto, se b(x) = c(x)

e β = γ = 2 , se torna variacional com o funcional associado ao problema (S) tendo

F (x, u, v) = a(x) |u|α + b(x)uv + d(x) |v|δ + fu+ gv.

Vamos introduzir certas hipóteses sobre as quais o nosso problema (S) será estu-

dado: nosso funcional Φ está bem definido no produto cartesiano dos espaços de Sobolev

W 1,p
0 (Ω) ×W 1,q

0 (Ω) = E e, além disso, é um funcional de classe C1(E,R) [cf. Apêndice

A] se assumirmos uma condição de crescimento subcŕıtico e cŕıtico para F :

|F (x, u, v)| ≤ c1(1 + |u|p
∗
+ |v|q

∗
), (F.1)

onde p∗ = pN
N−p , 1 < p < N , similarmente para q, 1 < q < N , e c1 é uma constante posi-

tiva. E, ainda, assumindo os seguintes crescimentos para as derivadas parciais cont́ınuas

de F : existe uma constante c2 > 0 tal que{
|Fu(x, u, v)| ≤ c2(1 + |u|p

∗−1 + |v|
q∗(p∗−1)

p∗ )

|Fv(x, u, v)| ≤ c2(1 + |v|q
∗−1 + |u|

p∗(p∗−1)
q∗ ). (F.2)

Trabalharemos com hipóteses mais restritivas para F ; a geometria de Φ depende for-

temente dos valores de r e s nas seguintes estimativas :

|F (x, u, v)| ≤ c3(1 + |u|r + |v|s), (F.3)

para alguma constante positiva c3. Vamos considerar os seguintes casos:

(I) caso sublinear: r < p e s < q,

(II) caso superlinear: p < r < p∗ e q < s < q∗,

(III) caso ressonante : r = p e s = q.

Um fato importante que não será estudado é o caso cŕıtico onde r = p∗ e s = q∗, em

que perdem-se as imersões compactas de Sobolev.

Vamos agora enunciar os nossos resultados principais com respeito ao sistema (S) :
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Introdução

Teorema A ( caso coercivo) : Assuma as condições (F.2) e (F.3) com r e s no caso

sublinear. Então Φ assume um mı́nimo global em algum ponto (u0, v0) ∈ E, o qual é uma

solução fraca para o sistema (S)

Uma pergunta que surge naturalmente, se considerarmos as condições

F (x, 0, 0) = Fu(x, 0, 0) = Fv(x, 0, 0) = 0, (F.4)

é de como obter uma solução não-trivial para o sistema (S). A resposta a esta pergunta

será posśıvel, sob as condições do próximo teorema.

Teorema B ( caso coercivo, solução não-trivial) : Assuma que F satisfaz as

condições (F.2), (F.4) e (F.3) com r e s no caso sublinear. Se existem constantes positivas

R e θ < 1 , e uma função cont́ınua

K : R× R −→ R

tal que F (x, t
1
pu, t

1
q v) ≥ tθK(x, u, v), (F.5)

para K ≥ 0, |u| , |v| ≤ R e t > 0 suficientemente pequeno. Então Φ possui um ponto

(u0, v0) 6= (0, 0) de mı́nimo global.

O próximo teorema envolve um resultado clássico de existência de soluções em Métodos

Variacionais, o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz [19].

Teorema C (caso superlinear): Assuma as condições (F.2), (F.4), (F.3) no caso su-

perlinear. Assuma que existam números R > 0, θp, θq com

1

p∗
< θp <

1

p
,

1

q∗
< θq <

1

q

tais que

0 < F (x, u, v) ≤ θpuFu(x, u, v) + θqvFv(x, u, v), para |u| , |v| ≥ R. (F.6)

Assuma, ainda, que existam constantes C > 0, ε > 0 e números r̄ > p, s̄ > q, tais que

|F (x, u, v)| ≤ C(|u|r̄ + |v|s̄), (F.7)
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Introdução

para |u| , |v| ≤ ε . Então Φ tem um ponto cŕıtico não-trivial.

Os dois resultados seguintes tratam de (F.3) no caso ressonante. Precisaremos supor

outras condições sobre F . Uma delas, a hipótese de não quadraticidade, foi introduzida

por Costa-Magalhães [9],[10]: existem números positivos c, R, µ, ν tais que

1

p
uFu +

1

q
vFv − F ≥ c(|u|µ + |v|ν); |u| , |v| > R. (F.8)

A outra condição que assumiremos envolve um problema de autovalor. Iremos traba-

lhar com o seguinte problema :

−∆pu− aGu = λ |u|p−2 u, Ω

−∆qv − aGv = λ |v|q−2 v, Ω (∗)

sujeito à condição de fronteira de Dirichlet, com a ∈ L∞(Ω), tendo (*) um autovalor λ1(a)

caracterizado variacionalmente por
1
p

∫
Ω
|∇u|p dx+ 1

q

∫
Ω
|∇v|q dx−

∫
Ω
aG(u, v)dx ≥ λ1(a)

(
1
p

∫
Ω
|u|p dx+ 1

q

∫
Ω
|v|q dx

)
,

∀(u, v) ∈ E.

Vamos introduzir a seguinte condição: λ1(a) > 0,

lim sup
|u|,|v|→∞

F (x, u, v)

G(u, v)
≤ a(x) ∈ L∞(Ω), (F.9)

onde G : R2 −→ [0,∞) é uma função par de classe C1 satisfazendo duas hipóteses:

(G.1) G(t
1
pu, t

1
q v) = tG(u, v)

(G.2) G(u, v) ≤ k(|u|p + |v|q), k constante.

Um exemplo de uma função G que satisfaz estas duas condições é G(u, v) = |u|β |v|γ ;
β
p

+ γ
q

= 1. Para verificar tal afirmação, basta usar a desigualdade de Young.
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Introdução

Teorema D (caso ressonante) : Assuma as condições (F.2), (F.8), (F.9), (F.3) no caso

ressonante. Então o nosso funcional Φ é limitado inferiormente e o ı́nfimo é atingido.

Teorema E (caso ressonante): Assuma as condições (F.2), (F.4), (F.8) e (F.3) no caso

ressonante. Suponha, também, que existam números reais positivos R, ε e funções b, c em

L∞(Ω) tais que
λ1(b) < 0, F (x, u, v) ≥ b(x)G(u, v), |u| , |v| ≥ R (F.10)

λ1(c) > 0, F (x, u, v) ≤ c(x)G̃(u, v), |u| , |v| ≤ ε, (F.11)

onde G, G̃ são funções que satisfazem as hipóteses (G.1), (G.2). Então

o funcional Φ possui um ponto cŕıtico não-trivial.

Agora vamos introduzir as hipóteses para o sistema (D):

Trabalharemos no seguinte espaço:

Ep,q =
{
(u, v) ∈ W 1,p(RN)×W 1,q(RN);

∫
RN (|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx <∞

}
com 1 < p, q < N .

(A0) a, b ∈ C(RN); a(x) ≥ a0 > 0, b(x) ≥ b0 > 0, onde a0, b0 são constantes positivas.

(A1) a(x) →∞, b(x) →∞, quando |x| → ∞.

(F0) F ∈ C1(RN × R2,R) e F (x, 0, 0) = 0.

(F1)


∣∣∣∂F∂u (x, u, v)

∣∣∣ ≤ c1 |u|p1−1 |v|q1 , ∀ x ∈ RN

∣∣∣∂F∂v (x, u, v)
∣∣∣ ≤ c2 |u|q2 |v|p2−1 , ∀ x ∈ RN

onde max {p, q} ≤ pi + qi < min {p∗, q∗}, para i = 1, 2; p∗ = Np
N−p e q∗ = Nq

N−q .
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Introdução

(F1)µ U.∇F (x, U) ≥ µF (x, U) > 0 , ∀ (x, U) ∈ RN × R2 onde µ > max {p, q}.

Estamos diante também de um problema variacional e o funcional associado ao sis-

tema (D) é definido por :

Φ(u, v) =
1

p

∫
RN

(|∇u|p + a(x) |u|p) dx+
1

q

∫
RN

(|∇v|q + b(x) |v|q) dx−
∫

RN

F (x, u, v)dx,

(u, v) ∈ Ep,q. (4.1)

Com essas hipóteses iremos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema F (caso ressonante) : Se as hipóteses (A0), (A1), (F0), (F1), (F1)µ são satis-

feitas, então o funcional Φ associado ao problema (D) tem um ponto cŕıtico não-trivial.

O nosso trabalho será estruturado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, apresentaremos três teoremas importantes sobre pontos cŕıticos para fun-

cionais em espaços de Banach sobre os quais o trabalho está estruturado.

No Caṕıtulo 2, apresentaremos as demonstrações dos teoremas A, B e C, ou seja, mos-

traremos a existência de solução não trivial para o sistema (S) nos casos sublinear e

superlinear.

No Caṕıtulo 3, apresentaremos as demonstrações dos teoremas D e E, ou seja, mostrare-

mos a existência de solução não trivial para o sistema (S) no caso ressonante.

No Caṕıtulo 4, mostraremos a existência de solução não trivial para o sistema (D), ou

seja, demostraremos o teorema F.

No Apêndice A, mostraremos que o funcional associado ao problema (S) está bem definido

e é de classe C1.

No Apêndice B, enunciaremos os principais teoremas e resultados que utilizaremos no

decorrer do trabalho.

No que se segue, denotaremos uma constante genérica por C.
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Caṕıtulo 1

Resultados abstratos

Neste caṕıtulo iremos enunciar três teoremas importantes sobre os pontos cŕıticos para

funcionais em espaços de Banach os quais iremos utilizar durante todo o nosso trabalho.

O primeiro e o segundo não serão demonstrados, mas iremos demonstrar o terceiro que é

o Teorema do Passo da Montanha via lema da deformação segundo P. Bartolo, V. Benci

e D. Fortunato [5].

Teorema 1.1 : Suponha que E é um espaço de Banach reflexivo com norma ‖.‖ e seja

M ⊂ V um subconjunto fracamente fechado em E. Suponha Φ : M → R ∪ ∞ coercivo

em M com respeito a E, e fracamente semi-cont́ınuo inferiormente. Então Φ é limitado

sobre M e o ı́nfimo é atingido em M .

Esse teorema será usado para demonstrarmos os Teoremas A e B mencionados na

introdução, isto é, quando estivermos no caso sublinear. Para a demonstração e mais

informações sobre o Teorema 1.1, ver Struwe [21], pag.04.

O próximo teorema refere-se à versão mais conhecida do teorema do passo da montanha

onde usa-se a condição de compacidade de Palais-Smale [19], pags.04 e 81. Antes vamos

definir a condição de Palais-Smale (PS):

Definição (PS) : Seja E um espaço de Banach e Φ ∈ C1(E,R). Dizemos que Φ : E → R
satisfaz a condição (PS) se , toda seqüência (un, vn) em E tal que

|Φ(un, vn)| ≤ C e Φ
′
(un, vn) → 0
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Caṕıtulo 1. Resultados abstratos

contém uma subseqüência convergente na norma de E.

Teorema 1.2 ( Teorema do Passo da Montanha): Seja E um espaço de Banach

e Φ ∈ C1(E,R) satisfazendo (PS). Suponha que Φ(0) = 0 e

(Φ1) existem constantes ρ, α > 0 tais que Φ ≥ α na ∂Bρ, e

(Φ2) existe um e ∈ E\B̄ρ tal que Φ(e) ≤ 0.

Então Φ possui um valor cŕıtico c ≥ α. Além disso, c pode ser caracterizado por

c = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

Φ(u)

onde

Γ = {g ∈ C([0, 1], E) : g(0) = 0 e g(1) = e} .

Agora iremos demonstrar o Teorema do Passo da Montanha via lema da deformação

substituindo a condição (PS) pela condição (Ce) segundo P. Bartolo, V. Benci e D. For-

tunato [5]. Para isso, introduziremos algumas notações:

Seja E um espaço de Banach e Φ : E → R para c ∈ R. Escreveremos

Kc =
{
u ∈ E : Φ(u) = c e Φ

′
(u) = 0

}
,

Ac = {u ∈ E : Φ(u) ≤ c} ,

Ẽ =
{
u ∈ E : Φ

′
(u) 6= 0

}
.

Definição (Ce) : Dizemos que Φ ∈ C1(E,R) satisfaz a condição de Cerami (Ce) em

]c1, c2[, (−∞ ≤ c1 < c2 ≤ +∞), se

(i) toda seqüência limitada {un} ⊂ Φ−1(]c1, c2[) para a qual {Φ(un)} é limitada e Φ
′
(un) →

0, possui uma subseqüência convergente e

(ii) ∀c ∈]c1, c2[, existem σ,R, α > 0 tais que [c− σ, c+ σ] ⊂]c1, c2[ e

∀u ∈ Φ−1([c− σ, c+ σ]), ‖u‖ ≥ R :
∥∥Φ′

(u)
∥∥ ‖u‖ ≥ α.

Precisaremos do seguinte lema :

Lema C.1 : Se Φ ∈ C1(E,R), então existe uma função cont́ınua localmente lipschitziana

f : Ẽ → E satisfazendo as condições

‖f(u)‖ ≤ 2

‖Φ′(u)‖
, ∀ u ∈ Ẽ (1.1)
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Caṕıtulo 1. Resultados abstratos

〈
Φ
′
(u), f(u)

〉
≥ 1, ∀ u ∈ Ẽ (1.2)

Demonstração : Considere a função l : Ẽ → E
′
definida por

l(u) =
Φ
′
(u)

‖Φ′(u)‖2 .

Por argumentos similares usados na prova da existência do chamado campo pseudogra-

diente [19] pode-se mostrar a existência de uma função cont́ınua localmente lipschitziana

f : Ẽ → E satisfazendo as condições :

‖f(u)‖ ≤ 2 ‖l(u)‖ e 〈l(u), f(u)〉 ≥ ‖l(u)‖2 para todo u ∈ Ẽ.

Então o resultado segue.

Podemos agora enunciar o lema da Deformação:

Lema da Deformação : Seja E um espaço de Banach real e seja Φ ∈ C1(E,R)

satisfazendo a condição (Ce) em ]c1, c2[. Se c ∈ ]c1, c2[ e N é alguma vizinhança de Kc,

então existe um homeomorfismo limitado η : E → E e uma constante ε̄ > ε > 0 tal que

[c− ε̄, c+ ε̄] ⊂]c1, c2[ satisfazendo as seguintes propriedades:

η(Ac+ε \N) ⊂ Ac−ε, (1)

η(Ac+ε) ⊂ Ac−ε se Kc = ∅, (2)

η(x) = x se x /∈ Φ−1(]c− ε̄, c+ ε̄[). (3)

Demonstração : Primeiramente observamos que a condição (Ce) implica que Kc é

compacto. De fato, seja {un} ⊂ Kc uma seqüência qualquer. Queremos mostrar que

{un} possui uma subseqüência convergente em Kc, pela definição de compacto. Note que

Φ(un) = c, para todo n ∈ N, e Φ
′
(un) = 0 para todo n ∈ N. Suponha que exista uma

subseqüência {unk
} de {un} tal que ‖unk

‖ → ∞. Então teŕıamos ‖unk
‖ → ∞,Φ(unk

) =

c, para todo nk ∈ N, e
∥∥Φ′

(unk
)
∥∥ ‖unk

‖ → 0, para todo nk ∈ N. Isto contraria a condição

(Ce)(ii). Portanto, {un} é uma seqüência limitada. Assim, sendo {un} limitada, Φ(un) =

c e Φ
′
(un) → 0, pela condição (Ce)(i), existe uma subseqüência de {un} convergente para

u ∈ X. Falta mostrar que u ∈ Kc. Temos que Φ(unk
) = c e Φ é cont́ınua, então Φ(u) = c.
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Caṕıtulo 1. Resultados abstratos

Analogamente, Φ
′
(unk

) → 0 e Φ
′
é cont́ınua, então Φ

′
(u) = 0. Logo u ∈ Kc e conclúımos

que Kc é compacto.

Vamos assumir que Kc 6= ∅ ( pois o caso Kc = ∅ é trivial). Seja Mδ uma vizinhança

aberta de Kc, isto é, Mδ = {u ∈ E : ‖u−Kc‖ < δ} onde δ > 0 e ‖u−Kc‖ denota a

distância de u à Kc. Devido à compacidade de Kc, podemos escolher um δ > 0 suficiente-

mente pequeno tal que Mδ ⊂ N . Assim podemos substituir N por Mδ. Note que no caso

Kc = ∅ podemos escolher Mδ = ∅ e (2) segue trivialmente de (1).

A hipótese (Ce)(i) implica que existem constantes positivas ε̄, b, b1 tais que∥∥∥Φ′
(u)
∥∥∥ > b para u ∈ (Ac+ε̄ \ Ac−ε̄) ∩

(
Mδ \M δ

8

)
, (4)∥∥∥Φ′

(u)
∥∥∥ > b1 para u ∈ (Ac+ε̄ \ Ac−ε̄) ∩

(
BR \M δ

8

)
(5)

onde BR denota a bola fechada em E de centro na origem e raio R > 0, em que R é a

constante que aparece na condição (Ce)(ii). De fato, suponha que (4) não ocorra, então

existiriam seqüências bn → 0, ε̄n → 0, {un} ⊂ (Ac+ε̄n \ Ac−ε̄n)
⋂(

Mδ \M δ
8

)
satisfazendo∥∥Φ′

(un)
∥∥ ≤ bn. Observe que se un ∈Mδ para todo n ∈ N, un ∈ (Ac+ε̄n \ Ac−ε̄n) para todo n ∈

N, então {un} é uma seqüência limitada satisfazendo Φ(un) = c e Φ
′
(un) → 0.

Logo, por (Ce)(i) existe uma subseqüência de {un} que converge para u ∈ E. Segue

da continuidade de Φ e Φ
′
que Φ(u) = c e Φ

′
(u) = 0. Portanto u ∈ Kc. Por outro lado,

un /∈ M δ
8
∀n, então u /∈ M δ

16
. Assim, u ∈ Kc \ M δ

16
= ∅ e chegamos a um absurdo.

Concluimos que (4) é verdade. Analogamente (5) também se verifica.

Agora como (4) e (5) valem, podemos tomar ε̄ < min
{
bδ
8
, σ
}

onde σ é a constante

positiva dada pela condição (Ce)(ii).

Assim por (5) e por (Ce)(ii) obtemos∥∥∥Φ′
(u)
∥∥∥ > 0 para u ∈ (Ac+ε̄ \ Ac−ε̄) \M δ

8
. (6)

De fato, seja u ∈ (Ac+ε̄ \ Ac−ε̄) \M δ
8
. Se ‖u‖ < R segue por (4) que

∥∥Φ′
(u)
∥∥ > b1 >

0. Caso contrário temos ‖u‖ ≥ R e u ∈ Φ−1([c − σ, c + σ]) e segue de (Ce)(ii) que∥∥Φ′
(u)
∥∥ ‖u‖ > α > 0. Dáı,

∥∥Φ′
(u)
∥∥ > 0. Portanto, concluimos (6).

Consideramos agora 0 < ε < ε̄ e uma função corte localmente lipschitziana χ cons-

truida da seguinte maneira: χ : E → [0, 1] tal que

χ(u) =

{
0, se u /∈ Φ−1([c− ε̄, c+ ε̄]) ou u ∈M δ

8

1, se u ∈ Φ−1([c− ε, c+ ε]) e u /∈M δ
4
. (7)

10



Caṕıtulo 1. Resultados abstratos

Em seguida, consideramos a aplicação V : E → E definida por

V (u) =

{
−χ(u)f(u), se u ∈ Ẽ

0, se u /∈ Ẽ (8)

onde f é definida pelo lema C.1.

Obviamente V é localmente lipschitziana em E. Por (1.1), dado u ∈ Ẽ,

‖V (u)‖ = ‖−χ(u)f(u)‖ ≤ ‖f(u)‖ ≤ 2

‖Φ′(u)‖
. (9)

Agora iremos mostrar que

‖V (u)‖ ≤ k1 + k2 ‖u‖ (10)

onde k1, k2 são constantes independentes de u ∈ E. Podemos supor que

u ∈ Φ−1([c − ε̄, c + ε̄]) \ M δ
8
. Caso contrário, χ(u) = 0, então V (u) = 0 trivialmente.

Distinguiremos dois casos:

(a) ‖u‖ ≥ R : então, como ε̄ < σ, por (Ce)(ii) temos
∥∥Φ′

(u)
∥∥ ≥ α

‖u‖ e por (9)

‖V (u)‖ ≤ 2
α
‖u‖;

(b) ‖u‖ < R : então por (5)
∥∥Φ′

(u)
∥∥ > b1 e u ∈ (Ac+ε̄ \ Ac−ε̄). Usando (9), ‖V (u)‖ ≤ 2

b1
.

Portanto, ‖V (u)‖ ≤ 2
b1

+ 2
α
‖u‖ , ∀ u ∈ E e assim (10) se verifica.

Consideremos agora o seguinte problema de valor inicial
dη
dt

= V (η),

η(0) = x, x ∈ E. (11)

Visto que V é localmente lipschitziana, para cada x ∈ E, (11) possui uma solução

η(., x) a qual em virtude de (10) é definida em R+ = {t ∈ R : t ≥ 0}. Se fixarmos t ∈ R+,

a função η(t, .) : E → E é um homeomorfismo limitado de E para E, por (10).

Observe que de (7) e (8), se x ∈ M δ
8

ou x /∈ Φ−1([c − ε̄, c + ε̄]) então η((t, x)) = x.

Assim, para cada t ∈ R+, η(t, .) satisfaz (3).

Para provar que existe um t̄ tal que η(t̄, .) satisfaz (1) iremos precisar de algumas

etapas:

Afirmação 1 : Para cada x ∈ E a função real definida por

Sx(t) = Φ(η(t, x)), t ∈ R+ é não crescente em R+.

11



Caṕıtulo 1. Resultados abstratos

De fato, para cada t > 0 :

d

dt
Sx(t) =

〈
Φ
′
(η(t, x)),

d

dt
η(t, x)

〉
=
〈
Φ
′
(η(t, x)), V (η(t, x))

〉
.

Então se η(t, x) /∈ Ẽ, temos que d
dt
Sx(t) = 0, pois V (η(t, x)) = 0. Por outro lado, se

η(t, x) ∈ E, temos

d

dt
Sx(t) =

〈
Φ
′
(η(t, x)),−χ(η(t, x))f(η(t, x))

〉
= −χ(η(t, x))

〈
Φ
′
(η(t, x)), f(η(t, x))

〉
. (12)

Do fato χ ≥ 0 e do lema C.1,(1.2) temos que

d

dt
Sx(t) ≤ 0. (13)

Portanto, por (12) e (13) a Afirmação 1 está verificada.

Para provar (1) é suficiente considerar o conjunto

Y = (Ac+ε \ Ac−ε) \Mδ

e mostrar que

∃ t̄ tal que ∀ x ∈ Y, η(t̄, x) ∈ Ac−ε,

pois se u ∈ Ac−ε teremos da afirmação 1 que

Φ(η(2ε, x)) ≤ Φ(η(0, x)) = Φ(x) ≤ c− ε.

Para isto considere o conjunto

Z = (Ac+ε \ Ac−ε) \M δ
2

e vamos provar que:

Afirmação 2 : Para cada x ∈ Y , existe tx ≤ 2ε tal que η(tx, x) /∈ Z.

De fato, seja x ∈ Y e t > 0 tal que

η(τ, x) ∈ Z, ∀ τ ∈ [0, t]. (14)

Queremos mostrar que t < 2ε. Observe que dado x ∈ Y

c− ε < Φ(x) = Φ(η(0, x)) ≤ c+ ε e ‖x−Kc‖ > δ.

12
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Assim como t ∈ R+,Φ(η(t, x)) é uma função cont́ınua e não crescente , segue que

c− ε < Φ(η(t, x)) ≤ c+ ε e ‖η(t, x)−Kc‖ >
δ

2

para τ ∈ [0, t] e t > 0.

Assim, por (6), Z ⊂ Ẽ e portanto por (7) e o lema C.1,(1.2) obtemos

∀ τ ∈ [0, t],
d

dτ
Sx(τ) = −χ(η(τ, x))

〈
Φ
′
(η(τ, x), f(η(τ, x))

〉
= −

〈
Φ
′
(η(τ, x)), f(η(τ, x))

〉
≤ −1.

Note que

Sx(0)− Sx(t) = Φ(η(0, x))− Φ(η(t, x)) < (c+ ε)− (c− ε) = 2ε,

segue que

2ε > Sx(0)− Sx(t) = −
∫ t

0

d

dτ
Sx(τ)dτ ≥ t.

Assim verificamos a Afirmação 2.

Observe agora que da afirmação 2 para cada x ∈ Y , existe tx ≤ 2ε onde η(tx, x) /∈ Z.

Pela afirmação 1, Φ(η(tx, x)) ≤ Φ(x) ≤ c + ε. Logo, η(tx, x) ∈ Ac−ε ou η(tx, x) ∈ M δ
2
.

Se η(tx, x) ∈ Ac−ε, temos que η(2ε, x) ∈ Ac−ε, pois tx ≤ 2ε e vale a primeira afirmação.

Agora η(tx, x) ∈M δ
2

é o caso que falta considerar.

Seja t2 o primeiro instante em que η(tx, x) ∈ ∂M δ
2
. Vamos mostrar que :

Afirmação 3 : Existe t0 ≤ t2 tal que η(t0, x) ∈ Ac−ε.
Suponha que t0 não exista. Então η(t, x) ∈ Z,∀ t ∈ [0, t2]. Logo , pela afirmação 2 t2 < 2ε.

Por outro lado, seja t1 o primeiro instante antes de t2 no qual η(., x) toca a fronteira de

Mδ. Obviamente,

η(t, x) ∈ (Ac+ε \ Ac−ε) ∩
(
Mδ \M δ

2

)
, ∀ t ∈]t1, t2[

e por (3) temos : ∥∥∥Φ′
(η(t, x))

∥∥∥ ≥ b, ∀ t ∈]t1, t2[.

Usando o lema (C.1)(1.1), podemos escrever

δ

2
≤ ‖η(t2, x)− η(t1, x)‖ =

∥∥∥∥∫ t2

t1

V (η(t, x))dt

∥∥∥∥ ≤ ∫ t2

t1

‖f(η(t, x))‖ dt,

13
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pois ‖V (η(t, x))‖ = ‖−χ(η(t, x))f(η(t, x))‖ ≤ ‖f(η(t, x))‖ , ∀ t ∈]t1, t2[. Assim,

δ

2
≤
∫ t2

t1

‖f(η(t, x))‖ dt ≤ 2

∫ t2

t1

dt

‖Φ′(η(t, x))‖
≤ 2

b
(t2 − t1) <

2

b
t2,

onde obtemos t2 >
bδ
4
. Usando agora que ε̄ < min

{
bδ
8
, σ
}

segue que t2 > 2ε̄ e isto contradiz

t2 < 2ε. Portanto a Afirmação 3 está verificada.

Para finalizar, das afirmações 2 e 3 com t0 ≤ tx ≤ 2ε segue que Φ(η(2ε, x)) ≤
Φ(η(t0, x)) ≤ c− ε. Logo η(2ε, x) ∈ Ac−ε. Assim finalizamos a demonstração do Lema da

Deformação.

Faremos a seguir a demonstração do Teorema do Passo da Montanha substituindo a

condição (PS) pela condição (Ce) em ]c1, c2[ enunciada anteriormente.

Demonstração do Teorema do Passo da Montanha com a condição (Ce) : Pela

definição de c temos que c <∞. Note que c ≥ α. De fato, se g ∈ Γ, então g([0, 1])∩∂Bρ 6=
∅, pois g([0, 1]) é conexo, g(0) = 0, g(1) = e com e /∈ B̄ρ. Portanto, temos

max
g∈Γ([0,1])

Φ(u) ≥ inf
w∈∂Bρ

Φ(w) ≥ α.

Logo, c ≥ α.

Suponha que c não seja ponto cŕıtico e que Kc = ∅. Usando o Lema da Deformação

com ε̄ = α
2
, isso nos garante que existe ε ∈ (0, ε̄) e um homeomorfismo η : E → E

satisfazendo as propriedades desse lema. Pela definição de ı́nfimo, ∃g ∈ Γ tal que

max
g∈Γ([0,1])

Φ(u) ≤ c+ ε. (15)

Considere ϕ(t) = η(g(t)), t ∈ [0, 1]. Temos que ϕ ∈ C([0, 1]), pois η e g são cont́ınuas.

Observe que ϕ(0) = η(g(0)) = η(0).

Uma vez que c ≥ α, então c − ε̄ ≥ α
2

e, portanto,Φ(0) = 0 < α
2
≤ c − ε. Isto resulta

que 0 /∈ Φ−1([c− ε̄, c+ ε̄]). Assim, usando (3) do lema da Deformação ϕ(0) = 0.

Note que ϕ(1) = η(g(1)) = η(e) e que Φ(e) ≤ 0 < α
2
≤ −ε̄. Analogamente, ϕ(1) = e.

Logo, temos que ϕ ∈ Γ e pela definição de c obtemos

c ≤ max
u∈ϕ([0,1])

Φ(u). (16)

Por (15), g([0, 1]) ⊂ Ac+ε. Dáı, por (2) do lema da Deformação ϕ([0, 1]) ⊂ Ac−ε, ou seja,

max
u∈ϕ([0,1])

Φ(u) ≤ c− ε

14
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o que contraria (16). O absurdo vem de se supor que c não é valor cŕıtico. Portanto c é

um valor cŕıtico de Φ.
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Caṕıtulo 2

Problemas do tipo sublinear e
superlinear

Começamos este caṕıtulo estabelecendo a estrutura variacional do problema (S) de-

finido na introdução. Considerando o funcional

Φ(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)dx,

definido no produto cartesiano dos espaços de Sobolev E = W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω),

Ω um domı́nio limitado em RN ; a norma em E é a norma da soma, isto é,

‖(u, v)‖E = ‖u‖W 1,p
0 (Ω) + ‖v‖W 1,q

0 (Ω) ,∀ (u, v) ∈ E.

2.1 O caso coercivo

Iniciaremos com a demonstração de dois lemas, os quais nos permitirão demonstrar

o Teorema A. Utilizaremos o teorema 1.1 (ver cap.1) sobre funcionais fracamente semi-

cont́ınuos inferiormente e coercivos. Em posse desse resultado, mostraremos que existe

um ponto (u0, v0) ∈ E onde o mı́nimo de Φ é atingido. Em seguida, mostraremos que

esse ponto (u0, v0) é solução fraca do problema (S).

Lema 2.1-a : Suponha que F satisfaz a condição (F.3) com r, s no caso sublinear. Então

Φ é um funcional coercivo em E.
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Demonstração : Seja (u, v) ∈ E e lembremos que Φ é definido por

Φ(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)dx

=
1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω) −

∫
Ω

F (x, u, v)dx.

Pela hipótese (F.3), temos que∣∣∣∣∫
Ω

F (x, u, v)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|F (x, u, v)| dx ≤
∫

Ω

c1(1 + |u|r + |v|s)dx,

para alguma constante c1 positiva.

Conseqüentemente, usando a definição do funcional Φ acima, obtemos

Φ(u, v) ≥ 1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω) − c1

[
|Ω|+ ‖u‖rLr(Ω) + ‖v‖sLs(Ω)

]
,

em que |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω.

Visto que Ω é um domı́nio limitado de RN e 1 < r < p, 1 < s < q, podemos usar a

desigualdade de Hölder para obter

‖u‖Lr(Ω) ≤ A ‖u‖Lp(Ω) ≤ Ã ‖u‖W 1,p
0 (Ω) , em que A = A(p, r,Ω)

e

‖v‖Ls(Ω) ≤ B ‖v‖Lq(Ω) ≤ B̃ ‖v‖W 1,q
0 (Ω) , em que B = B(q, s,Ω).

Assim, existem constantes positivas c2, c3 tais que

Φ(u, v) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

− c2 ‖u‖rW 1,p
0 (Ω) − c3 ‖v‖sW 1,q

0 (Ω) − c1 |Ω|

= ‖u‖p
W 1,p

0 (Ω)
(
1

p
− c2 ‖u‖r−pW 1,p

0 (Ω)
) + ‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

(
1

q
− c3 ‖v‖s−qW 1,q

0 (Ω)
)− c1 |Ω|

Observando que temos por hipótese r − p < 0, s − q < 0, fazendo ‖u‖W 1,p
0 (Ω) −→ ∞

ou ‖v‖W 1,q
0 (Ω) −→ ∞ , obtemos Φ(u, v) −→ ∞. Portanto, Φ é coercivo e o lema está

demonstrado.

Lema 2.1-b : Sob as hipóteses do Lema 2.1-a, Φ é um funcional fracamente semi-

cont́ınuo inferiormente.

Demonstração : Considere uma seqüência (un, vn) em E; (un, vn) ⇀ (u, v) em E. Pela
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teoria de convergência fraca ‖(un, vn)‖E é limitada e

1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

≤ lim inf
n

{
1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)

}
.

Por outro lado, temos que
∫

Ω
F (x, un, vn)dx→

∫
Ω
F (x, u, v)dx . De fato, pelas imersões

compactas, (un, vn) → (u, v) em Lp(Ω)×Lq(Ω), então (un(x), vn(x)) → (u(x), v(x)) q.t.p x em Ω.

Defina

fn(x) = F (x, un, vn) e gn(x) = c1(1 + |un|r + |vn|s).

Observe que, por (F.3)

|F (x, un, vn)| ≤ c1(1 + |un|r + |vn|s) = gn.

Como F é de classe C1 e (un(x), vn(x)) → (u(x), v(x)) q.t.p x em Ω, segue que fn →
f q.t.p x em Ω. Defina agora g := c1(1 + |u|r + |v|s). Note que pelo teorema B.4 (ver

Apêndice B)
∫

Ω
|un|r dx →

∫
Ω
|u|r dx e

∫
Ω
|vn|s dx →

∫
Ω
|v|s dx, pois (un, vn) → (u, v) em

Lp(Ω)× Lq(Ω) e r < p, s < q. Assim, gn → g em L1(Ω). Usando o T.C. D. de Lebesgue

na versão do teorema B.5 (ver Apêndice B) obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

F (x, un, vn)dx =

∫
Ω

F (x, u, v)dx.

Agrupando estes resultados , segue que

Φ(u, v) =
1

q
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

−
∫

Ω

F (x, u, v)dx

≤ lim inf
n

{
1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)

}
−
{

lim
n

∫
Ω

F (x, un, vn)dx

}
= lim inf

n

{
1

p

∫
Ω

|∇un|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇vn|q dx−
∫

Ω

F (x, un, vn)dx

}
= lim inf

n
Φ(un, vn).

Portanto,Φ é fracamente semi-cont́ınuo inferiormente.

Provados esses dois lemas, usaremos agora o teorema 1.1 (ver cap.1) e assim, concluire-

mos que o funcional Φ sendo coercivo e fracamente semi-cont́ınuo inferiormente atinge seu

ı́nfimo em E, ou seja, existe um ponto (u0, v0) ∈ E; Φ(u0, v0) = min Φ(u, v),∀ (u, v) ∈ E.
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Resta provar a seguinte afirmação :

Afirmação : Se F satisfaz (F.2) e (u0, v0) é ponto de mı́nimo de E, então Φ
′
(u0, v0) = 0.

Conseqüentemente (u0, v0) é solução fraca para o problema (S).

Verificação da Afirmação : Note que (u, v) satisfaz

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
≥ 0, para t > 0 e ∀ (ϕ, ψ) ∈ E.

Mas,

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
=

1

t

{
1

p

∫
Ω

|∇u+ t∇ϕ|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v + t∇ψ|q dx
}

− 1

t

∫
Ω

F (x, u+ tϕ, v + tψ)dx

− 1

t

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)dx

}
=

1

p

∫
Ω

|∇u+ t∇ϕ|p − |∇u|p

t
dx+

1

q

∫
Ω

|∇v + t∇ψ|q − |∇v|q

t
dx

−
∫

Ω

F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t
dx ≥ 0.

Podemos reescrever a última desigualdade acima da seguinte maneira (veja Apêndice A):∫
Ω

|∇u+ t∇ϕ|p−2∇u∇ϕdx+ t

∫
Ω

|∇u+ t∇ϕ|p−2 |∇ϕ|2 dx

+

∫
Ω

|∇v + t∇ψ|q∇v∇ψdx+ t

∫
Ω

|∇v + t∇ψ|q−2 |∇ψ|2 dx

≥
∫

Ω

F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t
dx.

Usando o Teorema do Valor Médio, existem θ1, θ2 : Ω → R tais que

F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t
= Fu(x, θ1, v + tψ) + Fv(x, u+ tϕ, θ2) em q.t.p x ∈ Ω

e, mais, θ1(x) → u(x) q.t.p x ∈ Ω e θ2(x) → v(x) q.t.p x ∈ Ω.

Pela condição (F.2), Fu, Fv ∈ L1(Ω). Além disso,

Fu(x, θ1(x), v + tψ) → Fu(x, u(x), v(x)) q.t.p x ∈ Ω
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Caṕıtulo 2. Problemas do tipo sublinear e superlinear

e

Fv(x, u+ tϕ, θ2(x)) → Fv(x, u(x), v(x)) q.t.p x ∈ Ω,

o que implica que

Fu(x, θ1(x), v(x) + tψ(x))ϕ(x) → Fu(x, θ1(x), v(x) + tψ(x))ϕ(x) q.t.p x ∈ Ω

e

Fv(x, u(x) + tϕ(x), θ2(x))ψ(x) → Fv(x, u(x) + tϕ(x), θ2(x))ψ(x) q.t.p x ∈ Ω.

Logo,

F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t
→ Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ, ∀(ϕ, ψ) ∈ E,

q.t.p x ∈ Ω, quando t→ 0. Usando agora o Lema B.6 [cf.Apêndice B], resulta que∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx+
∫

Ω

|∇v|q−2∇v∇ψdx ≥
∫

Ω

Fu(x, u, v)ϕdx+

∫
Ω

Fv(x, u, v)ψdx,∀ (ϕ, ψ) ∈ E.

Utilizando o teorema do Divergente e usando (−ϕ, 0) e (0,−ψ), concluimos as igualdades∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =

∫
Ω

Fu(x, u, v)ϕdx,∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

e ∫
Ω

|∇v|q−2∇v∇ψdx =

∫
Ω

Fv(x, u, v)ψdx, ∀ψ ∈ W 1,q
0 (Ω).

Finalmente, como (u0, v0) é ponto de mı́nimo para Φ ∈ C1(E,R), temos que〈
Φ
′
(u0, v0), (ϕ, ψ)

〉
= 0, (ϕ, ψ) ∈ E

e segue que (u0, v0) é solução fraca do problema (S).

Demonstração do Teorema A: demonstrados os lemas 2.1-a, 2.1-b e a afirmação an-

terior, isto é, mostramos que a condição (F.3) no caso sublinear implica que Φ é um

funcional semi-cont́ınuo inferiormente e coercivo e concluimos que um ponto de mı́nimo é

atingido para algum ponto (u0, v0) em E. Depois, a condição (F.2) nos garantiu que este

mı́nimo de Φ é um ponto cŕıtico e este é solução do problema (S). Assim, demonstramos

o Teorema A.
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2.2 O caso coercivo, solução não-trivial

Observando a condição (F.4) , isto é,

F (x, 0, 0) = Fu(x, 0, 0) = Fv(x, 0, 0) = 0

conclúımos que (u, v) = (0, 0) é solução do problema (S). Dáı podemos nos indagar, da

seguinte maneira: como obter uma solução não-trivial para este problema? A resposta a

esta pergunta é: impondo condições apropriadas para F .

Antes de apresentarmos o próximo resultado, faremos uma pequena explanação sobre

o primeiro autovalor para o p-Laplaciano.

O problema de autovalor para o p-Laplaciano é encontrar um λ ∈ R e um u ∈ W 1,p
0 (Ω)

não-nulo solução fraca do problema:{
−div(|∇u|p−2∇u) = λ |u|p−2 u em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado em RN .

O problema de existência de tal par (u, λ) ∈ W 1,p
0 (Ω) × R foi estudado recentemente

por Ananne [3]: mostra-se a existência de uma sequência crescente (λk)k≥1 de autovalores;

λk →∞ , onde o primeiro autovalor λ1 é definido por:

λ1 = inf

{∫
Ω

|∇u|p dx;u ∈ W 1,p
0 (Ω),

∫
Ω

|u|p dx = 1

}
,

possuindo propriedades importantes como:

(i) λ1 é simples, isto é, se u, v são duas autofunções correspondentes ao autovalor λ1, então

u = αv para algum α.

(ii) λ1 é isolado, isto é, λ1 é o único autovalor em [0, a] para algum a > λ1.

A principal dificuldade de provar estes e outros resultados relacionados aos proble-

mas de autovalores é a regularidade das autofunções. Tal assunto é estudado por E.Di

Benedetto [11]e P. Tolksdorf [23].

Nosso próximo resultado será mostrar que existe um ponto (u0, v0) 6= (0, 0) em E tal

que Φ(u0, v0) < 0, usando a noção de autovalor para o p-Laplaciano.
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Demonstração do Teorema B: Pelo Teorema A, já temos que o funcional Φ assume

um mı́nimo em E. Considere ϕ a primeira autofunção para o p-Laplaciano, assim temos:{
−∆pϕ = λ1(p) |ϕ|p−2 ϕ em Ω

ϕ = 0 sobre ∂Ω, (S.1)

e seja ψ a primeira autofunção para o q-Laplaciano, isto é,{
−∆qψ = λ1(q) |ψ|q−2 ψ em Ω

ψ = 0 sobre ∂Ω. (S.2)

Pela Teoria de Regularização, ϕ, ψ ∈ C1,α [11],[23]. Assim podemos tomar ‖ϕ‖L∞(Ω) ≤
R e ‖ψ‖L∞(Ω) ≤ R, onde R é a constante dada pela condição (F.5).

Fazendo (u, v) = (t
1
pϕ, t

1
qψ) onde (ϕ, ψ) ∈ W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω), temos pela definição de

Φ:

Φ(t
1
pϕ, t

1
qψ) =

1

p

∫
Ω

∣∣∣∇(t
1
pϕ)
∣∣∣p dx+

1

q

∫
Ω

∣∣∣∇(t
1
qψ)
∣∣∣q dx− ∫

Ω

F (x, t
1
pϕ, t

1
qψ)dx.

Por outro lado, da condição (F.5): F (x, t
1
pϕ, t

1
qψ) ≥ tθK(x, ϕ, ψ), o que implica que

−
∫

Ω
F (x, t

1
pϕ, t

1
qψ ≤ −tθ

∫
Ω
K(x, ϕ, ψ). Note ainda que, por hipótese, a integral da função

K é finita, pois esta é cont́ınua em Ω̄.

Assim, usando a desigualdade acima, o fato de ‖ϕ‖L∞(Ω) ≤ R, ‖ψ‖L∞(Ω) ≤ R e os

problemas (S.1), (S.2), existem constantes positivas A,B,D tais que:

Φ(t
1
pϕ, t

1
qψ) ≤ 1

p

∫
Ω

t |∇ϕ|p dx+
1

q

∫
Ω

t |∇ψ|q dx− tθ
∫

Ω

K(x, ϕ, ψ)dx

= t

{
1

p

∫
Ω

|∇ϕ|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇ψ|q dx
}
− tθ

∫
Ω

K(x, ϕ, ψ)dx

= t

{
λ1(p)

p

∫
Ω

|ϕ|p dx+
λ1(q)

q

∫
Ω

|ϕ|q dx
}
− tθ

∫
Ω

K(x, ϕ, ψ)dx

= t

{
λ1(p)

p
‖ϕ‖pLp(Ω) +

λ1(q)

q
‖ψ‖qLq(Ω)

}
− tθ

∫
Ω

K(x, ϕ, ψ)dx

≤ t(A+B)− tθD < 0,

para t > 0 suficientemente pequeno, uma vez que 0 < θ < 1. Portanto Φ(u0, v0) < 0.

Assim, finalizamos a demonstração do Teorema B.
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2.3 A condição de compacidade de Palais-Smale e o

Teorema do Passo da Montanha

Nesta subseção iremos trabalhar no sentido de encontrar, sob certas condições, um

ponto cŕıtico não-trivial para o funcional Φ. Mostraremos que Φ satisfaz a condição (PS)

e, em seguida, verificaremos que Φ tem a Geometria do Passo da Montanha.

No lema a seguir iremos verificar que Φ satisfaz a condição de compacidade (PS):

Lema (PS) : Suponha que F satisfaz as condições (F.2), (F.6) e (F.3) no caso

superlinear. Então o funcional Φ satisfaz a condição (PS).

Demonstração do Lema (PS) : de ińıcio, iremos mostrar que a seqüência (un, vn) é

limitada. De fato, por hipótese, como Φ(un, vn) é limitada, pela constante C > 0,∣∣∣∣1p
∫

Ω

|∇un|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇vn|q dx−
∫

Ω

F (x, un, vn)dx

∣∣∣∣ ≤ C

e ainda, se Φ
′
(un, vn) → 0 em E

′
, significa que dado ε > 0, existe n0 tal que para todo

n ≥ n0, ∣∣∣〈Φ
′
(un, vn), (un, 0)

〉∣∣∣ ≤ ε ‖un‖W 1,p
0 (Ω)

e ∣∣∣〈Φ
′
(un, vn), (0, vn)

〉∣∣∣ ≤ ε ‖vn‖W 1,q
0 (Ω) .

Agora, usando a desigualdade triangular e de Cauchy-Schwartz, escolha c1 = max {θp, θq},
∀n ≥ n0,

Φ(un, vn)−θpΦ
′
(un, vn)(un, 0)−θqΦ

′
(un, vn)(0, vn) ≤ C+c1ε(‖un‖W 1,p

0 (Ω)+‖vn‖W 1,q
0 (Ω)).
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Por outro lado,

Φ(un, vn)−
〈
Φ
′
(un, vn), (θpun, θqvn)

〉
=

1

p

∫
Ω

|∇un|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇vn|q dx−
∫

Ω

F (x, un, vn)dx

− θp

{∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇un −
∫

Ω

Fu(x, un, vn)un

}
− θq

{∫
Ω

|∇vn|q−2∇vn∇vn −
∫

Ω

Fv(x, un, vn)vn

}
=

(
1

p
− θp

)∫
Ω

|∇un|p dx+

(
1

q
− θq

)∫
Ω

|∇vn|q dx

−
{∫

Ω

F (x, un, vn)− θpFu(x, un, vn)un − θqFv(x, un, vn)vn

}
.

Usando a desigualdade de Poincaré, a condição (F.6), (F.2), (F.3), juntamente com os

resultados acima, obtemos

C + c1ε
(
‖un‖W 1,p

0 (Ω) + ‖vn‖W 1,q
0 (Ω)

)
≥

(
1

p
− θp

)∫
Ω

|∇un|p dx+

(
1

q
− θq

)∫
Ω

|∇vn|q dx

= M1 ‖∇un‖pLp(Ω) +M2 ‖∇vn‖qLq(Ω)

= M1 ‖un‖pW 1,p
0 (Ω)

+M2 ‖vn‖qW 1,q
0 (Ω)

.

Como p, q > 1, a desigualdade acima nos permite concluir que ‖un‖W 1,p
0 (Ω) e ‖vn‖W 1,q

0 (Ω)

são limitadas. Assim, a seqüência (un, vn) é limitada em E.

A existência de uma subseqüência fracamente convergente segue do seguinte argumento

padrão:

E é o produto cartesiano de espaços reflexivos e, portanto, reflexivo. Na verdade,

W 1,p
0 (Ω),W 1,q

0 (Ω) são espaços uniformemente convexos. Sendo {(un, vn)} ⊂ E limitada,

pelo Teorema de Eberlein - Smullian, existe uma subseqüência de {(un, vn)} que iremos

denotar ainda por {(un, vn)} ; (un, vn) ⇀ (u, v) em E.

Por outro lado, pelo fato das imersões serem compactas, W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω)

e W 1,q
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), temos que (un, vn) → (u, v) em Lp(Ω)×Lq(Ω). Precisamos mostrar

que a seqüência (un, vn) converge em E. Considere a imersão compacta

i : E ↪→ Lp(Ω)× Lq(Ω)
(u, v) 7−→ i(u, v) = (u, v)
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Como o crescimento de F na condição (F.3)- caso superlinear, está abaixo dos expo-

entes cŕıticos p∗ e q∗ , vamos definir a aplicação dualidade D, da seguinte forma :

D : E −→ E
′

(u, v) 7−→ D(u, v) = 〈(u, v), .〉E
onde

〈(u, v), (ϕ, ψ)〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx+

∫
Ω

|∇v|q−2∇v∇ψdx

e também, definir

J
′
(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

Fu(x, u, v)ϕdx+

∫
Ω

Fv(x, u, v)ψdx.

Lembrando que

〈
Φ
′
(un, vn), (ϕ, ψ)

〉
=

∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇ϕdx+

∫
Ω

|∇vn|q−2∇vn∇ψdx

−
∫

Ω

(Fu(x, un, vn)ϕ+ Fv(x, un, vn)ψ)dx,

aplicando à seqüência (PS), obteremos

D(un, vn) = 〈(un, vn), .〉 = Φ
′
(un, vn) + J

′
(un, vn) ∈ E

′
.

Agora, note que D é uma isometria e o seu operador inverso D−1 existe por [18], pág. 80,

isto é, ∫
Ω
〈D(u1)−D(u2),∇u1 −∇u2〉 dx

≥ Cp
∫

Ω
|∇(u1 − u2)| dx, p ≥ 2,

ou

≥ Cp
∫

Ω
|∇(u1−u2)|2

(|u1|+|u2|)2−pdx, 1 < p < 2.

Dáı, aplicando D−1 podemos conseguir a expressão

(un, vn) = D−1 ◦ Φ
′
(un, vn) +D−1 ◦ J ′(un, vn)

= D−1 ◦ Φ
′
(un, vn) +D−1 ◦ J ′ ◦ i(un, vn)

Como (un, vn) → (u, v) em Lp(Ω)×Lq(Ω), então i(un, vn) → i(u, v) em Lp(Ω)×Lq(Ω).

Temos ainda que, J é um funcional de classe C1(Lp(Ω)×Lq(Ω)) devido à hipótese (F.3)II.
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Além disso, Φ
′
(un, vn) → 0 em E

′
. Conseqüentemente,

(un, vn) → lim
n→∞

D−1 ◦ Φ
′
(un, vn) + lim

n→∞
D−1 ◦ J ′ ◦ i(un, vn)

isto é,

(un, vn) → D−1 ◦ J ′ ◦ i(u, v) ∈ E.

Concluimos, então, que Φ satisfaz a condição (PS).

Para finalizar este caṕıtulo iremos demonstrar o Teorema C.

Demonstração do Teorema C : Para verificarmos que o funcional Φ tem um ponto

cŕıtico não-trivial em E precisaremos mostrar que Φ tem a geometria do passo da mon-

tanha.

Afirmação C.1 : Sobre as condições (F.3) e (F.7), existe uma constante C > 0 tal que

|F (x, u, v)| ≤ C(|u|r̄ + |v|s̄ + |u|r + |v|s)

para todo x ∈ Ω̄ e (u, v) ∈ R2, onde p < r, r̄ < p∗ e q < s, s̄ < q∗.

Verificação da Afirmação C.1 : Dado ε > 0, note que iremos trabalhar com a condição

(F.3), isto é, |F (x, u, v)| ≤ c2(1 + |u|r + |v|s),∀(u, v) ∈ R2, x ∈ Ω̄ para obter a seguinte

expressão: |F (x, u, v)| ≤ c3(|u|r + |v|s) onde (u, v) ∈ B = {(u, v) : |u| ou |v| > ε}.
De fato, sem perda de generalidade, consideremos |u| > ε.

Se ε = 1, temos que 1 < |u| < |u|r, pois r > 1. Dáı,

|F (x, u, v)| = c2(1 + |u|r + |v|s)

≤ c2(|u|+ |u|r + |v|s)

≤ c2(|u|r + |u|r + |v|s)

≤ c2(2 |u|r + 2 |v|s)

= c3(|u|r + |v|s),

onde c3 = max {2c2, 2}.
Por outro lado, se |u| > ε com 0 < ε < 1 , seja ε = 1

1+R
; R ∈ R∗

+ . Segue que (1+R) |u| > 1,
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então [(1 +R) |u|]r > 1. Logo,

|F (x, u, v)| ≤ c2(1 + |u|r + |v|s)

≤ c2 {[(1 +R) |u|]r + |u|r + |v|s}

= c2 {[(1 +R)r + 1] |u|r + |v|s}

≤ c2max {1 + (1 +R)r, 1} {|u|r + |v|s}

= c4(|u|r + |v|s).
Agora combinando as desigualdades com a condição (F.7), isto é,

|F (x, u, v)| ≤ c(|u|r̄+ |v|s̄), para |u| , |v| ≤ ε, obtemos uma constante c5 ; c5 = max {c1, c4}
e a afirmação está verificada.

Pela Afirmação C.1, podemos estimar a integral de F usando a desigualdade de Hölder

como segue . De posse da desigualdade p < r < p∗, existe um numero t, t ∈ [0, 1], e

r = pt+ (1− t)p∗.

Assim,

‖u‖rLr(Ω) =

∫
Ω

|u|r dx =

∫
Ω

(|u|p)t(|u|p
∗
)1−tdx.

Tomando a = 1
t

e a
′
= 1

1−t na desigualdade de Hölder, obtemos

‖u‖rLr(Ω) ≤
(∫

Ω

|u|p dx
)t(∫

Ω

|u|p
∗
dx

)1−t

= ‖u‖ptLp(Ω) ‖u‖
p∗(1−t)
Lp∗ (Ω)

≤ ‖u‖pt
W 1,p

0 (Ω)
‖u‖p

∗(1−t)
Lp∗ (Ω)

.

Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lp

∗
(Ω), e ‖u‖Lp∗ (Ω) ≤

A ‖∇u‖Lp(Ω) em que A = A(p,N). Usando ainda a desigualdade de Poincaré, ‖u‖Lp∗ (Ω) ≤
A ‖u‖W 1,p

0 (Ω). Logo,

‖u‖rLr(Ω) ≤ Ā ‖u‖pt
W 1,p

0 (Ω)
‖u‖p

∗(1−t)
W 1,p

0 (Ω)
= Ā ‖u‖rW 1,p

0 (Ω)

para alguma constante Ā = Ap
∗(1−t).

Usando o mesmo argumento para r̄, s e s̄, pois temos p < r̄ < p∗ , q < s, s̄ < q∗,

existirá um M > 0; M = max
{
Ap

∗(1−t), Bq∗(1−t), Dp∗(1−t), Eq∗(1−t)} conseguiremos a esti-

mativa seguinte∫
Ω

F (x, u, v)dx ≤M
(
‖u‖rW 1,p

0 (Ω) + ‖v‖sW 1,q
0 (Ω) + ‖u‖r̄W 1,p

0 (Ω) + ‖v‖s̄W 1,q
0 (Ω)

)
.
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Afirmação C.2 : Se as condições (F.3),(F.7) são satisfeitas, então existem α > 0 e

ρ > 0 tais que Φ(u, v) > α para ‖u‖W 1,p
0 (Ω) + ‖v‖W 1,q

0 (Ω) = ρ .

Verificação da Afirmação C.2: Visto que a Afirmação C.1 já foi verificada, podemos

utilizá-la para obter uma desigualdade para o funcional Φ, usando também a sua definição

e a desigualdade de Poincaré, como segue :

Φ(u, v) =
1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω) −

∫
Ω

F (x, u, v)dx

≥ 1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω)

− M
(
‖u‖r̄W 1,p

0 (Ω) + ‖v‖s̄W 1,q
0 (Ω) + ‖u‖rW 1,p

0 (Ω) + ‖v‖sW 1,q
0 (Ω)

)
=

1

p
‖u‖W 1,p

0 (Ω) +
1

q
‖v‖W 1,q

0 (Ω)

− M
(
‖u‖r̄W 1,p

0 (Ω) + ‖v‖s̄W 1,q
0 (Ω) + ‖u‖rW 1,p

0 (Ω) + ‖v‖sW 1,q
0 (Ω)

)
.

Defina ‖u‖W 1,p
0 (Ω) := X e ‖v‖W 1,q

0 (Ω) := Y .

Sem perda de generalidade, considere p < q. Então, 1 > 1
p
> 1

q
, pois por hipótese,

p, q > 1, e tome X ≤ ρ < 1 e Y ≤ ρ < 1.

Pela hipótese (F.3), caso superlinear, p < r, então Xr < Xp < 1 , e pela mesma

hipótese, q < s, então Y s < Y q < 1. Denote ς = min {r − p, s− q} e τ = min {r̄ − p, s̄− q}
e observe que ρr−p < ρς < 1, então −ρr−p > −ρς . Também, se ρs−q < ρς < 1, então

−ρs−q > −ρς . Analogamente para τ . Conseqüentemente,

Φ(u, v) ≥ 1
q
{Xp + Y q} −M {XpXr−p + Y qY s−q +XpX r̄−p + Y qY s̄−q}

≥ 1
q
{Xp + Y q} −M {Xpρr−p + Y qρs−q +Xpρr̄−p + Y qρs̄−q}

≥ 1
q
{Xp + Y q} −M {(Xp + Y q) ρς + (Xp + Y q) ρτ}

= {Xp + Y q}
{

1
q
−Mρς −Mρτ

}
= α(ρ)

podemos escolher ρ > 0 suficientemente pequeno tal que 1
q
−Mρς −Mρτ > 0 e assim, a

afirmação C.2 está verificada.
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Afirmação C.3 : Se a condição (F.6) é satisfeita, então existe (ϕ, ψ) ∈ E tal que

|ϕ| , |ψ| > R, R > 0 constante , onde Φ(ϕ, ψ) < 0.

Verificação da Afirmação C.3 : Usando a regra da cadeia,

d

dt

{
F (x, tθpu, tθqv)

}
=

1

t

{
θpF1(x, t

θpu, tθqv)tθpu+ F2(x, t
θpu, tθqv)tθqv

}
onde F1, F2 designam a derivada em relação a segunda e terceira coordenadas, respecti-

vamente. Reescrevendo a condição (F.6) para
∣∣tθpu

∣∣ , ∣∣tθqv
∣∣ ≥ R,R > 0 ,

0 < F (x, tθpu, tθqv) < θpF1(x, t
θpu, tθqv)tθpu+ θqF2(x, t

θpu, tθqv)tθqv.

Segue, então que

d

dt

{
F (x, tθpu, tθqv

}
≥ 1

t

{
F (x, tθpu, tθqv)

}
.

Isto implica que
1

t
≤

d
dt

{
F (x, tθpu, tθqv)

}
F (x, tθpu, tθqv)

.

Integrando na variável t de 1 até t ∈ R suficientemente grande,

ln(t) ≤ ln

{
F (x, tθpu, tθqv)

F (x, u, v)

}
.

Como a função logaŕıtmica é crescente e F (x, u, v) > 0, ∀ |u| , |v| ≥ R, obtemos a

desigualdade

F (x, tθpu, tθqv) ≥ tF (x, u, v).

Por outro lado, usando a definição do funcional Φ e a desigualdade de Poincaré ,

Φ(tθpu, tθqv) = 1
p

∫
Ω

∣∣∇(tθpu)
∣∣p dx+ 1

q

∫
Ω

∣∣∇(tθqv)
∣∣q dx− ∫

Ω
F (x, tθpu, tθqv)dx

≤ tθp.p

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ tθq.q

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

− t
∫

Ω
F (x, u, v)dx.

Vimos anteriormente que
∫

Ω
F (x, u, v)dx é finita. Lembrando que u ∈ W 1,p

0 (Ω),

v ∈ W 1,q
0 (Ω) e usando o fato de θp.p < 1, θq.q < 1 por (F.6), existem constantes
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Caṕıtulo 2. Problemas do tipo sublinear e superlinear

c5, c6, c7 ∈ R∗
+ tais que

Φ(tθpu, tθqv) ≤ tθp.pc5 + tθq .qc6 − tc7

= t
{
tθp.p−1c5 + tθq .q−1c6 − c7

}

Finalmente, fazendo t→∞, temos que Φ(tθpu, tθqv) → −∞, se (u, v) 6= (0, 0)

está fixado.

Concluimos que (0, 0) é mı́nimo local para Φ , pela hipótese (F.4), e Φ não é limitado

inferiormente, isto é, existe uma vizinhança BR de (0, 0) e t = t0 suficientemente grande

com (t
θp

0 u, t
θq

0 v) ∈ BC
ρ tal que

inf
∂Bρ

Φ > max
{

Φ(0, 0),Φ(t
θp

0 u, t
θq

0 v)
}

= 0.

Provada a condição (PS), isto é, Lema (PS), juntamente com as três afirmações

anteriores, Φ tem a geometria do passo da montanha e podemos, agora, aplicar o Teorema

do Passo da Montanha para garantir a existência de uma solução não-trivial. Assim a

demonstração do Teorema C está completa .
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Caṕıtulo 3

Problemas do tipo ressonante

Neste caṕıtulo estamos interessados em estudar uma situação um pouco diferente

daquelas do caṕıtulo 2. Para tanto, vamos fazer um estudo para uma situação chamada

de tipo ressonante, ou seja, o caso em que F satisfaz a condição de crescimento (F.3) com

r = p, s = q. Este caso implicará em novas definições, novas formas de abordagem do

problema, isto é, estaremos estabelecendo um novo conceito de compacidade, chamado

de condição de Cerami a qual denotaremos por (Ce). Vamos trabalhar também com o

problema de autovalor cuja existência será provada usando o Teorema de Multiplicado-

res de Lagrange na versão de Espaços de Banach. Iremos, também, trabalhar com uma

variante do Teorema do Passo da Montanha em que a condição de Palais-Smale usual é

substituida pela condição (Ce). Nosso principal objetivo é demonstrar os Teoremas D e

E. No final deste caṕıtulo iremos demonstrar um resultado importante que é Prinćıpio do

Máximo Forte para o p-Laplaciano.

3.1 O problema de autovalor não-linear

Nesta subseção, trabalharemos com o conceito de problema de autovalor não-linear

onde, sob certas condições, buscaremos sua existência pelo método de Lagrange bem como

sua caracterização. Mostraremos também que dada uma função em L∞, o primeiro auto-

valor associado é uma função cont́ınua na norma L∞.

Lema D.1: Seja G : R2 → [0,∞) uma função par de classe C1 satisfazendo as condições
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Caṕıtulo 3. Problemas do tipo ressonante

(G.1),(G.2) definidas na Introdução. Dada uma função a ∈ L∞, existem um número real

λ1(a) e um vetor (u0, v0) ∈ E, tais que{
−∆pu0 − aGu(u0, v0) = λ1(a)u0 |u0|p−2 ; Ω

−∆qv0 − aGv(u0, v0) = λ1(a)v0 |v0|q−2 ; Ω.

Além disso,

1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

aG(u, v)dx ≥ λ1(a)

{
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}

∀ (u, v) ∈ E, onde a igualdade se verifica em (u0, v0).

Demonstração do Lema D.1 : Escolha M > 0, tal que Mp > k ‖a‖L∞(Ω)

e Mq > k ‖a‖L∞(Ω) onde k é a constante em (G.2).

Afirmação D.1.1 : O funcional J definido por

J(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q −
∫

Ω

aG(u, v)dx+M

{
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}

é não-negativo, ∀ (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω).

Verificação da Afirmação D.1.1 : Lembremos que a condição (G.2) afirma que temos

G(u, v) ≤ k(|u|p + |v|q),∀(u, v) ∈ R2. Considere a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω. Então

−
∫

Ω

aG(u, v)dx ≥ −k
∫

Ω

a(|u|p + |v|q)dx.

Conseqüentemente,

∫
Ω

a(|u|p + |v|q)dx =

∫
Ω

a |u|p dx+

∫
Ω

a |v|q dx

≤ ‖a‖L∞(Ω)

{
‖u‖pLp(Ω) + ‖v‖qLq(Ω)

}
.

Segue que
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Caṕıtulo 3. Problemas do tipo ressonante

−
∫

Ω

aG(u, v)dx ≥ −k
∫

Ω

a(|u|p + |v|q)dx

≥ −k ‖a‖L∞(Ω)

{
‖u‖pLp(Ω) + ‖v‖qLq(Ω)

}
.

Pela definição de J , poderemos usar o resultado acima para obter a desigualdade :

J(u, v) ≥ 1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω) − k ‖a‖L∞(Ω)

{
‖u‖pLp(Ω) + ‖v‖qLq(Ω)

}
+ M

{
1

p
‖u‖pLp(Ω) +

1

q
‖v‖qLq(Ω)

}
.

Agora usando a desigualdade de Poincaré

J(u, v) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

+

{
M

p
− k ‖a‖L∞(Ω)

}
‖u‖pLp(Ω)

+

{
M

q
− k ‖a‖L∞(Ω)

}
‖v‖qLq(Ω) .

Pela escolha de M e da definição de norma, J(u, v) é não-negativo, ∀ (u, v) ∈ E.

Portanto a afirmação está verificada.

Afirmação D.1.2 : O funcional J definido na Afirmação D.1.1 é coercivo.

Verificação da Afirmação D.1.2 : Seja

M1 = M
p
− k ‖a‖L∞(Ω) > 0, M2 = M

q
− k ‖a‖L∞(Ω) > 0.

Seguindo a verificação da afirmação anterior, exatamente na última desigualdade ,

temos

J(u, v) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

+M1 ‖u‖pLp(Ω) +M2 ‖v‖qLq(Ω)

≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

.

Dáı, fazendo ‖u‖W 1,p
0 (Ω) → ∞, ou ‖v‖W 1,p

0 (Ω) → ∞, obtemos J(u, v) → ∞. E a

afirmação está concluida.

33



Caṕıtulo 3. Problemas do tipo ressonante

Considere a variedade

S = {(u, v) ∈ E : B(u, v) = 1} ,

onde

B(u, v) =
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx.

Vamos olhar para o ı́nfimo de {J(u, v) : (u, v) ∈ S}. Denotemos µ este ı́nfimo e seja

{un, vn} ∈ S uma seqüencia minimizante; J(un, vn) → µ, o qual implica, s.p.g., que

J(un, vn) ≤ µ+ 1. Seja (u, v) ∈ E, (u, v) 6= (0, 0), considere s.p.g, p < q. Segue que

J(u, v) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

+M1 ‖u‖pLp(Ω) +M2 ‖v‖qLq(Ω)

≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

≥ 1

q

{
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ ‖v‖q
W 1,q

0 (Ω)

}
.

Tomando a seqüencia minimizante (un, vn) ∈ S, temos

µ+ 1 ≥ J(un, vn) ≥
1

q

{
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+ ‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)

}
Isto implica que a seqüência {un, vn} é limitada em E.

Como os espaços W 1,p
0 (Ω),W 1,q

0 (Ω) são uniformemente convexos, temos que

(un, vn) ⇀ (u0, v0) em E. Usando o fato da imersão compacta de W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω)

e W 1,q
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), podemos obter , passando à subseqüência se necessário,

(un, vn) → (u0, v0) em Lp(Ω)× Lq(Ω),

(un(x), vn(x)) → (u0(x), v0(x)) q.t.p x ∈ Ω

e

|un(x)| ≤ h1(x), |vn(x)| ≤ h2(x),
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com h1 ∈ Lp(Ω), h2(x) ∈ Lq(Ω). Pela condição (G.2), G(un, vn) ≤ k (|un|p + |vn|q) ≤
k(|h1|p+|h2|q) q.t.p x ∈ Ω. Como G é cont́ınua em R2, G(un, vn) → G(u0, v0) q.t.p x ∈ Ω.

Segue do T.C.D.L.,

lim
n→∞

∫
Ω

G(un, vn)dx =

∫
Ω

G(u0, v0)dx.

Conseqüentemente, usando a definição de J , a desigualdade de Poincaré e os resultados

acima

J(u0, v0) =
1

p

∫
Ω

|∇u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v0|q dx−
∫

Ω

aG(u0, v0)dx

+ M

{
1

p

∫
Ω

|u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|v0|q dx
}

=
1

p
‖u0‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖v0‖qW 1,q

0 (Ω)
−
∫

Ω

aG(u0, v0)dx

+ M

{
1

p
‖u0‖pLp(Ω) +

1

q
‖v0‖qLq(Ω)

}
≤ lim inf

n→∞

{
1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)

}
− lim sup

n→∞

∫
Ω

aG(un, vn)

+ M lim
n→∞

{
1

p
‖un‖pLp(Ω) +

1

q
‖vn‖qLq(Ω)

}
= lim inf

n→∞

{
1

p
‖un‖pW 1,p

0 )(Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)
+

∫
Ω

−aG(un, vn)dx

}
+ M lim inf

n→∞

{
1

p
‖un‖pLp(Ω) +

1

q
‖vn‖qLq(Ω)

}
≤ lim inf

n→∞

{
1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)
−
∫

Ω

aG(un, vn)dx

}
+ M lim inf

n→∞

{
1

p
‖un‖pLp(Ω) +

1

q
‖vn‖qLq(Ω)

}
= lim inf

n→∞
J(un, vn) = µ.

Resta mostrar que (u0, v0) ∈ S, dáı conclui-se que o mı́nimo é atingido em S. De

fato, como un → u0 em Lp(Ω) e vn → v0 em Lq(Ω) temos
∫

Ω
|un|p dx →

∫
Ω
|u0|p dx

e
∫

Ω
|vn|q dx →

∫
Ω
|v0|q dx. Assim 1 = B(un, vn) = 1

p

∫
Ω
|un|p dx + 1

q

∫
Ω
|vn|q dx →

1
p

∫
Ω
|u0|p dx+ 1

q

∫
Ω
|v0|q dx = B(u0, v0). Então B(u0, v0) = 1, isto é, (u0, v0) ∈ S.
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Pelo argumento de minimização acima, podemos assumir u0, v0 ≥ 0. De fato, dos

resultados de regularidade, [20], [23],tem-se u0, v0 de classe C1(Ω̄) e juntamente com o

Prinćıpio do Maximo de Vasquez (ver final deste caṕıtulo), u0 > 0, v0 > 0. Então, pode-

mos usar a Versão do Teorema de Multiplicadores de Lagrange e obter µM ∈ R tal que

J
′
(u0, v0)(ϕ, ψ) = µMB

′
(u0, v0)(ϕ, ψ), ∀ (ϕ, ψ) ∈ E.

Usando o Teorema do Divergente podemos concluir que (u0, v0) , como na demonstração

do Terorema A, é solução do sistema{
−∆pu0 − aGu(u0, v0) +M |u0|p−2 u0 = µM |u0|p−2 u0; Ω

−∆qv0 − aGv(u0, v0) +M |v0|q−2 v0 = µM |v0|q−2 v0, Ω. (3.1)

Afirmação D.1.3 : Segue de (G.1) que

G(u, v) = 1
p
uGu(u, v) + 1

q
vGv(u, v), ∀(u, v) ∈ R2. (3.2)

Verificação da Afirmação D.1.3 : Se por (G.1), G(t
1
pu, t

1
q v) = tG(u, v), então

G(u, v) =
d

dt
G(t

1
pu, t

1
q v) = Gu(t

1
pu, t

1
q v).

1

p
t

1
p
−1u+Gv(t

1
pu, t

1
q v).

1

q
t

1
q
−1v

Substituindo esta expressão em (G.1),

G(t
1
pu, t

1
q v) = tG(u, v)

=
1

p
G1(t

1
pu, t

1
q v)t

1
pu+

1

q
G2(t

1
pu, t

1
q v)t

1
q v

onde G1, G2 denotam as derivadas em relação à primeira e segunda coordenada, respecti-

vamente. Substituindo (t
1
pu, t

1
q v) por (u, v) na expressão acima, o resultado segue.

Note que, J
(
u
C

1
p
, v
C

1
q

)
= 1

C
J(u, v) em que C = 1

p

∫
Ω
|u|p dx+ 1

q

∫
Ω
|v|q dx

e
(
u
C

1
p
, v
C

1
q

)
∈ S, ∀ (u, v) 6= (0, 0). Assim, pela minimização acima, temos
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µ = J(u0, v0) = inf
(u,v)∈S

J(u, v) ≤ inf
(u,v) 6=(0,0)∈E

{
J(u, v)

1
p

∫
Ω
|u|p dx+ 1

q

∫
Ω
|v|q dx

}
.

Então,

µ

(
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
)

≤ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

aG(u, v)

+ M

{
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}
,∀(u, v) ∈ E. (3.3)

Afirmação D.1.4 : Segue dos resultados (3.1), (3.2),(3.3) nas afirmações anteriores que

µ = µM .

Verificação da Afirmação D.1.4 : De fato, usando (3.3) e a definição de µ, temos

µ

(
1

p

∫
Ω

|u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|v0|q dx
)

≤ 1

p

∫
Ω

|∇u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v0|q dx−
∫

Ω

aG(u0, v0)dx

+ M

{
1

p

∫
Ω

|u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|v0|q dx
}
≤ µ. (3.4)

Por (3.2) e (3.1), seguem as igualdades

1

p

∫
Ω

|∇u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v0|q dx−
∫

Ω

aG(u0, v0)dx+M

{
1

p

∫
Ω

|u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|v0|q dx
}

=
1

p

{∫
Ω

|∇u0|p dx−
∫

Ω

aGu(u0, v0)u0dx+M

∫
Ω

|u0|p dx
}

+
1

q

{∫
Ω

|∇v0|q dx−
∫

Ω

aGv(u0, v0)v0dx+M

∫
Ω

|v0|q dx
}

=
1

p

{
µM

∫
Ω

|u0|p dx
}

+
1

q

{
µM

∫
Ω

|v0|q dx
}

= µM

{
1

p

∫
Ω

|u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|v0|q dx
}

(3.5)

Como (u0, v0) ∈ S, então reunindo os resultados (3.3),(3.4) e (3.5) obteremos que

µ ≤ µM ≤ µ. Portanto, a igualdade está satisfeita.
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Finalmente, provaremos o Lema D.1 da seguinte maneira : escrevendo

λ1(a) = (µ−M), obtemos de (3.3) o segundo resultado do Lema D.1, isto é,

(µ−M)

{
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}
≤ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

aG(u, v)dx

e obtemos o primeiro resultado do Lema D.1 de (3.1), ou seja,{
∆pu0 − aGu(u0, v0) = (µM −M)u0 |u0|p−1 = λ1(a)u0 |u0|p−1

−∆qv0 − aGv(u0, v0) = (µM −M)v0 |v0|q−1 = λ1(a)v0 |v0|q−1 .

Lema D.2 : λ1(a) é cont́ınua em a na norma L∞.

Demonstração do Lema D.2 : Pela definição de continuidade, queremos mostrar que

dado ε > 0 , existe δ > 0, a ser escolhido posteriormente, onde |λ1(b)− λ1(a)| < ε, sob a

condição de ‖b− a‖L∞(Ω) ≤ δ. De fato, considere o funcional

Ja(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇ (u)|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇ (v)|q dx−
∫

Ω

aG(u, v)

+ M

{
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}

∀ (u, v) ∈ E e defina de maneira análoga o funcional Jb(u, v) , onde M > max {p, q} k{
‖a‖L∞(Ω) + ‖b‖L∞(Ω)

}
dados no Lema D.1. Pela definição de ı́nfimo, dado ε > 0,

∃ (uε, vε) ∈ S =

{
(u, v) ∈ E :

1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx = 1

}
,

tal que Ja(uε, vε) < µ+ ε
2

. Note que temos

1

p

∫
Ω

|∇(uε)|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇(vε)|q dx−
∫

Ω

aG(uε, vε)dx+M.1 ≤ µ+
ε

2
(3.6)

para (uε, vε) ∈ S. Seja A ≥ max {kp, kq} onde k é a constante dada na condição (G.2).
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Dáı,

G(u, v) ≤ A

p
|u|p +

A

q
|v|q = A

{
1

p
|u|p +

1

q
|v|q
}
.

Segue das definições de Ja, Jb para qualquer (uε, vε) ∈ S,

|Jb(uε, vε)− Ja(uε, vε)| =

∣∣∣∣∫
Ω

(b− a)G(uε, vε)

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|b− a|G(uε, vε) ≤
∫

Ω

|b− a|A
(

1

p
|uε|p dx+

1

q
|vε|q

)
dx

≤ A ‖b− a‖∞ . (3.7)

Por outro lado, usando a caracterização de λ1 do Lema D.1,

λ1(b) ≤ 1

p

∫
Ω

|∇(uε)|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇(vε)|q dx−
∫

Ω

bG(uε, vε)dx

=
1

p

∫
Ω

|∇(uε)|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇(vε)|q dx−
∫

Ω

bG(uε, vε)dx+M −M

= Jb(uε, vε)−M. (3.8)

Utilizando os resultado acima (3.6), (3.7), (3.8) e o Lema D.1, com λ1(a) = µ − M , e

escolhendo δ = ε
2A

, obtemos

λ1(b) ≤ Jb(uε, vε)−M

≤ Ja(uε, vε) + A ‖b− a‖∞ −M

≤ µ+
ε

2
+ A ‖b− a‖∞ −M

< λ1(a) +
ε

2
+
ε

2
.

Portanto, λ1(b)− λ1(a) < ε. De maneira análoga, mudando a por b, concluiremos a desi-

gualdade |λ1(b)− λ1(a)| < ε. Assim o Lema D.2 está provado.

Demonstração do Teorema D : Para a demonstração do Teorema D iremos precisar

do lemas D.1 e D.2. Primeiramente, vamos mostrar que o funcional Φ é limitado inferi-

ormente. De fato, da condição (F.9) temos

lim sup
|u|,|v|→+∞

F (x, u, v)

G(u, v)
≤ a(x) ∈ L∞(Ω), ∀x ∈ Ω̄.
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Isto significa, pela definição de lim sup, que fixado x ∈ Ω̄

inf
R>0

{
sup

|u|,|v|≥R

F (x, u, v)

G(u, v)

}
≤ a(x).

Usando a definição de ı́nfimo nesta expressão acima, dado x ∈ Ω̄ e dado ε > 0 existe

R > 0, R = R(ε) tal que

sup
|u|,|v|≥R

F (x, u, v)

G(u, v)
≤ a(x) + ε.

Logo,

F (x, u, v) ≤ (a(x) + ε)G(u, v), ∀ x ∈ Ω̄, |u| , |v| ≥ R.

Por outro lado, sendo F cont́ınua ∀(u, v) ∈ R2, x ∈ Ω̄ fixado, e R = R(ε) > 0,

F (x, u, v) ≤ αε(x) = max
|u|,|v|∈[0,R]×[0,R]

F (x, u, v)

Como Ω̄ é compacto em RN , então existe uma constante Cε tal que

Cε = max
x∈Ω̄

αε(x) .

Assim , se |u| , |v| ∈ [0, R]× [0, R] e x ∈ Ω̄, existe uma constante Cε onde

F (x, u, v) ≤ Cε.

Conclui-se então da condição (F.9) que dado ε > 0 , existe uma constante Cε tal que

F (x, u, v) ≤ (a(x) + ε)G(u, v) + Cε.

Conseqüentemente, substituindo a desigualdade na definição de Φ,

Φ(u, v) ≥ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

(a(x) + ε)G(u, v)dx−
∫

Ω

Cε

=
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω

(a(x) + ε)G(u, v)dx− Cε |Ω| .

Seja agora 0 < δ < 1. Como λ1 é cont́ınuo em a na norma L∞, pelo Lema D.2 ,

podemos escolher ε e δ tais que λ1

(
a(x)+ε
1−δ

)
= λ1(b) > 0. Isto é posśıvel pela condição
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(F.9). Assim, somando e subtraindo a expressão finita δ
{

1
p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+ 1
q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

}
na

desigualdade acima, obteremos

Φ(u, v) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

−
∫

Ω

(a(x) + ε)G(u, v)dx− Cε |Ω|

= δ

{
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

}
− Cε |Ω|

+ (1− δ)

{
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

−
∫

Ω

(
a(x) + ε

1− δ
G(u, v)

)
dx

}
≥ δ

{
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

}
− Cε |Ω|

+ (1− δ) .λ1

(
a(x) + ε

1− δ

){
1

p
‖u‖pp(Ω) +

1

q
‖v‖qLq(Ω)

}
≥ δ

{
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

}
− Cε |Ω| .

Segue que Φ é coercivo , pois

Φ(u, v) ≥ ‖u‖p
W 1,p

0 (Ω)

(
δ

p

)
+ ‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

(
δ

q

)
− Cε |Ω|

= ‖u‖p
W 1,p

0 (Ω)
c1 + ‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

c2 − c3,

fazendo ‖u‖W 1,p
0 (Ω) →∞ ou ‖v‖W 1,q

0 (Ω) →∞ , então Φ(u, v) →∞.

Por fim, visto que Φ é coercivo e fracamente semicont́ınuo inferiormente, então pelo

Teorema 1.1 do caṕıtulo 1, Φ é limitado e o ı́nfimo é atingido.

3.2 A condição de compacidade de Cerami e o Teo-

rema do Passo da Montanha

Com o objetivo de mostrarmos o teorema E, utilizaremos uma variante do Teorema

do Passo da Montanha com uma outra condição de compacidade, que substitui a condição

de Palais-Smale. Trabalharemos com o funcional Φ definido na introdução e suas hipóteses

(F.2), (F.8), (F.9),(F.10),(F.11) no caso ressonante com o objetivo de mostrar que este

satisfaz a condição (Ce) e tem a geometria do passo da montanha. Trabalharemos com a

seguinte definição que é equivalente à apresentada no caṕıtulo 1:
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Definição : Diz-se que um funcional Φ de classe C1(E,R), onde E é um espaço de

Banach, satisfaz a condição de compacidade de Cerami (Ce), se toda seqüência (un, vn) ∈
E tal que

|Φ(un, vn)| < C e (1 + ‖(un, vn)‖E)
∥∥Φ′

(un, vn)
∥∥→ 0, C constante,

possui uma subseqüência convergente na norma em E.

Afirmação E.1 : A condição (PS) implica na condição (Ce).

Verificação da Afirmação E.1 : Suponha que a seqüência (un, vn) é tal que

|Φ(un, vn)| ≤ C e
(
1 + ‖un‖W 1,p

0 (Ω) + ‖vn‖W 1,q
0 (Ω)

)∥∥∥Φ′
(un, vn)

∥∥∥→ 0.

Dáı, Φ
′
(un, vn) → 0, obrigatoriamente. Assim , pela condição (PS), (un, vn) tem uma

subseqüência convergente em E.

O resultado introduzido a seguir envolve a condição (Ce). Para mostrá-lo será preciso

trabalhar com uma desigualdade de interpolação.

Lema (Ce) : Suponha que F satisfaz as condições (F.2),(F.8) e (F.3) no caso ressonante.

Então o funcional Φ satisfaz a condição (Ce).

Vamos antes enunciar a desigualdade de interpolação e prová-la, pois esta será ne-

cessária posteriormente.

Desigualdade de Interpolação : Suponha para alguma função mensurável

u : Ω → R ; 0 < a < b < c, u ∈ La(Ω)
⋂
Lc(Ω) . Então

∫
Ω

|u|b ≤
(∫

Ω

|u|a
) c−b

c−a
(∫

Ω

|v|c
) b−a

c−a

onde 1
b

= t
a

+ 1−t
c
, t ∈ (0, 1).

42
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Demonstração da desigualdade de interpolação : Observe que se 1
b

= t
a

+ 1−t
c
, t ∈

(0, 1), então

ac = tbc+ (1− t)ab

ac = tbc− ab− tab

tb(c− a) = ac− ab

t =
a(c− b

b(c− a)
.

Dáı,

1− t =
c(b− a)

b(c− a)
.

Precisamos mostrar que

∫
Ω

|u|b dx ≤
(∫

Ω

|u|a dx
) bt

a
(∫

Ω

|u|c dx
) b(1−t)

c

.

Note que
∫

Ω
|u|b dx =

∫
Ω
|u|tb |u|(1−t)b dx , pois b = tb+ (1− t) para algum t ∈ (0, 1).

Considere α = a
tb

. Então seu conjugado será α
′
= c

(1−t)b . Além disso, α > 1, por um

simples cálculo. Pela desigualdade de Hölder,

∫
Ω

|u|b dx =

∫
Ω

|u|tb |u|(1−t)b dx

≤
(∫

Ω

|u|a dx
) tb

a
(∫

Ω

|u|c dx
) (1−t)b

a

.

Pelo fato anterior com t = a(c−b)
b(c−a) , 1− t = c(b−a)

b(c−a) , segue que

∫
Ω

|u|b dx ≤
(∫

Ω

|u|a dx
) c−b

c−a
(∫

Ω

|u|c dx
) b−a

c−a

.
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Assim a desigualdade de interpolação está demonstrada.

Demonstração do Lema (Ce) : Considere agora uma seqüência {un, vn} em E

satisfazendo

|Φ(un, vn)| ≤ C e
(
1 + ‖u‖W 1,p

0 (Ω) + ‖v‖W 1,q
0 (Ω)

)∥∥∥Φ′
(un, vn)

∥∥∥→ 0

onde C é uma constante positiva.

Primeiramente iremos provar que ‖un‖W 1,p
0 (Ω) e ‖vn‖W 1,q

0 (Ω) são limitadas. Note que

Φ(un, vn)−
〈

Φ
′
(un, vn), (

1

p
un,

1

q
vn)

〉
=

1

p

∫
Ω

|∇un|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇vn|q dx−
∫

Ω

F (x, un, vn)dx

−
{∫

Ω

|∇un|p−2∇un.
1

p
∇undx+

∫
Ω

|∇vn|q−2∇vn.
1

q
∇vndx

}
−

{
−
∫

Ω

Fu(x, un, vn).
1

p
undx−

∫
Ω

Fv(x, un, vn).
1

q
vndx

}
=

∫
Ω

(
1

p
Fu(x, un, vn)un +

1

q
Fv(x, un, vn)vn − F (x, un, vn)

)
dx

≥
∫

Ω

(|un|µ + |vn|ν) dx

pelas condições de crescimento de F, Fu, Fv e pela condição (F.8), com{
0 < µ < p < p∗,
0 < ν < q < q∗.

Por outro lado, dado ε > 0 , existe n0 ∈ N tal que ∀ n ≥ n0, utilizando as hipóteses da

condição (Ce),
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Φ(un, vn)−
〈

Φ
′
(un, vn),

(
1

p
un,

1

q
vn

)〉
≤ C +

∥∥∥Φ′
(un, vn)

∥∥∥
E′

∥∥∥∥(1

p
un,

1

q
vn

)∥∥∥∥
E

= C +
∥∥∥Φ′

(un, vn)
∥∥∥
E′

(
1

p
‖un‖W 1,p

0 (Ω) +
1

q
‖vn‖W 1,q

0 (Ω)

)
≤ C + ε.

Portanto,

C + ε ≥ Φ(un, vn)−
〈

Φ
′
(un, vn), (

1

p
un,

1

q
vn)

〉
≥
∫

Ω

(|un|µ + |vn|ν) dx

e dáı, concluir que as integrais
∫

Ω
|un|µ dx,

∫
Ω
|vn|ν dx são finitas.

Podemos obter , também, pela desigualdade de Sobolev- Gagliardo- Nirenberg que

‖un‖p
∗

Lp∗ (Ω)
≤ A ‖un‖p

∗

W 1,p
0 (Ω)

<∞,

‖vn‖q
∗

Lp∗ (Ω)
≤ B ‖vn‖q

∗

W 1,q
0 (Ω)

<∞.

Sendo un, vn : Ω → R mensuráveis, podemos usar a desigualdade de interpolação [9],

[10], da seguinte maneira :


∫

Ω
|un|p dx ≤

(∫
Ω
|un|µ dx

) p∗−p
p∗−µ

(∫
Ω
|un|p

∗
dx
) p−µ

p∗−µ
= c2 ‖un‖

p∗(p−µ)
p∗−µ

Lp∗ (Ω)
,

∫
Ω
|vn|q dx ≤

(∫
Ω
|vn|ν dx

) q∗−q
q∗−ν

(∫
Ω
|vn|q

∗
dx
) q−ν

q∗−ν
= c3 ‖vn‖

q∗(q−ν)
q∗−ν

Lq∗ (Ω)

e assim, existem constantes α, β tais que
‖un‖pLp(Ω) ≤ α ‖un‖

p∗(p−µ)
p∗−µ

W 1,p
0 (Ω)

,

‖vn‖qLq(Ω) ≤ β ‖vn‖
q∗(q−ν)

q∗−ν

W 1,q
0 (Ω)

.
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Defina p̃ := p∗(p−µ)
p∗−µ e q̃ := q∗(q−ν)

q∗−ν . Por (F.3), no caso ressonante, |F (x, u, v)| ≤
(1 + |u|p + |v|q) ,∀(u, v) ∈ R2. Segue da definição do funcional Φ e das desigualdades

acima que

Φ(un, vn) ≥ 1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)
− C |Ω| − C

∫
Ω

|un|p dx− C

∫
Ω

|vn|q dx

≥ 1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)
− C |Ω| − Cα ‖un‖p̃W 1,p

0 (Ω)
− Cβ ‖vn‖q̃W 1,q

0 (Ω)
.

Por hipótese , Φ(un, vn) é limitada, então das desigualdades acima, segue a seguinte

estimativa

1

p
‖un‖pW 1,p

0 (Ω)
+

1

q
‖vn‖qW 1,q

0 (Ω)
− Cα ‖un‖p̃W 1,p

0 (Ω)
− Cβ ‖vn‖q̃W 1,q

0 (Ω)
− C |Ω| ≤ constante.

Por um simples cálculo, p̃ < p e q̃ < q . Disso resulta que, ‖un‖W 1,p
0 (Ω) , ‖vn‖W 1,q

0 (Ω)

são limitadas uniformemente em n.

Analogamente ao racioćınio adotado no Lema (PS)(caṕıtulo 2, páginas 23,24,25), con-

cluimos que (un, vn) possui uma subseqüência convergente , ou seja, Φ satisfaz a condição

de compacidade de Cerami.

Demonstração do Teorema E : Para mostrar que Φ tem um ponto cŕıtico não-trivial,

precisaremos verificar que Φ satisfaz a geometria do Passo da Montanha. De fato, por

(F.11), dado ε > 0, F (x, u, v) ≤ c(x)G̃(u, v), para todo |u| , |v| ≤ ε.

Por outro lado, |F (x, u, v)| ≤ c3 (1 + |u|p + |v|q) , para todo (u, v) ∈ R2 , pela condição

(F.3), caso ressonante. Queremos verificar que |F (x, u, v)| ≤ C
(
|u|r̄ + |v|s̄

)
para |u| , |v| >

ε, onde C é uma constante positiva. Sem perda de generalidade, seja |u| > ε . Devemos

verificar a desigualdade acima para |v| > ε ou |v| < ε.

Caso ( i ) : se |u| > ε e |v| > ε :
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Nesse caso |u|
ε > 1 e |v|

ε > 1. Como 1 < p < r̄ e 1 < q < s̄, podemos escrever as

desigualdades 
1 < |u|

ε
<

(
|u|
ε

)p
<

(
|u|
ε

)r̄
e

1 < |v|
ε

<
(
|v|
ε

)q
<

(
|v|
ε

)s̄
.

Assim,

|F (x, u, v)| ≤ c3 (1 + |u|p + |v|q)

≤ c3

(
|u|
ε

+
|v|
ε

+ |u|p |u|
r̄

|u|r̄
+ |v|q |v|

s̄

|v|s̄
)

≤ c3

(
|u|r̄

εr̄
+
|v|s̄

εs̄
+
εp

εr̄
|u|r̄ +

εq

εs̄
|v|s̄
)

≤ C
(
|u|r̄ + |v|s̄

)
para C = max

{
c3

(
1

εr̄
+
εp

εr̄

)
, c3

(
1

εs̄
+
εq

εs̄

)}
.

Caso ( ii ) : |u| > ε e |v| < ε.

Se 0 ≤ ε < 1, então |v|q
εq
< 1 para q > 1. Assim,

F (x, u, v) ≤ c3 (1 + |u|p + |v|q)

≤ c3

(
1 + |u|p |u|

r̄

|u|r̄
+ |v|q ε

q

εq

)
≤ c3

(
|u|r̄

εr̄
+ |u|r ε

p

εr̄
+ εq

)
≤ max

{
c3

(
1

εr̄
+
εp

εr̄

)
, c3ε

q

}{
|u|r̄ + 1

}
= c1

{
1 + |u|r̄

}
≤ c1

{
1 + |u|r̄ + |v|s̄

}
≤ c1

{
|u|r̄

εr̄
+ |u|r̄ + |v|s̄

}
= c1

{(
1

εr̄
+ 1

)
|u|r̄ + |v|s̄

}
≤ C

(
|u|r̄ + |v|s̄

}
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Finalmente, combinando este resultado com a condição (F.11),

F (x, u, v) ≤ c(x)G̃(u, v) + C
(
|u|r̄ + |v|s̄

)
,∀(u, v) ∈ R2.

Consideremos 0 < δ < 1 ; δ é um número real a ser escolhido posteriormente. Da desi-

gualdade acima, podemos obter uma estimativa para Φ, a saber:

Φ(u, v) ≥ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

c(x)G̃(u, v)dx

− C

∫
Ω

(
|u|r̄ + |v|s̄

)
dx+ δ

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx
}

− δ

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx
}

= δ

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx
}

+ (1− δ)

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

c(x)G̃(u, v)

1− δ
dx

}
− C

∫
Ω

(
|u|r̄ + |v|s̄

)
dx.

Usando a imersão cont́ınua W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lr̄(Ω),W 1,q

0 (Ω) ↪→ Ls̄(Ω),

Φ(u, v) ≥ δ

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx
}

+ (1− δ)

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

c(x)G̃(u, v)

1− δ
dx

}
− c1 ‖u‖r̄W 1,p

0 (Ω) − c2 ‖v‖s̄W 1,q
0 (Ω) .

Como na demonstração do Teorema D, escolhemos um δ, 0 < δ < 1, tal que

1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

c(x)G̃(u, v)

1− δ
dx ≥ λ1

(
c(x)

1− δ

){
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}
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onde λ1

(
c(x)
1−δ

)
> 0. Conseqüentemente,

Φ(u, v) ≥ δ

{
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx
}

+ (1− δ)λ1

(
c(x)

1− δ

){
1

p

∫
Ω

|u|p dx+
1

q

∫
Ω

|v|q dx
}

− C ‖u‖r̄W 1,p
0 (Ω) − C ‖v‖s̄W 1,p

0 (Ω)

≥ δ

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
δ

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

− C ‖u‖r̄W 1,p
0 (Ω) − C ‖v‖s̄W 1,q

0 (Ω) .

Pelo mesmo argumento usado na demonstração do Teorema C, tomando para tanto

‖u‖W 1,p
0 (Ω) = a, ‖v‖W 1,q

0 (Ω) = b , fazendo a + b = ρ , encontraremos de maneira análoga,

um ε = ε (ρ) > 0, tal que

Φ(u, v) ≥ {ap + bq}
{

1

q
− C.ρς

}
= ε

com ς = min {r̄ − p, s̄− q} e ρ escolhido suficientemente pequeno.

Para finalizar esta demonstração, precisamos verificar que existe um e ∈ E tal que

Φ(e) < 0 . Note que, pela condição (F.10),

F (x, u, v) ≥ b(x)G(u, v), para |u| , |v| ≥ R fixado.

Por outro lado, sabemos que F ∈ C1(Ω̄,R,R), então se |u| , |v| < R e x ∈ Ω̄ existe uma

constante C > 0 ; |F (x, u, v)| ≤ C. Portanto, ∀x ∈ Ω̄,∀(u, v) ∈ R2,

−
∫

Ω

F (x, u, v)dx ≤ −
∫

Ω

b(x)G(u, v)dx+ C |Ω| .

Consideremos (u, v) = (t
1
pu0, t

1
q v0), onde (u0, v0) corresponde a um par de autofunções

associado à λ1(b) na condição (F.10). Segue pela definição de Φ, e da caracterização de

(u0, v0) no Lema D.1 , que

Φ(t
1
pu0, t

1
q v0) ≤ t

{
1

p

∫
Ω

|∇u0|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v0|q dx−
∫

Ω

b(x)G(u0, v0)dx

}
+ C |Ω|

= tλ1(b) + C |Ω| .
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Fazendo t → +∞ , obtemos que limt→∞Φ(t
1
pu0, t

1
q v0) = −∞, pois da condição (F.10)

λ1(b) < 0.

Conclusão : Pelas condições acima provadas, juntamente com o Lema (Ce), o funcio-

nal Φ satisfaz a geometria do Passo da Montanha e, portanto, o resultado segue utilizando

a variante do Teorema do Passo da Montanha com a condição de compacidade de Cerami

(Teorema 1.2 com a condição (Ce)).

Para finalizar este caṕıtulo, iremos enunciar e demonstrar o Prinćıpio do Maximo Forte

de Vasquez o qual foi utilizado na página 35.

Teorema (Prinćıpio do Máximo Forte de Vasquez) : Seja Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado, 1 < p < ∞ . Suponha u ∈ C1(Ω̄) tal que u ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω , −∆pu ≥ 0, q.t.p

x ∈ Ω. Então, se u 6≡ 0 sobre Ω, u > 0 em Ω.

Demonstração : A prova deste prinćıpio é feita por contradição. Suponha que u

se anule em algum lugar em Ω, mas não seja identicamente nula. Considere N =

{x ∈ Ω : u(x) = 0}. Note que N ⊂ Ω, N não é vazio e também, é fechado, pois basta

supor xn ∈ N, xn → x, então, se xn ∈ N , u(xn) = 0. Como u ∈ C1(Ω̄), u(xn) → u(x).

Dáı, x ∈ N . Assim, podemos escolher um x0 ∈ ∂Ω e x1 ∈ Ω, R > 0 tais que B̄R(x1) ⊂
N c, |x1 − x0| = R, u(x0) = 0. E ainda, 0 < u < a em BR(x1), para algum a > 0, pois

u ∈ C1(Ω̄). Considere o anel G =
{
x ∈ RN : R2 < |x− x1| < R

}
⊂ Ω. A idéia é construir

uma solução adequada ũ para −∆pũ ≤ 0 em G. Consideremos o problema{
v
′′

= k1v
′
, 0 < r < r1,

v(0) = 0, v(r1) = v1,

onde v, v
′
, v

′′ ≥ 0, para v(r, k1, r1, v1) uma solução de classe C2 em [0, r1] com k1, r1, v1

números reais. Resolvendo o problema : tomamos y = ekt onde k é um parâmetro a

determinar. Substituindo y
′
, y

′′
no sistema, usando as condições iniciais, obteremos
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v(r) =
ek1rv1

ek1r1 − 1
− v1

ek1r1 − 1
.

Definimos agora ũ(x) = v(R− |x− x1| , k1,
R
2
, v1) em G, isto é,

ũ =
ek1(R−|x−x1|)v1

ek1 R
2
− 1

− v1

ek1
R
2 − 1

.

Vamos agora calcular uma expressão para −∆pũ:

Tomamos x = (x1, x2, ..., xn), x1 = (x1
1, ..., x

1
n) e definimos

α(x) := k1(R− |x− x1|) = k1R− k1

(
n∑
i=1

(xi − x1
i )

2

) 1
2

.

Dáı, derivando

∂α

∂xi
= −k1.

1

2

(
n∑
i=1

(xi − x1
i )

2

)− 1
2

2(xi − x1
i ) = −k1.

(xi − x1
i )

|x− x1|
.

Pela definição de ũ(x),

∂ũ

∂xi
=
∂α

∂xi
.
eα(x)v1

ek1
R
2 − 1

=
−k1v1e

α(x)

ek1
R
2 − 1

.
(xi − x1

i )

|x− x1|
.

Pela definição do p-Laplaciano, isto é, ∆pv =
∑n

i=1
∂
∂xi

(
|∇v|p−2 ∂v

∂xi

)
,

vamos encontrar a seguinte expressão :

∇ũ =
−k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

.
(x1 − x1

1, ..., xn − x1
n)

|x− x1|
.

Assim,

|∇ũ|p−2 =

∣∣∣∣−k1v1e
k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣p−2

.

∣∣∣∣(x1 − x1
1, ..., xn − x1

n)

|x− x1|

∣∣∣∣p−2

.
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Segue que

∆pũ =
n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣k1v1e
k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣p−2

.
−k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

.
(xi − x1

i )

|x− x1|

)
.

Denotamos, para simplificar,

A =

∣∣∣∣ k1v1

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣p−2

.
−k1v1

ek1
R
2 − 1

.

Portanto, encontramos a expressão

∆pũ = A
n∑
i=1

∂

∂xi

(
ek1(R−|x−x1|)(p−1) (xi − x1

i )

|x− x1|

)
,

e reescrevendo esta expressão,

∆pũ = A
n∑
i=1

{
ek1(R−|x−x1|)(p−1)).(−k1)(p− 1).

xi − x1
i

|x− x1|
.
(xi − x1

i )

|x− x1|

}
+ A

n∑
i=1

ek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|2

(
1. |x− x1| − (xi − x1

i ).
(xi − x1

i

|x− x1|

)

= A

{
−k1(p− 1)ek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|2
.

n∑
i=1

(xi − x1
i )

2

}

+ A

{
ek1(R−|x−x1|)(p−1)

|x− x1|2
.

(
|x− x1| .n−

∑n
i=1(xi − x1

i )
2

|x− x1|

)}
= Aek1(R−|x−x1|)(p−1)

{
(−k1(p− 1) +

n

|x− x1|
− 1

|x− x1|

}
= Aek1(R−|x−x1|)(p−1)

{
(−k1)(p− 1) +

n− 1

|x− x1|

}
.
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Agora, observe que temos v
′
> 0 e v

′
(0) > 0 , pois

v
′
=
k1v1e

k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

e

v
′
(0) =

k1v1

ek1
R
2 − 1

> 0.

Por outro lado,

∣∣∣v′∣∣∣p−2

=

∣∣∣∣ k1v1

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣p−2

ek1(R−|x−x1|)(p−2),

∣∣∣v′∣∣∣p−2

v
′
=

∣∣∣∣ k1v1

ek1
R
2 − 1

∣∣∣∣p−2

ek1(R−|x−x1|)(p−2)k1v1e
k1(R−|x−x1|)

ek1
R
2 − 1

.

Então,

−∆pũ =

{
n− 1

|x− x1|
− (p− 1)k1

} ∣∣∣v′∣∣∣p−2

v
′
.

Afirmamos que −∆pũ ≤ 0 sobre G, para k1 suficientemente grande. De fato, temos

{
n− 1

|x− x1|
− (p− 1)k1

} ∣∣∣v′∣∣∣p−2

=

{
n− 1

|x− x1|
− (p− 1)k1

}(
k1v1

ek1
R
2 − 1

)p−2

ek1(R−|x−x1|)(p−2)

=

{
n− 1

|x− x1|
kp−2

1 − (p− 1)kp−1
1

}(
v1

ek1
R
2 − 1

)p−2

ek1(R−|x−x1|)(p−2).

Em G, eR−|x−x1| < e
R
2 , pois se R

2
< |x− x1| < R então R

2
> R− |x− x1| > 0.
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Assim,

{
n− 1

|x− x1|
− (p− 1)k1

} ∣∣∣v′∣∣∣p−2

v
′ ≤

{
n− 1

|x− x1|
.kp−2

1 − (p− 1)kp−1
1

}{
v1e

k1
R
2

ek1
R
2 − 1

}p−2

v
′

Fazendo k1 →∞, a afirmação segue.

Por construção, podemos usar o Prinćıpio de Comparação Fraco [18], pag.81, visto que

temos

−∆pũ ≤ 0 ≤ −∆pu q.t.p x ∈ Ω e, ainda, ũ ≤ u na ∂G, pois basta ver na fronteira de G

com v1 ≤ max
{
u(x) : |x− x1| = R

2

}
que

ũ =


ek1

R
2 v1

ek1
R
2 −1

− v1

ek1
R
2 −1

, |x− x1| = R
2

0 , |x− x1| = R .

Portanto, construimos uma ũ tal que ũ ≤ u em G. Para finalizar a demonstração, toma-

mos h < 1, R = |x1 − x0| > 0. Então,

ũ(x0 + h(x1 − x0)) =
v1e

k1(R−|x0+h(x1−x0)−x1|)

ek1
R
2 − 1

− v1

ek1
R
2 − 1

=
v1e

k1(R−(1−h)|x0−x1|) − v1

ek1
R
2 − 1

=
v1e

k1hR − v1

ek1
R
2 − 1

.

Tomando o limite quando h→ 0 e aplicando L’Hospital,

lim
h→0

ũ(x0 + h(x1 − x0)

h
= lim

h→0

v1(e
k1Rh − 1)

ek1
R
2 − 1

= lim
h→0

k1Re
k1Rhv1

ek1
R
2 − 1

= R.
k1v1

ek1
R
2 − 1

.

Como ũ(x0) = u(x0) = 0 e u ≥ ũ sobre G, temos

54
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∇u(x0) = lim
h→0

u(x0 + h(x1 − x0))− u(x0)

h
= lim

h→0

u(x0 + h(x1 − x0)

h

≥ lim
h→0

ũ(x0 + h(x1 − x0))

h
= v

′
(0)R > 0 .

Assim, se u 6≡ 0 temos uma contradição, pois u ∈ C1(Ω̄) , u ≥ 0 q.t.p x ∈ Ω e u(x0) = 0.

Conclúımos, portanto, que se u 6≡ 0, então u > 0 em Ω.
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Caṕıtulo 4

Uma classe de sistemas eĺıpticos
envolvendo o operador p-Laplaciano
em domı́nio não-limitado

4.1 Notações e hipóteses

Como vimos na Introdução, vamos trabalhar neste caṕıtulo com um sistema que

envolve o operador p-Laplaciano num domı́nio não-limitado. Assim, mostraremos um

pouco da diferença de se trabalhar com um domı́nio limitado, como nos caṕıtulos 1 e 2, e

um domı́nio não-limitado em uma classe de sistemas eĺıpticos quasilineares. Estudaremos

um sistema variacional em RN da forma{
−∆pu+ a(x) |u|p−2 = Fu(x, u, v), x ∈ RN

−∆qv + b(x) |v|q−2 = Fv(x, u, v), x ∈ RN , (D)

onde 1 < p, q < N ; a, b : RN → R são funções cont́ınuas satisfazendo

a(x) ≥ a0 > 0, b(x) ≥ b0 > 0,∀x ∈ RN e coercivas, isto é, lim|x|→∞ a(x) = lim|x|→∞ b(x) =

∞.

Os potenciais não-lineares Fu, Fv : RN×R×R → R são também cont́ınuos e satisfazem

F (x, 0, 0) = Fu(x, 0, 0) = Fv(x, 0, 0) = 0, assim, (u, v) = (0, 0) é solução trivial de (D).

Queremos encontrar soluções não-triviais.

Iremos considerar a situação variacional na qual (Fu, Fv) = ∇F para F : RN×R2 → R
de classe C1.

Antes de prosseguirmos com nosso problema, vamos mencionar alguns trabalhos sobre
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problemas não-lineares que nos motivaram a resolver o problema (D) acima: Ali Djellit

e Saadia Tas [12] investigaram a existência de uma solução não-trivial para o sistema

eĺıptico 
−∆pu = ∂F

∂u
(x, u, v) em RN

−∆qv = ∂F
∂v

(x, u, v) em RN

sob hipóteses de não-quadraticidade de F e cruzamento do primeiro autovalor de um

problema associado usando a condição de compacidade de Cerami. David G. Costa [8]

estudou um sistema variacional em RN na forma{
−∆u+ a(x)u = Fu(x, u, v) em RN

−∆v + b(x)v = Fv(x, u, v) em RN

onde as funções a, b : RN → R são cont́ınuas e coercivas. Sob apropriadas condições

de crescimento e regularidade da não-linearidade de Fu, Fv, as soluções fracas são preci-

samente os pontos cŕıticos referentes a um funcional definido no espaço de Hilbert das

funções u, v ∈ H1(RN).

4.2 Existência de solução não-trivial

No nosso resultado principal, vamos mostrar a existência de uma solução fraca não

trivial para o sistema (D) verificando que o funcional associado satisfaz as hipóteses do

Teorema do Passo da Montanha com a condição de compacidade de Palais- Smale.

Daqui por diante, consideramos as seguintes definições:

(i) O subespaço Ep,q ⊂ W 1,p(RN)×W 1,q(RN), definido por

Ep,q =
{
(u, v) ∈ W 1,p(RN)×W 1,q(RN);

∫
RN (|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx <∞

}
com 1 < p, q < N .

(ii) A norma associada ao funcional Φ definida por :

‖(u, v)‖Ep,q
= ‖u‖pEp

+ ‖v‖qEq
,
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onde

‖u‖pEp
=

∫
RN

(|∇u|p + a(x) |u|p) dx

e

‖v‖qEq
=

∫
RN

(|∇v|q + b(x) |v|q) dx.

(iii) O espaço Ep,q com a norma definida em (ii) é um espaço de Banach, reflexivo [2],

pela hipótese (A0).

Voltando nossa atenção apenas para as funções a, b, de acordo com as hipóteses exigi-

das para estas duas funções, obteremos fatos interessantes: considere

µr,sp,q(a, b) = inf
{∫

RN (|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx;
∫

RN (|u|r + |v|s) dx = 1
}
,

∀ (u, v) ∈ Ep,q onde p ≤ r ≤ p∗, q ≤ s ≤ q∗ e, ainda,

p∗ = pN
N−p , 1 < p < N , q∗ = qN

N−q , 1 < q < N .

Note que , se Ω ⊂ RN é um domı́nio regular e limitado temos

µ2,0
2,0(0, 0) = inf

{∫
Ω

|∇u|2 dx;u ∈ H1(Ω),

∫
Ω

|u|2 dx = 1

}
= λ1(Ω),

onde λ1(Ω) é o primeiro autovalor do problema :{
−∆u = λu, Ω
u = 0, ∂Ω.

Dáı, µr,sp,q(a, b) pode ser interpretado como uma generalização natural do primeiro autovalor

do Laplaciano.

Quando Ω = RN , 1 < p, q < N , temos

µp
∗,0
p,0 (0, 0) = inf

{∫
RN

|∇u|p dx;
∫

RN

|u|p
∗

= 1, u ∈ W 1,p(RN)

}
= A
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onde A é a melhor constante de Sobolev para a imersão

A ‖u‖p
Lp∗ (RN )

≤ ‖∇u‖p
Lp(RN )

,∀u ∈ D1,p(RN).

Para p, q definidos no ińıcio , temos que

0 < µr,sp,q(a, b) ≤

∫
RN

(|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx

‖u‖p
Lr(RN )

+ ‖v‖q
Ls(RN )

∀(u, v) 6= (0, 0) em Ep,q. De fato, ∀(u, v) ∈ Ep,q,

∫
RN

(|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx ≥ min {1, a0, b0}
{∫

RN

(|∇u|p + |u|p) dx
}

+ min {1, a0, b0}
{∫

RN

(|∇v|q + |v|q) dx
}

= m0

{
‖u‖p

W 1,p(RN )
+ ‖v‖q

W 1,q(RN )

}
.

Por outro lado, dado r tal que p ≤ r ≤ p∗, existe Cr > 0 tal que ‖u‖Lr(RN ) ≤
Cr ‖u‖W 1,p(RN ), e também, dado s tal que q ≤ s ≤ q∗, existe Cs > 0 tal que ‖v‖Ls(RN ) ≤
Cs ‖v‖W 1,q(RN ).

Então,

∫
RN (|∇u|p + a(x) |u|p + |∇v|q + b(x) |v|q) dx ≥ m0

{
‖u‖p

W 1,p(RN )
+ ‖v‖q

W 1,q(RN )

}
≥ m0

{
C−pr ‖u‖p

Lr(RN )
+ C−qs ‖v‖q

W 1,q(RN )

}
≥ min

{
m0

Cp
r
, m0

Cq
s

}{
‖u‖p

Lr(RN )
+ ‖v‖q

Ls(RN )

}
.
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Assim, tomando o ı́nfimo com (u, v) tais que
∫

RN |u|p dx+
∫

RN |v|q dx = 1, obtemos

µr,sp,q(a, b) ≥ min

{
m0

Cp
s
,
m0

Cq
s

}
> 0.

Provaremos agora alguns resultados, com a finalidade de mostrar que o funcional Φ

definido em (4.1), satisfaz as condições do Teorema do Passo da Montanha. Começaremos

com um resultado de imersões compactas, a saber:

Proposição 4.1 : Suponha que as hipóteses (A0), (A1) são satisfeitas. Então a imersão

Ep,q ↪→ Lp(RN ,R)× Lq(RN ,R)

é compacta.

Demonstração : Sem perda de generalidade, queremos mostrar que

se (un, vn) ⇀ (0, 0) em Ep,q, então (un, vn) → (0, 0) em Lp(RN ,R) × Lq(RN ,R). Como

{(un, vn)} converge fracamente então é uma seqüência limitada.

Considere a constante positiva C tal que ‖(un, vn)‖Ep,q
≤ C, isto é, ‖(un, vn)‖Ep,q

=

‖un‖pEp
+ ‖vn‖qEq

≤ C. Dado ε > 0, fixe R > 0 tal que

a(x) ≥ 2C

ε
> 0 e b(x) ≥ 2C

ε
> 0, para todo |x| ≥ R.

Defina, também, o operador restrição Γ;

Γ : W 1,p(RN ,R)×W 1,q(RN ,R) −→ W 1,p(BR,R)×W 1,q(BR,R)
(u, v) −→ Γ(u, v) = (u, v).

onde BR denota uma bola de raio R e centro na origem em RN . Como o operador restrição

Γ é cont́ınuo, temos que (un, vn) ⇀ (0, 0) em W 1,p(BR,R)×W 1,q(BR,R) = E(BR). Pelo

fato das imersões compactas

W 1,p(BR,R)×W 1,q(BR,R) ↪→ Lp(BR,R)× Lq(BR,R),

pois BR é um domı́nio limitado, segue que dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo

n ≥ n0 temos ∫
BR

|un|p dx = ‖un‖pLp(BR) <
ε

2
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e ∫
BR

|vn|q dx = ‖vn‖qLq(BR) <
ε

2
.

Por outro lado, pela escolha de R e da condição (A0),

2

ε

∫
BC

R

|un|p dx ≤ 2

ε

∫
BC

R

εa(x)

2C
|un|p dx =

1

C

∫
BC

R

a(x) |un|p dx

≤ 1

C

∫
BC

R

(|∇un|p + a(x) |un|p) dx =
1

C
‖un‖pEp

≤ 1

e, também,
2

ε

∫
BC

R

|vn|q dx ≤
1

C
‖vn‖qEq

≤ 1.

Logo, ∫
BC

R

|un|p dx ≤
ε

2
,

∫
A

|vn|q dx ≤
ε

2
.

Como ∫
RN

|un|p dx =

∫
BR

|un|p dx+

∫
Bc

R

|un|p dx

então, ∫
RN

|un|p dx <
ε

2
+
ε

2
.

Analogamente para {vn}. Finalmente, usando a norma da soma,

‖(un, vn)− (0, 0)‖Lp(RN )×Lq(RN ) = ‖un − 0‖Lp(RN ) + ‖vn − 0‖Lq(RN ) < 2ε

e o resultado da convergência forte segue.

Proposição 4.2 : Suponha que as hipóteses (A0), (A1) e (F1) são satisfeitas. Então a

aplicação N
′
: Ep,q → E

′
p,q é compacta com N(u, v) :=

∫
RN F (x, u, v)dx.
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Demonstração : o objetivo é mostrar que dada uma seqüência {(un, vn)} ⊂ Ep,q limi-

tada, a menos de subseqüência, N
′
(un, vn) → N

′
(u, v) fortemente em E

′
p,q.

Note que , pela definição de norma,∥∥∥N ′
(un, vn)−N

′
(u, v)

∥∥∥ = sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣(N ′
(un, vn)−N

′
(u, v))(ϕ, ψ)

∣∣∣
≤ sup

‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
RN

(Fu(x, un, vn)− Fu(x, u, v))ϕdx

∣∣∣∣
+ sup

‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
RN

(Fv(x, un, vn)− Fv(x, u, v))ψdx

∣∣∣∣ .
É suficiente mostrar que esta última soma à direita da desigualdade converge para

zero, quando n → ∞. De fato, dado ε > 0 , tome R > 0 suficientemente grande a ser

escolhido posteriormente. Sendo Ep,q espaço de Banach reflexivo, podemos assumir que
(un, vn) ⇀ (u, v) em Ep,q

(un(x), vn(x)) → (u(x), v(x)) q.t.p x ∈ RN .

Objetivando verificar que, ∀ (ϕ, ψ) ∈ Ep,q, temos∫
RN

Fu(x, un, vn)ϕdx→
∫

RN

Fu(x, u, v)ϕdx, n→∞

e ∫
RN

Fv(x, un, vn)ψdx→
∫

RN

Fv(x, u, v)ψdx, n→∞,

iremos apenas verificar a primeira convergência, pois a outra segue analogamente.

Pela Proposição 4.1, temos a imersão compacta Ep,q(RN) ↪→ Lp(RN)×Lq(RN). Assim,

(un, vn) → (u, v) em Lp(RN)× Lq(RN).

Por hipótese, Fu(x, un, vn) é cont́ınua em (RN × R2,R). Segue que

Fu(x, un(x), vn(x)) → Fu(x, u(x), v(x)) q.t.p. em RN .

Então,

fn(x) := Fu(x, un(x), vn(x))ϕ(x) → Fu(x, u(x), v(x))ϕ(x) := f(x) q.t.p. em RN .
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Definimos

gn := c1 |un|p1−1 |vn|q1 |ϕ| .

Observamos que

gn(x) = c1 |un(x)|p1−1 |vn(x)|q1 |ϕ(x)| → g(x) = c1 |u(x)|p1−1 |v(x)|q1 |ϕ(x)| q.t.p. em RN

e ainda, por (F1),

|fn| = |Fu(x, un, vn)| ≤ c1 |un|p1−1 |vn|q1 |ϕ| = gn

e pela Proposição 4.1

lim
n→∞

‖gn − g‖L1(RN ) = 0.

Usando o Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue ( na versão Apêndice B,

[B.5]), ∫
RN

Fv(x, un, vn)ψdx→
∫

RN

Fv(x, u, v)ψdx.

Assim a proposição fica provada.

Lema 4.3 : Suponha que as hipóteses (A0), (A1), (F1) e (F1)µ são satisfeitas. Então o

funcional associado ao problema (D) satisfaz a condição de Palais-Smale.

Demonstração : Considere o funcional associado ao problema (D) definido por (4.1).

Suponha que |Φ(un, vn)| ≤ C , Φ
′
(un, vn) → 0, isto é, dado ε > 0, existe um n0 natural

tal que |Φ(un, vn)| ≤ C e
∥∥Φ′

(un, vn)
∥∥ ≤ ε, ∀n ≥ n0.

Assim,∀n ≥ n0,

µΦ(un, vn)−
〈
Φ
′
(un, vn), (un, vn)

〉
≤ µC + ε ‖(un, vn)‖Ep,q

.

Por outro lado, sem perda de generalidade, seja p < q < µ. Então, utilizando (F0), (F1)

e (F1)µ

63
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µΦ(un, vn)−
〈
Φ
′
(un, vn), (un, vn)

〉
= µ

{
1

p

∫
RN

(|∇un|p + a(x) |un|p) dx+
1

q

∫
RN

(|∇vn|q + b(x) |vn|q) dx−
∫

RN

F (x, un, vn)dx

}
−

{∫
RN

(|∇un|p + a(x) |un|p + |∇vn|q + b(x) |vn|q) dx−
∫

RN

(Fu(x, un, vn)un + Fv(x, un, vn)vn) dx

}
=

(
µ

p
− 1

)∫
RN

(|∇un|p + a(x) |un|p) dx+

(
µ

q
− 1

)∫
RN

(|∇vn|q + b(x) |vn|q) dx

+

∫
RN

(Fu(x, un, vn)un + Fv(x, un, vn)vn − µF (x, un, vn)) dx

≥
(
µ

p
− 1

)
‖un‖pEp

+

(
µ

q
− 1

)
‖vn‖qEq

≥
(
µ

q
− 1

){
‖un‖pEp

+ ‖vn‖qEq

}
=

(
µ

q
− 1

)
‖(un, vn)‖Ep,q

.

Logo, obtemos ∀n ≥ n0,

µC + ε ‖(un, vn)‖Ep,q
≥ µΦ(un, vn)−

〈
Φ
′
(un, vn), (un, vn)

〉
≥

(
µ

q
− 1

)
‖(un, vn)‖Ep,q

,

implicando que a seqüência {(un, vn)} é limitada em Ep,q.

Considere agora a aplicação dualidade D;

D : Ep,q −→ E
′
p,q

(u, v) 7−→ D(u, v)

onde D(u, v) = 〈(u, v), .〉Ep,q
= Φ

′
(u, v) +N

′
(u, v) ∈ E ′

p,q. Novamente, pela monotonici-

dade do p-Laplaciano em [18], página 80, temos D−1 o operador inverso de D, onde D é
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uma isometria. Aplicando D−1 à seqüência (PS), temos

(un, vn) = D−1(Φ
′
(un, vn)) +D−1(N

′
(un, vn)).

Segue dáı que {un, vn} possui uma subseqüência convergente, pois por hipótese,

Φ
′
(un, vn) → 0 e D é uma isometria. De fato, pela Proposição 3.2, N

′
é operador com-

pacto e vimos acima que a seqüência {un, vn} é limitada, assim N
′
(un, vn) possui uma

subseqüência convergente. Conclusão : {un, vn} possui uma subseqüência convergente,

isto significa que o funcional Φ satisfaz a condição (PS).

Demonstração do Teorema F : É suficiente verificar que o funcional Φ tem a geometria

do Passo da Montanha. Segue da condição (F1)µ o seguinte :

(i)∀x ∈ RN e |U | ≥ 1, onde U = (u, v) ∈ R2, temos∣∣∣∣∇F (x, U)

F (x, U)

∣∣∣∣ ≥ µ

|U |
.

Integrando de 1 até |U |, se U ≥ 1( ou caso contrário),

ln

∣∣∣∣ F (x, U)

F (x,±1)

∣∣∣∣ ≥ ln |U |µ .

Como F (x, U) > 0 para todo U ∈ R2 e a função logaŕıtmica é crescente,

F (x, U) ≥ F (x,±1) |U |µ = min
|V |=1

F (x, V ) |U |µ > 0,∀x ∈ RN , |U | ≥ 1.

Isto mostra que, dado um conjunto B ⊂ RN limitado, ∀x ∈ B, como F é de

classe C1, ∃c̄ = c̄(B);F (x, U) ≥ c̄ |U |µ , ∀x ∈ B, |U | ≥ 1.

(ii) Considere agora x ∈ RN , 0 < |U | ≤ 1. Por (F1)µ,∣∣∣∣∇F (x, U)

F (x, U)

∣∣∣∣ ≥ µ

|U |
.
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Integrando de |U | até 1, se 0 < |U | ≤ 1,

ln

∣∣∣∣F (x,±1)

F (x, U)

∣∣∣∣ ≥ ln

(
1

|U |µ
)
.

Note que , por hipótese, µ ≥ max {p, q} > 1. Então, |U |µ < |U | < 1. Assim,
1
|U |µ > 1, U 6= 0. Temos ainda que F (x, U) > 0 e a função logaŕıtmica é crescente,

conseqüentemente, ∣∣∣∣F (x,±1)

F (x, U)

∣∣∣∣ ≥ 1

|U |µ

e temos

0 ≤ F (x, U) ≤ max
|V |=1

F (x, V ) |U |µ ,∀x ∈ RN , 0 < |U | ≤ 1.

Por (F.1) existe uma constante c3 tal que max|V |=1 F (x, V ) ≤ c3. Tome m = max {p, q}.
Segue que lim|U |→0

F (x,U)
|U |m = 0 para todo x ∈ RN , isto é, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

F (x, U) ≤ ε |U |m = ε
(
|u|2 + |v|2

)m
2 ≤ εc4 (|u|m + |v|m), para todo x ∈ RN e |U | ≤ δ. Por

outro lado, usando (F1), (F0) e a desigualdade de Young

F (x, u, v) =

∫ u

0

Fu(x, s, v)ds+

∫ v

0

Fv(x, 0, s)ds+ F (x, 0, 0)

≤ c1

∫ u

0

|s|p1−1 |v|q1 ds+ c2

∫ v

0

|u|q2 |s|p2−1 ds

≤ c5
(
|u|p1+q1 + |v|p1+q1 + |u|p2+q2 + |v|p2+q2

)
, ∀ x ∈ RN e ∀ (u, v) ∈ R2.

Em particular, vale para todo x ∈ RN e |U | ≥ δ. Conseqüentemente, juntando essas

estimativas obtemos

F (x, u, v) ≤ εc4 (|u|m + |v|m) + c5
(
|u|p1+q1 + |v|p1+q1 + |u|p2+q2 + |v|p2+q2

)
para todo x ∈ RN e U ∈ R2. Usando a definição de Φ temos

Φ(u, v) =
1

p
‖u‖pEp

+
1

q
‖v‖qEq

−
∫

RN

F (x, u, v)dx

≥ 1

p
‖u‖pEp

+
1

q
‖v‖qEq

− εc4

∫
RN

(|u|m + |v|m) dx

− c5

∫
RN

(
|u|p1+q1 + |v|p1+q1 + |u|p2+q2 + |v|p2+q2

)
dx

≥ 1

p
‖u‖pEp

+
1

q
‖v‖qEq

− εc4

(
‖u‖mEp

+ ‖v‖mEq

)
− c5

(
‖u‖p1+q1

Ep
+ ‖v‖p1+q1

Eq
+ ‖u‖p2+q2

Ep
+ ‖v‖p2+q2

Eq

)
.
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Isso resulta que, para ‖(u, v)‖Ep,q
= ρ > 0 suficientemente pequeno, existe α = α(ρ) > 0

tal que

Φ(u, v) ≥ α(ρ) > 0.

Por outro lado, por (i), F (x, U) ≥ c̄ |U |µ , ∀x ∈ B, |U | ≥ 1. Fazendo (u, v) = (tu, tv)

para t ∈ R e usando a definição do funcional Φ segue que

Φ(tu, tv) ≤ tp
{

1

p
‖u‖pEp

}
+ tq

{
1

q
‖v‖qEq

}
− tµc̄

∫
RN

|U |µ dx

= tpA+ tqB − tµC.

Finalmente, fazendo t→∞, como µ > max {p, q} obtemos que Φ(tu, tv) → −∞. Ou

seja, existe um e ∈ Ep,q tal que Φ(e) < 0.

Provada a proposição 4.3, isto é, Φ satisfaz a condição (PS) e Φ tem a geometria do

passo da montanha, então podemos concluir a existência de uma solução fraca não-trivial

para o problema (D) pelo Teorema do Passo da Montanha ( Teorema 1.2).
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Neste apêndice iremos demonstrar que o funcional Φ é de classe C1(E,R). Para isto,

seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e vamos definir Φ da seguinte forma:

Φ : E = W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) −→ R

com a norma ‖.‖E da soma, isto é, ‖(u, v)‖E = ‖u‖W 1,p
0 (Ω) + ‖v‖W 1,q

0 (Ω) onde

Φ(u, v) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)dx

com p, q ∈ R e maiores que 1, sob a seguinte condição:

|F (x, u, v)| ≤ A(1 + |u|p
∗
+ |v|q

∗
), (F.1)

e 
|Fu(x, u, v)| ≤ C

(
1 + |u|p

∗−1 + |v|
q∗(p∗−1)

p∗

)
|Fv(x, u, v)| ≤ C

(
1 + |v|q

∗−1 + |u|
p∗(q∗−1)

q∗

)
(F.2)

onde A e C são constantes positivas.

Assumindo que p e q são ambos números reais maiores que 1, podemos utilizar o

Teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (ver Apêndice B, [B.1]) e obter a existência de

uma constante B = B(p,N);

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ B ‖∇u‖Lp(RN ) .

Sendo Ω um domı́nio limitado em RN e u ∈ W 1,p
0 (Ω) , considere

û(x) =

{
u(x), se x ∈ Ω

0, se x /∈ Ω
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o prolongamento canônico por zero de u onde ‖û‖W 1,p
0 (RN ) = ‖u‖W 1,p

0 (RN ) .

Consequentemente,

‖u‖Lp∗ (RN ) = ‖û‖Lp∗ (RN ) ≤ B(p,N) ‖∇û‖Lp(RN ) = B(p,N) ‖∇u‖Lp(Ω) ,

isto é, a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Niremberg é válida emW 1,p
0 (Ω) , onde Ω ⊂ RN

é um domı́nio limitado.

Vamos, agora, mostrar que |Φ(u, v)| é finito, ∀(u, v) ∈ E.

De fato, usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré,

|Φ(u, v)| =

∣∣∣∣1p
∫

Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx−
∫

Ω

F (x, u, v)

∣∣∣∣
≤ 1

p

∫
Ω

|∇u|p dx+
1

q

∫
Ω

|∇v|q dx+

∫
Ω

|F (x, u, v)|

=
1

p
‖∇u‖pLp(Ω) +

1

q
‖∇v‖qLq(Ω) +

∫
Ω

|F (x, u, v)|

=
1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

+

∫
Ω

|F (x, u, v)| .

Pela condição (F.1), segue que∫
Ω

|F (x, u, v)| ≤ A

∫
Ω

(1 + |u|p
∗
+ |v|q

∗
)

= A
{
|Ω|+ ‖u‖p

∗

Lp∗ (Ω)
+ ‖v‖q

∗

Lq∗ (Ω)

}
≤ A

{
|Ω|+Bp∗ ‖∇u‖p

∗

Lp(Ω) +Dq∗ ‖∇v‖q
∗

Lq(Ω)

}
.

Assim obtemos que

|Φ(u, v)| ≤ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

+
1

q
‖v‖q

W 1,q
0 (Ω)

+ A
{
|Ω|+Bp∗ ‖u‖p

∗

w1,p
0 (Ω)

+Dq∗ ‖v‖q
∗

w1,q
0 (Ω)

}
.

Portanto, Φ está bem definido.

Para mostrar que Φ é um funcional de classe C1(E,R) e vale

Φ
′
(u, v)(ϕ, ψ) =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx+
∫

Ω

|∇v|q−2∇v∇ψdx−
∫

Ω

(Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ) dx,

é suficiente mostrar que, [20], para todo (u, v) ∈ E, tem-se Φ
′
(u, v) : E → R definido por

Φ
′
(u, v)(ϕ, ψ) = lim

t→0

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
,
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satisfaz Φ
′ ∈ C(E,E

′
).

Vamos mostrar a existência de Φ
′
(u, v) : temos

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
=

1

p

∫
Ω

(
|∇u+ t∇ϕ|p − |∇u|p

t

)
dx

+
1

q

∫
Ω

(
|∇v + t∇ψ|q − |∇v|q

t

)
dx

−
∫

Ω

(
F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t

)
dx

Defina h1(t) := |∇u+ t∇ϕ|p . Observe que

h1(t) = |∇u+ t∇ϕ|p =
[
|∇u+ t∇ϕ|2

] p
2 = [(∇u+ t∇ϕ).(∇u+ t∇ϕ)]

p
2 .

Dáı, ∀t ∈ R,

h
′

1(t) =
p

2
[(∇u+ t∇ϕ) . (∇u+ t∇ϕ)]

p−2
2 [∇ϕ. (∇u+ t∇ϕ) + (∇u+ t∇ϕ) .∇ϕ] ou

h
′

1(t) =
p

2

[
|∇u+ t∇ϕ|2

] p−2
2 2∇ϕ (∇u+ t∇ϕ) ou

h
′

1(t) = p |∇u+ t∇ϕ|p−2∇u∇ϕ+ p |∇u+ t∇ϕ|p−2 t |∇ϕ|2 .

Analogamente obteremos um resultado semelhante trocando p por q e ϕ por ψ para h2(t).

Portanto,

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
=

1

p

∫
Ω

h
′

1(t)dx+
1

q

∫
Ω

h
′

2(t)dx

−
∫

Ω

(
F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t

)
dx.

Usando o T.V.M, existem constantes θt, θ̄t tais que |θt| ,
∣∣θ̄t∣∣ < t e

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t
=

1

p

∫
Ω

h
′

1(θt)dx+
1

q

∫
Ω

h
′

2(θ̄t)dx

−
∫

Ω

(
F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v)

t

)
dx.

Usando novamente o T.V.M. para a última integral do segundo membro acima, existem

αt e βt tal que

F (x, u+ tϕ, v + tψ)− F (x, u, v) = Fu(x, αt, v + tψ)tϕ+ Fv(x, u+ tϕ, βt)tψ,
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onde αt está entre u + tϕ e u e βt entre v + tψ e v. Como αt(x) → u(x) e βt(x) → v(x)

q.t.p x em Ω, quando t→ 0 e sendo F cont́ınua, então

Fu(x, αt, v + tψ)ϕ→ Fu(x, u, v)ϕ, q.t.p x ∈ Ω

e

Fv(x, u+ tϕ, βt)ψ → Fv(x, u, v)ψ q.t.p x ∈ Ω.

Pela condição (F.2) e usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

podemos concluir que

Φ
′
(u, v)(ϕ, ψ) = lim

t→0

Φ(u+ tϕ, v + tψ)− Φ(u, v)

t

=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx+

∫
Ω

|∇v|q−2∇v∇ψdx

−
∫

Ω

(Fu(x, u, v)ϕ+ Fv(x, u, v)ψ) dx.

É fácil ver que Φ
′
(u, v) é linear. Falta mostrar que é cont́ınuo no espaço E. De fato,

seja uma seqüência {(un, vn)} em E, tal que (un, vn) → (u, v) em E. Precisamos verificar

que toda subseqüência de Φ
′
(un, vn), ainda usando esta notação para suas subseqüências,

possui subseqüência convergente para Φ
′
(u, v). De fato,∥∥∥Φ′

(un, vn)− Φ
′
(u, v)

∥∥∥ = sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣(Φ′
(un, vn)− Φ

′
(u, v)

)
(ϕ, ψ)

∣∣∣ (4.1)

≤ sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

)
∇ϕdx

∣∣∣∣ (4.2)

+ sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(
|∇vn|q−2∇vn − |∇v|q−2∇v

)
∇ψdx

∣∣∣∣ (4.3)

+ sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(Fu(x, un, vn)− Fu(x, u, v))ϕdx

∣∣∣∣ (4.4)

+ sup
‖(ϕ,ψ)‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(Fv(x, un, vn)− Fv(x, u, v))ψdx

∣∣∣∣ (4.5)

Considere ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω),

fn : Lp(Ω) −→ R
∇ϕ 7−→ 〈fn,∇ϕ〉 =

∫
Ω
|∇un|p−2∇un.∇ϕ.
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Note que, fn está bem definida, pois

|〈fn,∇ϕ〉| ≤
∫

Ω

|∇un|p−1 |∇ϕ|

≤
(∫

Ω

|∇un|p
) p−1

p
(∫

Ω

|∇ϕ|p
) 1

p

= ‖∇un‖p−1
Lp(Ω) ‖∇ϕ‖Lp(Ω)

= ‖un‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

‖ϕ‖W 1,p
0 (Ω) .

Precisamos verificar que 〈fn,∇ϕ〉 −→ 〈f,∇ϕ〉 ,∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) , isto é, fn ⇀ f em

(Lp(Ω))
′
. Para isto, é necessário e suficiente provar que ‖fn‖Lp

′
(Ω)

≤M. De fato,

‖fn‖Lp
′
(Ω)

=
∥∥|∇un|p−2∇un

∥∥
Lp

′
(Ω)

=
(∫

Ω
|∇un|(p−2)q |∇un|q

) 1
q

=
(∫

Ω
|∇un|p

) 1
q = ‖∇un‖

p
q

Lp(Ω) =

‖un‖
p
q

W 1,p
0 (Ω)

≤M , pois un −→ u em W 1,p
0 (Ω). Portanto, as integrais em (4.2) e (4.3) con-

vergem a zero.

Por outro lado, se (un, vn) → (u, v) em E, então un → u em Lp(Ω) e vn → v em Lq(Ω).

Assim, un(x) → u(x) q.t.p. x em Ω e vn(x) → v(x) q.t.p x em Ω. Ainda usando o fato

de F ser cont́ınua, temos

|Fu(x, un, vn)− Fu(x, u, v)| |ϕ| → 0 q.t.p. x ∈ Ω

e

|Fv(x, un, vn)− Fv(x, u, v)| |ψ| → 0 q.t.p. x ∈ Ω.

Usando novamente a condição (F.2), as desigualdades de Hölder e Sobolev-Gagliardo-

Niremberg, e ainda ‖un‖ , ‖vn‖ são limitadas, pois são convergentes, podemos usar o

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para concluir que os dois últimos termos

(4.4), (4.5) convergem a zero.

Conclusão :
∥∥Φ′

(un, vn)− Φ(u, v)
∥∥→ 0 em E

′
, donde segue a continuidade de Φ

′
em

(u, v).
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Neste apêndice iremos reunir os Teoremas principais que utilizaremos em nosso tra-

balho.

B.1 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg [S-G-N]) : Se 1 ≤ p < N , então

W 1,p
0 (RN) ⊂ Lp

∗
(RN)

onde p∗ = Np
N−p , e além disto, existe uma constante C = C(p,N);

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C ‖∇u‖Lp(RN ) , ∀ u ∈ W
1,p
0 (Ω).

B.2 (Desigualdade de Poincaré) : Seja Ω um domı́nio limitado em RN . Então existe

uma constante C = C(p,Ω) tal que :

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ,∀u ∈ W
1,p
0 (Ω).

B.3 (cf.Brezis [23],pg. 58 ) : Seja (fn) uma seqüência em Lp e f ∈ Lp ;

‖fn − f‖Lp → 0. Então existe uma subseqüência (fnk
) de (fn) onde

(i) fnk
(x) → f(x) p.p. x ∈ Ω;

(ii)|fnk
(x)| ≤ h(x) ∀k e p.p x ∈ Ω , com h ∈ Lp(Ω).

B.4(Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) [T.C.D.L] : Seja fn uma

seqüência de funções em L1(Ω). Suponha que

(i) fn(x) → f(x) p.p. x ∈ Ω

(ii)∃g ∈ L1(Ω) tal que para cada n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. x ∈ Ω. Então f ∈ L1(Ω) e

‖fn(x)− f(x)‖L1(Ω) → 0.

B.5(Versão do T.C.D.L.): Sejam (fn), (gn) seqüências de funções em L1(RN) tais

que fn → f e gn → g q.s. em RN . Suponha que |fn| ≤ gn q.s. em RN e que
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lim ‖gn − g‖L1(RN ) = 0. Então lim ‖fn − f‖L1(RN ) = 0 e |f | ≤ |g| q.s. em RN .

B.6 (Lema de Fatou) : Seja (fn) uma seqüência de funções em L1(Ω);

(1) para cada n, fn(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Ω,

(2)supn
∫

Ω
fn <∞. Para cada x ∈ Ω, seja f(x) = lim infn→∞ fn(x). Então,

f ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

f ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn.

B.7 (cf. Brezis [23],pag.35) : Seja (xn) uma seqüência de um espaço de Banach E. Se

xn ⇀ x na topologia fraca Λ(E,E
′
) , então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ lim infn ‖xn‖ .

B.8 (cf.Adams [24],pag.25): Seja
∫

Ω
1dx <∞ e 1 ≤ r ≤ p <∞. Se u ∈ Lp(Ω) , então

u ∈ Lr(Ω) e ‖u‖Lr(Ω) ≤ |Ω|
1
p
− 1

r ‖u‖Lp(Ω) .

B.9 ( Desigualdade de Hölder) : Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lp
′
(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então f.g ∈ L1(Ω) e
∫

Ω
|f.g| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp

′ .

B.10 (Multiplicadores de Lagrange em Espaços de Banach) : Suponha que F e

G são funcionais de Classe C1 no espaço de Banach X, G(x0) = 0 e X0 é um extremo

local de F quando restrito à = = {x ∈ X : G(x) = 0}.Então,

(a) G
′
(x0)y = 0,∀y ∈ X ou

(b) ∃µ ∈ R : F
′
(x0)y = µG

′
(x0)y, ∀y ∈ X.

B.11 ( Bartle [4], pag.45) : Suponha para algum t0 ∈ [a, b], f(x, t0) = limt→t0 f(x, t)

para cada x ∈ X e que existe uma função integrável g ∈ X tal que |f(x, t)| ≤ g(x). Então,∫
Ω

f(x, t0)dµ(x) = lim
t→t0

∫
Ω

f(x, t)dµ(x).
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