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RESUMO

BARRAZ, Ney Margal, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Julho de 2007.
Monopolos tipo-Dirac em uma Eletrodinamica com violagao das sime-
trias de Lorentz e CPT. Orientador: Winder Alexander de Moura Melo. Co-
Orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Marcelo Lobato Martins.

Nesta dissertagao estudamos monopolos magnéticos numa estrutura de uma
Eletrodinamica que violam as simetrias de Lorentz e CPT, em (34 1)D. Este é o mod-
elo de Maxwell estendido por um termo do tipo Chern-Simons, buﬁ“”Al,, que respeita a
transformagao de calibre mas viola as simetrias de Lorentz e CPT (como conseqiiéncia,
a dualidade é perdida). O interesse principal concentra na andlise do modelo na pre-
senca de monopolos magnéticos tipo-Dirac, de modo que a identidade de Bianchi seja
quebrada, que nos resulta na aparente nao-conservacao da carga elétrica. A incon-
sisténcia pode ser contornada considerando que na presenca de monopolos “carregam”
com eles uma corrente extra. Uma reducdo dimensional do modelo para (2 +1)D ¢é
considerado na presenca de ambas as fontes, magnéticas e elétricas, e com o termo de
violagao da simetria de Lorentz e CPT, onde uma condi¢ao da quantizacao que envolve
o remanescente escalar de b, é obtido. Também, ¢ indicado que a quebra da duali-

dade pode ser associado com uma assimetria entre fontes elétricas e magnéticas neste



cenario, de modo que a forca eletromagnética experimentada por um pdélo magnético
seja suplementada pelo termo extra, proporcional a b, quando comparada com uma

carga elétrica.
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ABSTRACT

BARRAZ, Ney Marcal, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2007. On Dirac-
like Monopoles in a Lorentz and CPT-violating Electrodynamics. Ad-
viser: Winder Alexander de Moura Melo. Co-advisers: Afranio Rodrigues Pereira
and Marcelo Lobato Martins.

We study magnetic monopoles in a Lorentz- and CPT-odd electrodynamical
framework in (3+1) dimensions. This is the standard Maxwell model extended by
means of a Chern-Simons-like term, buﬁ m A, , which respects gauge but violates both
Lorentz and CPT symmetries (as a consequence, duality is also lost). Our main
interest concerns the analysis of the model in the presence of Dirac monopoles, so
that the Bianchi identity no longer holds, which naively yields the non-conservation
of electric charge. Since gauge symmetry is respected, the issue of charge conservation
is more involved. Actually, the inconsistency may be circumvented, if we assume that
the appearance of a monopole induces an extra electric current. The reduction of
the model to (241) dimensions in the presence of both the magnetic sources and
Lorentz-violating terms is presented. There, a quantization condition involving the

scalar remnant of b,, say, the mass parameter, is obtained. We also point out that

the breaking of duality may be associated with an asymmetry between electric and

xii



magnetic sources in this background, so that the electromagnetic force experienced
by a magnetic pole is supplemented by an extra term proportional to b,, whenever

compared to the one acting on an electric charge.
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Introducao

Nos, seres vivos, habitamos uma Natureza cheia de fenomenos enigmaticos. Um
destes fenomenos é a assimetria incomum entre o magnetismo e a eletricidade: nao
existem (ou seja, ainda nao foram detectados experimentalmente) fontes magnéticas
para compararem com as fontes elétricas, as quais possuem cargas negativas ou posi-
tivas, sendo que a carga total de um sistema isolado é conservada. Para termos uma
idéia das fontes magnéticas podemos imaginar uma barra imantada que, como sabe-
mos, possui em cada extremo um “pélo magnético” por onde se atraem ou se repelem
quando aproximados. Estes polos sao chamados de pdlo norte e pélo sul, e possuem
um comportamento como as cargas elétricas, positiva e negativa. Esta configuracao
é um exemplo de dipolos magnéticos, as linhas dos campos magnéticos sao continuas
do podlo norte ao sul. Ao partirmos esta barra, obtemos duas novas barras imantadas,
sem obtermos um polo norte e sul isolados. Entretanto, se fosse possivel partir esta
barra de tal maneira que obtivéssemos um pdélo norte e sul isoladamente, obteriamos
monopolos magnéticos.

Ainda na Natureza, possuimos varias simetrias. Estas simetrias podem serem

definidas por: uma caracteristica que pode ser observada em algumas formas geométricas,



equacoes matematicas e entre outros. Existira simetria se uma mudanca num dado
sistema que mantém as caracteristicas essenciais do sistema inalteradas; por exemplo,
num determinado arranjo de cargas elétricas, se trocarmos o sinal de cada uma das
cargas elétricas ai presentes, o comportamento elétrico do sistema permanecerd inal-
terado. Algumas simetrias mais utilizadas na fisica sao a simetria de Lorentz e CPT.
A qualidade imutavel, ou invariavel, das leis da fisica para diferentes observadores
revela uma simetria do espago e tempo (espago-tempo), chamada simetria de Lorentz.
Esta simetria, nao se baseia na aparéncia similar dos objetos (simetrias geométricas),
mas expressa a imutabilidade das leis da fisica sob rotagoes e “boosts”. Ou seja,
um observador vé as mesmas leis da fisica atuarem quem quaisquer que sejam sua
orientagao (rotagao) ou velocidade (boost). Quando vigora a simetria de Lorentz,
o espaco-tempo ¢ isotrépico, no sentido de que todas as direcoes e movimentos uni-
formes sao equivalentes e portanto nenhuma direcao e movimento é especial. Outra
simetria fundamental do espaco-tempo é conhecida como simetria CPT. Esta simetria
¢ composta de trés simetrias: C seria de conjugacao de carga, faz um intercambio de
particulas e anti-particulas; P seria da inversao de paridade, faz a inversao das coorde-
nadas do sistema considerado; e T seria a reversao temporal. Um teorema matematico
demonstra que, em uma teoria de campo quantico, a simetria CP'T precisa se sustentar
sempre que a simetria de Lorentz for obedecida.
Em 1931, Dirac apresentou um trabalho [1], onde considera monopolos magnéticos

nao-massivos em uma Eletrodinamica Classica, estes monopolos possuem estruturas
de singularidades fisicamente nao-detectaveis que sao descritas pelo potencial vetor as-

sociado ao campo magnético. Na atualidade, existem esforgos dos pesquisadores para



encontrar os efeitos dos monopolos magnéticos, estas pesquisas acabam sendo classi-
ficadas pelas teorias utilizadas (Abeliana e ndo-Abeliana, por exemplo) e em vérias
dimensoes do espaco-tempo. Além do monopolo magnético tipo-Dirac, possuimos os
monopolos do tipo-'t Hooft-Polyakov que é estudada na Referéncia [2], onde o modelo
nao-Abeliana em SO(3) com viola¢do das simetrias de Lorentz e CPT.

Na Fisica de Altas Energias um “bom modelo” espera ser invariante sobre as
simetrias de calibre, Lorentz e CPT. Mas nem todas as teorias precisam obedecer tais
simetrias, por exemplo, em uma formulacao nao pertubativa, é feita uma correcao
radiativa do férmion com a violagao de Lorentz e CPT em um setor induzido a adigao
do termo tipo-Chern-Simons, b, # 0, para a acao eletromagnética, [3]. Na Astrofisica,
uma pesquisa sobre Teoria de Energia Escura foi detectadas experimentalmente pelas
lentes do telescopio espacial Hubble o comportamento da energia escura, sendo um
dos maiores enigmas césmicos. Esta Teoria nos afirma que o universo é composto
de 70% de energia escura, 25% de matéria escura e apenas 5% de matéria visivel
(que é a matéria estudada na fisica) [5]. Assim, temos uma liberdade enorme de
estudar modelos que ainda nao estejam detectados experimentalmente até o presente
momento, como o modelo estudado por nds que trata de uma particula hipotética
(monopolo magnético) ainda nao observada.

Nesta dissertacao, vamos realizar uma discussao sobre a introducao de monopo-
los magnéticos em uma Eletrodinamica Abeliana. Nos tltimos tempos, tem sido
alegado na literatura que os monopolos tipo-Dirac nao pode ser adequadamente in-
troduzido nesta estrutura, uma vez que sua presenca implica a nao-conservacao de

carga elétrica. Entao um dos nossos objetivos serd observar que essa nao-conservagao,



onde demonstraremos que esta incoeréncia pode ser contornada, desde o apareci-
mento do monopolo seja seguida por uma corrente elétrica extra, andloga que acon-
tece em (2 + 1)D, na Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons. A fim de explorar
as semelhancas e diferencas entre as teorias presentes e a nao-conservacao da carga
elétrica na presenca de fontes magnéticas, realizamos uma reducao dimensional de
(34+1) dimensdes para (2+1) dimensoes. Temos também, como objetivo, verificar a
energia-momento e a forca eletromagnética em (3+1) dimensdes, pois quando é per-
dida a dualidade, com b, # 0, constatamos uma assimetria entre as fontes elétricas e
magnéticas, o que implica em uma ambigiiidade ao obter a expressao da forca eletro-
magnética: vimos que had um termo extra associado a violacao de Lorentz e CPT,
agindo somente em fontes magnéticas. Este termo é proporcional a [ A,k*dV, onde
A, ¢ o potencial e k* é a densidade corrente magnética. Entao, esse termo depende
fortemente dos efeitos do vetor de fundo (b,,) nestas identidades, o problema reside na
circunstancia de uma decisao sobre o desaparecimento de tal termo que nao é simples
nesta estrutura, visto que nao sabemos exatamente a influéncia de b,. Motivados e
com esses objetivos, propomos a seguinte organizacao para esta dissertagao.

No capitulo 1, é descrito as equacoes de Maxwell juntamente com a forca de
Lorentz e a equacao da continuidade. O conjunto destas expressoes estao escritas em
duas notacoes, vetorial e tensorial, e com elas podemos descrever todo o Eletromag-
netismo Classico em um ambiente que possui apenas fontes elétricas. Na segunda parte
deste capitulo, discutiremos a simetria de dualidade entre as equagoes de Maxwell,
em forma tensorial. Mas, as cargas magnéticas (monopolos) nao sdo como as cargas

elétricas; este tipo de monopolo possui singularidade que é nao-fisica, e ela é chamada



de string.

No capitulo 2, apresentaremos o modelo a ser estudado. Este modelo, apresenta
basicamente trés termos: o primeiro termo descreve os campos eletromagnéticos; o
segundo termo descreve as fontes elétricas acopladas ao campo e, o terceiro termo
contém um parametro tipo-Chern-Simons em (3 + 1)D, b,. Este parametro, tomado
como um vetor constante no espaco-tempo, quebrando a isotropia, mas respeitando
a invariancia de calibre. Serao encontradas as equacoes de movimento e o tensor
energia-momento para o modelo, e verificando algumas propriedades de b,,.

No capitulo 3, ao considerar um ambiente que contém fontes magnéticas,
percebemos que a carga elétrica deixa de ser conservada. De fato, como a sime-
tria de calibre é mantida a questao da conservacao da carga elétrica é mais sutil.
Esta incoeréncia é resolvida assumindo-se o aparecimento de uma corrente elétrica
extra induzida pela introducao do monopolo magnético. Apds isso, é realizado uma
reducao dimensional para comparar os resultados obtidos do modelo em estudo, em
(3+1)D, com os resultados do modelo de (2 + 1)D, estudado no artigo [6]. Final-
mente, concluimos nosso trabalho e propomos novos estudos a algumas possibilidades

decorrentes do presente.



Capitulo 1

Monopolo Magnético

Neste capitulo vamos descrever o monopolo magnético, partindo das equacoes
de Maxwell, na notacao vetorial. Em seguida tomamos estas equacoes em notagao
tensorial, manifestamente covariante. Apds isso, descreveremos o monopolo magnético

e alguns de seus aspectos bésicos.

1.1 Equacgoes de Maxwell

O Eletromagnetismo Cléassico é descrito pelas Equacoes de Maxwell, as quais

no Sistema Internacional de Unidades (SI), (Ref. [7]), tomam a forma abaixo:

vV E=L (1.1a)
€o
L. -~ 10E
. - OB
EF=—— 1.1
V x Y (1.1c)

: (1.1d)
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onde, I/ e B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente; p a densidade de

carga elétrica; J a densidade de corrente elétrica; e ¢ a velocidade da luz no vacuo

_ 1
(C—m).

Cada uma delas representa uma generalizacao de certas observagoes experi-
mentais, isto é: (1.1a) expressa a lei de Gauss, que por sua vez proveio da lei de
Coulomb; (1.1b) representa uma extensao da lei de Ampere; (1.1c) é a forma diferen-
cial da lei de Faraday da inducao eletromagnética; e (1.1d) geralmente representa o
fato de que pdlos magnéticos individuais nunca foram observados.

Ao tomarmos a divergéncia da equacao (1.1b), e utilizarmos a equacao (1.1a)

encontramos facilmente a seguinte expressao:

Q

ﬁuﬁw§=0 (1.2)

Ela é chamada de equagao da continuidade. Esta equacao relaciona a densidade de
corrente elétrica e a densidade de carga elétrica, e esta relacao tem sua origem devido
ao fato das cargas elétricas serem conservadas.

A equacao da forca de Lorentz, pode ser obtida através da soma das forcas

elétrica e magnética (consequéncia da conservacao de momento),

F=q(E+7x B), (1.3)

onde q é a carga elétrica, E' é o campo elétrico, B é o campo magnético, e v é a veloci-

dade da carga elétrica. Tal expressao descreve a acao dos campos sobre particulas car-
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regadas eletricamente em movimento. Este conjunto de equagoes (1.1), (1.2) e (1.3),
fornecem a descricao classica das particulas que interagem eletromagneticamente.

Note, a presenca de fontes elétricas nas equagoes (1.1a) e (1.1b) hé a presenga
de fontes elétricas (equagoes nao-homogéneas). J& nas equagoes (1.1d) e (1.1c) nao
ha qualquer informagao de fontes materiais (equagoes homogéneas).

O conjunto das equagoes de Maxwell, (1.1), pode ser reescrito de outras maneiras,
por exemplo, utilizando-se formas diferenciais ou tensores. Para nossos objetivos, a
notacao tensorial’ é mais conveniente e adota-la-emos daqui por diante. Assim, as

equacoes de Maxwell, em Unidades Naturais?, sdo expressas por:

0, F™ = 5 (1.4)

8, F" =0, (1.5)

onde F* é o tensor do campo eletromagnético, definido em termos do quadri-potencial,
AH:

M = grAY — 9" A¥, (1.6)

-,

sendo o quadri-potencial definido por: A* = (®, A), sendo ® o

4

‘potencial escalar’e A

o “potencial vetor”. O campo elétrico £ e o campo magnético B sao obtidos por:

E:-%-%, B=VxA (1.7)

INo apéndice A encontra-se uma introducao & notacio de tensores aqui utilizadas.
2Quando adotamos h = ¢ = 1, entre outros, dizemos que temos unidades naturais. Usaremos as
unidades naturais daqui por diante.
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Assim, podemos construir a seguinte matriz para F*":

0 —-E, —E, —E.

E, 0 -B. B,
Fr = ; (1.8)

E, B. 0 -B,

E. —B, B, 0

além do mais, j¥ = (p, J) é a quadri-corrente elétrica; e F*” é o tensor dual de F*,
;3.
ou seja’:

~ 1
Fr — §ewﬁFaﬁ. (1.9)

A equacao (1.4) provem da densidade lagrangeana (L = —F*F,, + j,A"),
quando utilizamos as equagdes de Euler-Lagrange. Jé a equagao (1.5) provém da
identidade geométrica que é: 0, Fp, + 0y + 0,Fo3 =0, onde «, 3, v =0,1,2,3.

Ao utilizarmos a equagao (1.4), podemos encontrar duas equagoes de Maxwell,
(1.1a) e (1.1b), e ao utilizarmos a equagao (1.5), obtemos (1.1¢) e (1.1d). No Apéndice

A, apresentamos tais obtengoes. Tomando a divergéncia da equagao (1.4), temos:
0,0, F" =0,7".
Trivialmente, o lado esquerdo da igualdade anterior é nula, logo:

8,5" =0, (1.10)

30 sfmbolo de Levi-Civita ¢/#*# ¢ definido por: ¢/#*# = 41 se (vua3) é uma permutacio par
de (0123); e"## = —1 se (vuaB) é uma permutacio fmpar de (0123); e €/ = ( nos outros casos
(alguns ou todos os indices iguais).
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e obtemos a equagao da continuidade, (1.2), em notagao tensorial.
Com essas informacgoes podemos realizar uma introdugao aos monopolos

magnéticos, o qual serda o assunto da préxima secao.

1.2 Monopolo Magnético

Nesta segao discutiremos como se introduz monopolos magnéticos na

Eletrodinamica Cléssica, e algumas de suas propriedades.

1.2.1 Introducao aos Monopolos Magnéticos na Eletrodinamica
Classica

Considerando um ambiente ausente de fontes elétricas (j* = 0) e magnéticas,
as Equagoes de Maxwell, (1.4) e (1.5), sdo simétricas sob transformacao de dualidade,

por exemplo:

FH — Frv F"* — —F (1.11)

que é equivalente a: E—BeB— —E.

Agora, considerando um ambiente com fontes elétricas e magnéticas, intro-
duziremos uma quadri-corrente magnética definida por: k* = (o, K ); sendo o a den-
sidade de carga magnética e K a densidade superficial de corrente magnética; aqui a

I, = d—‘g, semelhante ao caso elétrico. Logo, obtemos:

0, F = ¥
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B, FM = k. (1.12)
Estas equagbes sao invariantes sob a transformagao de dualidade, (1.11), juntamente

CcOo1ml:

jr =k k' — —j". (1.13)

Assim, a equagao (1.12) nos fornece a introducao de fontes magnéticas no
Eletromagnetismo.

Note que, em um ambiente com fontes magnéticas a identidade de Bianchi
(1.12) é quebrada com a presenga de monopolos magnéticos. Ao tomarmos a di-
vergéncia da “identidade de Bianchi violada”, notamos que existe uma conservagao
da carga magnética:

o k" = 0.

Como na conservacao da carga elétrica, neste cenario também é conservado as cargas
magnéticas.

Também podemos descrever uma equacao de movimento para particulas com
cargas elétricas e com massa m, em interacao com um campo eletromagnético. Na
notacao de tensores, temos:

>z dz,

v
m = qF"—,

dr? dr

onde: x# = (t,7) e 7 é o tempo préprio. No apéndice A é obtido a forga de Lorentz,
F = ¢(E + ¥ x B). Considerando um ambiente com fontes magnéticas e elétricas, a

equacao de movimento seria dada por:

d?zH ~ dx,
m dT2 :< FMV‘FQFMV)E. (114)
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g

v

Figura 1.1: Uma carga magnética puntiforme e estatica, +gd3(%), e o campo magnético
por ela produzido.

Neste ambiente, a equacao de Lorentz tomaria a seguinte forma: F = q(E + U X é) +
g(B—7x E).
No entanto, é interessante fazermos uma andlise classica sobre a equagao (1.12).

Para isso, tomamos v = 0, e obtemos:
V.-B=o (1.15)
Ao integrarmos a equagao (1.15) em um volume V que contém a carga g, obtemos:

]{E -dS =g, (1.16)
S

onde g é a carga magnética. Considerando uma simetria esférica, esta equagao nos
informa a existéncia de um fluxo do campo magnético que atravessa a superficie S do
volume V', onde a carga magnética se encontra imersa, ver a figura (1.1).

Ao tomarmos . = 1,2 e 3, obtemos a equagao (1.1c) com a presenca da corrente
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magnética (K), ou seja,

Ao integrarmos em um volume V que contém a carga g, obtemos:

f{g E-di'+ a(;if =1,,
onde I,,, é a corrente magnética e ¢,, é o fluxo magnético. Assim, notamos que na pre-
senca de uma corrente magnética ha um campo elétrico rotacional na sua vizinhanca,
mesmo que a presenca de um ¢,, variavel no tempo.

Até aqui, realizamos uma anélise cldssica das equagoes (1.4) e (1.12), utilizando
os campos eletromagnéticos descrito pelo tensor eletromagnético, F*”. Quanticamente
nao é possivel fazer uma andlise sobre as equagoes (1.4) e (1.12). O motivo seria devido
a entidade a ser analisada quanticamente, que é o quadri-potencial: nao podemos
defini-lo aqui, isto é, um quadri-potencial regular em todo o espago. Existe uma
singularidade neste tipo de monopolo magnético que nao ¢é fisica. Note que a equacao

(1.12) entra em contradigdo com F),,. Veja ela:

0. — kv

1
56“”""38#(8QA@ - agAa) = k"

1
500,45 = 950, A0) = K

04k
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Isso acontece, por A ser regular. Para A* singular a igualdade acima fica: %e“”o‘ﬂ (0a0,As—
030, A,) = k.

Qualitativamente, uma descricao quantica de um sistema com procedimento
canonico, pressupoe o conhecimento das quantidades canonicas, tais como o Hamilto-
niano, o momento conjugado entre outros classicamente, os quais dependem de A*.

Dirac em seu trabalho original [1], mostrou que seria possivel ter uma quan-

tizagao das correntes elétricas e magnéticas, desde que g e g satisfacam:

h
Z_g = TLTC n inteiro, (]_]_7)
™

com n = 0,+1,4+2, +3... A expressao (1.17) é chamada condi¢ao da quantizagao de
Dirac, [1] e [8], a qual afirma que a existéncia de um monopolo magnético na natureza
implicaria na quantizacao da carga elétrica, ou seja, essa tultima expressao sempre
aparecera como multiplo inteiro de ey = %, sendo: ¢ = Ney, onde ¢y é a carga
elementar, eg = 1,602177 x 107C no SI; e N é o ntimero de cargas. Isto seria um
argumento plausivel sobre a quantizagao das cargas elétricas, observado experimen-
talmente, mas carente de uma explicacao tedrica mais consistente. Na subsecao 1.2.3
serd feito uma demonstracao mais cuidadosa da condicao de quantizacao de Dirac.

Este tipo de monopolo magnético possui uma singularidade, a qual ainda nao

citamos e serda o tema da proxima secao.
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1.2.2 Corda do Monopolo Magnético

Consideramos um campo magnético radial dado por:

(1.18)

ol

I

Na
ﬁwl =y

bem como, uma superficie fechada, S. Sendo B=VxA, a integral de superficie S
[veja a equacao (1.16)] se anula, embora V-B # 0 na origem, o potencial vetor deve
ser definido em todo o espago contido em 5, exceto em uma linha continua que liga
a origem ao infinito (pois as linhas dos campos magnéticos permanecem continuas).
Mantendo essa idéia, vamos considerar um campo magnético ao longo de um solendide
fino e semi-infinito ao longo do eixo z negativo, com um polo positivo, de magnitude

g, na origem. Entao, o campo magnético serd, [9]:

— g " R
B_, = ol + g0(—2)0(x)d(y)2, (1.19)
onde Z é o vetor unitdrio na dire¢do z, §(§) é a fungao delta de Dirac, e 0(§) = 0 se
£<0,0(8) =1se > 0. Este campo magnético, (1.19), se diferencia do campo citado
na expressao (1.18) somente pelo fluxo magnético singular ao longo do solendide.
Reescrevendo uma nova expressao para o campo magnético, (1.18), em termos

do potencial vetor, temos:

x A — g8(—2)5(z)d(y)2. (1.20)

ﬁwlm
=
Il
<
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Figura 1.2: Campo magnético produzido por uma carga magnética +g na origem. Em
preto é o campo magnético; em amarelo a string, a qual se estende da origem ao infinito; e
em vermelho o fluxo magnético que percorre o interior da solendide (string).

Esta equacao nos fornece uma linha, onde se encontra o solendide, esta linha é chamada
string de Dirac. A Figura (1.2) representa a idéia da string, ela ndo necessariamente
precisa ser uma linha reta como representada na Figura (1.2) e na Equagao (1.20). Es-
colhemos esse formato para facilitar a discussao. Lembrando que o potencial vetor, fT,
nao é uma grandeza mensuravel classicamente, logo a string nao pode ser observada.

Agora podemos encontrar o potencial vetor na origem, onde o campo magnético
é fornecido pela equagao (1.20), com z = 0. Utilizando coordenadas esféricas (r, 8, ¢),
esperamos que a simetria nos forneca ff(F) = A(r, 9)&, sendo ¢ o vetor unitdrio na
direcao ¢. O fluxo magnético atravessa uma circunferéncia C, para valores fixos de r

e 0, e ¢ variando de 0 & 27 [veja a figura (1.3)], que é conhecido pelo angulo sélido
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Figura 1.3: Angulo sélido descrito por valores fixos de 7 e 6, e variando ¢ de 0 a 2.

subtendido pela superficie S, na origem, multiplicado pela carga magnética g, isto é:

g/dQ:/(ﬁxfT)-dﬁ.
S S

Assim, teremos, [9]:

gl —cosf -

Ar) = , (1.21)

r send

e portanto, acabamos a demonstracao da singularidade no eixo z negativo.

Dirac sugeriu que o potencial vetor obtido acima, pode ser usado para “ajus-
tar” a equacao de Schrodinger do movimento de uma particula carregada no campo
magnético do monopolo. Para isso, é necessario mostrar que os resultados das equacoes

sao equivalentes para diferentes escolhas da posicao da string de Dirac (). Assim,
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demonstraremos que A* é consistente qualquer que seja a posi¢ao da string, se a

condicao de quantizacao de Dirac for satisfeita.

1.2.3 Transformacao de Calibre generalizada e a derivagao,
da Condicao de Dirac

Ao aplicarmos uma transformacio de calibre (A — A+ VA), o termo V x A
da equacao (1.20), permanecerd invariante e a string de Dirac mudara de posigao, mas
com as mesmas propriedades. Mas isso nao nos diz que a string seja uma linha reta
e muito menos que a posicao seja sempre em uma Unica direcao. De fato, a posicao
da string ¢ arbitraria e assim podemos encontrar uma relagao entre os potenciais que
correspondem as posigoes diferentes da string.

Permitimos reescrever a equagao (1.19), como:

B(f) =V x A+ h(¢,7),

<

onde E(C ,T) representa a contribui¢do da string (. Assim, podemos definir E(C ,T)
como sendo um campo magnético de intensidade g que passa ao longo da string ¢

partindo da origem para o infinito, isto é,
c.1 =g [ ais( - 7).
¢

Note, que ao realizar esta integral, obtemos o mesmo resultado da Equacao

(1.19). Agora consideramos outra string (', que parte da origem até o infinito, mas a
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sua posicao fazendo o sentido inverso da string (. Vamos considerar uma curva fechada
I' que corta a casca esférica cobrindo toda a regiao em torno do monopolo magnético,
menos no ponto que passa a string (¢’ ou ¢). Permitindo também que Q(7) descreva
o angulo sélido submetido por 7 em alguma superficie particular que atravessa I,
existem varias escolhas para este tipo de superficie, e todas elas nos levarao a valores
de © que diferenciard por miltiplos de 4w, [9]. Ao tomarmos o gradiente destes
angulos solidos, obteremos o mesmo valor. Exceto na prépria curva I', onde €2 e vQ
sao bem definidos. Assim, podemos escolher um valor para A na transformacao de

calibre definida em (B.9), ou seja, fazendo A(Z,t) = —ZQ(r) obtemos:

A X = A- L9 (1.22)

onde 7 nao estd em I'. Entao, ao tomarmos o rotacional do potencial vetor obtemos o
campo magnético: Vx A’ = Vx A = B, exceto onde as strings se localizam. Aplicando
o teorema de Stokes, para uma pequena circunferéncia cercada por I', obtemos o fluxo

— -,

de V x (A" — A) ao longo de T que é igual a g, e assim:

Logo,

Assim obtemos uma troca da string ¢ por ¢’ com o calibre citado na expressao

(1.22). Generalizando a transformagao de calibre para um ambiente com i monopolos
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magnéticos com cargas g;, precisamos de uma string para cada uma dessas cargas.

Entao, a transformagao de calibre para este caso, sera:

A = Ao(7) + D (), (1.23)

onde Ag(7) é um valor inicial a ser determinado e €;(r) é o angulo subtendido de 7
pela string final até string inicial presa ao i-éssimo monopolo.

A condigao da consisténcia é que a transformacao de calibre geral (1.23), tem
uma equivaléncia com a Mecanica Quantica que é representada por uma transformagao
de calibre na funcdo de onda, 1 —— e "} nio produz um resultado de valores
inteiros. H& entdao, uma ambigliidade de 47 em §);, equacao (1.23), entao precisamos
da quantizacao de Dirac,

ag: _ 1

ar 2
onde n; é um inteiro (1, 2, 3...) e ¢ = Ne, sendo e a carga elementar do elétron e N
o numero de cargas. Esta equacao requer a quantizacao da carga elétrica: qualquer
particula carregada movendo-se no campo do polo, de magnitude g, deve ter carga

igual a um multiplo inteiro (positivo ou negativo) de ¢, para que a fungao de onda

consiga descrever o movimento.



Capitulo 2

O Modelo em Estudo

Neste capitulo, apresentaremos o modelo no qual pretendemos estudar monopo-
los magnéticos. Em seguida, comentaremos a aparente nao-conservacao da densidade
de corrente elétrica na presenga de fontes magnéticas, como ocorre em (2+1) di-

mensoes com o Modelo de Maxwell-Chern-Simons.

2.1 A Lagrangeana e alguns de seus aspectos basicos

O modelo em consideracao é descrito pela seguinte densidade Lagrangeanal
em (3+1) dimensoes?:

L= £EM + ﬁFontes + ‘CCS7 (21)

onde Lgy € a Lagrangeana eletromagnética de Maxwell, que representa so-

!Usaremos, daqui por diante a expressao Lagrangeana para nos referirmos & densidade La-
grangeana, exceto se for feita menc¢ao em contrario.

2Lembramos que estamos num espago-tempo onde a terminologia (3 + 1)D nos informa: 3 é o
numero de dimensées espaciais [por exemplo, (z,y, z), representa uma coordenada no espago de uma
particula num sistema de coordenada cartesiano] e 1 representa a dimensao temporal.

21
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mente os campos, definida por:

1
EEM = —Z—le,Fw/, (22)
Lrontes TePresenta o acoplamento das fontes elétricas ao campo eletromagnético, definida

por:

£F0ntes = _j,uA'ua (23)

e Lcs é a Lagrangeana eletromagnética do tipo Chern-Simons, de (2 + 1) dimensoes,

[10], definida em (3 + 1)D por:
1 ~
Los = = 5buA, . (2.4)

Onde F* é o tensor dual do tensor campo eletromagnético, A, é o quadri-potencial
e b, = (bo, 7), sendo by a componente temporal e D a componente espacial, isto é,
b = (b1, b, b3). O parametro tipo-massa (b,) quebra a isotropia do espago-tempo,
digo, existe uma direcao preferencial no espago-tempo. Assim preservando a simetria
de calibre e violando espontaneamente a simetria de Lorentz e CPT. No Apéndice C,
discutiremos, brevemente as simetrias de Lorentz e CP'T, como elas sao explicitamente
violadas neste ambiente.
Abordaremos a Lagrangeana de duas maneiras:
i) dinamica do modelo; e

ii) tensor energia-momento.

Com esses itens, poderemos adicionar as fontes magnéticas e discutir o prob-
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lema do modelo.

2.2 Dinamica do modelo

Podemos encontrar as equacoes de movimento através da expressao de Euler-

Lagrange, dada por:

oL oC
Ogiondy) od, "

onde L é a densidade de lagrangeana, e A, é o quadri-potencial. Com esta equagao
obtemos a equagao (1.4) com mais um termo adicional, b#ﬁ v que é a contribuicao
da densidade de Lagrangeana do tipo Chern-Simons. Vejamos a nova expressao jun-

tamente com a identidade de Bianchi:

0, F" = j¥ + b, ™ (2.5a)

8, F" = 0. (2.5b)

As equagbes acima indicam que, mesmo na auséncia de fontes (j¥ = 0, kY = 0),
os campos eletromagnéticos atuam como fonte para si préprios, desde que b, # 0. A
fonte destes campos passara a ser somente o termo bN]*NW”.

Ao tomarmos a divergéncia da equagao (2.5a), podemos perceber a conservagao

da quadri-corrente, 0,j” = 0, desde que b, satisfaga, [11]:

d,b, =0 (2.6)
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Para a expressao acima ser valida, b, deve ser um vetor espago-temporalmente
constante. Assim, podemos afirmar que ele define uma direcao preferencial no espaco-
tempo, sendo uma espécie de vetor de fundo (“background vector”). Por ser constante,
ele acaba violando as simetrias de paridade ou a reversao temporal, assim quebrando a
simetria CPT. Logo, ,, quebra a isotropia do espago-tempo e por conseqiiéncia acaba
violando a invariancia de Lorentz no ponto de vista da particula, mas é conservado a
simetria de calibre. Na préxima secao retornaremos tal questao, mas sob outro ponto
de vista.

Outro aspecto interessante a ser notado aqui é que a dualidade eletromagnética
nao ¢ valida neste ambiente. Podemos fazer um analogo a dualidade como foi feita
na expressao (1.11). Note que as equagdes (2.5a) e (2.5b) trocam de papel (sao

invariantes) sob:

F,ul/ = ﬁuy + ba(nuaAu - anAa)a (27&)

Foy = Fu + €uagh®A°, (2.7b)

com b* # 0. Entretanto, elas nao sao mais recuperadas se atuarmos com o dual das
transformagoes (2.7), digo, a dualidade funciona apenas uma vez, ao tentarmos apli-
carmos tal transformacao novamente, as equagoes originais nao sao mais obtidas. De
fato, até onde investigamos, as transformagoes que mantém a Equagao (2.5) invariante

s6 sao obtidas quando b, = 0.
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2.3 O Tensor de Energia-Momento

O tensor canonico de energia-momento (T#") para o campo eletromagnético, é
dado por, [10, 12]:
oL

T = W@”A)‘ — n“”ﬁ, (28)

onde £ é a densidade de lagrangeana, A* é o quadri-potencial, e 7" é a métrica

do espago-tempo (3+1)-dimensional de Minkowski, para a qual adotamos a sequinte

forma:
1 0 0 0
0 -1 0 0
=
0O 0 -1 0
0 O 0 -1

e L é dado pela Lagrangeana do modelo na auséncia de fontes, ou seja,

1 1~
L= = FuF" — JbuAF.

Conforme estd no Apéndice D.1, a parte que satisfaz a conservagao do energia-

momento é dado por:

1 1~
O = _[HOFV 4 Z—anFaﬂFaﬁ + GV F A, (2.9)

o termo %b”ﬁ re A, vem da Lagrangeana do tipo-Chern-Simons. Note que o ultimo
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termo do tensor energia-momento nao é simétrico em uv, ou seja,

o 4 o,

que é uma indicacao da quebra da simetria de Lorentz, mas isso ocorre no “ponto
de vista” da particula e nao do observador. Observe, também, ao efetuarmos uma
transformacao de calibre (A4, — A, + J,A) no tensor energia-momento, o parametro
Fhe e b” 3o invariante sobre esta transformacao, e A, é variante sobre a transformacao
de calibre.

Na auseéncia das fontes, o tensor de energia-momento é conservado, ou seja,

quando tomamos a divergéncia da expressao (2.9), temos:

0,0" = 0.

Este fato acontece por causa das equagoes de movimentos sem fontes elétricas, que
sao citadas no conjunto de Equacoes (2.5) com j¥ = 0 e 9,0, = 0. Assim, preservamos
a simetria de calibre, ou equivalentemente, a conservagao da carga elétrica. Quando
consideramos as fontes elétricas o tensor energia-momento deixa de ser conservado,

ou seja,

0,0M = j F° (2.10)

Com a expressao (2.10), podemos escrever a for¢a de Lorentz manifestamente

covariante [atuando numa carga puntiforme, ¢6°(Z)]:
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dP*
= quaF™, (211)

—

onde ¢ é a carga elétrica, u = (1, ). Para u = 0, obtemos:

donde percebemos que somente a forca elétrica trabalha sobre a carga elétrica. Para

iw=1,2e 3, obtemos:

dP - -
— =q(E+7Ux B
que é a expressao da Forca de Lorentz.

Da equagao (2.9), podemos encontrar as densidades de energia (£) e de mo-

mento (P'):

E = @00 — 1@2 + 1?2 + lboﬁ . Z}’ (212&)
2 2 2
Pkﬁﬂz(ﬁx§Y+;ﬂ§VX% (2.12b)

onde i = 1,2 e 3. Estas densidades nao sao observaveis, mas quando integramos em

todo o espaco, obtemos grandezas observaveis, isto é:

E:/é&i
P= / PR,
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Ao fazermos uma transformacao de calibre nas densidades de energia e de
momento, e em seguida integramos em todo espago, [©%d’z, teremos os mesmos
resultados se tivéssemos integrado o conjunto das equagoes (2.12) sem aplicar a trans-
formacgao de calibre, pois o termo J,A se torna um termo de superficie e com isso,
podemos fazer esta superficie ir ao infinito (onde consideramos que os campos e o0s
potenciais anulam-se), de forma que o termo de superficie tende a zero. Portanto, a

energia e 0 momento sao invariantes de calibre e dai, fisicamente bem definidos.

2.4 Forca Eletromagnética e a Assimetria entre Fontes

Elétricas e Magnéticas

Para comecar esta subsecao ¢é interessante salientar que estamos em um ambi-
ente com fontes magnéticas, temos: 8Mﬁ w = k¥ # 0. Na secao anterior vimos que
a forca de Lorentz manifestamente covariante, sobre uma carga elétrica, ¢, é dada,
mesmo com b, # 0, por:

dP*

7 = quaFo‘“. (213)

Esta equacao atua apenas nas fontes elétricas, de forma que nao relaciona a
energia ou o momento com a violacao de Lorentz que é transferida dos campos para
as fontes, e das fontes para os campos. Ao considerar o parametro b, nulo, a du-
alidade citada em (2.7) é restabelecida, onde a forga eletromagnética sentida pela
corrente magnética pode ser obtida por uma transformacao simples da dualidade.

Considerando b, neste cenario, a dualidade é perdida como j4 vista, entao nos per-
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guntamos: poderia haver uma forca extra, medida por b, sobre fontes magnéticas?
A densidade de forca eletromagnética na presenca das fontes elétricas e das
fontes magnéticas é dada por:

dp”
dr

OuO" = T = Py o [P 4 %b”A“ e (2.14)
onde p” é a densidade de energia-momento das fontes j, e k.. Pelo que analisamos,
uma resposta definida a tal questao demanda investigacao ulterior. Para fomentarmos
a discussao nesse sentido, levantamos 2 hipoteses:

i) para o parametro b, ndo afetar as “medidas” de A* e de k, ¢ preciso escol-
hermos um bom observador inercial, assim o produto escalar destas grandezas fisicas
serd nula, A%k, = 0. Logo, o termo b, A%k, nao contribuird para a expressao (2.14).
Com este cendrio, a forca de Lorentz agird em ambas as fontes, elétricas e magnéticas.

ii) com o parametro b, afetando as “medidas” de A e k,, o produto escalar
entre estas entidades nao serd mais nulo, como vimos anteriormente, ou seja, A%k, #
0. Ja neste cendrio, teremos uma contribuicao extra na forca eletromagnética dada
por b,A%,. Ao considerar uma carga puntiforme, a forca eletromagnética ¢ dada

por:

dPY
dr

- 1
= qF"" o + gF"uo + 5" / VA ko 3T (2.15)

— 1

onde Uy = 7(176)7 ey = \/m

Se estivermos corretos, entao procuramos pelo monopolo magnético tipo-Dirac
que fornece outro modo para descobrir estas possiveis violagoes. O caso de um pdlo

magnético estatico, o produto A%k, quando integrado em todo o espaco acaba
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desaparecendo. Se a Natureza nao tivesse assimetrias, ou seja, se o parametro b, nao
violasse as simetrias de Lorentz e CPT, entao poderiamos afirmar que este parametro
nao produziria uma forga eletromagnética que agiria sobre as fontes magnéticas e
elétricas. Essa nao violagao de simetria se manifesta se adotarmos um referencial no
monopolo magnético, assim nao precisaria realizar uma transformacao de Lorentz,

logo nao iria violar as simetrias de Lorentz e CPT.

2.5 Aparente Inconsisténcia de Monopolos Magnéticos

no Modelo

Considerando um ambiente que contenha fontes magnéticas (tipo-Dirac), entao

temos a identidade de Bianchi da seguinte maneira, (2.5a):

O F" =k, (2.16)

conforme a equagao (1.12). Sendo assim, acabamos de violar a identidade geométrica
(identidade de Bianchi).

No entanto, ao tomarmos a divergéncia da equagao (2.5a) temos:

8,0, F" = 85" + (8,b,) F* + b, (8, F"),
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usando a condicao (2.6) e a Equacao (2.16), temos

0,0, F" = 0,37" — b,k", (2.17)
chegando a
0=0,5" —b,k"
ou ainda,
05" = b, k" (2.18)

Acabamos de nos deparar com um sério problema: neste cendrio onde b, # 0, a
presenca de fontes magnéticas, conduz a nao conservagao da carga elétrica. Isto, pelo
menos numa analise preliminar. No entanto, como a simetria de calibre é mantida, ja
que O,bg = 0, entao a conservacao da carga elétrica é um ponto mais sutil do que o
mesmo resultado da equagao (2.18).

Detectado o problema do modelo estudado, devemos propor uma solucao para
0 mesmo, o qual serd o assunto do préximo capitulo. Ai, veremos que a introducao de
fontes magnéticas pode ser feita sem trazer conseqiiéncias desastrosas a conservagao
de carga, desde que o aparecimento daquelas fontes seja acompanhado pela indugao

de uma corrente elétrica extra, os detalhes virao a seguir.
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Solucao do Problema: Como
Introduzir Fontes Magnéticas no

Modelo em Questao

Neste capitulo vamos solucionar o problema encontrado no capitulo anterior,
quando consideramos um ambiente que contenha fontes magnéticas e em seguida
faremos uma redugao dimensional de (3 4 1)D para (2 + 1)D, onde relacionaremos o

nosso resultado com outro encontrado em (2 + 1)D.

3.1 Solucao do Problema do Modelo

Para solucionarmos o problema da nao-conservacao da carga elétrica na presenca
de fontes magnéticas, temos como influéncia o trabalho de Henneaux e Teitelboim,

Referéncia [15], na qual problema semelhante foi obtido, ao admitir que a presenga de

32
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um pélo magnético induz naturalmente o aparecimento de uma corrente elétrica extra.
Ainda neste trabalho, foi apresentado um modelo com densidade de Lagrangeana em
(2 + 1)D que contém monopolos magnéticos como pontos em um plano do espago-
tempo (instantons). Em nosso modelo em (34 1)D, temos monopolos magnéticos que
sao pontos no espago-tempo, e nao bitolados em um plano.

Ao analisar a nao-conservacao da carga elétrica e tendo no pensamento a con-
tribuicao de uma corrente extra, entao reescrevemos uma nova quadri-corrente, da

seguinte maneira:
jﬁ)tal :ju+.jﬁrld7 (31)

—

onde j* é a quadri-corrente ja conhecida, identificada anteriormente como j* = (p, J),
e jh . é a quadri-corrente induzida. Realizando os mesmos calculos feito no final do
Capitulo 2, agora considerando a quadri-corrente total descrita na equagao (3.1).

Obtemos que a divergéncia da quadri-corrente induzida:

O la(2) = bk (3.2)

Ao integrarmos em todo o espago a equagao acima, obtemos:

innd o w3 =
- —/%kdm (3.3)

Portanto, concluimos que a conservacao da carga elétrica é respeitada neste
ambiente, pois as fontes magnéticas induz naturalmente a uma corrente elétrica ex-

tra, onde a sua densidade ¢ dada por b,k*. Tal fato é condizente com a invariancia de
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calibre obedecida pelo modelo em questao (independentemente de k, ou nao). Além
do mais, todo tipo do termo proporcional a b, é invariante sobre as transformacoes
de Lorentz no ponto de vista do observador, mas é variante sobre as mesmas trans-
formacoes de Lorentz no ponto de vista da particula.

Reescrevendo a equagao de movimento com uma quadri-corrente total, junta-

mente com a identidade de Bianchi violada,

O™ = Jiowar + bﬂﬁwja (3.4a)

8 F" = k. (3.4b)
Tomando a divergéncia da equagao (3.4a), retomamos a expressao (2.17), i.e.,
0,0, F" = 0y jp1ar — buk".
Usando a equagao (3.1), temos:
Oy (5" + Jina) = buK",
Integrando em todo o espago-tempo, obtemos:

/ayj”d4f+/8yjfndd4f: "‘/buk“d‘lf.
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Substituindo a quadri-corrente induzida, obtemos:
/ 0,7 d*T =0,

logo, 0,7V = 0. Assim voltamos conservar a carga elétrica na presencga das fontes
magnéticas.

Vejamos dois exemplos de monopolos magnéticos.

Monopolo Magnético Estatico
Para obtermos um monopolo magnético estatico é preciso que a quadri-corrente

seja definida por: k* = (gd*(Z),0)

Substituindo estas definigoes na Equagao (3.3), obtemos:

E o vetor de fundo definido por: b, = (bo,g).

Itng = bog.

Onde by ¢é estimado na Referéncia [14], by ~ 1072GeV; e g pela condigdo de quan-
tizacao de Dirac é da ordem g ~ 137e. Logo, o valor estimado para a corrente induzida

produzida por um monopolo magnético estatico em unidades naturais é da ordem:

Ilnd ~ 10—40G6V€.

Monopolo Magnético em MRU
Para obtermos um monopolo magnético em movimento retilineo uniforme (MRU)

é preciso que a quadri-corrente seja definida por: k* = g3 (7 —¢(7)](1, —vs, —vy, —vs).
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-

E o vetor de fundo definido por: b, = (by, b). Substituindo estas defini¢des na Equacao
(3.3), obtemos:

IInd = g(bo — g ?7)

Na Referéncia [15], os autores encontraram um resultado para o modelo que
estamos utilizando aqui, mas em (2 + 1)D. Entao, é plausivel reduzirmos a dimensao
do modelo em estudo por nés de (3 + 1)D para (24 1)D para obter a liberdade de

compararmos os resultados. Este processo é realizado na préoxima secgao.

3.2 Redugao Dimensional para (2+1) dimensoes

Como obtemos um resultado em (3 + 1) D seria interessante fazer uma redugao
dimensional para (2 + 1)D para o conjunto de equagoes descritas em (3.4). Temos
duas motivagdes para implementar tal programa: i) a quantizacao do parametro |g| e
ii) relacionar o nosso resultado da quantizagao de mesma topologia em (24 1)D, [15].
Na referéncia [16] os autores consideram uma densidade lagrangeana idéntica a nossa,
(2.1), assim realizaram uma redugao dimensional e encontraram uma lagrangeana em
(241) D na auséncia de fontes magnéticas. J& aqui, a proposta é a redugao dimensional
das equagoes de movimento com a presenca de fontes magnéticas.

Reescrevemos as equacoes de movimento com fontes elétricas e magnéticas,

O FH = j¥ + gty + b FH,
(3.5)

O Fm =k

sendo a incorporacao de k, acompanhada de j; ;. Para implementarmos a redugao
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dimensional, impomos os seguintes ansatz sobre um quadri-vetor arbitrario, [16]: i) as
componentes 0, 1 e 2 sdo mantidas intocaveis; ii) a componente 3 ¢ identificada como
um escalar de Lorentz em (2+1)D; iii) todos os campos e potenciais sdo independentes

da terceira derivada espacial, ou seja, 93(f) = 0. Assim, explicitamos a nossa redugao:

A (A", 9); (3.6a)

W (b, m); (3.6b)
"= (57 N); (3.6¢)

Jlha = (s Aina); (3.6d)
k= (X)), (3.6€)

onde i, 7 =0, 1 e 2, e a métrica é dada por:

1 0 0
=10 -1 0
0 0 -1

Para realizar a reducao dimensional, utilizaremos o conjunto de Equagoes (3.6),
e as equagoes de movimento dada por (3.5). Detalhes dessa redugao podem ser en-

contradas no Apéndice D.3. Assim, obtemos:

OuF = 7 4 . — mE? 4 byGo?
(3.7)

8ﬂﬁf‘ =X,
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0pGP = X+ Ning + ba F
(3.8)

G = k7.
As novas intensidades de campos sdo definidas por: F* = 9*A” — 9" A" e G* = 9P ¢;
os duais destas grandezas fisicas sao: Fi = %Gﬂﬁ’%pr{ e G — ""RG:. Os campos
elétrico e magnético (pseudo-escalar) do modelo vetorial, A”, podem também ser
amarzenados em F* = (—B, —¢' [9).

O conjunto de Equagoes (3.7) define uma Eletrodinamica Vetorial do tipo
Maxwell-Chern-Simons em (2 + 1)D com a violacao da simetria de Lorentz e fontes
magnéticas. Sob a acao de CPT pode ser invariante ou variante, dependendo de b* ser
ou nao ser do tipo-espago, veja as Referéncias [16, 18]. A simetria de calibre é conser-
vada na redugao dimensional, assim o conjunto de equagoes (3.7) também ¢é invariante
sob a transformagao A* — A#4+9"A. No conjunto de equacoes (3.8) também é definida
uma Eletrodinamica Escalar, ¢, acoplada as equagoes (3.7), através do parametro que
viola a simetria de Lorentz, bg.

Realizada a reducao dimensional, vamos rastrear nas equagdes em (3.7), se
ainda possuimos problemas como foi observado na se¢ao 2.5. Entao, aplicamos 0, na

equacao de movimento, ou seja,

0505 F" = 033" + Oljfng — Op(mF”) + 0,(baG*)

usando as equagoes geométricas de (3.7) e (3.8) e a condicao colocada a by, (2.6),
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obtemos:

Opg” s = bok” —my.

Isto indica que o mesmo resultado ja encontrado na Secao 3.3 também é en-

contrado aqui, ou seja,

bk = byk” + b3k® = byk” + (—m)x

bkt = byk” — my.

Um exemplo interessante e simples, é o caso de um polo estatico e puntiforme
(instanton), descrito por: x = g§?(¥) para o modelo vetorial é o problema estudado
pelo Henneaux e Teitelboim, [15], do qual obtém-se a quantizacdo do parametro de

massa de acordo com m = 27;?”, representado pela terceira componente do parametro

original b, das (3 + 1) dimensoes.

Aqui, nos deparamos com uma nova perpectiva que poderia alongar a nossa
discussao. Se uma condicao de quantizacao poderia envolver também as componentes
de b,. Isto parece ser o caso de considerarmos a violacao da identidade de Bianchi
em ambas as Eletrodinamicas, Vetorial e Escalar, Equagoes (3.7) e (3.8). Neste caso,
devemos notar que os modelos aparecem acoplados. Neste sentido, outra possibilidade
de investigacao futura é o de se considerar uma tunica Eletrodinamica Vetorial com

termos do tipo Chern-Simons e de violacao da simetria de Lorentz. Um modelo que
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cumpre tais requerimentos seria dado, por exemplo, por:
= LR A E b
L= —7FuF" + mAF" 4 b FY,

onde a sua equacao de movimento é:

0, F:" +2(mA, +by) = mE™,
it 5 i T Op

40

(3.9)



Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao trabalhamos com um monopolo tipo-Dirac em uma
Eletrodinamica de Maxwell em (3 + 1)D a qual ¢é adicionado um termo, bMAVﬁ m.
que viola as simetrias de Lorentz e CPT, onde b, tem aparéncia de um quadri-vetor.
Mas as caracteristicas dele é de vetor constante no espago-tempo, considerado-o como
um vetor de fundo (“background”), o qual destréi a isotropia do espago-tempo.

Realizando uma andlise simples das equagoes de movimento, percebemos que
a presenca das fontes magnéticas nos leva a violacao da conservacao de carga elétrica.
Assim, adicionamos uma corrente extra que acompanhard as fontes magnéticas e
voltamos ter a conservacao da carga elétrica. A corrente extra adicionada neste cenario
é denotada por quadri-corrente induzida (— [ b,k*d*T). Dentro desta discussao temos
uma condigao de quantizacao envolvendo o parametro b,. Apds disso, fazemos uma
reducao dimensional para as equagoes de movimento e geométrica de (3 4+ 1)D para
(24 1)D, onde um modelo vetorial e escalar quebra a simetria de Lorentz em um
ambiente com fontes magnéticas.

Ao realizarmos uma andlise sobre o tensor energia-momento e a forca eletro-

magnética em (341) dimensoes, verificamos que é perdida a dualidade, com b, # 0.

41
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Constatamos uma assimetria entre as fontes elétricas e magnéticas, implicando em
uma ambigiiidade sempre para obter a expressao a rigor da forca eletromagnética.
Neste ambiente, sugerimos duas condigdes sobre b,: i) se este parametro nao in-
fluéncia as identidades nao-fisicas A, e k*, entao o produto destas duas identidades
se anula; ii) se este parametro influenciar as identidades nao-fisicas, entdo o produto
A, k* # 0; logo teremos uma contribuigao extra na forca eletromagnética.

No ambiente (2 + 1)D, temos um caso mais simples de um pélo semelhante ao
instanton para a identidade de Bianchi violada no setor vetorial, conduzindo para a
condigao de quantizagao de Henneaux-Teitelboim do parametro tipo-massa [a terceira
componente sobrevivente de b, de (3 + 1)D]. Nés também discutimos uma condigao
mais geral que envolve b,, esperando obter um modelo que viola a simetria de Lorentz
e CPT, b,,.

Como estamos considerando uma Teoria Abeliana. Isto nos causa a curiosidade
de saber como seria uma situacao similar a nossa em uma Teoria nao-Abeliana. O
trabalho ficaria mais interessante e envolvente se considerarmos a estrutura de uma
super-simetria do modelo Abeliano ou Yang-Mills, na presenca do termo que viola a
simetria de Lorentz.

Outro ponto interessante a ser investigado é a redugao dimensional de (44 1)D
para (3+1)D para entender melhor o comportamento comegado pelo termo semelhante
a b, e como a nossa relacao de quantizacao emerge de um ponto de vista em uma
elevada dimensao. Além disso, as propriedades da Eletrodinamica escalar (2 + 1)D
na presenca do termo que viola Lorentz e das fontes magnéticas.

Uma andlise da Lei de Planck (intensidade versus freqiiéncia, numa dada tem-
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peratura) neste ambiente. Resultados preliminares indicam que h& uma corregao
proporcional a w, = %, sendo m = |I;|, minimizando uma massa para a radiacao.
Ainda neste contexto, seria interessante analisar qual o efeito de b, sobre certos es-
palhamentos como o de Compton.

Esta dissertagao teve como base o artigo de nossa autoria [27], onde os autores
sao: Winder Moura Melo, José A. Helayél-Neto, Jakson M. Fonseca e Ney M. Barraz

Jr. O qual foi aceito para publicacao na Phys. Rev. D em 2007.



Apeéendice A

Notacao de Tensores

Coordenadas: Especificando um tempo ¢ e um ponto 7 = (z,y, z) no espago

ordindrio, assim definimos um ponto do espaco-tempo. Denotaremos as coordenadas

0 — 3

deste ponto por ¥, 2!, 22, 23; onde: 2° = ¢t ¢é a coordenada temporal; z!, 22, 23 sao

as trés coordenadas espaciais: ! =z, 22 =y, 2° = 2. E mais comuim, usarmos os
indices 0, 1, 2, 3 para denotar as componentes do quadri-vetor ou tensores ao longo
dos eixos t, x, y, z respectivamente. Os indices gregos denotam as componentes do
espago-tempo dos quadri-vetores ou tensores, e eles podem assumir quatro valores 0,

1, 2, 3; os indices latinos sao reservados para as componentes do espaco ordinario e

podem assumir trés valores 1, 2, 3. Assim:

44
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Tensor Métrico, Indices Covariante e Contravariante: A métrica do

espaco-tempo é uma métrica pseudo-euclidiana definida por um tensor métrico:

10 0 0
0O -1 0 0
Nuy = )
0 0 -1 0
0o 0 0 -1
ou novamente, gy = 1, Nkx = —1, Ny = 0 se p # v.

Distinguimos entre tensores covariante e tensores contravariante através dos
indices escritos neles; os indices subscrito sao tensores covariantes e os indices sobre-
scritos sao os tensores contravariantes. Assim, a* denota um tensor contravariante.

O correspondente tensor covariante a,, ¢ obtido pela aplicacao da métrica:

ap = an’al” (A1)

que nos resulta: ay = a°, a; = —a”.

Vamos sempre usar a convencao do somatério sobre indices repetidos. Com

esta convencao a equagao (A.1) se torna simplesmente em:

o v
a, = Nua’.
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Tensor Numero de indice Classificacao

S 0 Escalar

SH 1 quadri-vetor

SHY 2 tensor de ordem 2
SHA 3 tensor de ordem 3

Tabela A.1: Classificacao dos tensores em escalares, quadri-vetores e tensores de ordem
elevados.

Similarmente, os indices podem ser elevados com a aplicagao da métrica n”:

a’ =n"a,.

No presente caso, temos: 7" = n,,. Além de distinguirmos os tensores em ten-
sores covariante ou contravariante, podemos classifica-los em escalares, quadri-vetor
e tensores (esta classificagdo pode ser vista na tabela A.1).

Em adigao, temos: 1,” = 1,,n™ =n", = 4, onde ,, é o delta de Kronecker:

As trés componentes espaciais do quadri-vetor contravariante a* formam um

vetor. Assim:

onde @ = (ay, ay, a,), com a' = a,, a® = a,, a* = a,.
O produto escalar entre dois quadri-vetores a* e b* é obtido por contracao das

componentes contravariante de um com as componentes covariante do outro, denotado
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Figura A.1: Cone de Luz, a parte superior deste cone nos indica o futuro, a parte inferior

nos indica o passado.
por a,b*, ou por atb,:

J7 N w_ 010 = 7
atb, = a,b" = a’b a-b.

A norma de a* ¢é dada por: a*a, = (a°)* — a?. Os quadri-vetores podem ser

classificados em trés tipos, de acordo com o significado da norma, ou seja,

ay,ar <0 a* = vetor tipo-espaco;
a,ar =0 a’ = vetor tipo-luz;
ayar >0 a* = vetor tipo-tempo.

Estas classificacoes corresponde para a posi¢ao do vetor com respectivo cone

de luz z,2" = 0, veja a figura A.1. Também, podemos classificar as componentes

temporais dos quadri-vetores, da seguinte maneira:

a® > 0 o vetor aponta para o futuro;

a® < 0 o vetor aponta para o passado.
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Utilizamos as seguintes notacoes para o gradiente V = (8%, 6%, %), e para
operadores diferenciais A = V - V. Os quatro operadores da diferencial parcial 8%

forma um vetor covariante, chamaremos de operador gradiente e denotaremos pelo

simbolo 0,

0 <8 o 0 8)
OxH 0x0" Oxl’ 0x?’ Ox3

o0, = (%,V).

Oy

Também fazemos o uso do gradiente contravariante:

o = o, = (%, -v),

e do Dalembertiano [, definido por:

1
e

g

o2
ol A =0,0".

O tensor eM*? denota o tensor anti-simétrico com quatro indices, e definido
por: +1 se (Auro) é uma permutagao par de (0123); —1 se (Auvo) é uma permutacao
impar de (0123); e 0 nos outros casos (alguns ou todos os indices iguais).

O potencial eletromagnético é composto do potencial vetor ff(f’, t) e do poten-

cial escalar ®(7,t) que forma um quadri-potencial A*:
Al = (®, A) (A.2)

Uma quadri-corrente elétrica é composta de uma densidade de carga p(7,t) e de uma
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densidade de corrente J, e denotamos esta corrente por j*:

7= (p, ). (A.3)

No Apéndice B encontraremos as expressoes para os campos elétrico e magnético

que sao dados por:

. 0A
E=-Vd— wre
B=VxA
As componentes de E e B forma um tensor anti-simétrico do espago-tempo, Fj,,
conforme na definicao:
assim, podemos construir a matriz:
0 —-E, —-FE, —FE,
E, 0 -B, B,
(A.4)

P =
E, B. 0 -B,

E. -B, B, 0

O tensor dual de F'* é ]:;‘“’, que é definido por: P = %e’“’aﬂFag, e podemos
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encontrar facilmente as suas componentes, como é mostrado na seguinte matriz:

Com essas informacgoes podemos escrever as equagoes de Maxwell na forma de

tensores, conforme visto no capitulo 1:

0, " = . (A.6a)

8, F = 0. (A.6b)

Como foi prometido no capitulo 1, vamos encontrar as equagoes de Maxwell
(1.1), partindo do conjunto de equagoes citada em (A.6). Lembraremos que estamos
utilizando unidades naturais, ou seja, h = ¢ = 1. Deixaremos claramente expressas
estas grandezas quando nescessario. Ao considerando v = 0 e abrindo o somatério da
equagao (A.6a), temos:

aOFOO + akaO — j(]7

usando as informacoes de (A.2), (A.3) e (A.4), obtemos:

<
1
I

<
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No entanto, ao considerar v = k e abrindo o somatério da equagao (A.6a), obtemos:

aOFOk +81F7,k — jk7

usando as informagoes de (A.2) e (A.4), obtemos:

Agora, considerando a equagao (A.6b), fazendo v = 0 e abrindo o somatério, temos:

0 F™ + 0, F™ =0,

usando as informagoes de (A.5), obtemos:

<
o]l
I
o

No entanto, ao considerar v = k e abrindo o somatério, temos:

O F% + 0,F* = 0,

usando as informagoes de (A.5), obtemos:

Assim, verificamos que o conjunto de equacoes (A.6) descreve as equagoes de Maxwell
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apresentadas em (1.1).

No capitulo 1, é fornecida a equagao de movimento para um particula

qF “””{f—:. Fazendo p = k, obtemos:

dzx’“ dx
— FkO Fk:l
g =AU

dx;
dr )

usando as equagoes (A.4) e considerando o tempo préprio dr = /1 — (%)32dt

No entanto, ao considerar uma particula tipo dyon (objetos hipotéticos que

apresentariam carga elétrica, ¢, e magnética, g), a equagao de movimento é dado por
d2:c“

= (¢F™ + gF ‘“’) . Fazendo p = k, obtemos:
d*a® dx dx; ~ odx dx;
— FkO_O sz_l FkO_O sz ¢

i al dr + dr )+ 9 dr + dr )
usando as equagoes (A.4), (A.5) e considerando o tempo préprio dr = /1 — (2)2dt
dt.
ok

d*7  dt dx . (t - dzr

— =q|FE—+ B E

m® T = gBY 1 B (-5 4 glBY 4 (- B) x (-9

E assim, obtemos a forca de Lorentz para uma particula que contém cargas magnéticas
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e elétricas,

23



Apeéendice B

Transformacoes de Calibre

Para esclarecer a transformacao de calibre é interessante encontrar os campos
elétrico e magnético, em termos dos potenciais escalar e vetor. Considerando um
ambiente sem monopolo magnético, entdo a equagao (1.1d) é vélida, V - B = 0.

Entao, podemos definir o campo magnético em termo do potencial vetor:
B=VxA. (B.1)

Ao tomarmos a divergéncia da (B.1) e usarmos uma identidade vetorial diferencial
adequada, verificamos o resultado da equacdo (1.1d). Utilizando a outra equagao de

Maxwell homogénea (1.1¢), V x E + 8? = 0, podemos substituir a equacao (B.1) e

ot
obtemos:
. - 0A
V x (E+ aa—t) = 0. (B.2)

54
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Onde podemos tomar o rotacional do gradiente do potencial escalar, que sera verifi-

cado a igualdade acima. Ou seja,
E+—=-VJ, (B.3)

o sinal negativo estd sendo considerado por conveniéncia. Reescrevendo a equagao
acima, obtemos:
0A

E=-7r -V (B.4)

Assim, obtemos o campo elétrico em termos dos potenciais.

Uma vez definidas os campos em termos dos potenciais partindo das equagoes
de Maxwell homogéneas, podemos agora, reescrever as equacoes de Maxwell nao-
homogéneas em termos dos potenciais. Partindo da equagao (1.1a), V-E = %,

substituimos o campo elétrico expressa em (B.4) e obtemos:

0 - -
Vi = (V- A) = _é' (B.5)

Ao substituirmos as expressoes (B.1) e (B.4) na equagao (1.1b), obtemos:

- 1PA oo - 100 -

Note que as oito equacoes de Maxwell se reduziram a duas equacoes, e ainda

estao acopladas uma a outra através dos potenciais. Podemos desacoplar, estas
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equacgoes usando a seguinte transformagao:

Au(Z,1) — A (T,1) = AL(F, 1) — ,A(F,1). (B.7)

Este tipo de transformacao é chamado de transformacao de calibre. Elas sao locais,
pois ocorrem no mesmo ponto do espago fisico e no mesmo tempo t.
Vejamos como os campos elétricos e magnéticos permanecem invariantes sob

esta transformacao de calibre. Para isto, primeiramente, fazemos p = 0 na equagao

(B.7) e lembrando que: A, = (P, A e 9, = (2 —V). Entdo, obtemos:

t

N
O(Z,t) — O(T,t) = O'(Z,t) — ? (aj’t) (B.8)
Fazemos ;1 = i na equagao (B.7), onde i = 1,2 e 3, obtemos:
A(Z, 1) — A(Zt) = A(Z,t) + VA(Z, 1) (B.9)
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Como podemos perceber, os campos elétricos e magnéticos continuam invari-
antes sob a transformacao de calibre. Entao, dizemos que os campos sao simétricos
sob esta transformacao. Possuimos a liberdade de calibrar os potenciais escalares e
vetores sem alterar o contetdo fisico do Eletromagnetismo. A tal liberdade esta rela-
cionada com a escolha da fun¢ao A(Z,t). Apés desta escolha, perdemos a liberdade de
escolha. Existem diversas escolhas para A(Z,t), as mais utilizadas sao, [12]: Calibre

de Coulomb e Calibre de Lorentz.



Apendice C

Simetrias de Lorentz e CPT, e

Suas Violacoes

Na Fisica de Altas Energias, por exemplo, em Teoria de Campos as simetrias
desempenham um papel muito importante, pois elas podem dar informagdes sobre os

processos que estamos interessados em estudar.

C.1 Simetria de Lorentz

A simetria de Lorentz declara que a fisica de qualquer sistema inercial sao
simétricas por rotacoes ou boosts! do laboratério. O grupo de Lorentz ¢ formado pelo

conjunto de matrizes que conservam a seguinte quantidade do espaco-tempo:

s> =z,n"z,, (C.1)

Quando nos referimos ao boosts de um sistema, queremos dizer que existe um deslocamento deste
sistema na coordenadas espaciais.

o8
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onde z, é dado por (ct, z,y, z) e n"” é a métrica do espaco tempo, com diagonal dada
por: (+,—,—,—). Para tal sistema fisico invariante de Lorentz, as transformagoes do
observador e do préprio sistema nao mudam a fisica do sistema. Uma transformacao

de Lorentz pode ser expressa usando a matriz A*, para rotacao e boosts, isto é:

' = At Y, (C.2)

sendo a coordenada x" se transforma em x’#. A matriz A*, pode ser escrita da seguinte
maneira: A*, = Apoosts + Ao, onde a matriz de boosts possui trés configuragoes: 1)

boosts no eixo x,

¥y = 00
. v 00
Aboostsz = ’ <C3)
0 0 10
0 0 01
sendo v = /1 — (2)%
ii) boosts no eixo y,
¥y 0 =g 0
0o 1 0 O
Aboostsy = ) <C4)
-2 0 v 0
0 0 0 1
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iii) boosts no eixo z,

Aboostsz =

v 00 =g
0 10 0
0 01 0
e 00 v

60

. ~ . . z. o i . ~
Estas matrizes Apyosts 80 ortogonais, isto é: ALAY = 4%. A matriz de rotagao,

por sua vez, pode ter uma destas trés configuragoes: i) rotacao dos eixos y e z por um

angulo a no sentido anti-horario, tendo o eixo x fixo,

Arotac =

0 0

0 0

CoOsSx sena

—Sena  Ccos«x

ii) rotagdo dos eixos x e z por um angulo ( no sentido anti-horério, tendo o eixo y

fixo,

A’V‘Oty =

0

0 0

0 cosB 0 —senf

0

0

1 0

0 sen 0 cosf
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iii) rotagao dos eixos x e y por um angulo @ sentido anti-horario, tendo o eixo z fixo,

1 0 0 0

0 cosf senf O
A’rotz =

0 —senf cosf O

C.2 Simetria CPT

Quando nos referimos a simetria CPT, queremos dizer que temos transformagoes
discretas (det = —1) de inversao espacial (P), inversao temporal (7°), e conjugagao
de carga (C).

Paridade (P): Em um ambiente com 3 dimensoes, podemos resumindo a
paridade da seguinte forma: paridade é a inversao das coordenadas espaciais. Imag-
inamos um espelho, quando projetamos a mao direita nele, obtemos a sua imagem
como fosse a mao esquerda, figura C.1. Veja que houve uma transformagao no eixo
y. Ou seja, y — —y, esta transformacao tem a propriedade de transformar uma
mao direita em uma mao esquerda. Quando realizamos uma inversao em todas co-
ordenadas espaciais, (z,y,z) — (—z, —y, —z), obtemos na realidade, uma reflexao
seguida por uma rotacao de 180° sobre o eixo y, conforme a figura C.2.

Denotamos a inversao por P, nés o chamamos de “operador de paridade”.
Se o sistema em questao é uma mao direita, e P atuar em todas as coordenadas
desta mao, entao teremos uma transformagao conforme mostrado na figura C.2, isto

é, P(x,y,2z) = (—x,—y, —z). Ao atuar sobre um vetor, @, P produz um vetor que
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Z
z A
A A
e e
\ | - - el
| -~
T » PRy
I, 'y
8 A el
X 1
Figura C.1: Transformacao da coorde- Figura C.2: Transformagao das coorde-
nada Ys (':Ev Y, Z) - (x’ Y, Z)' nadas, (l’, Y, Z) - (—$, Y, —Z)
aponta no sentido oposto: P(&) = —a. Considerando agora um produto vetorial,

C = A x B, e aplicarmos a operacao de paridade nele, temos:

Perceba que obtemos o mesmo vetor inicial, quando isto acontece classificamos este
tipo de vetor como pseudo-vetor ou vetor azial. Quanto aos vetores que mudam de
sinais classificamos como wvetor ou wvetor polar. Na tabela C.1 fazemos um resumo
dos comportamentos dos escalares e vetores sob a paridade. Ao atuarmos o operador
de paridade duas vezes, voltamos ao ponto inicial: P? = 1, e conseqiiéntemente os

autovalores de P serao =%1.

Conjugacao de carga (C): Esta simetria consiste em trocar uma particula
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Escalar, s: P(s) =s
Pseudo-escalar, p: P(p) = —p
Vetor (ou Vetor Polar), v: PV)=—v
Pseudo-vetor (ou Vetor Axial), &  P(¢) =¢

Tabela C.1: Comportamento de escalares e vetores sob a transformacao de paride.

por sua anti-particula. Imaginemos um espelho, e que conseguissemos refletir uma
particula de carga negativa, e, sua imagem nos aparece uma particula de carga posi-
tiva. Este espelho seria o que faz uma particula se transformar em uma anti-particula.
Este tipo de transformacao chamamos de conjugacao de carga. Permitimos C denotar

a conjugacao de carga e, ao atuar com C em um elétron obtemos um pdsitron.

Cle”)=e"

O eletromagnetismo classico é invariante sob a mudanca do sinal das cargas dos
elétrons, pois os potenciais e campos invertem os sinais. Como na paridade, ao at-
uarmos duas vezes com C devolvemos & particula no seu estado original: C? = 1, e
conseqlientemente os autovalores de C serao +1.

Reversao temporal (7): A reversao temporal consiste em inverter o sentido
da passagem do tempo. Para entender como esta operacao pode ser uma simetria
conservada ou violada vamos recorrer a dois exemplos. Uma bola é lancada em direcao
a uma das tabelas de uma mesa de sinuca, colide com ela e volta ao ponto de saida.
Este processo ¢é filmado, mas o filme se inicia com a bola ja em movimento. Uma
pessoa assiste ao filme duas vezes, na primeira ele é projetado como foi filmado e na

segunda é passado de tras para frente. Esse espectador nao poderd dizer quais das
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duas projecoes correspondem ao sentido real. Neste caso, dizemos que a simetria 7 é
conservada. Agora imagine o filme de um jarro que cai de uma mesa e se quebra ao
atingir o solo. Nao havera dificuldade em diferenciar a seqiiéncia do filme no sentido
em que foi filmada da passada no sentido oposto. Este é um processo para o qual a

reversao temporal nao é valida, dizemos que neste caso a simetria 7 é violada.

C.2.1 Teorema da Simetria CPT

A simetria CPT depende criticamente da simetria de Lorentz. Dizemos que
um sistema fisico é invariante sob CPT quando as cargas s@o invertidas (C), os eixos

espaciais sao refletidos (P) e o tempo é invertido (7'), isto é:

C: q— —q
P X — —X
T: t— —t.

A transformacao total definimos como © = CP7. Neste trabalho nao vamos provar
este teorema, pois sairia do nosso objetivo. Entretanto, mais detalhes pode ser obtidos
nos artigos [19] e [20].

O teorema CPT afirma que uma Teoria Quantica de Campos, local, deve ser
invariante sob uma operagao combinada de transformacao de paridade, inversao tem-

poral e conjugacao de carga, dito de outra maneira, o hamiltoniano H é invariante



APENDICE C 65

sob CPT:

OH(z)0™ ' = H(—x) (C.6)

O teorema ¢ valido se as duas condigoes sao satisfeitas:

a) a teoria deve ser local, possuir um lagrangeano Hermitiano, e ser invariante
sob transformacoes de Lorentz;

b) a teoria deve ser quantizada canonicamente com comutadores para campos
com spin inteiro, e anti-comutadores para spin semi-inteiro.

As simetrias podem ser violadas separadamente, mas qualquer teoria de campos
que obedeca as condigoes a) e b) deve ser invariante perante as trés operagoes (CPT).

Na préxima segao fazemos uma andlise no modelo que estamos estudando.

C.3 Quebra das Simetrias de Lorentz e CPT no

Modelo em Estudo

Para observarmos as violagoes das simetrias no modelo em consideracao, vamos
ver primeiramente a quebra da simetria de Lorentz e depois a quebra da simetria de

CPT.

C.3.1 Verificando a Simetria de Lorentz

Podemos utilizar a equagao (C.2) para verificar a simetria de Lorentz. Vejamos
como isso pode ser feito no primeiro termo da Lagrangeana do modelo, consideramos

Lry em um referencial &' com velocidade v em relacao ao referencial inercial k, ou
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seja:

1 174
b = — P F

Podemos ter £ gy em relacao ao referencial inercial &,

1
o = —Z(A,;“Ayﬂ)Faﬁ(5352/\%/\3)?“.

Lembrando que: 9} ¢ iguala lse k = a, e 0 se k # a; e A¥,A," = 1. Assim, obtemos:

1
i = —-FogF*?
EM 4 g )

Assim, verificamos que a lagrangeana Lgy ¢ invariante sob a transformagcao de Lorentz,
ou seja, a simetria de Lorentz é mantida.

Realizando o mesmo processo para o segundo termo da Lagrangeana do modelo,
temos:

/ / A,M

Fontes — J/L

Fontes = Mo\ AP0

Fontes

/ — AMQA,uajaAa

Fontes

/ :jaAOc

Fontes

I —
Fontes — LFontes
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A Lagrangeana Lpones € invariante sob a tranformagao de Lorentz.

Agora, utilizando o terceiro termo da Lagrangeana do modelo, temos:
1 ~ v
,cs = _§bLALF/

1 va
L oFl
/ 1 K A proB A w0
CS = _ZAM bHAl/ A)\E Aa Aﬁ FUJG
1 ~
s = — AN L5 AL
Les # Les

A lagrangeana eletromagnética do tipo Chern-Simons muda sob a transformacao
de Lorentz, ou seja, este termo viola a simetria de Lorentz. Em particular, b, é fixo
no espago-tempo, assim as matrizes de transformacoes de Lorentz quando atuado nele

nao influénciard, em outras palavras, ele quebra a isotropia do espaco-tempo.

C.3.2 Verificando a Simetria CPT

Antes de verificar a simetria CPT de cada termo do modelo estudado, vamos
ver como a simetria CPT atua separadamente sobre j, = (p, j), A, = (9, ff) e

0, = (0, —V), e como ela atua, em conjunto nestas grandezas fisicas.

Comecamos com a quadri-corrente, quando atuamos com a conjugagao de carga
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obtemos uma corrente no sentido contrario da original, ou seja,

Quando atuamos com a paridade e a inversao temporal, a corrente nao “sente” nada,
isto é,

P(JM) = P(pa _‘T) = (p> +‘T) = +j",
T(ju) = T(p, —J) = (p,+7T) = +".

Ao atuarmos com as operagoes CPT no quadri-potencial, obtemos:

o quadri-potencial modifica sob C quando é “trocada’uma particula por uma anti-
particula. Aplicando a paridade e a inversao temporal no quadri-potencial, notamos

que modifica apenas o potencial-vetor, A:

—

T(A,) =T (®,—A) = (O, +A) = +A",

Na derivada do espago-tempo, a mesma nao modifica quando atuamos com a
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Ju Ay Oy
c —j+ —A, o
P jr AR OH
T g Ar —om

6 —j* —A, -0,

Tabela C.2: Transformacgoes de CPT na quadri-corrente, no quadri-potencial e na derivada
espaco-tempo.

conjugagao de carga,

0 = o =
P(au) = ,P(av —V) - (av_’_v) = auv
T(0,) = 7(57 -V) = (—a7 -V) = _(a’v) —

Vamos montar uma tabela para podermos analisar o conjunto das operacoes
CPT nestas grandezas. Com o auxilio da tabela C.2, podemos determinar com ©
atua em cada termo do modelo. Por exemplo, a atuar com © no primeiro termo da

langrageana do nosso modelo, fica da seguinte maneira:
1 "

OLry = i@(afw — 9"AMO(9,A, — D,A,)

OLpm = %[(—3“)(—/&”) — (=0 (=AN(=9)(=Av) = (=0,)(=A,)]
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1
OLey = [F"F,,

OLem = Lem.

Entao, o termo eletromagnético é invariante sob a operacao CPT, ou seja, é simétrico
sob CPT.

Fazendo o mesmo para a Lagrangeana das fontes, verificamos que ela é simétrica
sob CPT. Ou seja,

@EFontes =0 (J,U,A'u)
G)»CFontes = (_JM) (_AM)
@‘CFontes = £Fontes .

Agora, usamos o teorema CPT e temos que o terceiro termo do modelo, L¢sg,
viola a simetria CPT no ponto de vista da particula. Pois, este termo quebra a
simetria de Lorentz e assim nao verificando uma das condicoes de validade deste
teorema, novamente afirmando, isto acontece no ponto de vista da particula. Entao,

podemos afirmar que:

O©Lcs # Lcs.

Sem utilizar o teorema CPT, vejamos como se comporta b, sob tais trans-
formagoes:
i) atuando com C:

— —,

C(by) = C(bo, b) = (bo, b) = by;
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ii) atuando com P:

—

P(b,) = C(bo,b) = (bg, b) = by;

iii) atuando com 7:

—

T (b,) = C(bg,b) = (bg,b) = b,.

Assim, ao atuarmos com a transformacao total em b,, obtemos:

O(b,) = b,..

Logo, este parametro quebra a simetria CPT.
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Apeéendice D

Detalhes de Calculos Realizados

Neste apéndice possui apenas calculos, entao serao apresentados sem qualquer

fundamentagao tedrico, ou seja, apenas as contas.

D.1 Calculo do Tensor Canonico de Energia-Momento

Para comecar este apéndice, lembrando do modelo estudado sem fontes elétricas,

1 1 ~
E - _ZFP«VFMV - §buAyFMV

e do tensor canonico de energia-momento, que é definido por:

oL
= _OE g gy
(3, A" "
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Substituindo a lagrangeana citada acima, obtemos:

0 1 1 1

1 —_ ~
T — ——F, " — b, A F"O' AN — g (== F,, F™ — —b, A, F"
a(aﬂA)\)( 4 M 2 13 )8 77 ( 4 12 2 124 )
10F, F» 1 OF M 1 1 ~
TH = [— 2 A, |OF AN — g (== F FM — b, A M
=3 0(0,A%) 2" a(aMAA)]a (= 2" )

Para facilitar a escrita, vamos calcular as derivadas separadamente.

OF,,, Fr
» D(0AN)

Primeira derivada

OF W F™ iy OF<F F,, OFm™

uy

DOAY) . DAY 0094

—aF VFW/ 1 w Sk K LW v v v
a(gqu) - n_w[ﬁuwun(%% — 0gON ) M + F, (81,05 — 650%)]

OF,, Fh

S VY 5
oo, A ~ e
OF,, F*
— = 4F*"
8(8,AN) A
Segunda derivada, %:

oOFH _ lgw’aﬁ aFag

00,4 20 0(9,4%)

OFw 1 emmod OF

D(0,A%) ~ 2 g 1% 98, 4%)

OFH 1 Near
_ o owaBley!IBp ceyop  op sy
0, 4% 5€ o (64505 — 04,0%)

gFw 1.
a(a A)\) = ETIHQSEH ﬁ(no@nﬁ)\ - 77a)\nﬂ¢>>
"
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Substituindo estas derivadas no tensor canonico, obtemos:

1

1 11 1~
S OnAu g € (Magnon—Tlannpg)|0" AN =i (= 2 B P =50, A 1),

THY — [_Z4FHA_2

Lembrando de F* = 9*A* — 9" A* | obtemos:

, 1 (T
T = [= 4P = ShuAu g1 e ™ (agnpy — neass)| (07 A" — )=
17 1 174 1 I v
(AR LA,

Remanejando esta expressao, obtemos:

1 1 ~
TH = FMAFAV + Z_ln'ijaﬂFaﬁ + Enlﬂ’baABFaﬂ - F“,\éAA”—

1

onAu” PP (Nagar — Naangs) O AY.

Para obter o tensor energia-momento é preciso satisfazer a igualdade: 9,7"" = 0.

Assim, temos a parte do tensor canéonico que conserva a energia-momento, isto é:

1 1~
QM = _[HOFV 4 Z—anFaﬂFaﬁ + G F A,
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D.2 Verificacao da Conservacao do Tensor de Energia-

Momento

Para verificar se a equagao (2.9) é conservada, aplicamos d,, em ©", isto é,
1
00" = —(Ou ") "' — FY* (0, 1" a) + 1[(3”F“5)Faﬁ + F9(0" Fap) |+

1 - -
+ 50 (0 ') Aa + F(0,40))
Lembrando das equacoes dinamicas apenas para os campos, isto ¢, com j, = 0 e

k, = 0:

OuF" — b,

8. F" =0, (D.1a)

e usando [0,,0,]A, = 0 para A, regular, obtemos a simetrizagao do tensor energia-

momento.

0,0M = 0.

D.3 Redugao Dimensional de (3+1)D para (2+1)D

No Capitulo 3 é citada uma reducao dimensional, vejamos os calculos realizados

para sair da equagao (3.5) para chegar nas equacgoes (3.7) e (3.8).



APENDICE D

Partindo da equacao:

auFW =7’ +j§/nd + buﬁﬁ“’,

abrimos o somatoério considerando p = 1 = 0, 1, 2, obtemos:

OuF™ 4+ 95 F% = ¥ + ju, + by ™ 4 by F

Ao fazemos v = v =0, 1,2, temos:

O FM 4+ 05 F% = j7 4 j7 4 by R 4 by 7

Especifiando explicitamente a nossa reducao para cada termo:

Al (AR, 9);

b (b m);
"= (1, N);

Jhha > (s Aina);

kH— (k’l,x).

Usando, Fiv = G o F78 = }~7”9, obtemos:

OuFM” = 7 + j7  — mF” + by GO
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(D.2a)
(D.2b)
(D.2c)
(D.2d)

(D.2e)
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Agora, ao fazer v = 3, obtemos:

O F™ 4 95 F3 = 3% 4 33 4 b S 4 by 3,

Usando o conjunto (D.2) e F#3 = G obtemos:

FpG™ = X+ Njng + by F™.

No entanto, ao considerar a equagao (3.5): @Lﬁﬁ“’ = k”. Fazemos = =0,1,2 ¢
v=rv=0,1,2, obtemos:

0. F = I,

ao utilizar a equivaléncia F* = G* | temos:

0 G = k.

Ao considerarmos v = 3, obtemos:

8,1?[‘3 = ]{33;

usando o conjuto (D.2), logo,

8,1F’1 =X
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