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“I have come to know that everything that the

true God makes, it will prove to be to time indefi-

nite. To it there is nothing to add and from it there

is nothing to subtract... I have seen the occupation

that God has given to the sons of mankind in which

to be occupied... Even time indefinite he has put in

their heart, that mankind may never find out the

work that the true God has made from the start to

the finish. ”

− Ecclesiastes 3:10,11,14
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“Vim saber que tudo o que o verdadeiro Deus

faz mostrará ser por tempo indefinido. Não há

nada a acrescentar-lhe e não há nada a subtrair-

lhe... Vi a ocupação que Deus deu aos filhos da hu-

manidade para se ocuparem nela... Pôs até mesmo

tempo indefinido no seu coração, para que a huma-

nidade nunca descobrisse o trabalho que o verda-

deiro Deus tem feito do começo ao fim.”

− Eclesiastes 3:10,11,14
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Abstract

In the present work, we apply concepts and methods from statistical physics to

study complex systems. Specifically, we analyze the dynamics of i) circulation of ma-

gazines; ii) citations to scientific journals; iii) religious activities of Jehovah’s Witnesses;

and iv) a geomagnetic signal - the Dst index. In all the cases we find evidence of scaling

behavior and universality. For the systems i, ii and iii, we show that: 1) the distri-

bution of sizes exhibits power law asymptotic behavior; 2) the distribution of growth

rates displays a universal form which does not depend on the size or on the measure of

size used; 3) the standard deviation of growth rates decays with size as a power law;

4) these findings are remarkably similar to those observed in the dynamics of economic

and scientific research activities. Furthermore, we propose two stochastic models in

order to reproduce distinct aspects of the observed behavior. Moreover, for the system

iv, we show that: 1) the distribution of Dst increments exhibits the same functional

form for a wide range of time scales, presenting power law asymptotic behavior; 2) Dst

series are long-range correlated, being well approximated by a 1/f noise; 3) magnitude

series of Dst increments are long-range correlated (persistent behavior); 4) sign series of

Dst increments are long-range anti-correlated (anti-persistent behavior); 5) Dst series

present multifractal properties; 6) periods of high and low geomagnetic activity exhibit

similar multifractal properties; 7) these findings are surprisingly similar to those obser-

ved in the dynamics of a physiologic signal. In general, our findings may contribute to

a better understanding of the mechanisms which govern the dynamics of the systems

considered, serving as a guide to develop models reproducing the observed behavior.
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Resumo

Neste trabalho, aplicamos conceitos e métodos de f́ısica estat́ıstica no estudo de sis-

temas complexos. Especificamente, analisamos a dinâmica i) da circulação de revistas;

ii) das citações de periódicos cient́ıficos; iii) de atividades religiosas das Testemunhas de

Jeová; e iv) de um sinal geomagnético - o ı́ndice Dst. Em todos os casos, encontramos

evidências de invariância de escala e comportamento universal. Para os sistemas i, ii

e iii, mostramos que 1) a distribuição dos tamanhos exibe comportamento assintótico

do tipo lei de potência; 2) a distribuição das taxas de crescimento exibe uma forma

universal que não depende do tamanho nem da medida de tamanho considerada; 3) o

desvio padrão das taxas de crescimento decresce com o tamanho como lei de potência;

4) estes resultados são notavelmente similares aos observados na dinâmica de atividades

econômicas e de pesquisa cient́ıfica. Além disso, propomos dois modelos estocásticos

que reproduzem aspectos distintos do comportamento observado. Ademais, para o sis-

tema iv, mostramos que 1) a forma funcional da distribuição dos incrementos se mantém

inalterada para diferentes escalas de tempo, apresentando comportamento assintótico

do tipo lei de potência; 2) o ı́ndice Dst exibe correlações de longo alcance do tipo rúıdo

1/f ; 3) a série das magnitudes dos incrementos apresenta correlações de longo alcance

(comportamento persistente); 4) a série dos sinais dos incrementos apresenta anti-

correlações de longo alcance (comportamento anti-persistente); 5) o ı́ndice Dst exibe

comportamento multifractal; 6) peŕıodos de alta e baixa atividade geomagnética são

caracterizados por propriedades multifractais similares; 7) estes resultados são surpre-

endentemente similares aos observados na dinâmica de um sinal fisiológico. De modo

geral, os resultados descritos aqui podem contribuir para um melhor entendimento dos

mecanismos que governam a dinâmica dos sistemas considerados, servindo de guia no

desenvolvimento de modelos que reproduzam o comportamento observado.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Por muitos anos, a especialização profissional tem levado a um isolamento progres-

sivo de disciplinas individuais. Por outro lado, em anos recentes, tem sido posśıvel

unificar em uma única disciplina, campos de pesquisa bem definidos, tais como: f́ısica,

qúımica, biologia, geologia, lingǘıstica, medicina, economia e ciências sociais. Trata-se

do emergente campo de pesquisa dos “sistemas complexos” [1-9].

O dicionário Aurélio define a palavra “complexo” como “que abrange ou encerra

muitos elementos ou partes” e “grupo ou conjunto de coisas, fatos ou circunstâncias que

têm qualquer ligação ou nexo entre si”. No contexto deste emergente campo de pesquisa

interdisciplinar, a expressão “sistema complexo” assume um significado ainda mais

amplo. Tipicamente, sistemas complexos exibem caracteŕısticas tais como: i) o sistema

é composto de muitos elementos ou partes que interagem entre si; ii) os elementos e suas

interações são heterogêneos, com caracteŕısticas individuais distintas; iii) os elementos

estão organizados em grupos ou hierarquias que também podem interagir entre si; iv)

o sistema adapta-se diante de novas situações, à medida que evolui no tempo; e iv) o

sistema exibe padrões globais que emergem das interações entre elementos individuais

em diferentes escalas de observação (veja fig. 1.1).

Nesse amplo contexto, a f́ısica estat́ıstica tem encontrado interessantes e desafiado-

ras aplicações que vão muito além das fronteiras da f́ısica. A f́ısica estat́ıstica fornece

uma visão global do sistema em estudo, sem a necessidade de uma descrição detalhada

do mesmo. Este tipo de abordagem tem contribúıdo para mostrar como fenômenos e

processos em diferentes áreas de pesquisa, por muito tempo considerados não relaci-

onados entre si, podem ter uma descrição comum. De fato, conceitos e métodos de

f́ısica estat́ıstica estão sendo aplicados no estudo dos mais diversos e intrigantes siste-
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Comportamento
emergente

Escala de

tamanho

Figura 1.1: Diagrama de caracteŕısticas t́ıpicas de sistemas complexos.
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mas complexos - de sequências de DNA[10] a temperatura atmosférica[11]; de sinais

fisiológicos[12] a ı́ndices econômicos[13, 14]; de populações de pássaros[15] a populações

humanas[16, 17].

Tipicamente, os sistemas complexos são caracterizados por leis que exibem in-

variância de escala[18, 19]. Esta caracteŕıstica marcante se manifesta, por exemplo,

quando a lei que descreve alguma variável de interesse no sistema mantém a sua forma

funcional para diferentes escalas de observação. Nesse caso, uma simples redefinição de

variáveis faz com que curvas distintas, relacionadas a diferentes escalas de observação,

sejam agrupadas sob uma só curva. Nesse sentido, o sistema exibe invariância de es-

cala quando alguma de suas variáveis de interesse exibe comportamento do tipo lei de

potência.

Um outro conceito de importância fundamental na f́ısica estat́ıstica dos sistemas

complexos refere-se à universalidade[18, 19]. Esta propriedade relaciona-se com a

tendência de certos sistemas distintos exibirem leis emṕıricas similares. Os sistemas

poderiam então ser divididos em grupos com a propriedade de que todos os siste-

mas dentro de um mesmo grupo exibem caracteŕısticas em comum - sugerindo que

os mecanismos responsáveis pelo comportamento observado também sejam similares.

De fato, tais similaridades podem indicar a presença de mecanismos “universais”que

atuam independentemente das particularidades do sistema em estudo. Este prinćıpio

de universalidade em sistemas complexos tem sido usado como base para a aplicação

de métodos bem como no desenvolvimento de modelos gerais para sistemas dos mais

variados tipos.

Neste trabalho, utilizaremos conceitos e métodos de f́ısica estat́ıstica para investigar

sistemas complexos distintos. Especificamente, analisaremos i) a circulação de revistas

e jornais[20]; ii) as citações de periódicos cient́ıficos[21]; iii) atividades religiosas de

uma organização mundial[22]; e iv) um sinal geomagnético[23]. Nossos objetivos são

os seguintes: i) caracterizar o comportamento global de cada sistema - sua estrutura

hierárquica e sua dinâmica; ii) explorar a presença de invariância de escala e identifi-

car comportamentos universais; iii) desenvolver modelos estocásticos que reproduzam

aspectos do comportamento observado.

No caṕıtulo 2, apresentaremos uma breve revisão de conceitos de f́ısica estat́ıstica

que utilizaremos no estudo dos sistemas mencionados acima, incluindo distribuições

de probabilidade, correlações temporais e multifractalidade [24-27]. Descreveremos

também métodos recentemente desenvolvidos no contexto da f́ısica estat́ıstica dos siste-

mas complexos: i) detrended fluctuation analysis (DFA) - para a detecção de correlações
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de longo alcance[28, 29]; e ii) multifractal detrended fluctuation analysis (mf-DFA) -

para a detecção de multifractalidade[30].

No caṕıtulo 3, consideraremos exemplos espećıficos de sistemas complexos que têm

sido estudados sob o enfoque da f́ısica estat́ıstica. No contexto das organizações e

atividades humanas, consideraremos o tamanho de firmas, o produto interno bruto

(PIB) de páıses e o tamanho de universidades. Ademais, no contexto da dinâmica

de sinais complexos, destacaremos um sinal fisiológico, um sistema hidrodinâmico e o

tráfego na Internet.

Utilizando os conceitos e métodos considerados no caṕıtulo 2 e seguindo a linha de

pesquisa descrita no caṕıtulo 3, passaremos a investigar, no caṕıtulo 4, a circulação

de revistas; no caṕıtulo 5, as citações de periódicos cient́ıficos; no caṕıtulo 6, as ati-

vidades religiosas e no caṕıtulo 7, o sinal geomagnético. Por fim, as conclusões e as

considerações finais serão descritas no caṕıtulo 8, onde destacaremos os exemplos de

invariância de escala e universalidade encontrados nos sistemas considerados.
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Caṕıtulo 2

Conceitos e métodos

Apresentaremos aqui uma breve revisão de conceitos básicos e métodos utilizados no

contexto da f́ısica estat́ıstica dos sistemas complexos. Especificamente, focalizaremos

os conceitos de i) densidade de probabilidade; ii) correlações de longo alcance; e iii)

multifractalidade. Descreveremos também um método recentemente desenvolvido para

a detecção de correlações de longo alcance em sinais não-estacionários - detrended

fluctuation analysis (DFA) - e um método para a análise de sinais multifractais não

estacionários - multifractal detrended fluctuation analysis (mf-DFA).

2.1 Densidade de probabilidade

Os conceitos de variável aleatória e probabilidade são amplamente utilizados no

contexto da f́ısica estat́ıstica dos sistemas complexos[2, 3]. A definição de probabili-

dade se faz construindo o conjunto de todos os posśıveis resultados de uma experiência,

agrupando-os em subconjuntos mutuamente excludentes. Se a cada um desses subcon-

juntos for atribúıdo um número real não negativo tal que a soma deles seja igual à

unidade, então estaremos diante de uma distribuição de probabilidades definida sobre

o conjunto dos posśıveis resultados[24, 25].

Por exemplo, considere uma variável aleatória discreta l e suponha que a cada valor

de l esteja associado um número real pl > 0 tal que
∑
l pl = 1. Caso isso aconteça, pl

será a distribuição de probabilidade associada à variável aleatória l. Considere agora

uma variável aleatória cont́ınua x que pode assumir qualquer valor sobre a reta real.

Nesse caso, associamos uma probabilidade a cada intervalo da reta. A probabilidade
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de que x esteja no intervalo [a, b] pode ser escrita como

∫ b

a
p(x)dx, (2.1)

em que p(x) > 0 é a função densidade de probabilidade que deve satisfazer a proprie-

dade ∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1. (2.2)

No apêndice A consideramos alguns exemplos de distribuições de probabilidade, in-

cluindo as que serão utilizadas neste trabalho.

Os momentos da distribuição p(x) são definidos como

〈xn〉 =
∫
xnp(x)dx, (2.3)

sendo que omitimos os limites de integração, por simplicidade. O valor médio µ e o

desvio padrão σ da variável x são definidos como segue:

µ = 〈x〉 (2.4)

e

σ =
√
〈x2〉 − 〈x〉2. (2.5)

2.1.1 Histogramas e distribuições acumuladas

Dado um conjunto finito de N realizações da variável x, determinaremos a função

densidade de probabilidade p(x) associada à ela. Podemos fazer isso agrupando as

realizações da variável x em subconjuntos mutuamente excludentes de tamanho ∆x.

A cada um destes subconjuntos atribúımos um número real não negativo, ∆n/N , tal

que a soma deles seja igual à unidade. A quantidade ∆n refere-se ao número de

realizações da variável x dentro de um subconjunto ∆x. Neste caso, a função densidade

de probabilidade pode ser aproximada pela relação

p(x) ' ∆n

N ∆x
. (2.6)

A função densidade de probabilidade p(x) também pode ser obtida indiretamente
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a partir da distribuição acumulada

pc(x) =
∫ ∞

x
p(y) dy. (2.7)

Na prática, o cálculo de pc(x) envolve obter, para cada valor de x, o número de medidas

maiores ou iguais a x.

2.2 Distribuições do tipo lei de potência

Um exemplo digno de nota são as distribuições do tipo lei de potência,

p(x) ∝ x−α, (2.8)

com α > 0. Uma propriedade distintiva da lei de potência é que ela satisfaz a equação

p(bx) = g(b)p(x), (2.9)

para qualquer b constante. Esta relação nos diz que se aumentarmos a escala da variável

x por um fator de b, a forma da distribuição não muda, exceto por uma constante

multiplicativa. Tal propriedade é chamada de invariância de escala.

Usualmente, no estudo de sistemas complexos, as distribuições do tipo lei de potência

aparecem como comportamento assintótico de distribuições mais gerais[2, 3, 8, 9] (veja

apêndice A).

2.3 Correlações de longo alcance

O conceito de correlações de longo alcance tem sido largamente utilizado no estudo

da dinâmica de sistemas complexos[2, 3]. Dada uma seqüência de variáveis aleatórias

x(i), com i = 1, ..., N , é posśıvel obter a função de auto-correlação A(s), definida como

A(s) = 〈x(i)x(i+ s)〉 =
1

N − s

N−s∑
i=1

x(i)x(i+ s), (2.10)

com x(i) = x(i)− 〈x〉 e s sendo a escala de tempo.

16



A função de autocorrelação A(s) é uma medida da correlação entre elementos se-

parados entre si por s passos: x(i) e x(i + s). No caso trivial em que a série não é

correlacionada, A(s) = 0 para s > 0. No caso de séries correlacionadas, A(s) é tipi-

camente uma função decrescente, partindo de A(0) = 〈x2(i)〉 e alcançando A(s) ' 0

para grandes valores de s.

Se a função A(s) decai rapidamente a zero - por exemplo, exponencialmente - diz-se

que a série exibe correlações de curto alcance. Por outro lado, A(s) pode apresentar

um decaimento mais lento do tipo lei de potência,

A(s) ∝ s−γ, (2.11)

com 0 < γ < 1. Neste caso, diz-se que a série exibe correlações de longo alcance. O

cálculo direto da função de auto-correlação A(s) (usando-se a eq. (2.10)) exige que

a série seja estacionária. De modo similar, métodos convencionais tais como Hurst

analysis e spectral analysis são indicados para o estudo de séries estacionárias[44, 45].

Estritamente falando, um processo estocástico é estacionário se sua densidade de

probabilidade p(x) for invariante sob translação temporal. Em uma definição mais geral

(menos estrita), um processo estacionário é definido por três condições: 〈x(i)〉 = µ,

〈x(i)x(j)〉 = A(i, j), com A(i, j) = A(s) sendo s = j − i e 〈x2(i)〉 = A(0). Isso implica

que a variância do processo, A(0)−µ2, é independente do tempo. Em geral, séries que

representam a dinâmica de sistemas complexos não satisfazem tais requisitos. A série

pode estar acompanhada de rúıdos sobrepostos ao sinal original ou de tendências de

origem diversa.

A presença de um comportamento não estacionário pode levar a uma falsa detecção

de correlações de longo alcance. Para se obter resultados confiáveis, é preciso distinguir

as tendências das flutuações intŕınsecas do sistema e então remover as tendências sem

alterar o comportamento original das correlações. Métodos tais como wavelet transform

modulus maxima(WTMM)[46] e detrended fluctuation analysis(DFA)[28, 29] foram de-

senvolvidos justamente com este objetivo. Estes métodos eliminam sistematicamente

tendências polinomiais de diferentes ordens, possibilitando medidas confiáveis das cor-

relações. Em particular, o método DFA explora propriedades fractais da série em

estudo e é mais simples de ser implementado. A seguir, passaremos a descrever o

método DFA, que será utilizado neste trabalho.
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2.3.1 O método DFA

O método DFA tem sido amplamente utilizado na detecção de correlações de

longo alcance em sistemas complexos, sendo aplicado, por exemplo, no estudo de

seqüências de DNA[47], temperatura atmosférica[11, 48], ı́ndices econômicos[49], ca-

minhada humana[50], batimentos card́ıacos[51], estrutura de nuvens[52], receptores

neurais[53], atividade f́ısica[54], sinais geoelétricos[55], velocidade do vento[56], sinais

geomagnéticos[57], espalhamento por raios x[58] entre muitos outros.

O procedimento envolvido no DFA consiste basicamente de quatro passos[28, 29]:

i) obter a série acumulada; ii) dividir a série acumulada em janelas ou subconjuntos;

iii) remover a tendência local em cada janela; e iv) calcular a função de flutuação em

termos do tamanho das janelas.

Para ilustrar de modo mais espećıfico cada um destes passos, considere uma série

temporal representada pelos elementos x(i), com i = 1, ..., N . Obtemos a série acumu-

lada cujos elementos são dados por

y(i) =
i∑

k=1

[x(k)− 〈x〉]. (2.12)

A subtração da média 〈x〉 não é obrigatória, visto que ela será eliminada em um dos

próximos passos.

Dividimos então a série acumulada em Ns janelas não coincidentes de tamanho s.

Quando o número de termos da série não for um múltiplo da escala de tempo s, restará

uma parte da série acumulada. Para não desprezar esta parte da série, repetimos o

mesmo procedimento a partir do fim da série, obtendo um total de 2Ns janelas de

tamanho s. Dentro de cada janela, indexada pelo ı́ndice ν, ajustamos um polinômio

de ordem l aos dados, representando a tendência local. Costuma-se usar os termos

DFA-1, se l = 1, DFA-2, se l = 2 e assim por diante. A seguir, subtráımos a série

acumulada de sua tendência local, calculando as diferenças

ws(i) = y(i)− yν(i), (2.13)

em que yν é o polinômio ajustado aos dados dentro do segmento ν. A figura (2.1) ilustra

este procedimento partindo-se da série original até chegar na série das diferenças.

Como as diferenças ws(i) são obtidas por uma subtração da série acumulada de seus

respectivos polinômios de ajuste, a ordem do polinômio, obviamente, relaciona-se com
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Figura 2.1: Ilustração de procedimentos envolvidos no método DFA. (a) Série temporal x(i)
com N = 1000 termos. (b) Série acumulada y(i) obtida a partir da série original, cujos
elementos são dados pela eq. (2.12). As linhas tracejadas na vertical indicam janelas de
tamanho s = 200 e as linhas retas dentro de cada janela são polinômios de ordem 1 ajustados
aos dados (por mı́nimos quadrados) representando a tendência local. (c) Série das diferenças
ws(i) entre a série acumulada e as tendências locais, cujos elementos são dados pela eq. (2.13),
com s = 200.
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sua capacidade de eliminar tendências. De fato, DFA-l elimina tendências de ordem l

na série somada e de ordem l − 1 na série original.

O próximo passo consiste em se calcular a variância,

F 2
s (ν) =

1

s

s∑
i=1

w2
s [(ν − 1)s+ i], (2.14)

fazendo uma média de w2
s(i) sobre todos os dados dentro do segmento ν. Finalmente,

definimos a função de flutuação

F̃ (s) =
[
〈F 2

s (ν)〉
]1/2

, (2.15)

onde 〈F 2
s (ν)〉 é a média de F 2

s (ν) calculada sobre todos os 2Ns segmentos, definida

como

〈F 2
s (ν)〉 =

1

2Ns

2Ns∑
ν=1

F 2
s (ν). (2.16)

Em geral, F̃ (s) será uma função crescente visto que a variância tipicamente aumenta

com o tamanho das janelas. Um comportamento do tipo lei de potência,

F̃ (s) ∼ sh, (2.17)

indica que a série acumulada apresenta fractalidade ou auto-similaridade.

2.3.2 Detectando correlações com DFA

Conforme já comentado, quando a série considerada exibe fractalidade, F̃ (s) ∼ sh.

O expoente h pode ser obtido simplesmente por um ajuste linear de F̃ (s) por s na

escala logaŕıtmica. Dada uma série com N termos, qual o intervalo, smin < s < smax,

mais apropriado para obter o expoente h? Como s refere-se ao tamanho das janelas

em que a série acumulada é dividida, podemos considerar dois extremos: i) se smax for

muito grande, aproximando-se do comprimento da série, teremos um número pequeno

de janelas; e ii) se smin é muito pequeno teremos poucos dados em cada janela. Como

ambos os extremos são indesejáveis, geralmente usa-se smax ∼ N/10 (um décimo do

comprimento da série) e smin ≥ 6[59].

Entretanto, o cálculo de h para séries que exibem h < 0, 5 exige que smin assuma

valores muito maiores que ≥ 6. Pode-se contornar esta dificuldade por se aplicar DFA,
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não sobre a série original, mas sobre a série acumulada[59] (neste caso a série, por fim,

acaba sendo integrada duas vezes). Neste caso, a nova função de flutuação F (s) será

proporcional a s F̃ (s). Sendo assim, se F̃ (s) comporta-se como lei de potência com

expoente h (veja eq. (2.17),

F (s) ∼ sh+1. (2.18)

Desse modo, espera-se que a série caracterizada por um certo expoente h0 < 0, 5 passe

a exibir um expoente maior que 0, 5 (h = h0+1), eliminando a dificuldade anteriomente

mencionada relacionada com o valor de smin.

O expoente h, também conhecido como expoente de Hurst, pode revelar informações

relevantes sobre as correlações na série em estudo. Consideremos os seguintes casos:

• Se a série em estudo não for correlacionada (rúıdo branco), espera-se que h =

0, 5[60].

• Se a série exibe correlações de curto alcance, do tipo exponencial ou mesmo do

tipo lei de potência, mas com expoente γ > 1, h poderá ser diferente de 0, 5 para

pequenas escalas de tempo s e se aproximará de 0, 5 para s grande[60].

• Se a série apresenta correlações de longo alcance, do tipo lei de potência com

expoente 0 < γ < 1, espera-se que 0, 5 < h < 1[60]. Neste caso, o expoente

h pode ser relacionado com o expoente γ pela relação h = 1 − γ/2, e a série

é persistente. Por outro lado, valores de h no intervalo 0 < h < 0, 5 indica a

presença de anti-correlações de longo alcance e a série é anti-persistente;

• O caso h = 1 corresponde ao chamado rúıdo 1/f . Se h > 1 existem correlações

mas não na forma de lei de potência. O caso h = 1, 5 indica rúıdo browniano,

a integração do rúıdo branco (h = 0, 5). O expoente h pode ser visto como um

indicador da “rugosidade”da série original. Quanto maior o valor de h, mais

“lisa”será a série. Deste ponto de vista, h = 1 pode ser interpretado como um

estado intermediário entre o aspecto muito rugoso do rúıdo branco e o aspecto

mais liso do rúıdo browniano.

Costuma-se repetir a análise com DFA para versões embaralhadas da série origi-

nal. No procedimento de embaralhar a série, os seus valores são colocados em ordem

aleatória, destruindo posśıveis correlações. Por este motivo, espera-se obter expoentes

h ' 0, 5. Na fig. (2.2) ilustramos a aplicação do DFA para uma série anti-persistente
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Figura 2.2: Detectando correlações com DFA. (a) Exemplo de série anti-persistente. (b)
Série em (a) integrada. (c) Função de flutuação F (s) (ćırculos) obtida pela aplicação do
método DFA de segunda ordem na série em (b). O ajuste linear fornece inclinação ' 1, 3,
indicando que h ' 0, 3 (compare com eq. (2.18)). O mesmo procedimento aplicado a uma
versão embaralhada da série em (a) fornece h ' 0, 5 (quadrados). (d) Exemplo de série
persistente. (e) Série em (d) integrada. (e) Função de flutuação F (s) (ćırculos). Neste caso,
a inclinação é ' 1, 6, indicando que h ' 0, 6. Novamente, h ' 0, 5 para a versão embaralhada
(quadrados).
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(h < 0, 5) e para uma série persistente (h > 0, 5). Observe que, em ambos os casos, os

expoentes assumem valores h ' 0, 5 para suas versões embaralhadas.

O método DFA, naturalmente, tem suas limitações. Algumas séries talvez tenham

tendências que o método não consegue remover. Nesta direção, séries geradas artifi-

cialmente que apresentam diversos tipos de comportamento não estacionário têm sido

sistematicamente investigados com o DFA[59, 61]. Estes estudos incluem séries com

diferentes tipos de tendência[59] (polinomiais, senoidais, leis de potência), séries com

segmentos removidos (descontinuidades), com saltos aleatórios e com diferentes com-

portamentos locais (desvio padrão, correlações)[61]. Tais estudos podem ser úteis na

correta interpretação dos resultados obtidos da aplicação do DFA.

A seguir, vamos considerar aspectos do conceito de multifractalidade em séries

temporais. Descreveremos também uma generalização do método DFA para a análise

de sinais multifractais não estacionários.

2.4 Multifractalidade

O conceito de multifractalidade também têm sido amplamente explorado no estudo

dos sistemas complexos[26, 27]. Para uma definição de série multifractal, voltemos ao

contexto das correlações temporais de longo alcance. Na seção anterior, vimos uma

maneira de calcular o expoente γ da relação A(s) = 〈x(i)x(j)〉 ∼ s−γ, com j = i + s,

para uma dada série. No entanto, uma descrição mais completa do processo estocástico

talvez envolva o cálculo de funções de correlação de ordem m, com m > 2, tais como

〈x(i)x(j)x(k)〉 ou 〈x(i)x(j)x(k)x(l)〉 e seus respectivos expoentes γm.

Séries em que os expoentes γm são linearmente dependentes de γ2 são chamadas

“lineares”ou “monofractais”, visto que um único expoente é necessário para caracte-

rizá-las. Por outro lado, séries “não-lineares”ou “multifractais”são aquelas em que os

expoentes γm não são linearmente dependente de γ2, tornando necessário o cálculo de

uma famı́lia ou esprectro de expoentes[26, 27].

A análise multifractal de uma série estacionária com elementos x(i) envolve o

cálculo da função de partição Qm(s) = 〈|x(i) − x(i + s)|m〉, em que o valor médio

é calculado sobre toda a série. Nos casos em que Qm(s) ∼ sτ(m), a forma da de-

pendência de τ(m) com m caracteriza a multifractalidade (ou monofractalidade) da

série. Séries monofractais são caracterizadas por um comportamento linear de τ(m)

com m, enquanto que um comportamento não linear de τ(m) com m indica a presença
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de multifractalidade[26, 27].

Este tipo de análise multifractal é válido apenas para séries estacionárias. Por outro

lado, dois métodos se destacam na detecção de multifractalidade em séries não esta-

cionárias: wavelet transform modulus maxima[46](WTMM) e multifractal detrended

fluctuation analysis [30](mf-DFA). De modo geral, ambos os métodos fornecem resulta-

dos equivalentes[30, 62, 63]. A seguir, passamos a descrever o método mf-DFA, visto

que ele é uma generalização do já considerado método DFA.

2.4.1 O método mf-DFA

O método multifractal detrended fluctuation analysis [30](mf-DFA) é uma genera-

lização do já comentado detrended fluctuation analysis [28, 29](DFA). Em anos recentes,

o método mf-DFA tem sido aplicado no estudo de sinais multifractais em diversos cam-

pos, tais como velocidade do vento[56], vazão de rios[62], ı́ndices econômicos [64-66], si-

nais geoelétricos[67], sinais geomagnéticos[68, 69], terremotos[70], pressão sangúınea[71],

camada de ozônio[72], turbulência[73], manchas solares[74] entre outros.

O procedimento envolvido no mf-DFA consiste basicamente de quatro passos[30]:

i) obter a série acumulada; ii) dividir a série acumulada em janelas ou subconjuntos;

iii) remover a tendência local em cada janela; e iv) calcular a função de flutuação

generalizada em termos do tamanho das janelas.

Para ilustrar de modo mais espećıfico cada um destes passos, considere uma série

temporal representada pelos elementos x(i), com i = 1, ..., N . Os passos i, ii e iii são

idênticos aos três primeiros passos descritos na seção 2.2.1 para o método DFA.

A diferença entre os métodos aparece no próximo passo, relacionado ao cálculo da

função de flutuação. A partir da série das diferenças cujos elementos são dados pela

eq. (2.13), calcula-se a variância F 2
s (ν) definida na eq. (2.14). A função de flutuação

generalizada é definida como

F̃m(s) =
[
〈F 2

s (ν)〉m
]1/m

, (2.19)

com

〈F 2
s (ν)〉m =

1

2Ns

2Ns∑
ν=1

[F 2
s (ν)]m/2, (2.20)

em analogia com as equações (2.15) e (2.16). Observe que se m = 2 o procedimento

recai no método DFA padrão.
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Se a série exibe propriedades fractais (ou multifractais), F̃m(s) crescerá como uma

lei de potência

F̃m(s) ∼ sh(m), (2.21)

sendo h(m) chamado de expoente de Hurst generalizado (h(2) = h). O valor h(0)

corresponde ao limite de h(m) para m → 0, e não pode ser determinado diretamente

usando eq. (2.21). Ao invés disso, h(0) é obtido empregando-se a aproximação[30]

F̃0(s) = exp

[
1

4Ns

2Ns∑
ν=1

ln[F 2
s (ν)]

]
∼ sh(0). (2.22)

Assim como no caso do método DFA, costuma-se aplicar mf-DFA na série acumu-

lada ao invés da original para evitar problemas com sinais anti-persistentes[30]. Assim

sendo, a função de flutuação generalizada obtida a partir da série integrada será dada

por,

Fm(s) ∼ sh(m)+1, (2.23)

em analogia com a eq. 2.18.

2.4.2 Detectando multifractalidade com mf-DFA

Nas séries monofractais, o comportamento das variâncias F 2
s (ν), dentro de uma

janela ν, é idêntico para pequenas e grandes janelas. Assim, quando se toma a média

dada pela eq. (2.20), o resultado será praticamente independente de m. Por outro lado,

se pequenas e grandes flutuações exibirem diferentes propriedades, então isso se refletirá

numa dependência de h(m) com m. Por exemplo, se m > 0, segmentos com grandes

flutuações dominarão a média Fm(s) e h(m) descreverá o comportamento dos segmen-

tos com grande variância. Por outro lado, se m < 0, a média Fm(s) será dominada

pelos segmentos caracterizados por pequenas flutuações e h(m) descreverá o compor-

tamento dos segmentos com pequena variância. Usualmente, grandes flutuações são

caracterizadas por pequenos expoentes e pequenas flutuações por grandes expoentes.

Isso faz com que h(m) tenha uma dependência significativa com m. Portanto, séries

monofractais são caracterizadas por h(m) ∼ cte. Por outro lado, uma dependência

significativa de h(m) com m indica a presença de multifractalidade[30].

O expoente generalizado h(m) relaciona-se ao expoente (ou espectro) multifractal
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Figura 2.3: Detectando multifractalidade com mf-DFA (de segunda ordem). (a) Exemplo
de série monofractal. (b) Exemplo de série multifractal. (c) Função de flutuação Fm(s), com
m = −6 (ćırculos) e m = 2 (quadrados), para a série monofractal em (a). (d) Função de
flutuação Fm(s), comm = −6 (ćırculos) em = 2 (quadrados), para a série multifractal em (b).
(e) Expoentes h(m) versus m para a série monofractal (quadrados) e para a série multifractal
(ćırculos). d) Exponentes τ(m) versus m para para a série monofractal (quadrados) e para
a série multifractal (ćırculos).
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τ(m) pela relação[30]

τ(m) = mh(m)− 1. (2.24)

Na prática, a detecção de multifractalidade é melhor visualizada pela dependência de

τ(m) com m. Séries monofractais são caracterizadas por um comportamento linear de

τ(m) com m, enquanto que um comportamento não linear de τ(m) com m indica a

presença de multifractalidade[30].

Para ilustrar a detecção de multifractalidade, considere as séries ilustradas nas

figs. 2.3a e 2.3b. Observe que a forte dependência do expoente h(m) com m e o

comportamento não linear de τ(m) versus m, para a série da fig. 2.3b, indicam a

presença de multifractalidade.

Dois diferentes tipos de multifractalidade podem estar presentes numa série: i) de-

vido ao tipo de distribuição dos valores da série; ou ii) devido a diferentes correlações

de longo alcance presentes na série. No que se refere a distinguir entre estes dois tipos

de multifractalidade, é útil analisar, além da série original, sua correspondente série

embaralhada. No processo de se embaralhar a série, seus valores são colocados em

ordem aleatória, e portanto, suas correlações são destrúıdas. Deste modo, no caso de

multifractalidade do tipo ii, as séries embaralhadas não apresentarão comportamento

multifractal h(m) ' 0, 5. Por outro lado, para multifractais do tipo i, não observa-

remos mudanças visto que a distribuição de probabilidades dos valores da série não

é afetada pelo processo de embaralhamento. Se ambos os tipos de multifractalidade

estão presentes numa dada série, a série embaralhada apresentará multifractalidade

mais fraca do que a série original.

No que segue, ilustraremos como os conceitos e métodos apresentados neste caṕıtulo

têm sido aplicados no estudo da dinâmica de sistemas complexos.
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Caṕıtulo 3

F́ısica estat́ıstica dos sistemas

complexos: recentes aplicações

Conceitos e métodos de f́ısica estat́ıstica têm sido aplicados no estudo de uma grande

variedade de sistemas complexos, incluindo organizações e atividades humanas e sinais

fisiológicos. Em particular, descreveremos aqui resultados recentemente obtidos no

estudo da dinâmica i) de atividades econômicas e de pesquisa cient́ıfica; e ii) de um

sinal fisiológico relacionado ao coração humano. Destacaremos exemplos notáveis de

invariância de escala e comportamento universal nestes temas.

3.1 Dinâmica de crescimento de organizações

Um problema clássico no contexto de organizações econômicas é o estudo do ta-

manho de firmas [75-78]. Em 1931, o economista francês Gibrat propôs um modelo

simples para descrever a dinâmica de crescimento de firmas[75]. O modelo de Gibrat

prevê que i) o tamanho das firmas segue uma distribuição log-normal; ii) as taxas

de crescimento seguem uma distribuição Gaussiana; e iii) a média e as flutuações das

taxas de crescimento são independentes do tamanho da firma.

Em contraste com tais previsões do modelo de Gibrat, evidências emṕıricas indicam

que as taxas de crescimento de firmas apresentam distribuição não-Gaussiana e que o

desvio padrão das taxas de crescimento depende do tamanho da firma. A seguir, apre-

sentaremos recentes aplicações da f́ısica estat́ıstica dos sistemas complexos no estudo
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da dinâmica de atividades econômicas, incluindo tamanho de firmas e atividades de

pesquisa cient́ıfica.

3.1.1 Atividades econômicas

Considere os resultados descritos nas refs. [79, 80] e ilustrados na fig. 3.1. Tais

resultados referem-se ao conjunto das firmas americanas (manufaturas) entre os anos

1975 a 1991, sendo que o total das vendas (em dólares) define o tamanho da firma. A

taxa anual de crescimento é definida como[79]

R(t) = log

[
S(t+ 1)

S(t)

]
, (3.1)

com S(t) e S(t+ 1) sendo o tamanho da firma nos anos t e t+ 1, respectivamente.

A distribuição dos tamanhos, p(S), é aproximadamente log-normal[80]. Ademais,

a densidade de probabilidade condicional das taxas anuais de crescimento, p(R|S),

apresenta comportamento não Gaussiano (figs. 3.1a e 3.1b), sendo bem ajustada pela

distribuição (exponencial)

p(R|S) =
1√

2σ(S)
exp

(
−
√

2|R− µ|
σ(S)

)
, (3.2)

com µ e σ sendo a média e o desvio padrão de R. Observe que a distribuição das taxas

de crescimento exibe a mesma forma funcional para firmas de diferentes tamanhos - um

tipo de invariância de escala[79]. Ademais, o desvio padrão das taxas de crescimento

decresce com o tamanho das firmas como uma lei de potência (fig. 3.1c),

σ(S) ∝ S−β, (3.3)

com β ' 0, 15.

As eqs. 3.2 e 3.3 descrevem satisfatoriamente a dinâmica de quatro medidas adi-

cionais de tamanho de firmas (veja figs. 3.1c e 3.1d): i) funcionários (β ' 0, 16);

ii) mercadorias (β ' 0, 16); iii) ativo (β ' 0, 17); e iv) propriedades e equipamentos

(β ' 0, 18)[79].

Algo notável nas eqs. 3.2 e 3.3 é que elas governam as taxas de crescimento de um

conjunto diverso de firmas, as quais diferem não apenas em tamanho, mas também no

que produzem. Isso sugere que os processos que governam a dinâmica de crescimento
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 3.1: Dinâmica de crescimento de firmas. Fonte: ref. [79]. (a) Densidade de pro-
babilidade (Probability density) da taxa de crescimento (Growth rate), referente aos anos
1990 e 1991, para firmas de diferentes tamanhos (vendas): 411,5 < S < 412,5 (quadrados)
e 414,5 < S < 415,5 (triângulos). (b) Densidade de probabilidade (Probability density),
referentes ao peŕıodo 1975-1991, para três grupos de firmas: 48,5 < S < 49,5 (ćırculos),
411,5 < S < 412,5 (quadrados) e 414,5 < S < 415,5 (triângulos). As linhas sólidas em (a) e (b)
representam a distribuição definida na eq. (3.2). (c) Desvio padrão (Standard deviation ) das
taxas de crescimento em termos do tamanho inicial das firmas (Initial value), calculado para
duas medidas de tamanho: vendas (ćırculos) e número de funcionários (triângulos). As linhas
sólidas representam leis de potência com expoente β ' 0, 15 para vendas e β ' 0, 16 para
funcionários. (d) Densidade de probabilidade (Scaled probability density) da taxa de cres-
cimento normalizada (Scaled growth rate), para vendas (ćırculos) e número de funcionários
(triângulos).
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de produtoras de automóveis, por exemplo, podem ser os mesmos que governam fir-

mas farmacêuticas. Este resultado faz lembrar o conceito de universalidade em f́ısica

estat́ıstica, em que diferentes sistemas podem ser caracterizados pelas mesmas leis glo-

bais, independentemente das particularidades do sistema[79].

Embora a distribuição do tamanho de firmas seja aproximadamente log-normal[79],

há evidências de que as grandes firmas fogem deste comportamento. De fato, a distri-

buição de tamanho das grandes firmas exibe um comportamento do tipo lei de potência,

com α ' 2, 0[81]. Ademais, o desvio padrão das taxas de crescimento de grandes firmas

não apresenta uma dependência significativa com o tamanho da firma, o que equivale

dizer que β ' 0[81].

Estudos adicionais indicam que a dinâmica de crescimento do produto interno bruto

(PIB) de páıses segue leis quantitativamente similares às descritas pelas eqs. 3.2 e

3.3[82]. Esta similaridade inclue o valor do expoente β, sendo β ' 0, 15 para firmas e

páıses[82].

3.1.2 Atividades de pesquisa cient́ıfica

O estudo da dinâmica de organizações econômicas, exemplificado na seção anterior,

tem sido estendido para o estudo de organizações relacionadas a atividades de pesquisa

cient́ıfica, tais como tamanho de universidades e institutos. Considere, por exemplo,

resultados descritos na ref. [83] e ilustrados na fig. 3.2. Os dados analisados referem-

se ao fundo para pesquisas R&D (Research and Development) de 719 universidades

americanas no peŕıodo 1979-95.

Os principais resultados indicam que i) o fundo R&D das universidades ameri-

canas segue uma distribuição log-normal (fig. 3.2a); ii) a distribuição das taxas de

crescimento é aproximadamente exponencial, cuja forma funcional se mantém para

diferentes valores do R&D (fig. 3.2b e 3.2d); e iii) o desvio padrão das taxas de cres-

cimento decresce com o R&D seguindo uma lei de potência, com expoente β ' 0, 25

(fig. 3.2c).

Além do fundo para pesquisas R&D, foram analisadas medidas adicionais de tama-

nho das universidades americanas: número de artigos publicados e número de patentes.

Ademais, a análise foi repetida para universidades inglesas e canadenses. O análogo

da fig. 3.2 também vale para os demais conjuntos de dados considerados, incluindo o

expoente β ' 0, 25[83].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 3.2: Dinâmica de crescimento de universidades. Fonte: ref. [83]. (a) Distribuição
p(logS), sendo S o valor do fundo R&D em dólares para 719 universidades americanas no
peŕıodo 1979-1995. A linha sólida representa uma distribuição Gaussiana indicando que p(S)
é aproximadamente log-normal. (b) Densidade de probabilidade condicional (Conditional
probability density ) das taxas de crescimento anuais (Growth rate) para os três grupos de
universidades definidos em (a). (c) Desvio padrão (Standard deviation) das taxas de cres-
cimento em função do tamanho (Size). A linha sólida representa uma lei de potência com
expoente β = 0, 25. (d) Densidade de probabilidade (Scaled probability density) em termos
das taxas de crescimento normalizadas (Scaled growth rate) para os três grupos de universi-
dades definidos em (a). As três distribuições são descritas por uma só curva.
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Estudos adicionais indicam a presença de padrões análogos na dinâmica de cres-

cimento de outras atividades de pesquisa cient́ıfica, tais como número de artigos em

institutos europeus e em universidades chinesas [84-86].

3.1.3 Caracteŕısticas universais

Os resultados descritos nas duas seções anteriores sugerem surpreendentes similari-

dades entre atividades econômicas e atividades de pesquisa cient́ıfica[83] (compare as

figs. 3.1 e 3.2). Os principais resultados descritos nas seções anteriores são resumidos

nas tabs. 3.1 e 3.2.

Tabela 3.1 - Dinâmica de crescimento de atividades econômicas: tamanho de firmas e

produto interno bruto (PIB) de páıses.

X p(logX) σ(X) β p(R|X)

Firmas vendas Gaussiana ∝ X−β 0, 15 exponencial

Firmas funcionários Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

Firmas mercadorias Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

Firmas ativo Gaussiana ∝ X−β 0, 17 exponencial

Firmas propriedades Gaussiana ∝ X−β 0, 18 exponencial

Páıses PIB Gaussiana ∝ X−β 0, 15 exponencial

Tabela 3.2 - Dinâmica de crescimento de atividades de pesquisa cient́ıfica: universidades

americanas, inglesas e canadenses.

X p(logX) σ(X) β p(R|X)

EUA fundo R&D Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

EUA artigos Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

EUA patentes Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

Inglaterra fundo de pesquisas Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

Canadá fundo de pesquisas Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial
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Esses resultados sugerem que atividades econômicas e atividades de pesquisa ci-

ent́ıfica exibem o mesmo padrão de crescimento. Especificamente, em ambos os casos,

i) a distribuição dos tamanhos é aproximadamente log-normal; ii) a distribuição das

taxas de crescimento exibe decaimento exponencial, independentemente do tamanho;

e iii) o desvio padrão das taxas de crescimento decresce com o tamanho seguindo uma

lei de potência. Entretanto, note que os expoentes β assumem valores distintos para

atividades econômicas e atividades de pesquisa.

Estas similaridades sugerem que organizações distintas - tais como firmas, páıses e

universidades - poderiam ser governadas por mecanismos de crescimento em comum[82,

83]. Esta possibilidade é consistente com o conceito de universalidade em sistemas

complexos, que sugere a existência de mecanismos “universais”que produzem leis gerais

independentes dos detalhes do sistema[82, 83].

Ademais, o intrigante fato de que universidades se comportam como firmas sugere

interessantes analogias entre atividades econômicas e atividades de pesquisa cient́ıfica.

Por exemplo, a revisão dos artigos por especialistas e o direcionamento do governo

referentes à pesquisa cient́ıfica poderia levar a resultados similares àqueles induzidos por

forças de mercado. O análogo da revisão por especialistas seria o controle de qualidade

das mercadorias e o análogo do direcionamento do governo seria a regulamentação ou

controle dos produtos[83].

A seguir, citaremos exemplos de modelos estocásticos desenvolvidos para descrever

a dinâmica de organizações.

3.1.4 Modelos estocásticos

O modelo de Gibrat para o tamanho de firmas, já mencionado, baseia-se nas se-

guintes hipóteses[75]: i) a taxa de crescimento de uma firma é independente de seu

tamanho; ii) as taxas de crescimento sucessivas de uma firma não apresentam cor-

relações temporais; e iii) as firmas não interagem. Na forma matemática, este modelo

pode ser expresso pelo processo estocástico multiplicativo[80]

S(t+ 1)− S(t) = ε(t)S(t), (3.4)

sendo S(t + 1) e S(t) os tamanhos da firma nos tempos t + 1 e t, e ε(t) um número

aleatório não correlacionado seguindo uma distribuição de probabilidades Gaussiana

com variância muito menor que a unidade.
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Visto que o modelo de Gibrat falha em reproduzir os resultados emṕıricos descritos

pelas eqs. (3.2) e (3.3), podeŕıamos nos perguntar se modificações neste modelo simples

poderiam descrever mais precisamente o comportamento observado. Nesta direção,

uma alteração do modelo de Gibrat foi apresentada na ref. [79], gerando distribuições

consistentes com a eq. (3.2). Entretanto, o modelo apresentado falha em reproduzir o

decaimento do tipo lei de potência descrito pela eq. (3.3)[80].

O modelo de Gibrat considera cada organização como uma unidade sem estrutura

interna[75]. Entretanto, organizações tais como firmas, páıses e universidades costu-

mam apresentar estrutura interna complexa. Por exemplo, firmas geralmente são com-

postas de divisões, de modo que o tamanho de uma firma costuma ser dado pela soma

dos tamanhos das suas subunidades. Modelos tais como os propostos nas refs. [87, 88]

levam em conta a estrutura interna de cada organização e, deste modo, reproduzem

o comportamento descrito pelas eqs. (3.2) e (3.3). Outros tipos de modelo têm sido

apenas parcialmente bem sucedidos em reproduzir o comportamento observado[89].

3.2 Dinâmica dos sinais complexos

O estudo da dinâmica de sinais complexos dos mais variados tipos, sob o enfoque

da f́ısica estat́ıstica, envolve o cálculo de propriedades tais como i) distribuição das

flutuações; ii) correlações de longo alcance; e iii) multifractalidade. Em particular,

conceitos e métodos de f́ısica estat́ıstica têm sido adaptados e estendidos para o estudo

de sinais fisiológicos. Nesse contexto, destaca-se o estudo dos intervalos de tempo entre

batimentos card́ıacos. No que segue, consideraremos recentes resultados obtidos neste

tema.

3.2.1 Sinal fisiológico

Os intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos de indiv́ıduos saudáveis perten-

cem a uma classe de sinais complexos que exibem correlações de longo alcance [90-92],

multifractalidade[93, 94] e distribuições não-Gaussianas[91, 95, 96].

Considere os resultados descritos na ref. [91] e ilustrados na fig. 3.3. Na fig. 3.3,

vemos a série dos intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos de um indiv́ıduo

saudável (fig. 3.3a) e de um indiv́ıduo doente (fig. 3.3b). As flutuações no sinal
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.3: Correlações de longo alcance e distribuição não-Gaussiana na dinâmica dos
batimentos card́ıacos. Fonte: ref. [91]. Intervalos de tempo entre as batidas do coração,
BL(n), para (a) um indiv́ıduo saudável e (b) um indiv́ıduo com doença card́ıaca. (c) Função
de flutuação F (n), definida na ref. [91], para as séries em (a) e (b). Observe que F (n) ∼ nδ,
com δ ' 0 para o indiv́ıduo saudável e δ ' 0, 5 para o indiv́ıduo doente. (d) Distribuição
dos incrementos sucessivos, p(I)/p(0), com I(n) = BL(n + 1) − BL(n), para os indiv́ıduos
saudável (ćırculos) e doente (triângulos). Para facilitar a comparação, os incrementos são
divididos pelo seu desvio padrão. A linha sólida representa uma distribuição de Lévy com
ψ = 1, 7 e a linha tracejada corresponde a uma distribuição Gaussiana (ψ = 2, 0).
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Figura 3.4: Correlações de longo alcance na dinâmica dos batimentos card́ıacos. Fonte: ref.
[92]. (a) Intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos sucessivos de um indiv́ıduo saudável,
RR(i), sendo i o número do batimento (Beat number). (b) Magnitude dos incrementos,
|∆RR(i)|, com ∆RR(i) = RR(i + 1) − RR(i). (c) Sinal dos incrementos, sign[∆RR(i)],
fornecendo +1 se ∆RR(i) > 0 e −1 se ∆RR(i) < 0. Os próprios incrementos ∆RR(i)
são também representados (śımbolos preenchidos). (d) Função de flutuação F (n) (obtida
pelo método detrended fluctuation analysis (DFA)) dividida pela escala de tempo n para a
série dos incrementos ∆RR(i). (e) o mesmo que em (d), mas para a série das magnitudes
|∆RR(i)|; (f) o mesmo que em (d), mas para a série dos sinais sign[∆RR(i)]. Observe que
F (n)/n ∼ nh, com h ' 0 para a série dos incrementos, h ' 0, 75 para a série das magnitudes
e h ' 0, 4 para a série dos sinais.
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(a) (b)

Figura 3.5: Multifractalidade na dinâmica dos batimentos card́ıacos. Fonte: refs. [93, 94].
(a) Espectro multifractal τ(q) para i) um indiv́ıduo saudável acordado (ćırculos azuis aber-
tos); ii) um indiv́ıduo saudável dormindo (ćırculos azuis fechados); e iii) um indiv́ıduo do-
ente (ćırculos vermelhos fechados). A curvatura de τ(q) indica multifractalidade na série
“saudável”enquanto que o comportamento praticamente linear de τ(q) indica monofractali-
dade na série “doente”. (b) Espectro multifractal τ(q) para um indiv́ıduo saudável na sua
rotina normal (losangos) e um indiv́ıduo saudável em repouso controlado (losangos preenchi-
dos). Em ambos os casos, as séries apresentam multifractalidade.
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crescem com a escala de tempo como leis de potência, com expoentes δ ' 0 para o

indiv́ıduo saudável e δ ' 0, 5 para o indiv́ıduo doente (fig. 3.3c). Esses resultados

indicam a presença de correlações de longo alcance na série “saudável”e ausência de

correlações de longo alcance na série “doente”[91].

Ademais, a distribuição dos incrementos consecutivos (escala de tempo n = 1)

deste sinal fisiológico apresenta comportamento não-Gaussiano. Conforme ilustrado

na fig. 3.3d, as distribuições para as séries “saudável” e doente” são bem descritas

por uma distribuição simétrica de Lévy (veja apêndice A), com ı́ndice ψ = 1, 7[91].

As flutuações na série dos batimentos card́ıacos continuam sendo não-Gaussianas para

grandes escalas de tempo. Elas mantêm a sua forma funcional para diferentes escalas

de tempo, exibindo invariância de escala[95].

A série dos incrementos consecutivos nos intervalos de tempo entre batimentos

card́ıacos pode ser decomposta em duas sub-séries: a série das magnitudes e a série

dos sinais[92]. As figs. 3.4a, 3.4b e 3.4c ilustram este procedimento. Como pode ser

visto nas figs. 3.4d, 3.4e e 3.4f, as flutuações crescem aproximadamente como leis de

potência, com expoentes h ' 0 para a série dos incrementos, h ' 0, 75 para a série

das magnitudes e h ' 0, 4 para a série dos sinais. Observe que o expoente h ' 0

na fig. 3.4d é consistente com o resultado δ ' 0 visto na fig. 3.3c para o indiv́ıduo

saudável. Tanto a série das magnitudes como a série dos sinais fornecem resultados

(expoentes) distintos para indiv́ıduos saudáveis e doentes[92]. Os expoentes h também

assumem valores distintos em diferentes estágios do sono e diferentes ńıveis de atividade

f́ısica [97-99].

A série dos intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos também exibe estrutura

multifractal[93, 94]. Na fig. 3.5a, vemos o espectro multifractal τ(q) para um indiv́ıduo

saudável acordado, um indiv́ıduo saudável durante o sono e um indiv́ıduo doente.

Observe que τ(q) é uma função não linear de q para as séries “saudáveis”, enquanto

que τ(q) é praticamente linear para a série “doente”[93]. Ademais, na fig. 3.5c vemos

o espectro multifractal τ(q) para um indiv́ıduo saudável em duas situações distintas:

atividade normal e repouso controlado. Em ambos os casos, a série exibe τ(q) não

linear[94]. Para uma revisão mais completa sobre o tema veja, por exemplo, a ref.

[100].

A seguir, consideraremos dois tipos de sinais complexos cuja dinâmica apresenta

intrigantes similaridades com a dinâmica dos batimentos card́ıacos.
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3.2.2 Sistema hidrodinâmico

Torneiras gotejantes são sistemas hidrodinâmicos aparentemente simples, mas que

exibem comportamento complexo. Considere a série dos intervalos de tempo entre

gotas sucessivas numa torneira gotejante. Esta série exibe anti-correlações temporais

de longo alcance e distribuição não-Gaussiana, conforme apresentado na ref. [101] e

ilustrado na fig. 3.6.

Especificamente, as flutuações crescem com a escala de tempo como leis de potência,

com expoentes δ ' 0 (fig. 3.6a), indicando que esta série apresenta anti-correlações

de longo alcance. Ademais, a distribuição dos incrementos consecutivos apresenta

comportamento não-Gaussiano, sendo bem descrita por uma distribuição de Lévy com

ı́ndice ψ = 1, 7 e ρ > 0 (fig. 3.6b).

Há uma intrigante analogia entre a dinâmica dos intervalos de tempo entre gotas

numa torneira gotejante e a dinâmica dos batimentos card́ıacos[101]. Uma comparação

dos resultados apresentados nas figs. 3.6 e 3.3 mostra que ambos os sistemas exibem

leis emṕıricas quantitativamente similares. Especificamente, em ambos os casos, as

séries dos incrementos apresentam anti-correlações de longo alcance, caracterizadas

pelo mesmo expoente δ ' 0. Além disso, os incrementos consecutivos em ambos os

sistemas seguem uma distribuição de Lévy, com o mesmo ı́ndice ψ ' 1, 7.

Uma posśıvel explicação para tais similaridades entre sistemas tão diferentes é a

presença de competição em ambos os sistemas[101]. Flutuações nos intervalos de tempo

entre batimentos card́ıacos resultam da competição entre est́ımulos do sistema nervoso

autônomo[91, 92]. Analogamente, numa torneira gotejante há competição entre forças

que criam tensão superficial e a força da gravidade[101].

É bem conhecido que diversos sistemas exibem anti-correlações de longo alcance

com expoente δ ' 0. Entretanto, o fato de que a distribuição das flutuações segue

a mesma distribuição e com o mesmo ı́ndice reforça a analogia comentada. Estas

similaridades quantitativas são um exemplo de comportamento universal em sistemas

complexos. Com base nestas similaridades, é posśıvel considerar a possibilidade de que

algum tipo de mecanismo em comum atue na dinâmica de ambos os sistemas[101].
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Figura 3.6: Correlações de longo alcance e distribuição não-Gaussiana na dinâmica da tor-
neira gotejante. Fonte: ref. [101]. (a) Função de flutuação F (n), definida na ref. [101],
para as seguintes séries: I) série dos intervalos de tempo entre gotas sucessivas, para uma
taxa de fluxo de 25 gotas por segundo; II) série dos intervalos de tempo entre gotas sucessi-
vas, para uma taxa de fluxo de 40 gotas por segundo; III) versão embaralhada da série em
I); IV) versão embaralhada da série em II). A função F (n) para as versões embaralhadas
referem-se a médias sobre diversas realizações. Observe que F (n) ∼ nδ, com δ ' 0 para as
séries originais e δ ' 0, 5 para as versões embaralhadas. (d) Distribuição dos incrementos
sucessivos, p(I)/p(0). A linha sólida representa uma distribuição de Lévy com ψ = 1, 7 e a
linha descont́ınua corresponde a uma distribuição Gaussiana (ψ = 2, 0).
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3.2.3 Tráfego na Internet

A dinâmica de transferência de informações na Internet também exibe similaridades

com a dinâmica card́ıaca. Considere resultados descritos na ref. [102] e ilustrados na

fig. 3.7.

As séries analisadas fornecem o número total de funcionários de um certo grupo

de laboratórios (laboratórios NTT, de Tóquio) conectados com a Internet a cada ins-

tante de tempo (a cada segundo). As propriedades de correlação de tais séries são

significativamente diferentes para peŕıodos da noite, quando a tráfego na internet está

descongestionado e peŕıodos do dia em que o tráfego está congestionado.

Como pode ser visto na fig. 3.7a, as flutuações na série em questão crescem como leis

de potência, com expoentes h ' 1 para séries no peŕıodo da noite (tráfego descongestio-

nado) e h ' 1, 3 para séries no peŕıodo do dia (tráfego congestionado). Esses resultados

indicam a presença de correlações de longo alcance na série “descongestionada”e uma

significativa perda de correlações de longo alcance para a série “congestionada”.

Algo análogo ocorre com os intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos, con-

forme ilustrado na fig. 3.7b. As flutuações na série dos intervalos de tempo entre

batimentos card́ıacos são caracterizadas por expoentes h ' 1 (o que corresponde a

h ' 0 para a série dos incrementos) para indiv́ıduos saudáveis e h ' 1, 3 para in-

div́ıduos doentes[102] (comparare as figs. 3.7a e 3.7b). Este é mais um exemplo de

comportamento universal na dinâmica de sistemas complexos. Estas similaridades su-

gerem que a rede de comunicação da Internet pode ser controlada por mecanismos

similares aos que controlam a rede de comunicação do sistema nervoso autônomo[102].

Seguindo as linhas de pesquisa descritas neste caṕıtulo, passaremos a analisar os

seguintes sistemas: circulação de revistas, citações de periódicos cient́ıficos, ativida-

des religiosas e um sinal geomagnético. Iniciaremos com a circulação de revistas, no

próximo caṕıtulo.
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Figura 3.7: Correlações de longo alcance no tráfego da internet. Fonte: ref. [102]. (a)
Função de flutuação F (n) (obtida pelo método detrended fluctuation analysis (DFA)) para a
série das conexões para peŕıodo do dia (ćırculos abertos) e peŕıodo da noite (ćırculos fecha-
dos). Observe que F (n) ∼ nh, com h ' 1 para a série “descongestionada”e h ' 1, 3 para a
série “congestionada”. (b) Função de flutuação F (n) (obtida pelo método detrended fluctu-
ation analysis (DFA)) para a série dos batimentos card́ıacos para indiv́ıduo doente (ćırculos
abertos) e indiv́ıduo saudável (ćırculos fechados). Observe que F (n) ∼ nh, com h ' 1 para
a série “saudável”e h ' 1, 3 para a série “doente”. Note a similaridade quantitativa entre os
expoentes para dinâmica card́ıaca e tráfego na Internet.
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Caṕıtulo 4

Circulação de revistas e jornais

Investigaremos aqui propriedades estat́ısticas da circulação de revistas e jornais[20].

Especificamente, obteremos i) a distribuição da circulação; ii) a distribuição de suas

taxas semestrais de crescimento; e iii) o desvio padrão das taxas de crescimento em

termos da circulação. Além disso, compararemos a dinâmica de crescimento da cir-

culação de revistas com a dinâmica de crescimento do tamanho de firmas. Proporemos

também um modelo estocástico, inspirado num modelo para o crescimento de firmas, e

compararemos suas predições com os resultados emṕıricos para a circulação de revistas.

4.1 Introdução

Conforme exposto no caṕıtulo 3, a dinâmica de crescimento de atividades econômicas

exibe padrões universais. Em particular, no que se refere ao tamanho de firmas, várias

medidas de tamanho têm sido consideradas - desde o total das vendas ao valor total

das propriedades e equipamentos da firma em questão. Neste caṕıtulo, consideraremos

um tipo particular de organização econômica e investigaremos uma medida adicional

de tamanho: a circulação de revistas e jornais.

A circulação de publicações impressas tem sido objeto de estudo principalmente em

marketing e economia [103-106]. O termo circulação refere-se basicamente ao número

médio de cópias de uma publicação que são distribúıdas ao público. A circulação é defi-

nida como a razão entre o número total de cópias distribúıdas durante um certo peŕıodo

pelo número de edições da publicação no peŕıodo considerado. O número total de cópias

inclui os números avulsos vendidos e os exemplares de assinantes (circulação paga) bem
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Figura 4.1: (a) Evolução temporal da circulação, C(t), das revistas Good House Keeping
(ćırculos), Time (quadrados) e Newsweek (triângulos) num peŕıodo de 15 semestres entre
1996-2003. (b) Evolução temporal das taxas de crescimento R(t) = log[C(t+1)/C(t)] calcu-
ladas para a revista Good House Keeping, no peŕıodo 1996-2003. (c) O mesmo que em (b),
mas para a revista Time. (d) O mesmo que em (b), mas para a revista Newsweek.
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como cópias direcionadas sem custo a locais ou indiv́ıduos espećıficos (circulação não

paga). A circulação costuma ser divulgada, inicialmente, como uma estimativa do edi-

tor quanto ao número de cópias a serem distribúıdas num peŕıodo espećıfico. Empresas

que prestam serviços de auditoria, tais como Audit Bureau of Circulations (ABC)[107]

and BPA Worldwide (BPA)[108], verificam a circulação real da publicação e divulgam

seus resultados.

Utilizamos dados que incluem a circulação das 100 maiores revistas do mundo, das

570 maiores revistas nos Estados Unidos, das 727 maiores revistas no Reino Unido e dos

100 maiores jornais nos Estados Unidos. Incluem também a circulação de 82 revistas

nos Estados Unidos, num peŕıodo de 15 semestres de 1996 a 2003. Para ilustrar, na

fig. 4.1 vemos a evolução temporal da circulação e das taxas de crescimento de três

revistas no peŕıodo 1996-2003. No que segue, descreveremos os resultados obtidos da

análise desses dados.

4.2 Distribuição da circulação

Iniciamos calculando a distribuição acumulada da circulação, pc(C), para as 100

maiores revistas nos Estados Unidos, no Reino Unido e em âmbito mundial e para os

100 maiores jornais nos Estados Unidos. Conforme vemos na fig. 4.2a, a distribuição

acumulada apresenta um comportamento assintótico do tipo lei de potência,

pc(C) ∼ C−η, (4.1)

com η ' 1, 5, para todos os conjuntos de dados considerados. Este resultado indica

p(C) ∼ C−α, com α ' 2, 5, sendo p(C) a distribuição da circulação.

A distribuição acumulada pc(C) desvia-se do comportamento do tipo lei de potência

para valores menores de C, como pode ser visto na fig. 4.2b. Nesta figura vemos pc(C)

calculada para 570 revistas nos Estados Unidos e 727 revistas no Reino Unido, em

2004, em comparação com uma distribuição q-exponencial

pc(C) = a′
[
1− (1− q′)

C

b′

] −1
q′−1

, (4.2)

com q′ = 1, 66. Observe que pc(C) ∼ C1/(1−q′) = C−1,51 para grandes valores de C,

reproduzindo o comportamento assintótico visto na fig. 4.2a. Este resultado indica que
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Figura 4.2: Distribuição da circulação de revistas e jornais. (a) Distribuição acumulada,
pc(C), para os 100 maiores jornais nos EUA em 2003 (triângulos para baixo), as 100 maio-
res revistas no Reino Unido em 2004 (ćırculos), as 100 maiores revistas nos EUA em 2004
(quadrados) e as 100 maiores revistas do mundo em 2002 (triângulos para cima: dados multi-
plicados por 10). As linhas retas representam leis de potência com expoentes η ' 1, 50±0, 05.
Isso indica que p(C) ∼ C−α, com α ' 2, 5. (b) Distribuição acumulada, pc(C), calculada
para 570 revistas nos EUA em 2004 (quadrados) e de 727 revistas no Reino Unido em 2005
(ćırculos). As linhas sólidas representam a distribuição q-exponencial, dada pela eq. (4.2),
com q′ = 1, 66, b′ = 2, 52 105 e a′ = 5, 95 102 para os EUA e q′ = 1, 66 , b′ = 3, 72 104, e
a′ = 8, 62 102 para o Reino Unido.
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a distribuição correspondente p(C) será descrita por uma q-exponencial com q =' 1, 4

(veja apêndice A).

Curiosamente, o comportamento observado na fig. 4.2b, para a circulação de re-

vistas, é quantitativamente similar ao que se observa na distribuição de citações de

artigos cient́ıficos[35], população de cidades[37] e número de votos entre candidatos

numa eleição[38]. Especificamente, em todos estes casos, a distribuição da variável em

questão tem sido descrita como sendo q-exponencial, com q ' 1, 4[35, 37, 38].

4.3 Distribuição das taxas de crescimento

Investigamos também propriedades estat́ısticas das taxas de crescimento da cir-

culação de revistas. Seguindo a definição usada no estudo de firmas, definimos taxa de

crescimento como

R(t) = log

[
C(t+ 1)

C(t)

]
, (4.3)

com C(t) e C(t+ 1) representando a circulação de uma dada revista nos semestres t e

t+ 1, respectivamente.

Calculamos as taxas de crescimento R(t) para 82 revistas americanas, com grande

circulação, num peŕıodo de 15 semestres entre 1996 e 2003. Com base nesses dados,

obtemos a densidade de probabilidade condicional, p(R|C), das taxas de crescimento

da circulação de revistas. Conforme ilustrado na fig. 4.3a, p(R|C) exibe um compor-

tamento não-Gaussiano, sendo bem ajustada pela função

p(R|C) =
1√

2σ(C)
exp

(
−
√

2|R− µ|
σ(C)

)
. (4.4)

Nesta equação, µ é a média e σ é o desvio padrão calculados sobre todas as revistas do

grupo considerado. Para o mesmo grupo de revistas, calculamos as taxas de crescimento

normalizadas, definidas como

r(t) =
R(t)− µ

σ
. (4.5)

Na fig. 4.3b, vemos a distribuição das taxas de crescimento normalizadas p(r) em

comparação com a função

p(r) =
1√
2

exp(−
√

2|r|). (4.6)

Calculamos também o desvio padrão σ das taxas de crescimento R em termos da
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Figura 4.3: Dinâmica de crescimento da circulação de revistas: as mais lidas. (a) Densidade
de probabilidade condicional p(R|C) para um grupo de 82 revistas nos Estados Unidos, com
6, 08 105 < C < 1, 30 107, num peŕıodo de 15 semestres (de 1996 a 2003). A linha sólida
representa a eq. (4.4), com µ e σ calculados diretamente a partir dos dados. (b) Densidade
de probabilidade p(r) para as mesmas revistas consideradas em (a). A linha sólida representa
a eq. (4.6). (c) Desvio padrão σ (calculado para cada uma das 82 revistas consideradas)
das taxas de crescimento R em função da circulação inicial C. A linha horizontal representa
σ(C) ∼ C−β , com β = 0.
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circulação C para cada uma das revistas consideradas. A fig. 4.3c indica que

σ(C) ∝ C−β, (4.7)

com β ' 0, indicando que σ (calculado para cada revista) é praticamente independente

de C para grandes valores de C. A seguir, consideraremos caracteŕısticas universais na

dinâmica da circulação.

4.4 Caracteŕısticas universais

Os principais resultados considerados nas duas seções anteriores, para revistas com

grande circulação, foram: i) a distribuição acumulada pc(C) exibe comportamento as-

sintótico do tipo lei de potência, com expoente η ' 1, 5, indicando que p(C) ∼ C−α,

com α ' 2, 5; ii) a distribuição das taxas de crescimento p(R|C) exibe decaimento

exponencial; e iii) o desvio padrão σ(C) é praticamente independente de C, exibindo

expoente β ' 0. Esses resultados são similares aos observados na dinâmica de grandes

firmas (veja tab. 4.1).

Tabela 4.1 - Dinâmica de crescimento das revistas mais lidas e das firmas que mais vendem

(caṕıtulo 3).

X p(X) α σ(X) β p(R|X)

Revistas circulação ∼ X−α 2,5 ∼ X−β 0 exponencial

Firmas vendas ∼ X−α 2, 0 ∼ X−β 0 exponencial

Motivados por estas similaridades, sugerimos uma posśıvel interpretação dos resul-

tados resumidos na tab. 4.1 em termos de um processo estocástico inspirado no modelo

de Gibrat para o crescimento de fimas. Esse é o assunto da próxima seção.
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4.5 Modelo estocástico I

Vamos supor que a circulação C(t) de uma dada revista obedeça ao processo es-

tocástico multiplicativo

C(t+ 1)− C(t) = λ(t)C(t), (4.8)

com C ≥ Cm (C = max{C,Cm}), sendo Cm uma constante positiva e diferente de zero.

Suponha também que λ(t) seja um processo multiplicativo do tipo

λ(t) = [a0 + a1λ(t− 1)]εν(t), (4.9)

sendo a0 � 1 e a1 constantes positivas. O termo εν(t) refere-se a um número aleatório

dado pela relação

εν(t) =

 −|N(0, 1)| p = 0.5

|N(0, ν)| p = 0.5,
(4.10)

em que o termo N(0, ν) refere-se a um número aleatório cuja distribuição é Gaussiana,

com média zero e variância ν. Na eq. (4.10), p = 0, 5 significa “com probabilidade 0,5”.

Se ν = 1, a eq. (4.10) descreverá simplesmente um rúıdo Gaussiano, ε1(t) = N(0, 1).

Por outro lado, se ν 6= 1, o termo εν(t) passará a exibir uma distribuição gaussiana

assimétrica. Note que o processo estocástico definido pelas eqs. (4.8), (4.9) e (4.10)

recupera o modelo de Gibrat (na ausência do corte Cm) quando ν = 1 e a1 = 0.

A introdução da restrição C ≥ Cm é razoável visto que ela mantém positivos os

valores da circulação C. A presença desta barreira refletora é fundamental para que o

processo gere distribuições pc(C) ∝ C−η. Verificamos que valores particulares de Cm e

de C0 ≥ Cm não influenciam o valor do expoente η da distribuição. Verificamos também

que este processo estocástico é consistente com a equação σ(C) ∝ C−β, com β ' 0,

indicando que o desvio padrão das taxas de crescimento é independente do tamanho.

De modo similar, verificamos que o valor médio das taxas de crescimento também exibe

um comportamento geral independente do tamanho, principalmente para valores de C

distantes da barreira refletora definida por Cm.

Para investigar o efeito dos principais parâmetros, a1 e ν, sobre certas propriedades

estat́ısticas de C eR = log[C(t+1)/C(t)], realizamos uma série de simulações numéricas

com 0 ≤ a1 ≤ 1 e 0.8 ≤ ν ≤ 1. Os principais resultados dessas simulações podem ser

vistos na fig. 4.4.

O parâmetro a1 controla o aspecto autoregressivo do processo, produzindo um efeito
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Figura 4.4: Simulação (média sobre diversas realizações) do processo estocástico definido
pelas eqs. (4.8), (4.9) e (4.10). Consideramos 1000 revistas, todas com circulação inicial
C0 = 103 e com Cm = 1. Fixamos a0 = 0.03 e empregamos diversos valores de a1 e ν,
considerando 150 passos depois de um regime inicial. (a) Densidade de probabilidade p(r)
para ν = 0, 97 e a1 = 0 (ćırculos), a1 = 0, 6 (quadrados) e a1 = 0, 9 (triângulos). (b)
Densidade de probabilidade p(r), para a1 = 0.6 e ν = 1 (ćırculos), ν = 0, 97 (quadrados)
e ν = 0.93 (triângulos). Em (a) e (b) as curvas foram deslocadas na vertical para melhor
visualização. (c) O expoente η, da relação pc(C) ∼ C−η, em termos do parâmetro ν, para
a1 = 0 (ćırculos), a1 = 0, 6 (quadrados) e a1 = 0, 9 (triângulos). (d) O expoente η em
termos do parâmetro a1, para ν = 1 (triângulos para baixo), ν = 0, 97 (quadrados), ν = 0, 93
(triângulos para cima) e ν = 0, 88 (ćırculos).
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Figura 4.5: Realização t́ıpica do processo definido pelas eqs. (4.8), (4.9) e (4.10) em com-
paração com resultados emṕıricos para a circulação de revistas. Na simulação, usamos 1000
revistas com C0 = 1, Cm = 1 e t = 20 passos depois de descartar os passos iniciais. Fixamos
a0 = 0.03, a1 = 0, 6 e ν = 0, 97. (a) Distribuição acumulada, pc(C), para as 100 maiores
revistas (ćırculos vermelhos). Os dados emṕıricos (ćırculos pretos) referem-se às 100 maiores
revistas nos EUA em 2004 (fig. 4.2a). A linha sólida representa uma lei de potência com
expoente η = 1, 5. (b) Desvio padrão σ (calculado para cada revista) das taxas de cresci-
mento R em função de C i) para as 100 maiores revistas na simulação (ćırculos preenchidos);
e ii) para os dados emṕıricos mostrados na fig. 4.3b (ćırculos). A linha horizontal representa
uma lei de potência com expoente β = 0. Os resultados da simulação em (a) e (b) foram
convenientemente deslocados horizontalmente para melhor comparação. (c) Densidade de
probabilidade p(r) das taxas de crescimento normalizadas r i) para as 100 maiores revis-
tas na simulação (ćırculos fechados); e ii) para os dados emṕıricos mostrados na fig. 4.3a
(ćırculos). A linha reta representa a eq. (4.6).
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de memória no sistema. Este parâmetro regula a intensidade com que a taxa (atual)

de crescimento de uma revista depende da taxa de crescimento anterior. Como vemos

na fig. 4.4a, o parâmetro a1 está intimamente relacionado à forma da distribuição

das taxas de crescimento. A distribuição é Gaussiana se a1 = 0, desviando-se da

Gaussiana à medida que a1 cresce. Em contraste, como observado na fig. 4.4b, a forma

da distribuição das taxas de crescimento não apresenta dependência significativa com

o parâmetro ν, principalmente para ν perto da unidade.

Por sua vez, o parâmetro ν controla o aspecto assimétrico do rúıdo εν(t) (veja eq.

(4.10)). Valores de ν menores que a unidade restringem os grandes valores positivos

das taxas de crescimento, favorecendo os grandes decrécimos. Ambos os parâmetros,

ν e a1, são responsáveis por mudanças no exponente η da ditribuição pc(C). Nas figs.

4.4c e 4.4d vemos o expoente η em termos dos parâmetros ν e a1, respectivamente.

Observe que o expoente η é extremamente senśıvel ao parâmetro ν. Note também que

há uma competição entre ν e a1 para dar um valor espećıfico de η. À medida que ν

se afasta da unidade, a assimetria aumenta e η cresce. Por outro lado, o valor de η

diminui à medida que a1 aumenta.

Na fig. 4.5, comparamos as predições deste processo estocástico para um dado con-

junto de parâmetros com os principais resultados emṕıricos apresentados neste caṕıtulo.

Fixando a1 = 0, 6, escolhemos ν = 0, 97 de tal forma que gere um expoente η ' 1, 5

(figs. 4.4c e 4.4d). Observe a grande sensibilidade do expoente η ao parâmetro ν: no

caso mencionado acima, uma mudança de apenas 0, 03 em ν causa uma mudança de 0, 5

em η. Uma realização t́ıpica deste processo para o conjunto escolhido de parâmetros

pode ser vista na fig. 4.5 em comparação com resultados emṕıricos. Observe que o mo-

delo reproduz satisfatoriamente os principais aspectos do comportamento observado.
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Caṕıtulo 5

Citações de periódicos cient́ıficos

Neste caṕıtulo, investigaremos propriedades estat́ısticas de uma medida das citações

de periódicos cient́ıficos - o fator de impacto[21]. Especificamente, calcularemos i) a

distribuição do fator de impacto; ii) a distribuição de suas taxas anuais de crescimento;

e iii) o desvio padrão das taxas de crescimento em termos do fator de impacto. Além

disso, discutiremos aspectos universais observados na dinâmica desta medida de ativi-

dade de pesquisa. Proporemos também um modelo para a dinâmica de crescimento de

organizações e compararemos suas predições com os principais resultados descritos no

caṕıtulo.

5.1 Introdução

No caṕıtulo 3, vimos que a dinâmica de crescimento do tamanho de universidades é

governada por leis universais. As medidas de tamanho de universidades incluem fundos

de pesquisa, número de patentes e número de artigos publicados anualmente. Neste

caṕıtulo, analisamos outro tipo de atividade de pesquisa - as citações de periódicos ci-

ent́ıficos. Especificamente, investigamos a dinâmica de crescimento do fator de impacto

dos periódicos.

O fator de impacto de periódicos cient́ıficos foi proposto na década de 1950[109, 110].

É definido como a razão entre o número de citações que um periódico recebe no ano

corrente, devido a artigos publicados nos dois anos anteriores, pelo número de artigos

publicados nos dois anos anteriores. Por exemplo, para calcular o fator de impacto de

um periódico relativo ao ano 2006, dividimos as citações que ele recebeu em 2006, devido
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Figura 5.1: (a) Evolução temporal do fator de impacto, F (t), dos periódicos Physical Review
Letters (ćırculos), Europhysics Letters (quadrados) e Physica A (triângulos) num peŕıodo de
13 anos (1992-2004). (b) Evolução temporal das taxas de crescimento R(t) = log[F (t +
1)/F (t)] calculadas para o periódico Physical Review Letters, no peŕıodo 1992-2004. (c) O
mesmo que em (b), mas para o periódico Europhysics Letters. (d) O mesmo que em (b), mas
para o periódico Physica A.
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a artigos publicados em 2004 e 2005, pelo número de artigos publicados em 2004 e 2005.

O fator de impacto é calculado anualmente pelo Institute for Scientific Information

(ISI) e publicado no Journal Citation Report (JCR)[111]. Em anos recentes, esta

medida tem sido amplamente utilizada, por exemplo, na administração de coleções de

periódicos em bibilotecas e até na avaliação acadêmica.

Utilizamos um conjunto de dados que inclui o fator de impacto de mais de 5000

periódicos em vários anos. Incluem também o fator de impacto de 2910 periódicos num

peŕıodo de 13 anos: de 1992 a 2004. Vemos na fig. 5.1 a evolução temporal do fator

de impacto e das taxas de crescimento de três periódicos neste peŕıodo. Segue uma

descrição dos resultados obtidos da análise destes dados.

5.2 Distribuição do fator de impacto

Começamos calculando a distribuição do fator de impacto de 5912 periódicos em

2004. Na fig. 5.2a, vemos p(logF ) em comparação com uma distribuição Gaussiana.

Observe que a distribuição emṕırica p(logF ) se desvia do comportamento Gaussiano

para pequenos e grandes valores do fator de impacto, indicando que p(F ) não pode ser

satisfatoriamente descrita por uma distribuição log-normal. De fato, um estudo prévio

já havia indicado que p(F ) comporta-se como lei de potência para grandes valores de

F [112].

A distribuição p(F ) exibe comportamento do tipo lei de potência para grandes e

pequenos valores de F . Conforme ilustrado na fig. 5.2b,

p(F ) ∼ F−α, (5.1)

com α ' 2, 7 para F grande e α ' −0, 45 para F pequeno. É digo de nota que distri-

buições do tipo lei de potência (assintóticas) têm sido identificadas em diversos tipos

de atividades de pesquisa cient́ıfica, incluindo número de artigos por pesquisador[113],

citações de artigos e periódicos [114-116], número de referências por artigo[115], número

de citações por pesquisador[117], número de artigos por periódico[118] e frequência de

uso de periódicos em bibliotecas[119].

Na fig. 5.2b, vemos também p(F ) em comparação com uma distribuição q-Weibull

(veja apêndice A),

p(F ) = aF r−1
[
1 + (q − 1)

F r

b

]−1/(q−1)

, (5.2)
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Figura 5.2: (a) Densidade de probabilidade p(logF ), calculada para 5912 periódicos em
2004. A linha sólida representa uma distribuição Gaussiana. (b) Densidade de probabilidade
p(F ) para os mesmos dados descritos em (a). Para comparação, mostramos as funções p(F ) ∝
F−2,7 (linha tracejada) e p(F ) ∝ F 0,40 (linha pontilhada). A linha sólida representa a eq.
(5.2), com a = 1, 45, b = 0, 53, r = 1, 45 e q = 1, 46.
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com r = 1, 45 e q = 1, 46. Observe que a eq. (5.2) exibe comportamento assintótico

p(F ) ∼ F 0,45 para pequenos valores de F e p(F ) ∼ F−2,7 para grandes valores de F ,

reproduzindo assim o comportamento descrito na eq. (5.1). Repetimos esta análise

(fig. 5.2) para cada um dos 13 anos considerados (1992-2004) e obtivemos resultados

similares.

5.3 Distribuição das taxas de crescimento

Investigamos também propriedades estat́ısticas das taxas de crescimento

R(t) = log

[
F (t+ 1)

F (t)

]
, (5.3)

com F (t) e F (t + 1) sendo o fator de impacto nos anos t e t + 1, respectivamente.

Calculamos as taxas de crescimento R(t) para cada um dos 2910 periódicos cient́ıficos

num peŕıodo de 13 anos entre 1992 e 2004. Dividimos então os periódicos em quatro

grupos de acordo com seu valor inicial de F e, com base nestes grupos, calculamos a

densidade de probabilidade condicional, p(R|F ), das taxas de crescimento do fator de

impacto.

Na fig. 5.3a, vemos a densidade de probabilidade condicional p(R|F ) calculada

para três grupos de periódicos. Observe que a distribuição exibe um comportamento

aproximadamente exponencial, dado por

p(R|F ) =
1√

2σ(F )
exp

(
−
√

2|R− µ|
σ(F )

)
, (5.4)

sendo µ e σ a média e o desvio padrão de R, respectivamente, calculados para o grupo

em consideração. Observe que a forma da distribuição se mantém para os diferentes

grupos considerados.

Para os mesmos grupos de periódicos, calculamos a distribuição das taxas de cres-

cimento normalizadas

r(t) =
R(t)− µ

σ
. (5.5)

Na fig. 5.3b, vemos a distribuição condicional p(r|F ) em comparação com a função

p(r|F ) =
1√
2

exp(−
√

2|r|). (5.6)
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Figura 5.3: Dinâmica de crescimento das citações de periódicos cient́ıficos: pequenos e
intermediários valores do fator de impacto. (a) Densidade de probabilidade condicional,
p(R|F ), das taxas de crescimento R para três grupos de periódicos: 332 periódicos com
0, 01 < F < 0, 2 (quadrados), 815 com 0, 3 < F < 0, 7 (ćırculos) e 400 com 1, 3 < F < 2
(triângulos para cima). As linhas sólidas são dadas pela eq. (5.4) usando-se valores de µ
e σ calculados diretamente a partir de R em cada grupo. (b) Densidade de probabilidade
condicional, p(r|F ), das taxas de crescimento normalizadas r para os mesmos grupos de
periódicos considerados em (a). Observe que as três curvas são bem descritas pela eq. 5.6.
(c) Desvio padrão σ das taxas de crescimento R (calculado para cada grupo de periódicos)
em função de F (valor médio do valor inicial de F ). A linha sólida representa um ajuste
linear, fornecendo um expoente β ' 0, 22.
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Figura 5.4: Dinâmica de crescimento das citações de periódicos cient́ıficos: os mais citados.
(a) Densidade de probabilidade condicional p(R|F ) para um grupo de 100 periódicos, com
5, 1 < F < 35, 5, no peŕıodo 1992-2004. A linha sólida representa a eq. (5.4), com µ e σ
calculados a partir dos dados. (b) Densidade de probabilidade condicional p(r|F ) calculada
para os mesmos periódicos considerados em (a). A linha sólida representa a eq. (5.6). (c)
Desvio padrão σ (calculado para cada um dos 100 periódicos considerados) das taxas R em
função do fator de impacto inicial F . A linha horizontal indica que σ(F ) ∼ F−β, com β = 0.
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Note que as três curvas são bem descritas pela mesma função, dada pela eq. (5.6).

Na fig. 5.3a, vemos que as flutuações nas taxas de crescimento R diminuem com o

aumento de F . Para investigar a forma desta dependência, calculamos o desvio padrão

σ das taxas R em termos de F . Como vemos na fig. 5.3c,

σ(F ) ∝ F−β, (5.7)

com β ' 0, 22.

Repetimos esta análise para o quarto grupo de periódicos: os mais citados (com

maior valor de F ). No que se refere à distribuição das taxas de crescimento, observamos

na fig. 5.4a que p(R|F ) exibe decaimento exponencial bem aproximado pela eq. (5.4).

De modo similar, a distribuição das taxas de crescimento normalizadas, p(r|F ), se

ajusta à função dada pela eq. (5.6), conforme ilustra a fig. 5.4b. Este comportamento

é basicamente o mesmo observado nos outros três grupos de periódicos com pequenos

e intermediários valores de F .

Por outro lado, observamos um comportamento distinto de σ(F ) para periódicos

com grandes valores de F . Na fig. 5.4c, vemos o desvio padrão σ(F ) calculado para

cada periódico dentro do grupo dos mais citados. Note que

σ(F ) ∼ F−β, (5.8)

com β ' 0 para grandes valores de F , indicando que nesta região não há uma significa-

tiva dependência de σ com F . Este comportamento não é observado na fig. 5.3c talvez

porque o cálculo de σ para grupos de periódicos não seja suficientemente senśıvel para

detectar esta mudança de comportamento.

Na próxima seção consideraremos caracteŕısticas universais na dinâmica do fator

de impacto.

5.4 Caracteŕısticas universais

Os principais resultados obtidos nas seções anteriores foram: i) a distribuição p(F )

exibe comportamento assintótico do tipo lei de potência, com expoente α ' 2, 7; ii) a

distribuição das taxas de crescimento p(R|F ) exibe decaimento exponencial, indepen-

dentemente do valor de F ; iii) o desvio padrão σ(F ) decresce como uma lei de potência,

com expoente β ' 0, 22, passando a exibir β ' 0 para grandes valores de F . Nas tabs.
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5.1 e 5.2 vemos estes resultados em comparação com resultados descritos nos caṕıtulos

3 e 4.

Tabela 5.1 - Dinâmica de crescimento do fator de impacto de periódicos cient́ıficos em

comparação com a dinâmica do tamanho de universidades (caṕıtulo 3).

X p(logX) σ(X) β p(R|X)

Periódicos citações não-Gaussiana ∝ X−β 0, 22 exponencial

Universidades (EUA) fundo R&D Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

Universidades (EUA) artigos Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

Universidades (EUA) patentes Gaussiana ∝ X−β 0, 25 exponencial

Tabela 5.2 - Dinâmica de crescimento do fator de impacto dos periódicos mais citados em

comparação com a dinâmica das revistas mais lidas (caṕıtulo 4) e das firmas que mais vendem

(caṕıtulo 3).

X p(X) α σ(X) β p(R|X)

Periódicos citações ∼ X−α 2, 7 ∼ X−β 0 exponencial

Revistas circulação ∼ X−α 2,5 ∼ X−β 0 exponencial

Firmas vendas ∼ X−α 2, 0 ∼ X−β 0 exponencial

Esses resultados indicam que a dinâmica de crescimento do fator de impacto de

periódicos cient́ıficos exibe padrões similares aos observados nas atividades econômicas

e de pesquisa cient́ıfica consideradas no caṕıtulo 3 (compare as figs. 5.3, 3.1 e 3.2).

Ademais, a dinâmica dos periódicos mais citados comporta-se como a dinâmica das

revistas mais lidas e das firmas que mais vendem.

A seguir, sugeriremos um processo estocástico capaz de reproduzir aspectos do com-

portamento observado na dinâmica de crescimento do fator de impacto: a dependência

de σ com F e a forma da distribuição p(R|F ). Naturalmente, o modelo também po-

deria se aplicar às outras organizações mencionadas nesta seção. Segue uma descrição

do modelo.
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5.5 Modelo estocástico II

Suponha que o fator de impacto F (t) de cada periódico seja dado pelo processo

estocástico multiplicativo e não linear

F (t+ 1)− F (t) = λ(t)[F (t)]k, (5.9)

com k > 0 e F ≥ Fm, sendo Fm uma constante positiva e diferente de zero. Suponha

também que λ(t) seja dado por um processo multiplicativo do tipo

λ(t) = [b0 + b1λ(t− 1)]ε(t), (5.10)

com b0 � 1 e b1 sendo constantes positivas. O termo ε(t) refere-se a um número

aleatório cuja distribuição é gaussiana, com média zero e variância unitária, ε(t) =

N(0, 1). O processo estocástico definido pelas eqs. (5.9) e (5.10) recupera o modelo de

Gibrat (na ausência do corte Fm) quando k = 1 e b1 = 0.

Verificamos que esta generalização do modelo de Gibrat é consistente com a equação

σ(F ) ∼ F−β, com β > 0, indicando que o desvio padrão das taxas de crescimento

são dependentes do tamanho. Verificamos também que o valor médio das taxas de

crescimento exibe um comportamento geral independente do tamanho, flutuando em

torno de zero, principalmente para valores de F distantes da barreira refletora definida

por Fm.

A dinâmica do modelo é controlada basicamente por dois parâmetros: k e b1. O

efeito destes parâmetros nas previsões do modelo estão ilustrados na fig. 5.5, onde

vemos resultados de simulações para diferentes valores de k e b1.

O parâmetro b1 atua de modo análogo ao parâmetro a1 do modelo proposto no

caṕıtulo anterior, proporcionando um efeito de memória. Este parâmetro é o principal

responsável pela forma da distribuição das taxas de crescimento, gerando distribuições

Gaussianas se b1 = 0 e não-Gaussianas se b1 6= 0. Quanto maior o valor de 0 ≤ b1 ≤ 1,

mais a distribuição se desvia da Gaussiana (fig. 5.5a). Por outro lado, a forma da

distribuição das taxas de crescimento é praticamente independente de k (fig. 5.5b).

O parâmetro k reflete o fato de que as taxas de crescimento dependem do tamanho

F . Se k < 1 as flutuações nas taxas de crescimento são amplificadas para F pequeno

e amortecidas para F grande. Por outro lado, se k > 1 as flutuações são amortecidas

para F pequeno e amplificadas para F grande. Deste modo, o parâmetro k governa
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Figura 5.5: Realização t́ıpica do modelo definido pelas eqs. (5.9) e (5.10) para 1000
periódicos, todos com fator de impacto inicial F0 = 1, com F ≥ Fm = 1. Fixamos b0 = 0.01
e variamos os valores de b1 e k. Em cada caso consideramos 100 passos depois de um regime
inicial. (a) Densidade de probabilidade p(r), para k = 1 e b1 = 0 (quadrados), b1 = 0, 6
(ćırculos) e b1 = 0, 9 (triângulos). (b) Densidade de probabilidade das taxas de cresci-
mento normalizadas, p(r), para b1 = 0.6 e k = 1 (ćırculos), k = 0, 8 (quadrados) e k = 0, 5
(triângulos). Em (a) e (b) as curvas foram deslocadas na vertical para melhor visualização.
(c) Desvio padrão das taxas de crescimento, σ(F ), para b1 = 0, 6 e k = 0, 7 (quadrados),
k = 0, 8 (ćırculos) e k = 0, 9 (triângulos). As linhas retas são ajustes lineares representando
leis de potência com expoente β ' 0, 3, β ' 0, 2 e β ' 0, 1, respectivamente. (d) Desvio
padrão das taxas de crescimento, σ(F ), para k = 0, 8 e b1 = 0 (quadrados), b1 = 0, 6 (ćırculos)
e b1 = 0, 8 (triângulos). As linhas retas representam leis de potência com expoente β ' 0, 2.
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Figura 5.6: Realização t́ıpica do processo definido pelas eqs. (5.9) e (5.10) em comparação
com resultados emṕıricos para o fator de impacto. Na simulação, usamos 5912 periódicos
com F0 = 1, 5, Fm = 0, 005 e t = 13 passos depois de descartar os passos iniciais. Fixamos
b0 = 0.01, b1 = 0, 5 e k = 0, 78. (a) Densidade de probabilidade p(F ) para os 5912 periódicos
na simulação (ćırculos preenchidos). A distribuição emṕırica (ćırculos) refere-se ao fator de
impacto de 5912 periódicos no peŕıodo 1992-2004 (fig. 5.2b). Note que este resultado vale
para um certo número de passos do processo. À medida que o número de passos aumenta,
a predição do modelo foge do comportamento observado. (b) Desvio padrão das taxas de
crescimento σ(F ), calculados a partir de 2910 periódicos na simulação (ćırculos preenchidos).
A curva emṕırica (ćırculos) refere-se ao fator de impacto de 2910 periódicos no peŕıodo
1992-2004 (fig. 5.3c). O resultado da simulação em (b) foi convenientemente deslocado
verticalmente para melhor comparação. (c) Densidade de probabilidade condicional, p(r|F ),
para três grupos de periódicos na simulação (os mesmos grupos definidos na fig. 5.3a e 5.3b).
As três curvas são bem descritas pela eq. 5.6.
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a dependência do desvio padrão σ com F (fig. 5.5c). As simulações indicam que

este parâmetro pode ser relacionado com o expoente β (veja eq. (5.8)) pela relação

β ' 1 − k. Por sua vez, o expoente β não apresenta dependência significativa com b1

(fig. 5.5d).

Na fig. 5.6, comparamos uma realização deste processo estocástico para um dado

conjunto de parâmetros com os principais resultados emṕıricos apresentados neste

caṕıtulo. A partir do expoente emṕırico β = 0, 22, podemos escolher k ' 1−β = 0, 78.

Ademais, escolhemos b1 = 0, 5 de tal modo que a distribuição das taxas de crescimento

seja aproximadamente exponencial. Uma realização t́ıpica do processo estocástico para

esta escolha particular de parâmetros pode ser vista na fig. 5.6 em comparação com

resultados emṕıricos. Observe que o modelo reproduz satisfatoriamente os principais

aspectos do comportamento observado.
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Caṕıtulo 6

Atividades religiosas das

Testemunhas de Jeová

Investigaremos aqui propriedades estat́ısticas de atividades religiosas das Testemu-

nhas de Jeová em diferentes páıses[22]. Especificamente, calcularemos i) a distribuição

do número de membros por páıs; ii) a distribuição das taxas anuais de crescimento;

e iii) o desvio padrão das taxas de crescimento em termos do número de membros.

Repetiremos esta análise para três medidas adicionais de atividade religiosa[22]. Por

fim, consideraremos uma posśıvel interpretação dos resultados usando o modelo II,

proposto no caṕıtulo anterior.

6.1 Introdução

Conforme já comentado (no caṕıtulo 3), a dinâmica de crescimento de atividades

econômicas e de atividades de pesquisa cient́ıfica exibem leis emṕıricas surpreendente-

mente similares entre si. Neste caṕıtulo, exploramos a possibilidade de que este com-

portamento universal se estenda a atividades religiosas. Especificamente, analisamos a

dinâmica de crescimento das Testemunhas de Jeová.

As Testemunhas de Jeová são uma religião Cristã mundial composta de mais de

6,7 milhões de membros ativos, organizados em cerca de 100 mil congregações em 236

páıses[120]. Este grupo religioso é conhecido por suas crenças distintivas e pelas suas

atividades de divulgação e ensino [121-124].
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Figura 6.1: (a) Evolução temporal (anual) do número total de membros, T (t), no peŕıodo
1959-2005, nos seguintes páıses: Brasil (linha azul), Austrália (linha vermelha) e Jamaica
(linha preta). (b) O mesmo que em (a) mas para o número total de horas, H(t). (c) O
mesmo que em (a) mas para a média de cursos b́ıblicos dirigidos, E(t). (d) O mesmo que
em (a) mas para a média de pioneiros, P (t).
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Figura 6.2: Evolução temporal das taxas de crescimento R(t) = log[T (t+1)/T (t)] no peŕıodo
1959-2005 para os seguintes páıses: (a) Grã Bretanha (azul) e Ilhas Caimã (vermelho); (b)
Brasil (azul) e Niue (vermelho); (c) Estados Unidos (azul) e Montserrat (vermelho); (d)
Itália (azul) e Ilhas Malvinas (vermelho); (e) Zâmbia (azul) e Gâmbia (vermelho); (f) Japão
(azul) e Névis (vermelho). Observe que as flutuações nas taxas de crescimento são maiores
para páıses pequenos (com poucos membros).
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O trabalho voluntário realizado pelas Testemunhas de Jeová inclui fazer visitas

regulares às pessoas na sua localidade, usualmente de casa em casa e dirigir cursos

b́ıblicos gratuitos com os interessados. Membros que se dedicam mais intensamente a

esta obra de divulgação e ensino (em tempo parcial ou integral) são chamados pioneiros.

Medidas desta atividade religiosa são meticulosamente relatadas ao redor do mundo e

divulgadas (por páıs) em relatórios de serviço anuais[120]. Estas bases de dados têm

sido consideradas fontes confiáveis - mas praticamente inexploradas - de informação

sobre atividades religiosas[125].

De acordo com o relatório mundial de 2006[120], por exemplo, ao todo 6.741.444

membros dedicaram 1.333.966.199 horas ao serviço voluntário de divulgação e ensino,

dirigiram em média 6.286.618 cursos b́ıblicos e, em média, 911.739 atuaram como

pioneiros. A assistência à sua principal reunião anual foi de 16.675.113 de pessoas.

Neste estudo, investigamos propriedades estat́ısticas das seguintes medidas anuais:

i) número total de membros, T ; ii) total de tempo gasto (em horas) na divulgação

e ensino, H; iii) média de cursos ou estudos dirigidos, E; iv) média do número de

pioneiros, P . Os dados analisados referem-se a 140 páıses no peŕıodo de 47 anos, de

1959 a 2005. Vemos na fig. 6.1 a evolução temporal de T , H, E e P para três páıses no

peŕıodo considerado. Por sua vez, a fig. 6.2 mostra a evolução temporal das taxas de

crescimento do número total de membros para alguns páıses selecionados no peŕıodo

1959-2005. No que segue, passamos a descrever os resultados obtidos.

6.2 Distribuição do número de membros e de suas

taxas de crescimento

Começamos calculando a distribuição do logaritmo do número de membros T , para

207 páıses em 2005. Na fig. 6.3a, vemos que p(log T ) é consistente com uma distribuição

Gaussiana,

p(log T ) =
1√

2πσ2
exp

[
−(log T − µ)2

2σ2

]
, (6.1)

sendo µ e σ a média e o desvio padrão de log T , implicando que p(T ) é aproximada-

mente log-normal. De modo similar, a distribuição p(log T ) calculada para outros anos

também exibe comportamento Gaussiano.

No que se refere à dinâmica de crescimento do número de membros das Testemunhas
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Figura 6.3: Dinâmica de crescimento do número de membros. (a) Densidade de probabi-
lidade p(log T ), sendo T o número de membros, para 207 páıses em 2005. A linha sólida
representa uma distribuição Gaussiana, indicando que p(T ) é aproximadamente log-normal.
(b) Densidade de probabilidade condicional, p(R|T ), calculada para três grupos de páıses:
6 < 〈T 〉 < 105 (triângulos para cima), 105 < 〈T 〉 < 425 (ćırculos) and 980 < 〈T 〉 < 2160
(quadrados). As linhas sólidas são dadas pela eq. 6.3, com µ e σ calculados diretamente a
partir dos dados. (c) Densidade de probabilidade condicional, p(r|T ), para os três grupos de
páıses considerados em (b). Observe que as três curvas são bem descritas pela eq. 6.5. (c)
Desvio padrão σ(T ) calculados para nove grupos de páıses. A linha sólida representa a eq.
6.8 com expoente β = 0, 16.
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de Jeová, calculamos a densidade de probabilidade condicional, p(R|T ), das taxas de

crescimento

R(t) = log

[
T (t+ 1)

T (t)

]
. (6.2)

Para isso, consideramos três grupos de páıses selecionados de acordo com o valor médio

de T no peŕıodo 1959-2005. Na fig. 6.3b, vemos que as curvas emṕıricas p(R|T )

apresentam decaimento exponencial, sendo bem ajustadas pela distribuição

p(R|T ) =
1√

2σ(T )
exp

(
−
√

2|R− µ|
σ(T )

)
, (6.3)

sendo µ e σ a média e o desvio padrão de R, respectivamente, dentro do grupo de páıses

em questão. Note que a forma da distribuição se mantém praticamente inalterada.

Entretanto, a distribuição apresenta diferentes larguras (desvio padrão) para cada um

dos grupos de páıses.

A fig. 6.3c mostra a distribuição p(r|T ), das taxas de crescimento normalizadas

r(t) =
R(t)− µ

σ
, (6.4)

calculadas para os mesmos grupos de páıses considerados, em comparação com a

equação

p(r|T ) =
1√
2

exp(−
√

2|r|). (6.5)

Observe que as distribuições emṕıricas, calculadas para grupos distintos de páıses, são

bem descritas por uma só curva.

Calculamos também o desvio padrão σ das taxas de crescimento R em termos de

T . Conforme ilustra a fig. 6.3d, σ decresce com T seguindo uma lei de potência,

σ(T ) ∝ T−β, (6.6)

com β ' 0, 16.

Na fig. 6.3a, vimos que p(log T ) segue aproximadamente uma distribuição Gaus-

siana indicando que p(T ) é log-normal. Entretanto, observe que a distribuição parece

se desviar deste comportamento para grandes valores de T . Para investigar mais de-

talhadamente o comportamento assintótico da distribuição do número de membros,

calculamos a distribuição acumulada pc(T ) para os páıses com maior número de mem-

bros em 2005. A fig. 6.4a sugere que pc(T ) exibe comportamento assintótico do tipo
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Figura 6.4: Dinâmica de crescimento do número de membros: páıses com muitos membros.
(a) Distribuição acumulada, pc(T ), para os 10 páıses com maior número de membros em
2005. A linha reta representa uma lei de potência, com expoente η = 1, 0, indicando que
p(T ) ∼ T−α, com α ' 2, 0. (b) Densidade de probabilidade condicional, p(R|T ), para páıses
com 76.638 < 〈T 〉 < 655.607 no peŕıodo 1959-2005. A linha sólida representa a eq. (6.3), com
µ e σ calculados diretamente a partir dos dados. (c) Densidade de probabilidade condicional,
p(r|T ), para os mesmos dados considerados em (b). A linha sólida representa a eq. (6.5).
(d) Desvio padrão σ(T ) calculado para os 27 páıses com maior valor médio de T no peŕıodo
considerado. A linha horizontal representa a função σ(T ) ∼ T−β, com β = 0.
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lei de potência,

pc(T ) ∼ T−η, (6.7)

com η ' 1, 0. Isso indica que p(T ) ∼ T−α, com α ' 2, 0.

A seguir, investigamos a densidade de probabilidade condicional, p(R|T ), para um

quarto grupo de páıses: os páıses com maior valor médio de membros no peŕıodo 1959-

2005. Assim como se dá com os demais grupos de páıses, p(R|T ) exibe um decaimento

exponencial, bem descrito pela eq. (6.3), conforme vemos na fig. 6.4b. A distribuição

p(r|T ), para o mesmo grupo considerado, pode ser vista na fig. 6.4c, em comparação

com a eq. (6.5).

Calculamos também σ(T ) para páıses com grandes valores de T . A fig. 6.4d sugere

que σ(T )

σ(T ) ∼ T−β, (6.8)

com β ' 0 para grandes valores de T , indicando que nesta região σ não apresenta

dependência significativa com T .

6.3 Tempo gasto, cursos dirigidos e pioneiros

Para testar se os resultados descritos na seção anterior valem para outras medidas

de atividade religiosa, repetimos o mesmo tipo de análise para as demais variáveis

consideradas. Verificamos que o análogo da fig. 6.3 vale para cada uma destas medidas.

Especificamente, i) as distribuições p(logH), p(logE) e p(logP ) seguem aproxima-

damente um comportamento Gaussiano, indicando que as respectivas distribuições de

tamanho apresentam comportamento log-normal; ii) as distribuições p(R|H), p(R|E)

e p(R|P ) exibem decaimento exponencial, com larguras distintas, bem descritas por

equações análogas à eq. (6.3); iii) as distribuições p(r|H), p(r|E) e p(r|P ) são bem

descritas por uma só curva, conforme ilustram as figs. 6.5a, 6.5b e 6.5c; e iv) o desvio

padrão σ das taxas de crescimento R decresce como uma lei de potência com o tama-

nho: σ(H) ∝ H−β com β ' 0, 16; σ(E) ∝ E−β, com β ' 0, 13; e σ(P ) ∝ P−β, com

β ' 0, 10 (veja 6.5d).

Verificamos também que o análogo da fig. 6.4 vale para horas, cursos e pioneiros.

Especificamente, i) as distribuições acumuladas pc(H), pc(E) e pc(P ) exibem compor-

tamento assintótico do tipo lei de potência, com expoentes η ' 1; ii) as distribuições

p(r|H), p(r|E) e p(r|P ) são bem ajustadas pela mesma curva, conforme mostra a fig.
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Figura 6.5: Dinâmica de crescimento do número de horas, cursos e pioneiros. (a) Distri-
buição condicional das taxas de crescimento do número de horas, p(r|H), para os seguintes
grupos de páıses: 2, 30 105 < 〈H〉 < 3, 66 105 (ćırculos); 3, 87 104 < 〈H〉 < 7, 78 104 (qua-
drados); e 5, 70 103 < 〈H〉 < 2, 27 104 (triângulos). (b) Distribuição condicional das taxas
de crescimento do número de cursos, p(r|E), para: 1, 01 103 < 〈E〉 < 1, 81 103 (ćırculos);
185 < 〈E〉 < 379 (quadrados); e 25 < 〈E〉 < 121 (triângulos). (c) Distribuição condicional
das taxas de crescimento do número de pioneiros, p(r|P ), para: 114 < 〈P 〉 < 174 (ćırculos);
25 < 〈P 〉 < 56 (quadrados); e 3 < 〈P 〉 < 21 (triângulos). (d) Desvio padrão σ(H) (quadra-
dos), σ(E) (triângulos) e σ(P ) (ćırculos). As linhas sólidas representam leis de potência com
expoentes β ' 0, 16 para horas, β ' 0, 13 para cursos e β ' 0, 10 para pioneiros. A curva
relacionada aos pioneiros foi deslocada verticalmente para melhor visualização.
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Figura 6.6: Dinâmica de crescimento do número de horas, estudos e pioneiros: páıses com
grande atividade. (a) Densidade de probabilidade condicional, p(r|H) (quadrados), para
1, 06 106 < 〈H〉 < 1, 16 108; p(r|E) (ćırculos), para 5, 02 103 < 〈E〉 < 3, 77 105; e p(r|P )
(triângulos), para 7, 39 102 < 〈P 〉 < 6, 19 104. A linha sólida representa a eq. (6.5). (b)
Desvio padrão σ(H) calculado para cada um dos páıses dentro do grupo considerado em
(a). A linha horizontal representa a função σ(H) ∼ H−β , com β = 0. (c) O análogo dos
resultados mostrados em (b), mas para σ(E). (d) O análogo dos resultados mostrados em
(b), mas para σ(P ).
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6.6a; iii) o desvio padrão σ das taxas de crescimento R não apresenta uma dependência

significativa com H, E e P nesta região, fornecendo β ' 0 (veja 6.6d). Estes resul-

tados indicam que as mesmas leis gerais valem para diferentes medidas de atividades

religiosas das Testemunhas de Jeová.

6.4 Aspectos universais

Os principais resultados descritos neste caṕıtulo foram: i) a distribuição p(log T )

é aproximadamente Gaussiana, indicando que a distribuição do número de membros

p(T ) é bem ajustada por uma log-normal; ii) a distribuição das taxas de crescimento

p(R|T ) exibe decaimento exponencial, independentemente do valor de T ; iii) o desvio

padrão σ(T ) decresce como uma lei de potência, com expoente β ' 0, 16; e iv) os

resultados i, ii e iii valem para três outras medidas de atividade religiosa: tempo gasto

(β ' 0, 16), cursos dirigidos (β ' 0, 13) e número de pioneiros (β ' 0, 10). Estes

resultados são resumidos na tab. 6.1.

Tabela 6.1 - Leis emṕıricas na dinâmica de crescimento de atividades religiosas das Teste-

munhas de Jeová.

X p(logX) σ(X) β p(R|X)

Testemunhas de Jeová membros Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

horas Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

cursos Gaussiana ∝ X−β 0, 13 exponencial

pioneiros Gaussiana ∝ X−β 0, 10 exponencial

Na tab. 6.2, comparamos a dinâmica de atividades religiosas sem fins lucrativos

com a dinâmica de atividades econômicas. Observe que as mesmas leis gerais valem

para estes diferentes aspectos da atividade humana. Note também que a similaridade

entre atividades religiosas e econômicas é quantitativa, incluindo o valor do expoente

β.
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Tabela 6.2 - Comparação entre a dinâmica de crescimento de atividades religiosas vo-

luntárias e de atividades econômicas (caṕıtulo 3).

X p(logX) σ(X) β p(R|X)

Religião membros Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

Religião horas Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

Páıses PIB Gaussiana ∝ X−β 0, 15 exponencial

Firmas vendas Gaussiana ∝ X−β 0, 15 exponencial

Firmas funcionários Gaussiana ∝ X−β 0, 16 exponencial

No que se refere ao grupo dos páıses com maior número de membros, verificamos

que: i) a distribuição p(T ) apresenta comportamento assintótico do tipo lei de potência,

com expoente α ' 2, 0; ii) a distribuição das taxas de crescimento p(R|F ) continua

exibindo decaimento exponencial; e iii) o desvio padrão σ(F ) exibe um expoente β ' 0.

Estes resultados são resumidos na tab. 6.3, em comparação com resultados análogos

observados na circulação de revistas, citações de periódicos e tamanho de firmas. Mais

uma vez, observe as similaridades quantitativas entre atividades religiosas e econômicas.

Tabela 6.3 - Dinâmica de crescimento dos páıses com maior número de membros, dos

periódicos mais citados (caṕıtulo 5), das revistas mais lidas (caṕıtulo 4) e das firmas que

mais vendem (caṕıtulo 3).

X p(X) α σ(X) β p(R|X)

Religião membros ∼ X−α 2, 0 ∼ X−β 0 exponencial

Periódicos citações ∼ X−α 2, 7 ∼ X−β 0 exponencial

Revistas circulação ∼ X−α 2,5 ∼ X−β 0 exponencial

Firmas vendas ∼ X−α 2, 0 ∼ X−β 0 exponencial

No que segue, compararemos alguns resultados apresentados neste caṕıtulo com as

predições do modelo II, proposto no caṕıtulo anterior.
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6.5 Comparação com o modelo estocástico II

Suponha que o número total de membros das Testemunhas de Jeová num dado

páıs, T (t), seja dado pelo processo estocástico descrito no caṕıtulo anterior (modelo

II). Neste caso,

T (t+ 1)− T (t) = λ(t)[T (t)]k, (6.9)

com k > 0 e T ≥ Tm, sendo Tm o número mı́nimo de membros num dado páıs. Por

sua vez, o rúıdo λ(t) é dado pela equação

λ(t) = [c0 + c1λ(t− 1)]ε(t), (6.10)

com c0 � 1 e c1 sendo constantes positivas. O número aleatório ε(t) segue uma

distribuição Gaussiana com média zero e variância unitária.

A seguir, comparamos a evolução temporal das taxas de crescimento geradas pelo

processo estocástico definido nas eqs. (6.9) e (6.10), para um conjunto particular de

parâmetros, com a evolução das taxas de crescimento emṕıricas de alguns páıses seleci-

onados. Na fig. 6.7, vemos que as predições do modelo seguem um padrão parecido com

o comportamento emṕırico observado. Observe que, em ambos os casos as flutuações

nas taxas de crescimento são menores para páıses com maior número de membros.

Além disso, repetimos o mesmo tipo de análise empregada nas figs. 6.3b, 6.3c e

6.3d, para o estudo das taxas de crescimento geradas pelo modelo. Especificamente,

calculamos as distribuições p(R|T ) para três grupos distintos de páıses, selecionados de

acordo com seu número médio de membros no peŕıodo da simulação. Verificamos que

p(R|T ) apresenta decaimento exponencial, bem aproximado pela eq. (6.3), conforme

ilustra a fig. 6.8a. Além disso, para estes mesmos grupos de páıses, calculamos a

distribuição das taxas de crescimento normalizadas, p(r|T ). Na fig. 6.8b vemos que

as distribuições podem ser bem descritas por uma só curva, dada pela eq. (6.5). Por

fim, dividimos os páıses considerados na simulação em oito grupos e calculamos o

desvio padrão σ dentro de cada grupo em termos de T (fig. 6.8c). Verificamos que

σ(T ) ∝ T−β, com β ' 0, 16. Portanto, vemos que o modelo reproduz satisfatoriamente

os principais aspectos do comportamento observado.
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Figura 6.7: Evolução temporal das taxas de crescimento emṕıricas em comparação com
as preditas pelo modelo II. Taxas de crescimento emṕıricas R(t) = log[T (t + 1)/T (t)], no
peŕıodo 1959-2005, para: (a) Estados Unidos (ćırculos) e Montserrat (quadrados); (b) Brasil
(ćırculos) e Gâmbia (quadrados). (c) e (d) Taxas de crescimento t́ıpicas geradas pelo processo
definido nas eqs. (6.9) e (6.10), com c0 = 0, 18, c1 = 0, 50 and k = 0, 85. Definimos o número
mı́nimo de membros num páıs como sendo Tm = 1 e utilizamos o número emṕırico de membros
no ano 1959 com sendo o número inicial de membros na simulação. Cada passo de tempo do
modelo corresponde a um ano.
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Figura 6.8: Simulação da dinâmica de crescimento do número de membros. Realização t́ıpica
do processo estocástico definido pelas eqs. (6.9) and (6.10). Na simulação, consideramos
140 páıses com número inicial de membros obtidos a partir dos dados emṕıricos (relativos
ao ano 1959) e os mesmos parâmetros utilizados na simulação da fig. 6.7. (a) Densidade
de probabilidade condicional, p(R|T ), calculada para três grupos de páıses: com pequeno
(quadrados), médio (ćırculos) e grande (triângulos) número de membros. As linhas sólidas
são dadas pela eq. 6.3, com µ e σ calculados diretamente a partir dos dados. (c) Densidade
de probabilidade condicional, p(r|T ), para os três grupos de páıses considerados em (b), em
comparação com a eq. 6.5 (linha sólida). (c) Desvio padrão σ(T ) calculados para oito grupos
de páıses. A linha sólida representa a eq. 6.8 com expoente β = 0, 16.
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Caṕıtulo 7

Sinal geomagnético: o ı́ndice Dst

Investigaremos aqui a dinâmica de um sinal que mede a intensidade do campo

magnético da Terra na região do equador - o ı́ndice Dst[23]. Especificamente, i) calcu-

laremos a distribuição das flutuações no sinal em diferentes escalas de tempo; ii) ana-

lisaremos as correlações temporais utilizando o método detrended fluctuations analysis

(DFA); iii) investigaremos propriedades multifractais do sinal utilizando o método mul-

tifractal detrended fluctuations analysis (mf-DFA). Ademais, compararemos a dinâmica

deste sinal geomagnético com a dinâmica de um sinal fisiológico.

7.1 Introdução

O ambiente que cerca a Terra, constitúıdo de part́ıculas e campos controlados pelo

campo magnético terrestre (a magnetosfera), não é estático e isolado no espaço. A

magnetosfera se encontra imersa em uma região de plasma que flui constantemente do

Sol, chamada de vento solar. Eventos eruptivos solares liberam grande quantidade de

energia e part́ıculas para o espaço. Neste respeito, a magnetosfera é essencial para a

vida na Terra, atuando como uma barreira protetora. Entretanto, ao interagir com

a magnetosfera, o vento solar provoca efeitos tais como a penetração de part́ıculas,

indução de correntes e alterações do campo magnético terrestre.

As tempestades geomagnéticas são um dos efeitos mais marcantes da interação

vento solar-magnetosfera. Elas relacionam-se com a formação de correntes na magne-

tosfera. Em particular, a chamada corrente anelar (ou corrente de anel) produz um

campo magnético de direção oposta ao campo magnético intŕınseco da Terra na região
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Figura 7.1: (a) Evolução temporal do ı́ndice Dst no peŕıodo 1991-2003, sendo D(t) o valor
do ı́ndice no tempo t (em horas); (b) Incrementos consecutivos, Z1(t) = D(t + 1) − D(t),
obtidos da série em (a); (c) Evolução temporal do ı́ndice Dst num peŕıodo de 200 horas; (d)
Incrementos consecutivos obtidos da série em (c).
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do equador e, conseqüentemente, um decrécimo na componente horizontal do campo

magnético da Terra. Este decrécimo, usualmente com duração de algumas horas, ca-

racteriza a fase principal de uma tempestade geomagnética. Intensas tempestades

geomagnéticas podem afetar sistemas tecnológicos tais como redes elétricas, oleodu-

tos, transmissão de ondas de rádio de alta freqüência, sistemas de navegação, entre

outros[126, 127]. Há evidências de que tempestades geomagnéticas também afetam

sistemas biológicos, inclusive o sistema cardio-vascular humano[128, 129].

Variações da corrente anelar equatorial são monitoradas pelo ı́ndice Dst (Distur-

bance storm time), proposto no fim dos anos 1960s. O ı́ndice Dst é definido como o

campo perturbado axialmente simétrico no equador do dipolo na superf́ıcie da Terra [130-

132]. Expresso em nanoteslas, o Dst baseia-se no valor médio da componente horizontal

do campo magnético da Terra medido de hora em hora em quatro observatórios geo-

magnéticos estrategicamente localizados. Este ı́ndice reflete variações na intensidade

da parte simétrica da corrente anelar que circunda a Terra em altitudes no intervalo de

3-8 raios terrestres. O Dst é considerado uma estimativa global razoável de variações

na componente horizontal do campo magnético perto do equador.

Nesse caṕıtulo, analisamos propriedades estat́ısticas do ı́ndice Dst no peŕıodo de

1991 a 2003[133]. Estes dados estão ilustrados na fig. 7.1, onde vemos a série temporal

do ı́ndice Dst e de seus incrementos consecutivos.

7.2 Distribuição das flutuações no ı́ndice Dst

Iniciamos investigando as flutuações no ı́ndice Dst em diferentes escalas de tempo.

Para isso, definimos os incrementos

Zn(t) = D(t+ n)−D(t), (7.1)

sendo n a escala de tempo (em horas) e D(t) o valor do ı́ndice Dst no tempo t. Para

melhor comparação entre as distribuições dos incrementos Zn, para diferentes valores

de n, usamos a variável normalizada

zn(t) =
Zn(t)

σ
, (7.2)

sendo σ o desvio padrão de Zn.
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Figura 7.2: Distribuição das flutuações no ı́ndice Dst. (a) Densidade de probabilidade p(z1)
calculada no peŕıodo 1991-2003. A linha sólida representa a distribuição de Lévy, dada pela
eq. (7.3), com ψ = 1, 7. A linha tracejada representa a eq. (7.3), com ψ = 2, 0 (Gaussiana).
(b) Densidade de probabilidade p(zn) para diferentes escalas de tempo: n = 36 (quadrados),
n = 120 (losangos), n = 360 (ćırculos), n = 720 (triângulos para cima) e n = 1080 (triângulos
para baixo). A linha sólida representa uma distribuição de Lévy, com ψ = 1, 7. (c) Densidade
de probabilidade p(zn), para n = 96 (quadrados), n = 360 (ćırculos), n = 720 (triângulos
para cima) e n = 1080 (triângulos para baixo). As linhas sólidas referem-se à distribuição q-
Gaussiana, dada pela eq. (7.4), com q = 1, 5. As curvas foram deslocadas verticalmente para
melhor visualização. (d) As mesmas distribuições mostradas em (c), sem o deslocamento
vertical, em comparação com a distribuição q-Gaussiana com q = 1, 5.
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Na fig. 7.2a, vemos a distribuição p(z1), calculada para o inteiro peŕıodo 1991-2003,

em comparação com uma distribuição simétrica de Lévy,

L(z) =
1

π

∫ ∞

0
exp(−ρkψ) cos(kz)dk, (7.3)

com ρ > 0 (veja o apêndice A). Observe que a parte central de p(z1) pode ser apro-

ximada por uma distribuição de Lévy, com ψ = 1, 7. Entretanto, p(z1) desvia-se da

distribuição de Lévy para grandes valores de z1. Ademais, calculamos a distribuição

p(zn) para diferentes valores de n. Como pode ser visto na fig. 7.2b, a forma da distri-

buição se mantém praticamente inalterada para diferentes escalas de tempo, indicando

a presença de invariância de escala na distribuição das flutuações na série Dst.

Comparamos também as distribuições emṕıricas das flutuações no ı́ndice Dst, para

diferentes escalas de tempo, com a distribuição q-Gaussiana normalizada (veja o apêndice

A),

p(z) = a

[
1 + (q − 1)

z2

b

]−1/(q−1)

(7.4)

com b = 5 − 3q e q = 1, 5. Nas figs. 7.2c e 7.2d, vemos que a q-Gaussiana fornece

uma boa descrição das principais caracteŕısticas da distribuição emṕırica, incluindo

o comportamento da parte central e o comporamento das caudas. Note que p(z) ∼
z−2/(q−1) = z−4 para grandes valores de z, indicando que a distribuição das flutuações

no ı́ndice Dst exibem decaimento do tipo lei de potência nas caudas, com expoente

' 4.

7.3 Correlações de longo alcance

A seguir, investigamos a presença de correlações de longo alcance na série D(t) e

na série dos seus incrementos consecutivos Z1(t). Em particular, a série Z1(t) pode

ser decomposta em duas sub-séries: a série das magnitudes e a série dos sinais. Mais

especificamente,

Z1(t) = |Z1(t)| sign[Z1(t)], (7.5)
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Figura 7.3: (a) Evolução temporal do ı́ndice Dst, D(t), para o ano 2003. (b) Série dos
incrementos consecutivos, Z1(t), obtida a partir da série em (a). (c) Série das magnitudes
dos incrementos, |Z1(t)|, obtida de (b). (d) Série dos sinais, sign[Z1(t)], para os 50 primeiros
elementos em (b). A função sinal assume os valores −1, 0 e 1 se o incremento for negativo,
nulo ou positivo, respectivamente.
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sendo |Z1(t)| o valor absoluto do incremento e

sign[Z1(t)] =


1, Z1(t) > 0

0, Z1(t) = 0

−1, Z1(t) < 0

. (7.6)

Na fig. 7.3, vemos as séries D(t), Z1(t), |Z1(t)| e sign[Z1(t)] para o ano 2003.

Aplicamos o método DFA[28, 29], descrito no caṕıtulo 2, para investigar a presença

de correlações temporais nas séries ilustradas nas figs. 7.3a, 7.3c e 7.3d. Em cada caso,

calculamos a função de flutuação F (s), obtida a partir da versão integrada da série em

questão. Vemos na fig. 7.4 que F (s) cresce com a escala de tempo s como uma lei de

potência,

F (s) ∼ sh+1, (7.7)

com expoentes h ' 1.0 para a série do ı́ndice Dst (fig. 7.4a), h ' 0, 8 para a série das

magnitudes (fig. 7.4b) e h ' 0, 4 para a série dos sinais (fig. 7.4c). Estes expoentes fo-

ram obtidos no intervalo 6 ≤ s ≤ 1080 horas. Nestas figuras, também podem ser vistas

as funções F (s) calculadas para versões embaralhadas das séries consideradas. Como

esperado, nestes casos h ' 0, 5 indicando ausência de correlações de longo alcance.

Resultados análogos aos ilustrados na fig. 7.4 valem para cada um dos anos no

peŕıodo considerado (1991-2003). A evolução temporal dos expoentes h neste peŕıodo

pode ser vista na fig. 7.4d. Observe que 〈h〉 ' 1, 0 para a série Dst, 〈h〉 ' 0, 75 para a

série das magnitudes e 〈h〉 ' 0, 4 para a série dos sinais.

No caso da série D(t), investigamos também o comportamento de F (s) no intervalo

6 ≤ s ≤ 96. Nesta região, h ' 1, 3, em contraste com o valor h ' 1, 0 obtido no

intervalo 6 ≤ s ≤ 1080. O expoente h > 1 válido para pequenas escalas de tempo

é consistente com resultados descritos na ref. [134], que sugerem que a dinâmica do

ı́ndice Dst segue aproximadamente um rúıdo Browniano (h ' 1, 5). Entretanto, deve-se

ressaltar que os resultados apresentados nas figs. 7.4a e 7.4d sugerem que a dinâmica

do ı́ndice Dst segue aproximadamente um rúıdo 1/f no intervalo considerado.

Os resultados ilustrados na fig. 7.4 indicam a presença de correlações de longo

alcance na dinâmica do ı́ndice Dst. Especificamente, o resultado h ' 1, 0 para a série

D(t) corresponde a um expoente h ' 0 para a série Z1(t). Isso indica que a série dos

incrementos consecutivos é fortemente anti-correlacionada (anti-persistente). Ademais,

a série das magnitudes exibe h > 0, 5, indicando comportamento persistente, enquanto

que a série dos sinais exibe h < 0, 5, indicando anti-persistência. Estes resultados
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Figura 7.4: Correlações de longo alcance no ı́ndice Dst. F (s) refere-se à função de flutuação
obtida pelo uso do método DFA de ordem 2 nas respectivas séries integradas. (a) F (s) para
a série D(t) em 2003 (ćırculos) e para sua versão embaralhada (quadrados). As linhas sólidas
representam leis de potência, dadas pela eq. (7.7), com h = 1, 0 para a série original e h = 0, 5
para sua versão embaralhada. (b) O análogo de (a) para a série das magnitudes |Z1(t)| em
2003, sendo h = 0, 8 para a série original (ćırculos) e h = 0, 5 para a sua versão embaralhada
(quadrados). (c) O análogo de (a) para a série dos sinais sign[Z1(t)] em 2003, sendo h = 0, 4
para a série original (ćırculos) e h = 0, 5 para a sua versão embaralhada (quadrados). Em
(a), (b) e (c) as curvas F (s) para as versões embaralhadas foram verticalmente deslocadas
para melhor visualização. (d) Evolução temporal (anual) dos expoentes h para a série D(t)
(ćırculos), |Z1(t)| (quadrados) e sign[Z1(t)] (triângulos), calculados no peŕıodo 1991-2003.
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sugerem que grandes e positivos incrementos no ı́ndice Dst são mais provavelmente

seguidos por grandes e negativos incrementos. De maneira similar, pequenos e negativos

incrementos são mais provavelmente seguidos por pequenos e positivos incrementos e

assim por diante.

7.4 Multifractalidade

Investigamos também a presença de multifractalidade na série D(t) utilizando o

método mf-DFA[30], descrito no caṕıtulo 2. Especificamente, calculamos a função de

flutuação generalizada Fm(s) para escalas de tempo no intervalo 15 ≤ n ≤ 1080 e para

valores de m no intervalo −5 ≤ m ≤ 5. Em analogia com a eq. 7.7, verificamos que

Fm(s) ∼ sh(m)+1. (7.8)

Na fig. 7.5a, vemos Fm(s) para valores particulares de m, calculados para a série D(t)

do ano 2003. Na fig. 7.5b, vemos o espectro multifractal τ(m) = mh(m)−1, calculado

para a série D(t) em 2003. Observe que τ(m) é claramente uma função não linear de

m, indicando comportamento multifractal. Por outro lado, τ(m) é praticamente linear

para uma versão embaralhada da série original. Isso indica que o comportamento

multifractal da série Dst origina-se basicamente de suas propriedades de correlação, e

não da forma da distribuição.

Verificamos que o análogo das figs. 7.5a e 7.5b vale para cada um dos anos no

peŕıodo 1991-2003. Para visualizarmos o grau de multifractalidade no ı́ndice Dst em

cada um destes anos, definimos a função Θ = H</H>, sendo H< a inclinação da função

τ(m) para m < 0 e H> sendo a inclinação da função τ(m) para m > 0. Por definição,

sinais monofractais são caracterizados por Θ = 1. Na fig. 7.5c, vemos a função Θ(t),

no peŕıodo 1991-2003. Observe que Θ(t) > 1 indicando que τ(m) é não linear em todos

os anos do peŕıodo considerado.

Ademais, investigamos propriedades multifractais da série D(t) em peŕıodos de

baixa e alta atividade geomagnética. Para isso, selecionamos o peŕıodo de dois meses

com menor valor médio de D(t) (o mais calmo) e o peŕıodo de dois meses com maior

valor médio de D(t) (o mais agitado) entre os anos 1991 e 2003. Calculamos a função

de flutuação generalizada Fm(s) para escalas de tempo no intervalo 15 ≤ s ≤ 96 e para

−5 ≤ m ≤ 5. Na fig. 7.5d, vemos os expoentes τ(m) para ambos os peŕıodos. Observe
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Figura 7.5: Multifractalidade no ı́ndice Dst. (a) Função de flutuação generalizada, Fm(s),
obtida via método mf-DfA de segunda ordem, para a série D(t) em 2003. As linhas sólidas
representam leis de potência, dadas pela eq. (7.8), com h(−5) = 1, 4 (quadrados), h(0, 5) =
1, 2 (ćırculos) e h(5) = 0, 7 (triângulos). Os expoentes referem-se ao intervalo 15 ≤ s ≤ 1080.
(b) Espectro multifractal τ(m) = mh(m)− 1 para a série D(t) em 2003 (ćırculos fechados)
e para sua versão embaralhada (ćırculos abertos). Observe o comportamento fortemente não
linear de τ(m) para a série original em contraste com o comportamento quase linear de τ(m)
para sua versão embaralhada. (c) Função Θ(t) calculada no peŕıodo 1991-2003. Note que
Θ(t) > 1 indicando que τ(m) é não linear em todos os anos do peŕıodo considerado. Em
particular, 〈Θ〉 ' 1, 7. (d) Espectro multifractal τ(m) calculado para o peŕıodo de dois meses
mais calmo (ćırculos) e o peŕıodo de dois meses mais agitado (quadrados) entre 1991 e 2003.
Em ambos os casos o comportamento de τ(m) é fortemente não linear.
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que τ(m) exibe praticamente o mesmo comportamento em ambos os casos, indicando

que a série continua sendo multifractal mesmo em situações de baixa e alta atividade

geomagnética.

Esses resultados são consistentes com evidências que indicam a presença de multi-

fractalidade em outros sinais tipos de sinais geomagnéticos[135, 69].

7.5 Caracteŕısticas universais

Dentre os resultados obtidos da análise da dinâmica do ı́ndice Dst, temos que: i) a

distribuição dos incrementos consecutivos z1 pode ser aproximada por uma distribuição

de Lévy, com ψ ' 1, 7, para pequenos valores de z1; ii) a distribuição dos incrementos

p(zn) exibe invariância de escala, preservando a mesma forma funcional para diferentes

valores de n; iii) as correlações temporais são descritas por expoentes h ' 1, 0 para o

ı́ndice Dst, h ' 0, 75 para a série das magnitudes e h ' 0, 4 para a série dos sinais;

iv) o ı́ndice Dst exibe espectro multifractal τ(m) não linear, indicando a presença de

multifractalidade; v) peŕıodos de baixa e alta atividade geomagnética exibem proprie-

dades multifractais similares; vi) as correlações de longo alcance e a multifractalidade

são estáveis durante o peŕıodo considerado.

Para comparação, considere os seguintes resultados análogos observados na dinâmica

dos intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos: i) a distribuição dos incrementos

consecutivos pode ser aproximada por uma distribuição de Lévy, com ψ ' 1, 7[91];

ii) a distribuição dos incrementos exibe invariância de escala, preservando a mesma

forma funcional para diferentes escalas de tempo[95, 96]; iii) as correlações temporais

são descritas por expoentes h ' 1, 0 para os intervalos de tempo entre batimentos,

h ' 0, 75 para a série das magnitudes e h ' 0, 4 para a série dos sinais[92]; iv) a

série dos intervalos de tempo entre batimentos exibe um espectro multifractal τ(m)

não linear, indicando a presença de multifractalidade[93]; v) situações de repouso e

atividade f́ısica exibem propriedades multifractais similares[94]; vi) as correlações de

longo alcance e a multifractalidade são estáveis para diferentes indiv́ıduos.

Alguns resultados relacionados aos sinais em consideração são resumidos na tab.

7.1. Observe que a dinâmica do ı́ndice Dst exibe padrões surpreendentemente similares

aos observados na dinâmica dos batimentos card́ıacos.
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Tabela 7.1 - Dinâmica do ı́ndice Dst em comparação com a dinâmica dos intervalos de

tempo entre batimentos card́ıacos de pessoas saudáveis.

p(z) ψ F (n) horig hmag hsin τ(m)

ı́ndice Dst Lévy 1, 7 ∼ nh+1 1, 0 0, 75 0, 4 não linear

batimentos card́ıacos Lévy 1, 7 ∼ nh+1 1, 0 0, 75 0, 4 não linear
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Caṕıtulo 8

Conclusão

Ao aplicarmos conceitos e métodos de f́ısica estat́ıstica no estudo da circulação de

revistas, das citações de periódicos cient́ıficos, de atividades religiosas e de um sinal

geomagnético, verificamos que tais sistemas exibem caracteŕısticas em comum, as quais

podem ser agrupadas sobre os pilares da invariância de escala e da universalidade.

Observamos a presença de invariância de escala i) no comportamento assintótico

do tipo lei de potência das distribuições de tamanho, com expoente α ' 2, 5 para a

circulação, α ' 2, 7 para o fator de impacto e α ' 2, 0 para o número de membros e

demais atividades religiosas; ii) no decaimento do tipo lei de potência do desvio padrão

das taxas de crescimento com o tamanho, com expoente β ' 0, 22 para o fator de

impacto, β ' 0, 16 para número de membros e total de horas, β ' 0, 13 para a média

de cursos dirigidos e β ' 0, 10 para a média de pioneiros; iii) nas distribuições das

taxas de crescimento do fator de impacto e de atividades religiosas, as quais exibem

a mesma forma funcional para diferentes medidas de tamanho; iv) na distribuição dos

incrementos no ı́ndice Dst, caracterizada pela mesma forma funcional para diferentes

escalas de tempo, exibindo comportamento assintótico do tipo lei de potência, com

expoente α ' 4; v) nas correlações de longo alcance que governam a evolução temporal

do ı́ndice Dst, caracterizadas pelos expoentes h ' 1, 0 para a série original, h ' 0, 75

para a magnitude dos incrementos consecutivos e h ' 0, 4 para o sinal dos incremen-

tos consecutivos; e vi) na multifractalidade do ı́ndice Dst, caracterizada por diversos

expoentes generalizados h(m) significativamente dependentes de m.

Verificamos também que os sistemas analisados apresentam padrões e caracteŕısticas

universais. Especificamente, certas propriedades estat́ısticas da circulação de revistas,

do fator de impacto de periódicos cient́ıficos e de atividades religiosas exibem padrões
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surpreendentemente similares aos observados na dinâmica do tamanho de firmas, do

PIB de páıses e de atividades de pesquisa cient́ıfica (veja as tabs. 4.1, 5.1, 5.2, 6.1, 6.2

e 6.3). Essas similaridades reforçam a hipótese de que diferentes tipos de organização

exibem comportamento universal, sendo governadas por mecanismos similares. Deste

modo, nossos resultados sugerem que os mecanismos que governam a dinâmica da

circulação de revistas, do fator de impacto de periódicos cient́ıficos e de atividades

religiosas das Testemunhas de Jeová, sejam análogos aos mecanismos que dirigem a

dinâmica de atividades econômicas (tais como o tamanho de firmas) e atividades de

pesquisa cient́ıfica (tais como as pesquisas em universidades).

É bom lembrar também que a analogia entre atividades econômicas e atividades

de pesquisa cient́ıfica já era conhecida. Entretanto, pela primeira vez, mostramos que

atividades religiosas pertencem a esta mesma classe de “universalidade” (veja as tabs.

6.1, 6.2 e 6.3). Em particular, no que se refere a atividades religiosas, há algo notável

nas leis emṕıricas resumidas na tab. 6.1, que é o fato de que elas governam as taxas de

crescimento de atividades religiosas de um conjunto diverso de páıses e ilhas - apesar

de suas diferenças culturais, sociais e econômicas. Esses resultados também fazem

lembrar o conceito de universalidade na dinâmica de sistemas complexos, em que o

comportamento global não depende das particularidades do sistema.

A existência de mecanismos universais, independentes das particularidades do sis-

tema em estudo, abre a possibilidade de se desenvolver modelos gerais que poderiam

ser aplicados no estudo de sistemas distintos. Nesta direção, propomos dois modelos

estocásticos: um no contexto da circulação de revistas (modelo I) e o outro no con-

texto do fator de impacto de periódicos cient́ıficos (modelo II). Ambos os modelos são

generalizações do modelo de Gibrat para a dinâmica de firmas e baseiam-se na idéia

de que as organizações podem ser consideradas como unidades sem estrutura interna

complexa, seguindo processos multiplicativos. Apesar de sua simplicidade, esses mo-

delos são capazes de reproduzir aspectos importantes do comportamento observado.

Esperamos que eles possam ser úteis no estudo da dinâmica de outros sistemas com-

plexos. Uma perspectiva interessante seria desenvolver modelos gerais que levam em

conta a estrutura interna complexa das organizações.

Ademais, verificamos que a dinâmica do ı́ndice Dst exibe notáveis similaridades com

a dinâmica dos intervalos de tempo entre batimentos card́ıacos de pessoas saudáveis.

Ambos os sinais apresentam invariância de escala na distribuição dos incrementos em

diferentes escalas de tempo, correlações de longo alcance e multifractalidade. Em

particular, ressaltamos que algumas destas similaridades são quantitativas (veja tab.
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7.1). Além disso, vimos que peŕıodos de baixa e alta atividade geomagnética exibem

propriedades multifractais similares. De forma similar, os intervalos de tempo entre

batimentos card́ıacos de indiv́ıduos em repouso e de indiv́ıduos em atividade f́ısica

exibem propriedades multifractais similares. Ademais, a estabilidade que observamos

nas correlações de longo alcance e na multifractalidade do ı́ndice Dst para diferentes

anos é consistente com a estabilidade destas medidas para diferentes indiv́ıduos.

Estas similaridades sugerem que os mecanismos que governam a interação do campo

magnético da Terra com o vento solar são similares aos mecanismos que regulam a taxa

dos batimentos card́ıacos de pessoas saudáveis. Além disso, nossos resultados indi-

cam a possibilidade de que o recente progresso no estudo da dinâmica dos batimentos

card́ıacos possa ser de ajuda no estudo dos mecanismos complexos que governam a

atividade geomagnética. Há a necessidade de estudos adicionais para verificar até onde

vai esta analogia entre sistemas tão diferentes. De qualquer forma, nossos resulta-

dos provêem um guia para desenvolver modelos mais reaĺısticos para os processos que

controlam a atividade geomagnética. Como perspectiva, desejamos desenvolver um

modelo estocástico que seja capaz de reproduzir certos aspectos da dinâmica do ı́ndice

Dst.
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Apêndice A

Exemplos de distribuições

A função densidade de probabilidade associada a uma variável aleatória pode as-

sumir diversas formas. A seguir, apresentaremos uma breve descrição de algumas

distribuições, focalizando as que serão utilizadas ou mencionadas neste trabalho.

A.1 Distribuições Gaussiana e de Laplace

A distribuição normal, também chamada distribuição Gaussiana, é definida como

p(x) =
1√

2πσ2
exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
, (A.1)

onde µ é a média e σ2 a variância de x. A eq. (A.1) apresenta-se na forma de parábolas

na escala mono-log (fig. A.1a).

Por sua vez, a distribuição de Laplace (ou exponencial dupla)

p(x) =
1√
2σ

exp

[
−
√

2|x− µ|
σ

]
, (A.2)

com parâmetros µ e σ, exibe um formato triangular na escala mono-log (fig. A.1b) e,

por este motivo, tem sido chamada de distribuição em forma de tenda. Observe que,

enquanto a distribuição Gaussiana é expressa em termos das diferenças quadráticas

da média, a distribuição de Laplace é expressa em termos das diferenças absolutas da

média. Conseqüentemente, a distribuição de Laplace decresce mais lentamente que a
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Figura A.1: (a) Distribuição Gaussiana (na escala mono-log) para valores particulares de
µ e σ2. (cor, µ, σ2): (vermelho, 0, 0.2), (verde, 0, 1.0), (azul, 0, 5.0), (preto, -2, 0.5). (b)
Distribuição de Laplace (na escala mono-log) para valores particulares de µ e σ. (cor, µ, σ):
(vermelho, 0, 1), (verde, 0, 2), (azul, 0, 4), (preto, -5, 4).

Gaussiana.

A.2 Leis de potência assintóticas

Como já comentado, distribuições do tipo lei de potência são caracteŕısticas bem

conhecidas de um grande número de sistemas complexos. Entretanto, a distribuição

p(x) ∝ x−α, com α > 0, diverge para x → 0 e não é normalizável no intervalo de

zero a infinito. Em certos casos, estas leis de potência podem ser entendidas como

o comportamento assintótico de distribuições mais gerais, tais como a distribuição de

Lévy[31, 32] e distribuições que derivam da mecânica estat́ıstica não extensiva[33, 34, 8,

9]. No que segue, descreveremos brevemente algumas destas distribuições, destacando

nossas recentes incursões neste tema.
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Figura A.2: Distribuição q-exponencial, dada pela eq. A.3 com a = 1, para q = 1 (preto),
q = 1, 5 (azul) e q = 2, 0 (vermelho).

A.2.1 Distribuição q-exponencial

Considere, por exemplo, a distribuição q-exponencial definida como

p(x) = a expq

(
−x
b

)
= a

[
1 + (q − 1)

x

b

]−1/(q−1)

, (A.3)

sendo a e b constantes positivas. Se q = 1, a q-exponencial se reduz à exponencial

usual, p(x) = a exp(−x/b), visto que expq(−x) → exp(−x) no limite q → 1. No caso

q < 1, define-se p(x) = 0 para 1 + (q − 1)x/b < 0. Observe que
∫∞
0 p(x)dx = 1, com

a = (2− q)/b.

Se q > 1, a q-exponencial exibe um comportamento assintótico do tipo lei de

potência,

p(x) ∼ x−1/(q−1). (A.4)

Na fig. A.2, vemos a eq. (A.3) para valores t́ıpicos de q.

A distribuição acumulada de uma q-exponencial é também uma q-exponencial. De

fato,

pc(x) = a′ expq′

(
−x
b′

)
= a′

[
1 + (q′ − 1)

x

b′

]−1/(q′−1)

, (A.5)

com q′ = 1/(2− q), b′ = b/(2− q) e a′ = ab/(2− q).

As q-exponenciais têm sido utilizadas recentemente, por exemplo, no estudo das dis-
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Figura A.3: Distribuição q-Weibull, dada pela eq. A.6 com a = (2 − q)r2/b2 e b = 1, para
q = 1 e r = 2 (preto); q = 1, 5 e r = 2 (azul); e q = 1, 8 e r = 2 (vermelho).

tribuições de citações cient́ıficas[35], de gols no futebol[36], da população de cidades[37]

e de votos em eleições[38].

A.2.2 Distribuição q-Weibull

Recentemente, propomos uma generalização da distribuição de Weibull, a q-Weibull,

definida como[39]

p(x) = axr−1 expq

(
−x

r

b

)
= axr−1

[
1 + (q − 1)

xr

b

]−1/(q−1)

, (A.6)

com a, b e r constantes positivas (veja fig. A.3). No limite q → 1, a eq. (A.6) reduz-se à

distribuição de Weibull usual. No caso q < 1, definimos p(x) = 0 para x ≥ [b/(1−q)]1/r.
Note que

∫∞
0 p(x)dx = 1, com a = (2− q)r2/b2.

A distribuição q-Weibull, com q > 1, exibe comportamento assintótico do tipo lei

de potência para ambos os limites: pequenos e grandes valores de x. Especificamente,

p(x) ∼ x−ξ, (A.7)

com ξ = −(r − 1) para x pequeno e ξ = r[(2− q)/(q − 1)] + 1 para x grande. Na fig.

A.3, vemos a eq. (A.6) para valores t́ıpicos de q e r.
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Figura A.4: Distribuição q-Gaussiana, dada pela eq. A.8 com b = 5−3q, para q = 1 (preto);
q = 1, 3 (azul); e q = 1, 5 (vermelho). As distribuições foram deslocadas verticalmente para
melhor visualização.

Recentemente, utilizamos a q-Weibull para descrever a distribuição do comprimento

de rodovias[39] e a distribuição da tensão de quebra dielétrica em óxidos[40].

A.2.3 Distribuição q-Gaussiana

A distribuição q-Gaussiana é definida como

p(x) = a expq

(
−x

2

b

)
= a

[
1 + (q − 1)

x2

b

]−1/(q−1)

, (A.8)

com a e b constantes positivas. No limite q → 1, a eq. A.8 reduz-se à distribuição

Gaussiana usual. Se b = 5−3q, com q < 5/3, a distribuição q-Gaussiana tem variância

finita (unitária).

Se q > 1, as caudas da distribuição q-Gaussiana decrescem como leis de potência

p(|x|) ∼ |x|−2/(q−1). (A.9)

Na fig. A.4, vemos a eq. (A.8) para valores t́ıpicos de q.

A distribuição q-Gaussiana tem sido aplicada, por exemplo, no estudo de séries

econômicas tais como taxas de câmbio[41] e ı́ndice de ações[8, 42]. Em particular,
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Figura A.5: Distribuição simétrica de Lévy, dada pela eq. A.10 (com ρ = 0, 8), para ψ = 2
(preto), ψ = 1, 7 (vermelho), ψ = 1, 4 (azul) e ψ = 1 (verde).

recentemente aplicamos a função q-Gaussiana num modelo de redes de poĺımeros, for-

necendo uma melhor aproximação para redes de tamanho finito[43].

A.2.4 Distribuição simétrica de Lévy

A distribuição simétrica de Lévy, com ı́ndice ψ e fator de escala ρ, é definida como

p(x) =
1

π

∫ ∞

0
exp(−ρkψ) cos(kx)dk. (A.10)

Trata-se de uma distribuição normalizada, cuja forma anaĺıtica é conhecida, em termos

de funções elementares, apenas para ψ = 2 (Gaussiana) e ψ = 1 (Lorentziana).

O comportamento assintótico da distribuição simétrica de Lévy, para grandes valo-

res de |x|, é

p(|x|) ∼ |x|−(1+ψ). (A.11)

Na fig. A.5, vemos exemplos da eq. (A.10) para valores particulares de ψ.
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