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SA, F. L. —. 2007. 89 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2007.

Resumo

Neste trabaho realizamos um estudo detalhado do posicionamento dos zeros de Yang-
Lee do modelo de Blume-Emery-Griffiths unidimensional através de métodos analiticos
e numéricos. Em particular, analisamos o efeito de uma rede dinamica (anéis conexos e
desconexos) sobre tais zeros. Nossos resultados numéricos e um célculo via ponto de sela
indicam que estes ultimos tendem aos zeros do modelo definido sobre um anel conexo
(condigbes periddicas de contorno) no limite termodinamico. Conjecturamos a existéncia
de uma regiao no espacgo de parametros do modelo para a qual os zeros correspondem a
campos magnéticos puramente imaginarios independentemente da temperatura. Nossos
resultados mostram que, ao contrario do que sugere resultados anteriores para o modelo
de Blume-Capel, nao ha uma relacao direta entre os minimos de energia e a posicao dos
zeros de Yang-Lee. Para o caso de um anel conexo deduzimos uma equagao aproximada
para a curva dos zeros de Yang-Lee a partir dos autovalores da matriz de transferéncia.
Resultados numéricos e analiticos mostram que mesmo com alguns acoplamentos anti-
ferromagnéticos temos zeros para campos magnéticos puramente imaginarios. Por fim,
calculamos numericamente a densidade dos zeros préximos a ponta da curva a qual per-
tencem (singularidade da ponta de Yang-Lee) obtendo através de ajustes numéricos e
relacoes de escala de tamanho finito uma densidade que diverge na ponta com expoente
critico o préximo de —1/2 mesmo quando o campo magnético ndo é puramente imaginario

e a rede é dinamica.

Palavras-chave: Zeros de Yang-Lee; Modelo de Ising; Modelo BEG; Densidade de

zeros; Singularidade da ponta de Yang-Lee
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SA, F. L. —. 2007. 89 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2007.

Abstract

In this work we carry out a detailed study of the position of the Yang-Lee zeros of the
one-dimensional Blume-Emery-Griffiths model through analytic and numerical methods.
In particular, we analyze the effect of a dynamical lattice (connected and non-connected
rings) over such zeros. Our numerical results and a saddle point caulculation indicate that
such zeros tend to overlap the zeros of the model defined on one-ring (periodic boundary
conditions) in the thermodynamic limit. We conjecture the existence of a region in the
parameter space of the model where the zeros correspond to purely imaginary magnetic
fields independently of the temperature. Here we show that, contrary to the previous
results for the Blume-Capel model, there is no straightforward relationship between the
energy minima and zeros position. For the connected ring we deduce the approximate
equation for the Yang-Lee zeros curve from the eigenvalues of the transfer matrix. Our
numerical and analytic results show that even with some antiferromagnetic couplings
we have zeros at purely imaginary magnetic field. Finally, we calculate numerically the
density of the zeros close to the edge of the curves (Yang-Lee edge singularity) obtaining,
through numerical fits and finite size scaling relations, a density which diverges at the
edge with critical exponent o approximately —1/2 even when the magnetic field is not

purely imaginary and the lattice is dynamic.

Keywords: Yang-Lee zeros; Ising model; BEG model; Density of zeros; Yang-Lee
edge singularity
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Capitulo 1

Introducao

Em 1952 Yang e Lee introduziram em dois trabalhos [1] [2] uma nova maneira de
estudar transi¢oes de fase, a partir dos zeros da funcao de particao. Para um trabalho de
revisao recente dessa técnica vide [3].

O chamado teorema do circulo de Yang e Lee desempenhou um papel fundamental para
essa teoria e ainda é um ponto de referéncia em suas aplicagoes. Em seu teorema, Yang e
Lee provaram que os zeros da funcao de particao para o modelo de Ising ferromagnético de
spin 1/2 unidimensional estao distribuidos sobre a circunferéncia de raio um (|Ju| = 1) no

—2H/ksT o que equivale a valores puramente imaginarios do

plano complexo de u, onde u = e
campo magnético H. Observa-se que os zeros da funcao de particao se movem em dire¢ao
ao semi eixo real positivo para uma temperatura menor ou igual a uma temperatura
critica (T' < T,). Sendo que somente no limite termodinamico esses zeros tocariam o
eixo real positivo em u =1 ou H = 0. Uma consequéncia do teorema é que mesmo sem
conhecermos, até o momento, uma solucao exata do modelo de Ising bidimensional na
presenca de campo magnético, ja sabemos de forma rigorosa que nao ha transicao de fase
para H # 0. O teorema é independente do nimero de vizinhos mais préximos de cada
sitio, da dimensao do espaco e da topologia da rede.

Posteriormente o teorema do circulo foi generalizado para outros modelos de spins
maiores [4] [5], foi também generalizado para modelos ferroelétricos, para certos modelos
de Heisenberg e modelos que incluem interacoes multiplas entre spins [6], [7]. Para o
modelo de Ising sobre diagramas de Feynman com vértices cubicos (rede dinamica) héa
uma prova valida no limite termodinamico e para baixas temperaturas em [8]. Para o

modelo de Ising unidimensional de spin 1/2 sobre anéis conexos e desconexos [9] a prova
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¢é véalida para nimero de spins finito.

Para temperaturas acima da temperatura critica os zeros nao tendem ao eixo real
positivo no limite termodinamico. Entretanto mesmo para 1" > T, observa-se um com-
portamento critico tipico de transicao de fase de 2* ordem para a densidade de zeros em
torno de certos pontos especiais no plano complexo u conhecidos como singularidades
da ponta de Yang e Lee. Para modelos unidimensionais soliveis via matriz de trans-
feréncia essa transicao corresponde a dupla degenerescéncia do maior autovalor da matriz
de transferéncia. Proxima a tais pontos a densidade de zeros tem um comportamento tipo
poténcia, com um expoente critico conhecido como o. Acredita-se que o expoente critco
seja universal e independe da temperatura para sistemas cldssicos de spin com interagoes
de alcance finito.

A universalidade desse expoente critico reside na sua independéncia dos detalhes da
rede e do modelo estatistico, dependendo somente da dimensao do espaco e das simetrias
do modelo. Usando técnicas de grupo de renormalizacao é possivel mostrar, por exemplo,
que 0 = —1/2 em uma dimensao [10]. Até onde sabemos nao ha, em geral, prova analitica
direta a partir das solugoes dos modelos em mecanica estatistica de que 0 = —1/2 para
modelos unidimensionais mesmo quando h& solucoes via matriz de transferéncia como
admite M. E. Fisher em [11]. Existem demonstragoes na literatura [11], [12] para modelos
de spins, que incluem o modelo BEG![13], para o caso em que o campo magnético ¢
puramente imaginario, entretanto tais demonstracdes admitem que na regiao livre de
zeros os autovalores da matriz de transferéncia sao reais, mas essa hipotese nao é 6bvia,
vide [11]. Nossos cdlculos numéricos na rede estatica (1 anel conexo) e na dinamica (anéis
conexos e desconexos) indicam ¢ &~ —1/2 até mesmo quando o campo magnético nao é
puramente imaginario, o que é um dos resultados originais deste trabalho.

Nesta dissertagao usaremos como rede dinamica os diagramas de Feynman da teoria de
campos, que no caso unidimensional correspondem a anéis conexos e desconexos. O uso
de tais redes dinamicas tem sua origem nos modelos de matrizes hermitianas aleatorias
sugeridos em [14], [15]. Esses modelos por sua vez aparecem no contexto da quantizagao
da gravidade bidimensional.

A investigacao dos zeros de Yang e Lee sobre redes dinamicas do tipo diagramas de
Feynman comegou em [16] e continuou em [17], [18], [19], [8], [9] . Neste tltimo foram

estudados os zeros de Yang e Lee do modelo Blume-Capel sobre anéis conexos e nao

!Nesta dissertacdo escreveremos modelo BEG no lugar de modelo de Blume-Emery-Griffiths
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conexos. O comportamento critico da densidade préxima a singularidade de Yang e Lee
também foi estudado sobre diagramas de Feynman com vértices cibicos, mas somente
para modelo de Ising bidimensional de spin 1/2 em [18].

Aqui vamos estudar os zeros do modelo de Blume-Emery-Griffiths [13] sobre anéis
conexos e desconexos (diagramas de Feynman). Os autores de [9] verificaram, para o
modelo de Blume-Capel, que o limite da validade do teorema do circulo estava diretamente
relacionado com a energia do estado fundamental do sistema, entao vamos investigar se
essa condicao continua sendo valida para o modelo BEG.

A escolha de modelos unidimensionais que nao apresentam transicoes de fase reais
¢ uma tentativa de obtermos resultados exatos para redes dinamicas, que possam ser
generalizados para dimensoes maiores da mesma forma que o teorema do circulo de Yang
e Lee é valido para qualquer dimensao.

E interessante notar que para modelos que apresentam transicoes de fases reais, mode-
los bidimensionais ou em dimensoes maiores, pode-se obter a ordem da transicao de fase a
partir da densidade dos zeros, vide [3]. A transi¢ao serd de primeira ordem se a densidade
linear de zeros, na vizinhanga do ponto de transicao, tender a um valor diferente de zero
e a transicao serd de segunda ordem se na vizinhanca do ponto de transicao a densidade
linear de zeros tender a zero no limite termodinamico.

Escolhemos o modelo BEG pois ele possui simetria Z, (H — —H) e engloba diversos
outros modelos, como o Ising de spin 1/2 e spin 1, o modelo de Blume-Capel, o0 modelo
de Potts de 3 estados e outros ainda [7].

No capitulo 2 faremos uma revisao sobre o modelo de Ising de spin 1/2 sobre anéis
conexos, calcularemos a posicao exata dos zeros e calcularemos o expoente critico da
densidade na ponta do arco dos zeros de Yang e Lee. Ja no capitulo 3 revisaremos o
modelo de Ising de spin 1/2 sobre anéis conexos e desconexos, os resultados obtidos nestes
dois capitulos ja sao conhecidos e nos servirao como referéncias para futuros calculos. No
capitulo 4 introduziremos o modelo BEG sobre anéis conexos, estudaremos alguns sub-
modelos que sao englobados pelo modelo BEG, vamos obter alguns resultados analiticos
que nos informam de forma exata exata e aproximada sobre a validade do teorema do
circulo para os zeros de Yang e Lee, calcularemos a densidade dos zeros de Yang e Lee e
o expoente critico ¢ numericamente para zeros? na S! e fora da S! e por ltimo vamos

verificar se existe alguma relacao entre os minimos da energia e a validade do teorema

2Nesta dissertacao usaremos S! para circunferéncia de raio um e TS1 como abreviatura para o teorema
do circulo de Yang-Lee [2].
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do circulo. No capitulo 5 vamos estudar os zeros do modelo BEG sobre anéis conexos e
desconexos e comparar a posicao dos zeros em redes estaticas com redes dinamicas. Além
disto, ainda vamos calcular a funcao de particao sobre anéis conexos e desconexos via

ponto de sela. Finalmente no capitulo 6 tiramos algumas conclusoes.
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Capitulo 2

Zeros do modelo de Ising de spin 1/2

unidimensional

2.1 Posicao dos zeros de Yang-Lee

O modelo de Ising foi sugerido hd muito tempo atras [20] para simular o compor-
tamento ferromagnético. Esse modelo é um arranjo de n pontos fixos chamados sitios,
que formam uma rede. Associado a cada sitio da rede temos uma variavel de spin S;, que
vale +1 ou —1. Se S; = +1 falamos que o iésimo sitio tem spin para cima e se S; = —1 o
iésimo sitio tem spin para baixo, por essa razao o modelo de Ising de spin 1/2 também é
conhecido como modelo bindrio. Um dado conjunto de nimeros {S;} para todos os sitios
especifica a configuracao do sistema. A energia do sistema, sob a acao de um campo ex-
terno H, supostamente homogéneo, em uma configuracao especificada por {.S;} é definida

por

E({S:}) =—=>_ Ji;SiS; — HZS (2.1)

<35>
onde a soma ) ;- se estende sobre todas as conexoes entre pares de spins mais proximos
conhecidos como primeiros vizinhos. Essa soma contém % termos, onde v é o numero
de vizinhos mais préximos de um dado sitio. Para o caso unidimensional, com condigoes
de contorno periddicas S,4; = S;, cada sito possui apenas dois vizinhos mais préximos

formando uma cadeia em forma de um anel conexo e portanto v = 2. As constantes de
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acoplamento J;; definem a intensidade da interagao entre os vizinhos mais préximos. No

caso geral a funcao particao do modelo é dada por:

= > exp(=BE({Si})) Zexp(ﬁZJwSS +ﬁHZS) (2.2)

{S:} {S:} <ij>

Definindo ny e n_ como o nimero de sitios com spin para cima e para baixo respecti-
vamente, podemos calcular Z, em duas etapas. Primeiro somamos sobre todas as con-
figuracoes de n spins com n_ spins para baixo e no final somamos sobre n_ de zero a n.

Lembrando que 7' ;S; = ny —n_ =n — 2n_ escrevemos:

Zy =" N" e 7 (n_, H = 0) (2.3)

n_=0

Com Z,(n_,H = 0) sendo a funcdo particdo do modelo de Ising de n spins a campo
nulo tal que n_ spins apontem para baixo. Definindo SH = h, introduzindo a variavel

u = exp(—h) descrevemos Z,, a partir de um polinémio Ps,(u) na variavel u:

=y " Z wn-Z n_,H = 0) =u " P2n( ) (2'4)

n_=0

Dessa forma vemos que Z, é completamente determinada pela posicao dos 2n zeros
Pon(up) =0, k=1,2,--+,2n, na varidvel u ou dos n zeros na varidvel u? que é chamada de
fugacidade. Esse nome se justifica ao fazermos uma analogia com um gés de rede cujo vo-
lume do recipiente V' é dividido em células onde podemos ter uma ou nenhuma molécula,
correspondendo a um sitio com spin para baixo ou para cima. Como cada molécula tem
um volume finito V,,, temos V/V,, células. Dessa forma Z, podera ser interpretada, a
menos do fator multiplicativo u=" em (2.4), como a funcao grande particao desse gas de
rede se identificarmos u? com z = e* e n com V/V,,, para mais detalhes dessa analogia
vide [2].

Algumas caracteristicas gerais dos zeros u, chamados zeros de Yang-Lee, podem ser
obtidas facilmente. Primeiro, como os coeficientes do polinomio P, (u) sdo fungdes de

particao reais e positivas os zeros jamais serao encontrados no semi-eixo real positivo,
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up & R4, estes serdo em geral complexos ou reais negativos. Como u = exp(—h), isso
significa que os zeros de Z, correspondem a valores complexos do campo magnético.
Além disso, se P,(ur) = 0 teremos também seu complexo conjugado como um zero
Py, (u}) = 0. Outra propriedade vem da simetria Z,(H) = Z,(—H). Se Py,(u;x) = 0
teremos o inverso também como um zero: Ps,(1/ux) = 0. Essa ultima propriedade foi
usada na demonstragao em [2] do teorema do circulo de Yang-Lee, que abreviaremos por
TS1, que afirma: Se os acoplamentos entre vizinhos mais préximos forem todos
do tipo ferromagnético J;; > 0 entao |uy| = 1 para k = 1,2,---2n. Ou seja, no
plano complexo de u, para qualquer temperatura, teremos u; € S'. O teorema é bastante
robusto e independe da dimensdao do espaco (d), do nimero de sitios (n), do nimero
de primeiros vizinhos (7) e do formato e topologia da rede. O teorema nao é valido
para acoplamentos anti-ferromagnéticos (J;; < 0) que normalmente levam os zeros para
o semi-eixo real negativo (f_).

Deste ponto em diante, salvo mencao contraria, consideraremos apenas modelos com
acoplamento homogéneo J;; = J para qualquer par < ij >. Como introducao ao modelo
BEG 1D cujos zeros serao investigados nesta dissertagao apresentaremos inicialmente
uma revisao sobre os zeros do modelo de Ising unidimensional com condigoes periddicas
de contorno que corresponde a uma cadeia (anel conexo) de n spins, onde cada spin
interage somente com dois de seus vizinhos mais préximos e com um campo magnético
externo constante. Nesse exemplo simples pode-se achar exatamente os zeros de Yang-Lee,
inclusive sua densidade sobre S* como veremos adiante. Partiremos da solucao tradicional
via matriz de transferéncia, vide por exemplo [21].

Definindo 3J = j, em analogia a SH = h, podemos reescrever a funcao de particao

do modelo como:

Z, = Z Z . Z ﬁ [6j5i5i+1+hW] = TrT" (2.5)

S1=%1 So=+1 Sn==%1i=1

(Sit+Siy1)
2

— eJ5iSit1t+h é:

Onde a matriz de transferéncia 7'(.S;, Siy1)

T ( exp(j+h) exp—j ) (2.6)
exp—j  exp(j—h)

Diagonalizando a matrix T podemos escrever Z,, = A} + A" onde A\, e A_ sao os auto-

19



valores da matriz de transferéncia obtidos a partir da equagao secular det(7T" — AI) = 0.
Introduzindo a varidvel ¢ = e/, o intervalo nao compacto de temperatura 0 < 7' < oo cor-
responderd ao intervalo compacto 0 < ¢ < 1 se o acoplamento for ferromagnético (J > 0),
do contrario, acoplamento anti-ferromagnético (J < 0) teremos ainda um intervalo néao

compacto ¢ > 1 respectivamente. Redefinindo os autovalores Ai = ¢y temos:

Zy=c(NL+A") (2.7)

Com \; obtidos a partir da equacao secular:

A2 —2cosh(h)A+ (1 —ch) =0 (2.8)

Cujas solucoes sao:
At = cosh(h) + \/coshz(h) — (1= (2.9)
A =c [cosh(h) + \/coshz(h) —(1- 04)] (2.10)

Para os casos em que n = 1 e n = 2 sitios, lembrando que u = ™", temos:

7= (v*+1) (2.11)
1 4 4,2
P4(U)
2,2 (2.12)

A fungao de partigao (2.12) é um polinémio nas varidveis u e c. Para n spins, Z, sera
proporcional a um polindémio de grau n na fugacidade u?. Achando os zeros de Z, em

relacao a u?, temos

20



ul = —c'+ivl—c8 (2.13)

Para o caso ferromagnético (J > 0) temos que 0 < ¢ < 1, entao as solugoes para u?
sao pares complexo conjugados de modulo um, em acordo com o teorema do circulo de
Yang-Lee, como mostra a figura 2.1(a), para ¢ = 0.9. J4 para o caso antiferromagnético
(J < 0) temos que 1 < ¢ < oo, entao as solugoes para u? serao nmimeros reais negativos
como ocorre tipicamente para acoplamentos anti-ferromagnéticos, vide a figura 2.1(b)
para ¢ = 0.9. Neste trabalho estaremos interessados somente no caso ferromagnético,
J > 0.

I'mu? I'mu?
1 1
0.75 0.75
[
0.5 0.5
0.25 0.25
2 Y 'y 2
-1 70.75-0.5-0.25 0.25 05 0.75 1Y .38 1 i 2 gfeu
0.25 0.25
0.5 0.5
[
0.75 0.75
1 1
(a) Zeros de Yang-Lee para J > 0 (fer- (b) Zeros de Yang-Lee para J < 0 (an-
romagnético) tiferromagnético)

Figura 2.1: Zeros de Yang-Lee para o modelo de Ising de spin 1/2 com n =2 e ¢ = 0.9,
para o caso ferromagnético e antiferromagnético

Podemos obter a posigao exata dos zeros do modelo de Ising unidimensional de spin 1/2
para valores arbitrarios do nimero de sitios n e da temperatura. Impondo Z, = 0 de
(2.7) temos:

)\_|_ = (—1)1/n5\_ = exp ? A , k= 1’2’ ceen (2‘14)



A equacdo (2.14) garante que |Ay| = [A_|. Por outro lado da eq. secular (2.8) temos

A = 1-¢ (2.15)
% = cosh(h) (2.16)

De (2.14) e (2.15) temos

Ar = V1 —clexp (i—W) (2.17)

De volta em (2.16) encontra-se finalmente:

2k —1
cosh hy, = V1 — ¢* cos % (2.18)

O lado direito da equagao (2.18) serd sempre um nimero real entre —1 e 1. Dessa
forma, para a igualdade (2.18) ser verdadeira, o campo magnético h terd que assumir
valores puramente imaginarios. Entdo, podemos escrever h como hy = iay e |ug| =
le™™ | = 1, assim os zeros da funcao de particao estarao na S' em acordo com o teorema

do circulo de Yang-Lee. Onde:

cosar = V1 — ctcosb (2.19)

(2% — 1)
g, = =1 2.20
F 2n m ( )
Mudando de varidreis para a fugacidade uj = e=2 = e72% = ¢~ com [ = 2a.

Logo de (2.18) temos:

2k — 1)
cos O = cos2ay = 2 (1 — 04) cos? ., — 1 = (1 — 04) cos Q —ct (2.21)

n
Esses zeros sao conhecidos por zeros de Yang-Lee, estao distribuidos sobre parte da
circunferéncia de raio um, no plano complexo u? (figura 2.2) ou no eixo imaginério no

plano complexo h (figura 2.3). Esses aparecem em pares de complexos conjugados, uma
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caracteristica desses zeros é, como esperado, que eles nao aparecem no semi-eixo real po-
sitivo. Os zeros tendem no limite termodinamico (n — o) a se acumular em determinado
ponto e esse ponto é determinado por um angulo limite, para encontrar esse angulo basta
tomar o limite termodinamico na equagao (2.21) com k=1 que corresponde ao par de

zeros mais proximo do eixo real positivo.
cos B = lim cos 31 = 1 — 2¢* (2.22)
n—oo

O indice F indica a ponta do arco ("Edge”). Esse resultado é importante, pois ele nos diz
que o arco de circunferéncia sé tocard no semi-eixo real positivo do plano complexo u?, isto
é cosfg = 1 (h = 0), quando a temperatura for zero, ¢ = 0. Alternativamente tomando
¢ =0 em (2.21) temos cos ; = cos/n. Como os zeros da fungao de partigao significam
pontos de ramificacao da energia livre, a medida que n aumenta teremos singularidades
cada vez mais proximas de h = 0, ou seja, se fizermos uma bola em volta do ponto
h =0 (ou cos B = 1), por menor que seja, sempre havera pontos singulares no seu interior
quando aumentamos n. Isto quer dizer que a energia livre serd uma funcao nao analitica
em h = 0 no limite termodinamico, o que indica transicao de fase em h = 0. Como nao
existe outro ponto de acimulo para 7' > 0 o modelo s6 possui uma transicao de fase em
T = 0 (trivial) que é bem conhecida para o modelo de Ising unidimensional (vide por
exemplo [22]) . Esse resultado estd de acordo com o teorema de van Hove [23], que diz
que modelos unidimensionais com interacoes de curto alcance nao apresentam transicao
de fase. Isso quer dizer que nao era esperado nenhum ponto de acumulacao de zeros no
semi-eixo real positivo para qualquer 7" > 0.

Esse resultado também estd de acordo com o argumento de Landau [24], esse ar-
gumento mostra que nao existe um estado ordenado em sistemas unidimensionais com
interagoes de curto alcance. Para explicarmos o argumento, vide por exemplo [21], consi-
deramos o modelo de Ising unidimensional, com campo nulo e com n spins ou para cima
ou para baixo. Ao invertermos os spins de uma determinada regiao do sistema, criando
duas regioes de orientacoes opostas, temos um gasto de energia pequeno e uma variacao
grande na entropia do sistema, entao para n grande, temos uma variacao negativa na
energia livre (AG = AU —TAS =2J — KgT'ln(n — 1)). Portanto, existe uma tendéncia
de criacao de dominios, que impede a estabilidade de qualquer fase ordenada no sistema.
O mesmo argumento nao se aplica para o modelo bidimensional, pois ao tentarmos trocar

a direcao dos spins numa determinada regiao do sistema e criarmos regioes de direcoes
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opostas, temos um gasto de energia alto e a variacao de entropia também serd alta, entao
o sinal da variacao da energia livre nao esta definido a principio.

Obtivemos alguns zeros numericamente usando o software Mathematica e a férmula
(3.30) a ser deduzida no préximo capitulo para diferentes valores da temperatura c. A
figura 2.2 nos fornece os zeros de Yang-Lee no plano complexo da fugacidade, para 40
spins. Os pontos em azul (figura 2.3(a)) sdo para ¢ = 0.5 e os pontos em vermelho (figura
2.3(b)) sao para ¢ = 0.2, podemos notar que os zero tendem a se aproximar do eixo real
positivo quando a temperatura diminui. Esses resultados serao importantes, porque eles
servirao como referéncia para os nossos calculos numéricos em modelos mais complexos
uma vez que podemos comparar os resultados numéricos com os zeros analiticos dados em

(2.19) ou (2.21). Notamos que a diferenga ocorre no décimo nono algarismo significativo.

I'm u2 I'm u2
° .‘..... N ° ele o °
° ° ® e
[ ] ) °
[ ]
° ° °
° 0.5 ° 0.5 °
° ® v
° [ ]
b 2 ° 2
é 0.5 0.5 i v 0.5 0.5 i Reu
L4 °
[ ]
[ ]
® 0.5 ° 0.5 .:
.. ° °
[ ) () [ )
. ® . o*
®oqooce® ® o100 °
(a) Zeros de Yang-Lee para ¢ = 0.5 (b) Zeros de Yang-Lee para ¢ = 0.2

Figura 2.2: Zeros de Yang-Lee do modelo de Ising unidimensional no plano complexo

u? = e72" com n = 40 spins.

Alternativamente, representamos os mesmos zeros de Yang-Lee mostrados na figura
2.2 também no plano complexo de h, como mostra a figura 2.3. Podemos notar que quanto
menor a temperatura, o acumulo dos zeros ocorre mais préximo da origem, ou seja, para
¢ — 0 temos h; — 0, indicando a transi¢ao de fase a temperatura nula (trivial).

A figura 2.3 deixa clara a nao trivialidade do teorema do circulo de Yang-Lee. Nao

ha motivo aparente para que, mesmo sabendo da existéncia de uma transicao de fase em
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I'mh I'mh
2

1 1.5
1
0.5 0
-1770.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1M 1767570 570,25 0.25 0.5 0.75 1
-0.5 -0.5
. -1
-1, -1
-2
(a) Zeros do modelo de Ising no plano (b) Zeros do modelo de Ising no plano
complexo de h para ¢ = 0.5 complexo de h para ¢ = 0.2

Figura 2.3: Zeros do modelo de Ising unidimensional no plano complexo de h com n = 40
spins.

H =0eT =0, os zeros migrem para a origem, quando 17" — 0, justamente através do eixo
imaginario. A figura 2.3 nao mostra todos os zeros apenas por uma questao de espaco,

existem mais zeros para cima e para baixo do eixo Im h.

2.2 Zeros de Fisher

Yang e Lee estudaram a distribuicao dos zeros da funcao de particao para campos
magnéticos complexos, mas para temperaturas reais. Ja Fisher [25] estudou os zeros da
funcao de particao para temperaturas complexas, mas com campos magnéticos reais.

Nesse caso a equagao dos zero (2.18) fornece:

(2.23)

como agora h € R temos que cosh h é maior que um e como cos? g—z estd entre zero e um,

. 2p , . - -2 [
podemos concluir que ;’;% ¢ um ndmero real maior que um, entao c; = e *BTk serd
2n
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puramente imaginario. Todos os zeros estarao distribuidos no eixo imaginario do plano
complexo da varidvel ¢ = e=% e como sabemos que no modelo de Ising unidimensional
sé ocorre a transicao de fase trivial, para T = 0 (¢ = 0) devemos esperar que haja
um acumulo dos zeros perto da origem. Para h = 0 (u = 1) fizemos alguns célculos
numéricos de zeros para confirmar esse resultado, fizemos para n = 40 sitios e para
diferentes campos magnéticos h = —Inwu. Temos dois exemplos na figura 2.4, os azuis,
figura 2.4(a), sdo dados para u = 0.2 e os zeros vermelhos, figura 2.4(b), para u = 0.9,
novamente alguns zeros nao aparecem por uma questao de espago. Podemos perceber que
os zeros se acumulam mais proximos da origem para campo magnéticos menores. Esses
resultados encontrados estao de acordo com o resultado analitico (2.23). Com ¢ — 0

para h =0 e n — oo.

I'mc? I'mc2
1.5 1.
1 1
0. 0
-1 -0.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1% .1770.75-05-0.25 0.25 05 075 1%
-0. -0.
-1
1.5 -1.
(a) Zeros de Fisher para h = 0.5 (b) Zeros de Fisher para h = 0.9

Figura 2.4: Zeros de Fisher para o modelo de Ising unidimensional no plano complexo ¢?
com 40 zeros.

2.3 Densidade de zeros de Yang-Lee

Na figura 2.2 vemos que os zeros de Yang-Lee tendem a se acumular nas pontas do arco
de circunferéncia cos § < cos ;. Para nimero finito de spins definimos uma densidade li-

near de zeros normalizada: p() = (1/n) >} 0(8— k). No limite termodinamico n — oo
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é possivel deduzir uma fungao continua para p () como veremos a seguir. Primeiramente

ja sabemos que nao haverao zeros na lacuna angular —f3p < 3 < g, ou seja:

p(B)=0, para cosf3 > cosfg (2.24)

Por outro lado, tomando o limite do continuo da distribuicao discreta dos zeros para
cos 8 < cos g obteremos p () neste intervalo. Ao variarmos k — k + 1 em (2.19), para

n grande, teremos, em primeira ordem, a variagao:

d(cosag) = —% sen w\/ 1—¢ct (2.25)

E portanto, usando (2.19) novamente,

do, — zsen((2k:—1)7r/2n)m
n sen

2
= T Ty (2.26)

O médulo da variagao angular (2.26) corresponde ao comprimento do arco de cir-
cunferéncia entre o k-ésimo e o (k + 1)-ésimo zero de Yang-Lee no plano complexo de
u. Portanto se tivéssemos uma densidade linear de zeros p, (), com a normalizagao
2T dapn, (a) = n, deverfamos ter correspondentemente j, (a) |[da| = 1, com |da| obtido
na equagao (2.26) ao passarmos de k para k + 1. Ou seja, a densidade é o inverso da

distancia de separacao entre dois zeros consecutivos ao longo da curva a qual pertencem

5 () 1 n | sen |
a = —
o [da| 71—t —cos?a
n | sen ¢

== (2.27)
™ \/sin2 a — sin® ag

Acima usamos, vide (2.19), que cos ap = lim, ., a1 = v/1 — ¢* e portanto ¢t = sen’ap.
Voltando ao plano complexo da fugacidade u? = e~% onde 3 = 2a. Usando 6(ax) =

§(2)/|a| e dividindo por n para normalizar [;" d3 p () = 1 teremos:

(@)= Pn@=B/ _ 1 |senp2
on 27\ [sin® /2 — sin® B2

(2.28)
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com cos 3 < cos fg. A expressao (2.28) reproduz o resultado obtido hd muito tempo atrés

em [2]. Expandindo em torno da ponta do arco.

g Be  (B—0Br) Bk
P sen2 W PE) (s OB 2.2
sen o A sen + 5 08 (2.29)
mostramos que a densidade diverge nas pontas com um expoente o = —1/2, isto é,
p(B)~ (8~ Be)""? (2.30)

Foi mostrado em [26] que as pontas do arco ug = e*PF tem caracteristicas de ponto
critico de uma transicao de 2* ordem e o expoente o é um dos seus expoentes criticos
caracterfsticos. E dito na literatura, vide [27], que o depende apenas da dimensao do
espago. Para o modelo de Ising 2D temos o = —1/6 [28] enquanto que em 1D, espera-se
que 0 = —1/2 (vide [10], [11], [12]).

Neste trabalho calcularemos o numericamente no modelo BEG unidimensional mesmo
quando os zeros de Yang-Lee nao estejam na S' e nao sejam conhecidos de forma exata. O
calculo sera feito a partir dos zeros obtidos numericamente. Assim, para n grande, supo-
mos que os zeros estejam sobre uma certa curva (u; € C'). Assumindo que o comprimento
da curva entre dois zeros consecutivos seja, proximo as pontas do arco, aproximadamente

igual a:
|duk| = |uk+1 — uk| (2.31)

obteremos a densidade no ponto médio, vide [27], 4 = (ug41 + ug) /2 de forma andloga

a (2.27), ou seja, como inverso da distancia entre os zeros. Normalizando temos:

1
p i) = ————— (2.32)
n| k1 — g

E possivel obter ¢ através de um ajuste numérico da curva p (u). Calculamos ¢ numeri-

camente também através de relacoes de escala de tamanho finito.
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Capitulo 3

Modelo de Ising de spin 1/2 sobre

diagramas de Feynman

Neste capitulo vamos obter uma representacao integral para a fungao particao do
modelo de Ising de spin 1/2 sobre diagramas de Feynman. Inicialmente trataremos o caso
de diagramas com vértices de quatro linhas e depois nos restringiremos ao caso unidimen-
sional com vértices de duas linhas. Essas idéias tiveram sua origem na quantizagao da

gravitacao em duas dimensoes [14], [15].

3.1 Modelo de Ising sobre diagramas de Feynman ¢*

Em teoria de campos é conveniente usar uma correspondéncia entre integrais e graficos

(graficos de Feynman). Sejam as seguintes integrais Gaussianas [29]:

_1 P
fdp¢ ¢“1¢H2“-¢un€ 2 Zu,uzl(‘z’#Mw%)
f dp¢ 6_% Zi,u:1(¢#Muu¢u)

(Dus Ppg--- ) = (3.1)
onde d’¢ = dp,deps...dp,. Cada uma das integrais acima vai de —oo a 0o e os indices
e v podem assumir p valores distintos. M é uma matriz p X p, real, simétrica e definida
positiva, de forma que assegure a convergéncia da integral, admitindo entao, a inversa
M. O valor esperado (3.1) é invariante sob qualquer pemutacao dos indices iy fi... fin.

E facil provar as seguintes propriedades (lema de Wick):

<¢H1¢H2"'¢u2n+1> =0 (3'2)
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(D) = (M) (3.3)

<¢u1 ¢uz---¢uzn> = 2"171! Z <¢up1 ¢up2> <¢/J'P2n71 ¢up2n> (3-4)

Esses resultados serao demonstrados no Apéndice A. Na relacao (3.4) a soma (3°,) se
estende sobre todas as permutacgoes dos 2n indices iy, , ..., fip,,. Para exemplificar supomos

que temos apenas duas variaveis (p = 2): ¢; = ¢4; 92 = ¢_. Entado, por exemplo vamos
calcular <¢i¢f>. De (3.4) temos:

(6h61) = 240400 +9(82) (62) +72(0:0)* (62 ) (42) (3.5)

Os coeficientes 24, 9 e 72 podem ser facilmente calculados. Por exemplo vamos calcular o
coeficiente 9 do termo intermediario. Temos 4 indices do tipo +, isto €, ay, as, as e a4 €
4 do tipo — como by, by, b3 e by. Calculando por exemplo, o nimero de sequéncias desses
oito indices formados dois a dois de forma que tenhamos dois valores esperados do tipo +
e dois do tipo —, ou seja < a;,a;, >< ai,a;, >< by by, >< bi,b;, > teremos 924!, o que
explica o fator 9 no termo do meio de (3.5). O fator 2 vem do fato de podermos trocar
a posicao dos indices dentro dos 4 valores esperados, enquanto que 4! vem da troca de
posicao dos 4 valores esperados entre si. Por ultimo, o fator 9 vem de podermos formar
3 pares para cada indice, como por exemplo para o indice a; temos: < ajas >, < ajaz >
e < ajaq >, da mesma forma que temos o indice a; e 3 pares correspondentes, temos

também 3 pares que envolvem o indice by, o que nos levaa 3 x 3 =9

( %fé’ + (@ g + ( ) :‘__J
Figura 3.1: {¢%¢")

Cada termo do lado direito de (3.5) incluindo o fator numérico combinatorial, é re-
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presentado respectivamente por um dos graficos da soma que aparece na figura 3.1, onde

cada linha que liga um vértice ¢, com ¢, é associada ao nimero (¢,¢s) segundo a legenda:

(P40 ) = — —— (3.6)
() = —— (3.7)
(¢2) = ——— —— (3.8)

Os vértices com bola vazia e cheia representam graficamente ¢3 e ¢, que estao no lado

esquerdo de (3.5), como mostra a figura 3.2. Os fatores numéricos na frente dos 3 termos

H \\ /f
(a) Vértice ¢ (b) Vértice ¢*

Figura 3.2: Vértice ¢ e ¢2.

de (3.5) ja estdo embutidos nos graficos da figura 3.1. Do ponto de vista gréfico, cada
fator corresponde ao mimero de maneiras que podemos conectar as linhas dos vértices ¢?

e ¢* de forma a termos o grafico em questao.
2
Ao invés de (3.5) podemos considerar <(¢i - gb‘f) >:

(8 +61)") = (sob) + (otol) +2(siol) (3.9)

Através de (3.4) mostra-se que (3.9) equivale a expansao diagramatica dada pela figura
2
3.3. Dessa forma vemos que <(¢i + gb‘f) > corresponde a soma sobre todos os diagramas

(conexos e nao conexos) de dois vértices onde cada um dos vértices pode ser ¢} ou ¢2. Ou
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Figura 3.3: <(¢i+¢f)2>

seja, além de somarmos sobre diagramas somaremos também sobre as duas possibilidades
7 . 4 4 . 7 . . 4 4 n
de vértices ¢ ou ¢~. Podemos generalizar para n vértices considerando <(¢ 1+ gb_) >
Para fazer a conexao com a mecanica estatistica, vamos considerar a funcao de particao

do modelo de Ising na auséncia de campo magnético:

Z =3 ¢ 2% (3.10)
{s:}
zZ=3 oJ ogigy SiSith 3 Si (3.11)
{8}
Para cada conexao ++, +— ou ——, temos os fatores de Boltzmann e/, e™/ e e’ respecti-

vamente. Logo se as linhas (propagadores) dos diagramas (¢,¢p) forem proporcionais aos
pesos de Boltzmann e/%+% a soma <(¢i + ¢‘f)n> serd proporcional a funcao de partigao
do modelo de Ising com campo magnético nulo (h = 0) sobre diagramas de Feynman de
n vértices. O campo magnético externo pode ser introduzido da seguinte forma. Cada
vértice com spin para cima carrega um fator e” e para baixo um fator e na funcao de

4

partigdo (2.2), portanto trocando os vértices ¢ e ¢ por ehgbi e e "¢* introduzimos o

campo magnético:
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Z° x <(eh¢i + e_hgb‘f)n> (3.12)

onde nc indica que incluimos diagramas de Feynman nao conexos como os da linha in-
termediaria da figura 3.3. Se definirmos a constante de proporcionalidade em (3.12) da

forma:

nc __
I’ = 21|

("ol +e b)) (3.13)

Entao podemos definir uma formula simples para a funcao geratriz das fungoes de partigao

Z¢. ou seja, introduzindo uma constante g arbitraria, temos:

G(h,c,9) = "7 (3.14)
n=0

- n!

G(h’ c, g) — <Z q" (M)" i> _ <6§(eh¢i+eh¢4)n> (3‘15)

f d¢+d¢_6_%[QﬁaMabQﬁb—g(ehqﬁi_Fe*hqﬁﬁ)]
- fd¢+d¢_6_%[¢“Mab¢b]

G(h,c,g) (3.16)

As varidveis ¢4 representam os estados de spin S; = £1 respectivamente. A matriz
M, é determinada a partir da proporcionalidade entre os propagadores (linhas) e os pesos

de Boltzmann para campo nulo (h = 0):
My = (Gathp) = k 5% (3.17)

onde k£ é uma constante arbitraria a principio que pode ser reabsorvida numa redefini¢ao

de g (vide (3.16)). Explicitamente temos:

(M_l) =< Pyp >=k exPJ 4 P _4‘7 (3.18)
ab exp—j expj]
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Escolhendo k = 7, a fungao geratriz se torna [15]:

deodp_e

Com Sy = 3(¢2 + ¢ — 2%, p-) — L(e"¢ + e "¢ ). As fungdes de parti¢ao Z2° podem

ser calculadas a partir das integrais gaussianas(3.13).

3.2 Modelo de Ising 1D sobre anéis conexos e des-

conexos (¢?)

A fungao geratriz das fungoes de particao do modelo de Ising de spin 1/2 unidimen-
sional sobre diagramas de Feynman (anéis conexos e desconexos) pode ser obtida trocando
os vértices ethpl por e*gl em (3.19), ou seja, de cada vértice agora saem somente duas

linhas, como mostra a figura 3.4

1
Sy = 5(6% + 0% = 2%6,.6.) — ("6 + g2 (3.20)

(a) Vértice e"¢? (b) Vértice e g2

Figura 3.4: Vértices e"¢? e e "¢?.

No caso unidimensional podemos calcular exatamente a funcao geratriz a partir de inte-

grais gaussianas obtendo:

(3.21)

1 1/2
Pz(g)]
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onde
P. - l —ct) g2
»(g) = ¢ —¢ +ulg+ (1 c )g (3.22)

Da equagao (3.14) podemos escrever Z"¢ como:

nc ¢t =1 V2
Z = {[Pz@] } (3.23)

Usando a funcao geratriz dos polinémios de legendre é possivel [9] mostrar que Z/'¢ (u) é

proporcional aos polinémios de Legendre P,,(x) com x = cosh(h)/+/1 — c*:
Z0 o P, [cosh(h)/\/ 1- 04] (3.24)

Como os zeros dos polinémios de Legendre P, (zx) = 0 satisfazem —1 < z; < 1, teremos
—1 < cosh(h) < 1 e mostra-se que os zeros do modelo de Ising 1D sobre anéis desconexos
estardo na S* generalizando o TS1 para uma rede dinamica (vide [9]).

A generalizagdo do TS1 para redes dinamicas, onde devemos somar também sobre
os diagramas de Feynmam, nao é trivial. Para entendermos esse ponto é importante

esclarecer a relagao exata entre as fungoes de parti¢ao na rede dinamica (Z¢) e as usuais
(Zy). De (3.23) é facil ver:

Z
gre— & 2

= i 3.25
1—¢c* 2 ( )

Um fator ¢/(1 — ¢*) aparecerd para cada propagador (conexao) presente no grafico uma
vez que escolhemos k = ¢/(1 — ¢*) em (3.17). O fator 2 no denominador corresponde a

2"n! com n = 1. Para n =2 e n = 4 por exemplo temos:

C 2 Zg le
Zpe = |——| |22+ 3.26
? [1-&] l4+8] (3.26)
C 4 Z4 Zng 222 ZQle Z{l
zye=— |= =2 =L 3.27
! [1-&] l8 T "6 16 T 384 (3.27)

Esses resultados correspondem aos diagramas da figura 3.5. Do lado mais a esquerda de
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X OQ
O-00-00- QQQ QOO0

Figura 3.5: Diagramas de Feynman para ZJ¢ e Z}¢

cada uma das linhas da figura 3.5 temos o diagrama correspondente ao modelo de Ising
1D usual (conexo). Na figura 3.5 néo especificamos a soma sobre os dois tipos de vértice
e"¢? e e7"p2 que estd subentendida.

As fragbes numéricas que aparecem em (3.26) e (3.27) correspondem ao fator A,,/(2"n!).
O fator 1/(2"n!) veio da nossa definigdo para Z"¢ em (3.13) ou na forma equivalente
em D=1. Ja o fator A, corresponde aos fatores combinatérios que aparecem a direita
de (3.5). Para obter A, é conveniente chamar as duas linhas de cada vértice ¢ como
(a;, b;). Por exemplo, para o caso de um anel conexo, com n spins, temos um numero
total de 2n conexoes, se comecarmos com a conexao aj ele pode ser ligado a qualquer
link a; ou b; com j # 1. Deste modo, temos (2n — 2) possibilidades. Para ligarmos a
proxima conexao sem criarmos um diagrama conexo teremos 2n —4 possibilidades, e assim
A,/(2"n!) = (2n — 2)11/2"n! = 1/2n. Para os diagramas nao conexos, A,'s podem ser
encontrados analogamente. Uma vez que Z!, = ¢Z;/2(1 — ¢*), nota-se que das equacoes
(3.25) e (3.26), temos.

nG = In(1+92+ g2+ ..)

2@ +0(s)

1 gc 17 ge 72 3
_ 571_C4ZI+Z[1—C4] Z2+O(g) (3.28)

— 9z g |2 -

A expansao até a ordem ¢? ilustra o fato conhecido em teoria de campos que os diagra-

mas conexos podem ser obtidos do conjunto total de diagramas tirando-se o logaritmo
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da func@o geratriz. O fator de simetria correto dos diagramas conexos 1/2n aparecerd

naturalmente, ou seja, em geral:

> 01 cg 1"
InG(h, ¢, g) = —[7] z, 3.29
Das equagoes (3.21) e (3.29) podemos escrever a fungao de parti¢do para anéis conexos

Zn:n<1_664>n lln <C4P_21>Ln (3.30)

A relagao (3.30) serd importante porque ela é um exemplo de uma forma alternativa

de calcular exatamente a funcao de particao para modelos de spin 1D com condigoes
periddicas de contorno sem o uso da matriz transferéncia o que é computacionalmente
mais eficiente do que as equagoes (2.5) ou (2.7). Por exemplo, para uma rede com 90
spins, o calculo numérico de Zy, via (2.7) leva cerca de 5 minutos, ja o calculo numérico
via (3.30) leva cerca de 20 segundos. Nossos célculos numéricos foram executados em um
computador com processador Pentium IV de velocidade 2.40Ghz com 512Mb de memoéria
ram, com ajuda do programa Mathematica versao 4.1.

Exponenciando (3.29) e comparando com (3.14) temos:

InG _ c " %—l—ngz—l—... — — m rznc _ nc
=[] (4 5) ~0, = (grm) —z

gn

Ou seja, obtemos formalmente a relagdo entre Z"'° e Z,, generalizando (3.26) e (3.27) para

qualquer n:

c " 971 G*Zs 9" Zn
ne = |— — .32
Z(c, h) [1 — 04] [exp( 5 + 1 + ...+ ™ . (3.32)
C n Zn ZIZn—l Z{L
I = | —— —_—t —F ... 3.33
" [1—04] l2n 4(n—1) * Q"n!] (3:33)

A expressao (3.33) mostra que mesmo que os zeros estejam na S! para cada Z, e suas
poténcias, nao ¢ trivial que os zeros estejam na S para Z" pois a soma de polindmios

tem um efeito dramético sobre seus zeros. Portanto provar que os zero estarao na S! para
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rede dinamica nao segue do resultado vélido para rede estatica (anel conexo).

Na figura 3.6 plotamos os zeros da funcao de particao para anéis conexos e desconexos
(pontos azuis) e os zeros da fungao de particdo para um anel conexo (pontos vermelhos)
para ¢ = 0.5. Na figura 3.6(a) consideramos n = 20, podemos notar que os zeros das
duas fungoes de particao sao proximos, mas eles nao coincidem, quando aumentamos o
numero de sipns, n = 40, a diferenca entre a posicao dos zeros diminui, como mostra a
figura 3.6(b), esse resultado esta de acordo com [9], que calcularam Z;'°, via ponto de sela
para n — oo e mostraram que a diferenca entre os zeros de Z"¢ e Z, é da ordem de 1/n?
para o modelo de Ising de spin 1/2, significando que no limite termodinamico os zeros do
modelo de Ising 1D em diagramas de Feynman coincidira exatamente com os zeros do

modelo em uma rede estatica.

I m u2 I'm u2?
- el e -~ v o o ®re o ° .
° ° L4 S
) [ ] ' ‘
° ° e %
° 0.5 ° P 0.5 Y
by “ é %
1 0.5 0.5 iRew 7 0.5 0.5 iRew
) N % !
° 0.5 ° % 0.5 &
° ) L Y é
% o° . IS P ¢
® o
* e e - hd ® glo © ®
(a) Sobreposigao dos zeros (n = 20) (b) Sobreposicao dos zeros (n = 40)

Figura 3.6: Sobreposicao dos zeros das funcoes de particao do modelo de Ising 1D de spin
1/2 para rede estdtica e dinamica. Os zeros azuis sao da funcao de partigao para anéis
conexos e desconexos (dinamica) e os zeros em vermelho sdo os da funcdo de partigao
para um anel conexo (estética) para diferentes nimeros de spins e ¢ = 0.5.
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Capitulo 4

Modelo de Blume-Emery-Griffiths

Blume, Emery e Griffiths [13] estudaram a separacao de fases da mistura liquida de
He? e He!. Esse sistema apresenta duas transicoes de fase diferentes, uma que separa o
He? do He? e outra superfluida que ocorre na fase rica em He'. Eles usaram um modelo
de spin 1 para descrever essas duas transicoes. Foi assumido que a mistura de He3—He?*
consistia de uma rede discreta de variaveis de spin .5;, com valores 0 e £1, associados a
cada sitio da rede. Um &tomo de He? no sitio i corresponde a S; = 0 e um dtomo de He*
pode ser representado tanto por S; = +1 como S; = —1. Os ntimeros de dtomos de He?

e He? sao dados, respectivamente por

Ry = 2: (1-52), (4.1)

fy =57, (4.2)
i=1
com ng + Ny = n, numero total de sitios. Temos um grau de liberdade dado pelo sinal

de S;, associado ao dtomo de He?, que nos fornece o parametro de ordem superfluida do

hélio liquido, dado por:
1 n
no\i=

A concentracao de He? nos fornece um novo parametro de ordem, o qual indica que existe
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uma possivel separacao de fases.

z:ﬁ—3>:1—%<zﬂ:5i2> (4.4)

onde m e (31, §?) /n sdo a magnetizagio média e o momento de quadrupolo médio do
sistema de spin ficticio. O ordenamento superfluido e a separacao de fases na mistura sao
indicados pelo ordenamento magnético e pelo ordenamento quadrupolar respectivamente.

Ao escrever a hamiltoniana do modelo, primeiro devemos comecar considerando um

termo de interacao do tipo Ising ferromagnético:

n
H,=—-J > S (4.5)
<ij>

A soma é sobre os primeiros vizinhos e esse termo é responsavel pelo alinhamento superflui-
do. Haverd uma transicao de segunda ordem a uma temperatura critica, 7T, determinada
pela constante de troca J e pela concentracao de dtomos de He3. Quando a concentracao
de He? é zero, temos o modelo de Ising ferromagnético de spin 1/2. A presenca de He?
significa que um nimero de S? sdo nulos, isso representa impurezas nao magnéticas no
sistema de spin ficticio, dificultando a transicao de fase, entao T, tem que diminuir com o
aumento de x como de fato é observado na solugdo de campo médio do modelo em [13].
Isto significa que se a concentracao x for grande, o sistema s6 pode sofrer o ordenamento
superfluido se o sistema se separar em duas fases, uma fase rica em He® e outra rica
em He?, a fase rica em He® continua no mesmo estado e a fase rica em He! sofrerd o

ordenamento superfluido. Essa interpretacao é plausivel de acordo com a solugao de [13].

E=—J zn: SiS; — Kay (1-87) (1-87) = K S2S?

<i,j> (i) (i)
— Ku X [S7(1-8%)+87(1-57)] (4.6)
(i)

Os autores de [13] tratam a mistura como se fosse um fluido classico, entdo, além do
termo de Ising (4.5) devemos introduzir as interagdes de curto alcance entre os dtomos

dos fluidos. Tais termos sao proporcionais as concentragoes dos atomos, ou seja:

Hi= — Ky (1-52)(1-5%) - Kud S25?
(ig) (i5)
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— Kau) [S7(1-87)+87(1-57)] (4.7)
(i)
onde a somatdria é sobre os vizinhos mais préximos, S? = 0 para He?®, S? = 1 para He! a
quantidade — K, é a energia de interagao do par He*—He’. Reescrevendo (4.7) a menos
(4.5) temos:

n
H[ = — (Kgg —|— K44 — 2K34) Z S@25J2 — 2’}/ (K34 — Kgg) Z 512 — ’W’LKgg (48)
(ig) g

onde v é o nimero de vizinhos mais proximos na rede. A forca interatomica entre os
atomos de hélio é a mesma, mas na mistura liquida de He® e He? a interacao é diferente
por causa da massa e da estatistica diferente dos dtomos de He® e He?*, por isso que
temos K,p diferentes. Se os K,g fossem iguais, H; se tornaria uma constante e se eles
possuirem valores bem proximos, faria com que H; pudesse ser interpretado como uma
pequena perturbacao.

Quando (n3) e (n4) sdo dados, temos que acrescentar os potenciais quimicos pg e fig

para o He? e He* na hamiltoniana, que fica
H:HS+H[—M3ﬁ3—M4ﬁ4 (49)
A menos de uma constante aditiva temos:

H=-] Y 55 -KY §57-AY (1-57) (4.10)

<i,5> <1,5>

onde K = Kgg + K44 — 2K34 e A= M3 — Ha + 2’}/ (Kgg — K44).
A hamiltoniana H representa um modelo de Ising de spin 1 com interacao quartica de

intensidade K e interacao quadrupolar de intensidade A.

4.1 Modelo BEG 1D usual (1 anel)

Explicitamente trabalharemos com a seguinte hamiltoniana para o modelo BEG:

Eppe=— Y |55+ KS;S7| =

<i,5> 7

[A(1-87) + HS]] (4.11)

1

n
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onde H é o campo magnético externo. A funcado de particao para o modelo de Blume-
Emery-Griffiths fica:

Zn= Y e PPeec(Sid) (4.12)
{S;}=0,%+1

Para o caso unidimensional com condicoes periddicas de contorno S; = S;, teremos a

solugao via matriz de transferéncia:

Z(h,T) = Z Z Z exp lZﬁ (JSkSk—i—l + KS,?SzH +A(1—SP) + HSk)]
51=0,£152=0,+£1 S,=0,%£1 k=1
= Z Z Z T 51, Sg 52, 53) (Sn, Sl) = Tr Tn (413)

=0,£152=0,%+1 Sn—O +1

onde T'(Sj, Sj1) = exp [8JS;Sj1 + BES}SF 1 + 38A(2 = 7 — SF11) + 58H(S; + Sja));
é a chamada matriz de transferéncia. Definindo j = 8J, h = gH, k = K el = SA.

Explicitamente temos:

cithth  o(+R)/2 =itk

T=| (tth/2 el e(=h)/2 (4.14)
eItk QU=h)/2  pitk—h

Podemos achar a funcao de particao como funcao dos autovalores da matriz de trans-
feréncia (4.14), determinados a partir da equacao: det (7T — ApI) = 0, assim temos a

funcao de particao:
Zn = My + Are) + A = o (Ai + AT+ A) (4.15)

Onde Apiy = Ai/c. Fazendo algumas manipulacoes na equacao det (1" — Apl) = 0, che-

gamos na equacao cibica abaixo, de onde poderemos obter os autovalores );.

N — (34 240) N + [0 (1= ¢*) + 242 (b — )| A= b3 (1 — ) [b (14 ¢?) —2c] =0
(4.16)

onde usaremos frequentemente nesta dissertacao a notacao:

u=e", b=er (4.17)
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r=é, c=e™l (4.18)

1 1
A = cosh(h) = = (u + —) ; I=cx (4.19)
2 u
u= e H/ksT b= K/keT (4.20)
z = AT c=e kst (4.21)
1 -
2A = (u + —) ; I=cx (4.22)
u

Para exemplificar, consideramos n =1 e n = 2 spins:

leging@f4—Q—+ui} (4.23)
Zy = Czluz [52 (u4 + 1) + ¢ (u3 + u) z+ (P + xz)}
P
Cﬁg? (4.24)

Note que Z,(u) é proporcional a um polinomio Ps,(u) e portanto Z,(u) = 0 possui 2n

zeros. A localizagao dos zeros da fungao de partigao para 1 spin (4.23) é dada por:

~ ~ 2
x x
Uy = —— *+ — ] =1 4.25
Y (25) (4.25)
O caso especial n = 1 ja nos fornece uma condi¢ao nao trivial para que os zeros estejam na
St Para 0 < 7 < 20b os dois zeros de Z; estarao na S' (Juy,| = |u_| = 1), mas se T > 2b
0s zeros vao para o eixo real negativo. Portanto, existe uma dependéncia nos parametros
do modelo para que os zeros da funcao de particao estejam na S!, ao contrario do que

ocorre no modelo de Ising unidimensional ferromagnético.
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4.2 Sub-modelos

Escolhemos o modelo BEG para trabalhar por possuir simetria Zy (H — —H) e por
conter varios outros modelos conhecidos. Nesta secao vamos mostrar que o modelo de
Blume-Emery-Griffiths engloba outros modelos de spin com interacao entre os primeiros
vizinhos, como por exemplo o modelo de Ising de spin 1/2 e spin 1, o modelo de Blume-
Capel [30], o modelo de Potts de 3 estados, entre outros [7].

Para fazer esse estudo vamos definir algumas variaveis. Temos que o niimero de spin
n é dado por n = ny +n_ + ng, onde n, é o nimero de spins para cima, n_ é o nimero
de spins para baixo e ng é o nimero de spins zero. ny, ¢ o nimero de linhas que liga o

spin S, com S, onde a,b = +1,0.

4.2.1 Modelo de Blume-Capel e Ising de spin 1

Alguns submodelos podem ser facilmente obtidos. Tomando x = b = 1 temos o modelo
de Ising de spin 1, cujos zeros no caso ferromagnético pertencem & S'. Para b = 1 temos
o modelo de Blume-Capel [30]. A condigao para que os zeros da fungao de parti¢do desse
modelo estejam no circulo é A <1In2 (0 < x < 2) e essa condicao é vélida para qualquer
dimensao do espago [5], ela significa que esse modelo pode ser mapeado num Ising de spin
1/2 com dois tipos de acoplamentos ferromagnéticos J e 3 (In2 — A) distintos a principio.
Em [9] foi obtida uma nova condigao para que uy € S' para o modelo de Blume-Capel
1D, ou seja, z¢ < 1 mesmo que x > 2. O ponto zc = 1 é exatamente o ponto de mudanca
de minimo da energia onde temos a configuracao de alinhamento total, n, =noun_=n
que é o minimo para zc < 1, para a configuracao onde todos os spins sao nulos (ny = n),

minimo para xc > 1.

4.2.2 Modelo de Ising de spin 1/2
x—0 (Il = —o0)

Como na funcao de particdo (4.12) aparece o peso de Boltzmann e!™ é evidente que
para | — —oo (ou x — 0), somente as configuragoes com ny = 0 sobreviverao, portanto o
modelo se reduz para x — 0 ao modelo de Ising de spin 1/2 ja que k=, ; SESj2 sera uma
constante para S; = £1.

Essa redugao é valida independente da dimensao espacial. Em D = 1 ela pode ser
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observada na equacao cibica (4.16) que se reduz a equagao quadratica do modelo de Ising
de spin 1/2 para z — 0 (vide 2.8) apés redefinirmos A — b\ em (4.16).
b— oo (k— o0)

Um outro caso em que recaimos no modelo de Ising de spin 1/2 é £k — o0, ou seja,
b — o0, assim o peso de Boltzmann e*(+++7--+7+-) domina a funcio de particdo do
modelo BEG para ny +n__ +n,_ = n o que requer ng = 0, essa reducao continua
sendo valida para qualquer dimensdo. Para D = 1 podemos redefinir A — b\ e dividindo
por b® a equacao ciibica (4.16), teremos a equacao quadrética do modelo de Ising de spin
1/2.

¢— 0 (j — o)

Um terceiro caso onde recaimos no modelo de Ising de spin 1/2 é quando , ¢ — 0
(j — 00), Neste caso o peso de Boltzmann e/("+++7-=="+-) determina que as configuracoes
de alinhamento total, n, = n e n_ = n, dominam a funcao de particao. Essa reducgao
¢é vélida para qualquer dimensao e para D = 1 a equacao cibica novamente retorna a

equagao quadratica do modelo de Ising de spin 1/2 com ¢ = 0.

4.2.3 Modelo de Potts de 3 estados

Vamos escrever a funcao de particao para o modelo de Potts [31], [32].

qu’B =) exp (j > o, +2BY 51702.) (4.26)

{o:} <ij> i=1

Para ¢ = 3 estados , temos que em cada sitio o; = 1,2 ou 3. O peso de Boltzmann é

proporcional a:
W ~ exp [j (Noroy + Nogoy + Nogos) + QBnLUZ} (4.27)

Por outro lado a hamiltoniana do modelo BEG é dada por

H=—-Jnyt+n_—ns)— Kyt +n—+ns_)—Ang—h(ny —n_) (4.28)
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Usando ny —n_ = 2ny + ng — n temos a menos de uma constante aditiva:
H=—-Jnyt+n——ny)— Ky +n_+ni-)—no(A+h)—2nh (4.29)
Usando as identidades:

1
ng = ; [2 Noo + Mo+ + no_] (430)

n
ny_ = 77 — (Nt + 1 + ngo + ng0 + no) (4.31)

Temos a menos de uma constante aditiva novamente:

He - 2J(n+++n__)—n00l%(A—h)—K+J]
— (noy —no-) [J—K—I—u]—QnJJL (4.32)
7

Portanto escolhendo, vide [7],

A
=Ry R (4.33)
v >
1
K=3] b= (4.34)
Teremos «
wppa ~ exp[2J (N4t +n__ 4+ ngo) +2hny] (4.35)

O que corresponde a um modelo de Potts de 3 estados com J =2.J e B = h.

Pode-se obter [33] uma férmula fechada, quando o nimero de spins é grande, para
os zeros de Yang-Lee do modelo de Potts de @-estados, com Q) = 2,3,4, ..., podem ser
calculados exatamente em uma dimensao para uma rede estatica (um anel conexo) e
mostra-se que 1 € S* apés uma certa mudanca de varidvel u — u(Q). Para D=2 temos

u ¢ S' e a mudanca de varidvel v — 1,(Q) nao é conhecida, se é que existe.
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Tomando b = 1/c3 e x = u/c' de acordo com (4.33) e (4.34) em D =1 (y = 2)

h o0s zeros do modelo de Potts unidi-

verificamos numericamente que na variavel u = e~
mensional de 3 estados estao aproximadamente numa circunférencia de raio menor que

um e se aproximam da S! a medida que a temperatura abaixa, vide figura 4.1:

(a) c=0.5 (b) ¢=0.25

Figura 4.1: Zeros do modelo BEG com n = 80 para b = 1/¢® x = u/c* para ¢ = 0.5 e
c = 0.25.

4.3 Resultados analiticos

Para os zeros do modelo BEG temos poucos resultados analiticos exatos, os mais
importantes, validos em dimensdes maiores do que um, foram obtidos em [7] via de-
composi¢ao de Griffiths. Por completeza e por termos uma certa discordancia com os
resultados de [7] eles serdo revisados a seguir. Em seguida apresentamos alguns resulta-
dos analiticos para o modelo BEG unidimensional para os quais a equagao cibica (4.16)
se reduz a uma equacgao quadratica, com isso podemos saber exatamente a localizagao

dos zeros.
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4.3.1 Decomposicao de Griffiths

E possivel obter regides [7] de validade do TSI no espaco de parametros do modelo
BEG em qualquer dimensao reduzindo esse modelo de spin 1 com n spins a um modelo do
tipo Ising generalizado de spin 1/2 com 2n spins. Esse método introduzido em [4] consiste
em decompor uma particula de spin 1 em um conjunto de duas particulas de spin 1/2:
S; = (0; + 1) /2, onde 0;; 7; = £1. Na figura 4.2 vemos um exemplo para o caso de n = 2
sitios onde S; = 0 a esquerda e S; = 1 a direita. Para compensar a dupla degenerescéncia
do estado S; = 0 devemos introduzir o fator de Boltzmann w = exp [% (0,7 — 1) In 2} para

cada sitio da rede.

Figura 4.2: Em cada sitio da rede temos dois spins 1/2

Entao a fungao de particao do modelo BEG a menos de uma constante multiplicativa tem

a forma;
Zy =SS [[u """ [ e ?Putermios) (4.36)
{oi} {mi}i=1 1<j
com
1 ~
By =7 [J (0 + 7i) (05 + 75) + K (oimioy7;)] + J (07 + 0475) (4.37)
e
J 1(12 A)+1K (4.38)
= —(n2- — .
4 4

onde v é o nimero de primeiros vizinhos. O nimero de spins se relaciona com o nimero

de conexodes ou “links” (ny) via ny = s

Em [6] o teorema do circulo de Yang-Lee foi generelizado para o modelo de Ising
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de spin 1/2 com interagoes entre multiplos spins. E condicao necessaria para aplicar o

teorema de [6] que
Eij (0i, 75,04, 7) = Eij (=04, =i, =05, —T5) (4.39)

o que certamente vale para (4.37). Sendo (4.39) vélida, segundo a demostracao de [6],
a condicao suficiente para que o teorema seja valido é que o peso de Boltzmann da
configuracao de alinhamento total seja maior que a soma dos pesos de Boltzmann de

todas as outras configuragoes, ou seja,

6_6E(1717171) 2

Z 1 Z /6—5Eij(o'i77—i7o'j’7—j) (440)

{oi==%1} {mi==%1}

N | —

onde Y significa que vamos somar sobre todas as configuracoes, menos as de alinhamento
total (1,1,1,1) e (—1,—1,—1, —1).
A condigao (4.40) restringe a temperatura a um valor maximo abaixo do qual os zeros

de Yang-Lee do modelo BEG pertencerao a St. Isto é, (4.40) equivale a
0<c<VGE+1-G (4.41)
onde

(4.42)

N ONOREE

A desigualdade (4.41) foi obtida pela primeira vez em [7] que desnecessériamente, na nossa

opinifio, assume além de (4.40) que o acoplamento J deva ser ferromagnético (J > 0) o
que equivale a 0 < z < 2b7/2. A condicdo (4.40) é suficiente para garantir a posicao dos
zeros na circunferéncia de raio um mesmo que alguns acoplamentos, como J , sejam anti-
ferromagnéticos (z > 2b7/2). Nossos calculos numéricos no caso unidimensional (y = 2)
confirmam que nao é necessario assumir .J > 0, vide figura 4.3.

E importante salientar que uma consequéncia da validade do TS1 para temperaturas
satisfazendo (4.41) é que nesse intervalo s6 ha transicao de fase de 2% ordem para H = 0.

Alternativamente para temperatura fixa podemos escrever (4.41) como b > by, ou
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Imu

Figura 4.3: Zeros da funcao de particao do modelo BEG com ¢ =0.11,b=3ex =7 > 2b,
para 20 spins.

T < Tmaz, COM

Drin = 2 ﬁ (g)m l(g)m + 2] (4.43)

P 2[,/1 bl — ) — 1]”' (4.44)

4.3.2 T —0

Tomando ¢ — 0 na equagao cibica (4.16) lembrando que & = z¢ — 0 e trocando

A — \b temos:
A 24X +1=0 (4.45)

Essa é a equagao de autovalores para o modelo de Ising de spin 1/2, com ¢ = 0. A partir
da equagao (2.18) podemos concluir que a localizagdo dos zeros do modelo BEG com

¢ = 0, é exatamente igual a dos zeros do modelo de Ising de spin 1/2 a T' = 0, ou seja,
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eles estao igualmente espagados.

2k —1
cosh hy, = cos (ZJ = Ccos oy, (4.46)
n

com hy = iy, e estd de acordo com os resultados numéricos obtidos.

4.3.3 T —

Também sabemos a localizacao exata dos zeros da funcao de particao do modelo BEG
quando ¢ = 1 (T" — o0), nesse limite um dos autovalores da matriz de transferéncia se

anula e a equagao caracteristica (4.16) nos fornece uma equacao do segundo grau:
N — (24 24b) A + 24z (b—1) =0 (4.47)

Como nos sabemos exatamente a localizagdo dos zeros para o modelo de Ising de spin 1/2,
vide (2.18) e sua equagao secular (A> — 2cosh(h) A + 1 — ¢! = 0) tem a mesma estrutura

da equagao (4.47), entdo podemos concluir que os zeros serao obtidos de:

T 2k —1
5 + Ab = /2Ax (b —1) cos ( o 7T> (4.48)

A localizagao dos zeros é dada pela equagao:

up = A+iv1— A? (4.49)

onde A sdo solugoes de (4.48):

Ay = % [— (g +(1-0) c§> + [eely/ (L =b) b+ (1—0) &] (4.50)

com

2k —1
Ck = COS ( k2 7T> . (4.51)

n

Para que os zeros estejam no circulo de raio 1 (vide (4.49)) é preciso que A seja real, o

que requer que 0 < b < 1, e além disso —1 < A < 1. Podemos perceber na equagao (4.50)
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que |A_| aumenta com |cg|, assim |A_| serd maximo quando |c;x| = 1. Nesse caso

b
A_:—Z;—2 [(1—§> +\/1—b] > -1 (4.52)
garante que —1 < A < 1 para 0 < b < 1. Assim encontramos uma relacao entre = e b,
onde o teorema do circulo é valido para 0 < b < 1, isto é:

b2

asgl_ng _1_bzf(b) (4.53)

Testamos essa condigao numericamente e vimos que ela funciona perfeitamente. Para
b = 0.5 temos f(b) = 0.1715, fizemos uma pequena variagao no valor de x, na figura 4.4.
Quando diminuimos x os zeros permanecem na circunferéncia, figura 4.4(a), mas quando

o aumentamos encontramos zeros fora do circulo para 0 < b < 1, figura 4.4(b).

15 1 0.5 0.5 i U g 1 0.5 0.5 Re u
°
x °
X 0.5 0. 0.5
00.\ '.oo.\
(a) c=1,2=0.1615¢e b= 0.5. (b)c=1,2=0.1815e b= 0.5.

Figura 4.4: Validade da equacao (4.53), variando x com n = 40 sitios.

Notamos um comportamento muito interessante quando o nimero de sitios aumenta,
pois o incremento em z que tira os zeros da S! se torna cada vez menor, como mostra
a figura 4.5. Conjecturamos que no limite termodinamico a condigao suficiente (4.53)

passa a ser uma condi¢ao necessaria para que os zeros da funcao de particao estejam na
Sl
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(a) c=1,z=0.171eb=0.5. (b)e=1,2=0172eb=0.5.
Figura 4.5: Validade da equacao (4.53), variando = com n = 80 sitios.

A condigao (4.53) para 0 < b < 1 é valida para ¢ = 1 (T" — o0). Com a hipétese de
que os zeros tendem a ir para a S* ao aumentarmos o acoplamento ferromagnético (J) ou
diminuirmos ¢ (comportamento vélido em geral para zeros de Yang-Lee, vide comentario
no artigo de revisao [3]) conjecturamos que, para 0 < b < 1, a condigao (4.53) garante uy €
St para qualquer temperatura, 0 < ¢ < 1 . Esse resultado é aparentemente valido como
indicam nossos resultados numéricos e é uma conclusao original desta dissertacao. Nao é
dificil mostrar que f(b) < 2b, ou seja, a condigao (4.53) requer acoplamento ferromagnético
(J >0).

434 b=0 (k— —o0)

Considerando b = 0, novamente um dos autovalores da matriz transferéncia se cancela

e podemos reescrever a equagao caracteristica (4.16) nos fornece:

M —FN—2Ac7 =0 (4.54)
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Novamente comparando essa equacao com a equacao secular do modelo de Ising de spin

1/2 conseguimos achar exatamente a posigao dos zeros:

T 2k —1
TV 2Ac7 cos (2k=Un (4.55)
2 2n
Portanto,
T/8
R ~ (4.56)
(2k—1)m
C [COS T}
com

Os zeros uy pertencem a S; se —1 < Ay < 0 ou ao eixo real negativo, se Ay < —1. Para

Z > 8 todos os zeros estao no eixo real negativo.

4.4 Resultados analiticos aproximados

44.1 -0

Para achar os zeros da funcao de partigao (4.15) temos que encontrar os autovalores
da matriz de transferéncia, que sdo dados pela equacao cubica (4.16). Os zeros para
n grande aparecem quando temos o moédulo de dois autovalores iguais e maiores que o

terceiro autovalor [33], isto é, por exemplo [Ay| = p = |A_| > po = | o], nesse caso
2= () e o= () e o ()
c + - c P
I\" ) )
(2) rtes + e =0 (1.59

Q

Cc

para 0, e _ apropriados. O uso das solugoes exatas da equacao cubica, vide apéndice
B, nao é muito 1til para satisfazer tal condicao. Entao vamos calcular algumas solugoes

aproximadas. Sabemos que recaimos no modelo de Ising de spin 1/2 para & = 0, entao
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resolvemos a equagao (4.16) fazendo uma expansao para & pequeno, os autovalores sao:

b—2c+bc?_. 2A4c(b—2c+bc?) _, _
_ _ O (3 4.59
"TaTe) T watrer ) 9

1/c 2¢3
g 1— 4 i — i ~2 4
At = bV cgi+b<b+(02+1)(gi_1)>:ﬂ+(9(z) (4.60)

onde

B A " A2
g+ = 1= 1— &

As expressoes (4.59)! ¢ singular em b = 0 e (4.60) ¢ singular em g2 = 1, que é a singu-

1 (4.61)

laridade da ponta de Yang-Lee (A, = A_)? para o modelo de Ising de spin 1/2 (z = 0).

Isso quer dizer que a expressao nao faz sentido em torno de b = 0 ou (6+)* = 1. Como

g+g— = 1, podemos escrever g, = pe?? e g_ = (1/p)e”®. Assumindo que p = 1, entdo
—V1—ct < A< +1-ct quenos leva a S [e™| = 1 pois —1 < cosh(h) < 1. Nessa
situacdo temos que |\, | = |A_|. Portanto os zeros estarao na S* se 64+ = [Ax| — |Ao| > 0.

Chamando f; = In \;, podemos escrever que d+ = Re (f+ — fo) > 0. Podemos checar essa

condicao & partir das equacoes (4.59) e (4.60). Assumindo que g+ = e, temos®:

5, = %ln bt (14 ¢?) (1—02)] i ((2b2+1) cosa>j+o(j2) (4.62)

(b—2c + be?)? b2 (1 + ¢2)?

Na equacdo (4.62) h = ia, assim cosf = cosa/v/1 — c*, o segundo termo do lado direito
da equacgao (4.62) domina as diferengas d+ para & — 0 e garantird que d+ > 0 contanto
que ¢ nao esteja proximo de um. Somente para casos especiais, como o modelo Blume-
Capel onde b = 1 e o fator (1 — ¢) no numerador do primeiro termo de (4.62) cancela,
possibilitando fazer afirmagoes independentes da temperatura para © — 0. O terceiro

termo a direita de (4.62) nos informa que quando Z aumenta, os zeros tendem a sair da

'Em [9] que corresponde ao modelo Blume-Capel (b = 1) o numerador do primeiro termo da equaciao
(4.59) aparece como (1 — ¢?)?, mas deveria ser (1 — ¢)? em acordo com nossos resultados para b = 1.

2Como vimos na equacgio (2.9) o ponto onde Ay = A_ corresponde ao cancelamento da rafz, entdao é
ponto de ramificacao. Dessa forma nao é surpreendente encontrar singularidades nas expansoes em torno
desses pontos.

3Novamente nossos calculos estdao diferentes de [9], o terceiro termo da equagio (4.62) aparece como

(ii";‘;‘z , mas deveria ser (?ifr";‘;‘z em acordo com nossos resultados para b = 1.
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circunferéncia de médulo 1 quando cosa é mais negativo, como indica a figura 4.6(a).
Portanto, equagao (4.62) nos diz como os zeros se comportam e como eles abandonam a

S1, confirmando nossos calculos numéricos pelo menos para Z pequeno.

Imu Imu
0000y JPTY? TYN
[ ] [} o® oq
° ° ° o
@ 0. .. P
o* ° o %
° . o o,
° 0.5 K 0.5
1 0.5 0.5 Re U —7 0.5 0.5 i Reu
° -0.5 % 0.5
° Q % Q
° Q 0 o°
° 0 O °
° ° ® )
° ° ® °
o, °® ®oe, o®®
LT YT YT L g Seagece

(a) #=10.33,c=03eb=0.3, (b)F=0.1,c=05eb=0.6

Figura 4.6: Zeros do modelo BEG com n = 80 para & pequeno.

4.4.2 b— o0

O fato de recairmos no modelo de Ising de spin 1/2 para b — oo nos sugere olhar
também para expansoes para b grande. Resolvendo a equagao cibica (4.16) em séries de

poténcias de 1/b temos:

1 2cy 1
wert (-2 w0 (3)
- 1 1 1
A =V1—clgr —22 (1 — 27> i +0 (b—2> (4.64)
g

onde g4 sdo dados em (4.61). Fazendo as mesmas consideragoes feitas para a expansao a

T pequeno, podemos escrever g, = pe e g_ = (1/p)e ™™ se p = 1, teremos |\y| = |\_|
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e para que os zeros estejam na St, d. > 0, isto &, |\, | = |A_| > |[Xo|. Agora

1 1—ct 1 c Zcosa\ 1 1
5i_§ln< T >_lng+<1+02_1—c4>5+0(b_2> (4.65)

T

Novamente mesmo que ((1/b) — 0) nio é possivel garantir que os zeros estarao na S*
(6+ > 0) para qualquer temperatura pois o primeiro termo do lado direito de (4.65) torna
muito negativo para ¢ — 1 e assim nao temos novamente uma afirmagao independente
da temperatura sobre a posigao dos zeros. Analisando o termo de ordem 1/b podemos
concluir que os zeros tenderao a sair da circunferéncia primeiramente para angulos o mais

proximos de o = 0 como mostra a figura 4.7.

Figura 4.7: Zeros do modelo BEG para b grande (2 =9, b =8 e ¢ =0.9).

4.4.3 c¢c— 0

Agora vamos fazer uma expansao a baixas temperaturas. Vamos fazer essa expansao
porque sabemos que o modelo BEG se reduz ao modelo de Ising quando ¢ — 0. Resolvendo

a equagao cubica (4.16) em séries de poténcias de ¢ temos:

. 2(Az —b) 2
=71+ @ —beh) (7 = be—h)cl +0 (c ) (4.66)
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)\:I: = b(fth [1 + m% + O (02) (467)

Definindo e = pei®, impondo que R (fy — fo) = 0 (JAs] = |No]) ou R(f- — fo) = 0

(IA=] = [X\o|), obtemos respectivamente:

T (7% cosa —1)
T4 + bt — 27202 cos a

py = % + c+0 () (4.68)

b (7% cosa — 1)
== O (c 4.69
P T E @b — 2P eosa)’ (<) (4.69)
Devido a simetria H — —H, nés temos p; = 1/p_. Assumindo que |Ay| = ||, portanto

p = p, neste caso teremos a diferenca:

74— bt — 202 + 23%b% cos a ¢
T4+ b4 — 27202 cosar b

é)“h(f+—f_):2ln%+ +0 () = F(#bc,a) (470)

T 7t = bt —20% 4 2*h* cosa ¢
F(z,b =2In— -+ 0( 471
(5,¢,0) np T4+ bt — 272b% cos 5t (C) (4.71)
Sempre que considerarmos F' > 0 nds temos que |A;| = [Ag| > |[A_|. Se assumirmos

que p = p_ no calculo de R (f+ — f-) podemos simplificar trocando o sinal do resultado
(R(fy — f-) = —F) e consequentemente quando F > 0 teremos |[A_| = |\g| > |[Ai].
Entao, para F' > 0 os zeros devem vir tanto de p = p, como p = p_ e para F' < 0 temos
AL = |A_| > |Xo| com p = 1, ou seja, zeros na S'. Nas figuras 4.8 e 4.9 plotamos p, e
p— para ¢ = 0.1 e b e = diferentes.

Checamos que para as figuras 4.9(a) e 4.9(b) F' > 0, ja para figura 4.8 F' nem sempre
é maior que zero, explicando a divergéncia com as curvas analiticas. A diferenca que
aparece a partir das pontas nas curvas dos zeros, é consequéncia do mau comportamento
da expansao a baixas temperaturas em torno da singularidade de Yang-Lee. O mesmo
problema acontece para o modelo de Ising de spin 1/2 e para o modelo Blume-Capel [9)].

Analisamos também o caso em que os zeros poderiam vir de uma tripla degenerescéncia
de autovalores, isto é, |A;| = |A\_| = |\o|, mas isso sé acontece para valores bastante

especiais (e complicados) dos parametros do modelo para os quais nao encontramos in-
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Figura 4.8: A curva em vermelho é para p, (a), a rosa é para p_(a) e os pontos azuis sao
os zeros do modelo BEG b=1.1,c¢=0.1, 2 =1.1en =140

terpretacao razodvel e na pratica nao encontramos zeros que tenham vindo dessa tripla

coincidéncia, da mesma forma que ocorreu no modelo de Blume-Capel.
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P
SE.

(a) 2=1,c¢=01eb=09 (b)i=11,c=01eb=09

Figura 4.9: A curva em vermelho é para p,(a), a rosa é para p_(a) e os pontos azuis sao
os zeros do modelo BEG para diferentes 7, ¢ e b, quando os zeros nao estao na S'. Nas
figuras usamos n = 40 spins (80 zeros)
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4.5 Densidade de zeros de Yang-Lee

Vamos calcular o expoente critico o para os zeros da funcao de particao do modelo
BEG sobre um anel (rede estatica).

O célculo de o para zeros que nao estejam na S' ja foi feito anteriormente para o
modelo de Potts [33], mas os zeros desse modelo tem uma particularidade, que o torna
muito semelhante ao modelo de Ising de spin 1/2. Embora os zeros do modelo de Potts
nao estejam na S* no plano complexo e, pode-se mostrar que fazendo uma mudanca de
varidvel eles vao para S'. Além disto existe uma férmula fechada para os zeros de Yang-
Lee semelhante a (2.18). O calculo do expoente critico o foi feito analiticamente, sendo
o = —1/2, confirmando a universalidade do expoente critico para modelos unidimension-
ais. A demonstragao é analoga ao que fizemos para o modelo de Ising de spin 1/2 (vide
2.3). O modelo de Potts unidimensional de ) estados é especial porque sempre teremos
somente 3 autovalores distintos da matriz de transferéncia, independente do nimero de
estados. Um dos autovalores, )y, é um nimero real e é () — 2) vezes degenerado, isso
permite fatorar a equacao secular do modelo na equacao de 2° grau do modelo de Ising
de spin 1/2, por isso que se consegue calcular o expoente critico e os zeros de Yang-Lee
analiticamente. J4 para o modelo BEG, nossos trés autovalores sao complicados (vide
Apéndice B), dificultando o célculo do expoente critico analiticamente, assim calculamos
0 expoente critico apenas numericamente.

Os autores de [34] mostraram que o zero mais préximo do eixo real positivo u(n) para
sistemas finitos se aproxima de ug(oc0) quando tomamos o limite de n — oo seguindo a

lei de escala:

ui(n) —ug(oo) ~ n=¥" (4.72)

onde y; corresponde [34] a combinagdo de expoentes criticos $d/v. Da mesma forma,
temos que a densidade dos zeros préxima de ui(n) tem a seguinte relagao de escala [27],
[35], [36]:

plur(n)) ~n~ 7 (4.73)

onde d é a dimensao do espago. Das relagoes (4.72) e (4.73) podemos obter o expoente

critico o pois [26],
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plu) ~ (u—ug) ™ ~ (u = ug) N (4.74)

Para o modelo BEG sobre um anel conexo, calculamos o expoente y; para a funcao de
particao com b =2, ¢ = 0.9 e x = 5. Usamos a parte real da relacao (4.72), neste caso os
zeros nao estao no circulo unitario, como mostra a figura 4.10. A tabela 4.1 nos fornece a
parte real do zero mais préximo do eixo real positivo para diferentes tamanhos de rede (n).
Com esses dados fizemos um ajuste usando a funcao NonLinearFit do Mathematica. A
fungao usada para esse ajuste foi R (u;(n)) = A/n? + C = g(n). Chegamos as constantes
A =-009137, B =y, = 19993 e C' = R (ugr(occ)) = 0.0502 para o arco de raio menor.
Fizemos o mesmo céalculo para o arco de raio maior obtendo: A = —5.8124, B =y, =
1.9993 e C' = R(up(oo)) = 0.3152. Os ajustes, vide por exemplo figura 4.11, tiveram
um erro percentual maximo de 2.7 x 107% para o arco menor e 3.75 x 107% para o arco

maior. O erro percentual foi calculado a partir da equagao:

Fui (ni) — g(ni)
g(ni)

dog(ni) = | % 100% (4.75)

onde Ruq(n;) é dado pela tabela e g(n) é obtido a partir do ajuste. Calculamos também

o coeficiente x2 que mede a qualidade do ajuste, dado por:

8

X2 = z; [ Rui(n;) — g(ni)|2 (4.76)
e obtivemos ys = 4.79 x 107'Y para o arco menor e yy = 3.41 x 10716 para o arco maior.
No lugar de considerar a parte real do primeiro zero, consideramos a parte imaginaria
e obtivemos vy, = 1.9950, com desvio percentual maximo dy, = 6.23 x 1077% e y2 =
1.50 x 10~'7 para o arco menor e dy = 2.78 x 107%% e yo = 4.79 x 10~'® para o arco
maior.

Embora para o caso de um anel conexo, tenhamos certeza de que se trate de uma rede
unidimensional (d = 1), quando considerarmos anéis conexos e desconexos nao saberemos
se a soma sobre diagramas afetard d. Para conferir d fizemos um novo ajuste considerando
a equacao (4.73) num gréfico dilog, In(p(n)) ~ Aln(n) + B e obtivemos uma curva bem
préoxima de uma reta com constantes A = y, —d = 0.9956 e B = —3.8245, portanto

d = 1.0037 para o arco maior, como mostra a figura 4.12 para 50 < n < 120. O erro
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Figura 4.10: Zeros do modelo BEG com b =2, ¢c=0.9, z =5 e n =40

percentual méximo foi de 0.018%. Calculamos ainda o coeficiente de Pearson, que mede
o grau de relagao linear entre duas varidveis, esse coeficiente pode variar de -1 até 1. O
valor 0 significa que nao ha relagao linear e os valores 1 e -1 representam uma relacao
linear perfeita, esse resultado esta relacionado com o coeficiente angular da reta, quando
valer 1 o coeficiente angular é positivo e quando valer —1 o coeficiente angular é negativo.

O coeficiente de Peason ¢é dado por:

_ 5 (In pi — (In p)) (In i — (In n))
VI (In pi— (In p))* Y5, (Ini — (In n))

(4.77)

r

onde (In p) e (In n) sdo as médias aritméticas. Para o arco maior obtivemos 1.00.

A densidade préxima da ponta do arco maior foi obtida a partir dos dois zeros mais
préximos do eixo real positivo via: p (%) = 1/ (n|uy — uz]). Repetindo o célculo para
o arco menor, encontramos A = d — y, = 0.9962, B = —1.9906 e d = 1.0031, com erro
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n | R (uq)(raio menor) | R (uq)(raio maior)
50 0.049865 0.312930
60 0.049977 0.313642
70 0.050045 0.314071
80 0.050089 0.314350
90 0.050119 0.314541
100 0.050140 0.314678
110 0.050156 0.314779
120 0.050168 0.314856

Tabela 4.1: Parte real do primeiro zero da circunferéncia de raio menor e de raio maior
para diferentes nimeros de spins, com b=2, c=09ex =5

percentual maximo de 0.26% e coeficiente de Pearson r = 1.00.

Substituindo y, e d na equagao (4.74) chegamos a conclusao que o expoente critico o =
—0.4979 para o arco de raio maior e ¢ = —0.4982 para o arco de raio menor, considerando
nesse caso a parte real do primeiro zero. Usando a parte imagindria encontramos o =
—0.5019 para o arco de raio maior e 0 = —0.4993 para o arco de raio menor, assim
obtivemos o valor médio & = —0.4999 para o arco de raio maior e ¢ = —(0.4987 para o arco
de raio menor. Refizemos esse célculo para diferentes valores de b, ¢ e x e verificamos que
o ~ —1/2 para todos os casos estudados. Para ver como a densidade se comporta perto
do zero mais proximo do eixo real positivo, fizemos um grafico considerando os 7 zeros da
funcao de particao Z, mais préximos do eixo real positivo com a parte imaginéria positiva
parab=2 ¢=0.9, x =5 en = 60, vide figura 4.13. Podemos perceber explicitamente
que p(u) cresce quando chegamos perto da singularidade da ponta de Yang-Lee. Na figura
4.13 os pontos cheios correspondem a p(ux) = 1/(n|up — ugs1|) onde k =1,...;7. A curva
foi obtida via NonLinearFit com trés parametros p(z) = Az + C onde A = 0.0962,
B =—-0.5108 e C' = 0.0231.
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Figura 4.11: Gréafico de $(u;) x n para o arco menor. A curva sélida corresponde a
(A/nB + C) com A= —0.9137, B=1.9993 e C' = 0.0502
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Figura 4.12: Gréfico da densidade dos zeros da ponta (In(p(u)) X Inn)
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Figura 4.13: Gréfico de p(u) X |[u—uy| parab=2,¢=0.9, z =5 e n = 60.
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4.6 Minimos da energia e posicao dos zeros

Em [9] foi observado numericamente que para & < 1 os zeros de Yang-Lee do modelo
Blume-Capel unidimensional, tanto para um anel conexo como para a rede dinamica,
estao na S'. Uma andlise dos minimos da energia do modelo Blume-Capel (vide apéndice
C para k = 0) revela que para & < 1 as configuragoes de alinhamento total ny = n ou
n_ = n correspondem ao minimo da energia enquanto que para ¥ > 1 a configuragao
de energia minima corresponde a todos os spins nulos. Ou seja, £ = 1 parece ser um
ponto especial para o modelo Blume-Capel unidimensional. Especulamos que os pontos
onde ocorrem mudangas de minimos para o modelo BEG (k # 0) nos dariam relagoes
importantes sobre como os zeros saem da S?.

As mudancas de minimos para o modelo BEG unidimensional ocorrem nas fronteira

das regides abaixo [37] (vide apéndice C, figura C.2).

b= xc, se b>c, (4.78)
b= \xc, se b<c (4.79)

e
x =1, se b<c (4.80)

Os calculos numéricos indicam que as relagoes (4.78), (4.79) e (4.80) ndo parecem ser
relevantes para a posicao dos zeros de Yang-Lee do modelo BEG unidimensional. Um
exemplo sao as figuras 4.14 e 4.15. Na figura 4.14 temos o caso b > ¢ com b < zc
(vermelho) e b > xc (azul), na figura 4.15 temos o caso b < ¢ com b < /x¢ (vermelho) e
b > /xc (azul) e na figura 4.16 temos o caso b < ¢ com b < /xc (vermelho) e b > \/xc
(azul).. Nao ha mudanga qualitativa na posi¢ao dos zeros.

Concluimos entao, que os pontos onde ocorrem mudancas de minimos nao nos dao
nenhuma relacao para a validade do TS1 para o modelo BEG unidimensional, portanto
a importancia desse ponto para o modelo de Blume-Capel unidimensional nos parece ter

sido apenas uma coincidéncia.
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Figura 4.15: Zeros do modelo BEG para = 0.8, ¢ = 0.5 e b = y/zc — 0.005 = 0.442 para
os pontos vermelhos e b = y/zc + 0.005 = 0.452 para os pontos azuis
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Capitulo 5

Modelo BEG sobre anéis conexos e

desconexos

5.1 Definicao do modelo

A funcao de particdo do modelo BEG, vide (4.11) e (4.12) pode ser escrita como:

7= ePPmee — ¥ exp{ > [58:S;+ k S2S7| + znj (1= 8?) +hs,] } (5.1)

{Si} {Si} <i,5>

Para descrever o modelo BEG sobre anéis conexos e desconexos, usaremos uma fungao
geratriz de diagramas de Feynman, contendo apenas vértices de duas linhas (termos
quadraticos nos campos). Agora precisaremos de 3 variaveis diferentes ¢, ¢_ e ¢y repre-
sentando os estados S; = +1,—1 e S; = 0 respectivamente. Cada vértice corresponde a

h e m e el para S; = +1, —1e 0

um sitio da rede e carregara um fator de Boltzmann e
respectivamente, vide (5.1).
Em analogia com o modelo de Ising sobre anéis conexos e desconexos (3.16) sugerimos

para o modelo BEG sobre anéis conexos e desconexos a fungao geratriz:

—5[paMapdp—g(e"¢?% +e =" ¢% +e' ¢3)]
J[dodo_dpoe

[ depdg_e=3[PaMarer]
— <6—%(eh¢i+e*h¢3+el¢g)> (5‘2)

G(h7 l? k? C? g) =

onde g é uma constante auxiliar, a,b = 4+, —,0 e M,, é uma matriz simétrica 3 x 3 que
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serd determinada de forma andloga a (3.17) a partir dos pesos de Boltzmann das conexoes
entre spins para h = 0 e [ = 0, ou seja,

Myg! = (guth) = k I Sis25E (53)

a

Definindo a fungao particao sobre anéis conexos e desconexos como:

nc __
I = 21

("o + e + o)) (5.4)

Para termos uma férmula simples para a expansao :
G(h, 1k, j,9) =D 9" 7" (5.5)
n=0

Podemos interpretar e"¢?, e "¢? e e'¢3 como sendo os sitios (vértices) com spin %1 e
0. A funcao de partigdo Z]¢ corresponde a soma sobre todas as configuragdes de spin
S;i = +1,—1,0 e sobre todos os anéis conexos e nao conexos com n vértices, de forma que
nenhuma linha fique sem conexao.

Podemos fazer a conex@o com o modelo estatistico e determinar a matriz My, de (5.3):

—1+° b(c—%) 1—cb
My=k| b(c=1) B*(-+%) b(c—1) (5.6)
1—cb b(c—%) —1+2

Por conveniéncia para termos uma “acao”.S, simples, escolhemos:

b= 2 (=) [ (14 ) — 2] (5.7

C

Reescrevendo a equagao (5.2) temos:

[ dodo_dgoe

G(h7l7k7j>g) - fd¢+d¢_d¢0€_sg:()

(5.8)

Com
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Sy = 5{A(%+¢”) +2Boro- + D [EQ + 200 (91 +¢-)] }

+ ("ot + e +ele}) (5.9)

NN =

onde A = -1+ g, B=1—c¢cb,D=0» (c — %) e F=-b (c+ %) Resolvendo as integrais

gaussianas (5.8) e redefinindo g — kg temos:

1
Gh, Lk, ¢,§) = —— .
bked) = ma 10
Onde
Py(g) =1 — (2Ab+&)g+ [b* (1 —c') + 2450 - ¢)| §°
— bi(1-¢) (b—2c+bc*) g (5.11)

O polinémio (5.11) obtido aqui via interpretagao diagramaética é equivalente a equagao
cibica (4.16) , com g = 1/, obtida a partir da matriz de transferéncia (4.14). Da equagao

(5.5) podemos escrever:

gn

ze = {1P@) ), (5.12)

Por outro lado, em teoria de campos, os diagramas conexos (lado esquerdo da figura 3.5
) )
podem ser extraidos da soma sobre todos os diagramas (conexos e nao conexos) tirando-se

o logaritmo da funcao geratriz:

nZLn

InG = Z s (5.13)

Invertendo a equagao (5.13), usando (5.10) temos Z,, do modelo BEG-1D usual (um anel
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conexo) que coincide com a definigdo (4.12) como de fato checamos:
Zy = (2n) (InG) 40 = —n[In P5(g)] ;0 (5.14)

Verificamos que os zeros da fungao de parti¢ao (5.14) tem a mesma localizagdo dos zeros

da funcao de parti¢ao (4.15) confirmando sua equivaléncia.

5.2 Posicao dos zeros de Yang-Lee

Para o cdlculo numérico dos zeros sobre anéis conexos e desconexos utilizamos a ex-
pressao (5.12) e para um anel conexo (condigoes periddicas de contorno) usamos (5.14). A
equagao (5.14) é computacionalmente mais eficiente que a equagao (4.15), como ocorreu
para o modelo de Ising de spin 1/2.

Comparando a localizacao dos zeros da fungao de parti¢ao para a rede estatica (5.14)
e para a dinamica (5.12), podemos notar que os zeros de (5.14) (pontos vermelhos) nao
coicidem com os zeros de (5.12) (pontos azuis) nas figura 5.1 e 5.2. A diferenca entre a
posicao dos zeros das diferentes funcgoes de particao é surpreendentemente pequena, nao
sabemos como explicar isso a partir de (3.33). O mesmo acontece para o modelo de Ising
de spin 1/2 (vide capitulo 3).

Considerando numeros de sitios diferentes, podemos notar que a diferenca entre a
localizac@o dos zeros diminui conforme aumentamos o nimero de sitios (figura 5.1), indi-
cando que no limite termodinamico os zeros da fungao de parti¢ao (5.14) terd a mesma
localizagao dos zeros da fungao de particao (5.12). Essa andlise também é valida quando
os zeros da funcao de particao nao estao na S!, como mostra a figura 5.2, nem todos os
zeros aparecem nas figuras 5.2(a) e 5.2(b) por uma questao de espago.

A figura 5.3 também mostra a sobreposigao dos zeros (azuis) da rede dinamica (5.12)
com os zeros (vermelhos) da rede estatica (5.14). Nessa figura podemos notar que os
zeros das diferentes funcoes de particao nao estao préximos um dos outros somente em
volta do ponto de encontro entre a circunferéncia de raio um e o arco que cruza com ela.
Nao entendemos porque esses zeros nao seguem a mesma tendéncia de sobreposicao dos
demais (vide também figura 5.2(b)).

A condigao (4.53), para redes estéticas, nos fornece um valor x,,,, abaixo do qual para
0 < b <1 o0szeros de Z", sempre estarao na S'. Testamos essa condigao e verificamos que

C

ela também funciona para o modelo BEG sobre redes dinamicas, como mostra a figura
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Figura 5.1: Sobreposi¢ao dos zeros da fungdo de partigdo para um anel conexo (zeros
vermelhos) com os zeros da fungao de parti¢do para anéis conexos e desconexos (zeros
azuis), com ¢ = 0.5, x = 0.8 e b = 1.1.

5.4.
Outros casos estudados mostram sempre a tendéncia geral de sobreposicao de zeros

das redes estatica e dinamica. Em particular temos o modelo Potts de 3 estados, quando
sobrepomos os zeros do modelo BEG nas diferentes redes podemos perceber que hd um
efeito de achatamento nos polos devido a rede dinamica, como mostra a figura 5.5, a priori,
nao ha razao para que os zeros da funcao de particao para anéis conexos e desconexos
estejam ou tendam pra uma circunferéncia no limite termodinamico, ja que a solucao de

[33] s6 vale para o caso conexo.
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Figura 5.2: Sobreposi¢ao dos zeros da fungdo de partigdo para um anel conexo (zeros
vermelhos) e dos zeros da fungdo de partigdo para anéis conexos e desconexos (zeros
azuis), com ¢ = 0.5, x = 0.8 e b = 0.3 para diferentes nimeros de sitios.

Figura 5.3: Zeros da fungao de partigdo para anéis conexos e desconexos (pontos azuis) e
um anel conexo (pontos vermelhos) com b= 1/2, x =1/2 e ¢ =1/2 (n = 25 spins)
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vermelhos) com os zeros da fungao de parti¢do para anéis conexos e desconexos (zeros
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Figura 5.5: Zeros do modelo BEG com n = 40 para b = 1/¢® © = u/c* e ¢ = 0.5, os
pontos vermelhos sao para a rede estatica e os pontos em azul sao para a rede dinamica
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5.3 Densidade de zeros de Yang-Lee

Agora vamos calcular o expoente critico o para os zeros do modelo Blume-Capel
(modelo BEG com b = 1) em redes dinamicas. Nao calcularemos para o modelo BEG
(b # 1) pois nao conseguimos gerar os zeros de Yang-Lee para nimeros grandes de spins
na rede dinamica. O célculo de ¢ para o modelo de Blume-Capel sobre anéis conexos e
desconexos, serd analogo ao que foi feito na secao 4.5.

Vamos calcular o para o modelo Blume-Capel com ¢ = 0.25 e x = 6, 0s zeros nao

estao na S' como mostra a figura 5.6.
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°® ®e
[
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Figura 5.6: Zeros da funcao de particao para anéis conexos e desconexos com b =1, x = 6,
c = 0.5 en = 60 spins

Para calcular o expoente y; usamos novamente a parte real da relagao (4.72). A tabela
5.1 mostra o zero mais proximo do eixo real positivo para a circunferéncia de raio menor
e de raio maior para diferentes niimeros de spins. Plotando esse resultado e fazendo um
ajuste usando a funcao u;(n) = A/nP+C para descobrir o comportamento desses pontos,
chegamos as constantes A = —9.9840, B = y;, = 1.9719 e C' = R(up(o0)) = 0.8543 para o
arco de fora, com erro percentual maximo de 2.8 x 107°% e yo = 1.43 x 1073, vide figura

5.7. Para a circunferéncia de raio menor obtivemos resultados semelhantes A = —6.0707,

7



B =y, =1.9801 e C = R(ug(oo)) = 0.4395, com erro percentual méximo de 3.1 x 107°%
e x2 = 4.46 x 10714,

n | R (u1)(raio menor) | R (uq1)(raio maior)
50 0.4369559 0.849916
60 0.4377508 0.851250
70 0.4382321 0.852058
80 0.4385453 0.852585
90 0.4387604 0.852948
100 0.4389146 0.853207

Tabela 5.1: Parte real do primeiro zero da circunferéncia de raio menor e de raio maior
para diferentes nimeros de spins e b =1, z = 6, ¢ = 0.5.
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0. 8505

60 70 80 90 100 110"

Figura 5.7: Gréfico de Ru(n) x n

Para calcular a dimenséao do espago (d) fizemos um novo ajuste di-log considerando a
equagao (4.73) e In(p(u1)) ~ Aln(n) + B e obtivemos as constantes A = y, —d = 0.9705,
d = 1.0014 e B = —4.0371 para a circunferéncia maior, com o maior erro percentual
1.49% e coeficiente de Pearson igual a 0.9999, vide figura 5.8 e para a circunferéncia
menor A =d —y, = 0.9686, d = 1.0115 e B = —3.3606, com o maior erro percentual de
0.38% e coeficiente de Pearson igual a 0.9999.

Substituindo os valores encontrados para y, e d na equagao (4.74) chegamos a con-

clusao que o expoente critico sera ¢ = —0.5078 para a circunferéncia de raio maior e
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Figura 5.8: Grafico da densidade dos zeros da ponta (In(p(u)) x Inn) para o arco de raio
maior.

o = —0.5108 para a circunferéncia de raio menor. Considerando a parte imaginaria
encontramos ¢ = —0.5068 para a circunferéncia de raio maior e 0 = —0.5176 para a
circunferéncia de raio menor, assim obtivemos o valor médio ¢ = 0.5073 para o arco de
raio maior e & = 0.5142 para o arco de raio menor. Concluindo, apesar da soma sobre
anéis temos ainda d ~ 1 e 0 & —1/2 o que reforga a universalidade desse expoente critico.

Para ver como a densidade se comporta perto do zero mais préximo do eixo real
positivo, fizemos um grafico considerando os 7 zeros da funcao de particao Z,, figura
(5.6), mais préximos do eixo real positivo, de forma andloga ao que foi feito na segao 4.5.
A figura 5.9 representa o grafico p(u) X |u — uy|, novamente podemos perceber que p(u)
cresce quando chegamos perto da singularidade da ponta de Yang-Lee. Na figura 5.9 os

pontos cheios corresponde a p(ug) = 1/(n|ug — ugs1|) onde k =1,..., 7.
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Figura 5.9: Gréfico de p(u) X |u — uy].

5.4 Aproximacao de ponto de sela

Nesta segao calculamos Z"' em ordem dominante em 1/n via método de ponto de sela.
De (5.4) temos:

ne __ 1 f d¢0 d¢+ d¢_e_sg:0+n InV
no 2“77,' fd¢0 d¢+ d¢_6_sg:0

(5.15)

onde S;—o ¢ dada em (5.9), com g = 0 e V = e'¢?2 4+ e "¢? + €lp3. Calculando o

denominador em (5.15) e fazendo a redefini¢ao ¢, — /n¢, no numerador temos:

ne "+3/2(det Mab 1/2 —nS
O T omE / déo dd, dop_e (5.16)
onde
S=S8,0—InV (5.17)

No limite termodinamico n — oo podemos obter um boa aproximacao para a integral
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tripla (5.16) expandindo S em torno de seu minimo, supostamente localizado em ¢, = Pa

a ser determinado pelas equagoes 0,5 = 0 que levam a:

b 2eh 1
[2_1_—5]¢++(1—cb)¢_+b(c—z>¢0=0 (5.18)
1= cb b2 b(c— L) =0 5.19
(1—cb) oy + Tl o+ (C_E>¢O_ (5.19)
1 1 1 2l
b(c_z>¢++b(6_z>¢_+[bz(§_62>_7]¢0:0 (5.20)

As equagoes (5.18), (5.19) e (5.20) equivalem a equagao matricial:
Mu(g)dy =0 5 a,b=0, =+ (5.21)

onde Mq,(g) é exatamente a matriz que aparece em (5.9) ao escrevermos S, = ¢ M, Cfg) /2
e identificarmos 2/V com ¢. Para que (5.21) tenha solucao nao trivial é preciso que
det M(g) = 0. Comparando com a equacio ciibica P3(§) = 0 em (5.11) onde sabemos que
g =g/k =1/ concluimos que 2/V =g =£kg=k/\, assim

2. 21— —2c]

V=7 b(l—c2)

A (5.22)

onde X é um dos trés autovalores que satisfaz a equacao cibica (4.16). Por outro lado, de
¢4 % (5.18) +¢_ x (5.19) 4+ ¢ x (5.20) deduzimos que em todos os pontos de minimos
Sy=0(da) = 1. Isso quer dizer que, vide (5.17), Spin = 1 — log V. Portanto expandindo

em Taylor em torno do minimo

b = G + % (5.23)
que implica em
S 2 Sy + 2 (0204 i + O (n72) (5.24)
2n
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Temos

e S = gm0 V) o= 52 (0a00) i +0 (n_l/z)] (5.25)

Como (5.23) leva ao Jacobiano: d*¢ = (y/n)3d>(, de volta em (5.16) e calculando det M,

temos:

nn+3/26—n (det Mab)1/2vn
2l (2n)3

e = [ #¢ exp =56 (0u0,5),, 6+ O (172)] - (5.26)

Usando Striling n! ~ n"e~"(27n)"/?, calculando det My, usando (5.19) e integrando che-
gamos a:
2\ —9 b 2\n+1 A"
= () Lz (ro() G
b) (1=t 2rn)t? (Vdetdud aaabs)mm

Entretanto, note que temos trés possibilidades para V' correspondendo aos trés autoval-
ores Ay, A_ e \g da equacgao cibica (4.16). Além disso as equagoes (5.18), (5.19) e (5.20)
tem simetria de sinal ¢, — —@,. Na verdade temos seis solucoes possiveis para ¢, = @q.
Como V possui s6 trés possibilidades temos uma dupla degenerescéncia de trés minimos.
Assumindo que todos os pontos de sela (ps) devam contribuir para a integral Z¢ exata-

mente como ocorre para o modelo de Ising de spin 1/2 sobre anéis conexos e desconexos,

temos:
2\ T - o\n+1 A"
Z0° =2 <6—> (b 20:‘; be) 1/2 Z = (5.28)
b) (1=t 2rn)? E (VAetd,0,8 aaabs)ps

onde A\ys = (A4, A, Ag). Com essa hipdtese é facil demonstrar que os zeros virdo da
coincidéncia do médulo dos dois maiores autovalores, se os termos v/det 0,0,S no deno-
minador forem iguais nos 6 pontos de sela. Logo os zeros de Z)° coincidirao com os zeros
de Z, no limite termodinamico o que explicaria a tendéncia a sobreposicao dos zeros que

vimos nesta dissertacao.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho analisamos a posicao dos zeros de Yang-Lee bem como sua densidade
préoxima da chamada singularidade de ponta de Yang-Lee no modelo de Blume-Emery-
Griffiths (BEG) unidimensional. Analisamos o modelo sobre uma rede estética (condigao
periddica de contorno) que corresponde a um anel conexo e também sobre uma rede
dinamica formada de anéis conexos e desconexos.

No primeiro caso (anel conexo), confirmamos numericamente que hd uma tendéncia
dos zeros em migrarem para a circunferéncia de raio um (S!), isto é campo magnético
puramente imagindrio, para certos limites do modelo (vide subsecgao 4.2.2). Nesses limites
o modelo BEG de spin 1 se reduz ao modelo de Ising de dois estados (spin 1/2) o que
explica a tendéncia observada. No entanto, em geral, pertencer ou nao a S' depende
da intensidade da interacéo ferromagnética em relacéo a temperatura (J/kpT). E dificil
fazer afirmacoes independentes dessa razao. Uma excessao foi a conjectura que fizemos na
subseccao 4.3.3 obtendo um valor méaximo para o parametro x representando a interagao
quadrupolar abaixo do qual temos a S* como locus dos zeros. Essa conjectura foi baseada
na posicao dos zeros obtida exatamente no limite 7' — oo e na suposicao de que os zeros
tendam a S! ao baixarmos a temperatura que é um fato observado em vérios modelos de
spin com interacao de curto alcance.

Ao contrério do que sugere resultados anteriores para o modelo de Blume-Capel verifi-
camos que nao ha relagao direta entre os minimos de energia do modelo BEG e o teorema
do circulo. Fizemos também a decomposicao de Griffiths do modelo de spin 1 em um
modelo de Ising de spin 1/2 generalizado e obtivemos um valor minimo de J/kgT a partir

do qual os zeros de Yang-Lee pertencerao a S'. Assim reproduzimos resultados obti-
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dos anteriormente em [7], validos em qualquer dimensado e para um numero arbitrario
de primeiros vizinhos. Entretanto, ao contrario de [7], acreditamos que eles sejam vélido
mesmo que certos acoplamentos sejam anti-ferromagnéticos contanto que o acoplamento
ferromagnético do termo de Ising (J/kgT') seja dominante, de acordo com teorema de [6].
Os célculos numéricos no modelo unidimensional confirmaram esse cendario. Por ultimo,
usando expansoes a baixas temperaturas obtivemos expressoes analiticas aproximadas
para as curvas do zeros de Yang-Lee generalizando calculos anteriores para o modelo de
Blume-Capel [9].

Com relagao ao segundo caso (rede dinamica) os calculos numéricos indicam que os
zeros de Yang-Lee tendem a colapsar com os zeros do modelo sobre um anel conexo
no limite termodinamico. Em particular, o limite superior para a varidvel z obtido na
subsecao 4.3.3 via matriz de transferéncia também é observado para o modelo sobre rede
dindmica, ou seja, para z abaixo desse limite os zeros pertencem a S* independentemente
da temperatura. Embora o anel conexo entre com o maior peso na soma sobre anéis ele
nao é o unico que sobrevive na mesma ordem em 1/n no limite termodinamico n — oo.
Dessa forma nao temos uma explicagao rigorosa para a sobreposicao de zeros no limite
termodinamico, embora tenhamos apresentado uma prova via ponto de sela, ela assume
que todos os pontos de sela contribuem para a integral, coisa que nao conseguimos provar.
Em resumo, os resultados obtidos nesta dissertacao e em trabalhos anteriores para a
posicao dos zeros indicam que possa existir uma generalizagao do TS1 de Yang-Lee para
redes dinamicas.

Por fim, com relacao a densidade dos zeros, embora os modelos unidimensionais com
interagao de curto alcance nao apresentem transicoes de fase reais, a densidade de zeros
préxima a ponta da curva a qual pertencem (singularidade de ponta de Yang-Lee) tem
um comportamento do tipo poténcia com um expoente universal o que aparentemente s6
depende da dimensao. Para varios modelos unidimensionais com zeros pertencentes a S*
tem-se 0 = —1/2, vide [11], [12] e [38]. Neste trabalho calculamos a densidade préxima a
singularidade de ponta de Yang-Lee numericamente e obtivemos o &~ —1/2 mesmo quando
o0s zeros nao estao sobre S' e quando a rede é dinamica o que é um resultado original
deste trabalho. Notamos também que as relagoes de escala x1(L) — xp(c0) ~ L7% e
p(x1(L)) ~ LW=9 sio satisfeitas no caso unidimensional com %, ~ 2 e d ~ 1 tanto no
caso 1 (anel conexo) como no 2 (anéis conexos e desconexos).

Recentemente um trabalho foi publicado [39] confirmando analiticamente que o =

—1/2 para o modelo de Blume-Capel unidimensional (modelo BEG com b = 1).
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Apeéendice A

Lema de Wick

Considerando as integrais multiplas abaixo, todas de —oo a oo,

_1 D Moy
fdp¢ ¢“1¢H2“-¢un€ 2 Zu,u:1(¢# pvdv)

(D Pug - ) = Iy IS ) (A.1)
Vamos provar as seguintes propriedades seguindo a referéncia [29]:
<¢H1¢u2'“¢u2n+1> =0 (A2)
_ (pt
(D Pua) = ( )mw (A.3)
<¢“1 ¢“2"'¢“2” anl ; <¢NP1 ¢Hp2> <¢“P2n71 ¢Hp2n> (A4)

Para obter a relacao (A.2), basta trocar ¢,, por —¢,, para 1 <i < 2n + 1. Para obter a
relagao (A.3) adicionamos um termo de fonte ¢'J = Zﬁzl ao expoente do integrando em

(A.1) de maneira que provamos facilmente.

a t t
| P o= b0 MG+t
L‘)Jm 0T, [/_ &g e

] — (Gbu) — () (D) (AD)
;=0
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onde J,, sdo fontes. Como (¢,,) = 0 (vide (A.2)) entdo podemos escrever:

} (A.6)

Redefinindo ¢ = ¢ + M~1J, como o Jacobiano é um, chegamos a relacao (A.3):

a t t
In [/ P O MO+

<¢H1¢H2> = {aJu aJ,u B

g 0 e 59 Me _
(s Pun) = {aJu aJ, In [ JtM_ljeffmd i ]} = Muwz (A.7)
1 2 J=0

Para demostrar a relacdo (A.4) vamos considerar a igualdade que pode ser facilmente

provada via ¢ = ¢ + t M ~'J novamente:
p
(197 = <exp (t 3 JH¢“)> = exp ( Z T (M )W J,,) (A.8)
pn=1 =1

Expandindo ambos os lados em poténcias de ¢ temos

2 2n

<1+tJH¢“ t.( T.6)" + %(JH¢H)2"+...> _

1+§<§;JH(M—1)H J> t2 . (Z Ju (M) ij)n—l-... (A.9)

=1

Podemos notar que os coeficientes com poténcias impares de ¢ desaparecem, o que confirma

(A.2). Tgualando os termos de poténcias pares temos a relagao

<(; n) ( H¢H) > = Qtn—; (i JH (M_l),uz/ Ju) (AlO)

v
Ou seja,

S L S [ N S . B

gt (G i) = S (), () () A

Vamos tomar como exemplo 2n = 4. Note que diferenciando em relacao as fontes temos:

Indices repetidos estdo sendo somados.
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o o0 o6 0
01, 5JW3 0.1, Oy

[Jm J,uz JH3 J,u4 <¢M1 ¢H2 ¢H3 ¢H4 >]

O o6 o
= 44— 6JW4 5JW3 5% [‘]HZ Jua JH4 <¢“{1¢H2 ¢M3¢u4>]
= 4! <¢“{1 ¢72¢“{3¢“/4> (A-12)
Em geral :
) )
5. . [‘]ﬂl“‘JHZn <¢u1---¢uzn>] = (2n)! <¢u1---¢uzn> (A.13)
Jvon I

Portanto diferenciando (A.11) temos

(Goyonpg,) = 2n1n! &,6 &,5 55 Jay oo, Jg, - d, (M—l)alﬁl...(M—l)%ﬁn]
- (A.14)
Logo,
(Bpr - Bpnn) = m, > (Bups Buy ) -+ (Dt i) (A.15)
p
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Apéendice B
Solucao da equacao ctubica

Dada a equagao ciibica para o modelo BEG

)\3—|—a2)\2—|—a1)\—|—a0:0 (Bl)
onde
ay =2Ab+x (B.2)
ay =2Az(b—c) + b (1 - 04) (B.3)
aosz(cz—l) (b—Qc+bcz) (B.4)

O célculo da solucao exata para a equagao (B.1) foi realizado através do programa

Mathematica e encontramos:

1 213 (3ay — a?)
A= —az— 1/6
3 (—27ap+9aiay —2a3) + 2712 (27ad + 4a3 — 18ag ar ay — a? a3 + 4 ag a3)
2—1/3 1/6
+ 3 [—27a0+9a1a2—2a§—|—27l/2 (27@3—#4@‘1’—18a0a1a2—afa§—l—4a0a§) /]
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\ a2 213 (3a; — a2) (1 + 2\/5)
E 6(—27ao + 9aiaz — 2a2) + 6 272 (27 a2 + 4a? — 18agay as — a2 a2 + 4ag aj)"/*

2713 (~1+iV3)
6

_l_

1/6
[—27ao—l—9a1a2 —2a2 + 272 (27@3 +4ad — 18a0a1a2—afa§—l—4a0a§) / ]

_— 212 (341 — a3) (1 - iv/3)
S 6(—27ag+9ayas —2a3) + 6 271/2(27a3+4a‘1’—18a0a1a2—a%a§—l—4a0a§)l/6
2773 (14 iv/3)
a 6

1/6
[—27@0 +9ajay —2a3 + 27%/2 (27@3 +4a} — 18ag ay as — a2 a3 —|—4a0a§) ]
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Apendice C

Estudo dos minimos da energia do
modelo BEG

Neste apéndice analisamos a distribui¢ao dos minimos da energia do modelo BEG de
acordo com as diferentes regides no espaco dos parametros do modelo. A analise é feita
de forma geral sendo valida para uma rede regular de D dimensoes com 7 vizinhos mais
proximos de cada vértice.

Considerando a hamiltoniana do modelo BEG a menos de uma constante aditiva

temos:

H=—-Jnyt+n_—ni)— Kyt +n—+n_)—Ang—h(ny —n_) (C.1)

onde
Niy +n__ +ny_ +ngy+ nosr +no— =nvy/2 (C.2)
2’)100 + Mo+ + no— = nyg Y (C?))
ny+n_+ng=n (C.4)

Considerando a parte sem campo magnético temos:
E=—Jnsys+n_—ny )—K(nyr +n__+n,_)— Ang (C.5)
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De (C.2) e (C.3) temos: niy +n__ =mng —yng — ni—. Logo, fazendo algumas mani-

pulagoes temos a menos de constantes:

E/J = —[n00—7n0—2n+_]—f([noo—vno]—ﬁno
= no[(f(—l—l)v—ﬁ}—noo(f(—l—l)—l—QnJr_ (C.6)

onde K=K/JeA=A/J.

Agora vamos fazer uma andlise dos minimos da energia para o modelo BEG [37].

i)

i)

i)

iv)

Para isso vamos considerar primeiramente K+1>0eA > ¥ (f( + 1), entao temos
a energia minima para n,. = n_ = n,_ = 0, ou seja, s6 temos spins zero ng = n e
de (C.3) temos ngy = ng /2, vide figura C.1(a) na regido entre a reta K = A/y — 1

e a reta tracejada.

Considerando agora K +1 < 0e A < ~ (f( + 1), entao temos a energia minima
neste caso para, n,. = n ou n_ = n, ou seja, sO spins para cima ou para baixo
ng = ny_ = nyo = n_g = 0, vide figura C.1(b) na regido entre a reta K = A/y — 1

e a reta tracejada.

Paraf(—l—1>0e(I~(+1)7—A>0,temos

(C.7)

E/J = { n(%v—&), se ng =mn, ngy/2
0, seng=0en,_ =0
Entao se (f(%— 1) /2 — A > 0, ou seja, K > 2A/y — 1 teremos um minimo da
energia para as configuragoes sé com spnis para cima, ou s6 para baixo, vide figura
C.1(c). E para K < 2A/y — 1 temos um minimo da energia para ng = n, vide
figura C.1(d). Ao longo da reta K= QA/W — 1 temos uma tripla degenerescéncia,

ou seja, podemos ter todos os spins para cima, ou todos para baixo, ou todos nulos.

Considerando agora K +1 < 0 e (f( + 1) v — A <0, entdo a energia se torna:

n(%W—é), ng =mn, ng7y/2
E/J: TL(%’}/— %)7 N = %7 Ny — :Oa oo =0 (68)
0, ng=0;n,_=0
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Na regiao onde ny = n/2 teremos mais n /2 sitios a serem ocupados com spins para
cima ny = n/2 ou spins para baixo n_ = n/2 ou com uma mistura de spins para
baixo e para cima intercalando com spins nulos ja que n,_ = 0. Analisando essa

regiao teremos:

K+1 A oy [~ AN
Chamando
4+ 1 . A
n<KT+7—A>:G:F—5 (C.10)

Assim concluimos quese A > 0 = G < F, entdo G é minimo. Se A < 0 = G > F,
entdo F é minimo e se A = 0, ambos F e G sdo degenerados. Essas regides sao
dadas pela figura C.1(e). Em resumo temos os minimos distribuidos de acordo com

a figura C.2 da referéncia [37] que reproduzimos aqui por completeza.

l

Fazendo b = e*, c = e/ e o = ¢!, com 7 = 2. Chegamos a conclusdo que a mudanca

de minimos ocorre nas regioes:

b= xc, se b>c, (C.11)
b=+zc, se b<c (C.12)

e
x =1, se b<c (C.13)

E temos o ponto critico triplice que é vizinho de configuracoes de minimos diferentes:
xr =1eb=c Note que para o modelo de Blume-Capel (f( =0 ou b= 1) o ponto de
mudanca de minimos corresponde, vide figura C.2, a A = v/2, isto é, A =1, ou seja,

T =xc=1 paray =2 (modelo de Blume-Capel unidimensional).

92



() K>—-1eK < (A/v— 1) -1 com K >
K R:Z'}:\-_J 4 K
i ]
1=~
J
—t + A
_______ K 1 T -1

d K > -1 e K

(¢c) K > —1 com K >
(2&/7—1)

(2&/7 - 1)

Figura C.1: Diagrama de fase no plano (K x A/v)
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Figura C.2: Diagrama de fases no plano (K x A/~) [37]
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