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Resumo

Neste trabalho, estudamos as superficies planas (isto é, curvatura intrinseca nula) no
espaco hiperbolico de dimensao trés (H?). Baseado no trabalho de Galvez, Martinez e
Milan |7] exibimos uma representacdo conforme para estas superficies, usando a estrutura
conforme determinada pela segunda forma fundamental. Uma nova demonstracao do
famoso teorema Volkov-Valdimirova [18] e Sasaki [14| de caracterizagdo de superficies
completas em H?3, é obtida a partir desse teorema. Usamos a representacao conforme

para construir alguns exemplos.
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Abstract

In this work, we study flat surfaces (that is, zero intrinsic curvature) in the hyperbolic
3-space (H?). Based in the work of Galvez, Martinez and Milén |7| we show a conformal
representation for these surfaces, using the conformal structure determined by the second
fundamental form. Using the above result, we give a new proof of the famous theorem due
to Volkov-Valdimirova [18] and Sasaki [14] of characterization of complete flat surfaces in

H3. We use the conformal representation to construct some examples of flat surfaces.
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Introducao

A representacao em termos de dados holomorfos de superficies minimas no espaco
euclidiano, R?, a famosa representacio de Weierstrass [12], ¢ uma importante ferramenta
no estudo de superficies minimas. Esta relacao entre funcoes holomorfas e superficies
minimas constitui um dos mais antigos temas da geometria diferencial classica, sendo

ainda um topico de pesquisa atual.

No entanto, a relacdo entre funcoes holomorfas em certas classes de superficies nao
se limita ao caso das superficies minimas. Por exemplo, Bryant, em 1987 [3|, mostrou
uma representacao em dados holomorfos, andlogo a representacao de Weierstrass, para
superficies de curvatura media um, CMC-1, em H3. Em 1993, Umehara e Yamada,
[17], estudaram superficies completas CMC-1 em H?, usando a representacao obtida por

Bryant.

Em nosso trabalho, exibimos uma representacao conforme em termos de dados holo-
morfos para uma outra classe de superficies no espaco hiperbdlico, a saber, superficies

planas (isto é, curvatura intrinseca nula).

Tal representacao foi obtida por Galvez, Martinez e Milan 7], considerando a estrutura
conforme induzida em uma superficie plana pela segunda forma fundamental. Em termos
desta estrutura conforme, a chamada aplicagao de Gauss Hiperbdlica (aplicagdo analoga a
aplicacao normal de Gauss para superficies em R?) se torna uma aplicagao holomorfa, e tal

fato (andlogo ao caso das superficies minimas em R3) permite a representacao conforme.

O trabalho pioneiro de Galvez, Martinez e Milan tém despertado um interesse em
relacao ao estudo de superficies planas. Como exemplos, podemos citar os trabalhos
de Kokubu, Rossman, Saji, Umehara e Yamada [10] e [9], que obtiveram estudos sobre

singularidades em superficies planas.

No capitulo um, introduzimos alguns conceitos sobre levantamento de funcoes, apre-

sentamos o espa¢o hiperbodlico e comentamos sobre continuacao de isometrias.
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No capitulo dois, falamos sobre a existéncia de coordenadas isotérmicas globais e

exibimos a segunda forma fundamental em uma coordenada conforme.

No capitulo trés, demonstramos o teorema de representacao conforme para superficies
planas, obtemos que a aplicacao de Gauss Hiperbolica é holomorfa, exemplificamos o
teorema e obtemos uma nova demonstragao para o teorema, devido a Volkov-Vladimirova

[18] e Sasaki [14], de caracterizacao de superficies planas completas em H?.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fazemos algumas consideracoes introdutorias que serao utilizadas neste
trabalho. O levantanto de uma funcao sera definido na secao 1.1, o espaco hiperbolico H?

sera introduzido na secao 1.2, falamos sobre continuacao de isometrias na secao 1.3.

1.1 Levantamento de funcoes

Definicao 1.1. Sejam M e M duas variedades, a aplicacao m : M — M é chamada
aplicacao de recobrimento se ™ é um homeomorfismo local e cada x € M admite uma
vizinhanc¢a conexa V tal que toda componete conexa de 7= (V) é aplicada por = homeo-

morficamente sobre V.

Teorema 1.1. Sejam © : M — M uma aplicacao de recobrimento, S uma variedade
simplesmente conezxa e f : S — M uma aplicacao continua, entao existe uma aplicacao

continua f : S — M com

Damos uma prova do teorema 1.1 baseda em [8]. Primeiro, vamos provar dois lemas.
Definigao 1.2. Uma f como no teorema acima é chamada levantamento de f.

Lema 1.1. Sejam m: M — M uma aplicagio de recobrimento, py € 7 (po) e ¢ : [0,1] —
M uma curva com c(0) = po. Entio ¢ pode ser levantado para uma curva ¢ : [0,1] — M
com ¢(0) = poy de modo que

mocCc==¢

mais ainda, ¢ € unicamente determinada pela escolha do seu ponto inicial py.
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Demonstragdo. Seja T = {t € [0, 1] tal que c][oﬂ pode ser levantado para uma tinica

curva ¢y com ¢(0) = po}.
Temos que 0 € T', assim T' é nao vazio.

Se t € T, escolha uma vizinhanga V' de ¢(t) de tal modo que 7 aplica cada componente
7~1(V) homeomorficamente sobre V. Denotaremos por V a componente de 7~ (V) con-
tendo ¢(t). Podemos escolher 7 > 0 tdo pequeno tal que ¢([t,t + 7]) C V. Entédo é claro
que ¢ pode ser estendido como um levantamento de ¢ para [t,t + 7|, posto que 7 : VoV

¢ um homeomorfismo. Isto prova que 7" é aberto em [0, 1]

Suponha agora que {t,} C T, e t, — to € [0,1]. Escolhemos uma vizinhaca V' de
c(ty) como antes, entdo existe um ng € N com ¢([tn,,t0]) € V. Seja V' a componente de
7=V contendo &(t,,). Podemos estender & para [t,,,to], visto que 7 : V — V é um

homeomorfismo. Assim ¢, € T', de modo que 7' é também fechado, entdo 7' = [0, 1]. [

Lema 1.2. Sejam 7 : M — M uma aplicacio de recobrimento e T : [0,1] x [0,1] — M
uma homotopia entre os arcos o = I'(.,0) e 1 = (., 1) com os pontos iniciais e finais
fizos, po = v0(0) = 11(0) e vo(1) = y1(1). Seja py € 7 (po) entio T' pode ser levantada
para uma homotopia T : [0,1] x [0,1] — M com pontos iniciais po(isto €, T(0,s) = po
para todo s € [0,1]) e

mol'=T.

Em particular, o levantamento dos caminhos vy e 41 com ponto inicial py tem o mesmo

ponto final py € 7 (py) e sao homotdpicos.

Demonstragdo. Cada caminho I'(., s) pode ser levantado para um caminho 45 com

ponto inicial py pelo Lema 1.1. Considere

L(t, ) = 35(t)-

Devemos mostrar que I' & continua. Seja ¥ = {(t,s) € [0,1] x [0,1] tal que T & con-
tinua em (t,s)}. Primeiro pegamos uma vizinhanca U de §y tal que 7 : U — U & um

homeomorfismo sobre a vizinhaca U de py. Seja ¢ : U — U a sua inversa.

Visto que I'({0} x [0,1]) = py e I & continua, existe um € > 0 tal que
I'([0,€ x [0,1]) ¢ U
pela unicidade afirmada no Lema 1.1, temos

:)/s’[O,d =@po Pys‘[oﬁ]

4
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para todo s € [0,1]. Assim

'=¢pol em [0,¢ x]0,1].

Em particular, (0,0) € X.

Seja (tg, o) € X escolhemos U uma vizinhanga de (%o, s9) para o qual 7 : U—U
¢ um homemomorfismo sobre uma vizinhaca U de I'(¢y, s9). Denotaremos sua inversa

novamente por ¢ : U — U.

Como I' & continua em ({, so), temos
D(t,s) € U para |t —to| <€, |s—so| <e
se € > ( é bastante pequeno. Pela unicidade do levantamento, obtemos
Fs(t) = pos(t) para |t —to|,|s — so| <€
De modo que
D=pol em {|t—ty| <€} x{|s— s <e},

em particular I é continua em uma vizinhanca de (t, 5¢). Entdo X é aberto.

A prova que X é fechado é semelhante. Seguindo que ¥ = [0, 1] x [0, 1], isto é reé

continua.

Como I'({1} x [0,1]) =p; e o' =T, devemos ter ['({1} x [0,1]) C 7 (p;), mas 7~
é discreto visto que 7 é uma aplicacio de recobrimento e T({1} x [0,1]) é conexa. Assim
T'({1} x [0,1]) deve reduzir a um simples ponto. Entao todas as curvas 7, tem o mesmo

ponto final.
]

Demonstragao do teorema 1.1. Pegamos um y, € S tal que py = f(yo) e esco-

Themos um pg € 7 *(po)-

Para qualquer y € S, podemos encontrar uma caminho v : [0, 1] — S com v(0) = v
e 7(1) = y. Pelo Lema 1.1, o caminho ¢ = f o v pode ser levantado para uma caminho ¢

comecando em py.

Considere f(y) = ¢(1). Como S é simplesmente conexa, quaisquer dois caminhos v,
e o em S com 71(0) = 72(0) = yo e 71(1) = 12(1) = y sdo homotopicos. Assim, f(7y1)

e f(72) sdo também homotodpicos, visto que f é continua. Entdo, a partir do Lema 1.2,
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o ponto f(y) obtido acima é independente da escolha do caminho v ligando yy a y;. A

continuidade de f pode ser provada exatamente como na prova do Lema 1.2.

1.2 O espaco hiperboblico

Nesta se¢ao vamos dar algumas caracteristicas do espaco hiperbolico. Dizemos como
sao as isometrias deste espaco e introduzimos dois modelos, o modelo do hiperboléide e o
modelo do semi-espaco. E ainda exibimos uma féormula para conectar os dois modelos a

fim de podermos obter posteriormente uma visualizao das superficies neste espaco.

Seja IL* o espaco de Minkowski de dimensao quatro dotado com coordenadas lineares
(wo, x1, T2, x3) € 0 produto escalar ( . , .) dado pela forma quadratica —x3 +a? +z3+23. O
espaco hiperbolico 3-dimensional, H?, é a variedade Riemanniana completa simplesmente

conexa de dimensao 3 com curvatura seccional —1, que modelamos com o hiperbol6ide
H® = {(z0,21,22,23) €L* /| —af+ a2+ 25 +25=—1,29 >0},
com a métrica induzida de L*.
Denote por N3 o cone nulo positivo, isto é

N? = {($07$17$2,$3) el /) —a5+ai +a5+x3=0,20 >0}.

A relacao de equivaléncia em N3 que identifica os pontos v € N* que estdo na mesma
semi-reta [v], permite identificar a fronteira ideal S, de H* com o quociente de N* pela

relacao de equivaléncia.

Com a identifica¢io acima, podemos definir uma estrutura conforme em S?_ da seguinte

maneira.

Sejam « e v duas curvas em S% tais que «,7 : (—¢,€) — S com «a(0) = v(0) = p.
Considere & e 4 os levantamentos em N3, das curvas « e vy, respectivamente, passando
por ¢ € N?, isto & [a(t)] = a(t) e [J(t)] = y(¢). Defina o angulo, 6, formado pelas curvas
« e 7y no ponto p por:

o) — T OTO)
&’ (0)] 15(0)]
Para mostrar que este angulo esta bem definido, considere outros levantamentos & e

4 de a e v, respectivamente, que passam por § € N3. Entdo,

a(t) = M()alt),
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A(t) = Ao (t)(1).

Derivando as equacoes acima em relagao a ¢, obtemos

Na(t) + M) (),
SA(8) + o(t)7'(0). (1)

Como, a(t),¥(t) € N> V ¢ € (—¢,¢), temos

(a(t),a(t)) = (¥(1),7(t)) = 0, V¢ € (=¢,6),

derivando esta equacao em relagao a t, obtemos

(a(t),a'(1)) = (7(1),7'()) =0, Yt € (=€, 6),

em particular em ¢t = 0,

Assim, usando as equacdes (1.1), temos
(@(0),7(0)) = (X(0) + As(0)d'(0), A3(0) + Ao(0)7(0))
= (M(0)d+M(0)a(0), X3 + 2(0)7(0))
)+ A (0)45(0) (6(0), @) + A1(0)A2(0) (3. 7'(0))

de forma analoga,

(@(0),@'(0)) = (X1 (0)d + A (0)d'(0), M4 + A1 (0)'(0) ) = Ay(0)* (@'(0), &'(0)
e ainda,

(3/(0).4/(0)) = {A(0)7 + Aa0)7(0). 3 + 3a(0)7'(0)) = Ra(0)? (7/(0).7/(0)) .

Com isso, e usando a o que definimos, o angulo # fica determinado por,

(6'(0),4'(0)) _ Ai(0)A2(0) (6/(0),7(0))
@ OO Ai(0)A2(0) |a(0)]15(0)]

nao dependendo dos levantamentos que pegamos.

= cos(0)

7
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Consideraremos o espaco L* identificado como o espaco das matrizes hermitianas 2 x 2,

Herm(2), pela identificagio (z,, 71, T2, r3) € L com a matriz

To+x3 T+ il‘g
Ty — il‘g o — I3

Sob esta identificacao, claramente temos

(m,m) = —det(m), ¥V m € Herm(2).

A diferencial de uma matriz é definida como a matriz cujas entradas sao a diferencial

de cada entrada da matriz, isto é se

sua diferencial é
([ da dp
dm = ( s d ) '
O grupo de Lie complexo, SL(2,C), das matrizes complexas 2 X 2 com determinante

1, age naturalmente em L* pela representacao

g.m = gmg",

onde g € SL(2,C), g* = g* e m € Herm(2), onde ¢* indica a transposta de g.

Observamos que, SL(2,C) preserva o produto escalar e como SL(2,C) é conexo, deve
também preservar orientagao. O nicleo desta agao é {£1,}, de fato, queremos encontrar

as matrizes g € SL(2,C) tal que vale a relagao,

g.m=mVm € Herm(2).

(A B
9=\c b
e considere particularmente esta relacao para a matriz

= (o0)
(00)=(5)(a0)(5 )

8

Entao suponha

assim,
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logo,
10 |A? AC
00 AC |Cf

portanto, |[A]* =1 e C = 0.

I
VR
Qo
o O
N———
VR
[N
o Q)
N———

I

Considerando agora na relacao a matriz

assim,
logo,
portanto,

D=1 e B=0.

Se ainda considerarmos na relacao a matriz
(01
=110
01\ (AB 01 A C
10) \C D 10 B D

B A A C\ (AB+BA CB+AD
D C B D)  \ AD+CB CD+CD
0

e B =0 obtido com as matrizes m; e ms, obtemos

assim,

logo,

portanto, usando que C' =

AD = 1.

Juntando os resultados obtidos com as matrizes mi, mo e m3 e obervando que g €
SL(2,C) e assim AD = det(g) = 1, temos

1=ADAD = A?
D=AAD = A

logo, A =41 e D = A. Portanto, o nucleo desta acdo é {+1}.
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Assim, PSL(2,C) = SL(2,C)/ {£I>} pode ser considerado a componente da identi-
dade do grupo especial de Lorentz SO(1,3). Esta agdo, passando o quociente por {15},

pode ser restrita ao H? e representa o grupo de isometrias do H?.
Para cada (g, 1, T2, 23) € H3 obtemos a equacgio
2 2 2 2 _
i+ a;+ 1 =a; — 25 = (xg — x3) (2o + x3)
3 . . .

e como H” é simplesmente conexo, (xg — z3) e (2o + x3) tem o mesmo sinal para todo
(w0, 1,9, w3) € H3. Observando que, para z3 = 0 temos zg + 3 € To — T3 positivos
concluimos que a matriz

(1‘04‘%3 $1+i$2) (12)

Ty — il‘g Tog — I3
¢ definida positiva, pois € uma matriz hermitiana com os determinantes menores positivos.
Assim, podemos reconhecer H? como o espaco das matrizes 2 x 2 hermitianas unimodulares

positiva definidas.

Como os autovalores da matriz representada da forma (1.2) pertencentes a N? sdo
nao negativos, 0 e 2zy, a matriz é definida semi-positiva e este espago pode ser visto
como o espaco das matrizes 2 X 2 hermitianas definida semi-positiva com determinante

t onde a' = (a1, as) é um vetor

0. Tais matrizes podem sempre ser escritas da forma aa
nao nulo em C? unicamente definido a menos de multiplicacio por um niimero complexo

unimodular.

A aplicagio aa' — [ay, ag] € CP! representa a aplicagao N* — S2_ e identifica S%, com
CP'. Deste modo, a acdo natural de SL(2,C) em S?_ torna-se simplesmente a acio de

SL(2,C) em CP! por uma transformagao de Mébius.

O modelo do semi-espago superior para H* é RS = {(y1, 92, y3) € R* y3 > 0} dotado

da métrica

1
dr® = —(dyi + dy; + dy3).
Y3
Vamos deduzir uma formula conectando o modelo do hiperboldide e o modelo do

semi-espaco.

Primeiro passamos do modelo do hiperboloide para uma bola usando a projecao linear
no plano {zg = 0} a partir do ponto (—1,0,0,0):

I T2 T3
"xo+ 1 w0+ 1 20+ 1

(x07x17x27x3) - (O ) = (07X17X27X3) = (XlaXZaXZS)-

10
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Para passar desta bola para o semi-espago superior usamos a inversao da bola de raio
V2, contida no plano {zg = 0}, e centrada em (0, 0,0, —1) = (0,0, —1):

_ 2[p—(0,0,-1)

+ (0,0, —1)
2 ) Uy
lp = (0,0, =1)]|
o qual aplica a bola sobre o semi-espago.
Usando a equagdo —z3 + 23 + 23 + 23 = —1, obtemos
lp = (0,0, =DI* = [I(X1, Xz, X3) = (0,0, =D)|* = X7 + X3 + (X5 + 1)°
4 ai+(vs+ro+1)2  wi+adi+ad 2z
= +1
(g + 1)2 (g + 1)2 xo+1
[L'(Z) —1 2553 2(550 -+ 1'3)

1=
([E0+1)2+I‘0+1+ ZEO+1

e finalmente conseguimos a formula esperada

(Y1, Y2, ¥3) = (21,22, 1).

I'0+ZE3

Observe que esta formula inverte a orientagao, pois a inversao inverte a orientagao.

1.3 Continuacao de isometrias

Sejam N e N duas variedades de mesma curvatura seccional constante Ky. Sejam
{X1,..X;,} uma base ortonormal de T,N e {Xl,..Xn} uma base ortonormal de Tj;N.
Considere ¢ : [0,1] — N uma curva com ¢(0) = p. Pelo teorema de Cartan, ver [5| p. 157,

existe uma isometria f de uma vizinhanca Uy de p para , com df,(X;) = X;.

Definicdo 1.3. Sejam Uy C N uma vizinhanca de p, Uy C N uma vizinhanca de p tal
que f: Uy — UO seja uma isometria e ¢ : [0,1] — N uma curva. Uma continuagao de f
ao longo de ¢ é uma familia { f;} de isometrias f, : Uy — N, onde U, é uma vizinhanga de
c(t), com fo = f satisfazendo a sequinte condi¢ao: para cada t existe § > 0 de tal modo

que
‘t—t" <6=fi=f emUNU.

ObservacP2 1.1. Se N ¢é conexa, entao existe no mdximo um isometria ¢ : N — N

com d,(9)(X;) = X, para wm p € N. De fato, suponha que existem ¢1,¢s: N — N com

11
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dy(¢;)(Xi) = Xi. Seja A = {q € N tal que $1(q) = ¢2(q) e dyr(v) = dyb2(v)}, como
p € A, A€ nao vazio. Se uma seqiiéncia de pontos estd em A o seu limite também estad.
Assim, A é fechado. Sejam q € A ev € T,N com |v| = 1, entao existe ¢ = €(v) e
uma geodésica ¢ : (—€,€) — N tal que ¢(0) = q e ¢(0) = v, e ainda ¢1(q) = P2(q) e
dyp1(v) = dyp2(v). Obtendo que as imagens da geodésica ¢ pelas isometrias sao ainda a
mesma geodésica em, N e como o conjunto dos vetores v é compacto temos que € nao tende
a zero, existindo um €,, minimo. Assim a bola de centro q e raio €,, e uma vizinhaca de q
que ainda estd no conjunto A. Portanto A € aberto. Como N € conexo temos que A = N

e as isometrias Sao 1quais.

Proposigao 1.1. Sejam Uy C N uma vizinhanca de py e Uy C N uma vizinhang¢a de qq
tal que f : Uy — Uy seja uma isometria. Se N € completa entao exriste uma continuac¢ao

para a isometria f ao longo de uma curva ¢ : [0,1] — N com ¢(0) = py.

Demonstragao. Para cada t € [0, 1], ¢(t) admite uma vizinhaca maximal B, (c(t)),
isto é com ¢ maximo, e uma aplicagdo f; : B, (c(t)) — N tal que f; é uma isometria
sobre sua imagem, com fi(c(t)) = q; e dfy(X;) = X;, onde {X;} é uma base para o T,y N
dos vetores tangentes em c(t) e {X;} é uma base para o T, N dos vetores tangentes a
q;. Afirmamos que ¢; nao pode ser arbitrariamente pequeno, pois caso contrario teriamos
uma seqiiéncia {t,} C [0,1] com ¢, — 0. Como [0,1] é compacto terfamos ¢ admitindo
um ¢; e como N & completa M = {q,d(q,q) < I(c)}, onde I(c) indica o comprimento da
curva ¢, é compacta devido ao teorema de Hopf-Rinow, ver [5|, e assim {¢;} admitiria um
ponto de acumulacdo g. Considere a isometria f; : B (c(f)) — B(q), onde B(q) é uma
vizinhanca de ¢ contida em N, satisfazendo dfey (Xi) = X, com {X;} é uma base para o
TN dos vetores tangentes em c(f) e {X;} & uma base para o T, N dos vetores tangentes

aq.

. = € .
Para n suficientemente grande temos d(c(t), c(t,)) < é’, dai podemos extrair que

Beg(c(ta) C B (c(D).
2

Assim, a aplicagao fg\Bq (e(tn)) € uma isometria sobre sua imagem. Observando que ¢,

2

é maximal com respeito as isometrias temos €, > §t contradizendo que ¢, — 0. Logo,

existe um raio e minimo que serve para todo ¢, € [0, 1].

Para t = 0 a aplicagdo f : B.(¢(0)) — N que é uma isometria sobre sua imagem com

f(c(0)) = f(po) = qo e dfy,(X;) = Xi-

12
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Para t; € (0,¢€), pelo teorema de Cartan, ver [5| pag. 157, existe uma aplicagio
fi, - Be(c(ty)) — N que é uma isometria sobre sua imagem com fy, (c(t1)) = fi,(p1) = q1 e
dfp, (Xi) = dfi,,, (Xi), assim pela observagao 1.1 e como B = Bc(c(0)) N Be(c(t1)) é conexa,

f = fi, em B obtendo um outro elemento da familia de isometrias da continuacao de f.

Repetindo o mesmo argumento para ¢, € (tn, t, + e) vamos construir uma continu-

acdo para a isometria f, pois [0, 1] é limitado e € & um nimero positivo fixo.
[

A unicidade de uma continuacgao serd baseda em uma adaptacao do teorema da Mo-

nodromia, ver [1].

Proposicao 1.2. Sejam U C N uma vizinhanca de p e U C N uma vizinhanca de q tal
que [ U — U seja uma isometria. Se N € simplesmente conexa entao a continuacao de

f € unica.

Demonstrag¢do. Vamos mostrar que para dois caminhos ¢, : [0,1] — M com ¢(0) =
~v(0) = p e c(1) = v(1) = q as respectivas continuacoes {f;} e {g:} de f ao longo de c e

devem satisfazer f1(q) = g1(q), isto &, a continuagdo independe do caminho.

Para comecgar notamos que a continuagao ao longo de um caminho da forma ¢~ ¢ sempre
volta para a mesma isometria inicial, onde ¢~ indica o caminho reverso. Similarmente
a continuac¢ao ao longo de um caminho da forma oy(c¢”c)o; tem o mesmo efeito que a
continuagao ao longo de oy0;. Por esta razao, dizer que as continuagoes ao longo de c e
v tem o mesmo resultado final é equivalente a dizer que a continuacao ao longo de ¢y~

volta para a isometria inicial.

Como N é simplesmente conexa os caminhos c e v sao homotopicos. Seja h a homotopia
definida em um retangulo R = [0, 1] x [0, 1] com perimetro indicado por I'. Queremos

provar que a continuacao ao longo do perimetro I' volta para a isometria inicial.

A prova é baseada no metodo da bisseccao. Comecamos bissectando R horizontal-
mente, denote por m; o perimetro da parte inferior R;, descrito a partir do canto inferior
a esquera de R e na direcao a qual coincide com a direcao de I' ao longo do lado comum.
Com a parte superior, Ry, associamos a curva my que comeca na origem de R vai vertical-
mente até o canto inferior esquerdo de R, descreve o perimetro de Ry no qual coincide

com I ao longo do lado comum e retorna verticalmente para a origem de R.

Reconhecemos que a curva mem; difere de I' somente por um arco intermediario da

forma o~0. Por esta razao o efeito da continuacao ao longo de mem; € 0 mesmo se

13
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: =
I
— =
I
(0,0) — (0,0) F

Figura 1.1: Continuacao

continuarmos ao longo de I'. Conseqiientemente, se m; e o ambos voltam para a isometira

inicial, o mesmo acontece com I.

| -
Ly
-
r
(0,0)

Figura 1.2: o,

Agora fazemos a suposicao oposta, que I' nao volta para a isometria inicial. Entao ou m;
ou my tem a mesma propriedade. O correspondente retangulo é bissectado verticalmente, e
o mesmo raciocinio é aplicado. Onde o processo é aplicado, sempre alternando a bisseccao
entre horizontal e vertical, obtendo uma seqiiéncia de retangulos R > R®Y 5 R® 5 ... >
R™ 5 ... e suas correspondentes curvas fechadas 7(™ tal que a continuacio ao longo de
7 nio volta para a isometria inicial. Cada 7(™ é da forma o, I'yo, onde o, é um arco

bem determinado comecando da origem de R conduzido ao canto inferior esquerdo de

14
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R™ ¢ T, denota o perimetro de R™, ¢,, é um subarco de Optl-

Fazendo n — 0o o retangulo R™ converge para um ponto P, e o poligono ¢, forma,
no limite um arco o4, terminando em P.,. Existe uma continuacao da isometria inicial ao
longo de o, ela determina uma isometria final dada por f : Uy — N sobre a imagem
£s de P, através da aplicacao h. Para n suficientemente grande a imagem de I'), estard
contida em U, e a isometria obtida no ponto final de o,, serd usada para construir uma
continuacio ao longo de 7(™ o qual deixa a isometria inicial, f., fixa. Isto contradiz a
propriedade pelo qual 7™ foi escolhida e provamos que a continuacio ao longo de I' tem

sua isometria inicial fixa.

15



Capitulo 2

Superficies Planas no H

Neste capitulo mostramos alguns lemas que formam uma base de conhecimentos
para demonstrar o teorema de representacao conforme para superficies planas no espaco
hiperbolico. Em cada secao temos um tinico lema, na secao 2.1 falamos sobre a existéncia
de uma parametrizagao em coordenadas isotérmicas, na secao 2.2 calculamos as equacoes
de Weingarten e a segunda forma fundamental usando a coordenada isotérmica obtida
na secao 2.1, na secao 2.3 fazemos uma mudanca de coordenadas a fim de obter uma
parametrizacao conforme com relacao a estrutura conforme definida pela segunda forma
fundamental. Finalmente na secao 2.4 obtemos uma caracterizacao da imersao plana e de

seu vetor normal em termos de matrizes hermitianas.

2.1 Coordenadas isotérmicas

Denotaremos por M uma superficie simplesmente conexa e ¥ : M — H? uma imersao

com métrica induzida plana ds* = (d¥,d¥) ({ .,. ) denota a métrica em L?).

Este lema consiste em introduzir uma coordenada isotérmica para M.

Lema 2.1. Dada M simplesmente conexa com métrica ds® e curvatura zero existe uma

imersao em coordenadas isotérmicas x + 1y : M — C tal que
ds* = da* + dy?®.

Demonstragao. Sejam p € M e {v,w} uma base ortogonal para o T,,A/. Observando
que M e R? tem a mesma curvatura, curvatura nula, usando o teorema de Cartan, existe

uma vizinhanca U C M de p tal que f: U — C é uma isometria local com df,(v) = e; e

16
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df,(w) = ey. Seja ¢ um outro ponto qualquer de M, que é simplesmente conexa, portanto
existe um caminho ¢ : [0, 1] — M ligando o ponto p = ¢(0) ao ponto g = ¢(1). Devido as
proposicoes 1.1 e 1.2 existe uma tinica continuagao de f tal que df,(v) = e; e df,(w) = es.
Como o ponto g é arbitrario temos que f pode ser estendida para toda a superficie M.

Assim f =z + iy : M — C é uma imersao em coordenadas isotérmicas.

2.2 Equacoes de Weingarten e segunda forma funda-
mental

No lema seguinte exibimos as equagoes de Weingarten e a segunda forma fundamental,

nas coordenada x e y dadas pelo Lema 2.1, para a imersao.

ObservagP2 2.1. Seja p um ponto de M. O vetor posicao V(p) é ortogonal ao plano
tangente de H3 no ponto W¥(p). De fato, seja a : (—€,€) — M uma curva em H? tal
que a(0) = U(p) e &' (0) = v com v € Ty H®. Como at) € H?, V ¢ € (—€,¢€), temos
(a(t),a(t)) = —1,Vt € (—e€,€). Derivando esta equagao, obtemos (/(t), a(t)) = 0,Vt €
(—€,€), em particular para t = 0, temos (a/(0), a(0)) = 0 e pelos dados iniciais da curva,
obtemos (v, ¥(p)) = 0.

Daqui em diante faremos um abuso de notagao e vamos escrever ¥ para designar ¥(p)
onde, p € M.

Lema 2.2. Seja n um campo de vetores unitdrio e normal a imersao entao,

Ve = Eﬂ‘i“l’,

\Ijzry = In,

v, = Gn+ VY, (2.1)
Ne = —BEV,—FV,,
ny, = —F¥,—-GY,,

onde E, F e G sao fungoes suaves definidas em M e (.),, (.), denotam as derivadas parciais
com respeito a x e 1y, respectivamente. Além disso, existe uma funcao ¢ definida em M

tal que B = ¢y, F' = ¢y, G = @y € a sequnda forma fundamental da imersao é dada por
do® = ¢ppda® + 20, dzdy + by, dy? (2.2)

com
¢xx¢yy - iy =1 (23)

17
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Demonstrag¢dao. Primeiro, como ¥ € H? obtemos (¥, W) = —1 , derivando esta

equacao em relacao a x e y obtemos, respectivamente,
(W, ¥) =0,
(¥, U) =0.
Dado p € M sejam v e w € T,M, como a aplicacao ¥ é uma imersao, temos

<U7 w>ds2 = <d‘11(1)), d‘lj(w)>H3 :

Sejam {ej, es} a base canonica do plano complexo. Devido ao Lema 2.1, obtemos
0 — <617 62>d32 - <\Ij$7 \ij>H3 .

Seja p um ponto de M entdo ¥, e ¥, formam uma base para o Ty V(M) = T,M, e
ainda como 7 é ortogonal a ¥, e ¥, formamos uma base para o Ty, H* = T,H? com os
vetores W,, W, e n. Observe que estamos considerando os vetores ¥,, ¥, e  como vetores
do L.

Como V¥, ¥, e n formam uma base para o T,H? e ainda pela observagio (2.1) temos

que: W, ¥, ne ¥ formam uma base para o L* em p.

Vamos escrever os vetores W, W, W, 7, en, nesta base. No calculo dos coeficientes
de V,p, Wy, Wy, 0, € 1, usaremos de forma natural que W, ¥, W e n ¢ uma base ortogonal

tal que os vetores U,, ¥, e 1 sdo unitarios e (¥, ¥) = —1.

Supondo
Vow = a¥, + bV, 4+ eV + L,

e tomando o produto interno com V,, temos
(Voo Vo) = a(Wy, W) +0(U,, W,) + (U, U,) + E(n,¥,),

donde,

1
5 <\1}$, ‘P$>a’; = a,

dai,
(1)96 = a,

assim, a = 0.

18
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Tomando o produto interno de ¥,, com ¥,, temos

<\Ijm7 qjy) =b <\I/yv ‘Ily> )

donde,

- <q]x> q]yx> = b,
dai,

- <\Ij$7 \ijy> - ba
logo, .

—5 <\Ij$, ‘II;B)y - b

assim, b = 0.
Tomando o produto interno de ¥, com ¥, temos
(Uyp, U) = (U, W),

donde,
- <\1}$, ‘Ija:> = -G

dai,

-1 =—c,
assim, ¢ = 1.

Tomando o produto interno de ¥,, com n, temos
(Vag,n) = E (n,n) = E.

Portanto, ¥,, = En+ V¥, onde F é uma funcgao suave.
As equacgoes para U,, e ¥, sao obtidas de forma analoga.

Escrevendo agora 7, na base {¥,, ¥, U, n}
Ne = aVy, + bW, + cV¥ + dn.
e tomando o produto interno com V,, temos

Ny, Vy) = a (¥, V) = a.

Observe que (¥,,n) = 0. Derivando esta igualdade em relacao a x, temos
<\Dxma 77) + <\II$7 77x> =0,

19
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utilizando o fato, £ = (V,,,n), obtemos
E=— <‘II:B777:B> = —a,
dai, a = —F.
Tomando o produto interno de 1, com ¥, temos

(N, Uy) = b (W, ¥,) =0.

Observe que (¥,,n) = 0. Derivando esta igualdade em relacdo a z, obtemos
(Wye, ) + (Uy, 1) = 0,
utilizando o fato, F' = (U,,,n), temos
F+b=0,

dai, b = —F.

Tomando o produto interno de 7, com ¥, obtemos
(N, ¥) = (¥, ¥) = —c

Pela observagao (2.1), temos que (n, ¥) = 0. Derivando esta equac¢ao com relacao a x,

temos
(2, W) + (n, ¥z) = 0,
como (n, V,) = 0, obtemos
(12, ¥) = 0,

assim, ¢ = 0.

Como (n,n) = 1, temos

0= (e, ) = d{n,m =d

Portanto n, = —E¥Y, — 'V,

A equagao para 7, é obtida de forma analoga.

Com isto mostramos que as equagoes (2.1) sao validas.

Usando a diferenciabilidade de ¥, temos
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(Wyy)z — (Way)y = 0.
Utilizando as equagoes (2.1), obtemos
(En+ W)y — (Fn). =0,
(Gn+ V), — (Fn), =0.
Derivando, temos

En+ En, +%, — F,n— Fn,
Gzﬁ+Gﬁx+‘1’x—Fy77—F77y

Logo da equagao (2.4), obtemos

<(Ey - Fa:)n+ Eny + \ij - F77$77I>

dai,

assim,

E da equagdo (2.5), temos

(Gy — Fy)n+Gny + Y, — Fny,m)

dai,
G, —F, =0,

logo,
G, = F),.

=0,

=0,

(2.6)

(2.7)

Usando a equagao (2.5) e substituindo os valores de 7, e 7,, conforme as equagoes

(2.1), obtemos

G(—EV, — FU,) — F(—F¥, — GV¥,) + U,

ou seja,

U, (—EG + F?+1)+ VU, (-GF + FG) =0,

dai,
EG—-F?=1.
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Mostraremos agora que existe uma funcao ¢ em M tal que £ = ¢pp, F' = ¢yy €
G = ¢yy.
Defina a 1-forma diferencial
w = Edx + Fdy,

assim,

dw = (Eydx+ E,dy) Ndx + E Addx + (Fydx + F,dy) A dy + F A ddy
= (E.dz+ E,dy) \dx + (Fydz + F,dy) A\ dy
= FEydy Ndx+ Fydx N\dy

= (B, — F,)dy Ndx
Pela equagao (2.6), temos
dw = 0.

Logo, pelo Lema de Poincaré, existe uma funcao o : M — R tal que

—=F e —=F. (2.8)

—=F e —=0G. (2.9)

E mais ainda, das equagoes (2.8) e (2.9), obtemos

0 0
9B _p_9a
ox oy
Devido ao Lema de Poincaré, existe uma funcao ¢ : M — R tal que % =qae g—‘; =f.
Portanto,
¢mc = Oy = Ea
¢$y = 0y = F7
Gyy = By = G.
A segunda forma fundamental da imersao é do® = — (dn, d¥). Assim,
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do? = —{(d¥,dn)
= — (V. dz + VU, dy, n.dx + n,dy)
= —(dz® (g, n,) + dwdy (Vs,my) + dydz (Vy,n.) + dy® (¥y, ny)),
pelas equagoes (2.1), obtemos

do* = —(dz*(—=FE) + dzdy(—F) + dydz(—F) + dy*(—Q)

= Eda® + Gdy?® + 2Fdzdy.
Conseqiientemente, a segunda forma fundamental da imersao é dada por:
do® = ¢ppda® + ¢y dy* + 2¢,,dxdy,

e como EG — F? = 1 concluimos que,

¢$$¢yy - :25y =1.

2.3 Coordenadas Conformes

Consideraremos M como uma superficie de Riemann com curvatura intrinseca nula

no H? e com uma estrutura conforme determinada pela segunda forma fundamental do?.
Pela equagao (2.3) podemos escolher 7 tal que ¢, > 0.

A idéia do préoximo lema é introduzir um sistema de coordenadas conforme para M

(com a estrutura conforme definida por do?).
Lema 2.3. Considerando a nova coordenada para a imersao:
z=u+w= (T + ¢z) +i(y + ¢y)

entao z : M — C é uma imersao conforme tal que

1

do* = ———
24 Gua + Pyy

|dz|’

[111—77]:]\/[—>Sgo

23
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€ uma aplicagao conforme.

Obtendo ainda, .
V=g (¥ =) +2(¥ = 1)z,

onde,

0 _10 0
0z 2 0u Z@v

0 1 ( 0 iy 0 )
=—(=—+1=).
0z 20u Ov
Demonstrac¢ao. Primeiro, vamos mostrar que z é um difeomorfismo. Devido a equa-

¢ao (2.3), temos que a matriz hessiana

R2¢  0?¢
Oxdx O0xdy
P¢ 0%
Oydx  Oydy

é definida positiva. Entao, pela demonstracao do teorema de Bernstein, ver [12]| pag.
34-35, temos
|z(a1, az) — z(b1, b2)| > [(a1, az) — (b, bo)|

onde (ay,as), (by,b2) € C. Obtendo que z é injetora.

Como o determinante Jacobiano da mudanga de variaveis de (u,v) para (z,y) é

ou o
ov Ov Pye L+ ¢y, ( b P) Y
or Oy

= 1+ ¢yy + ¢:m + ¢$$¢yy - gQUy

por (2.3), temos

ou Ou
or Oy
:2+¢xz+¢yy'
ov Ov
dr Oy

Devido a escolha do vetor normal, obtemos 2 + ¢, + ¢,, > 0, assim z é localmente

um difeomorfismo, donde um difeomorfismo global.
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Agora, a matriz mudanga de coordenads de (z,y) para (u,v) é

O Ox Ou Qu ™ o _w
a(z,y) ou  Ov ox Oy 1 dy Ox
I(u,v) oy Oy ov  Ov 24 Gax + Pyy ou Ou
ou Ov or Oy oy Ox
:;( L+ oy —ya )
2+ ¢1m + d)yy _¢xy 1+ ¢mc

Portanto,

9z 1oy Oy —bny

Ou 2+ Gust @y OU 24 Gust Py

@ o _¢$y @ _ 1+ d)a:a:

O 24 Qe+ by, OV 2+ Gun + Py
Conseqiientemente;

1+ d) _¢$
v, YW, + Y v,
2+ Guz + Py 2+ bus + by 7
(2.10)
¥ 1 T
v, = Doy U, + ¢ y-
24 Quz + Py 24 Quz + Py
Agora, vamos fazer alguns calculos para concluirmos que
(U =n)u=Ts (¥—1n)y=10, (2.11)

Para isto, basta mostrarmos que

vV, —V,=mn, e ¥, =V, =n,.
Como

o
nu_nx@u ny@u’

e usando as equagoes (2.1), (2.3) e (2.10), fazendo E = ¢y, F' = ¢uy € G = ¢y, Obtemos

1+G —F
e =SBV 1) (m) B (m)
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—E(14+G)+ F? o+ —-F(1+G)+FG "
24+ F+G ’ 24+ F+G Y

—F — EG+ F? —F—FG+FG(D
2+ F+G * 24+ F+G 4

~(1+E) F_ .
2+ E+G " 24E4+G Y

Por outro lado utilizando a equagao (2.10)

v, v, — <1+G ) —F

— VY, -,
2+ FE+G +2+E+Gy

_ (LtG-2-E-G\, F
N 24+ F+G Y24 E+G Y

B —1-F F .
- \2+E+G Ve T2+ E+G Y
—(1+E) F_
2+ FE+G " 24E+4+G 7

Portanto, (¥ —7n), = VU,.

Analogamente, podemos provar que (U —n), = U,

Deste modo, usando as equagoes (2.3), (2.10) e (2.11), obtemos

—-FE = <“Du>77u> = <“Du> qju - “Dx> = <“Du> qju) - <\IJu’ \Dx>

1+ G)? N F? . 1+a
C2+E+G? (2+E+G? (2+E+G)

1+G?*+F*-—(1+G)(2+E+QG)

2+ E+ G)?
14264+ G*+F*-2-E—-G-2G—-GE—-G?)
B 2+ FE+G)?
_ (1+F*-2-E-G-GE) (1-(EG-F>)—-(2+E+Q))
B 2+ E+G)2 B 2+ E +G)2

-2+E+G) -1
2+E+G)?2 (2+E+G)
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e finalmente,

Assim, obtemos

Portanto,

do? =

<111u’ 77v> = <111u’ v, — \Dy> = <\Du> qjv) - <‘Iju’ \Dy>

1+G)(-F) (-F)1+E) —F

24+E+G)? (2+FE+G)? (2+E+G)

—F—-FG—-F—-FE+F(2+ E+Q)
(24 E+ G)?

—2F - FG—-FE+2F + FE+ FG _
2+ E+ G)? B

0,

<“Dv>77v> = <“Dv> qjv - qjy> = <\va’ \Dv> - <“Dv> \I/y>

P (14 E)? 1+ E

@+E+GV+@+E+GV 24+ E+ Q)

FP+(1+E?-(1+E)(2+E+G)

(24 E+ G)?
F’4+1+2E+F?-2-FE-G—-2E—-E*- EG
(24 E+ G)?
—(EG-F)+1-2+E+G) -(24+E+QG)

2+ E +G)2 - 2+ E+G)?
et
2+ FE+G)
—1
u — ‘Ijzu
Y ETG)
-1
v — ‘IJU‘
T RTETG)
1 1
— (du® 4+ dv*) = ————|d2|.
@+E+®(u+v) (2+E+G)|Z|

Das equagoes (2.1), (2.3) e (2.10), obtemos
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ox oy
v — = Voo + Uy
Q) 50t Vo

e _F
— Bt (—C ) iy (L
(7H_)Q+E+G>+ UQ+E+G)

_ (U4 GE-FN (146 N\
N 2+ E+G n 2+ E+G

B E+GE—F2+ 1+G
T 2rE+G "T9¥ExCG
E+1 1+G

s+ E+G a1 E+ G

ox oy
U — — g Py Y

—F 1+ F
- p(—— ) [ — =
n(2+E+G)+mW+)(2+E+G)
B 1+ FE o —F*+G(1+E)
- \2+E+G 2+ F+G 1

1+FE N 1+G
2+ F+G 2+E+Gn

Usando a observacao acima, temos
4(‘11 - n)zi =V + n.

De fato,
A0 =)z = 4G =Duu+ (T =10)ow ) = (= Duu + (¥ = 7)o

1+G n 1+ F n 1+ F U4 1+G
2+ E+G 24 E+G'T2¥E+G 24E+G

QrE+OV+ 2+ E+G)
_ U4,
2+ E+G i

Assim, finalmente, temos
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Vo= 4V—mn)=—n
= 2(¥ = 1)z +2(Y = 1)z — 1
= 200 —n)z+5(T+n) -7
= 2(T = 7).z + 5(V —1).
Afirmamos que ¥ — 7 : M — N? & conforme, isto é, dados p € M e v € T,M entao,

(d(T = n)p(v) , d(¥ =n0)y(v) )pa = X* (0, 0) g0 -

Para provar a afirmacao basta mostrarmos a afirmacao para os vetores de uma base
do T,,M.

Seja {e1,e2} a base canonica do plano complexo. Seja p € M e considere (U, ¢) uma

carta local para o ponto p.

Logo, {dp(e1), dp(ez)} 6 uma base do T,M. Vamos denotar dp(e1) = 2 e dp(es) = 2.

Dai,

(ar =) A=yl ) = (= a (W=,

usando as equagoes (2.11) e o Lema 2.1, temos

(aw=mulgm) dw=my(50) ) = (v = (G} =1

Por outro lado, pelo Lema 2.3 e considerando A2 = 2 + E + G entao,

a 0 1 2 0
2 JE— —_— e _—_— _— _— ==
A <8u’8u>d02 (2+E+G)2+E+G<3u’8u>|dzz L

Portanto,

(aw=muig) . dw =m0 ) =2 (Gha)

Analogamente, usando as equagoes (2.11) e os Lemas 2.1 e 2.3, obtemos
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< d(T — n)p(%) , d(V — n)p(%) >L4 =N <a%’ a%>d02

(v =y dw=my(5D) ) =¥ (G

Assim, a aplicagao (¥ —n) : M — N3 ¢ uma aplicagao conforme. Usando a proje¢ao
de N3 sobre a S2, como na sec¢ao 1.2, obtemos que a aplicagao [V —n] : M — S2_, que é

a composicao destas duas aplicagoes conformes, é conforme.

2.4 Representacao em matrizes

Nesta secao vamos representar ¥ e n em forma de matrizes hermitianas.

Lema 2.4. Sejam A, B : M — C funcoes holomorfas definidas em toda superficie M tal
que [¥ — 1] € representado como [(A, B)] € CP! = S2_ entdo,

T — CC +4C.C, CD+4C.D,
~ \ CD+4C.D, DD+4D.D,

—CD+4C.,D, —DD +4D,D,

onde, C = ﬁ eD = % com R? = AB, — BA, e R: M — C holomorfa.

. ( ~CC+4T.C. —CD+4C.D; )

Demonstragao. Usando a representagao de [¥' — ] € SZ, como [(A, B)] € CP! = $2,

obtemos que:

Para alguma fun¢ao A\ € C°(M) positiva,
A - - AA AB

Primeiro, vamos provar que:

1 1
5= (U= 0)2, (¥ = )iy = 57| AB. — BAP. (212)
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Utilizando as equagoes (2.11), observamos que:
1

(W =) = 50 = ) — (0 — 1)) = (Vs — W),

(W =) = (8 — ) 808 —)) = (s + i),

assim,
(U =mn)., (¥ — n)5>d32 = i (W, — Wy, U, + i‘lly> - i(@ym ,) — i <\ij7 ‘11y>) - %
Por outro lado, se m,n € Herm(2) usando o produto interno (m,m) = —det(m),

observamos que:
(m—n,m—n)=(m,m)+ (n,n) —2(m,n),

isto é,
1 1
(m,n)y = §(<m, m) + (n,n) —(m—n,m—n)) = 5(—det(m) —det(n) + det(m —n)),
dai, usando o Lema 2.1

1
(U, — iV, U, —i¥,) = Z(l +4%) =0

RS

—det((V —n).) = (Y = 1)z, (¥ —1).) g2 =

—et(W = 0)e) = (¥ = )y (¥ = 1)) = 7 (Vo 0, Wy +00,) = 2(14+77) =0,

=~ =

Portanto,

(W ), (W = ):) = Sdet (¥ — ). — (¥~ n)2).

Usando a representacdo em matrizes de (¥ — 7). e (¥ —7); e observando que A, =
B, =0, pois A e B sao holomorfas, obtemos

(W — ). = MNAA MNAB ~( MAA+NALA N AB+)A.B
W==\ MB ABB ) ~ \ N.AB+)AB. )\.BB+\B.B

AB '\ [ MAA+XNAA. N AB+ )\AB;
BB ). \ MAB+AA:B A\:BB+\BB;: )’
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det((W —1n). = (V¥ =1)z)

= [AA(N, — A2) + A(AA — AZD)] [BB(A. — A.) + A(B.B — BE)]

— [AB(\, = Xs) + M(A.B — AB.)] [AB(\. — Xs) + A\(AB. — A.B)].
Multiplicando o lado direito da equacao, ficamos com

(A, — X\:)2AABB + M\, — \;)AA(B.B — BB,) + A(\, — \;)BB(A,A — AA,)
+A2(A,A — AA))(B.B — BB.) — ABAB(\, — X5)?> — A(\. — \;)AB(AB, — A.B)
M\, — \:)AB(A,B — AB,) — \2(A,B — AB.)(AB, — A,B).

Agrupando os fatores com A\? e A(\, — );), temos

M. — \)[AAB.B — AABE. + BBA.A— BBAA, — ABAB. + ABA.B — ABA.B
—~ABAB,| + N[A,AB.B — A,AB.B — AA.B.B + AA.BB, — A.BAB,
+A.BA.B + AAB.B, — AB.A_B].

Simplificando a expressao acima, obtemos

N([B,A(—A.B+ AB.) + BA,(—AB, + BA,)).
Logo,
det((¥ —n). — (¥ —n)z) = N*(B.A - BA,)(AB. — BA.).

Portanto, 1
<(qj - 77)2’ (\D - 77)2> = 5)‘2 ‘ABZ - BAZF )

assim concluimos que:

1=)\|AB, — BA,*.

Como A2 > 0, AB, — BA, nao se anula.

Como exp : C — C — {0} é uma aplicagdo de recobrimento e f = AB, — BA, é

uma aplicacao continua, entdo podemos levantar f para uma funcao ' : M — C tal que

exp f' =expof = f, ouseja, f' = log(f).

Defina R = exp (%f/), entdo R? = exp f' = f, e ainda R é holomorfa, pois é a

composicao de funcoes holomorfas.

Assim, podemos escrever

ou seja, A = CV2R ¢ B = DV2R.
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Logo,
AA =2CCRR =2CC |R|?,
AB =2CDRR =2CD |R|*,
BB =2DDRR = 2DD |R[?,
AB =2CDRR =2CD|R|*.
Dai,

(¥ =n) =2 ( §||g||zgg SJg;zgg ) = 2A|R[" ( b Db ) '
Devido a equacao (2.12), temos
1=\ |AB, — BA.|” = \*|R?|
concluindo que: - ~
w-m=2(¢p pp )

Assim, usando o Lema 2.3, obtemos que a imersao ¥ é dada por:

cC CD
. %(‘ll—n)+2(‘1f—n)zz=(éD DC—,)H(\IJ—n)Zz
_(cC cpY,,(cC oD
= (e pe ¢p DC )
_(cC DY, (CC D
~ \CD DC CD. D.C ).
_(CC DY, (CT D
= \¢p pc C.D. D.C.

e o vetor n é dado por:

n o= 4V-n).:—-V

_ 35 C.C. C.D.\ ( CC+4C.C. CD+4C.D,
- C.D, D,C, CD+4C,D, DC +4D.C,

—CC +4C,C, —CD+4C.D,
—-CD+4C.,D, —DC +4D,C, |-
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Capitulo 3

Representacao Conforme

Neste capitulo faremos, na secao 3.1, uma demonstracao para o teorema de repre-
sentacao conforme de superficies planas no espaco hiperboélico de dimencao trés, que é
basicamente representar uma superficie plana em H? por um par (f,w), onde f ¢ uma
funcao holomorfa e w é uma 1-forma holomorfa, com base nos lemas do capitulo anterior.
Definimos a aplicacao de Gauss hiperbolica. Na secao 3.2, discutimos alguns exemplos
e utilizando o teorema de representacao conforme, obtemos uma nova demonstracao do

teorema Volkov-Vladimirova e Sasaki.

3.1 Demonstracao

Teorema 3.1. Representacao Conforme

i) Sejam M uma superficie simplesmente conexa e W : M — H? uma imersio plana. Se
em M considerarmos a estrutura conforme determinada pela sequnda forma fun-
damental de W, entao existe uma imersao holomorfa g : M — SL(2,C) e um par
(f,w) constituido de uma fun¢io holomorfa f e uma 1-forma holomorfa w em M

tal que:
a) |f| <1 ew#0 em toda parte,

b) g‘ldgz((l) g)w,

c) ¥ =gg*,

d) A métrica induzida e a sequnda forma fundamental de ¥ sio dadas por:
ds® = fu? + o + (14 | f]°) lwl?
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do® = (1= |f]") o],

mais ainda, g € unica a menos de uma multiplicacao pela direita de uma cons-
tante go € SU(2).

ii) Inversamente, sejam M uma superficie de Riemann e g : M — SL(2,C) a imersao

10
H? ¢ uma imersao plana que tem métrica induzida e sequnda forma fundamental

holomorfa tal que g~'dg = ( 0 f )w,w = 3dz e |f| <1. Entao ¥ = gg* : M —

dadas, respectivamente por:
ds® = fu’ + f&* + (1L + |f[*) |l
do® = (1= [f[") lw]*.

Demonstragao. Considere a funcao f: M — C definida por

f_cbyy—cbm—%% G- E+2iF
24 Qgz + Oy 2+ E+G

Mostraremos que
(W +n). = f(V—n) (3.1)

De fato, f(U —n): = f(53((¥ —n)u +i(¥ —7n),)) e pelas equagdes (2.11), temos

1 1 1
U—n):=f(=(V,4+1V,)) = ————(G— F+ 2iF) (¥, +1V,),
f( n) f(2( +iV,)) 22—|—E—|—G(G + 20 F)(V, +14iVy)
tomando A =2+ E + @, obtemos
U —n) = (G B, + 2 2iF0,) + (G — B)iV, + L 2iFiv
n)z = 2A x 2A ] T 2A 1 y 2A 111 y

(G- E)v,) | FU,

1 1 .
= oG = B)U, — 2P, +i(—— ).

2A A

Por outro lado,

(Wtn). = (Y=n+2n).=(¥-n).+2n.
1 , 2 ,
= (=) =iV =)o) + 5 (0 — ).
Pelas equagoes (2.11), temos

1 )
_‘Ily + Ny — U7y

1
Uin), =0, —
(U +n) 5 5
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Como 1, = 1,y + NyY, € usando o Lema 2.2 e as equagoes (2.10) e (2.3), obtemos

Ne = (—EV, — FU,) (%) + (=F9, — GV, (_TF>
) (erﬁ;) - (—F(rr G) N FAG) v,
A

e Como 1), = 1%y + NyYy, pelo Lema 2.2 e a equacdo (2.3), temos

—F 1+ F
w = (=B, —FV,)(—— |+ (-FV, — GF,) e
A A
_ (EF F(+E) F? GO +E)
(), (5oan),,
B F (-G —-1)
= —K\I/,ﬂLT\I/y.
Assim, usando o valor de A
v, v, (-1-E)V, FV, FV, (1+G)Y,
Wms = 5 =73 A Y A
1 1+F F F 1 1+G
= |=-—— |V, — -V | =W —— ¥
) e (G (-5 w)

J*)

24+ E+G-201+E) F [ F —2-E-G+2(1+G)
_ (G-E) F (F (G- F)
= o Ve Wi gVt o)

Portanto, obtemos

Agora, pelo Lema 2.4, temos

(‘I“rn)z:(

8C.C, 8C.D,
8C.D, 8D,D,

(U +n). = f(¥—-n)-

).
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logo, da equagao (3.1)

ou seja,
Ozz - C -
Se C, = D, = 0 entao usando a equagio (2.12), temos
1 1
5 = (¥ =n):, (¥ —n)z) = 54|CD- - DC.|> =0,

o que é um absurdo, logo C, e D, nao se anulam simultaneamente. Concluindo que
4 C.. _ C
D.. D )’

ifD, (3.2)

ou seja, )

entao f é uma funcao holomorfa, pois C' e D nao se anulam simultaneamente e
C..,C,D e D.,, sao holomorfas.

E ainda, usando a equagao (2.3), temos

P = G—E+2iF2_(G—E)2+4F2
B A Al A2 A2
G* —2EG+ E*+4F* E*+G*-2EG+4(EG —1)
- A2 B A2
E?+G?*+2EG -4 E? +G?+2EG — 4

G2+ (2+E)?+2GR2+E) G2+ E>+4E+4+4G +2EG

E?+G?+4+2EG -4 _
(G2 + E2 + 2EG — 4) + 8 +4F + 4G

1.

Assim, |f| < 1.

Do Lema 2.4, a imersao ¥ pode ser recuperada como W = gg*, onde g : M — SL(2,C)

[ C 2.
9=\ b 2p. )"
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Observe que: det g =2CD, +2DC, = 2(CD, + DC,) e

A 1
C.=—F2=+A|—=
V2R (x/iR)z

B, 1
D, = v B(—) .
().
Devido a equagao (2.12), temos

CD.-DC, = % {f{}z +B (ﬁ” _% {\gZR w (é)]

portanto, det g = 1.

Como g é holomorfa, temos

= @dz + @dg = @dz

dg =5 02+ 520 = 57

e como,

L 1 oD, —20,
9 Tyb.c—DCy\ -D C )

Assim, usando as equagoes (3.2) e det g = 1, obtemos

2D, -2C C, 20
—1 _ z z z zz
974 =\ _p ¢ )(Dz zDZZ)d'Z

2D, —-2C, C., ifc
- (5% ) (5 i)

2D.C. —20.D.  fCD. - fC.D
-DC.+CD. -ifcp+ifpCc )%

onde w = =dz.
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Como V¥ = gg*, temos
AV = dgg* + gdg* = (99~ ")dgg* + gdg*((9*)"'g")
= glg~'dg)g" + g(dg*(¢*)")g*
= glg~'dg +dg*(g*) Mg
= g(g7'dg + (dg)*(97")")g*
= g(g~'dg + (g7'dg)*)g".

Considerando L* identificado com o espaco das matrizes 2 x 2 Hermitianas, temos

det(d¥) = det(g(g~'dg+ (g7'dg)*)g*) = det(g~'dg + (g 'dg)*))

(V) (Vh) )

= (Lt fR 4 (L4 |fP) W),

portanto
ds® = fu? + [& + (L4 |f[*) |w]*-
E?+ G*+2EG — 4
2
Como |f|” = PR R temos
P = G*+ E?>+2EG+4+4E+4G — (E*+ G* + 2EG — 4)
B 2+ FE + G)?
8+ 4F+4G
- 2+ E+G)?
B 4
2+ E+G’
Do Lema 2.3, temos que
d02 _ 1 ’ 2’2 _ 4 ’d2’2 _ (1 . ‘f’Q)‘W‘Q
2+ E+G 24 E+G 4 ’
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~k

Seja g : M — SL(2,C) uma outra imersdo com ¥V = gg* entdo, gg* = ¥ = gg*.

Tome go = §*(g*) "' entao, go € SU(2). De fato,
9095 = (97(g") )@ (g")7)" = ("(g")"H(((g") )" (7))

= g 997 )g=9""9=1Id
Dai; g - gg()

Mais ainda, como g e ¢ sao holomorfas, temos

(90)- = (3°(9") ™)== (§):(9") " +37((g7) 7)== 3" ((g7)"):. = 0.
Assim, g é tinica a menos de multiplica¢do pela direita por uma constante gy € SU(2).

Inversamente, seja M uma superficie de Riemann e ¢ : M — SL(2,C) a imersdo

ra(2 1)

<1

holomorfa, tal que

onde w = %dz.

Segz(% ‘;/()entéo,X:2CzeY:2Dz.

Gy (Y X dC dX
g 9=\ _p ¢ dD dy |’

como C, D, X e Y sao holomorfas, temos

(Vo) (@) (53 )e

De fato,

183

Assim,
YC,—- XD, = 0
-C.D+D.,C = 1
YX, - XY, = lf
-DX,.+CY, = 0
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Multiplicando —C.D 4+ D,C = % por X, obtemos

—XDC,+ XCD, = X%

e como Y, = XD, logo,

~XDC, +CYC, = X1,
C.(-XD+CY) = X3i,
C. det(g) = X3

Como o det(g) = 1, temos X = 2C.,.

Analogamente, multiplicando —C.,D + D.C = % por Y, usando a igualdade Y, =
XD, e o fato que det(g) = 1, obtemos Y = 2D,.

[ C 2.
9=\ b 2p. )’

U= ag* — CC+4C.C. CD+4C.D,
—99 =\ ¢D+4C.D. DD +4D.D. |’

e um vetor normal para a imersao é

Assim,

dai, a imersao é

nzgvg*=<

-1 0
onde,v:< 0 1).

Com isto, obtemos a primeira forma dada por

—CC+4C.C. —CD+4C.D,
—-CD+4C.D, —DD+4D.D,

ds®> = (d¥,d¥) = — det(d¥)

ou seja,

ds* = fu? + Jo + (L+ | f1") |l
E a segunda forma é dada por,

do® = — (dn, d¥) = = [det(dn) + det(dV¥) — det(dn — dV)].

1
2

Observando que:
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dn = dg(vg*) + gv(dg”)
= (997 ")dg(vg*) + gv(dg*)((9*)~'g")

= g(g~'dgv + (97 dg)*)g*

SEE)E DD

det(dn) = det( _wif@ f“’o_“’ ) = fu? — |fI? W)’ — |w] + fo?

obtemos,

det(dn—d\If):detK _wifw f”()_@)—(wffw fw()*@)]:—zlw.

Assim,
do? = J[f? =[P = + & + (= fw? = fo? = (L+ [ f]") |o]) — (=4 |w]*)]

= 32wl = 2|f ll)

= (1= |fF*) |wl*.
A métrica ds? é plana, pois como w = %(du + idv), temos
1+ /) — Ji =+
PN it ) VD Gl LY W G e e sl LA I
4 4 4
12
do® = ( 4|ﬂ ) (du® + dv®)

Obtendo a curvatura extrinseca, K., iqual a
(f+ 1+ Pf = F+ 1+ 1) = (fi = fi)?
(L= FP) (= [fF)
(S AP+ TP
(1—1f%)?
—4 |+ L+ |f)
(1= [f)?
e 17 et e o A
(1—[f")?

Kext =
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Definigao 3.1. O par (f,w) no teorema 3.1 serd chamado dados de Weierstrass associado

a representacao conforme da imersao plana.

Proposigao 3.1. Se considerarmos os dados de Weierstrass (f,w) e a imersao holomorfa

g escrita arbitrariamente no parametro complezo & como (f(€),h(£)dE), com h(€) # 0, e

_(C E
g_DF7

entao C' e D sao funcoes solugoes linearmente independentes da equacao diferencial ordi-

naria h
Xee — fxg — fR2X =0 (3.3)
‘ 1 1
E=-C F = —D:s.
ho® hot
Inversamente, se C' e D sao solugées linearmente independentes da equagao (3.3) tal
que .
E(C’Dg — DC;) =1, (3.4)
entao

= ;)
D ip,

determina a imersao plana com dados de Weierstrass (f(§), h(§)dE).

Mais ainda, se A e B sao outras solugoes de (3.3) sob as mesmas condigoes anteriores

entao a imersao plana associada com A e B €, a menos de isometria, a imersao associada
com C e D.

Demonstragdo. (=) Do teorema 3.1, temos

R SR LG

(5 )5 ) "0

Como C, D, E e F sao holomorfas, temos

(o ) (5 5o ot 70 )
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Assim,

FC¢—ED: =0, FE¢;—EF:=fh, (3.5)
—CgD + CD& = h, —DE; + CF& =0. (3.6)

Dai, multiplicando a primeira das equagoes (3.6) por E, temos
—EDC; + ECD; = Eh,

e, devido a primerira das equagoes (3.5), temos F'C¢ = E Dy logo,
—EDCe+CFCy = Eh,
Ce(~ED+CF) = Eh.
Portanto,
1
h

Analogamente, usando a primeira das equagoes (3.6) multiplicada por F' e depois a

E=—C.

primeria das equagoes (3.5), obtemos

1
F=—Dke.
B¢

Usando as equacoes (3.5) e (3.6), observamos que

_ FDf (Oééh - Céhé) B 105 <Dssh - héDs)]

h h2 h h2
1 )
= 73 (DeCeech — Cehe De — CeDeeh + he DeCe)
DeCee — CeDee

h
hé - —D§C§ - DC&& + CéDé + CD&& — CD&& - DO&&.

Assim, da primeira das equacgoes (3.6) e das equagoes acima, temos

D —C:D Dee — D
fh20+205 _ Pl — G 55+O§C e — D0
h h h
1
= 3 [Cee(CDg — CeD) + Dee(—CC¢ + CeO)]
CD C:D
= Cf&( gh : ) = Ce
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e concluimos que C' é uma solugdo da equacao (3.3).

Analogamente, podemos provar que D é uma solu¢ao da equagao (3.3).
1
Como 1 = det(g) = det ( 10) ? ) =CF—-ED = E(C’Df — DC%), temos

det ( g 5 ) = CD¢ — DC: = h # 0, ou seja, o determinante Wronskiano de C' e
3 3
D nao se anula e assim C' e D sao solugoes L.I. da equagao (3.3).

(<) Suponha C e D sdo solugoes L.I. da equacao (3.3) tal que a equagao (3.4) é

satisfeita.
Assim,
c Llc 1
[t _ _
det ( D %Dg ) h(ODE DC&) 1.
Logo, g definida por
C 1C:
g= ?
D D
pertence a SL(2,C).
Dai,
g_l _ %Dé _%Cé
-D C
‘ 1
Ce 55 (Cech — heCy)

Multiplicando ¢g~! por dg, obtemos

1
—(DeCech — heCe D — CeDeeh + heCe D)
d§

-1
g dg=
—DC.ch + Dh Dech — CheD
_DCe +CD; Cech + fosh;ro ech — Che Dy

Usando novamente que C' e D sao solugoes de (3.3), obtemos

h h
De(Cee — fcs — [h*C) — Ce(Dee — ng — fh?*D) =0,

devido a equagao acima e a equacao (3.4), temos

D¢Cy¢ — C¢Dge = fh*(CDg — DC¢) = fh?.
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Usando que C' e D sdo solugoes de (3.3), obtemos

h h,
D(Cee — fos — fR?*C) = C(Dge — st — fR?D) =0,
devido a equagdo acima e a equagao (3.4), temos
h
—DCe + CDge = f(ch — CDg) = he. (3.9)

Finalmente, a partir das equacoes (3.4), (3.7), (3.8) e (3.9), concluimos que

_ 0 h
gldg:(fh fo)df
e pelo Teorema da Representagao conforme, teorema 3.1, g determina uma imersao plana

com representacao de Weiertrass (f(€), h(£)d¢).

Se A e B sao outras solucoes de (3.3) sob as mesmas condicoes, entdao A e B podem

ser escritos como combinacao linear das solucoes C' e D. Assim,
A= &10 + le

B =bC+byD
onde, a; e b; sao constantes.

Seja g a imersao associada a A e B, entao

(4 1) (2 2) (5 15) =
B 1p b b )\ D 1D ’

o a1 G2
onde,m—(b1 52)‘

Como g e g € SL(2,C), temos que m € SL(2,C). E a imersao associada a A e B

s

satisfaz
U5 =gg" = mg(mg)” =mgg m" = m¥ym”,
onde U, é a imersao associada a C' e D.
Portanto, W; é isométrico a W,,.

Teorema 3.2. Sejam N wma superficie orientada e coneza e ¢ : N — H?® uma imersao
tal que sua sequnda forma fundamental € definida positiva para uma escolha do campo de
vetores unitdario e normal 1. Se em N considerarmos a estrutura conforme induzida pela
sequnda forma fundamental, entdo a imersio [p —n] : N — S% é conforme se e somente

se ou a métrica induzida por ¢ em N ¢é plana ou ¢ € totalmente umbilica.
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Demonstragao. Seja p € N. Como a segunda forma fundamental é auto-adjunta,
existe uma base {E], E»} ortogonal e suave em uma vizinhanga de p que diagonaliza a

métrica o associada a segunda forma fundamental em p, isto é,

O'(EZ‘, Ej) = hijéija Z,] - {1,2} .

Observamos que, [¢ — 1] é uma aplicagdo confome se e somente se

o= —{dn,dp) = Xd(¢ —n),d(¢ —n)) = A[{dp,dp) — 2 (dp,dn) + (dn, dn)]

aplicando esta formula em (E;, E}), temos

o(Ei, Ej) = dihig = X [0ij + 2055hi5 + hijo]

ou seja,
hll = /\(]. + h11)2
e
h22 - )\(1 + h22)2
donde,
(1+ h11)2 B l B (1+ h22)2
hi A has
assim,
hoo(1 + h11)2 =hi(1+ }122)2
Rao(1 4 2Ryt + h3)) = hiy (1 + 2hgg + h,)
dai,
hao(1 — hy1has) = hy1(1 — hyghas)
obtendo,

(ha2 — h11)(1 — hq1hge) = 0.

Seja Kepi(p) = hi1hoa(p) a curvatura extrinseca de p € N. Entao o conjunto N’ =
{p € N / Keu(p) # 1} é um conjunto aberto. De fato, se Ke.¢(p) # 1 entdo por conti-
nuidade existe uma vizinhanca V' de p tal que K..;(q) # 1V g € V. Observe que |y é
totalmente umbilica, de modo que K,.,; é constante em cada componente conexa de N’,
ver [15], e assim N’ é fechado. Entao como N é conexa ¢ é totalmente umbilica se N’ é

nao vazio ou uma imersao plana se N’ é vazio.
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Defini¢ao 3.2. As imerses Gt = [V +n|: M — S e G- = [V -] : M — S% serio

chamadas aplicacoes de Gauss hiperbolicas.

Cada ponto de H? determina uma tinica reta [p] passando por p e a origem de L*
localizada dentro do cone de luz N3. Inversamente cada uma das retas passando pela

origem e dentro do cone de luz determina um tinico ponto em H3.

Considere a geodésica v saindo do ponto ¥(p) e na dire¢do da normal 7(p). Temos

que sua parametrizacao é

7(s) = cosh(s)¥(p) — senh(s)n(p),
ver [6] p. 162.

Cada 7(s) determina uma reta [y(s)]. Claramente as retas [y(s)] e [2e*y(s)] sdo

iguais. Fazendo s — oo na reta [y(s)], temos

lim [y(s)] = lim [2e7*y(s)] = lim [(1+ e *)¥(p) — (L — e *)n(p)] = [(¥ —n)(p)].

§—00 §—00 §—00

Analogamente fazendo s — —oo em [y(s)], obtemos

lim [2e%v(s)] = [(¥ + 1) (p)] -

Portanto, em cada ponto p de M a geodésica passando pelo ponto ¥(p) e na dire¢ao
da normal 7)(p) intercepta a fronteira ideal S2, de H? em GT(p) e G~ (p).
Se ¥ : M — H? é uma imersio plana entdo, usando o Lema 2.4, temos
cC CD
Von=2 ( CD DD )
donde, [¥ — 7] € S% pode ser representado por [(C, D)] € CPL.

Lema 3.1. Se ¥ : M — H? ¢ uma imersao plana e identificarmos S2, e C U oo com a

estrutura conforme candnica, entao podemos escrever

=% o ¢ -%

D D’
onde [(C, D)] € a representagio de [V —n] € S2, em CPL.

Demonstracao. Cada elemento do R* sera escrito da forma w = a + b+ jx + ky ao

invés de w = (a,b,z,y) onde 1,4, 5 e k sdo as unidades dos quatérnios. Sejam S® a esfera
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unitaria de R* e S? a esfera unitaria de R? C R*, onde R? ¢ o conjunto dos quatérnios

imaginarios puros. Considere a fibragdo de Hopf, ver [11| p. 87, dada por:

h:S3 — 52

u — u

Agora considerando (C, D) € C* = R*, onde [(C, D)] € CP! = S%, temos

(C, D) C D | | o |
- = (B, F) = b =a+ib ki (3.10
(|C, D) (|C,D)|" (|C, D) (E,F) = (a+ib,x +iy) =a+ib+ jo +kj (3.10)
pertence a S3.
i a —1 (E7 F)
Aplicando a fibracio de Hopf a (E, F') e como (B, )™ = g, ver [11] p. 85,

temos

WE,F) = (E,F)i(E,F)

= (a—ib—jxr—yk)i(a+ib+ jx + ky) = (ia+ b+ kx — jy)(a +ib+ jx + ky)
= i(a® + b* — 2% — y?) + j(—2ay + 2bx) + k(2ax + 2by)

Fazendo a projecao estereografica de S? no plano kj,
(Y3, Y2)
1-Y;

m(iYy + jYs + kY3) =

(2(az + by), 2(bx — ay))
1—(a®+ b — 22 —y?)
ar +by +i(br —ay) a+ibr—iy FE

Assim, n(h(E, F)) = e como a® + b* + z* + y* = 1, obtemos

ax + by, bx — ay)
2 + 92 2 + y? CrH4iyxr—iy F

>~

w(h(E, F)) =

Portanto da equagao (3.10), temos

mo h([(C, D)]) = =(h(E, F)) =

|
STES

Analogamente, obtemos do Lema 2.4, que
[ +n] = [(C, D.)],

usando a fibracao de Hopf e depois a projecao estereografica, temos

C, dC
7o h([(C., D.)]) = D. D
e entdo podemos escrever
¢ . dC
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3.2 Exemplos e Aplicacao

Daremos agora dois exemplos para a o teorema de representacao conforme apresentado
neste trabalho e depois fazemos uma nova demonstragao para o teorema sobre caracteri-

zacao de superficies completas em H?. Primeiro vamos fazer algumas observacoes.

Considerando o modelo do semi-espaco para H?, podemos escrever uma superficie de

revolucao no espaco hiperbdlico como

U(r,0) = (yu(r)cos(8), yu(r)sen(B), ys(r)),

com y(r) > 0, escolhemos o parametro r como o comprimento de arco da curva geratriz
(y1(r),0,y3(r)) em Ri-

Proposicao 3.2. Uma superficie de revolucio ¥ : M — H? ¢é uma imersao plana se e so-
mente se y1(r) = ys3(r)(ar+b), onde a e b sao nao simultaneamente nulos e (y1(r), 0, y3(r))

€ a curva geratriz da imersao parametrizada pelo comprimento de arco r.

Demonstracao. Observamos que basta mostrar que

yi(r) !
y3(r)

=0« K. = 1,onde ’ significa a derivada em relacao a r.

Vamos agora calcular a curvatura extrinseca

hll h22 - h%Q

Kea: — —7
" HyHy — HE

onde H;; e h;; sao os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais hiperbolicas

respectivamente da imersao ¥ nas coordenadas r e 6.

Observando que:

hij = gﬁ + ngHZ'j, (311)

onde Y3 é a terceira coordenada da imersao, G;; e g;; sao as primeira e segunda formas
fundamentais euclidianas, respectivamente da imersao nas coordenadas r e 6 e n3 é a

terceira coordenada da normal euclidiana de W.
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Para nao carregar a notacao, vamos daqui em diante omitir a variavel . Agora vamos

calcular os coeficientes G;; e g;;, para isto necessitamos das equagoes abaixo,

\Ijr - (yicos(@), yisen(0)7 yé)? \Ijrr - (yi’cos(@), yilsen(e)u yi/’)/)u
Wy = (_ylsen(9>a ylcOS(Q), O)a Wgp = (—y1008(6), _ylsen(9>a 0)7 (312)
Wrp = (_yisen(e)u inOS(@), O)

Assim, como a curva geratriz, (y1,0,ys3), é parametrizada pelo comprimento de arco,

temos ( ,)2 ( ,)2
Y1)+ (Y
1= ((y1,0,55), (y1,0,y4)) = ~—-"22
Y3
logo,
ys = (y1)> + (v5)*. (3.13)

Derivando a equagao (3.13), obtemos
YsYs = Y35 + Yiyy- (3.14)

Devido as equagoes (3.12) e (3.13), obtemos a normal euclidiana igual a

U, AWy (—ysyncos(6), —ysyisen(0), yiy)
[0, A Wollgs VW) + ()2 y?

(—yhcos(0), —yhsen(0), y})
Y3

N —

(3.15)

Usando as equagoes (3.12), (3.13) e (3.15), obtemos a primeira e segunda formas

fundamentais euclidianas dadas por

G = <‘I/m \117’)]1@ = (yi)Z + (y:/s)Q = y:’%a

Go = (g, Wy)ps = i,

Gro = (U, Ug)ps = —y1yicos(B)sen() + yiyjcos(f)sen(d) = 0,
; —yl 4+ "y
g1 = <N7 ‘117‘7'>R3 - Ma
Y3
!
g = (N, W)y = B9 (3.16)
Y3
Lyt cos(0)sen(0) — yhy,cos(0)sen (0
| 912 = (N, U, 0)ps = ysyicos()sen( )y ysyicos(f)sen(0) —0
3
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Portanto, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais hiperbélicas sao

%
Hll = 17 H22 = _57 H12 = Oa
Y3
_y/ y// + y//y/ y/
hy = BTN G
Y3 Y3
Ysyr | YL
hyy = =5+ 2=
Y3 Ys Y3

hlg == O+0:O

Donde,

!0

h Mmoot / /
K., = hy 22— (yByl Y3Y1 —i—h) (y3yl+

Hao y§ Y3 y%

"o oo 0 / / /
_ (933/1 2?!33/1 4 ﬂ) (% i &) '
Y3 Y3 Y1 Y3

Assim, a equacao K.,; = 1 é equivalente a equacao

L (yé/yi — Ysyi + yiys) (yéy3 + yiyl)
v3 Y3y

",/ o,

(3.17)

ysy3 ) yi

Yy yRysyy + v (Y2 — (Y5)2ysyy — vhytvivn + yaysvl + ys(vi) v

y§y1

ou melhor,

ysyr = Ysysysyy + s (W) ur — (Y5) vyt — vsyivivn + vsysyl + vs(yh)

utilizando a equacao (3.13), temos

((y3)? + (Y1) ysyr = vsysysyy + ys (W) v — (U5) ysyt — vy vivn + ysysyy + ys(vh) v

simplificando o fator y3(y};)%y;, obtemos

(y5)*ysy1 = vsvhysyt + s (W) v — (y5) vsy! — vsyiviv + ysysu

usando a equagao (3.14), temos

", 1

", 1

(s + vy ysyr = vsyhysyy + vs (W) v — (y5)*ysyy — vyt iy + (Ysys + vy ysy
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simplificando novamente, obtemos
Yay (= (y5) + (1)) + ysyi (= (y3)* + (¥1)*) + 2y591 (y3ys — yiyn) = 0
multiplicando por -1, temos

yay(v5)” — () + wsy! ((y5)* — (¥1)?) — 2u4y1 (ysys — yiy1) = 0. (3.18)

Por outro lado,

0 <y1>" B (yiyg — yéy1>' (s + iy — yE — vhyl)ys — 2usyb(Yiys — vhur)
-\ - 2 - 4

Y3 Y3 Ys
donde, obtemos a equacao

0= (yys — y5v1)y3 — 2ysy5(y1ys — Ysu1)

utilizando a equacao (3.13), temos

0= (y1ys — ¥3y1)((¥3)* + (¥1)*) — 2u395(193 — Y31)
devido a equagao (3.14), obtemos
0= (y1ys — y3y1)((ys)* + W1)*) — 2(y5y5 + ¥y (Wiys — ysyn)
simplificando, concluimos que
0= w3y ((y3)" — 1)) + w5y ((v5)" — (W1)*) — 2u591 (Y55 — yiwn)
e comparando a equac¢do acima com a equacao (3.18), obtemos a demonstragao da pro-
posicao. [

Exemplo 3.1. Usando o teorema 3.1, vamos classificar as supreficies planas de revolucao.
Observe que podemos classificar estas superficies utilizando apenas a equacdo (3.13) e a

proposicao 3.2.

Distinguiremos as superficies de revolugao em dois casos, o primeiro é quando a = 0 e

o outro é quando a # 0, onde a é obtido a partir da proposicao 3.2.

i) Se a = 0 entdo r + ibf é um parametro isotérmico para a métrica induzida em W.

De fato, fazendo & = b6, temos

¥ = (€)= (m(r)eos () mtrrsen () ).
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derivando em relagao a r e £, obtemos respectivamente

b, = 00.6) = (sh(r)eos (5 ) oitrysen (5 ) i)

U = U €) = <—y1(r)%sen (%) ,yl(r)%cos (%) ,0) |

Utilizando a equacao (3.13), temos

v, ¥,) = ——u— =1,
< ) Y3

onde ' significa a derivada em relacao a r, como neste caso y; = y3b, obtemos

2
Y1
U, U,) = 2 =1

(W, U¢) = —Yycos (%) 91%8671 (%) + 1 sen (%) y% (cos%) =0.

Passando ¥(r, ) para a forma em matriz hermitiana, temos

1
U= (VY ,) = Bndel)
Xo + X3
donde,
Y- ! = L = X9 + L
3 I'0+ZE3 Y3 ZE0+I'3 0 3 Ys
e

Y +1Y, = % =1 (cos (%) + isen (%))

Assim, usando que y; = y3b,

Ty 4 iy = y1 (w0 + x3) (/%) = %e’f/b — e/,
3

Como —x3 + 23 + 23 + 23 = —1, temos
(zo — x3) (w0 + 23) = 23 — 25 = 23 + 25+ 1
portanto,

|

= (b + 1)ys.
ZEO+I'3 ( )y3

(zo —x3) =
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Dai,

bei€/b
v=v(ro=|

be /0 g (b + 1)
Derivando ¥ em relacao a r, temos

0 y(*+1)
e agora derivando W, em relacao a r, obtemos

—(y5y5 — 2ysysys)

0
Y3

\IlT’T'
0 y5(0° +1)

Utilizando a equacao (3.13) e como neste caso y; = ysb, obtemos a equagao

Lo WP () () (0" + 1)

(3.19)
y3 Y3
derivando a equagao (3.19), temos
2055 (0 + D)ys — 2ysys(ys)(0* +1) _ 2(0° +1)
0 — 2T )i — 2l Y5 (y5Y5 — us(y5)°),
Y3 Y3
2(b% +1
como # = (0 devemos ter

Ys

yays —ys(y3)® =0 ou yi=0.

Se y5 = 0 entao ¥, =

8 8 . O que é um absurdo, pois ¥, € um vetor da base do
plano tangente a ¥ em W(r, £). Portanto

i
Ys =

e usando isto, obtemos

—(y5y3 — 2y3(vy)?) 1

- L e
Ys Ys

det(V,, —¥) =

—be ¢/ (y5 —ys)(b* + 1)
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Z/S(yzla)Q . i _peit/b

y§ Ys
N 1\2

—pe—i€/b (@ — y3) (b +1)

Y3

N2 _ .2 N2 _ 2

_ ((93)3/3 y3) ((%)yg yg) (B2 +1) — b2
3

(y5)* — 2(y5)%y3 + yé‘:(

b +1) — b2
Y3 )

Usando a equacao (3.19), temos
(y5)* 1
3 b+ 1

logo,
1 1 1 b?
U, — W) = -2 1) (0*+1)—b* = —1=- .
det(Vrr =) ((b2+1)2 62+1+)(b+) Y Pl

Devido ao Lema 2.2 e as equagdes (2.1), observamos que

E* = (En, En)gs = (U — W, Wy — W)y

portanto
2 b?
E* = —det(¥,, — V) = ,
et ) b +1
dai
b2
E = .
b2 +1
0 0 N
Como ¥, = 00 )¢ usando o Lema 2.2 e as equagoes (2.1), obtemos U, = F'n e
assim

F=0.
Derivando ¥ em relacao a &, temos

0 ies/®
Ve = ( —ie~®/b )

e agora derivando W, em relagao a &, obtemos

0 —

Wee = ‘
6—z§/b

b
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Utilizando o Lema 2.2 e as equagoes (2.1), temos

G? = (G, Gn)ys = (Vge — W, Uee — V) = —det(Vee — V).

Calculando agora det(We — W)

i€ /b
1 Ry

Ys 9 1 ?
det(Wee — W) = o =0+~ (-5 b
¢ —be %/ g (B + 1)

T4+02\? b ep?—1-—20°— b
w+1_( ) =
b b2
b2+ 1
-

portanto
v +1
== b2 ;

b+ 1
G =\

Com esses coeficientes da segunda forma, podemos construir uma funcao real ¢ definida

G2

em M tal que ¢,, = E, ¢¢¢ = G e ¢,¢ = I, como visto no Lema 2.2. Usando os valores

dos coeficientes da segunda forma obtidos acima, obtemos

2

Or = Pl r+ L(§),

— dL(§)

onde L é uma func¢ao real dependento somente da variavel {. Como 0 = ¢,¢ = —a» temos

L(§) é uma constante, e assim

b2

m r + constante.

¢r:

Analogamente, obtemos

241
¢ = ( b b—;_ > £ + constante.

57



wapluulvu J. Loplootlivtadv Ull1uUlL1Llc

b? ¥ +1 ,
Escolhendo ¢, = Pl re g = 2 ¢ e aplicando o Lema 2.3, temos
, v? , [0 +1

¢ uma imersao em coordenadas conformes com a estrutura determinada pela segunda

forma.

Fazendo a mudanga coordenadas z = kIn ¢, onde k? = 2 |[b| /b2 + 1+2b*+1, e usando

funcao f definida por
¢ B ¢rr + 2Z¢r
flz) = 2 5
24 Qee + Py

como na demonstragao do teorema 3.1, obtemos os seguintes dados de Weierstrass asso-

ciado a imersao . L
[QO=ga » w=gde=5pC,

onde ¢ € C*.
Pela proposigao 3.1, se C' e D sdo solugdes L.I. da equagao (3.3), que neste caso é

K/ 1R

“T TR T Raet T

k
com CD¢ — DC¢ = -, entao

2¢
2
C —CC'Q
9= f
2Q
%
. 1 1 -
A equacao XC<+ZXC—4—C2X = 0 é uma equacao de Cauchy-Euler. Podemos escrevé-la
na forma
1
CXge+ (X=X =0, (3.20)

cuja solugao é dada por X = (" com n € R. Substituindo X = (" na equagao anterior,

obtemos .
Cn = 1)¢" 2+ ¢ng" ™! = 26" =0,

logo, a equacao caracteristica é
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cujas solugoes sdo n = +—, e assim uma base para o espago solugido da equagao (3.20) é

dada por {¢'/2, (712}

k k
Tome C = i\/;CI/Q e D= i\/;C_I/Q entdo C e D sdo solugbes L.I. da equagao (3.20)

com

CDC . DCC _ _§<1/2<1/21 (_%) . (_g) C*l/QCl/Zfl (%) _ %Cl + gé—l _ 2_12’

portanto, pela proposicao 3.1

1
Cl/Q ECl/Q

k
= 1 —
! 2 1/2 Lo 1
¢ ¢
¢ uma imersao plana associada aos dados de Weierstrass <k1—2, Q—IZdC) e a correspondente

superficie plana de revolucao é, a menos de isometria,

C1/2 %Cl/Z @ 172
k k
Vo= gg*:i\@ <_i E) 1 1
1 —r12 _r-1)2
<—1/2 _EC_I/Q kC/ /{:C /
1 — 1 —
. I+l VTR — g
= 5 _1/21—/2 1 _1/21—/2 -1 ]. —1
(T — ¢V 7+ 4 1
1 — 1
(i) ()
-2

(1= ) e (1)

agora, passando W para o modelo do semi-espago superior, temos
C1/2c_1/2 1— i
k2 2
U —

1 ’ 1 ’
q (1+ﬁ) k|¢| (1+ﬁ)

onde a primeria coordenada é a coordenda no plano e a segunda é a altura, como

v SR ¢
¢°¢ I/Q_ngﬂ - m
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podemos escrever ¥ na seguinte forma

¢ (k-1 2
=190\ ) 1
al (k)
Note que

¢ (k*—1
'W (k2+1)

> ﬁ(kQ—l)Q_i(kQ—l)Q(lﬁL%)? 4
1)t \k2+1 ¢ \k2+1 4 (k+1)°

2

B 2 (k2 —~ 1)2 4
el (m%) 1) (k)"
Assim, se escrevermos ¥ = (Y7, Y3, Y3), obtemos
Y +Yy =Yia

onde « é uma constante positiva. Portanto, ¥ é representado em Ri por um cone.

ii) Se a # 0 entdo encontramos 1e°8 (@ 0)+ia0 ¢como um parametro isotérmico local

para a métrica induzida por W. De fato, considere

1 - 1
T+ iy = gelog (ar+b)+iab _ a(ar +b) [cos(ab) + i sen(ab)]

Vamos encontrar as derivadas primeiras de r e # em relacao a x e y. Para fazer isto
vamos calular a matriz inversa da matriz mudanca de variaveis de z e y para r e 6.
A matriz mudanga de varidveis de x e y parar e 6 é

T, Ty cos(af) —(ar + b)sen(ab)

Yr Yo sen(af)  (ar + b)cos(ab)
e assim, a matriz mudanca de variaveis de r e 6 para z e y é

(ar 4+ b)cos(ab) (ar + b)sen(ab)

1
ar +b —sen(ab) cos(ab)
logo,
r, = cos(ah), r, = sen(ad),
0 - _ sen(af) ~ cos(ab) (3.21)
! (ar+b)" Y (ar+b)
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Figura 3.1: a =0

Usando as equagoes (3.17) e (3.21) e a proposi¢ao 3.2, obtemos os coeficientes da

primeira forma hiperboélica nas coordenada x e y dados por

<\Ilma \Ijm>H3 = (qurw + \Ijegw; \Ijrrw + \Ijeem>H3
= (v, \IIT>H3 (Tx)Q + (W, \I[9>H3 (ex)z
= (ry)?+ (ar +0)2(0,)?

o sen’(af)

= cos®(af) + (ar +b) e

1,

(qjya q’y)H?’ = <\Ijrry + Wob,, Y,y + qj@gy)HB
= <\IIT> \IIT>H3 (T?J)2 + <\Ilt9> \I[9>]HI3 (9.7;)2
= (Ty)2 + (ar + b)2(9y)2

, cos?(al)

= sen*(ad) + (ar + b) sz b
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<\Ij$7 \ij>H3 - <\Ijr7ﬂ$ + \1190$, \Ijrr'ﬂy + qlﬂgy)]}p

= (U, Uy )ys rary + (W, Wo)ya 0,0,
= ryry + (ar + b)%6,0,

,cos(af))sen(ad) 0
(ar +b)2 7

= cos(af)sen(ab) — (ar + b)

Agora vamos encontrar a segunda forma fundamental euclidiana para a imersao ¥ nas

coordenadas x e y. No modelo do semi-espago a segunda forma fundamental hiperbdlica

¢ dada pela equagao (3.11).

Como N =

U, AT, U, AUy

= » pelas e oes (3.19), (3.16), (3.21) e
10, A [y~ 0y Al © Pe1S cduactes (3.15). (3.16) (321) e a

proposicao 3.2, temos

g1

g12

<\Ilmc> N>R3 = <(\Ijr7nx + 111991)x7 N>R3
<(\Ijrr7na: + \I/T90$)T$ + \IITT$$ + (\1100093 + \IIT9T$)0:B + \116093937 N)[RB

(U, N>R3 (rx)Q + (oo, N>R3 (ex)Q

AT yéyi/cosz (af) + YY1 8622(@29)
Ys ys Y7/ y3

", .1 _ !, !
Ysh = Yshh cos?(ab) + YsY3 sen?(af),

Ys n
<\Ijacya N>]R3 = <(\Ilr7na: + \IIHQ:B)ya N>R3

<(\I/TTTy + \I’rgey)rx + \I’ﬁ“xy + (‘Ifggey + \I’rgTy)ex + ‘Ifgezy, N>R3

<qur> N>R3 TyTy + <\Ij€)9> N>R3 eyex

",/ !0

i ! 0 0
Ysth — Ysh1 cos(ab)sen(ad) — Ysys sen(a 2)6023(a )
Y3 Y3 Yyi/y;

" /_ !N !
cos(ab)sen(ad) <y3y1 Y _ y3y3)
Ys Y1
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g22 = <\I/rr7 N)]RB (Ty)Q + <‘11697 N)]RB (9y)2

", !0

YY1 — Y3 sen?(af) + Y3y 56”(&92)6028(&9)
Y3 Y3 Yi/y;

", !0

Ys1 ~ Y1 s on2(40) + Y3y 60822(0129)
Y3 ys  Yilys

"yl !, /
YsYr — Y3 senQ(ae) 4 933/36082(019)’

Y3 U1

Assim devido aos coeficientes g;;, H;; e ng, temos

"o d o0 / /
hyy, = MCOSQ(&Q) + %(1 — cos?*(af)) + il
Y3 1 Y3
"oy o0 / / /
_ (3/33/1 2933/1 _ %) COSQ(&6)+%+&’
Y3 Y Y1 Ys
"ot o0 0 /
his = (M - %> sen(af)cos(ab),
Y3 Y1
¢ y//y/ _ y/ y// y/ y/
hip = 2_sen?(af) + 22(1 — sen?(ad)) + =
Y3 hn Y3

!0

"y /
_ (M _ @) sen?(af) + 2 4+ 41
Y3 n i Ys

Pela proposicao 3.2
0%a= (@)' _ Uiy —2yéy1’
Ys Y3
com isto, obtemos
o wsy)? = 2yéy34yiy1 + (ya1)°
Ys

Y

utilizando a equacado (3.13), temos

o ys(ys — (¥5)?) — 2ysysyiyn + (y3 — (W1)?) (n1)?
4
Y3

y3(ys +ut) — [(W8)%y3 + 2u5ysyi + (Y1) w1
4
Ys

vi i (wsys + v’
Y3 Y3 ’
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e assim,
2 / / 2
+
1=y (y5y3 4y1y1) (3.22)
Y3 Y3
ou melhor,
Vi g Ways i)
2 - 1
Y3 Y3
logo,
1/2
(y_% Lo a2) 2 vy +yin
Y3 Y3
Y2
multiplicando ambos os lados por —2—, temos
YY1
1/2
Y3 (y_f 1o &2) 2 yhys + i
ysy1 \ Y3 Ysy1
o qual pode ser escrita como
2 2 1/2 ’ /
LEESA
Y1 \Y3 Y1 Y3
e assim, obtemos
! / 1— 2\ 1/2
%Jr&:(uf a2) , (3.23)
Y1 Y3 yi/vs
Vamos agora simplificar a expressao
Do Vs Yyl Y
Ys Y1
Multiplicando e dividindo I' por y5y3 + y;y1, obtemos
ro— Wy — sy — ysys (yéyg + yiyl)
Y3y YsYs + Y
(s — wayd) (Ways + viy)ys — (Yhys + Yiy)ysys
E Y
onde X = y3y1 (y3ys + y191)-
Assim,
1
T = 5 {lwswaysyr — (W5) wswt + w5 (80) 00 — vl ] v — (45)°ws — wasvion

utilizando a equacado (3.14), temos

1

I =< {[(wsys — viv)ysys — () ysyt + vs () v — (Whys — yays) s ] vi — (h)ys — v

b
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o qual reduzimos para,

=2 {[ ysyy (W1)? — (U5) ysy! + vs (W) v — (y5) sy + v5 (¥5) v ] wa “y3}

usando a equacao (3.13), obtemos

= {[ vyt (V1) — (3 — (W) usy! + vs () v — (5) vsyr + (v — (W) )ysya] va —

s1mpl1ﬁcando, temos
1
=35 {[—(v5) 2y — vyt + vhysv] vi — (v)*v3}

1
= 5 [—(v4) 2392 — 3 (ysy! — viyn) — (y5) %3]

! / /
_ <@) _ YiYs — Ysin
Ys y§

e derivando esta equacao, obtemos

pela proposicao 3.2, temos

Y1Ys — YsYh 4
Ylys — yhy = 2ayhys = 2 (71 )2 & ) Yiys = 2(y1ys — yéyl)y—z
3

substituindo isto em I, temos

1
r = ¢ [—(v4)?ysyi — 2y5ysy1 (ysyy — vsy1) — (y5)2y3)

1
= 5 [(v4)?ysyi — 2u5u3y 01 — (y5)%y3)

devido a equagao (3.13) e o valor de X, obtemos
1
U= 5[5 = W))ysyt — 2v593015 — (45)°93)

1
= 5 lyiy? — (v4)%v3 — 2u5u3yiy1 — (1) %ysyi)

y3yi — ys(ysys + yim)?
v2y1 (Yhys + viyr)

o (y:?yf - (yéy3+yiy1)2)

Y1 v3(yhys + yivr)
_ U ( vio Yays yiyl)
y1 \Whys + yin Y3

_ @( Y3 ) (y_% B (yéy3+yiy1)2)
yi \Vhys + yiyi ) \y2 v
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devido as equagoes (3.22) e (3.23), obtemos

2
r = %(#) (a® — 1)
Y1 \Ys3Ys + Y1y

4

vs \vhys + vin T
3 2 —1/2 4
:<i%<%+¢—aﬁ (1-a?) %
Ys \U3 Yy

-4 o)
v3 vi /s yilys )
Devido a proposic¢ao 3.2 e os valores de x e y como fungoes de r e 6, temos
y?
y_; = (ar +b)* = a*(2* + y?),
3

usando esta equagao em I' e a equagao (3.23), obtemos
N ) S R et s V21— a?)(=2)
- 2a2 &2(352 +y2) a2(a:2 +y2)2

’ / 1— g2 1/2
%+£:O+77770 :
v Ys a?(2? + y?)

Usando as equacoes acima, os coeficientes da segunda forma hiperbélica se reduzem a

+b)2 1—a2 \ "’ /(1-0a?)(-2) 1—a® \'?
hi1 = cos®(ab L 14— RSl iA Wl 14—
11 = cos™(af) 2a2 * a?(2? + y?) a?(2? + y?)? MG a?(x? +y?))

= osannton 2 (1) (G

+b)? 1—a® \ /(1 -a®)(-2) 1—-a
oy = sen(ap) T (Lot N Qo@D () 1oat
90 = sen”(ad) 202 + a2(22 + y?) a?(x? 4 y2)? U a?(z? + y?)

substituindo o valor de x e y como funcoes de r e # podemos escreve hiq, hio € hoy na

1_@2 1/2
hiy = 1t -
u ( " a2<x2+y2>) ’
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1—a? 1/2 1—a? 1/2
hio = 14+ —— = 1+ —
12 x(*a%ﬁ+w0 y<+a%ﬁ+w0

Yy

x

¢ 1/2
1 —a?
hos = 1+ ——
o (r(am) )
Yy
Pelo Lema de Poincaré, existe uma funcao ¢ : R> — R tal que,
1— &2 1/2
= 14—
o= (14 i)
e

1—a? 1/2
=y (14 —-—"_
& y( +ﬁ@%+ﬁ0 ’

como visto na demonstracao do Lema 2.2.

Z::<y+(1+;§égf%5)1ﬂ><x+iw

é uma coordenada conforme para a segunda forma hiperbolica.

1_&2 1/2
B=[14——"F——
(+¥W+ﬁ0

entao, podemos escrever a coordendada z na forma

Pelo Lema 2.3,

Considerando

2= (1+B)¢

onde, £ = x + 1y.

(3.24)

(3.25)

Usando a equagao (3.24), escrevemos a segunda forma hiperbélica do seguinte modo,

x? (1—a? 1
rr — h - i )
O = s B(a?)uuww
2 2
vy (1l—a 1
—hyy = B-—2L
¢yy 22 B ( a2 ) (x2 + y2)2’
2y (1 —a? 1
x pr— h pr— _——— .
=t = = (550 G
Assim,
. 1 /1—a? 1 9 9 .
¢yy - d):vat + 22¢:By - E ( ag ) (.TZ + yg)g (_y +x° = 22$y>,

22+ y? (1 —a? 1
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Usando que £ = x + iy, reescrevemos as equagoes acima da forma

, 1 [1—a®\ 1 &
Oyy — Oua + 2104y, = E(T) WW,

1 /1—a\ 1
24 byt by = 2(1+B)_§( QQG)\SVQ'

Devido a equagao (3.24) e que £ = x + iy, obtemos

1—a? 1—a?
B=1+—°" —= pRB_1=—" (3.26)
a? |¢] a? ¢
Logo, -
, B?—1 ¢
d)yy - d)a:a: + 21¢a:y - TW;

B*—1 (B+1)?
24 Gpu+ by, = 2(1+B) — 7= 7

Escolhendo a funcao f, como na demonstragao do teorema 3.1, dada por

— P + 20y, B2—1 &
f(z):¢yy Gzz + 200gy §

24 bt by (BH1)P )
usando as equagoes (3.25) e (3.26), temos

2 2 2 9 2 9
.Wh(ﬁﬁvfézB H¢ZC-ayi:1a

e @) &7 @

a
Fazendo a mudanca de variavel z = =, os dados de Weierstrass associado a imersao
a
U sao )
l1—a

1 1 ..
f(g) = 7, w = idZ = ica 1d€,
com ¢ € C* tal que |f(¢)| < L.

Considere a equacao

1—a?

Xee = (a— 1)1 X — (T?X =0,

Multiplicando esta equacao por (2, obtemos a equacao de Cauchy-Euler

1—a?

CXee — (a—1)¢X, — X=0 (3.27)

68



wapluulvu J. Loplootlivtadv Ull1uUlL1Llc

cuja base das solucgoes é {CGTH, Ca51 }

Tome C = %CGTH e D = %CGT_I entdao C' e D sao solugoes L.I. da equagao (3.27).

2
Como (CD; — DC;) =

= 1, entao pela proposicao 3.1, temos

a+1
2

7 (a+1)¢7

G

_atl

¢ (a—1)¢ "

, . ~ . . —a2 _
é uma imersao plana associada aos dados de Weierstrass <1CT‘;, %Ca 1d<> e a correspon-

dente superficie plana de revolucao é, a menos de isometria,

g (€T ancE = =
e & -

VN e - ) WYY i )iF w-pe®

T+ PTG (@ -

1
T =
2

(T F(a® = 1)¢E (e

¢ + (a—1)? ¢

Voltando para o modelo do semi-espaco, obtemos

- 4 (@2 - 1) 2
I+ (a+ 120 T+ (e 1)2 (¢

onde a primeira coordenada é a plana e a segunda é a altura.

Como e
T = ¢=62 ¢
EoF
¢
€ l1—a a+1
CE e = ¢ ¢

2
1 ~atl = a+1
SRS ¢
portanto, escrevemos a imersao ¥, dependento do parametro a, da seguinte forma,

¢ (I + (@ = g “) )
T+ @ D2 e+ (a1

a

Note que, as superficies ¥, e W_, sao isométricas, pois tem os mesmos dados de

Weierstrass olhando na coordenada z. Para a £ 1 as superficies sdo horoesferas(veja
figuras 3.2 e 3.3).
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Nos outros casos, obtemos superficies planas de revolucao o qual podem ser represen-

tadas pelas seguintes figuras:

|
|

i
3 //////lmm\\\\\\\\\\\\\}\\\?\\\

IIII

Figura 3.2: a = —1 Figura 3.3: a =1

W/

(Y

i

Figura 3.4: -1 <a <0 Figura 3.5: 0 <a <1
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IR

1 i
NS

40 40
60 60

Figura 3.6: a < —1 Figura 3.7: a > 1

Exemplo 3.2. Vamos determinar os dados de Weierstrass para superficie plana no espaco
hiperbolico dada por
U(r,t) = (r+ 1+ cos(h),t, sen(h)),

1—4 exp(2r)
1+4 exp(2r)

ser visualizada na figura (3.8).

4 exp(r)

T op@n) Esta superficie foi obtida em [13] e pode

com cos(f) = e sen(f) =

As derivadas primeira de ¥ sao

U, = (1 — sen(6)6,,0, cos(0)0,)
e (3.28)
v, = (07 L, 0)7

e portanto a primeira forma hiperbolica nas coordenadas r e t sao

1 — 2sen(0)0, + sen?(0)6? + cos*(0)6? 1 — 2sen(0)6, + 02
<\IJT> \IJT>H3 = = )

sen?(6) sen?(0)
(U, Ug)ps =0
e
6, F60/ms — sen?(6)

Agora como [cos(0)]. = —sen(#)0,, obtemos

s
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Figura 3.8: Exemplo 3.2

o (cos(0)),
b = sen(0)
_ (—8 exp(2r)(1 + 4exp(2r)) — 8exp(2r)(1 — 4exp(27"))> 1+ 4exp(2r)
(1+ 4exp(2r))? 4 exp(r)
16exp(2r) 1+ 4exp(2r) _ 4 exp(r) _ sen(0)
(14+4exp(2r))? 4exp(r) 1+ 4exp(2r) '
(3.29)

Usando a equagao (3.29), temos
1 —2sen?(0) + sen®(0) 1 —sen?(0)  cos*(0)
(U, Uy )gs = 2 = 2 - 200\
sen?(0) sen?(0) sen?(0)

Fazendo a mudanca de coordenadas

temos, W (7, ) = W(r(7),t) e portanto

Assim,
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<@z, ‘i’£> = (0, ¥y) .

A fim de obtermos uma coordenada isotérmica, fazemos <‘il;, \ilf> = <\flt~, \i/g>. Assim,

o) (U, ,) - sen?(6) cos?(0) - cos?(60)’

<%) - cosl(e)’

<g) = cos(f). (3.30)

<8r) (0, Ty) 1 sen?(h) 1

Logo,

o que implica em

Escolhendo 7(r) tal que a equacao (3.30) seja satisfeita, a métrica fica determinada

por
ds* = (dV,d¥) = \(7)(di* + dt?), (3.31)
1
de \(r) = .
onde A(T) e (@)
Como V¥ é uma imersao plana entao a curvatura K, que é dada por
1
K=———Aln(\7

ver [4] p. 237, é nula.

Portanto Aln(\(7)) = 0. Sabemos que In(A(7)) so depende de 7. Logo,

donde,
In(\(7)) = aF + g, (3.32)

onde « e § sdao constantes reais.

Por uma translacao podemos considerar 5 = 0 e por uma dilatacao podemos considerar

a = —2.

Logo, usando o valor de A,
N 1 . 1 L
r=-; In(A(7)) = ) In(sen™=(6)).
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Assim, derivando a equacdo anterior e utilizando a equagao (3.29), temos

or 1
5 = Sen(e)cos(H)Or = cos(0)

tendo uma compatibilidade com a equagao (3.30).

Agora como Aln(\(7)) = 0 entao In(\(7)) é parte real de uma fun¢ao holomorfa,
digamos h : C — C. Assim [Re(h)]. = [Im(h)];, usando a equacao (3.32), obtemos

T

Im(h) = —2t + constante.

Novamente por uma translagao, podemos considerar
Im(h) = —2t

e portanto

h(7,7) = —2(7 + if)

Considere ¢ = 7 + it e a funcio ® : C — C definida por

13 13
P(e) = /5 exp(h(z)/2)dz = /5 exp(—2)dz = — exp(—€) + exp(—&).

Assim, usando a equacao (3.32)
[(E)]” = lexp(—=&)[* = (exp(—7))* = exp(—2F) = A(F).
Devido a equagao (3.31), obtemos
da? + dy* = [d® ()" = | & (&) |de]* = A(7)(dF® + df?) = ds”,
onde = + iy = ®(§) = —exp(—2¢). Esta é uma coordenada isotérmica para a imersao

plana V.

Vamos calcular os coeficientes da segunda forma fundamental hiperboélica nas coorde-
nas x e y encontradas acima. Devido a formula (3.11), necessitamos da matriz mudanga
de base das coordenadas r e t para = e y, dos coeficientes da primeira e segunda formas

euclidianas nas coordenadas x e y e da terceira coordenada do vetor normal.

A matriz mudanca de base das coordenadas r e t para x e y é a matriz inversa da

matriz mudaca de base das coordenadas x e y para r e t.
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Como
, 1 _ , 1 .
r+iy =P = — exp(—§ In(A(7)) —it) = ~sen(d) (cost —isent),
logo . .
= — = 3.33
x sen(0) cos(t) e gy sen(0) sen(t) (3.33)
utilizando a equacao (3.33), temos
seos(Ofcos(t)  —sen(t)
Ty Ty senQ(O)COS reos sen(0) en
Yr Yt ) - cos(0)0,sen(t) ! cos(t)
sen?(6) sen(6)

usando a equagao (3.29), o determinate da matriz acima é

det ( rot ) _ cos(0) cos? (1) + cos(0) sen?(t) cos(0)

_— sen?(6) sen?(6) sen?(6)
cos(t) sen(t)
- sen(0) sen(6)

(m Ty ) _ Sen2((69)> sen(f) sen(6) | cos() cos(t) ~os(0) sen(t)
ta by EZZ((Z)) sen(t) SZZ((Z)) cos(t) sen(f)sen(t)  sen(6)cos(t)
Devido as equagoes (3.28) e (3.29), obtemos

U, = (—(cos(0)6? + 0,.sen(0)),0, —sen(0)6% + cos(0)0,,)

= (—2cos(0)sen?(0),0, —sen3(0) + cos*(0)sen(h)),
v, = (0,0,0),
U, = (0,0,0)
B v, AN¥, YAV, (—cos(0)sen(0), 0, cos*(0)) B
N = 19, A0, s = 1%, A il = cos(0) = (—sen(#),0, cos(8)).

Portanto, usando as equacoes acima, a segunda forma euclidiana nas coordenadas z e
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y é dada por
g1 = (Vaz, N)gs = (Vrre + Vits )z, N)gs
= (Ve + Voile)re + Vot + (Vyle + Vyry )ty + Wilar, N)gs
= (Upr, N)ps Tg
= [2cos(0)sen®(0) — sen®(0)cos(0) + cos®(0)sen(6)] r?

sen?(0)

= sen(f)cos(0) c052(0)

cos?(t)

_ sen (9) cos*(t).

cos(0)

di12 = <\ny> N>R3 = <\Ilrra N)[RB TzTy

sen?(0)
cos?(0)

= —sen(f)cos(0) sen(t)cos(t)

= — 3677/3(9) senit)cos
- COS(@) (t) (t)

G22 = <\Ilrr> N>R3 7’;

sen?(0)

= sen(@)cos(@)m

sen?(t)

- (e)senQ(t).

cos(0)

Assim, utilizando a equacdo (3.11), a segunda forma hiperbélica nas coordenadas z e

y é dada por

g11 senQ(Q)

hy = sen(0) + cos(f) = MGOSQ(t) + cos(6),
hig = sei]%l(QH) = _80602((69)) cos(t)sen(t),
hoy = sei]”LQ(QH) + cos(f) = %((:))serﬂ(t) + cos(0).
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Observando a equagao (3.33), podemos concluir que:

1 1 Ty
sen?(0) = , cos(f)=4/1————=, cos(t)sen(t) = ——————,
2 T 2 Yy
)= — ) [ a—
cos*(t) L sen()x2+y

Utilizando as equagoes (3.34), podemos escrever os coeficientes da segunda forma

hiperbolica nas coordenadas x e y como

h ! 1 !
— — — i €T
H x2+y x2+y z% + y? w2 +y2) ]
a:2+y

1 1 (—zy) 1 1
- - o = 1-===)y| .
22 + o2 | T 22+ 42 22 1 42 , 22 1 42 i
x? + y?
1 1 y? 1 1
hoy = - = /1- —— .
SRR ) L 2ty 2% +y? K $2+92) yL
x2+y2

Pelo Lema de Poincaré, sabemos que existe uma funcio ¢ : R? — R tal que

Gpe = M1, ¢xy =hyy e ¢yy = hoo,

como visto na demonstracao do Lema 2.2.

1 1
N = R (==

Devido ao Lema 2.3, temos

— (4 (,/1-@))(%@)

é um parametro conforme para a segunda forma hiperbolica.

Logo,

Usando o teorema 3.1, a fungao f : C — C dada por

¢yy - ¢mc + 27/¢xy
24 Qux + Py

f(z) =

é uma funcao holomorfa.
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Observando que

¢yy - ¢xx + 2Z¢xy ==

haa — hiy 4 2ihyy

— 806:9((99)) [sen?(t) — cos?(t) — 2isen(t)cos(t)]
- —Sce(jz(g) [—sen?(t) + cos®(t) + 2isen(t)cos(t)]
- —SCG(Z (596)) exp(2it)
‘ 2+ Guw + Oy 2+ hi + hoo
= 2+ 2cos(f) + 806:9(20)) [sen?(t) + cos®(t)]
B sen?(0)  2[cos(0) + cos*(0)] + sen?(0)
= 21+ cos(9)) + cos() cos ()
_ [1+ cos())?
cos(f)
obtemos 2y
) = e exp(2it)
Como
z=[1+4 cos(8)], (=x+1y
‘ 1
sen?(0) = = —
A
logo,

[ = [1+ cos(9)]" [¢[”

substituindo em f, temos

1P
&=~ e

Observando a equacao (3.33), obtemos

= lexp(it)]” =

—# lexplit)]2.

exp(it) = cos(t) + isen(t) = —xsen(0) + iysen(d) = —sen(8)(x — iy) = —sen(0)(,
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usando as equagoes (3.34) e a defini¢ao de ¢, temos

_ 1 -
[exp(it)]* = sen®(0)¢* = WCQ-
Substituindo a equacao acima em f, obtemos
1 ¢
f&) =~
2" ¢

Como _ _
Z [L+cos()’¢

27 [ +cos@P P [¢]

a funcao f se reduz a

1z 1 22 22 1
fR)=——ms=—="m5" "3
2] || 2] [2]” 2 z
e os dados de Weierstrass, para a imersao ¥ sao (—Z%, %dz), com o dominio dado por
[f(2)] < 1.
Considere a equacao .
X..,+-—X=0. 3.35
o (3.35)

Fazendo X = 2", n € R, obtemos a equacao caracteristica

1
—1)+-=0

cuja solucao é n =

N[

Assim, X; = z'/2 é uma solucdo para a equacio (3.35), usando variacdo de parametros,

obtemos X, = z'/21n z uma solucdo L.I. com X;.

Tome C = L1212 ¢ D = L2/21n 2, entdo

V2 V2
1 1 /1 1 1 11 1
CD,—DC, = —2/?— <—2_1/2 Inz+ —21/2) — — 22 n(z)—==2"1? = 2.
: Vi v S) T e T
Pela proposicao 3.1,
S1/2 S—1/2
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é uma imersao plana associada aos dados de Weierstrass (—Z%, %dz) e a correspondente

superficie plana é, a menos de isometria,

’ * X S1/2 »—1/2 1 212 ZUTH(Z)
= 99" = V2
V2 A21n(z) 2 Y2 (In(z) + 2) V2 212 2712(In(2) + 2)
1 2l + 1" [2/In(z) + |2 (In(z) +2)
)

|2l In(2) + |21 " (In(2) +2) || n(2)]* + 2] |In(=) + 2

Passando ¥ para o modelo do semi-espaco superior, temos

@:<MH§+M*®@+m 2 >:<H5+;ucp 24)

|2+ |2 RERNE
onde a primeira coordenada é a plana e a segunda é a altura.

Como In(z) = In|z| + arg(z) e usando coordenadas polares, z = rexp(if), obtemos

2 2r
V= |In(r)+ ——,—arg(z), )
(100) + g~ s, 570 )
A superficie acima tem singularidades, a reta (1, —arg(z),1). Estas singularidades
sao obtidas quando |f(z)| = 1, ou seja, o circulo unitario. O arg(z) tem infinitamente
muitos valores o qual diferem de (—m,7) por um multiplo de 27. Uma visualizagao para

a superficie é dada na figura abaixo:

Figura 3.9: arg(z) variando de —7 a 7
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Usando a representacao conforme, teorema 3.1, daremos una nova prova do teorema
de classificacao das superficies planas completas no H?, a primeira foi obtida por Volkov-

Vladimirova e Sasaki, ver [12].

Teorema 3.3. Sejam M uma superficie simplesmente conexa e W : M — H3 uma imersao
plana e completa entao V(M) ou é uma horoesfera ou um conjunto de pontos a uma

distincia fiza de uma geodésica.

Demonstracao. Pelo teorema de uniformizacao de superficies simplesmente conexas,
ver [2], e usando a estutura determinada pela segunda forma fundamental, M é conforme

ou ao disco unitario ou ao plano complexo.

Se (f,w) sao os dados de Weierstrass associdado a imersdo, entao do teorema 3.1 parte

i.d), temos
ds* = fw’ + f&* + (L+ | f1P) [ < [fwl” + 7] 1o + |1+ [F1)] |wl’

e ainda de i.a), obtemos
ds® < 4|w|? (3.36)

e como |w| # 0, M néo é conforme ao disco unitério, caso contrario existiria um caminho

/2|w|<oo,
”

ver Lema 8.5 p. 67 em [12], e devido a equacao (3.36) teriamos

/ds<oo.
”

Contradizendo que v é um caminho divergente. Assim M deve ser conforme ao plano

divergente v em M tal que

complexo.

Como f é limitada e M conforme ao plano complexo, usando o teorema de Liouville,

f é constante. E ainda da equagao (3.36) obtemos

ds? _ fut 4 For(L4 |fP) ol _

4

2 = 2

|w] |w]

assim, podemos escrever a representacao de Weierstrass da forma (c,d¢) onde ¢ é uma
constante e £ € C. Usando o exemplo 3.1 itens i) e ii), podemos concluir que se ¢ = 0
entao M é uma horoesfera e se ¢ £ 0 M é um conjunto de pontos a uma distancia fixa de

uma geodésica.
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