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Resumo
Neste trabalho, estudamos as superfí
ies planas (isto é, 
urvatura intrínse
a nula) noespaço hiperbóli
o de dimensão três (H3). Baseado no trabalho de Gálvez, Martínez eMilán [7℄ exibimos uma representação 
onforme para estas superfí
ies, usando a estrutura
onforme determinada pela segunda forma fundamental. Uma nova demonstração dofamoso teorema Volkov-Valdimirova [18℄ e Sasaki [14℄ de 
ara
terização de superfí
ies
ompletas em H3, é obtida a partir desse teorema. Usamos a representação 
onformepara 
onstruir alguns exemplos.
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Abstra
t
In this work, we study �at surfa
es (that is, zero intrinsi
 
urvature) in the hyperboli
3-spa
e (H3). Based in the work of Gálvez, Martínez and Milán [7℄ we show a 
onformalrepresentation for these surfa
es, using the 
onformal stru
ture determined by the se
ondfundamental form. Using the above result, we give a new proof of the famous theorem dueto Volkov-Valdimirova [18℄ and Sasaki [14℄ of 
hara
terization of 
omplete �at surfa
es in

H3. We use the 
onformal representation to 
onstru
t some examples of �at surfa
es.
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Introdução
A representação em termos de dados holomorfos de superfí
ies mínimas no espaçoeu
lidiano, R3, a famosa representação de Weierstrass [12℄, é uma importante ferramentano estudo de superfí
ies mínimas. Esta relação entre funções holomorfas e superfí
iesmínimas 
onstitui um dos mais antigos temas da geometria diferen
ial 
lássi
a, sendoainda um tópi
o de pesquisa atual.No entanto, a relação entre funções holomorfas em 
ertas 
lasses de superfí
ies nãose limita ao 
aso das superfí
ies mínimas. Por exemplo, Bryant, em 1987 [3℄, mostrouuma representação em dados holomorfos, análogo a representação de Weierstrass, parasuperfí
ies de 
urvatura media um, CMC-1, em H3. Em 1993, Umehara e Yamada,[17℄, estudaram superfí
ies 
ompletas CMC-1 em H3, usando a representação obtida porBryant.Em nosso trabalho, exibimos uma representação 
onforme em termos de dados holo-morfos para uma outra 
lasse de superfí
ies no espaço hiperbóli
o, a saber, superfí
iesplanas (isto é, 
urvatura intrínse
a nula).Tal representação foi obtida por Gálvez, Martínez e Milán [7℄, 
onsiderando a estrutura
onforme induzida em uma superfí
ie plana pela segunda forma fundamental. Em termosdesta estrutura 
onforme, a 
hamada apli
ação de Gauss Hiperbóli
a (apli
ação análoga aapli
ação normal de Gauss para superfí
ies em R3) se torna uma apli
ação holomorfa, e talfato (análogo ao 
aso das superfí
ies mínimas em R

3) permite a representação 
onforme.O trabalho pioneiro de Gálvez, Martínez e Milán têm despertado um interesse emrelação ao estudo de superfí
ies planas. Como exemplos, podemos 
itar os trabalhosde Kokubu, Rossman, Saji, Umehara e Yamada [10℄ e [9℄, que obtiveram estudos sobresingularidades em superfí
ies planas.No 
apítulo um, introduzimos alguns 
on
eitos sobre levantamento de funções, apre-sentamos o espaço hiperbóli
o e 
omentamos sobre 
ontinuação de isometrias.1



IntroduçãoNo 
apítulo dois, falamos sobre a existên
ia de 
oordenadas isotérmi
as globais eexibimos a segunda forma fundamental em uma 
oordenada 
onforme.No 
apítulo três, demonstramos o teorema de representação 
onforme para superfí
iesplanas, obtemos que a apli
ação de Gauss Hiperbóli
a é holomorfa, exempli�
amos oteorema e obtemos uma nova demonstração para o teorema, devido a Volkov-Vladimirova[18℄ e Sasaki [14℄, de 
ara
terização de superfí
ies planas 
ompletas em H3.

2



Capítulo 1Preliminares
Neste 
apítulo fazemos algumas 
onsiderações introdutórias que serão utilizadas nestetrabalho. O levantanto de uma função será de�nido na seção 1.1, o espaço hiperbóli
o H3será introduzido na seção 1.2, falamos sobre 
ontinuação de isometrias na seção 1.3.1.1 Levantamento de funçõesDe�nição 1.1. Sejam M̃ e M duas variedades, a apli
ação π : M̃ → M é 
hamadaapli
ação de re
obrimento se π é um homeomor�smo lo
al e 
ada x ∈ M admite umavizinhança 
onexa V tal que toda 
omponete 
onexa de π−1(V ) é apli
ada por π homeo-mor�
amente sobre V .Teorema 1.1. Sejam π : M̃ → M uma apli
ação de re
obrimento, S uma variedadesimplesmente 
onexa e f : S → M uma apli
ação 
ontínua, então existe uma apli
ação
ontínua f̃ : S → M̃ 
om

π ◦ f̃ = f.Damos uma prova do teorema 1.1 baseda em [8℄. Primeiro, vamos provar dois lemas.De�nição 1.2. Uma f̃ 
omo no teorema a
ima é 
hamada levantamento de f .Lema 1.1. Sejam π : M̃ → M uma apli
ação de re
obrimento, p̃0 ∈ π−1(p0) e c : [0, 1] →
M uma 
urva 
om c(0) = p0. Então c pode ser levantado para uma 
urva c̃ : [0, 1] → M̃
om c̃(0) = p̃0 de modo que

π ◦ c̃ = cmais ainda, c̃ é uni
amente determinada pela es
olha do seu ponto ini
ial p̃0.3



Capítulo 1. PreliminaresDemonstração. Seja T = {t ∈ [0, 1] tal que c|[0,t] pode ser levantado para uma úni
a
urva c̃|[0,t] 
om c̃(0) = p̃0}.Temos que 0 ∈ T , assim T é não vazio.Se t ∈ T , es
olha uma vizinhança V de c(t) de tal modo que π apli
a 
ada 
omponente
π−1(V ) homeomor�
amente sobre V . Denotaremos por Ṽ a 
omponente de π−1(V ) 
on-tendo c̃(t). Podemos es
olher τ > 0 tão pequeno tal que c([t, t + τ ]) ⊂ V . Então é 
laroque c̃ pode ser estendido 
omo um levantamento de c para [t, t + τ ], posto que π : Ṽ → Vé um homeomor�smo. Isto prova que T é aberto em [0, 1]Suponha agora que {tn} ⊂ T , e tn → t0 ∈ [0, 1]. Es
olhemos uma vizinhaça V de
c(t0) 
omo antes, então existe um n0 ∈ N 
om c([tn0

, t0]) ⊂ V . Seja Ṽ a 
omponente de
π−1(V ) 
ontendo c̃(tn0

). Podemos estender c̃ para [tn0
, t0], visto que π : Ṽ → V é umhomeomor�smo. Assim t0 ∈ T , de modo que T é também fe
hado, então T = [0, 1].Lema 1.2. Sejam π : M̃ → M uma apli
ação de re
obrimento e Γ : [0, 1] × [0, 1] → Muma homotopia entre os ar
os γ0 = Γ(., 0) e γ1 = Γ(., 1) 
om os pontos ini
iais e �nais�xos, p0 = γ0(0) = γ1(0) e γ0(1) = γ1(1). Seja p̃0 ∈ π−1(p0) então Γ pode ser levantadapara uma homotopia Γ̃ : [0, 1] × [0, 1] → M̃ 
om pontos ini
iais p̃0(isto é, Γ̃(0, s) = p̃0para todo s ∈ [0, 1]) e

π ◦ Γ̃ = Γ.Em parti
ular, o levantamento dos 
aminhos γ̃0 e γ̃1 
om ponto ini
ial p̃0 tem o mesmoponto �nal p̃1 ∈ π−1(p1) e são homotópi
os.Demonstração. Cada 
aminho Γ(., s) pode ser levantado para um 
aminho γ̃s 
omponto ini
ial p̃0 pelo Lema 1.1. Considere
Γ̃(t, s) = γ̃s(t).Devemos mostrar que Γ̃ é 
ontínua. Seja Σ = {(t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1] tal que Γ̃ é 
on-tinua em (t, s)}. Primeiro pegamos uma vizinhança Ũ de p̃0 tal que π : Ũ → U é umhomeomor�smo sobre a vizinhaça U de p0. Seja ϕ : U → Ũ a sua inversa.Visto que Γ({0} × [0, 1]) = p0 e Γ é 
ontínua, existe um ǫ > 0 tal que

Γ([0, ǫ] × [0, 1]) ⊂ Ũpela uni
idade a�rmada no Lema 1.1, temos
γ̃s|[0,ǫ] = ϕ ◦ γs|[0,ǫ]4



Capítulo 1. Preliminarespara todo s ∈ [0, 1]. Assim
Γ̃ = ϕ ◦ Γ em [0, ǫ] × [0, 1] .Em parti
ular, (0, 0) ∈ Σ.Seja (t0, s0) ∈ Σ es
olhemos Ũ uma vizinhança de γ̃(t0, s0) para o qual π : Ũ → Ué um homemomor�smo sobre uma vizinhaça U de Γ(t0, s0). Denotaremos sua inversanovamente por ϕ : U → Ũ .Como Γ̃ é 
ontínua em (t0, s0), temos

Γ̃(t, s) ∈ Ũ para |t − t0| < ǫ, |s − s0| < ǫse ǫ > 0 é bastante pequeno. Pela uni
idade do levantamento, obtemos
γ̃s(t) = ϕ ◦ γs(t) para |t − t0| , |s − s0| < ǫDe modo que

Γ̃ = ϕ ◦ Γ em {|t − t0| < ǫ} × {|s − s0| < ǫ} ,em parti
ular Γ̃ é 
ontínua em uma vizinhança de (t0, s0). Então Σ é aberto.A prova que Σ é fe
hado é semelhante. Seguindo que Σ = [0, 1] × [0, 1], isto é Γ̃ é
ontínua.Como Γ({1}× [0, 1]) = p1 e π ◦ Γ̃ = Γ, devemos ter Γ̃({1}× [0, 1]) ⊂ π−1(p1), mas π−1é dis
reto visto que π é uma apli
ação de re
obrimento e Γ̃({1} × [0, 1]) é 
onexa. Assim
Γ̃({1} × [0, 1]) deve reduzir a um simples ponto. Então todas as 
urvas γ̃s tem o mesmoponto �nal.Demonstração do teorema 1.1. Pegamos um y0 ∈ S tal que p0 = f(y0) e es
o-lhemos um p̃0 ∈ π−1(p0).Para qualquer y ∈ S, podemos en
ontrar uma 
aminho γ : [0, 1] → S 
om γ(0) = y0e γ(1) = y. Pelo Lema 1.1, o 
aminho c = f ◦ γ pode ser levantado para uma 
aminho c̃
omeçando em p̃0.Considere f̃(y) = c̃(1). Como S é simplesmente 
onexa, quaisquer dois 
aminhos γ1e γ2 em S 
om γ1(0) = γ2(0) = y0 e γ1(1) = γ2(1) = y são homotópi
os. Assim, f(γ1)e f(γ2) são também homotópi
os, visto que f é 
ontínua. Então, a partir do Lema 1.2,5



Capítulo 1. Preliminareso ponto f̃(y) obtido a
ima é independente da es
olha do 
aminho γ ligando y0 a y1. A
ontinuidade de f̃ pode ser provada exatamente 
omo na prova do Lema 1.2.
1.2 O espaço hiperbóli
oNesta seção vamos dar algumas 
ara
terísti
as do espaço hiperbóli
o. Dizemos 
omosão as isometrias deste espaço e introduzimos dois modelos, o modelo do hiperbolóide e omodelo do semi-espaço. E ainda exibimos uma fórmula para 
one
tar os dois modelos a�m de podermos obter posteriormente uma visualizão das superfí
ies neste espaço.Seja L4 o espaço de Minkowski de dimensão quatro dotado 
om 
oordenadas lineares
(x0, x1, x2, x3) e o produto es
alar 〈 . , .〉 dado pela forma quadráti
a −x2

0+x2
1+x2

2+x2
3. Oespaço hiperbóli
o 3-dimensional, H

3, é a variedade Riemanniana 
ompleta simplesmente
onexa de dimensão 3 
om 
urvatura se

ional −1, que modelamos 
om o hiperbolóide
H

3 =
{

(x0, x1, x2, x3) ∈ L
4 / − x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = −1, x0 > 0

}

,
om a métri
a induzida de L4.Denote por N3 o 
one nulo positivo, isto é
N

3 =
{

(x0, x1, x2, x3) ∈ L
4 / − x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0, x0 > 0

}

.A relação de equivalên
ia em N
3 que identi�
a os pontos v ∈ N

3 que estão na mesmasemi-reta [v], permite identi�
ar a fronteira ideal S2
∞ de H3 
om o quo
iente de N3 pelarelação de equivalên
ia.Com a identi�
ação a
ima, podemos de�nir uma estrutura 
onforme em S2

∞ da seguintemaneira.Sejam α e γ duas 
urvas em S
2
∞ tais que α, γ : (−ǫ, ǫ) → S

2
∞ 
om α(0) = γ(0) = p.Considere α̃ e γ̃ os levantamentos em N3, das 
urvas α e γ, respe
tivamente, passandopor q̃ ∈ N3, isto é [α̃(t)] = α(t) e [γ̃(t)] = γ(t). De�na o ângulo, θ, formado pelas 
urvas

α e γ no ponto p por:
cos(θ) =

〈α̃′(0), γ̃′(0)〉
|α̃′(0)| |γ̃′(0)| .Para mostrar que este ângulo está bem de�nido, 
onsidere outros levantamentos α̂ e

γ̂ de α e γ, respe
tivamente, que passam por q̂ ∈ N3. Então,
α̂(t) = λ̃1(t)α̃(t),6



Capítulo 1. Preliminares
γ̂(t) = λ̃2(t)γ̃(t).Derivando as equações a
ima em relação a t, obtemos

α̂′(t) = λ̃′
1α̃(t) + λ̃1(t)α̃

′(t),

γ̂′(t) = λ̃′
2γ̃(t) + λ̃2(t)γ̃

′(t).
(1.1)Como, α̃(t), γ̃(t) ∈ N3 ∀ t ∈ (−ǫ, ǫ), temos

〈α̃(t), α̃(t)〉 = 〈γ̃(t), γ̃(t)〉 = 0, ∀ t ∈ (−ǫ, ǫ),derivando esta equação em relação a t, obtemos
〈α̃(t), α̃′(t)〉 = 〈γ̃(t), γ̃′(t)〉 = 0, ∀ t ∈ (−ǫ, ǫ),em parti
ular em t = 0,

〈α̃(0), α̃(0)〉 = 〈γ̃(0), γ̃(0)〉 = 〈q̃, q̃〉 = 0e
〈α̃(0), α̃′(0)〉 = 〈γ̃(0), γ̃′(0)〉 = 0.Assim, usando as equações (1.1), temos

〈α̂′(0), γ̂′(0)〉 =
〈

λ̃′
1α̃(0) + λ̃1(0)α̃′(0), λ̃′

2γ̃(0) + λ̃2(0)γ̃′(0)
〉

=
〈

λ̃′
1(0)q̃ + λ̃1(0)α̃′(0), λ̃′

2q̃ + λ̃2(0)γ̃′(0)
〉

= λ̃′
1(0)λ̃′

2(0) 〈q̃, q̃〉 + λ̃1(0)λ̃′
2(0) 〈α̃′(0), q̃〉 + λ̃′

1(0)λ̃2(0) 〈q̃, γ̃′(0)〉

+λ̃1(0)λ̃2(0) 〈α̃′(0), γ̃′(0)〉

= λ̃1(0)λ̃2(0)
〈

α̃′(0), γ̃
′

(0)
〉,de forma análoga,

〈α̂′(0), α̂′(0)〉 =
〈

λ̃′
1(0)q̃ + λ̃1(0)α̃′(0), λ̃′

1q̃ + λ̃1(0)α̃′(0)
〉

= λ̃1(0)2 〈α̃′(0), α̃′(0)〉 ,e ainda,
〈γ̂′(0), γ̂′(0)〉 =

〈

λ̃′
2(0)q̃ + λ̃2(0)γ̃′(0), λ̃′

2q̃ + λ̃2(0)γ̃′(0)
〉

= λ̃2(0)2 〈γ̃′(0), γ̃′(0)〉 .Com isso, e usando a o que de�nimos, o ângulo θ �
a determinado por,
〈α̂′(0), γ̂′(0)〉
|α̂′(0)| |γ̂′(0)| =

λ̃1(0)λ̃2(0) 〈α̃′(0), γ̃′(0)〉
λ̃1(0)λ̃2(0) |α̃′(0)| |γ̃′(0)|

= cos(θ)não dependendo dos levantamentos que pegamos.7



Capítulo 1. PreliminaresConsideraremos o espaço L4 identi�
ado 
omo o espaço das matrizes hermitianas 2×2,
Herm(2), pela identi�
ação (xo, x1, x2, x3) ∈ L4 
om a matriz

(

x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

)Sob esta identi�
ação, 
laramente temos
〈m, m〉 = − det(m), ∀ m ∈ Herm(2).A diferen
ial de uma matriz é de�nida 
omo a matriz 
ujas entradas são a diferen
ialde 
ada entrada da matriz, isto é se

m =

(

α β
δ λ

)sua diferen
ial é
dm =

(

dα dβ
dδ dλ

)

.O grupo de Lie 
omplexo, SL(2, C), das matrizes 
omplexas 2 × 2 
om determinante
1, age naturalmente em L4 pela representação

g.m = gmg∗,onde g ∈ SL(2, C), g∗ = ḡt e m ∈ Herm(2), onde gt indi
a a transposta de g.Observamos que, SL(2, C) preserva o produto es
alar e 
omo SL(2, C) é 
onexo, devetambém preservar orientação. O nú
leo desta ação é {±I2}, de fato, queremos en
ontraras matrizes g ∈ SL(2, C) tal que vale a relação,
g.m = m ∀m ∈ Herm(2).Então suponha

g =

(

A B
C D

)e 
onsidere parti
ularmente esta relação para a matriz
m1 =

(

1 0
0 0

)assim,
(

1 0
0 0

)

=

(

A B
C D

)(

1 0
0 0

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)8



Capítulo 1. Preliminareslogo,
(

1 0
0 0

)

=

(

A 0
C 0

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)

=

(

|A|2 AC̄

ĀC |C|2
)portanto, |A|2 = 1 e C = 0.Considerando agora na relação a matriz

m2 =

(

0 0
0 1

)assim,
(

0 0
0 1

)

=

(

A B
C D

)(

0 0
0 1

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)logo,
(

0 0
0 1

)

=

(

0 B
0 D

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)

=

(

|B|2 D̄B

B̄D |D|2
)portanto,

|D|2 = 1 e B = 0.Se ainda 
onsiderarmos na relação a matriz
m3 =

(

0 1
1 0

)assim,
(

0 1
1 0

)

=

(

A B
C D

)(

0 1
1 0

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)logo,
(

0 1
1 0

)

=

(

B A
D C

)(

Ā C̄
B̄ D̄

)

=

(

ĀB + B̄A C̄B + AD̄
ĀD + CB̄ C̄D + CD̄

)portanto, usando que C = 0 e B = 0 obtido 
om as matrizes m1 e m2, obtemos
AD̄ = 1.Juntando os resultados obtidos 
om as matrizes m1, m2 e m3 e obervando que g ∈

SL(2, C) e assim AD = det(g) = 1, temos
1 = ADAD̄ = A2

D̄ = ĀAD̄ = Ālogo, A = ±1 e D = A. Portanto, o nú
leo desta ação é {±I2}.9



Capítulo 1. PreliminaresAssim, PSL(2, C) = SL(2, C)/ {±I2} pode ser 
onsiderado a 
omponente da identi-dade do grupo espe
ial de Lorentz SO(1, 3). Esta ação, passando o quo
iente por {±I2},pode ser restrita ao H
3 e representa o grupo de isometrias do H

3.Para 
ada (x0, x1, x2, x3) ∈ H
3 obtemos a equação

x2
1 + x2

2 + 1 = x2
0 − x2

3 = (x0 − x3)(x0 + x3)e 
omo H
3 é simplesmente 
onexo, (x0 − x3) e (x0 + x3) tem o mesmo sinal para todo

(x0, x1, x2, x3) ∈ H3. Observando que, para x3 = 0 temos x0 + x3 e x0 − x3 positivos
on
luímos que a matriz
(

x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

) (1.2)é de�nida positiva, pois é uma matriz hermitiana 
om os determinantes menores positivos.Assim, podemos re
onhe
er H3 
omo o espaço das matrizes 2×2 hermitianas unimodularespositiva de�nidas.Como os autovalores da matriz representada da forma (1.2) perten
entes a N3 sãonão negativos, 0 e 2x0, a matriz é de�nida semi-positiva e este espaço pode ser visto
omo o espaço das matrizes 2 × 2 hermitianas de�nida semi-positiva 
om determinante
0. Tais matrizes podem sempre ser es
ritas da forma aāt, onde at = (a1, a2) é um vetornão nulo em C2 uni
amente de�nido a menos de multipli
ação por um número 
omplexounimodular.A apli
ação aāt → [a1, a2] ∈ CP 1 representa a apli
ação N3 → S2

∞ e identi�
a S2
∞ 
om

CP 1. Deste modo, a ação natural de SL(2, C) em S
2
∞ torna-se simplesmente a ação de

SL(2, C) em CP 1 por uma transformação de Möbius.O modelo do semi-espaço superior para H3 é R3
+ = {(y1, y2, y3) ∈ R3, y3 > 0} dotadoda métri
a

dτ 2 =
1

y2
3

(dy2
1 + dy2

2 + dy2
3).Vamos deduzir uma fórmula 
one
tando o modelo do hiperbolóide e o modelo dosemi-espaço.Primeiro passamos do modelo do hiperbolóide para uma bola usando a projeção linearno plano {x0 = 0} a partir do ponto (−1, 0, 0, 0):

(x0, x1, x2, x3) → (0,
x1

x0 + 1
,

x2

x0 + 1
,

x3

x0 + 1
) = (0, X1, X2, X3) = (X1, X2, X3).10



Capítulo 1. PreliminaresPara passar desta bola para o semi-espaço superior usamos a inversão da bola de raio√
2, 
ontida no plano {x0 = 0}, e 
entrada em (0, 0, 0,−1) = (0, 0,−1):

p → 2 [p − (0, 0,−1)]

‖p − (0, 0,−1)‖2 + (0, 0,−1)o qual apli
a a bola sobre o semi-espaço.Usando a equação −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = −1, obtemos
‖p − (0, 0,−1)‖2 = ‖(X1, X2, X3) − (0, 0,−1)‖2 = X2

1 + X2
2 + (X3 + 1)2

=
x2

1 + x2
2 + (x3 + x0 + 1)2

(x0 + 1)2
=

x2
1 + x2

2 + x2
3

(x0 + 1)2
+

2x3

x0 + 1
+ 1

=
x2

0 − 1

(x0 + 1)2
+

2x3

x0 + 1
+ 1 =

2(x0 + x3)

x0 + 1
,e �nalmente 
onseguimos a formula esperada

(y1, y2, y3) =
1

x0 + x3
(x1, x2, 1).Observe que esta fórmula inverte a orientação, pois a inversão inverte a orientação.1.3 Continuação de isometriasSejam N e Ñ duas variedades de mesma 
urvatura se

ional 
onstante K0. Sejam

{X1, ..Xn} uma base ortonormal de TpN e {X̃1, ..X̃n

} uma base ortonormal de Tp̃Ñ .Considere c : [0, 1] → N uma 
urva 
om c(0) = p. Pelo teorema de Cartan, ver [5℄ p. 157,existe uma isometria f de uma vizinhança U0 de p para , 
om dfp(Xi) = X̃i.De�nição 1.3. Sejam U0 ⊂ N uma vizinhança de p, Ũ0 ⊂ N uma vizinhança de p̃ talque f : U0 → Ũ0 seja uma isometria e c : [0, 1] → N uma 
urva. Uma 
ontinuação de fao longo de c é uma família {ft} de isometrias ft : Ut → Ñ , onde Ut é uma vizinhança de
c(t), 
om f0 = f satisfazendo a seguinte 
ondição: para 
ada t existe δ > 0 de tal modoque

∣

∣

∣t − t
′

∣

∣

∣ < δ ⇒ ft = f
′

t em Ut ∩ U
′

t .ObservaçÞ2 1.1. Se N é 
onexa, então existe no máximo um isometria φ : N → Ñ
om dp(φ)(Xi) = X̃i para um p ∈ N . De fato, suponha que existem φ1, φ2 : N → Ñ 
om11



Capítulo 1. Preliminares
dp(φj)(Xi) = X̃i. Seja A = {q ∈ N tal que φ1(q) = φ2(q) e dqφ1(v) = dqφ2(v)}, 
omo
p ∈ A, A é não vazio. Se uma seqüên
ia de pontos está em A o seu limite também está.Assim, A é fe
hado. Sejam q ∈ A e v ∈ TqN 
om |v| = 1, então existe ǫ = ǫ(v) euma geodési
a c : (−ǫ, ǫ) → N tal que c(0) = q e c′(0) = v, e ainda φ1(q) = φ2(q) e
dqφ1(v) = dqφ2(v). Obtendo que as imagens da geodési
a c pelas isometrias são ainda amesma geodési
a em Ñ e 
omo o 
onjunto dos vetores v é 
ompa
to temos que ǫ não tendea zero, existindo um ǫm mínimo. Assim a bola de 
entro q e raio ǫm e uma vizinhaça de qque ainda está no 
onjunto A. Portanto A é aberto. Como N é 
onexo temos que A = Ne as isometrias são iguais.Proposição 1.1. Sejam U0 ⊂ Ñ uma vizinhança de p0 e Ũ0 ⊂ N uma vizinhança de q0tal que f : U0 → Ũ0 seja uma isometria. Se Ñ é 
ompleta então existe uma 
ontinuaçãopara a isometria f ao longo de uma 
urva c : [0, 1] → N 
om c(0) = p0.Demonstração. Para 
ada t ∈ [0, 1], c(t) admite uma vizinhaça máximal Bǫt

(c(t)),isto é 
om ǫt máximo, e uma apli
ação ft : Bǫt
(c(t)) → Ñ tal que ft é uma isometriasobre sua imagem, 
om ft(c(t)) = qt e dft(Xi) = X̃i, onde {Xi} é uma base para o Tc(t)Ndos vetores tangentes em c(t) e {X̃i} é uma base para o Tqt

Ñ dos vetores tangentes a
qt. A�rmamos que ǫt não pode ser arbitrariamente pequeno, pois 
aso 
ontrário teríamosuma seqüên
ia {tn} ⊂ [0, 1] 
om ǫtn → 0. Como [0, 1] é 
ompa
to teríamos t̃ admitindoum ǫt̃ e 
omo Ñ é 
ompleta M = {q, d(q, q0) ≤ l(c)}, onde l(c) indi
a o 
omprimento da
urva c, é 
ompa
ta devido ao teorema de Hopf-Rinow, ver [5℄, e assim {qt} admitiria umponto de a
umulação q. Considere a isometria ft̃ : Bǫ

t̃
(c(t̃)) → B̃(q), onde B̃(q) é umavizinhança de q 
ontida em Ñ , satisfazendo dft̃c(t̃)(Xi) = X̃i 
om {Xi} é uma base para o

Tc(t̃)N dos vetores tangentes em c(t̃) e {X̃i} é uma base para o TqÑ dos vetores tangentesa q.Para n su�
ientemente grande temos d(c(t̃), c(tn)) <
ǫt̃

2
, daí podemos extrair que

Bǫt̃

2

(c(tn)) ⊂ Bǫ
t̃
(c(t̃)).Assim, a apli
ação ft̃|Bǫt̃

2

(c(tn)) é uma isometria sobre sua imagem. Observando que ǫtné máximal 
om respeito às isometrias temos ǫtn >
ǫt̃

2

ontradizendo que ǫtn → 0. Logo,existe um raio ǫ mínimo que serve para todo tn ∈ [0, 1].Para t = 0 a apli
ação f : Bǫ(c(0)) → Ñ que é uma isometria sobre sua imagem 
om

f(c(0)) = f(p0) = q0 e dfp0
(Xi) = X̃i. 12



Capítulo 1. PreliminaresPara t1 ∈ (0, ǫ), pelo teorema de Cartan, ver [5℄ pag. 157, existe uma apli
ação
ft1 : Bǫ(c(t1)) → Ñ que é uma isometria sobre sua imagem 
om ft1(c(t1)) = ft1(p1) = q1 e
dfp1

(Xi) = dft1p1
(Xi), assim pela observação 1.1 e 
omo B = Bǫ(c(0))∩Bǫ(c(t1)) é 
onexa,

f = ft1 em B obtendo um outro elemento da família de isometrias da 
ontinuação de f .Repetindo o mesmo argumento para tn+1 ∈ (tn, tn + ǫ) vamos 
onstruir uma 
ontinu-ação para a isometria f , pois [0, 1] é limitado e ǫ é um número positivo �xo.A uni
idade de uma 
ontinuação será baseda em uma adaptação do teorema da Mo-nodromia, ver [1℄.Proposição 1.2. Sejam U ⊂ N uma vizinhança de p e Ũ ⊂ Ñ uma vizinhança de q talque f : U → Ũ seja uma isometria. Se N é simplesmente 
onexa então a 
ontinuação de
f é úni
a.Demonstração. Vamos mostrar que para dois 
aminhos c, γ : [0, 1] → M 
om c(0) =

γ(0) = p e c(1) = γ(1) = q as respe
tivas 
ontinuações {ft} e {gt} de f ao longo de c e γdevem satisfazer f1(q) = g1(q), isto é, a 
ontinuação independe do 
aminho.Para 
omeçar notamos que a 
ontinuação ao longo de um 
aminho da forma c−c semprevolta para a mesma isometria ini
ial, onde c− indi
a o 
aminho reverso. Similarmentea 
ontinuação ao longo de um 
aminho da forma σ2(c
−c)σ1 tem o mesmo efeito que a
ontinuação ao longo de σ2σ1. Por esta razão, dizer que as 
ontinuações ao longo de c e

γ tem o mesmo resultado �nal é equivalente a dizer que a 
ontinuação ao longo de cγ−volta para a isometria ini
ial.Como N é simplesmente 
onexa os 
aminhos c e γ são homotópi
os. Seja h a homotopiade�nida em um retângulo R = [0, 1] × [0, 1] 
om perímetro indi
ado por Γ. Queremosprovar que a 
ontinuação ao longo do perímetro Γ volta para a isometria ini
ial.A prova é baseada no metodo da bisse
ção. Começamos bisse
tando R horizontal-mente, denote por π1 o perímetro da parte inferior R1, des
rito a partir do 
anto inferiora esquera de R e na direção a qual 
oin
ide 
om a direção de Γ ao longo do lado 
omum.Com a parte superior, R2, asso
iamos a 
urva π2 que 
omeça na origem de R vai verti
al-mente até o 
anto inferior esquerdo de R2, des
reve o perímetro de R2 no qual 
oin
ide
om Γ ao longo do lado 
omum e retorna verti
almente para a origem de R.Re
onhe
emos que a 
urva π2π1 difere de Γ somente por um ar
o intermediário daforma σ−σ. Por esta razão o efeito da 
ontinuação ao longo de π2π1 é o mesmo se13



Capítulo 1. Preliminares

(0, 0)(0, 0)

π2

π1R1

R2

Γ

ΓFigura 1.1: Continuação
ontinuarmos ao longo de Γ. Conseqüentemente, se π1 e π2 ambos voltam para a isometiraini
ial, o mesmo a
onte
e 
om Γ.

(0, 0)

Rn

Γn

σn

ΓFigura 1.2: σnAgora fazemos a suposição oposta, que Γ não volta para a isometria ini
ial. Então ou π1ou π2 tem a mesma propriedade. O 
orrespondente retângulo é bisse
tado verti
almente, eo mesmo ra
io
ínio é apli
ado. Onde o pro
esso é apli
ado, sempre alternando a bisse
çãoentre horizontal e verti
al, obtendo uma seqüên
ia de retângulos R ⊃ R(1) ⊃ R(2) ⊃ ... ⊃
R(n) ⊃ ... e suas 
orrespondentes 
urvas fe
hadas π(n) tal que a 
ontinuação ao longo de
π(n) não volta para a isometria ini
ial. Cada π(n) é da forma σ−

n Γnσn onde σn é um ar
obem determinado 
omeçando da origem de R 
onduzido ao 
anto inferior esquerdo de14



Capítulo 1. Preliminares
R(n) e Γn denota o perímetro de R(n), σn é um subar
o de σn+1.Fazendo n → ∞ o retângulo R(n) 
onverge para um ponto P∞, e o poligono σn forma,no limite um ar
o σ∞ terminando em P∞. Existe uma 
ontinuação da isometria ini
ial aolongo de σ∞, ela determina uma isometria �nal dada por f∞ : U∞ → Ñ sobre a imagem
ξ∞ de P∞ através da apli
ação h. Para n su�
ientemente grande a imagem de Γn estará
ontida em U∞, e a isometria obtida no ponto �nal de σn será usada para 
onstruir uma
ontinuação ao longo de π(n) o qual deixa a isometria ini
ial, f∞, �xa. Isto 
ontradiz apropriedade pelo qual π(n) foi es
olhida e provamos que a 
ontinuação ao longo de Γ temsua isometria ini
ial �xa.

15



Capítulo 2Superfí
ies Planas no H
3

Neste 
apítulo mostramos alguns lemas que formam uma base de 
onhe
imentospara demonstrar o teorema de representação 
onforme para superfí
ies planas no espaçohiperbóli
o. Em 
ada seção temos um úni
o lema, na seção 2.1 falamos sobre a existên
iade uma parametrização em 
oordenadas isotérmi
as, na seção 2.2 
al
ulamos as equaçõesde Weingarten e a segunda forma fundamental usando a 
oordenada isotérmi
a obtidana seção 2.1, na seção 2.3 fazemos uma mudança de 
oordenadas a �m de obter umaparametrização 
onforme 
om relação à estrutura 
onforme de�nida pela segunda formafundamental. Finalmente na seção 2.4 obtemos uma 
ara
terização da imersão plana e deseu vetor normal em termos de matrizes hermitianas.2.1 Coordenadas isotérmi
asDenotaremos por M uma superfí
ie simplesmente 
onexa e Ψ : M → H
3 uma imersão
om métri
a induzida plana ds2 = 〈dΨ, dΨ〉 (〈 ., . 〉 denota a métri
a em L4).Este lema 
onsiste em introduzir uma 
oordenada isotérmi
a para M .Lema 2.1. Dada M simplesmente 
onexa 
om métri
a ds2 e 
urvatura zero existe umaimersão em 
oordenadas isotérmi
as x + iy : M → C tal que

ds2 = dx2 + dy2.Demonstração. Sejam p ∈ M e {v, w} uma base ortogonal para o TpM . Observandoque M e R2 tem a mesma 
urvatura, 
urvatura nula, usando o teorema de Cartan, existeuma vizinhança U ⊂ M de p tal que f : U → C é uma isometria lo
al 
om dfp(v) = e1 e16
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ies Planas no H3

dfp(w) = e2. Seja q um outro ponto qualquer de M , que é simplesmente 
onexa, portantoexiste um 
aminho c : [0, 1] → M ligando o ponto p = c(0) ao ponto q = c(1). Devido asproposições 1.1 e 1.2 existe uma úni
a 
ontinuação de f tal que dfq(v) = e1 e dfq(w) = e2.Como o ponto q é arbitrário temos que f pode ser estendida para toda a superfí
ie M .Assim f = x + iy : M → C é uma imersão em 
oordenadas isotérmi
as.
2.2 Equações de Weingarten e segunda forma funda-mentalNo lema seguinte exibimos as equações de Weingarten e a segunda forma fundamental,nas 
oordenada x e y dadas pelo Lema 2.1, para a imersão.ObservaçÞ2 2.1. Seja p um ponto de M . O vetor posição Ψ(p) é ortogonal ao planotangente de H3 no ponto Ψ(p). De fato, seja α : (−ǫ, ǫ) → M uma 
urva em H3 talque α(0) = Ψ(p) e α′(0) = v 
om v ∈ TΨ(p)H

3. Como α(t) ∈ H3, ∀ t ∈ (−ǫ, ǫ), temos
〈α(t), α(t)〉 = −1, ∀t ∈ (−ǫ, ǫ). Derivando esta equação, obtemos 〈α′(t), α(t)〉 = 0, ∀t ∈
(−ǫ, ǫ), em parti
ular para t = 0, temos 〈α′(0), α(0)〉 = 0 e pelos dados ini
iais da 
urva,obtemos 〈v, Ψ(p)〉 = 0.Daqui em diante faremos um abuso de notação e vamos es
rever Ψ para designar Ψ(p)onde, p ∈ M .Lema 2.2. Seja η um 
ampo de vetores unitário e normal à imersão então,

Ψxx = Eη + Ψ,
Ψxy = Fη,
Ψyy = Gη + Ψ,
ηx = −EΨx − FΨy,
ηy = −FΨx − GΨy,

(2.1)onde E, F e G são funções suaves de�nidas em M e (.)x, (.)y denotam as derivadas par
iais
om respeito a x e y, respe
tivamente. Além disso, existe uma função φ de�nida em Mtal que E = φxx, F = φxy, G = φyy e a segunda forma fundamental da imersão é dada por
dσ2 = φxxdx2 + 2φxydxdy + φyydy2 (2.2)
om

φxxφyy − φ2
xy = 1. (2.3)17



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3Demonstração. Primeiro, 
omo Ψ ∈ H3 obtemos 〈Ψ, Ψ〉 = −1 , derivando estaequação em relação a x e y obtemos, respe
tivamente,
〈Ψx, Ψ〉 = 0,

〈Ψy, Ψ〉 = 0.Dado p ∈ M sejam v e w ∈ TpM , 
omo a apli
ação Ψ é uma imersão, temos
〈v, w〉ds2 = 〈dΨ(v), dΨ(w)〉

H3 .Sejam {e1, e2} a base 
an�ni
a do plano 
omplexo. Devido ao Lema 2.1, obtemos
0 = 〈e1, e2〉ds2 = 〈Ψx, Ψy〉H3 .Seja p um ponto de M então Ψx e Ψy formam uma base para o TΨ(p)Ψ(M) ∼= TpM , eainda 
omo η é ortogonal a Ψx e Ψy formamos uma base para o TΨ(p)H

3 ∼= TpH
3 
om osvetores Ψx, Ψy e η. Observe que estamos 
onsiderando os vetores Ψx, Ψy e η 
omo vetoresdo L4.Como Ψx, Ψy e η formam uma base para o TpH

3 e ainda pela observação (2.1) temosque: Ψx, Ψy, η e Ψ formam uma base para o L4 em p.Vamos es
rever os vetores Ψxx, Ψyy, Ψxy, ηx e ηy nesta base. No 
ál
ulo dos 
oe�
ientesde Ψxx, Ψyy, Ψxy, ηx e ηy usaremos de forma natural que Ψx, Ψy, Ψ e η é uma base ortogonaltal que os vetores Ψx, Ψy e η são unitários e 〈Ψ, Ψ〉 = −1.Supondo
Ψxx = aΨx + bΨy + cΨ + Eη,e tomando o produto interno 
om Ψx, temos

〈Ψxx, Ψx〉 = a 〈Ψx, Ψx〉 + b 〈Ψy, Ψx〉 + c 〈Ψ, Ψx〉 + E 〈η, Ψx〉 ,donde,
1

2
〈Ψx, Ψx〉x = a,daí,
1

2
(1)x = a,assim, a = 0. 18



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3Tomando o produto interno de Ψxx 
om Ψy, temos
〈Ψxx, Ψy〉 = b 〈Ψy, Ψy〉 ,donde,

−〈Ψx, Ψyx〉 = b,daí,
−〈Ψx, Ψxy〉 = b,logo,
−1

2
〈Ψx, Ψx〉y = bassim, b = 0.Tomando o produto interno de Ψxx 
om Ψ, temos

〈Ψxx, Ψ〉 = c 〈Ψ, Ψ〉 ,donde,
−〈Ψx, Ψx〉 = −c,daí,

−1 = −c,assim, c = 1.Tomando o produto interno de Ψxx 
om η, temos
〈Ψxx, η〉 = E 〈η, η〉 = E.Portanto, Ψxx = Eη + Ψ, onde E é uma função suave.As equações para Ψxy e Ψyy são obtidas de forma análoga.Es
revendo agora ηx na base {Ψx, Ψy, Ψ, η}

ηx = aΨx + bΨy + cΨ + dη.e tomando o produto interno 
om Ψx, temos
〈ηx, Ψx〉 = a 〈Ψx, Ψx〉 = a.Observe que 〈Ψx, η〉 = 0. Derivando esta igualdade em relação a x, temos
〈Ψxx, η〉 + 〈Ψx, ηx〉 = 0,19



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3utilizando o fato, E = 〈Ψxx, η〉, obtemos
E = −〈Ψx, ηx〉 = −a,daí, a = −E.Tomando o produto interno de ηx 
om Ψy, temos

〈ηx, Ψy〉 = b 〈Ψy, Ψy〉 = b.Observe que 〈Ψy, η〉 = 0. Derivando esta igualdade em relação a x, obtemos
〈Ψyx, η〉 + 〈Ψy, ηx〉 = 0,utilizando o fato, F = 〈Ψyx, η〉, temos

F + b = 0,daí, b = −F .Tomando o produto interno de ηx 
om Ψ, obtemos
〈ηx, Ψ〉 = c 〈Ψ, Ψ〉 = −cPela observação (2.1), temos que 〈η, Ψ〉 = 0. Derivando esta equação 
om relação a x,temos
〈ηx, Ψ〉 + 〈η, Ψx〉 = 0,
omo 〈η, Ψx〉 = 0, obtemos

〈ηx, Ψ〉 = 0,assim, c = 0.Como 〈η, η〉 = 1, temos
0 = 〈ηx, η〉 = d 〈η, η〉 = dPortanto ηx = −EΨx − FΨy.A equação para ηy é obtida de forma análoga.Com isto mostramos que as equações (2.1) são válidas.Usando a diferen
iabilidade de Ψ, temos

(Ψxx)y − (Ψxy)x = 0,20
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(Ψyy)x − (Ψxy)y = 0.Utilizando as equações (2.1), obtemos
(Eη + Ψ)y − (Fη)x = 0,

(Gη + Ψ)x − (Fη)y = 0.Derivando, temos
Eyη + Eηy + Ψy − Fxη − Fηx = 0, (2.4)
Gxη + Gηx + Ψx − Fyη − Fηy = 0. (2.5)Logo da equação (2.4), obtemos
〈(Ey − Fx)η + Eηy + Ψy − Fηx, η〉 = 0,daí,

Ey − Fx = 0,assim,
Ey = Fx. (2.6)E da equação (2.5), temos

〈(Gx − Fy)η + Gηx + Ψx − Fηy, η〉 = 0,daí,
Gx − Fy = 0,logo,

Gx = Fy. (2.7)Usando a equação (2.5) e substituindo os valores de ηx e ηy, 
onforme as equações(2.1), obtemos
G(−EΨx − FΨy) − F (−FΨx − GΨy) + Ψx = 0,ou seja,

Ψx(−EG + F 2 + 1) + Ψy(−GF + FG) = 0,daí,
EG − F 2 = 1.21



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3Mostraremos agora que existe uma função φ em M tal que E = φxx, F = φxy e
G = φyy.De�na a 1-forma diferen
ial

w = Edx + Fdy,assim,
dw = (Exdx + Eydy) ∧ dx + E ∧ ddx + (Fxdx + Fydy) ∧ dy + F ∧ ddy

= (Exdx + Eydy) ∧ dx + (Fxdx + Fydy) ∧ dy

= Eydy ∧ dx + Fxdx ∧ dy

= (Ey − Fx)dy ∧ dxPela equação (2.6), temos
dw = 0.Logo, pelo Lema de Poin
aré, existe uma função α : M → R tal que

∂α

∂x
= E e

∂α

∂y
= F. (2.8)Da mesma forma pela equação (2.7), existe uma função β : M → R tal que

∂β

∂x
= F e

∂β

∂y
= G. (2.9)E mais ainda, das equações (2.8) e (2.9), obtemos

∂β

∂x
= F =

∂α

∂y
.Devido ao Lema de Poin
aré, existe uma função φ : M → R tal que ∂φ

∂x
= α e ∂φ

∂y
= β.Portanto,

φxx = αx = E,

φxy = αy = F,

φyy = βy = G.A segunda forma fundamental da imersão é dσ2 = −〈dη, dΨ〉. Assim,
22
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ies Planas no H3

dσ2 = −〈dΨ, dη〉

= −〈Ψxdx + Ψydy, ηxdx + ηydy〉

= −(dx2 〈Ψx, ηx〉 + dxdy 〈Ψx, ηy〉 + dydx 〈Ψy, ηx〉 + dy2 〈Ψy, ηy〉),pelas equações (2.1), obtemos
dσ2 = −(dx2(−E) + dxdy(−F ) + dydx(−F ) + dy2(−G)

= Edx2 + Gdy2 + 2Fdxdy.Conseqüentemente, a segunda forma fundamental da imersão é dada por:
dσ2 = φxxdx2 + φyydy2 + 2φxydxdy,e 
omo EG − F 2 = 1 
on
luímos que,

φxxφyy − φ2
xy = 1.

2.3 Coordenadas ConformesConsideraremos M 
omo uma superfí
ie de Riemann 
om 
urvatura intrínse
a nulano H3 e 
om uma estrutura 
onforme determinada pela segunda forma fundamental dσ2.Pela equação (2.3) podemos es
olher η tal que φxx > 0.A idéia do próximo lema é introduzir um sistema de 
oordenadas 
onforme para M(
om a estrutura 
onforme de�nida por dσ2).Lema 2.3. Considerando a nova 
oordenada para a imersão:
z = u + iv = (x + φx) + i(y + φy)então z : M → C é uma imersão 
onforme tal que

dσ2 =
1

2 + φxx + φyy
|dz|2e

[Ψ − η] : M → S
2
∞23



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3é uma apli
ação 
onforme.Obtendo ainda,
Ψ =

1

2
(Ψ − η) + 2(Ψ − η)zz̄,onde,

∂

∂z
=

1

2
(

∂

∂u
− i

∂

∂v
)e

∂

∂z̄
=

1

2
(

∂

∂u
+ i

∂

∂v
).Demonstração. Primeiro, vamos mostrar que z é um difeomor�smo. Devido a equa-ção (2.3), temos que a matriz hessiana













∂2φ

∂x∂x

∂2φ

∂x∂y

∂2φ

∂y∂x

∂2φ

∂y∂y











é de�nida positiva. Então, pela demonstração do teorema de Bernstein, ver [12℄ pag.34-35, temos
|z(a1, a2) − z(b1, b2)| > |(a1, a2) − (b1, b2)|onde (a1, a2), (b1, b2) ∈ C. Obtendo que z é injetora.Como o determinante Ja
obiano da mudança de variáveis de (u, v) para (x, y) é

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 + φxx φxy

φyx 1 + φyy

∣

∣

∣

∣

= (1 + φxx)(1 + φyy) − φ2
xy

= 1 + φyy + φxx + φxxφyy − φ2
xypor (2.3), temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 + φxx + φyy.Devido a es
olha do vetor normal, obtemos 2 + φxx + φyy > 0, assim z é lo
almenteum difeomor�smo, donde um difeomor�smo global.24



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3Agora, a matriz mudança de 
oordenads de (x, y) para (u, v) é
∂(x, y)

∂(u, v)
=











∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v











=











∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y











−1

=
1

2 + φxx + φyy











∂v

∂y
−∂v

∂x

−∂u

∂y

∂u

∂x











=
1

2 + φxx + φyy

(

1 + φyy −φyx

−φxy 1 + φxx

)

.Portanto,
∂x

∂u
=

1 + φyy

2 + φxx + φyy
,

∂y

∂u
=

−φxy

2 + φxx + φyy
,

∂x

∂v
=

−φxy

2 + φxx + φyy
,

∂y

∂v
=

1 + φxx

2 + φxx + φyy
.Conseqüentemente;

Ψu =
1 + φyy

2 + φxx + φyy
Ψx +

−φxy

2 + φxx + φyy
Ψy,

Ψv =
−φxy

2 + φxx + φyy

Ψx +
1 + φxx

2 + φxx + φyy

Ψy.

(2.10)Agora, vamos fazer alguns 
ál
ulos para 
on
luirmos que
(Ψ − η)u = Ψx, (Ψ − η)v = Ψy. (2.11)Para isto, basta mostrarmos que
Ψu − Ψx = ηu e Ψv − Ψy = ηv.Como

ηu = ηx
∂x

∂u
+ ηy

∂y

∂u
,e usando as equações (2.1), (2.3) e (2.10), fazendo E = φxx, F = φxy e G = φyy, obtemos

ηu = (−EΨx − FΨy)

(

1 + G

2 + E + G

)

+ (−FΨx − GΨy)

( −F

2 + E + G

)25
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=

(−E(1 + G) + F 2

2 + E + G

)

Ψx +

(−F (1 + G) + FG

2 + E + G

)

Ψy

=

(−E − EG + F 2

2 + E + G

)

Ψx +

(−F − FG + FG

2 + E + G

)

Ψy

=
−(1 + E)

2 + E + G
Ψx −

F

2 + E + G
Ψy.Por outro lado utilizando a equação (2.10)

Ψu − Ψx =

(

1 + G

2 + E + G

)

Ψx +
−F

2 + E + G
Ψy − Ψx

=

(

1 + G − 2 − E − G

2 + E + G

)

Ψx −
F

2 + E + G
Ψy

=

( −1 − E

2 + E + G

)

Ψx −
F

2 + E + G
Ψy

=
−(1 + E)

2 + E + G
Ψx −

F

2 + E + G
Ψy.Portanto, (Ψ − η)u = Ψx.Analogamente, podemos provar que (Ψ − η)v = Ψy.Deste modo, usando as equações (2.3), (2.10) e (2.11), obtemos

−Ẽ = 〈Ψu, ηu〉 = 〈Ψu, Ψu − Ψx〉 = 〈Ψu, Ψu〉 − 〈Ψu, Ψx〉

=
(1 + G)2

(2 + E + G)2
+

F 2

(2 + E + G)2
− 1 + G

(2 + E + G)

=
(1 + G)2 + F 2 − (1 + G)(2 + E + G)

(2 + E + G)2

=
(1 + 2G + G2 + F 2 − 2 − E − G − 2G − GE − G2)

(2 + E + G)2

=
(1 + F 2 − 2 − E − G − GE)

(2 + E + G)2
=

(1 − (EG − F 2) − (2 + E + G))

(2 + E + G)2

=
−(2 + E + G)

(2 + E + G)2
=

−1

(2 + E + G)26



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3e
−F̃ = 〈Ψu, ηv〉 = 〈Ψu, Ψv − Ψy〉 = 〈Ψu, Ψv〉 − 〈Ψu, Ψy〉

=
(1 + G)(−F )

(2 + E + G)2
+

(−F )(1 + E)

(2 + E + G)2
− −F

(2 + E + G)

=
−F − FG − F − FE + F (2 + E + G)

(2 + E + G)2

=
−2F − FG − FE + 2F + FE + FG

(2 + E + G)2
= 0,e �nalmente,

−G̃ = 〈Ψv, ηv〉 = 〈Ψv, Ψv − Ψy〉 = 〈Ψv, Ψv〉 − 〈Ψv, Ψy〉

=
F 2

(2 + E + G)2
+

(1 + E)2

(2 + E + G)2
− 1 + E

(2 + E + G)

=
F 2 + (1 + E)2 − (1 + E)(2 + E + G)

(2 + E + G)2

=
F 2 + 1 + 2E + E2 − 2 − E − G − 2E − E2 − EG

(2 + E + G)2

=
−(EG − F 2) + 1 − (2 + E + G)

(2 + E + G)2
=

−(2 + E + G)

(2 + E + G)2

=
−1

(2 + E + G)
.Assim, obtemos

ηu =
−1

(2 + E + G)
Ψu,

ηv =
−1

(2 + E + G)
Ψv.Portanto,

dσ2 =
1

(2 + E + G)
(du2 + dv2) =

1

(2 + E + G)
|dz| .Das equações (2.1), (2.3) e (2.10), obtemos
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(Ψ − η)uu = Ψxx
∂x

∂u
+ Ψxy

∂y

∂u

= (Eη + Ψ)

(

1 + G

2 + E + G

)

+ Fη

( −F

2 + E + G

)

=

(

(1 + G)E − F 2

2 + E + G

)

η +

(

1 + G

2 + E + G

)

Ψ

=
E + GE − F 2

2 + E + G
η +

1 + G

2 + E + G
Ψ

=
E + 1

2 + E + G
η +

1 + G

2 + E + G
Ψe

(Ψ − η)vv = Ψyx
∂x

∂v
+ Ψyy

∂y

∂v

= Fη

( −F

2 + E + G

)

+ (Gη + Ψ)

(

1 + E

2 + E + G

)

=

(

1 + E

2 + E + G

)

Ψ +

(−F 2 + G(1 + E)

2 + E + G

)

η

=
1 + E

2 + E + G
Ψ +

1 + G

2 + E + G
η.Usando a observação a
ima, temos

4(Ψ − η)zz̄ = Ψ + η.De fato,
4(Ψ − η)zz̄ = 4(1

4
( (Ψ − η)uu + (Ψ − η)vv )) = (Ψ − η)uu + (Ψ − η)vv

=
1 + G

2 + E + G
Ψ +

1 + E

2 + E + G
η +

1 + E

2 + E + G
Ψ +

1 + G

2 + E + G
η

=
(2 + E + G)Ψ + (2 + E + G)η

2 + E + G
= Ψ + η.Assim, �nalmente, temos 28
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Ψ = 4(Ψ − η)zz̄ − η

= 2(Ψ − η)zz̄ + 2(Ψ − η)zz̄ − η

= 2(Ψ − η)zz̄ + 1
2
(Ψ + η) − η

= 2(Ψ − η)zz̄ + 1
2
(Ψ − η).A�rmamos que Ψ − η : M → N3 é 
onforme, isto é, dados p ∈ M e v ∈ TpM então,

〈 d(Ψ − η)p(v) , d(Ψ − η)p(v) 〉
L4 = λ2 〈v, v〉dσ2 .Para provar a a�rmação basta mostrarmos a a�rmação para os vetores de uma basedo TpM .Seja {e1, e2} a base 
an�ni
a do plano 
omplexo. Seja p ∈ M e 
onsidere (U, ϕ) uma
arta lo
al para o ponto p.Logo, {dϕ(e1), dϕ(e2)} é uma base do TpM . Vamos denotar dϕ(e1) = ∂

∂u
e dϕ(e2) = ∂

∂v
.Daí,

〈

d(Ψ − η)p(
∂

∂u
) , d(Ψ − η)p(

∂

∂u
)

〉

L4

= 〈 (Ψ − η)u , (Ψ − η)u 〉
L4 ,usando as equações (2.11) e o Lema 2.1, temos

〈

d(Ψ − η)p(
∂

∂u
) , d(Ψ − η)p(

∂

∂u
)

〉

L4

= 〈 Ψx , Ψx 〉
L4 =

〈

∂

∂x
,

∂

∂x

〉

ds2

= 1.Por outro lado, pelo Lema 2.3 e 
onsiderando λ2 = 2 + E + G então,
λ2

〈

∂

∂u
,

∂

∂u

〉

dσ2

= (2 + E + G)
1

2 + E + G

〈

∂

∂u
,

∂

∂u

〉

|dz|2
= 1.Portanto,

〈

d(Ψ − η)p(
∂

∂u
) , d(Ψ − η)p(

∂

∂u
)

〉

L4

= λ2

〈

∂

∂u
,

∂

∂u

〉

dσ2

.Analogamente, usando as equações (2.11) e os Lemas 2.1 e 2.3, obtemos
29
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〈

d(Ψ − η)p(
∂

∂u
) , d(Ψ − η)p(

∂

∂v
)

〉

L4

= λ2

〈

∂

∂u
,

∂

∂v

〉

dσ2e
〈

d(Ψ − η)p(
∂

∂v
) , d(Ψ − η)p(

∂

∂v
)

〉

L4

= λ2

〈

∂

∂v
,

∂

∂v

〉

dσ2

.Assim, a apli
ação (Ψ − η) : M → N3 é uma apli
ação 
onforme. Usando a projeçãode N3 sobre a S2
∞ 
omo na seção 1.2, obtemos que a apli
ação [Ψ − η] : M → S2

∞, que éa 
omposição destas duas apli
açoes 
onformes, é 
onforme.
2.4 Representação em matrizesNesta seção vamos representar Ψ e η em forma de matrizes hermitianas.Lema 2.4. Sejam A, B : M → C funções holomorfas de�nidas em toda superfí
ie M talque [Ψ − η] é representado 
omo [(A, B)] ∈ CP 1 ≡ S2

∞ então,
Ψ =

(

CC̄ + 4CzCz CD̄ + 4CzDz

C̄D + 4CzDz DD̄ + 4DzDz

)e
η =

(

−CC̄ + 4CzCz −CD̄ + 4CzDz

−C̄D + 4CzDz −DD̄ + 4DzDz

)onde, C = A√
2R

e D = B√
2R


om R2 = ABz − BAz e R : M → C holomorfa.Demonstração. Usando a representação de [Ψ − η] ∈ S
2
∞ 
omo [(A, B)] ∈ CP 1 ≡ S

2
∞obtemos que:Para alguma função λ ∈ C∞(M) positiva,

Ψ − η = λ

(

A
B

)

(

Ā B̄
)

= λ

(

AĀ AB̄
ĀB BB̄

)

.Primeiro, vamos provar que:
1

2
= 〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z̄〉ds2 =

1

2
λ2 |ABz − BAz|2 . (2.12)30
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ies Planas no H3Utilizando as equações (2.11), observamos que:
(Ψ − η)z =

1

2
((Ψ − η)u − i(Ψ − η)v) =

1

2
(Ψx − iΨy),

(Ψ − η)z̄ =
1

2
((Ψ − η)u + i(Ψ − η)v) =

1

2
(Ψx + iΨy),assim,

〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z̄〉ds2 = 1
4
〈Ψx − iΨy, Ψx + iΨy〉 = 1

4
(〈Ψx, Ψx〉 − i2 〈Ψy, Ψy〉) = 1

2
.Por outro lado, se m, n ∈ Herm(2) usando o produto interno 〈m, m〉 = −det(m),observamos que:

〈m − n, m − n〉 = 〈m, m〉 + 〈n, n〉 − 2 〈m, n〉 ,isto é,
〈m, n〉 =

1

2
(〈m, m〉 + 〈n, n〉 − 〈m − n, m − n〉) =

1

2
(−det(m) − det(n) + det(m − n)),daí, usando o Lema 2.1

−det((Ψ − η)z) = 〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z〉ds2 =
1

4
〈Ψx − iΨy, Ψx − iΨy〉 =

1

4
(1 + i2) = 0e

−det((Ψ − η)z̄) = 〈(Ψ − η)z̄, (Ψ − η)z̄〉ds2 =
1

4
〈Ψx + iΨy, Ψx + iΨy〉 =

1

4
(1 + i2) = 0.Portanto,

〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z̄〉 =
1

2
det((Ψ − η)z − (Ψ − η)z̄).Usando a representação em matrizes de (Ψ − η)z e (Ψ − η)z̄ e observando que Āz =

B̄z = 0, pois A e B são holomorfas, obtemos
(Ψ − η)z =

(

λAĀ λAB̄
λĀB λBB̄

)

z

=

(

λzAĀ + λAzĀ λzAB̄ + λAzB̄
λzĀB + λĀBz λzBB̄ + λBzB̄

)e
(Ψ − η)z̄ =

(

λAĀ λAB̄
λĀB λBB̄

)

z̄

=

(

λz̄AĀ + λAĀz̄ λz̄AB̄ + λAB̄z̄

λz̄ĀB + λĀz̄B λz̄BB̄ + λBB̄z̄

)

.daí, usando Az = Āz̄ e Bz = B̄z̄, temos
(Ψ−η)z−(Ψ−η)z̄ =

(

AĀ(λz − λz̄) + λ(AzĀ − AAz) AB̄(λz − λz̄) + λ(AzB̄ − ABz)
ĀB(λz − λz̄) + λ(ĀBz − AzB) BB̄(λz − λz̄) + λ(BzB̄ − BBz)

)

.Logo, 31
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det((Ψ − η)z − (Ψ − η)z̄)

=
[

AĀ(λz − λz̄) + λ(AzĀ − AAz)
] [

BB̄(λz − λz̄) + λ(BzB̄ − BBz)
]

−
[

AB̄(λz − λz̄) + λ(AzB̄ − ABz)
] [

ĀB(λz − λz̄) + λ(ĀBz − AzB)
]

.Multipli
ando o lado direito da equação, �
amos 
om
(λz − λz̄)

2AĀBB̄ + λ(λz − λz̄)AĀ(BzB̄ − BBz) + λ(λz − λz̄)BB̄(AzĀ − AAz)

+λ2(AzĀ − AAz)(BzB̄ − BBz) − AB̄ĀB(λz − λz̄)
2 − λ(λz − λz̄)AB̄(ĀBz − AzB)

−λ(λz − λz̄)ĀB(AzB̄ − ABz) − λ2(AzB̄ − ABz)(ĀBz − AzB).Agrupando os fatores 
om λ2 e λ(λz − λz̄), temos
λ(λz − λz̄)[AĀBzB̄ − AĀBBz + BB̄AzĀ − BB̄AAz − AB̄ĀBz + AB̄AzB − ĀBAzB̄

−ĀBABz] + λ2[AzĀBzB̄ − AzĀBzB − AAzBzB̄ + AAzBBz − AzB̄ĀBz

+AzB̄AzB + AABzBz − ABzAzB].Simpli�
ando a expressão a
ima, obtemos
λ2[BzA(−AzB + ABz) + BAz(−ABz + BAz)].Logo,
det((Ψ − η)z − (Ψ − η)z̄) = λ2(BzA − BAz)(ABz − BAz).Portanto,

〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z̄〉 =
1

2
λ2 |ABz − BAz|2 ,assim 
on
luímos que:

1 = λ2 |ABz − BAz|2 .Como λ2 > 0, ABz − BAz não se anula.Como exp : C → C − {0} é uma apli
ação de re
obrimento e f = ABz − BAz éuma apli
ação 
ontínua, então podemos levantar f para uma função f ′ : M → C tal que
exp f ′ = exp ◦f ′ = f , ou seja, f ′ = log(f).De�na R = exp

(

1
2
f ′), então R2 = exp f ′ = f , e ainda R é holomorfa, pois é a
omposição de funções holomorfas.Assim, podemos es
rever

C =
A√
2R

e D =
B√
2Rou seja, A = C

√
2R e B = D

√
2R. 32



Capítulo 2. Superfí
ies Planas no H3Logo,
AĀ = 2CC̄RR̄ = 2CC̄ |R|2 ,

AB̄ = 2CD̄RR̄ = 2CD̄ |R|2 ,

BB̄ = 2DD̄RR̄ = 2DD̄ |R|2 ,

ĀB = 2C̄DRR̄ = 2C̄D |R|2 .Daí,
(Ψ − η) = λ

(

2 |R|2 CC̄ 2 |R|2 CD̄

2 |R|2 C̄D 2 |R|2 DD̄

)

= 2λ |R|2
(

CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)

.Devido a equação (2.12), temos
1 = λ2 |ABz − BAz|2 = λ2

∣

∣R2
∣

∣
on
luindo que:
(Ψ − η) = 2

(

CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)

.Assim, usando o Lema 2.3, obtemos que a imersão Ψ é dada por:
Ψ = 1

2
(Ψ − η) + 2(Ψ − η)zz̄ =

(

CC̄ CD̄
C̄D DC̄

)

+ 2(Ψ − η)zz̄

=

(

CC̄ CD̄
C̄D DC̄

)

+ 4

(

CC̄ CD̄
C̄D DC̄

)

zz̄

=

(

CC̄ CD̄
C̄D DC̄

)

+ 4

(

CzC̄ CzD̄
C̄Dz DzC̄

)

z̄

=

(

CC̄ CD̄
C̄D DC̄

)

+ 4

(

CzCz CzDz

CzDz DzCz

)

=

(

CC̄ + 4CzCz CD̄ + 4CzDz

C̄D + 4CzDz DC̄ + 4DzCz

)

,e o vetor η é dado por:
η = 4(Ψ − η)zz̄ − Ψ

= 8

(

CzCz CzDz

CzDz DzCz

)

−
(

CC̄ + 4CzCz CD̄ + 4CzDz

C̄D + 4CzDz DC̄ + 4DzCz

)

=

(

−CC̄ + 4CzCz −CD̄ + 4CzDz

−C̄D + 4CzDz −DC̄ + 4DzCz

)

.33



Capítulo 3Representação Conforme
Neste 
apítulo faremos, na seção 3.1, uma demonstração para o teorema de repre-sentação 
onforme de superfí
ies planas no espaço hiperbóli
o de dimenção três, que ébasi
amente representar uma superfí
ie plana em H3 por um par (f, ω), onde f é umafunção holomorfa e ω é uma 1-forma holomorfa, 
om base nos lemas do 
apítulo anterior.De�nimos a apli
ação de Gauss hiperbóli
a. Na seção 3.2, dis
utimos alguns exemplose utilizando o teorema de representação 
onforme, obtemos uma nova demonstração doteorema Volkov-Vladimirova e Sasaki.3.1 DemonstraçãoTeorema 3.1. Representação Conformei) Sejam M uma superfí
ie simplesmente 
onexa e Ψ : M → H

3 uma imersão plana. Seem M 
onsiderarmos a estrutura 
onforme determinada pela segunda forma fun-damental de Ψ, então existe uma imersão holomorfa g : M → SL(2, C) e um par
(f, ω) 
onstituído de uma função holomorfa f e uma 1-forma holomorfa ω em Mtal que:a) |f | < 1 e ω 6= 0 em toda parte,b) g−1dg =

(

0 f
1 0

)

ω,
) Ψ = gg∗,d) A métri
a induzida e a segunda forma fundamental de Ψ são dadas por:
ds2 = fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|234



Capítulo 3. Representação Conforme
dσ2 = (1 − |f |2) |ω|2 ,mais ainda, g é úni
a a menos de uma multipli
ação pela direita de uma 
ons-tante g0 ∈ SU(2).ii) Inversamente, sejam M uma superfí
ie de Riemann e g : M → SL(2, C) a imersãoholomorfa tal que g−1dg =

(

0 f
1 0

)

ω, ω = 1
2
dz e |f | < 1. Então Ψ = gg∗ : M →

H3 é uma imersão plana que tem métri
a induzida e segunda forma fundamentaldadas, respe
tivamente por:
ds2 = fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|2

dσ2 = (1 − |f |2) |ω|2 .Demonstração. Considere a função f : M → C de�nida por
f =

φyy − φxx − 2iφxy

2 + φxx + φyy
=

G − E + 2iF

2 + E + G
.Mostraremos que

(Ψ + η)z = f(Ψ − η)z̄. (3.1)De fato, f(Ψ − η)z̄ = f(1
2
((Ψ − η)u + i(Ψ − η)v)) e pelas equações (2.11), temos

f(Ψ − η)z̄ = f(
1

2
(Ψx + iΨy)) =

1

2

1

2 + E + G
(G − E + 2iF )(Ψx + iΨy),tomando Λ = 2 + E + G, obtemos

f(Ψ − η)z̄ =
1

2Λ
(G − E)Ψx +

1

2Λ
(2iFΨx) +

1

2Λ
(G − E)iΨy +

1

2Λ
2iF iΨy

=
1

2Λ
(G − E)Ψx −

1

Λ
FΨy + i(

(G − E)Ψy)

2Λ
+

FΨx

Λ
).Por outro lado,

(Ψ + η)z = (Ψ − η + 2η)z = (Ψ − η)z + 2ηz

=
1

2
((Ψ − η)u − i(Ψ − η)v) +

2

2
(ηu − iηv).Pelas equações (2.11), temos

(Ψ + η)z =
1

2
Ψx −

i

2
Ψy + ηu − iηv.35



Capítulo 3. Representação ConformeComo ηu = ηxxu + ηyyu e usando o Lema 2.2 e as equações (2.10) e (2.3), obtemos
ηu = (−EΨx − FΨy)

(

1 + G

Λ

)

+ (−FΨx − GΨy)

(−F

Λ

)

=

(−E(1 + G)

Λ
+

F 2

Λ

)

Ψx +

(−F (1 + G)

Λ
+

FG

Λ

)

Ψy

=

(−EG + F 2 − E

Λ

)

Ψx +
−F

Λ
Ψy

=

(−1 − E

Λ

)

Ψx −
F

Λ
Ψye 
omo ηv = ηxxv + ηyyv, pelo Lema 2.2 e a equação (2.3), temos

ηv = (−EΨx − FΨy)

(−F

Λ

)

+ (−FΨx − GFy)

(

1 + E

Λ

)

=

(

EF

Λ
− F (1 + E)

Λ

)

Ψx +

(

F 2

Λ
− G(1 + E)

Λ

)

Ψy

= −F

Λ
Ψx +

(−G − 1)

Λ
Ψy.Assim, usando o valor de Λ

(Ψ + η)z =
Ψx

2
− iΨy

2
+

(−1 − E)Ψx

Λ
− FΨy

Λ
+

iFΨx

Λ
+

(1 + G)iΨy

Λ

=

(

1

2
− 1 + E

Λ

)

Ψx −
F

Λ
Ψy + i

(

F

Λ
Ψx +

(

1

2
− 1 + G

Λ

)

Ψy

)

=
2 + E + G − 2(1 + E)

2Λ
Ψx −

F

Λ
Ψy + i

(

F

Λ
Ψx +

(−2 − E − G + 2(1 + G)

2Λ

)

Ψy

)

=
(G − E)

2Λ
Ψx −

F

Λ
Ψy + i

(

F

Λ
Ψx +

(G − E)

2Λ
Ψy

)

.Portanto, obtemos
(Ψ + η)z = f(Ψ − η)z̄.Agora, pelo Lema 2.4, temos

(Ψ + η)z =

(

8CzCz 8CzDz

8CzDz 8DzDz

)

z

= 8

(

CzzCz CzzDz

CzDzz DzzDz

)36



Capítulo 3. Representação Conformee
(Ψ − η)z̄ = 2

(

CCz CDz

CzD DDz,

)logo, da equação (3.1)
4

(

CzzCz CzzDz

CzDzz DzzDz

)

= f

(

CCz CDz

CzD DDz

)ou seja,
4

(

Czz

Dzz

)

(

Cz Dz

)

= f

(

C
D

)

(

Cz Dz

)

.Se Cz = Dz = 0 então usando a equação (2.12), temos
1

2
= 〈(Ψ − η)z, (Ψ − η)z̄〉 =

1

2
4 |CDz − DCz|2 = 0,o que é um absurdo, logo Cz e Dz não se anulam simultaneamente. Con
luindo que

4

(

Czz

Dzz

)

= f

(

C
D

)

,ou seja,
Czz =

1

4
fC e Dzz =

1

4
fD, (3.2)então f é uma função holomorfa, pois C e D não se anulam simultaneamente e

Czz, C, D e Dzz são holomorfas.E ainda, usando a equação (2.3), temos
|f |2 =

∣

∣

∣

∣

G − E

Λ
+

2iF

Λ

∣

∣

∣

∣

2

=
(G − E)2

Λ2
+

4F 2

Λ2

=
G2 − 2EG + E2 + 4F 2

Λ2
=

E2 + G2 − 2EG + 4(EG − 1)

Λ2

=
E2 + G2 + 2EG − 4

G2 + (2 + E)2 + 2G(2 + E)
=

E2 + G2 + 2EG − 4

G2 + E2 + 4E + 4 + 4G + 2EG

=
E2 + G2 + 2EG − 4

(G2 + E2 + 2EG − 4) + 8 + 4E + 4G
< 1.Assim, |f | < 1.Do Lema 2.4, a imersão Ψ pode ser re
uperada 
omo Ψ = gg∗, onde g : M → SL(2, C)é a imersão holomorfa dada por:

g =

(

C 2Cz

D 2Dz

)

.37



Capítulo 3. Representação ConformeObserve que: det g = 2CDz + 2DCz = 2(CDz + DCz) e
Cz =

Az√
2R

+ A

(

1√
2R

)

z

,

Dz =
Bz√
2R

+ B

(

1√
2R

)

z

.Devido a equação (2.12), temos
CDz−DCz =

A√
2R

[

Bz√
2R

+ B

(

1√
2R

)

z

]

− B√
2R

[

Az√
2R

+ A

(

1√
2R

)

z

]

=
1

2

ABz − BAz

R2
,portanto, det g = 1.Como g é holomorfa, temos

dg =
∂g

∂z
dz +

∂g

∂z̄
dz̄ =

∂g

∂z
dze 
omo,

g−1 =
1

2(DzC − DCz)

(

2Dz −2Cz

−D C

)

.Assim, usando as equações (3.2) e det g = 1, obtemos
g−1dg =

(

2Dz −2Cz

−D C

)(

Cz 2Czz

Dz 2Dzz

)

dz

=

(

2Dz −2Cz

−D C

)(

Cz
1
2
fC

Dz
1
2
fD

)

dz

=

(

2DzCz − 2CzDz fCDz − fCzD
−DCz + CDz −1

2
fCD + 1

2
fDC

)

dz

=
1

2

(

0 f
1 0

)

dz

=

(

0 f
1 0

)

ω,onde ω = 1
2
dz.

38



Capítulo 3. Representação ConformeComo Ψ = gg∗, temos
dΨ = dgg∗ + gdg∗ = (gg−1)dgg∗ + gdg∗((g∗)−1g∗)

= g(g−1dg)g∗ + g(dg∗(g∗)−1)g∗

= g(g−1dg + dg∗(g∗)−1)g∗

= g(g−1dg + (dg)∗(g−1)∗)g∗

= g(g−1dg + (g−1dg)∗)g∗.Considerando L4 identi�
ado 
om o espaço das matrizes 2 × 2 Hermitianas, temos
det(dΨ) = det(g(g−1dg + (g−1dg)∗)g∗) = det(g−1dg + (g−1dg)∗))

= det

((

0 f
1 0

)

ω +

(

0 f
1 0

)∗
ω∗
)

= det

((

0 fω
ω 0

)

+

(

0 ω̄
f̄ ω̄ 0

))

= det

(

0 fω + ω̄
ω + f̄ ω̄ 0

)

= −(fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|2),portanto
ds2 = fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|2 .Como |f |2 =

E2 + G2 + 2EG − 4

(2 + E + G)2
, temos

1 − |f |2 =
G2 + E2 + 2EG + 4 + 4E + 4G − (E2 + G2 + 2EG − 4)

(2 + E + G)2

=
8 + 4E + 4G

(2 + E + G)2

=
4

2 + E + G
.Do Lema 2.3, temos que

dσ2 =
1

2 + E + G
|dz|2 =

4

2 + E + G

|dz|2
4

= (1 − |f |2)|ω|2.39



Capítulo 3. Representação ConformeSeja g̃ : M → SL(2, C) uma outra imersão 
om Ψ = g̃g̃∗ então, gg∗ = Ψ = g̃g̃∗.Tome g0 = g̃∗(g∗)−1 então, g0 ∈ SU(2). De fato,
g0g

∗
0 = (g̃∗(g∗)−1)(g̃∗(g∗)−1)∗ = (g̃∗(g∗)−1)(((g∗)−1)∗(g̃∗)∗)

= (g̃∗(g∗)−1)(g−1g̃) = (g̃−1g̃)(g̃∗(g∗)−1)(g−1g̃)

= g̃−1(g̃g̃∗(g∗)−1)(g−1g̃) = g̃−1g(g−1g̃)

= g̃−1(gg−1)g̃ = g̃−1g̃ = Id.Daí, g = g̃g0.Mais ainda, 
omo g e g̃ são holomorfas, temos
(g0)z = (g̃∗(g∗)−1)z = (g̃∗)z(g

∗)−1 + g̃∗((g∗)−1)z = g̃∗((g−1)∗)z = 0.Assim, g é úni
a a menos de multipli
ação pela direita por uma 
onstante g0 ∈ SU(2).Inversamente, seja M uma superfí
ie de Riemann e g : M → SL(2, C) a imersãoholomorfa, tal que
g−1dg =

(

0 f
1 0

)

ωe
|f | < 1,onde ω = 1

2
dz.Se g =

(

C X
D Y

) então, X = 2Cz e Y = 2Dz.De fato,
g−1dg =

(

Y −X
−D C

)(

dC dX
dD dY

)

,
omo C, D, X e Y são holomorfas, temos
(

0 f
1 0

)

ω =

(

Y −X
−D C

)(

Cz Xz

Dz Yz

)

dz.Assim,
Y Cz − XDz = 0
−CzD + DzC = 1

2

Y Xz − XYz = 1
2
f

−DXz + CYz = 040



Capítulo 3. Representação ConformeMultipli
ando −CzD + DzC = 1
2
por X, obtemos

−XDCz + XCDz = X
1

2e 
omo Y Cz = XDz logo,
−XDCz + CY Cz = X 1

2
,

Cz(−XD + CY ) = X 1
2
,

Cz det(g) = X 1
2
.Como o det(g) = 1, temos X = 2Cz.Analogamente, multipli
ando −CzD + DzC = 1

2
por Y , usando a igualdade Y Cz =

XDz e o fato que det(g) = 1, obtemos Y = 2Dz.Assim,
g =

(

C 2Cz

D 2Dz

)

,daí, a imersão é
Ψ = gg∗ =

(

CC̄ + 4CzCz CD̄ + 4CzD̄z

C̄D + 4CzDz DD̄ + 4DzD̄z

)

,e um vetor normal para a imersão é
η = gvg∗ =

(

−CC̄ + 4CzCz −CD̄ + 4CzD̄z

−C̄D + 4CzDz −DD̄ + 4DzD̄z

)onde, v =

(

−1 0
0 1

)

.Com isto, obtemos a primeira forma dada por
ds2 = 〈dΨ, dΨ〉 = − det(dΨ)ou seja,

ds2 = fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|2 .E a segunda forma é dada por,
dσ2 = −〈dη, dΨ〉 =

1

2
[det(dη) + det(dΨ) − det(dη − dΨ)] .Observando que: 41



Capítulo 3. Representação Conforme
dη = dg(vg∗) + gv(dg∗)

= (gg−1)dg(vg∗) + gv(dg∗)((g∗)−1g∗)

= g(g−1dgv + (g−1dg)∗)g∗

= g

[(

0 fω
ω 0

)(

−1 0
0 1

)

+

(

−1 0
0 1

)(

0 ω̄
f̄ ω̄ 0

)]

g∗obtemos,
det(dη) = det

(

0 fω − ω̄
−ω + f̄ ω̄ 0

)

= fω2 − |f |2 |ω|2 − |ω|2 + f̄ ω̄2e
det(dη − dΨ) = det

[(

0 fω − ω̄
−ω + f̄ ω̄ 0

)

−
(

0 fω + ω̄
ω + f̄ ω̄ 0

)]

= −4 |ω|2 .Assim,
dσ2 = 1

2

[

fω2 − |f |2 |ω|2 − |ω|2 + f̄ ω̄2 + (−fω2 − f̄ ω̄2 − (1 + |f |2) |ω|2) − (−4 |ω|2)
]

= 1
2
(2 |ω|2 − 2 |f |2 |ω|2)

= (1 − |f |2) |ω|2 .A métri
a ds2 é plana, pois 
omo ω = 1
2
(du + idv), temos

ds2 =
f + f̄ + 1 + |f |2

4
du2 +

fi − f̄ i

4
2dudv +

(

−f − f̄ + (1 + |f |2
)

4
dv2e

dσ2 =

(

1 − |f |2
)

4
(du2 + dv2)Obtendo a 
urvatura extrínse
a, Kext, iqual à

Kext =
(f + f̄ + 1 + |f |2)(−f − f̄ + 1 + |f |2) − (fi − f̄ i)2

(1 − |f |2)(1 − |f |2)

=
−(f + f̄)2 + (1 + |f |2)2 + (f − f̄)2

(1 − |f |2)2

=
−4 |f |2 + (1 + |f |2)2

(1 − |f |2)2

=
−4 |f |2 + 1 + 2 |f |2 + |f |4

(1 − |f |2)2
= 142



Capítulo 3. Representação Conforme
De�nição 3.1. O par (f, ω) no teorema 3.1 será 
hamado dados de Weierstrass asso
iadoa representação 
onforme da imersão plana.Proposição 3.1. Se 
onsiderarmos os dados de Weierstrass (f, ω) e a imersão holomorfa
g es
rita arbitrariamente no parametro 
omplexo ξ 
omo (f(ξ), h(ξ)dξ), 
om h(ξ) 6= 0, e

g =

(

C E
D F

)

,então C e D são funções soluções linearmente independentes da equação diferen
ial ordi-nária
Xξξ −

hξ

h
Xξ − fh2X = 0 (3.3)e

E =
1

h
Cξ, F =

1

h
Dξ.Inversamente, se C e D são soluções linearmente independentes da equação (3.3) talque

1

h
(CDξ − DCξ) = 1, (3.4)então
g =

(

C 1
h
Cξ

D 1
h
Dξ

)determina a imersão plana 
om dados de Weierstrass (f(ξ), h(ξ)dξ).Mais ainda, se A e B são outras soluções de (3.3) sob as mesmas 
ondições anterioresentão a imersão plana asso
iada 
om A e B é, a menos de isometria, a imersão asso
iada
om C e D.Demonstração. (⇒) Do teorema 3.1, temos
g−1dg =

(

0 f(ξ)
1 0

)

h(ξ)dξdonde,
(

F −E
−D C

)(

dC dE
dD dF

)

=

(

0 f(ξ)h(ξ)
h(ξ) 0

)

dξ.Como C, D, E e F são holomorfas, temos
(

F −E
−D C

)(

Cξ Eξ

Dξ Fξ

)

dξ =

(

0 f(ξ)h(ξ)
h(ξ) 0

)

dξ.43



Capítulo 3. Representação ConformeAssim,
FCξ − EDξ = 0, FEξ − EFξ = fh, (3.5)

−CξD + CDξ = h, −DEξ + CFξ = 0. (3.6)Daí, multipli
ando a primeira das equações (3.6) por E, temos
−EDCξ + ECDξ = Eh,e, devido a primerira das equações (3.5), temos FCξ = EDξ logo,
−EDCξ + CFCξ = Eh,
Cξ(−ED + CF ) = Eh.Portanto,

E =
1

h
Cξ.Analogamente, usando a primeira das equações (3.6) multipli
ada por F e depois aprimeria das equações (3.5), obtemos

F =
1

h
Dξ.Usando as equações (3.5) e (3.6), observamos que

fh2 = fhh = h [FEξ − EFξ]

= h

[

1

h
Dξ

(

Cξξh − Cξhξ

h2

)

− 1

h
Cξ

(

Dξξh − hξDξ

h2

)]

=
1

h2
(DξCξξh − CξhξDξ − CξDξξh + hξDξCξ)

=
DξCξξ − CξDξξ

h

,

e
hξ = −DξCξ − DCξξ + CξDξ + CDξξ = CDξξ − DCξξ.Assim, da primeira das equações (3.6) e das equações a
ima, temos

fh2C +
hξ

h
Cξ = C

DξCξξ − CξDξξ

h
+ Cξ

CDξξ − DCξξ

h

=
1

h
[Cξξ(CDξ − CξD) + Dξξ(−CCξ + CξC)]

= Cξξ

(

CDξ − CξD

h

)

= Cξξ44



Capítulo 3. Representação Conformee 
on
luímos que C é uma solução da equação (3.3).Analogamente, podemos provar que D é uma solução da equação (3.3).Como 1 = det(g) = det

(

C E
D F

)

= CF − ED =
1

h
(CDξ − DCξ), temos

det

(

C D
Cξ Dξ

)

= CDξ − DCξ = h 6= 0, ou seja, o determinante Wronskiano de C e
D não se anula e assim C e D são soluções L.I. da equação (3.3).

(⇐) Suponha C e D são soluções L.I. da equação (3.3) tal que a equação (3.4) ésatisfeita.Assim,
det

(

C 1
h
Cξ

D 1
h
Dξ

)

=
1

h
(CDξ − DCξ) = 1.Logo, g de�nida por

g =

(

C 1
h
Cξ

D 1
h
Dξ

)perten
e a SL(2, C).Daí,
g−1 =

(

1
h
Dξ − 1

h
Cξ

−D C

)e
dg =











Cξ
1

h2
(Cξξh − hξCξ)

Dξ
1

h2
(Dξξh − hξDξ)











dξ.Multipli
ando g−1 por dg, obtemos
g−1dg =











0
1

h3
(DξCξξh − hξCξDξ − CξDξξh + hξCξDξ)

−DCξ + CDξ
−DCξξh + DhξCξ + CDξξh − ChξDξ

h2











dξ (3.7)Usando novamente que C e D são soluções de (3.3), obtemos
Dξ(Cξξ −

hξ

h
Cξ − fh2C) − Cξ(Dξξ −

hξ

h
Dξ − fh2D) = 0,devido a equação a
ima e a equação (3.4), temos

DξCξξ − CξDξξ = fh2(CDξ − DCξ) = fh3. (3.8)45



Capítulo 3. Representação ConformeUsando que C e D são soluções de (3.3), obtemos
D(Cξξ −

hξ

h
Cξ − fh2C) − C(Dξξ −

hξ

h
Dξ − fh2D) = 0,devido a equação a
ima e a equação (3.4), temos

−DCξξ + CDξξ =
hξ

h
(DCξ − CDξ) = hξ. (3.9)Finalmente, a partir das equações (3.4), (3.7), (3.8) e (3.9), 
on
luímos que

g−1dg =

(

0 fh
fh 0

)

dξe pelo Teorema da Representação 
onforme, teorema 3.1, g determina uma imersão plana
om representação de Weiertrass (f(ξ), h(ξ)dξ).Se A e B são outras soluções de (3.3) sob as mesmas 
ondições, então A e B podemser es
ritos 
omo 
ombinação linear das soluções C e D. Assim,
A = a1C + b1D

B = b1C + b2Donde, ai e bi são 
onstantes.Seja g̃ a imersão asso
iada a A e B, então
g̃ =

(

A 1
h
Aξ

B 1
h
Bξ

)

=

(

a1 a2

b1 b2

)(

C 1
h
Cξ

D 1
h
Dξ

)

= m g,onde, m =

(

a1 a2

b1 b2

)

.Como g̃ e g ∈ SL(2, C), temos que m ∈ SL(2, C). E a imersão asso
iada a A e Bsatisfaz
Ψg̃ = g̃g̃∗ = mg(mg)∗ = mgg∗m∗ = mΨgm

∗,onde Ψg é a imersão asso
iada a C e D.Portanto, Ψg̃ é isométri
o a Ψg.Teorema 3.2. Sejam N uma superfí
ie orientada e 
onexa e ϕ : N → H3 uma imersãotal que sua segunda forma fundamental é de�nida positiva para uma es
olha do 
ampo devetores unitário e normal η. Se em N 
onsiderarmos a estrutura 
onforme induzida pelasegunda forma fundamental, então a imersão [ϕ − η] : N → S2
∞ é 
onforme se e somentese ou a métri
a induzida por ϕ em N é plana ou ϕ é totalmente umbíli
a.46



Capítulo 3. Representação ConformeDemonstração. Seja p ∈ N . Como a segunda forma fundamental é auto-adjunta,existe uma base {E1, E2} ortogonal e suave em uma vizinhança de p que diagonaliza amétri
a σ asso
iada a segunda forma fundamental em p, isto é,
σ(Ei, Ej) = hijδij, i, j ∈ {1, 2} .Observamos que, [ϕ − η] é uma apli
ação 
onfome se e somente se

σ = −〈dη, dϕ〉 = λ 〈d(ϕ − η), d(ϕ − η)〉 = λ [〈dϕ, dϕ〉 − 2 〈dϕ, dη〉+ 〈dη, dη〉]apli
ando esta formula em (Ei, Ej), temos
σ(Ei, Ej) = δijhij = λ

[

δij + 2δijhij + h2
ijδij

]

,ou seja,
h11 = λ(1 + h11)

2e
h22 = λ(1 + h22)

2donde,
(1 + h11)

2

h11
=

1

λ
=

(1 + h22)
2

h22assim,
h22(1 + h11)

2 = h11(1 + h22)
2

h22(1 + 2h11 + h2
11) = h11(1 + 2h22 + h2

22)daí,
h22(1 − h11h22) = h11(1 − h11h22)obtendo,

(h22 − h11)(1 − h11h22) = 0.Seja Kext(p) = h11h22(p) a 
urvatura extrínse
a de p ∈ N . Então o 
onjunto N ′ =

{p ∈ N / Kext(p) 6= 1} é um 
onjunto aberto. De fato, se Kext(p) 6= 1 então por 
onti-nuidade existe uma vizinhança V de p tal que Kext(q) 6= 1 ∀ q ∈ V . Observe que ϕ|N ′ étotalmente umbíli
a, de modo que Kext é 
onstante em 
ada 
omponente 
onexa de N ′,ver [15℄, e assim N ′ é fe
hado. Então 
omo N é 
onexa ϕ é totalmente umbíli
a se N ′ énão vazio ou uma imersão plana se N ′ é vazio.47



Capítulo 3. Representação ConformeDe�nição 3.2. As imersões G+ = [Ψ + η] : M → S2
∞ e G− = [Ψ − η] : M → S2

∞ serão
hamadas apli
ações de Gauss hiperbóli
as.Cada ponto de H
3 determina uma úni
a reta [p] passando por p e a origem de L

4lo
alizada dentro do 
one de luz N3. Inversamente 
ada uma das retas passando pelaorigem e dentro do 
one de luz determina um úni
o ponto em H3.Considere a geodési
a γ saindo do ponto Ψ(p) e na direção da normal η(p). Temosque sua parametrização é
γ(s) = cosh(s)Ψ(p) − senh(s)η(p),ver [6℄ p. 162.Cada γ(s) determina uma reta [γ(s)]. Claramente as retas [γ(s)] e [2e−sγ(s)] sãoiguais. Fazendo s → ∞ na reta [γ(s)], temos

lim
s→∞

[γ(s)] = lim
s→∞

[

2e−sγ(s)
]

= lim
s→∞

[

(1 + e−2s)Ψ(p) − (1 − e−2s)η(p)
]

= [(Ψ − η)(p)] .Analogamente fazendo s → −∞ em [γ(s)], obtemos
lim

s→−∞
[2esγ(s)] = [(Ψ + η)(p)] .Portanto, em 
ada ponto p de M a geodési
a passando pelo ponto Ψ(p) e na direçãoda normal η(p) inter
epta a fronteira ideal S

2
∞ de H

3 em G+(p) e G−(p).Se Ψ : M → H3 é uma imersão plana então, usando o Lema 2.4, temos
Ψ − η = 2

(

CC̄ CD̄
C̄D DD̄

)donde, [Ψ − η] ∈ S2
∞ pode ser representado por [(C, D)] ∈ CP1.Lema 3.1. Se Ψ : M → H3 é uma imersão plana e identi�
armos S2

∞ e C ∪∞ 
om aestrutura 
onforme 
an�ni
a, então podemos es
rever
G− =

C

D
e G+ =

dC

dD
,onde [(C, D)] é a representação de [Ψ − η] ∈ S2

∞ em CP1.Demonstração. Cada elemento do R4 será es
rito da forma w = a + ib + jx + ky aoinvés de w = (a, b, x, y) onde 1, i, j e k são as unidades dos quatérnios. Sejam S3 a esfera48



Capítulo 3. Representação Conformeunitária de R4 e S2 a esfera unitária de R3 ⊂ R4, onde R3 é o 
onjunto dos quatérniosimaginários puros. Considere a �bração de Hopf, ver [11℄ p. 87, dada por:
h : S3 → S2

u 7→ u−1iuAgora 
onsiderando (C, D) ∈ C2 ≡ R4, onde [(C, D)] ∈ CP1 ≡ S2
∞, temos

(C, D)

(|C, D)| =

(

C

(|C, D)| ,
D

(|C, D)|

)

= (E, F ) = (a + ib, x + iy) = a + ib + jx + kj (3.10)perten
e a S3.Apli
ando a �bração de Hopf a (E, F ) e 
omo (E, F )−1 =
(E, F )

|(E, F )|2
, ver [11℄ p. 85,temos

h(E, F ) = (E, F )i(E, F )

= (a − ib − jx − yk)i(a + ib + jx + ky) = (ia + b + kx − jy)(a + ib + jx + ky)

= i(a2 + b2 − x2 − y2) + j(−2ay + 2bx) + k(2ax + 2by)Fazendo a projeção estereográ�
a de S2 no plano kj,
π(iY1 + jY2 + kY3) =

(Y3, Y2)

1 − Y1Assim, π(h(E, F )) =
(2(ax + by), 2(bx − ay))

1 − (a2 + b2 − x2 − y2)
e 
omo a2 + b2 + x2 + y2 = 1, obtemos

π(h(E, F )) =
(ax + by, bx − ay)

x2 + y2
∼= ax + by + i(bx − ay)

x2 + y2
=

a + ib

x + iy

x − iy

x − iy
=

E

F
.Portanto da equação (3.10), temos

π ◦ h([(C, D)]) = π(h(E, F )) =
E

F
=

C

D
.Analogamente, obtemos do Lema 2.4, que

[Ψ + η] ∼= [(Cz, Dz)] ,usando a �bra
ão de Hopf e depois a projeção estereográ�
a, temos
π ◦ h([(Cz, Dz)]) =

Cz

Dz
=

dC

dDe então podemos es
rever
G− =

C

D
e G+ =

dC

dD
.49



Capítulo 3. Representação Conforme3.2 Exemplos e Apli
açãoDaremos agora dois exemplos para a o teorema de representação 
onforme apresentadoneste trabalho e depois fazemos uma nova demonstração para o teorema sobre 
ara
teri-zação de superfí
ies 
ompletas em H3. Primeiro vamos fazer algumas observações.Considerando o modelo do semi-espaço para H3, podemos es
rever uma superfí
ie derevolução no espaço hiperbóli
o 
omo
Ψ(r, θ) = (y1(r)cos(θ), y1(r)sen(θ), y3(r)),
om y1(r) > 0, es
olhemos o parametro r 
omo o 
omprimento de ar
o da 
urva geratriz

(y1(r), 0, y3(r)) em R3
+.Proposição 3.2. Uma superfí
ie de revolução Ψ : M → H

3 é uma imersão plana se e so-mente se y1(r) = y3(r)(ar+b), onde a e b são não simultaneamente nulos e (y1(r), 0, y3(r))é a 
urva geratriz da imersão parametrizada pelo 
omprimento de ar
o r.Demonstração. Observamos que basta mostrar que
(

y1(r)

y3(r)

)′′
= 0 ⇔ Kext = 1, onde ′ signi�
a a derivada em relação à r.Vamos agora 
al
ular a 
urvatura extrínse
a

Kext =
h11h22 − h2

12

H11H22 − H2
12

,onde Hij e hij são os 
oe�
ientes da primeira e segunda formas fundamentais hiperbóli
asrespe
tivamente da imersão Ψ nas 
oordenadas r e θ.Observando que:
Hij =

Gij

Y 2
3

,

hij =
gij

Y3
+ n3Hij , (3.11)onde Y3 é a ter
eira 
oordenada da imersão, Gij e gij são as primeira e segunda formasfundamentais eu
lidianas, respe
tivamente da imersão nas 
oordenadas r e θ e n3 é ater
eira 
oordenada da normal eu
lidiana de Ψ.
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Capítulo 3. Representação ConformePara não 
arregar a notação, vamos daqui em diante omitir a variável r. Agora vamos
al
ular os 
oe�
ientes Gij e gij, para isto ne
essitamos das equações abaixo,






















Ψr = (y′
1cos(θ), y

′
1sen(θ), y′

3), Ψrr = (y′′
1cos(θ), y

′′
1sen(θ), y′′

3),

Ψθ = (−y1sen(θ), y1cos(θ), 0), Ψθθ = (−y1cos(θ),−y1sen(θ), 0),

Ψrθ = (−y′
1sen(θ), y′

1cos(θ), 0).

(3.12)Assim, 
omo a 
urva geratriz, (y1, 0, y3), é parametrizada pelo 
omprimento de ar
o,temos
1 = 〈(y′

1, 0, y
′
3), (y

′
1, 0, y

′
3)〉 =

(y′
1)

2 + (y′
3)

2

y2
3logo,

y2
3 = (y′

1)
2 + (y′

3)
2. (3.13)Derivando a equação (3.13), obtemos

y′
3y3 = y′′

3y
′
3 + y′′

1y
′
1. (3.14)Devido as equações (3.12) e (3.13), obtemos a normal eu
lidiana igual à

N =
Ψr ∧ Ψθ

‖Ψr ∧ Ψθ‖R3

=
(−y′

3y1cos(θ),−y′
3y1sen(θ), y′

1y1)
√

((y′
3)

2 + (y′
1)

2)y2
1

=
(−y′

3cos(θ),−y′
3sen(θ), y′

1)

y3

(3.15)Usando as equações (3.12), (3.13) e (3.15), obtemos a primeira e segunda formasfundamentais eu
lidianas dadas por
G11 = 〈Ψr, Ψr〉R3 = (y′

1)
2 + (y′

3)
2 = y2

3,

G22 = 〈Ψθ, Ψθ〉R3 = y2
1,

G12 = 〈Ψr, Ψθ〉R3 = −y1y
′
1cos(θ)sen(θ) + y1y

′
1cos(θ)sen(θ) = 0,











































g11 = 〈N, Ψrr〉R3 =
−y′

3y
′′
1 + y′′

3y
′
1

y3
,

g22 = 〈N, Ψθθ〉R3 =
y′

3y1

y3
,

g12 = 〈N, Ψrθ〉R3 =
y′

3y
′
1cos(θ)sen(θ) − y′

3y
′
1cos(θ)sen(θ)

y3
= 0.

(3.16)
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Capítulo 3. Representação ConformePortanto, os 
oe�
ientes da primeira e segunda formas fundamentais hiperbóli
as são
H11 = 1, H22 =

y2
1

y2
3

, H12 = 0, (3.17)
h11 =

−y′
3y

′′
1 + y′′

3y
′
1

y2
3

+
y′

1

y3
,

h22 =
y′

3y1

y2
3

+
y′

1

y3

y2
1

y2
3

,

h12 = 0 + 0 = 0.Donde,
Kext = h11

h22

H22

=

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

+
y′

1

y3

)(

y′
3y1

y2
3

+
y′

1

y3

y2
1

y2
3

)

y2
3

y2
1

=

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

+
y′

1

y3

)(

y′
3

y1
+

y′
1

y3

)

.Assim, a equação Kext = 1 é equivalente a equação
1 =

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1 + y′

1y3

y2
3

)(

y′
3y3 + y′

1y1

y3y1

)

=
y′′

3y
′
3y3y

′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y
′′
1 − y′

3y
′′
1y

′
1y1 + y′

3y
2
3y

′
1 + y3(y

′
1)

2y1

y3
3y1ou melhor,

y3
3y1 = y′′

3y
′
3y3y

′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y
′′
1 − y′

3y
′′
1y

′
1y1 + y′

3y
2
3y

′
1 + y3(y

′
1)

2y1utilizando a equação (3.13), temos
((y′

3)
2 + (y′

1)
2)y3y1 = y′′

3y
′
3y3y

′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y
′′
1 − y′

3y
′′
1y

′
1y1 + y′

3y
2
3y

′
1 + y3(y

′
1)

2y1simpli�
ando o fator y3(y
′
1)

2y1, obtemos
(y′

3)
2y3y1 = y′′

3y
′
3y3y

′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y
′′
1 − y′

3y
′′
1y

′
1y1 + y′

3y
2
3y

′
1usando a equação (3.14), temos

(y′′
3y

′
3 + y′′

1y
′
1)y

′
3y1 = y′′

3y
′
3y3y

′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y
′′
1 − y′

3y
′′
1y

′
1y1 + (y′′

3y
′
3 + y′′

1y
′
1)y3y

′
152



Capítulo 3. Representação Conformesimpli�
ando novamente, obtemos
y′′

3y1(−(y′
3)

2 + (y′
1)

2) + y3y
′′
1(−(y′

3)
2 + (y′

1)
2) + 2y′

3y
′
1(y

′′
3y3 − y′′

1y1) = 0multipli
ando por -1, temos
y′′

3y1((y
′
3)

2 − (y′
1)

2) + y3y
′′
1((y

′
3)

2 − (y′
1)

2) − 2y′
3y

′
1(y

′′
3y3 − y′′

1y1) = 0. (3.18)Por outro lado,
0 =

(

y1

y3

)′′
=

(

y′
1y3 − y′

3y1

y2
3

)′
=

(y′′
1y3 + y′

1y
′
3 − y′′

3y1 − y′
3y

′
1)y

2
3 − 2y3y

′
3(y

′
1y3 − y′

3y1)

y4
3donde, obtemos a equação

0 = (y′′
1y3 − y′′

3y1)y
2
3 − 2y3y

′
3(y

′
1y3 − y′

3y1)utilizando a equação (3.13), temos
0 = (y′′

1y3 − y′′
3y1)((y

′
3)

2 + (y′
1)

2) − 2y3y
′
3(y

′
1y3 − y′

3y1)devido a equação (3.14), obtemos
0 = (y′′

1y3 − y′′
3y1)((y

′
3)

2 + (y′
1)

2) − 2(y′′
3y

′
3 + y′′

1y
′
1)(y

′
1y3 − y′

3y1)simpli�
ando, 
on
luímos que
0 = y3y

′′
1((y

′
3)

2 − (y′
1)

2) + y′′
3y1((y

′
3)

2 − (y′
1)

2) − 2y′
3y

′
1(y

′′
3y3 − y′′

1y1)e 
omparando a equação a
ima 
om a equação (3.18), obtemos a demonstração da pro-posição.Exemplo 3.1. Usando o teorema 3.1, vamos 
lassi�
ar as suprefí
ies planas de revolução.Observe que podemos 
lassi�
ar estas superfí
ies utilizando apenas a equação (3.13) e aproposição 3.2.Distinguiremos as superfí
ies de revolução em dois 
asos, o primeiro é quando a = 0 eo outro é quando a 6= 0, onde a é obtido a partir da proposição 3.2.i) Se a = 0 então r + ibθ é um parametro isotérmi
o para a métri
a induzida em Ψ.De fato, fazendo ξ = bθ, temos
Ψ = Ψ(r, ξ) =

(

y1(r)cos

(

ξ

b

)

, y1(r)sen

(

ξ

b

)

, y3(r)

)

,53



Capítulo 3. Representação Conformederivando em relação a r e ξ, obtemos respe
tivamente
Ψr = Ψ(r, ξ) =

(

y′
1(r)cos

(

ξ

b

)

, y′
1(r)sen

(

ξ

b

)

, y′
3(r)

)e
Ψξ = Ψ(r, ξ) =

(

−y1(r)
1

b
sen

(

ξ

b

)

, y1(r)
1

b
cos

(

ξ

b

)

, 0

)

.Utilizando a equação (3.13), temos
〈Ψr, Ψr〉 =

(y′
1)

2 + (y′
3)

2

y2
3

= 1,onde ′ signi�
a a derivada em relação a r, 
omo neste 
aso y1 = y3b, obtemos
〈Ψξ, Ψξ〉 =

y2
1

b2y2
3

= 1e
〈Ψr, Ψξ〉 = −y′

1cos

(

ξ

b

)

y1
1

b
sen

(

ξ

b

)

+ y′
1sen

(

ξ

b

)

y1
1

b

(

cos
ξ

b

)

= 0.Passando Ψ(r, ξ) para a forma em matriz hermitiana, temos
Ψ = (Y1, Y2, Y3) =

(x1, x2, 1)

x0 + x3donde,
Y3 =

1

x0 + x3

⇒ y3 =
1

x0 + x3

⇒ x0 + x3 =
1

y3e
Y1 + iY2 =

x1 + ix2

x0 + x3

= y1

(

cos

(

ξ

b

)

+ isen

(

ξ

b

))

.Assim, usando que y1 = y3b,
x1 + ix2 = y1(x0 + x3)(e

iξ/b) =
y1

y3

eiξ/b = beiξ/b.Como −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = −1, temos
(x0 − x3)(x0 + x3) = x2

0 − x2
3 = x2

1 + x2
2 + 1portanto,

(x0 − x3) =
x2

1 + x2
2 + 1

x0 + x3
= (b2 + 1)y3.54



Capítulo 3. Representação ConformeDaí,
Ψ = Ψ(r, ξ) =









1

y3
beiξ/b

be−iξ/b y3(b
2 + 1)









.Derivando Ψ em relação a r, temos
Ψr =









−y′
3

y2
3

0

0 y′
3(b

2 + 1)







e agora derivando Ψr em relação a r, obtemos
Ψrr =









−(y′′
3y

2
3 − 2y3y

′
3y

′
3)

y4
3

0

0 y′′
3(b

2 + 1)









.Utilizando a equação (3.13) e 
omo neste 
aso y1 = y3b, obtemos a equação
1 =

(y′
1)

2 + (y′
3)

2

y2
3

=
(y′

3)
2(b2 + 1)

y2
3

(3.19)derivando a equação (3.19), temos
0 =

2y′
3y

′′
3(b

2 + 1)y2
3 − 2y3y

′
3(y

′
3)

2(b2 + 1)

y4
3

=
2(b2 + 1)

y4
3

y′
3(y

′′
3y

2
3 − y3(y

′
3)

2),
omo 2(b2 + 1)

y4
3

6= 0 devemos ter
y′′

3y
2
3 − y3(y

′
3)

2 = 0 ou y′
3 = 0.Se y′

3 = 0 então Ψr =

(

0 0
0 0

). O que é um absurdo, pois Ψr é um vetor da base doplano tangente a Ψ em Ψ(r, ξ). Portanto
y′′

3 =
(y′

3)
2

y3
.e usando isto, obtemos

det(Ψrr − Ψ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−(y′′
3y

2
3 − 2y3(y

′
3)

2)

y4
3

− 1

y3

−beiξ/b

−be−iξ/b (y′′
3 − y3)(b

2 + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣55



Capítulo 3. Representação Conforme
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y3(y
′
3)

2

y4
3

− 1

y3
−beiξ/b

−be−iξ/b

(

(y′
3)

2

y3
− y3

)

(b2 + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

(y′
3)

2 − y2
3

y3
3

)(

(y′
3)

2 − y2
3

y3

)

(b2 + 1) − b2

=
(y′

3)
4 − 2(y′

3)
2y2

3 + y4
3

y4
3

(b2 + 1) − b2.Usando a equação (3.19), temos
(y′

3)
2

y2
3

=
1

b2 + 1logo,
det(Ψrr − Ψ) =

(

1

(b2 + 1)2
− 2

1

b2 + 1
+ 1

)

(b2 + 1) − b2 =
1

b2 + 1
− 1 = − b2

b2 + 1
.Devido ao Lema 2.2 e as equações (2.1), observamos que

E2 = 〈Eη, Eη〉
H3 = 〈Ψrr − Ψ, Ψrr − Ψ〉

H3 ,portanto
E2 = − det(Ψrr − Ψ) =

b2

b2 + 1
,daí

E =

√

b2

b2 + 1
.Como Ψrξ =

(

0 0
0 0

) e usando o Lema 2.2 e as equações (2.1), obtemos Ψrξ = Fη eassim
F = 0.Derivando Ψ em relação a ξ, temos

Ψξ =

(

0 ieξ/b

−ie−iξ/b 0

)e agora derivando Ψξ em relação a ξ, obtemos
Ψξξ =











0 −eiξ/b

b

−e−iξ/b

b
0











.56



Capítulo 3. Representação ConformeUtilizando o Lema 2.2 e as equações (2.1), temos
G2 = 〈Gη, Gη〉

H3 = 〈Ψξξ − Ψ, Ψξξ − Ψ〉
H3 = − det(Ψξξ − Ψ).Cal
ulando agora det(Ψξξ − Ψ)

det(Ψξξ − Ψ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− 1

y3
−eiξ/b

b
− beiξ/b

−e−iξ/b

b
− be−iξ/b −y3(b

2 + 1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (b2 + 1) −
(

−1

b
− b

)2

= b2 + 1 −
(

1 + b2

b

)2

=
b4 + b2 − 1 − 2b2 − b4

b2

= −b2 + 1

b2
,portanto

G2 =
b2 + 1

b2
,daí

G =

√

b2 + 1

b2
.Com esses 
oe�
ientes da segunda forma, podemos 
onstruir uma função real φ de�nidaem M tal que φrr = E, φξξ = G e φrξ = F , 
omo visto no Lema 2.2. Usando os valoresdos 
oe�
ientes da segunda forma obtidos a
ima, obtemos

φr =





√

b2

b2 + 1



 r + L(ξ),onde L é uma função real dependento somente da variável ξ. Como 0 = φrξ = dL(ξ)
dξ

, temos
L(ξ) é uma 
onstante, e assim

φr =





√

b2

b2 + 1



 r + 
onstante.Analogamente, obtemos
φξ =

(
√

b2 + 1

b2

)

ξ + 
onstante.57



Capítulo 3. Representação ConformeEs
olhendo φr =

(

√

b2

b2 + 1

)

r e φξ =

(
√

b2 + 1

b2

)

ξ e apli
ando o Lema 2.3, temos
z = (1 + φr)r + i(1 + φξ)ξ =



1 +

√

b2

b2 + 1



 r + i

(

1 +

√

b2 + 1

b2

)

bθé uma imersão em 
oordenadas 
onformes 
om a estrutura determinada pela segundaforma.Fazendo a mudança 
oordenadas z = k ln ζ , onde k2 = 2 |b|
√

b2 + 1+2b2 +1, e usandofunção f de�nida por
f(z) =

φξξ − φrr + 2iφrξ

2 + φξξ + φrr
omo na demonstração do teorema 3.1, obtemos os seguintes dados de Weierstrass asso-
iado a imersão
f(ζ) =

1

k2
, ω =

1

2
dz =

k

2ζ
dζ,onde ζ ∈ C∗.Pela proposição 3.1, se C e D são soluções L.I. da equação (3.3), que neste 
aso é

Xζζ −
−k/2ζ2

k/2ζ
Xζ −

1

k2

k2

4ζ2
X = 0,
om CDζ − DCζ =

k

2ζ
, então

g =







C
2ζ

k
Cζ

D
2ζ

k
Dζ






.A equação Xζζ+

1

ζ
Xζ−

1

4ζ2
X = 0 é uma equação de Cau
hy-Euler. Podemos es
revê-lana forma

ζ2Xζζ + ζXζ −
1

4
X = 0, (3.20)
uja solução é dada por X = ζn 
om n ∈ R. Substituindo X = ζn na equação anterior,obtemos

ζ2n(n − 1)ζn−2 + ζnζn−1 − 1

4
ζn = 0,logo, a equação 
ara
terísti
a é

n2 − 1

4
= 0,58



Capítulo 3. Representação Conforme
ujas soluções são n = ±1

2
, e assim uma base para o espaço solução da equação (3.20) édada por {ζ1/2, ζ−1/2

}.Tome C = i

√

k

2
ζ1/2 e D = i

√

k

2
ζ−1/2 então C e D são soluções L.I. da equação (3.20)
om

CDζ − DCζ = −k

2
ζ1/2ζ−1/2−1

(

−1

2

)

−
(

−k

2

)

ζ−1/2ζ1/2−1

(

1

2

)

=
k

4
ζ−1 +

k

4
ζ−1 =

k

2ζ
,portanto, pela proposição 3.1

g = i

√

k

2











ζ1/2 1

k
ζ1/2

ζ−1/2 −1

k
ζ−1/2









é uma imersão plana asso
iada aos dados de Weierstrass ( 1
k2 ,

k
2ζ

dζ
) e a 
orrespondentesuperfí
ie plana de revolução é, a menos de isometria,

Ψ = gg∗ = i

√

k

2











ζ1/2 1

k
ζ1/2

ζ−1/2 −1

k
ζ−1/2











(

−i

√

k

2

)







ζ1/2 ζ−1/2

1

k
ζ1/2 −1

k
ζ−1/2







=
k

2











|ζ | + 1

k2
|ζ | ζ1/2ζ−1/2 − 1

k2
ζ1/2ζ−1/2

ζ−1/2ζ1/2 − 1

k2
ζ−1/2ζ1/2 |ζ |−1 +

1

k2
|ζ |−1











=
k

2













|ζ |
(

1 +
1

k2

)

ζ1/2ζ−1/2

(

1 − 1

k2

)

ζ−1/2ζ1/2

(

1 − 1

k2

)

|ζ |−1

(

1 +
1

k2

)











agora, passando Ψ para o modelo do semi-espaço superior, temos
Ψ =









ζ1/2ζ−1/2

(

1 − 1

k2

)

|ζ |
(

1 +
1

k2

) ,
2

k |ζ |
(

1 +
1

k2

)









,onde a primeria 
oordenada é a 
oordenda no plano e a segunda é a altura, 
omo
ζ1/2ζ−1/2 =

ζ1/2

ζ1/2

ζ1/2

ζ1/2
=

ζ

|ζ |59



Capítulo 3. Representação Conformepodemos es
rever Ψ na seguinte forma
Ψ =









ζ

2 |ζ |

(

k2 − 1

k2 + 1

)

,
2

|ζ |
(

k +
1

k

)









.Note que
∣

∣

∣

∣

ζ

|ζ |2
(

k2 − 1

k2 + 1

)∣

∣

∣

∣

2

=
|ζ |2

|ζ |4
(

k2 − 1

k2 + 1

)2

=
1

|ζ |2
(

k2 − 1

k2 + 1

)2
(

k + 1
k

)2

4

4
(

k + 1
k

)2

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

|ζ |
(

k +
1

k

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

(

k2 − 1

k2 + 1

)2
4

(

k + 1
k

)2 .Assim, se es
revermos Ψ = (Y1, Y2, Y3), obtemos
Y 2

1 + Y 2
2 = Y 2

3 αonde α é uma 
onstante positiva. Portanto, Ψ é representado em R3
+ por um 
one.ii) Se a 6= 0 então en
ontramos 1

a
elog (ar+b)+iaθ 
omo um parametro isotérmi
o lo
alpara a métri
a induzida por Ψ. De fato, 
onsidere

x + iy =
1

a
elog (ar+b)+iaθ =

1

a
(ar + b) [cos(aθ) + i sen(aθ)]Vamos en
ontrar as derivadas primeiras de r e θ em relação à x e y. Para fazer istovamos 
alular a matriz inversa da matriz mudança de variáveis de x e y para r e θ.A matriz mudança de variáveis de x e y para r e θ é





xr xθ

yr yθ



 =





cos(aθ) −(ar + b)sen(aθ)

sen(aθ) (ar + b)cos(aθ)



e assim, a matriz mudança de variáveis de r e θ para x e y é
1

ar + b





(ar + b)cos(aθ) (ar + b)sen(aθ)

−sen(aθ) cos(aθ)



logo,














rx = cos(aθ), ry = sen(aθ),

θx = − sen(aθ)

(ar + b)
, θy =

cos(aθ)

(ar + b)
.

(3.21)60
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Figura 3.1: a = 0Usando as equações (3.17) e (3.21) e a proposição 3.2, obtemos os 
oe�
ientes daprimeira forma hiperbóli
a nas 
oordenada x e y dados por
〈Ψx, Ψx〉H3 = 〈Ψrrx + Ψθθx, Ψrrx + Ψθθx〉H3

= 〈Ψr, Ψr〉H3 (rx)
2 + 〈Ψθ, Ψθ〉H3 (θx)

2

= (rx)
2 + (ar + b)2(θx)

2

= cos2(aθ) + (ar + b)2 sen2(aθ)

(ar + b)2
= 1,

〈Ψy, Ψy〉H3 = 〈Ψrry + Ψθθy, Ψrry + Ψθθy〉H3

= 〈Ψr, Ψr〉H3 (ry)
2 + 〈Ψθ, Ψθ〉H3 (θy)

2

= (ry)
2 + (ar + b)2(θy)

2

= sen2(aθ) + (ar + b)2 cos2(aθ)

(ar + b)2
= 1,
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Capítulo 3. Representação Conformee
〈Ψx, Ψy〉H3 = 〈Ψrrx + Ψθθx, Ψrry + Ψθθy〉H3

= 〈Ψr, Ψr〉H3 rxry + 〈Ψθ, Ψθ〉H3 θxθy

= rxry + (ar + b)2θxθy

= cos(aθ)sen(aθ) − (ar + b)2 cos(aθ)sen(aθ)

(ar + b)2
= 0,Agora vamos en
ontrar a segunda forma fundamental eu
lidiana para a imersão Ψ nas
oordenadas x e y. No modelo do semi-espaço a segunda forma fundamental hiperbóli
aé dada pela equação (3.11).Como N =

Ψx ∧ Ψy

‖Ψx ∧ Ψy‖R3

=
Ψr ∧ Ψθ

‖Ψr ∧ Ψθ‖R3

e pelas equações (3.15), (3.16), (3.21) e aproposição 3.2, temos
g11 = 〈Ψxx, N〉

R3 = 〈(Ψrrx + Ψθθx)x, N〉
R3

= 〈(Ψrrrx + Ψrθθx)rx + Ψrrxx + (Ψθθθx + Ψrθrx)θx + Ψθθxx, N〉
R3

= 〈Ψrr, N〉
R3 (rx)

2 + 〈Ψθθ, N〉
R3 (θx)

2

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
cos2(aθ) +

y′
3y1

y3

sen2(aθ)

y2
1/y

2
3

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
cos2(aθ) +

y′
3y3

y1
sen2(aθ),

g12 = 〈Ψxy, N〉
R3 = 〈(Ψrrx + Ψθθx)y, N〉

R3

= 〈(Ψrrry + Ψrθθy)rx + Ψrrxy + (Ψθθθy + Ψrθry)θx + Ψθθxy, N〉
R3

= 〈Ψrr, N〉
R3 ryrx + 〈Ψθθ, N〉

R3 θyθx

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
cos(aθ)sen(aθ) − y′

3y1

y3

sen(aθ)cos(aθ)

y2
1/y

2
3

= cos(aθ)sen(aθ)

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y3
− y′

3y3

y1

)
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Capítulo 3. Representação Conformee
g22 = 〈Ψrr, N〉

R3 (ry)
2 + 〈Ψθθ, N〉

R3 (θy)
2

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
sen2(aθ) +

y′
3y1

y3

sen(aθ)cos(aθ)

y2
1/y

2
3

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
sen2(aθ) +

y′
3y1

y3

cos2(aθ)

y2
1/y

2
3

=
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y3
sen2(aθ) +

y′
3y3

y1
cos2(aθ),Assim devido aos 
oe�
ientes gij , Hij e n3, temos

h11 =
y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

cos2(aθ) +
y′

3

y1
(1 − cos2(aθ)) +

y′
1

y3

=

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

− y′
3

y1

)

cos2(aθ) +
y′

3

y1
+

y′
1

y3
,

h12 =

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

− y′
3

y1

)

sen(aθ)cos(aθ),e
h11 =

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

sen2(aθ) +
y′

3

y1
(1 − sen2(aθ)) +

y′
1

y3

=

(

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

− y′
3

y1

)

sen2(aθ) +
y′

3

y1

+
y′

1

y3

,Pela proposição 3.2
0 6= a =

(

y1

y3

)′
=

y′
1y3 − y′

3y1

y2
3

,
om isto, obtemos
a2 =

(y3y
′
1)

2 − 2y′
3y3y

′
1y1 + (y′

3y1)
2

y4
3

,utilizando a equação (3.13), temos
a2 =

y2
3(y

2
3 − (y′

3)
2) − 2y′

3y3y
′
1y1 + (y2

3 − (y′
1)

2)(y1)
2

y4
3

=
y2

3(y
2
3 + y2

1) − [(y′
3)

2y2
3 + 2y′

3y3y
′
1y1 + (y′

1)
2y2

1]

y4
3

=
y2

3 + y2
1

y2
3

− (y′
3y3 + y′

1y1)
2

y4
3
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Capítulo 3. Representação Conformee assim,
1 − a2 = −y2

1

y2
3

+
(y′

3y3 + y′
1y1)

2

y4
3

(3.22)ou melhor,
y2

1

y2
3

+ 1 − a2 =
(y′

3y3 + y′
1y1)

2

y4
3logo,

(

y2
1

y2
3

+ 1 − a2

)1/2

=
y′

3y3 + y′
1y1

y2
3multipli
ando ambos os lados por y2

3

y3y1
, temos

y2
3

y3y1

(

y2
1

y2
3

+ 1 − a2

)1/2

=
y′

3y3 + y′
1y1

y3y1o qual pode ser es
rita 
omo
[

y2
3

y2
1

(

y2
1

y2
3

+ 1 − a2

)]1/2

=
y′

3

y1

+
y′

1

y3e assim, obtemos
y′

3

y1

+
y′

1

y3

=

(

1 +
1 − a2

y2
1/y

2
3

)1/2

. (3.23)Vamos agora simpli�
ar a expressão
Γ =

y′′
3y

′
1 − y′

3y
′′
1

y2
3

− y′
3

y1
.Multipli
ando e dividindo Γ por y′

3y3 + y′
1y1, obtemos

Γ =
(y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1)y1 − y′

3y
2
3

y2
3y1

(

y′
3y3 + y′

1y1

y′
3y3 + y′

1y1

)

=
(y′′

3y
′
1 − y′

3y
′′
1)(y

′
3y3 + y′

1y1)y1 − (y′
3y3 + y′

1y1)y
′
3y

2
3

Σ
,onde Σ = y2

3y1(y
′
3y3 + y′

1y1).Assim,
Γ =

1

Σ

{[

y′′
3y

′
3y3y

′
1 − (y′

3)
2y3y

′′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − y′
3y

′′
1y

′
1y1

]

y1 − (y′
3)

2y3
3 − y′

3y
2
3y

′
1y1

}utilizando a equação (3.14), temos
Γ =

1

Σ

{[

(y′
3y3 − y′′

1y
′
1)y3y

′
1 − (y′

3)
2y3y

′′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3y3 − y′′

3y
′
3)y

′
3y1

]

y1 − (y′
3)

2y3
3 − y′

3y
2
3y

′
1y1

}64



Capítulo 3. Representação Conformeo qual reduzimos para,
Γ =

1

Σ

{[

−y3y
′′
1(y

′
1)

2 − (y′
3)

2y3y
′′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y1 + y′′
3(y

′
3)

2y1

]

y1 − (y′
3)

2y3
3

}usando a equação (3.13), obtemos
Γ =

1

Σ

{[

−y3y
′′
1(y

′
1)

2 − (y2
3 − (y′

1)
2)y3y

′′
1 + y′′

3(y
′
1)

2y1 − (y′
3)

2y3y1 + (y2
3 − (y′

1)
2)y′′

3y1

]

y1 − (y′
3)

2y3
3

}simpli�
ando, temos
Γ =

1

Σ
{[−(y′

3)
2y3y1 − y3

3y
′′
1 + y′′

3y
2
3y1] y1 − (y′

3)
2y3

3}

=
1

Σ
[−(y′

3)
2y3y

2
1 − y2

3y1(y3y
′′
1 − y′′

3y1) − (y′
3)

2y3
3]pela proposição 3.2, temos

a =

(

y1

y3

)′
=

y′
1y3 − y′

3y1

y2
3e derivando esta equação, obtemos

y′′
1y3 − y′′

3y1 = 2ay′
3y3 = 2

(

y′
1y3 − y′

3y1

y2
3

)

y′
3y3 = 2(y′

1y3 − y′
3y1)

y′
3

y3substituindo isto em Γ, temos
Γ =

1

Σ
[−(y′

3)
2y3y

2
1 − 2y′

3y3y1(y3y
′
1 − y′

3y1) − (y′
3)

2y3
3]

=
1

Σ
[(y′

3)
2y3y

2
1 − 2y′

3y
2
3y

′
1y1 − (y′

3)
2y3

3]devido a equação (3.13) e o valor de Σ, obtemos
Γ =

1

Σ
[(y2

3 − (y′
1)

2)y3y
2
1 − 2y′

3y
2
3y

′
1y1 − (y′

3)
2y3

3]

=
1

Σ
[y3

3y
2
1 − (y′

3)
2y3

3 − 2y′
3y

2
3y

′
1y1 − (y′

1)
2y3y

2
1]

=
y3

3y
2
1 − y3(y

′
3y3 + y′

1y1)
2

y2
3y1(y′

3y3 + y′
1y1)

=
y3

y1

(

y2
3y

2
1 − (y′

3y3 + y′
1y1)

2

y2
3(y

′
3y3 + y′

1y1)

)

=
y3

y1

(

y2
1

y′
3y3 + y′

1y1

− y′
3y3 + y′

1y1

y2
3

)

=
y3

y1

(

y2
3

y′
3y3 + y′

1y1

)(

y2
1

y2
3

− (y′
3y3 + y′

1y1)
2

y4
3

)65



Capítulo 3. Representação Conformedevido as equações (3.22) e (3.23), obtemos
Γ =

y3

y1

(

y2
3

y′
3y3 + y′

1y1

)

(a2 − 1)

= −y3
1

y3
3

(

y2
3

y′
3y3 + y′

1y1

)

(1 − a2)
y4

3

y4
1

= −y3
1

y3
3

(

y2
1

y2
3

+ 1 − a2

)−1/2

(1 − a2)
y4

3

y4
1

= −y2
1

y2
3

(

1 +
1 − a2

y2
1/y

2
3

)−1/2(
1 − a2

y4
1/y

4
3

)

.Devido a proposição 3.2 e os valores de x e y 
omo funções de r e θ, temos
y2

1

y2
3

= (ar + b)2 = a2(x2 + y2),usando esta equação em Γ e a equação (3.23), obtemos
Γ =

(ar + b)2

2a2

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)−1/2(
(1 − a2)(−2)

a2(x2 + y2)2

)e
y′

3

y1
+

y′
1

y3
=

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2

.Usando as equações a
ima, os 
oe�
ientes da segunda forma hiperbóli
a se reduzem a
h11 = cos2(aθ)

(ar + b)2

2a2

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)−1/2(
(1 − a2)(−2)

a2(x2 + y2)2

)

+

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2

,

h12 = cos(aθ)sen(aθ)
(ar + b)2

2a2

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)−1/2(
(1 − a2)(−2)

a2(x2 + y2)2

)e
h22 = sen2(aθ)

(ar + b)2

2a2

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)−1/2(
(1 − a2)(−2)

a2(x2 + y2)2

)

+

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2substituindo o valor de x e y 
omo funções de r e θ podemos es
reve h11, h12 e h22 naseguinte forma
h11 =

(

x

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2
)

x

,66



Capítulo 3. Representação Conforme
h12 =

(

x

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2
)

y

=

(

y

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2
)

xe
h22 =

(

y

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2
)

y

.Pelo Lema de Poin
aré, existe uma função φ : R
2 → R tal que,

φx = x

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2e
φy = y

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2

,
omo visto na demonstração do Lema 2.2.Pelo Lema 2.3,
z =

(

1 +

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2
)

(x + iy)é uma 
oordenada 
onforme para a segunda forma hiperbóli
a.Considerando
B =

(

1 +
1 − a2

a2(x2 + y2)

)1/2 (3.24)então, podemos es
rever a 
oordendada z na forma
z = (1 + B)ξ (3.25)onde, ξ = x + iy.Usando a equação (3.24), es
revemos a segunda forma hiperbóli
a do seguinte modo,

φxx = h11 = B − x2

B

(

1 − a2

a2

)

1

(x2 + y2)2
,

φyy = h22 = B − y2

B

(

1 − a2

a2

)

1

(x2 + y2)2
,

φxy = h12 = −xy

B

(

1 − a2

a2

)

1

(x2 + y2)2
.Assim,

φyy − φxx + 2iφxy =
1

B

(

1 − a2

a2

)

1

(x2 + y2)2
(−y2 + x2 − 2ixy),

2 + φxx + φyy = 2(1 + B) − x2 + y2

B

(

1 − a2

a2

)

1

(x2 + y2)2
.67



Capítulo 3. Representação ConformeUsando que ξ = x + iy, rees
revemos as equações a
ima da forma
φyy − φxx + 2iφxy =

1

B

(

1 − a2

a2

)

1

|ξ|2
ξ̄2

|ξ|2
,

2 + φxx + φyy = 2(1 + B) − 1

B

(

1 − a2

a2

)

1

|ξ|2
.Devido a equação (3.24) e que ξ = x + iy, obtemos

B2 = 1 +
1 − a2

a2 |ξ|2
=⇒ B2 − 1 =

1 − a2

a2 |ξ|2
. (3.26)Logo,

φyy − φxx + 2iφxy =
B2 − 1

B

ξ̄2

|ξ|2
,

2 + φxx + φyy = 2(1 + B) − B2 − 1

B
=

(B + 1)2

B
.Es
olhendo a função f , 
omo na demonstração do teorema 3.1, dada por

f(z) =
φyy − φxx + 2iφxy

2 + φxx + φyy

=
B2 − 1

(B + 1)2

ξ̄2

|ξ|2usando as equações (3.25) e (3.26), temos
f(z) =

(

B2 − 1

|z|2
)

ξ̄2 ξ2

ξ2
=

B2 − 1

|z|2 ξ2
|ξ|4 =

(

1 − a2

a2 |z|2
) |ξ|2

ξ2
=

1 − a2

a2z2
.Fazendo a mudança de variável z =

ζa

a
, os dados de Weierstrass asso
iado a imersão

Ψ são
f(ζ) =

1 − a2

ζ2a
, ω =

1

2
dz =

1

2
ζa−1dζ,
om ζ ∈ C∗ tal que |f(ζ)| < 1.Considere a equação

Xζζ − (a − 1)ζ−1Xζ −
1 − a2

4
ζ−2X = 0.Multipli
ando esta equação por ζ2, obtemos a equação de Cau
hy-Euler

ζ2Xζζ − (a − 1)ζXζ −
1 − a2

4
X = 0 (3.27)68



Capítulo 3. Representação Conforme
uja base das soluções é {ζ
a+1

2 , ζ
a−1

2

}.Tome C = i√
2
ζ

a+1

2 e D = i√
2
ζ

a−1

2 então C e D são soluções L.I. da equação (3.27).Como (CDζ − DCζ)
2

ζa−1
= 1, então pela proposição 3.1, temos
g =

i√
2





ζ
a+1

2 (a + 1)ζ
1−a

2

ζ
a−1

2 (a − 1)ζ− a+1

2



é uma imersão plana asso
iada aos dados de Weierstrass (1−a2

ζ2a , 1
2
ζa−1dζ

) e a 
orrespon-dente superfí
ie plana de revolução é, a menos de isometria,
Ψ = gg∗ =

i√
2





ζ
a+1

2 (a + 1)ζ
1−a

2

ζ
a−1

2 (a − 1)ζ− a+1

2





(−i√
2

)







ζ
a+1

2 ζ
a−1

2

(a + 1)ζ
1−a

2 (a − 1)ζ− a+1

2







=
1

2







|ζ |a+1 + (a + 1)2 |ζ |1−a ζ
a+1

2 ζ
a−1

2 + (a2 − 1)ζ
1−a

2 ζ− a+1

2

ζ
a−1

2 ζ
a+1

2 + (a2 − 1)ζ− a+1

2 ζ
1−a

2 |ζ |a−1 + (a − 1)2 |ζ |−(1+a)






.Voltando para o modelo do semi-espaço, obtemos

Ψ =

(

ζ
a+1

2 ζ
a−1

2 + (a2 − 1)ζ
1−a

2 ζ− a+1

2

|ζ |a+1 + (a + 1)2 |ζ |1−a ,
2

|ζ |a+1 + (a + 1)2 |ζ |1−a

)onde a primeira 
oordenada é a plana e a segunda é a altura.Como
ζ

a+1

2 ζ
a−1

2 =
ζ

a+1

2

ζ
1−a

2

ζ
1−a

2

ζ
1−a

2

=
ζ

|ζ |1−ae
ζ

1−a

2 ζ− a+1

2 =
ζ

1−a

2

ζ
a+1

2

ζ
a+1

2

ζ
a+1

2

=
ζ

|ζ |a+1portanto, es
revemos a imersão Ψ, dependento do parametro a, da seguinte forma,
Ψa =





ζ
(

|ζ |a−1 + (a2 − 1) |ζ |−(a+1)
)

|ζ |a+1 + (a + 1)2 |ζ |1−a ,
2

|ζ |a+1 + (a + 1)2 |ζ |1−a



 .Note que, as superfí
ies Ψa e Ψ−a são isométri
as, pois tem os mesmos dados deWeierstrass olhando na 
oordenada z. Para a ± 1 as superfí
ies são horoesferas(veja�guras 3.2 e 3.3). 69



Capítulo 3. Representação ConformeNos outros 
asos, obtemos superfí
ies planas de revolução o qual podem ser represen-tadas pelas seguintes �guras:
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Figura 3.2: a = −1
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Figura 3.3: a = 1
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Figura 3.4: −1 < a < 0
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Figura 3.5: 0 < a < 1
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Figura 3.6: a < −1
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Figura 3.7: a > 1Exemplo 3.2. Vamos determinar os dados de Weierstrass para superfí
ie plana no espaçohiperbóli
o dada por
Ψ(r, t) = (r + 1 + cos(θ), t, sen(θ)),
om cos(θ) = 1−4 exp(2r)

1+4 exp(2r)
e sen(θ) = 4 exp(r)

1+4 exp(2r)
. Esta superfí
ie foi obtida em [13℄ e podeser visualizada na �gura (3.8).As derivadas primeira de Ψ são

Ψr = (1 − sen(θ)θr, 0, cos(θ)θr)
e

Ψt = (0, 1, 0),
(3.28)e portanto a primeira forma hiperbóli
a nas 
oordenadas r e t são

〈Ψr, Ψr〉H3 =
1 − 2sen(θ)θr + sen2(θ)θ2

r + cos2(θ)θ2
r

sen2(θ)
=

1 − 2sen(θ)θr + θ2
r

sen2(θ)
,

〈Ψr, Ψθ〉H3 = 0e
〈Ψθ, Ψθ〉H3 =

1

sen2(θ)
.Agora 
omo [cos(θ)]r = −sen(θ)θr , obtemos71
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Figura 3.8: Exemplo 3.2
θr = −(cos(θ))r

sen(θ)

= −
(−8 exp(2r)(1 + 4 exp(2r)) − 8 exp(2r)(1 − 4 exp(2r))

(1 + 4 exp(2r))2

)

1 + 4 exp(2r)

4 exp(r)

=
16 exp(2r)

(1 + 4 exp(2r))2

1 + 4 exp(2r)

4 exp(r)
=

4 exp(r)

1 + 4 exp(2r)
= sen(θ). (3.29)Usando a equação (3.29), temos

〈Ψr, Ψr〉H3 =
1 − 2sen2(θ) + sen2(θ)

sen2(θ)
=

1 − sen2(θ)

sen2(θ)
=

cos2(θ)

sen2(θ)
.Fazendo a mudança de 
oordenadas

{

r̃ = r̃(r),
t̃ = ttemos, Ψ̃(r̃, t̃) = Ψ(r(r̃), t) e portanto

Ψ̃r̃ = Ψr
∂r

∂r̃
, Ψ̃t̃ = Ψt.Assim,

〈

Ψ̃r̃, Ψ̃r̃

〉

=

(

∂r

∂r̃

)2

〈Ψr, Ψr〉 ,72



Capítulo 3. Representação Conforme
〈

Ψ̃r̃, Ψ̃t̃

〉

= 0e
〈

Ψ̃t̃, Ψ̃t̃

〉

= 〈Ψt, Ψt〉 .A �m de obtermos uma 
oordenada isotérmi
a, fazemos 〈Ψ̃r̃, Ψ̃r̃

〉

=
〈

Ψ̃t̃, Ψ̃t̃

〉. Assim,
(

∂r

∂r̃

)2

=
〈Ψt, Ψt〉
〈Ψr, Ψr〉

=
1

sen2(θ)

sen2(θ)

cos2(θ)
=

1

cos2(θ)
.Logo,

(

∂r

∂r̃

)

=
1

cos(θ)
,o que impli
a em

(

∂r̃

∂r

)

= cos(θ). (3.30)Es
olhendo r̃(r) tal que a equação (3.30) seja satisfeita, a métri
a �
a determinadapor
ds2 = 〈dΨ, dΨ〉 = λ(r̃)(dr̃2 + dt̃2), (3.31)onde λ(r̃) =

1

sen2(θ)
.Como Ψ é uma imersão plana então a 
urvatura K, que é dada por

K = − 1

2λ(r̃))
∆ ln(λ(r̃)),ver [4℄ p. 237, é nula.Portanto ∆ ln(λ(r̃)) = 0. Sabemos que ln(λ(r̃)) so depende de r̃. Logo,

[ln(λ(r̃))]r̃r̃ = 0donde,
ln(λ(r̃)) = αr̃ + β, (3.32)onde α e β são 
onstantes reais.Por uma translação podemos 
onsiderar β = 0 e por uma dilatação podemos 
onsiderar

α = −2.Logo, usando o valor de λ,
r̃ = −1

2
ln(λ(r̃)) = −1

2
ln(sen−2(θ)).73



Capítulo 3. Representação ConformeAssim, derivando a equação anterior e utilizando a equação (3.29), temos
∂r̃

∂r
=

1

sen(θ)
cos(θ)θr = cos(θ)tendo uma 
ompatibilidade 
om a equação (3.30).Agora 
omo ∆ ln(λ(r̃)) = 0 então ln(λ(r̃)) é parte real de uma função holomorfa,digamos h : C → C. Assim [Re(h)]r̃ = [Im(h)]t̃, usando a equação (3.32), obtemos

Im(h) = −2t̃ + 
onstante.Novamente por uma translação, podemos 
onsiderar
Im(h) = −2t̃e portanto

h(r̃, t̃) = −2(r̃ + it̃).Considere ξ = r̃ + it̃ e a função Φ : C → C de�nida por
Φ(ξ) =

∫ ξ

ξ0

exp(h(z)/2)dz =

∫ ξ

ξ0

exp(−z)dz = − exp(−ξ) + exp(−ξ0).Assim, usando a equação (3.32)
|Φ′(ξ)|2 = |exp(−ξ)|2 = (exp(−r̃))2 = exp(−2r̃) = λ(r̃).Devido a equação (3.31), obtemos

dx2 + dy2 = |dΦ(ξ)|2 = |Φ′(ξ)|2 |dξ|2 = λ(r̃)(dr̃2 + dt̃2) = ds2,onde x + iy = Φ(ξ) = − exp(−2ξ). Esta é uma 
oordenada isotérmi
a para a imersãoplana Ψ.Vamos 
al
ular os 
oe�
ientes da segunda forma fundamental hiperbóli
a nas 
oorde-nas x e y en
ontradas a
ima. Devido a formula (3.11), ne
essitamos da matriz mudançade base das 
oordenadas r e t para x e y, dos 
oe�
ientes da primeira e segunda formaseu
lidianas nas 
oordenadas x e y e da ter
eira 
oordenada do vetor normal.A matriz mudança de base das 
oordenadas r e t para x e y é a matriz inversa damatriz mudaça de base das 
oordenadas x e y para r e t.74



Capítulo 3. Representação ConformeComo
x + iy = Φ(ξ) = − exp(−1

2
ln(λ(r̃)) − it) = − 1

sen(θ)
(cost − isent),logo

x = − 1

sen(θ)
cos(t) e y =

1

sen(θ)
sen(t) (3.33)utilizando a equação (3.33), temos





xr xt

yr yt



 =











1

sen2(θ)
cos(θ)θrcos(t)

1

sen(θ)
sen(t)

− 1

sen2(θ)
cos(θ)θrsen(t)

1

sen(θ)
cos(t)









usando a equação (3.29), o determinate da matriz a
ima é
det





xr xt

yr yt



 =
cos(θ)

sen2(θ)
cos2(t) +

cos(θ)

sen2(θ)
sen2(t) =

cos(θ)

sen2(θ)e assim,




rx ry

tx ty



 =
sen2(θ)

cos(θ)













cos(t)

sen(θ)
− sen(t)

sen(θ)

cos(θ)

sen(θ)
sen(t)

cos(θ)

sen(θ)
cos(t)













=









sen(θ)

cos(θ)
cos(t) −sen(θ)

cos(θ)
sen(t)

sen(θ)sen(t) sen(θ)cos(t)









.Devido as equações (3.28) e (3.29), obtemos
Ψrr = (−(cos(θ)θ2

r + θrrsen(θ)), 0,−sen(θ)θ2
r + cos(θ)θrr)

= (−2cos(θ)sen2(θ), 0,−sen3(θ) + cos2(θ)sen(θ)),

Ψrt = (0, 0, 0),

Ψtt = (0, 0, 0)
e

N =
Ψx ∧ Ψy

‖Ψx ∧ Ψy‖R3

=
Ψr ∧ Ψt

‖Ψr ∧ Ψt‖R3

=
(−cos(θ)sen(θ), 0, cos2(θ))

cos(θ)
= (−sen(θ), 0, cos(θ)).Portanto, usando as equações a
ima, a segunda forma eu
lidiana nas 
oordenadas x e75



Capítulo 3. Representação Conforme
y é dada por

g11 = 〈Ψxx, N〉
R3 = 〈(Ψrrx + Ψttx)x, N〉

R3

= 〈(Ψrrrx + Ψrttx)rx + Ψrrxx + (Ψtttx + Ψtrrx)tx + Ψttxx, N〉
R3

= 〈Ψrr, N〉
R3 r2

x

= [2cos(θ)sen3(θ) − sen3(θ)cos(θ) + cos3(θ)sen(θ)] r2
x

= sen(θ)cos(θ)
sen2(θ)

cos2(θ)
cos2(t)

=
sen3(θ)

cos(θ)
cos2(t),

g12 = 〈Ψxy, N〉
R3 = 〈Ψrr, N〉

R3 rxry

= −sen(θ)cos(θ)
sen2(θ)

cos2(θ)
sen(t)cos(t)

= −sen3(θ)

cos(θ)
sen(t)cos(t)e

g22 = 〈Ψrr, N〉
R3 r2

y

= sen(θ)cos(θ)
sen2(θ)

cos2(θ)
sen2(t)

=
sen3(θ)

cos(θ)
sen2(t).Assim, utilizando a equação (3.11), a segunda forma hiperbóli
a nas 
oordenadas x e

y é dada por
h11 =

g11

sen(θ)
+ cos(θ) =

sen2(θ)

cos(θ)
cos2(t) + cos(θ),

h12 =
g12

sen(θ)
= −sen2(θ)

cos(θ)
cos(t)sen(t),

h22 =
g22

sen(θ)
+ cos(θ) =

sen2(θ)

cos(θ)
sen2(t) + cos(θ).
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Capítulo 3. Representação ConformeObservando a equação (3.33), podemos 
on
luir que:














sen2(θ) =
1

x2 + y2
, cos(θ) =

√

1 − 1

x2 + y2
, cos(t)sen(t) = − xy

x2 + y2
,

cos2(t) =
x2

x2 + y2
, sen2(t)

y2

x2 + y2
.

(3.34)Utilizando as equações (3.34), podemos es
rever os 
oe�
ientes da segunda formahiperbóli
a nas 
oordenadas x e y 
omo
h11 =

1

x2 + y2

1
√

1 − 1

x2 + y2

x2

x2 + y2
+

√

1 − 1

x2 + y2
=

[(√

1 − 1

x2 + y2

)

x

]

x

,

h12 = − 1

x2 + y2

1
√

1 − 1

x2 + y2

(−xy)

x2 + y2
=

[(√

1 − 1

x2 + y2

)

x

]

y

=

[(√

1 − 1

x2 + y2

)

y

]

x

,

h22 =
1

x2 + y2

1
√

1 − 1

x2 + y2

y2

x2 + y2
+

√

1 − 1

x2 + y2
=

[(√

1 − 1

x2 + y2

)

y

]

y

.Pelo Lema de Poin
aré, sabemos que existe uma função φ : R2 → R tal que
φxx = h11, φxy = h12 e φyy = h22,
omo visto na demonstração do Lema 2.2.Logo,

φx =

(
√

1 − 1

x2 + y2

)

x, φy =

(
√

1 − 1

x2 + y2

)

y.Devido ao Lema 2.3, temos
z = (1 +

(
√

1 − 1

x2 + y2

)

)(x + iy)é um parametro 
onforme para a segunda forma hiperbóli
a.Usando o teorema 3.1, a função f : C → C dada por
f(z) =

φyy − φxx + 2iφxy

2 + φxx + φyyé uma função holomorfa. 77



Capítulo 3. Representação ConformeObservando que
φyy − φxx + 2iφxy = h22 − h11 + 2ih12

=
sen2(θ)

cos(θ)
[sen2(t) − cos2(t) − 2isen(t)cos(t)]

= −sen2(θ)

cos(θ)
[−sen2(t) + cos2(t) + 2isen(t)cos(t)]

= −sen2(θ)

cos(θ)
exp(2it)e

2 + φxx + φyy = 2 + h11 + h22

= 2 + 2cos(θ) +
sen2(θ)

cos(θ)
[sen2(t) + cos2(t)]

= 2(1 + cos(θ)) +
sen2(θ)

cos(θ)
=

2 [cos(θ) + cos2(θ)] + sen2(θ)

cos(θ)

=
[1 + cos(θ)]2

cos(θ)
,obtemos

f(z) = − −sen2(θ)

[1 + cos(θ)]2
exp(2it).Como

z = [1 + cos(θ)] ζ, ζ = x + iye
sen2(θ) =

1

x2 + y2
=

1

|ζ |2logo,
|z|2 = [1 + cos(θ)]2 |ζ |2substituindo em f , temos

f(z) = − 1

|ζ |2
|ζ |2

|z|2
[exp(it)]2 = − 1

|z|2
[exp(it)]2 .Observando a equação (3.33), obtemos

exp(it) = cos(t) + isen(t) = −xsen(θ) + iysen(θ) = −sen(θ)(x − iy) = −sen(θ)ζ̄ ,78



Capítulo 3. Representação Conformeusando as equações (3.34) e a de�nição de ζ , temos
[exp(it)]2 = sen2(θ)ζ̄2 =

1

|ζ |2
ζ̄2.Substituindo a equação a
ima em f , obtemos

f(z) = − 1

|z|2
ζ̄2

|ζ |2
.Como

z̄2

|z|2
=

[1 + cos(θ)]2 ζ̄2

[1 + cos(θ)]2 |ζ |2
=

ζ̄2

|ζ |2a função f se reduz à
f(z) = − 1

|z|2
z̄2

|z|2
= − 1

|z|2
z̄2

|z|2
z2

z2
= − 1

z2e os dados de Weierstrass, para a imersão Ψ são (− 1
z2 ,

1
2
dz), 
om o domínio dado por

|f(z)| < 1.Considere a equação
Xzz +

1

4z2
X = 0. (3.35)Fazendo X = zn, n ∈ R, obtemos a equação 
ara
terísti
a

n(n − 1) +
1

4
= 0,
uja solução é n = 1

2
.Assim, X1 = z1/2 é uma solução para a equação (3.35), usando variação de parametros,obtemos X2 = z1/2 ln z uma solução L.I. 
om X1.Tome C = 1√

2
z1/2 e D = 1√

2
z1/2 ln z, então

CDz − DCz =
1√
2
z1/2 1√

2

(

1

2
z−1/2 ln z +

1

z
z1/2

)

− 1√
2
z1/2 ln(z)

1√
2

1

2
z−1/2 =

1

2
.Pela proposição 3.1,

g =
1√
2





z1/2 z−1/2

z1/2 ln(z) z−1/2(ln(z) + 2)




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Capítulo 3. Representação Conformeé uma imersão plana asso
iada aos dados de Weierstrass (− 1
z2 ,

1
2
dz
) e a 
orrespondentesuperfí
ie plana é, a menos de isometria,

Ψ = gg∗ =
1√
2





z1/2 z−1/2

z1/2 ln(z) z−1/2(ln(z) + 2)





1√
2





z1/2 z1/2 ln(z)

z−1/2 z−1/2(ln(z) + 2)





=
1

2





|z| + |z|−1 |z| ln(z) + |z|−1 (ln(z) + 2)

|z| ln(z) + |z|−1 (ln(z) + 2) |z| |ln(z)|2 + |z|−1 |ln(z) + 2|2



 .Passando Ψ para o modelo do semi-espaço superior, temos
Ψ =

(

|z| ln(z) + |z|−1 (ln(z) + 2)

|z| + |z|−1 ,
2

|z| + |z|−1

)

=

(

ln(z) +
2 |z|−1

|z| + |z|−1 ,
2

|z| + |z|−1

)onde a primeira 
oordenada é a plana e a segunda é a altura.Como ln(z) = ln |z| + arg(z) e usando 
oordenadas polares, z = r exp(iθ), obtemos
Ψ =

(

ln(r) +
2

r2 + 1
,− arg(z),

2r

r2 + 1

)

.A superfí
ie a
ima tem singularidades, a reta (1,− arg(z), 1). Estas singularidadessão obtidas quando |f(z)| = 1, ou seja, o 
ír
ulo unitário. O arg(z) tem in�nitamentemuitos valores o qual diferem de (−π, π) por um multiplo de 2π. Uma visualização paraa superfí
ie é dada na �gura abaixo:
1

1.2
1.4

1.6
1.8

2
2.2

2.4
2.6

–3

–2

–1

0

1

2

3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 3.9: arg(z) variando de −π a π80



Capítulo 3. Representação ConformeUsando a representação 
onforme, teorema 3.1, daremos una nova prova do teoremade 
lassi�
ação das superfí
ies planas 
ompletas no H3, a primeira foi obtida por Volkov-Vladimirova e Sasaki, ver [12℄.Teorema 3.3. Sejam M uma superfí
ie simplesmente 
onexa e Ψ : M → H3 uma imersãoplana e 
ompleta então Ψ(M) ou é uma horoesfera ou um 
onjunto de pontos à umadistân
ia �xa de uma geodési
a.Demonstração. Pelo teorema de uniformização de superfí
ies simplesmente 
onexas,ver [2℄, e usando a estutura determinada pela segunda forma fundamental, M é 
onformeou ao dis
o unitário ou ao plano 
omplexo.Se (f, ω) são os dados de Weierstrass asso
idado a imersão, então do teorema 3.1 partei.d), temos
ds2 = fω2 + f̄ ω̄2 + (1 + |f |2) |ω|2 ≤ |f | |ω|2 +

∣

∣f̄
∣

∣ |ω̄|2 +
∣

∣(1 + |f |2)
∣

∣ |ω|2e ainda de i.a), obtemos
ds2 ≤ 4 |ω|2 (3.36)e 
omo |ω| 6= 0, M não é 
onforme ao dis
o unitário, 
aso 
ontrário existiria um 
aminhodivergente γ em M tal que
∫

γ

2 |ω| < ∞,ver Lema 8.5 p. 67 em [12℄, e devido a equação (3.36) teriamos
∫

γ

ds < ∞.Contradizendo que γ é um 
aminho divergente. Assim M deve ser 
onforme ao plano
omplexo.Como f é limitada e M 
onforme ao plano 
omplexo, usando o teorema de Liouville,
f é 
onstante. E ainda da equação (3.36) obtemos

ds2

|ω|2
=

fω2 + f̄ ω̄2(1 + |f |2) |ω|2

|ω|2
≤ 4assim, podemos es
rever a representação de Weierstrass da forma (c, dξ) onde c é uma
onstante e ξ ∈ C. Usando o exemplo 3.1 itens i) e ii), podemos 
on
luir que se c = 0então M é uma horoesfera e se c 6= 0 M é um 
onjunto de pontos à uma distân
ia �xa deuma geodési
a. 81
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