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Resumo

O objetivo deste trabalho é provar com base no artigo de Thomas E. Cecil,
que se f: M — R3 é uma imersao taut de uma superficie nao compacta e conexa,

entdo f(M) é um hiperplano ou uma ciclide de Dupin completa.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é provar com base no artigo [5| de Thomas E. Cecil,
que se f: M — R3 é uma imersao taut de uma superficie nao compacta e conexa,

entdo f(M) é um hiperplano ou uma ciclide de Dupin completa.

As imersoes taut de superficies compactas em R”™ ja sao todas conhecidas pelo
trabalho de Kuiper [9] e Banchoff [1]. Em particular, Banchoff mostrou que se n = 3,

f(M) é uma esfera euclideana ou uma ciclide de Dupin.

Combinando este resultado com o obtido para superficies nao compactas con-
cluimos que se f : M — R? é uma imersao taut de uma superficie conexa, entao

f(M) é totalmente umbilica ou uma ciclide de Dupin completa.

Observamos que o resultado de Banchoff foi generalizado em [12] por Nomizu e
Rodrigues que mostraram que uma imersao taut de uma m-esfera em R" deve ser,
de fato, uma esfera euclideana S™ C R™™! C R™. Diversas outras generalizacoes

foram obtidas por Carter e West [2].

Por outro lado, Carter e West 2] provaram que se f : M — R” é uma imersao
taut de uma superficie ndo compacta, entdao f(M) C R* C R". Se f(M) nao esta
totalmente contida em R3 entdo f(M) = P(V), onde V ¢ a superficie de Veronese
[9] em S* e P é a projecao estereografica de S* em R?* com respeito a um ponto de
V.

Assim o estudo das possiveis imersoes taut f : M — R”, onde M é nao com-
pacta, foi reduzido ao estudo de todas as imersoes taut de M em R3. Tais imersoes

sao o tema deste trabalho.

O conceito de imersoes taut envolve as fungoes distancia dos pontos de f(M) a

um ponto p de R".

Seja f : M — R™ uma imersao suave de uma superficie M diferenciavel em R".



Para p € R", x € M, a fungdao L, : M — R ¢ definida por L,(z) = d(f(z),p)?,
onde d é a distancia euclideana em R™. A imersao f é dita propria se a imagem
inversa sob f de qualquer subconjunto compacto de R™ é compacto. Segundo Carter
e West [2] imersao ¢é dita taut, se f é propria e toda fungdo de Morse L, , p € R™,

tem um ntmero minimo de pontos criticos requerido pelas desigualdades de Morse
[10].

A definicao precisa de imersao taut serda dada no Capitulo 1, onde vamos incluir
também a nocao de ponto focal. Tais pontos serao caracterizados em termos dos

pontos criticos das fungoes L,,.

As ciclides de Dupin serao definidas no Capitulo 2 como superficies que sao
o envelope de duas familias a 1-parametro de esferas (incluindo os planos como
esferas degeneradas). Tais superficies serao localmente e globalmente caracterizadas
em termos das curvaturas principais, de suas linhas de curvatura e também por suas

superficies focais. O resultado principal seré provado no capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos definir os conceitos de pontos focais, grupos de homologia e
obter alguns resultados sobre os mesmos, para entendermos o que venha a ser uma

imersao taut.

Primeiro vamos definir o que é ponto critico, ponto critico nao degenerado e uma

aplicagao de Morse.

Definigao 1.1 . Seja M uma variedade diferenciavel de dimencao m e considere
f M — R uma fungao diferenciavel. Um ponto ¢ € M ¢é dito ponto critico de f

se a aplicagao induzida df, : T,M — TR & zero.

Escolhendo um sistema de coordenadas locais (uq, ug, ..., u,) numa vizinhanca U

de ¢, isto significa que 2L (q) = 2L(q) = ... = 2L (¢) = 0. O ntmero real f(q) é

ouq Ous Oum
chamado wvalor critico de f.
Seja M ={x € M; f(x) < a}. Se a nao ¢é valor critico de f entdo, pelo Teorema
da fungao implicita, M é uma variedade com fronteira. A fronteira f~!(a) é uma
subvariedade de M.

Definicao 1.2 . Um ponto ¢ € M ¢é dito ponto critico nao degenerado se a matriz

<8226J;j (q)) ¢ nao singular.

O fato de ¢ ser nao degenerado, nao depende do sistema de coordenadas.

Se f : M — R ¢é diferenciavel, noés definimos o funcional bilinear simétrico

Hessf em T, M, chamado Hessiana de f em g. No sistema de coordenadas locais

4



Hessf(q) é representada pela matriz < 0 (q)> com respeito a base {i|q}7 i=

Ou;0uj
1,2,...,m.

Definicao 1.3 .O indice de um funcional bilinear H num espaco V é definido como
sendo a dimensao maxima de um subespaco de V onde H é negativa definida. A
nulidade de H ¢ a dimensao do subespago de V' formado pelos elementos v € V' tal
que H(v,w) = 0, para qualquer w € V. Tal subespago é chamado espaco nulo de
H.

Assim o ponto critico é nao degenerado se, e somente se, Hessf(q) em T, M tem
nulidade igual a zero. Nos referimos ao indice de Hessf(q) em T,M apenas como o

indice de f em q.

Definigao 1.4 . Seja f : U C M — MJ*, n > m, uma aplicacao diferenciavel
de um aberto U do M{* . Um ponto ¢ € U é um ponto critico de f se a diferencial

dfy : TyM, — T, M, nao é sobrejetora.

A Definigao 1.1 é um caso particular da defini¢ao acima, se m = 1, df,, ser nao

sobrejetora equivale a dizer que df, ¢ nula.

Definicao 1.5 . Uma aplicagao f : U C R* — R™ ¢ dita aplicagcdo de Morse se

seus pontos criticos sao todos nao degenerados.

1.1 Pontos focais

Seja M uma variedade de dimensao m < n, diferenciavel, imersa em R". Seja
NM C M x R"™ o fibrado normal definido por

NM ={(q,v); ¢ € M,v € R*, v L T,M}. (1.1)

NM é uma variedade de dimensao n diferenciével contida em M x R* C R?".

Seja ' : NM — R™ a aplicacao dada por

E(q,v) =q+v. (1.2)



Definicao 1.6 . Um ponto p € R" é dito ponto focal de M em g com multiplicidade
i quando p = ¢ + v, onde (q,v) € NM e o Jacobiano de F tem nulidade > 0 em
(¢,v). O ponto p é chamado ponto focal de M se p é ponto focal de M em ¢ para
algum ¢ € M.

Vamos usar o seguinte teorema de Sard, cuja demonstracao pode ser vista em
[[6], p. 10].

Teorema 1.7 (Teorema de Sard). Se M, e M,y sao variedades diferencidveis
tendo uma base enumerdvel, de mesma dimensao, e f : My, — My é C', entdo a

mmagem do conjunto de pontos criticos tem medida nula em Ms.

Corolario 1.8 . Se M ¢ uma variedade diferencidvel de dimensdao m imersa em

R"™, m < n, entao para quase todo p € R"™, o ponto p nao € ponto focal de M.

Demonstragao. Seja NM o fibrado normal definido por (1.1). O ponto p é ponto
focal de M se, e somente se, p esta na imagem inversa do conjunto de pontos criticos
de F: NM — R"™. De fato, p é ponto focal com multiplicidade u se, e somente se,
p=q-+v, (q,v) € NM e o Jacobiano de F em (g, v) é singular, o que é equivalente

a dizer que (g, v) é ponto critico de E.

Logo, pelo Teorema de Sard, temos que o conjunto de pontos focais tem medida

nula. n

Para entendermos melhor o conceito de ponto focal, é conveniente introduzir a
segunda forma fundamental de uma variedade contida no espago Euclidiano. Para

isto vamos utilizar um sistema de coordenadas locais.

Sejam uq, U, ..., U, as coordenadas para uma regiao de uma variedade M C R"
de dimensao m. Entao a aplicagao inclusao de M em R™ determina n fungoes

diferenciaveis

1wy ooy )y ooy fro(Ury ooy )

Para simplificar denotaremos estas fungoes por f(uy, ..., u,,) onde f = (fi, ..., fn).

A primeira forma fundamental associada a este sistema de coordenadas é definido



pela matriz simétrica de funcoes tomando valores reais,

_[of of
9is = 8ui’8uj

onde ( ,) denota o produto interno euclidiano em R".

8 f
Ou;Ou

um ponto de M pode ser expresso como uma soma de vetores tangentes a M e um

A segunda forma fundamental é definida da seguinte forma, o vetor

em

. 2
vetor normal a M. Definimos (I;;) como sendo a componente normal de 63 afu - .
10Uj

Dado algum vetor unitério v normal a M em ¢ € M a matriz

82 f
= i 1<4,7<
<U7 aulau‘]> </U7 ll]> ) — 27] — m7

pode ser chamada de segunda forma fundamental de M em ¢ na diregao v.

Para simplificar, vamos supor que as coordenadas foram escolhidas de modo que
gi;, avaliada em M em ¢ é a matriz identidade. Entdo os autovalores da matriz (v, l;;)
sao chamados de curvaturas principais Ay, ..., A, de M em q na direcao normal v. O
inverso \;° ! de uma curvatura principal é chamado de raio de curvatura principal. No
caso em que a matriz (v, l;;) é singular, existe \; nulo. Neste caso seu correspondente

ralo nao estara definido.

Agora considere a reta normal [ consistindo de todo ¢ + tv, onde v é um vetor

unitério fixo ortogonal a M em gq.

Lema 1.9 . Os pontos focais de M em q ao longo da reta normall sao precisamente
0s pontos q—l—%v, ondel < i< m, \; #0. Assim existem no mdximo m pontos focais

de M em q ao longo da reta normal [, cada ponto contado com sua multiplicidade.

Demonstracgao. Escolha n —m campos de vetores ortonormais

W1 (U eeey U)oy Wi (U oy Uy,

definidos em uma vizinhanga de ¢ na variedade M tal que wy,...w,_,, sejam orto-

gonais a M. Seja (uq, ..., Un, t1,...tn,—m) coordenadas correspondentes ao ponto

<f(u1, ey Uy, Z towe (ug, ...,um)) e NM.
a=1



Entao a funcao £ : NM — R" faz a seguinte correspondéncia

E(u, ooyt tyy oy tnem) = f(Ur,y ooy ) + Z taWea (U, .oy Up),
a=1

cujas derivadas parciais sao

oL _ 91 +T§ta%

— 1< <m
8u2~ 8uz =) Guz ’ ’
oF
— = wg, m+1<p<n.
Otg
Considerando o produto interno destes n vetores com os vetores linearmente inde-
pendentes 68—51, e ai_];’ Wint1, -, Wy, Obtemos uma matriz n X n cujo posto € igual ao

posto do Jacobiano de E em cada ponto correspondente. Esta matriz tem a seguinte

af of dws Of dwe
<8ul78_uj>+zata<alzl’%> Zatoé<81:i,7wﬁ>

0 Id

forma

Assim o posto é igual ao posto do bloco superior a esquerda. Usando a identidade

o= D[ DN 0w OFN [ 2
N 8’&1 & ale N 8u1 ’ 8uj & 8u18uj ’

temos que o tal bloco é justamente a matriz

9ij —Zta (Wa, li), 1 <4, <m

Assim, ¢ + tv é ponto focal de M em ¢ com multiplicidade p se, e somente se, a

matriz
9ij — t (v, liz) (1.3)

é singular, com nulidade p. De fato, ¢ + tv é ponto focal de M em ¢ se, e somente
se, x estd na imagem do conjunto de pontos criticos de F, isto é, p = q + tv onde
(q,tv) é ponto critico de E, ou seja, o jacobiano de E' é singular, isto é, a nulidade
> 0.

Agora suponha que g¢;; é a matriz identidade em ¢. Entao (1.3) é singular se, e

1

somente se, 3 ¢ auto valor da matriz (v,l;;). Além disso a multiplicidade u ¢ igual

a multiplicidade de % como autovalor. "



Agora, fixado p € R e M™ C R", vamos estudar a fungao

L,:M —R
onde
Lp(f(ula"'auﬂ’L)) = ||f(U1,,U,m)—p||2
= (f—-p,f—p).
Como gﬁp = < Bu; f— p> temos que L, tem um ponto critico em ¢ se, e somente

se, ¢ — p é normal a M em q.

A segunda derivada parcial de L, ¢ dada por

PL, . /of of of
auié?uj_2<8ui’8_uj>+2<8uﬁ T p>

Considerando p = f + tv, temos

0°L,
8u18uj

=2 (gij —1 <leij>>

Lema 1.10 O ponto q € M ¢ ponto critico degenerado de L, se, e somente se, p €
ponto focal de M em q. A nulidade de q como ponto critico € igual a multiplicidade

de p como ponto focal.

Demonstragao. ¢ é ponto Critico degenerado de L, com nulidade u se, e somente se,
g — p é perpendicular a M e a au = 2(g;; — t (v,1;;)) é singular o que é equivalente

a ¢ + tv ser ponto focal de L, com multiplicidade p, concluindo a demonstragao. m

Teorema 1.11 Para quase todo p € R", a fun¢ao L, : M — R nao tem pontos

criticos degenerados, isto €, L, ¢ uma funcao de Morse.

Demonstracao. Pelo Lema 1.10, ¢ é ponto critico degenerado se, e somente se,
p é ponto focal, mas pelo Corolario 1.8, para quase todo p, p nao é ponto focal,

concluindo assim a demonstracao. "
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Lema 1.12 (Teorema do Indice para L,). O indice de L, em um ponto critico
nao degenerado q € M € igual ao niumero de pontos focais de M em q que estao no

segmento de reta que liga q a p, cada ponto focal contado com sua multiplicidade.

Demonstragao. Seja p = ¢ + tv, onde v é normal a M em ¢, um ponto focal de
M. O indice da matriz
Plo a(gs —to.l)
= 2(Gij — UV, b5
auiauj Fis J

¢ igual ao nimero de autovalores negativos. Supondo que g;; ¢ a matriz identidade

em ¢, os autovalores negativos sao 1 — tA;, tal que, |\;| > 1.

Pelo Lema 1.9, isto é equivalente a dizer que, o indice é igual ao nimero de
pontos focais de M em ¢q, ¢+ %v, que estao no segmento de reta que liga ¢ a p, cada

ponto focal contado com sua multiplicidade. "

Uma consequéncia importante dos fatos demonstrados acima é a seguinte pro-

posicao provada por Carter e West em |[2].

Proposicao 1.13 Seja f : M — R"™ uma imersao e U C M um subconjunto
aberto. Para p € R", suponha que L, tenha um ponto critico nao degenerado q € U
de indice p. Entao existe uma vizinhanga V de p em R" tal que se p € V' entao L;

tem um ponto critico nao degenerado em U de indice L.

Demonstragao. Pelo Lema 1.10 sabemos que ¢ é ponto critico nao degenerado de

L, se, e somente se, p nao ¢ ponto focal de M em g.

Consideremos v = p— f(q), temos que (g,v) € NM nao é ponto critico da fungao
E definida por (1.2). Como o conjunto de pontos criticos de £ ¢ fechado, existe uma
vizinhanga A de (¢,v) em NM que ndo contém pontos criticos. Logo, a diferencial
de F em A é nao singular, portanto, pelo teorema da funcdo inversa, F|4 é um

difeomorfismo.
Seja V = E(A), entaose p € V, p = E(y,p— f(y)) para um unico y € U. Assim,
y € o nico ponto critico de Lz em U.

Se nos ligarmos (y,p — f(y)) a (¢,v) por um arco em A, nés podemos ver que

como este passa por nenhum ponto critico, o indice deve ser constante. (]
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1.2 Nocgoes de grupos de homologia

Agora vamos definir o que é um grupo de homologia. Para melhor entendimento,
vamos dar primeiro uma definicao abstrata para depois definirmos o que venha a
ser um grupo de homologia em uma variedade. Para maiores detalhes sobre este

assunto, veja [10].

Definicao 1.14 . Seja G um grupo e X um subgrupo de GG. G é dito um grupo
livre com base X se, para todo grupo G e toda aplicacdo g : G — @, existe um

tinico homomorfismo ¢ : G — G, tal que () = g(z), para todo = € X.

Seja K uma colecao de elementos o¢ distintos, chamados g-células, ¢ € Z, onde
q > 0, é chamado dimensdo das células. As células de dimensao g sao como gera-
dores sobre um corpo arbitrario F' de um espaco vetorial denotado por C, (K, F).
Esses geradores sao supostos livres em que cada subconjunto finito de células ¢? de
mesma dimensao ¢é suposto livre. Para nos o corpo F' seré fixo, a menos que haja a
necessidade de uma escolha do corpo F. No6s denotamos C, (K, F') por C,(K). Ele-
mentos em C,(K) sdo chamados ¢-cadeias de K. Para ¢ < 0, C,(K) ¢ o elemento

nulo.
Para cada inteiro ¢ > 0 é dado um homomorfismo linear

9 : Cy(K) — Cyr(K) (14)

denotado mais explicitamente por d,. Requer-se que

Oy-1(9,(x)) = 0. (15)

A relagao (1.5) se escreve na forma 9(9(z)) = 0 e a cole¢ao de condigoes (1.5) é

denotada como a condicao 00 = 0.

Se ¢ & uma 0-célula, do é o elemento nulo em C_;(K).

O nucleo de 9, : Cy(K) — C,—1(K) é chamado o grupo de q-ciclos e ¢ denotado
por Z,(K). A imagem de 0,41 : Cy1(K) — Cy(K) é chamado o grupo de g-
fronteiras e é denotado por B,(K). Pela condi¢do (1.5) cada fronteira de uma

(g + 1)-cadeia ¢ automaticamente um g-ciclo, isto €, a B,(K) C Z,(K).
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Definicao 1.15 O grupo quociente H,(K) = % é um espago vetorial sobre K e

¢ chamado de ¢-grupo de homologia de K. Para q < 0, H,(K) é trivial.

Definicao 1.16 Se o grupo de homologia H,(K) tem dimensao finita, esta dimensao
é chamada de ¢-nimero de Betti by,(K) de K. Se a dimensao de H,(K) nao ¢é finita,
diz-se que b,(K) = oo.

A definigao acima ¢ uma definigao abstrata. Vamos, a seguir, construir o grupo

de homologia sobre um espac¢o de Hausdorff.

Definicao 1.17 Sejam
22t 279> 0 (1.6)

g + 1 pontos em R" com g < n. Se estes pontos nao estdo em um (¢ — 1)-plano, o

conjunto dos x € R™ com representacao vetorial

z = o’ + at + .+ g, (1.7)

onde os parametros fi, ..., [t; 20 sujeitos as condicoes

po+ i+ ..o Fpg=1,0<p <1, (1.8)

¢ chamado de simplexo geométrico a? com vértices (1.6).

O simplexo a? independe da ordem em que seus "vértices"(1.6) sdo dados, e deve

ser distinguido de um simplexo ordenado que seréa definido adiante.

Qualquer subconjunto de r 4+ 1 vértices distintos de a?, 0 < r < ¢, determina um
r-simplexo geométrico, chamado de r-face de a?. Se v é um inteiro qualquer com
0<v<qgese

2 8Y L (1.9)

denota o subconjunto de vértices (1.6) com zV excluido, o simplexo geométrico com

vértices (1.9) é chamado de (¢ — 1)-face de a? oposta ao vértice x*.
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Definicao 1.18 Seja a?, ¢ > 0, um simplexo geométrico, com vértices p;. Se o0s
vértices foram ordenados da forma py < p; < ... < p,, entao a? é chamado um

q-stmplexo ordenado e denotado por s = pop;...p,-

No6s denominamos a? como portador de s e escrevemos |s| = a?. Quando ¢ = 0

temos s = |s| = pp. Quando ¢ > 0, o simplexo ordenado

s(1) = po...pi--pg, 0 <1 < g (1.10)

obtido retirando o vértice p; de s é chamado de i-face de s. O simbolo s(i) é usado

apenas para representar a i-face de s.

Definicao 1.19 Seja s um simplexo ordenado com vértices

Po<p1 <..<pg, 0<qg<n (1.11)

em R™ com sua ordem dada em s. Dizemos que o ponto x € |s| = a? da forma (1.7)
com parametros p condicionados a (1.8) tem coordenadas baricéntricas p relativas

a S.

Definigao 1.20 Seja x um espago de Hausdorff. Um g-simplexo singular, com
q > 0, em y é uma aplicagao continua 7 : s — y de um ¢-simplexo ordenado s em

X. Dois g-simplexos singulares, ¢ > 0,

s —x s —x (1.12)

sao ditos equivalentes, e escrevemos 7 = 7", se

7'(2") = 7"(2") (1.13)

sempre que =’ e x” sdo pontos de s’ e s” respectivamente, com as mesmas coordenadas

baricéntricas relativas a s’ e s”.
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A relagao 7 = 7" é reflexiva, simétrica e transitiva na classe de ¢-simplexos
singulares. Consequentemente, a classe de simplexos singulares em y é dividida em

classes de equivaléncias disjuntas.

Definicao 1.21 Dado um ¢-simplexo singular 7, a classe de equivaléncia que contém

T serd denotada por 7 é denominada g-célula singular.

Dado um g¢-simplexo singular 7 : s — x nés denominaremos o subconjunto
7(|s|) de x, por portador |7| de 7. Note que g-simplexos equivalentes de uma ¢-
célula 7 tem mesmos portadores, no6s denotaremos este conjunto comum por |7| ou

Il

O complero das q-células singulares com portadores em x serd denotado por
S(x)-

Para ¢ > 0, o espaco vetorial sobre F' gerado pelas g-células singulares de S(x)
sera denotado por Cy(S(x)). Para um inteiro negativo ¢, C,(S(x)) sera o elemento

nulo.

Definicao 1.22 Dado um ¢-simplexo singular 7 : s — x, ¢ > 0, nés introduzimos
o (¢ — 1)-simplexo
7 = Tlsty, 1 =0,...,q (1.14)

A fronteira algébricada g-célula singular 7 é a (¢ — 1)-cadeia

o1 = (1)1, em Cy_1(S(x)) (1.15)

Quando ¢ = 0, 97 deve ser a cadeia nula em C_;(S(x)).

Assim se 7/ = 7" entdo para cada 0 < i < ¢ temos

(o) = 7l (a") (1.16)

(2

onde z’ e x” sdo pontos de s'(i) e s”(i) com as mesmas coordenadas baricéntricas
relativas a s’ e s” e consequentemente relativas a §'(i) e s”(i) tal que 07, definido

por (1.15), é independente da escolha de 7 nesta classe de equivaléncia.
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A defini¢cao do operador
9: Cy(S(x) — Cg1(S(x)), ¢ =20 (1.17)

¢ dada pela extensao linear de 0 definido na g—célula singular 7 de S(y).

Nos devemos verificar o teorema classico:
Teorema 1.23 O operador fronteira que atua nas cadeias de S(x) € tal que 90 = 0.

Demonstracao. O teorema é trivial quando ¢ = 0 ou g = 1.
Suponha ¢ > 1 e, por hipotese de inducao, 90 = 0 nas (¢—1)—cadeias. Se a g—célula

7 é denotada por 7, de (1.15) temos

o1 = (—1)i{7|p0...ﬁi...pq}, qg>1

Desta forma

0% = > (—=D¥milpo..pi-iopa} + Y (=1 H7lpo- i prpg}. (118)

k<i k>i
Por virtude de (1.15) e pela defini¢ao de 0

0(07) = (—1)'07;, dim+ > 1. (1.19)

Se substituirmos um 97; do lado direito de (1.19) pela cadeia dada por (1.18),usando

a hipotese de inducao, o teorema segue. "

Seja ¢ uma fungao de Morse em uma variedade M tal que o conjunto

M,(¢) = {z € M/p(x) <7}

seja compacto para todo r € R. Entdo o grupo de homologia H,(S(M,(¢))) sobre o
corpo F' é o espaco vetorial Z,(S(M,(¢)))/B,(S(M.(¢))) sobre o corpo F.

O g—numero de Betti by(¢,r, F') de S(M,(¢)) ¢ a dimensao de H,(S(M,(¢)), F).
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Denotaremos H,(S(M,(¢)), F') por H,(M,(¢)) e nos referiremos a b,(¢, 7, F)
como o g—numero de Betti de M, (¢).

Vamos enunciar um teorema, conhecido como Desigualdade de Morse, e seu

corolario, mas omitiremos a demonstragao que pode ser encontrada em [[10], p.270].

Teorema 1.24 (Desigualdades de Morse) Sejam M wma variedade de dimensio n
e ¢ uma fungao de Morse em C°°(M). Suponha que para um valor regular r de ¢ o

subconjunto

M (¢) ={z € M/p(x) <7}
seja compacto. Entao
i) O qg—numero de Betti b, do complezo singular S(M,(¢)) € finito e by, = 0 para
q>n.
i) 3 uo(=1)%g = > _0_o(=1)%my, onde m, é o niimero de pontos criticos de ¢|u,(s)
de indice q.

iii) my > by, ¢ =0,1,...,n.

Corolario 1.25 O g—numero de Betti by, ¢ > n, de uma variedade nao compacta

M de dimensao n € zero.

1.3 Imersoes taut

Nesta se¢ao vamos definir as imersoes taut e enunciar alguns resultados que serao

utilizados nos proximos capitulos. Usaremos a seguinte notagao:

Seja ¢ é uma funcao de Morse em uma variedade M de dimensao n tal que o
conjunto M, (¢) seja compacto para todo r € R. Para cada r € R, seja

my(¢, ) - 0 nimero de pontos criticos de indice ¢ em M, (o).

E para um corpo arbitrario F' seja
by(¢, 7, F) = dimp(Hy(M,(¢); F)) - 0 g—ntmero de Betti de M, (¢)
By, 1) = supp {by(o, r, ') }.

Assim, as desigualdades de Morse sao

my(9,1) > B4(¢,7)

onder e Reqg=0,...,n.
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Definicao 1.26 Seja f uma imersao suave de M em R”, f é dita uma imersao
propria se a imagem inversa sob f de qualquer subconjunto compacto de R™ é

compacto.

Vamos dar a seguinte definicao segundo Carter e West, que é valida para varie-

dades compactas e nao compactas.

Definigao 1.27 Seja f : M — R” uma imersao de uma variedade diferenciavel,
[ ¢é dita taut se, para todo p € R", a func¢do L, : M — R definida por L,(z) =
| f(z) — p||* & degenerada ou satisfaz as seguintes condicoes:

i) L, é ndao-degenerada;

ii) M,(L,) é compacto para todo r € R, onde

M, (Ly) ={x € M; Ly(x) < r};

iii) Existe um corpo F' tal que para todo r € R e inteiro ¢, o nimero de pontos
criticos de L, com indice ¢ que esta em M,(L,), ¢ igual a dimp(H,(M,(L,); F)),
isto &, my(Ly, 1) = by(Ly, 7, F).

Se f é propria, entao M, (L,) é compacto para todo p € R” e r € R. De fato,

M, (L) = [ (Dy(r)),

onde D,(r) = {y € R"/ |[ly —p|* <7}.

Observagao 1.28 A definigao (1.27) implica que se a imersao for taut, ela deve ser
Propria.

De fato, pela Proposicao 1.11, para quase todo p € R", L, é nao degenerada.
Seja T" C R"™ compacto, entdo, existem p € R” e r € R tal que 7" C D,(r). Logo
fHT) € f~4(Dy(r)). Como f~*(D,(r)) é compacto, pois estamos supondo que f
¢ propria, e f1(T) ¢é fechado, pois f é continua, entao f~1(T).

Se dimM > 2, Kuiper [|9], p. 152|, provou que, pode nao existir um corpo F' tal
que
By(Lp, 1) = by(Lyp, 7, F) (1.20)

para toda funcao L,, todor € Re g € Z.
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Ja no caso em que dimM = 2, a equagado (1.20) é sempre satisfeita para o
corpo F' = Zs. Neste caso, podemos reformular a definicao de imersao taut para

superficies, da seguinte forma

Definicao 1.29 Seja M uma superficie de dimensao 2. Uma imersao f : M — R"

é dita taut, se f é propria e

mQ(L%T) = 6q<var)7 q= 07 17 2

para toda funcao de Morse L, e todo r € R.

Seja ¢ uma fungao de Morse em M tal que M, (¢) é compacta para todo r € R.
Kuiper [|9], p. 153] mostrou que

mg(¢,r) = by(p,1,Zs), q¢=0,1,2

para todo r € R se, e somente se, a aplicacao
Hy(M(9), Zs) — Hy(M,Zs), ¢=0,1,2
induzida pela inclusao M, (¢) C M, é injetiva para todo r € R.

Aplicando este resultado para imersoes taut temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 1.30 Seja f : M — R™ uma imersao propria. Entao f € taut se, e

somente se, para toda fungao de Morse L, e todo r € R, a aplicagdo
Hq<M7'<LP)7Z2) - Hq(M7 Z2)7 q= 07 17 2

induzida pela inclusio M,(L,) C M € injetora.

Vamos finalizar esta se¢cao com o seguinte resultado obtido por Carter e West
2], p. 708]

Proposicao 1.31 Seja f: M — R" uma tmersao taut, e seja p € R™ tal que L,
tenha um ponto critico em x € M. Suponha que nao existe pontos focais de M em x

no segmento de reta aberto ligando f(x) ap. Entao L,(x) < L,(y) para todoy € M.



Capitulo 2

Alguns resultados importantes

Neste capitulo, vamos definir os conceitos de ciclides de Dupin. Além disso, vamos

obter alguns resutados importantes para a demonstracao do teorema principal.

2.1 Ciclides de Dupin

Seja f : M — R3 uma imersao diferenciavel de uma superficie M diferenciavel e N
o vetor unitario normal a f(M) em f(z). Conforme vimos na Se¢do 1.1, um ponto
p € R? é chamado ponto focal de multiplicidade u se p = f(x) + %N, onde \ é uma
curvatura principal de M em x com multiplicidade . A colecao de todos os pontos
focais de M em x para todo x € M é chamada superficie focal de M. Em geral,
a superficie focal consiste de duas superficies (ou folhas) correspondentes as duas

curvaturas principais de M, A! e 2.

Nos dizemos que a folha da superficie focal correspondente a curvatura principal
A ¢ degenerada em x € M se \'(x) = 0 ou \'(x) # 0 e a folha correspondente a \°

nao ¢ uma superficie regular no ponto p = f(z) + 5 N.

Proposicao 2.1 Seja f: M — R3 uma imersao diferencidvel de uma superficie
M diferencidvel. As sequintes condigoes sao equivalentes sobre qualquer subconjunto
U aberto e conexo de M que nao contém pontos umbilicos:

a) As curvaturas principais sao constantes ao longo de suas correspondentes linhas
de curvatura,

b) Todas as linhas de curvatura sao parte de um circulo ou de uma reta;

c) Ambas as folhas da superficie focal sao degeneradas em cada ponto de U.

19
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Demonstracao. Vamos provar estas equivaléncias da seguinte forma:

(b) == (a) = ()

Dado um subconjunto aberto e conexo U de M sem pontos umbilicos e um ponto
arbitrario ¢ de U, existe uma parametrizacao X : V C R? — M de uma vizinhanca

U de q tal que as curvas coordenadas sao linhas de curvatura.

Parametrizacoes das superficies focais em termos de X, sao dadas por:

1
Y (u,v) = X(u,v) + mN(u, v)
‘ 1
Z(u,v) = X(u,v) + mN(Uﬂ)),
onde A\ e \? sdo as curvaturas principais e N(u,v) = éﬁﬁm é o vetor normal a M

no ponto X (u,v).

Mostraremos agora (a) = (b), de fato:

Como X (u,v) é uma parametrizac¢ao por linhas de curvatura temos que
Xyw =11, X, +T2,X, +eN,

Xuw =L X, + T X, (2.1)
Xy = T3, Xy +12,X, + gN.

Considerando o produto interno destas relagoes com X, e X, obtemos

1
Fh = Egn,u,
1
2 P —
11 292291171;7
rl,— - g (2.2)
12 2911 11,0, .
1
2 [
12 2922922,1”
1
F%z = _EQQQJM
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Sejam a(u) = X (u,vg) e B(v) = X(up,v) linhas de curvatura, entao
N, = -\'X,
N, = —\*X,

Seja a(s(u)) uma reparametrizagdo de a(u) pelo comprimento de arco definido

por s = f:; Vor1du

Assim, a curvatura k(s) de a(s) é dada por

k2 = ||
= [<&SS>2]T + [(&ss)z]N
k2 + k2,

onde k, e k, sdo a curvatura geodésica e a curvatura normal, respectivamente. Ao

longo de a temos

k= k24 (A% (2.3)

Mostraremos que k é constante, e depois que « estd em um plano ou uma esfera.
Como por hipotese A' é constante ao longo de «, isto &, A (u,v9) = A (vy) por (2.3)

basta mostrarmos que k, é constante. Derivando a temos
Oy = (lgSy,.

Isto implica que
_ X,
as(s(u)) = U, Vg).
(50)) = 2,0

Derivando «,,

Ay = z\)Zss<“5u>2 + 52ssuu

e utilizando as expressoes de X, '}, e I'l, dadas em (2.1) e (2.2) respectivamente,

temos
- r!
Qgs = ——2X, + A'N.
g22

Entao

Fl 2
1 = (o sm + V)
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Portanto de (2.3) temos

2 _ (Ty)?
Derivando (2.4) obtemos

2l 2(T1,)T,

2k ko, =
7 go2 go2
or!
= = (P%Z,u - F%zF%)-
922

1 172
Mostraremos agora que I';, , — I';pI'f5 = 0.

Como as equacoes de Codazzi para parametrizagoes por linha de curvatura sao

)‘,11; = (/\2 - /\I)F%%
(2.5)
2= (N = AT,

U
temos

0 = A,
= (Au = A, + (= AT,
= ()‘1 - )‘2)F%2F%2 + ()‘2 - )‘I)F%Q,u
= ()‘2 - )\1)(1—‘%2,11 - F%QF%Q)-

Como U C U nio contém pontos umbilicos temos
Fi2,u - F%2F%2 =0.

Logo k, ¢ constante. Portanto segue de (2.3), que k é constante.
Agora vamos mostrar que, de fato, o é parte de um circulo ou uma reta.

Se Al =0 em o, N, =0 assim N(u,vy) = cte. Portanto o é plana.Desta forma

a estd em um circulo ou uma reta, ja que k é constante.

Se Al = cte # 0 ao longo de a, segue de (2.3) que k # 0 e A\! depende apenas de

v. Assim
1

Y(u, vo) = X(u, Uo) + m

N (u,vp).
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Portanto Y, (u,vo) = Xy (u,v9) — Xu(u,v9) = 0. Logo Y (u,vg) nao depende de u e

se degenera em um ponto p. Obtendo com isso | X (u,vy) —p| = m‘ . Assim, «
1

|A (vo)]

n e o vetor binormal b de a(s) = X (u(s), vp) sao dados por

pertence a esfera de centro p e raio . Sabemos também que o vetor normal

aSS

=~

Entao, a tor¢ao de a é dada por
7= (bs,n) =0

Logo « é plana e como esta em uma esfera, é parte de um circulo.
Analogamente, = X (ug, v) pertence a um circulo ou uma reta.

Assim, mostramos que em uma vizinhanca de cada ponto de U, as linhas de
curvatura estao sobre um circulo ou uma reta. Vamos usar o argumento a seguir

para mostrarmos que, de fato, a equivaléncia (a) = (b) vale em todo o aberto U.

Considere v uma linha de curvatura em U e A a curvatura principal correspon-

dente. Por hipotese, A\ é constante ao longo de .

Sejam ¢; € v,i =1, 2 e (7@ vizinhancas de ¢;, tal que, existem parametrizacoes
por linha de curvatura de tais vizinhancgas e /le N /[j; # (. Seja y; = 7’@-’ 1 =1,2.
Desta forma, ~; é parte de um circulo ou uma reta. Mas, v; = 7, em a N ﬁ; Logo,
v1 U 72 é parte de um circulo ou uma reta, descartando assim, a possibilidade de,

por exemplo, v, ser parte de um circulo e v, parte de uma reta ou de outro circulo.

Usando este argumento ao longo de ~ e usando o fato que U é conexo, temos que

~ é parte de um circulo ou de uma reta.
(b) = (a)

Suponhamos que todas as linhas de curvatura sao parte de um circulo ou uma
reta. Seja a uma linha de curvatura em S passando por p € S. Sabemos que a

curvatura principal A correspondente a « é

A = kcos 0,
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onde k é a curvatura de a e 0 é o angulo entre a normal & superficie em p e a normal

a curva em p.

Se « é parte de uma reta entao k = 0 e A = 0 ao longo de a.. Se « é parte de um
circulo de raio r entao

A= 7’_2608 0.

Como « é linha de curvatura de M e do plano que a contém, temos que ¢ é constante

e portanto A é constante ao longo de a.
() = (a)

Seja a(u) = X (u,vp) uma linha de curvatura de M e A! a curvatura principal

correspondente. Se \'(u, vg) # 0, entao a aplicacio

1

Y (u,v9) = X(u,vg) + m

N (u,vg)

é regular em (u,vg) se, e somente se, ! (u,v9) = 0. Assim Y (u,vp) ¢ degenerada

em X (u,vg) se A(u,v9) =0 ou )\}u(u,vo) = 0.

Por hipotese Y é degenerada em todo ponto. Logo, se A (ug, vy) # 0 entdo existe
um intervalo J = (uy — €, ug + €) tal que A\'(u, vo) # 0 para qualquer u € J e como
Y é degenerada em J temos também que A}u(u, vp) = 0. Logo A! ¢ constante numa

vizinhanga de « em (ug, vp).

Como Y é degenerada em todos os pontos de o, \! é constante em cada vizi-
nhanca de a e como \! é continua e U é conexo, esta constante ¢ a mesma ao longo
de « e é diferente de zero. Assim, nao temos a possibilidade de A!(u,vy) = 0 para
um ponto (u,vp) isolado em a. E se A! = 0 num aberto, pelo mesmo argumento,

Al = 0 ao longo de a.

Fazendo o mesmo para a outra folha focal, temos que se as folhas da superfi-
cie focal sao degeneradas em todo ponto de U entao as curvaturas principais sao

constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura.
(a) = (c)

Suponha que as curvaturas principais sao constantes ao longo das linhas de cur-
vatura correspondentes. Mostraremos que a folha focal Y corespondente a curvatura
principal A\! é degenerada em U. Para a folha focal correspondente a A\? o argumento

¢ analélogo.
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Se A\! = 0 em a(u) = X(u,v), por definigao, a folha focal Y sera degenerada
em todas os pontos de a. No caso em que A\! = ¢ # 0, ¢ constante, ao longo de a,

assim A\, =0 e Y é degenerada em «.

Como por cada ponto de U passam duas linhas de curvatura e nelas as curvaturas
principais correspondentes sao constantes, ambas as folhas focais sao degeneradas

em todo ponto de U. "

Definicao 2.2 . Uma superficie conexa é uma ciclide de Dupin quando ela é si-
multaneamente o envelope de duas familias a 1-pardmetro de esferas cujos centros

estao ao longo de um par de conicas focais.

Aqui incluimos o caso degenerado de esferas com raio infinito (planos). Por
exemplo, o caso do cilindro e do cone onde nao existe uma das conicas e a familias
de esferas correspondentes é inteiramente composta de planos. As outras ciclides

sao o toro e a inversao destas superficies na esfera euclideana.

figura 1

No cilindro, ilustrado na figura 1, a conica existente ¢ uma reta, justamente o
eixo de rotacao da superficie. Em cada ponto, o cilindro é tangente a uma esfera de
centro no eixo de rotagao. Neste caso as esferas da familia possuem o mesmo raio.
A outra familia é composta de planos, cada um tangente ao longo de a uma geratriz

do cilindro.
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figura 2

O cone é o envelope de duas familias a 1-parametro de esferas (incluindo planos)
de forma inteiramente anéloga ao do cilindro. Neste caso, a familia de esferas cor-
respondente a conica focal nao terd os raios constantes, como se pode ver na figura

2. A outra familia é composta dos planos tangentes ao cone.

figura 3

J& no toro, temos duas conicas focais: o circulo cujo trago é o centro dos meridia-
nos e a reta, eixo de rotacao do toro. A familia de esferas correspondente & primeira
conica é composta por esferas de mesmo raio e tangenciam o toro internamente,

como mostrado na figura 3.
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A outra familia, correspondente a reta, possui esferas de raios nao constantes.
Dado o ponto, encontramos o centro e o raio da esfera, como mostram as figuras 4
e 5. Esta familia possui dois planos que sao tangentes ao toro ao longo das curvas

de pontos onde a curvatura Gaussiana é zero.
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figura 5

Observacao 2.3 As ciclides compactas sao o toro e a inversao do toro na esfera

cujo centro nao esté no toro.

As ciclides nao compactas e completas s@o o cilindro e a inversao do toro na

esfera cujo centro esta no toro.

O cone e as inversoes do cilindro e do cone nao sao completas. Elas nao contém
um ou dois dos seus pontos limites, respectivamente. A curvatura principal A\!(z),
se aproxima do infinito quando x se aproxima de tais pontos limites, isto é, as linhas
de curvatura correspondentes a A\! sdao circulos cujos raios estao decrescendo a zero.

Nenhuma das ciclides contém pontos umbilicos.

2.2 Teorema local

Nesta secao demonstraremos um resultado local sobre ciclides de Dupin. Mas antes,
vamos enunciar uma proposicao que usaremos posteriormente, sua demonstracao

pode ser vista em [13].
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Proposicao 2.4 . Seja M C R?® uma superficie diferencidvel, parametrizada por
linhas de curvatura tal que as curvaturas principais sao constantes ao longo das

correspondentes linhas de curvatura. Entao vale a sequinte iqualdade:

F%Zuu = F%2f12 - (F%2)2h12 - (F%2)3 + 3Fi1F%2,u7
onde
Ji2 = _3(F%2)2 + 6F%1F§2 - 2(11%1)2 - 3F%2,u + P%l,u - )\1911 - (HQV%

hig = 3(11%1 - F%z)

Teorema 2.5 (Teorema local) Seja M uma superficie diferencidvel imersa em
R3. As condigoes equivalentes (a), (b) e (c) sao satisfeitas em um subconjunto
aberto e conexo U de M que nao contém pontos umbilicos se, e somente se, U €

parte de uma ciclide de Dupin.

Demonstracao. Seja U um subconjunto aberto e conexo que nao contém pontos
umbilicos. Para cada ponto de U, existe uma vizinhanca U e uma parametrizacao
em U tal que as curvas coordenadas sao linhas de curvatura. Assim, teremos duas

familias de linhas de curvatura X (u, vo) ¢ X (g, v) em U.

Suponha que valham as equivaléncias (a), (b) e (c), entao as linhas de curvatura
sao parte de um circulo ou de uma reta. Se mostrarmos que cada vizinhanca U, em

U, é parte de uma ciclide, teremos também que U seréd parte de uma ciclide.

Suponha que a(u) = X (u,vy) seja um circulo e seja A' sua curvatura principal

correspondente.

Seja A! = kcos 6 = ¢ # 0, onde k é a curvatura de «, 6 ¢ o angulo entre

o vetor normal & curva a e o campo normal a superficie e ¢ é uma constante.

As retas normais a superficie ao longo de a formam um angulo diferente de 7

com o plano que contém o circulo, formando um cone circular reto cujo vétice é

Y(u,v9) = X(u,v9) + mN(u,vo) (que nao depende de u). Além disso o cone
corta a superficie em angulos retos e consequentemente, a esfera de raio )\1(11)0) de

centro Y (u,vp) é tangente a superficie ao longo de a.

Se A = 0 sobre a, e a nao é uma reta entdao como \!' = kcos 0, temos que

o angulo entre o vetor normal & curva o e o campo normal a superficie é igual a
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%, assim as normais a superficie ao longo de a formam um cilindro. Neste caso,

considere o plano que contém «, ele sera tangente & superficie ao longo de a.
Agora, suponha que « é parte de uma reta. Entao, \! = 0 com k = 0 ao longo
de a. Assim, temos que A\? # 0, nesses pontos, pois U nao contém pontos umbilicos.
Logo, por hipoésese, as outras linhas de curvatura que passam por cada ponto de «
sao partes de circulos. Desta forma, existe um tinico plano tangente a superficie ao

longo de a.

Fazendo o mesmo para a outra familia de linhas de curvatura, teremos que U
¢ parte do envelope de duas familias de esferas com centros nas duas folhas da

superficie focal que se degeneraram em curvas.

Falta mostrar que estas curvas sao conicas quando \* # 0. Sabemos que

Y(u,v) = X(u,v) + Altv)N(u’ v)
Z(u,v) = X(u,v) + )\Qtu)N(u’ v)

Entao,
Z(u,v) =Y (u,v) + (/\2120 Altv)) N(u,v)

Vamos mostrar que Z(u,vy) é uma conica.

Como Y nao depende de u, temos

11
A2(u)  At(vo)

Z(u,v0) = Y (v,) + ( ) N (u, vo)

Logo, Z(u) = Z(u,vy) esta sobre um cone cujo vértice é Y (vg). Assim, para

mostrarmos que Z(u) ¢ uma conica, falta mostrarmos que Z(u) é plana.

Sabemos que

| Zu A Zo|?

T(u) = —

Entao vamos mostrar que 7 = 0, o que é equivalente a mostrar que Z,,, Z,, € Zyuu
sao linearmente dependentes. Assim vamos mostrar que Z,,, ¢ escrita como combi-

nacao linear de 7, e Z,,. Usaremos os seguintes fatos:

Como X (u,v) é uma parametriza¢do por linha de curvatura, considerando as

equagoes (2.1) e as relagbes (2.2), temos
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Xy =TL X, — ZUDPL X, 4 eN,
922
Xuw =L X, +TLX,,.

Além disso, sabemos que

N, = -\'X,,
e das euagoes de Codazzi,
= -,
Assim,
1 Al
A2 — )\t
= op (A2X, +T5,N)
A2\
Zyu = (—(V)? ) (A°X, +T'1,N)
A=A, 2 2
+ (\2)2 ()‘ Xou + A, X0 + I3 uN+F12NU)
2 1
_ % [(-2%% FATL )X, — %A%}zxv]
A2 AT/ =20
* (2)2 K \2 <F%2)2+/\1A2911+F%2,u) N}
o = (22X ONTZ, + AT ), X, — (241, ) X
wuw T ()\2) (_ 12t 11),u oo 12 B v
OAIT2, + A1) X, — 2LA2TL X
+ (— 12t 1) X 12%uv
( ) 922
A2 —2)\!
+ ( ) {( (T7,)% 4+ A >‘2911+F12u) N]
2 2)\1
+ {( (T%)% + A\ %g1y +Fl2u) N]
A2 —2)\!
+ {( (T)* + A N%g1 + T, u) NU}
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Vamos escrever Z,,, como combinacao linear de X,, X, e N. Para facilitar, escre-

veremos o coeficientes separados.

Luw = AXy + BX, + CN
Coeficientes de X,:

NG A e L R
- Deryr,
911 y o1 1 A 2
= 922>\ I'}53 <I‘H /\2F12>
Logo, , ,
5= (T ) fl
onde

Al
f=3 (Fh \2 F%z)
Coeficientes de X,:

A2 -\
A = (_) (=2M'T3, + N1,

(A2)?
A2 =\ g
b o [N Th 4 TE - herr
A2 =\ /A2 =2\
BNCSE ( \2 ([7)% + M A%gn + I, u) A
= 3(=2A\'T2, + 27T} rt — N —r? A2 3)\1 2
= 3( 12 T AT | Ty PR + A% (— )\2( 12)%)
Al Al g1
N(6=T} I, —2(I)? —3=T5,, — =—(I} r
+ ( /\2 ( 11) )\2 12,u 922( 1) + llu)
- )‘2()‘ ) g11
Logo,
A2 = 112 21 2
A= —F37 (f(=2X"T, + A°Tyy) + gA%)
(A2)
onde
AL AL AL g
g = 3/\2 (F%2> + 6)\2F F%z - 2@%1) 3/\2 F%2u - g_;:(F%Q)Q

+ Fn U ()‘1)2911
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Coeficientes de N:

A2 — )\
c = W(—Q)\ll—‘%g + )\21_‘%1))\1911

A2 AL\ A% — o)
( (2)2 ) ( \2 (T12)® + A Ng1 + F%Zu)

A2 — AL /A2 =2\t
(A2)? \2

_|_

(F%2)2 + )\1)\2g11 + F%Q,u)

u

Derivando em relagao a u e usando a Proposicao 2.4, temos que

A2\ 2 \2 Al 2 \2 142 2 2
¢= (\2)? {f <<F12) - zp(Fm) + A A1 +F12,u> +gF12}
Logo,
AT = 12 211 2 g11 \ 21
Zoww = a2 (f(=2A'T%, + A°T'qy) + gA*) X, — ng I, X,
)\2 _ )\1 )\1
v () £ (002 - 25537 ¥ 4 T, ) N
)\2 o )\1
- (o) oy
Assim,
onde
f=3 (Fl — A—lFQ )
— 11 A2 12 | »
AL AL M g1
= 35 (I%,)2+ 65 T1 2, — 2T} — 3512, — Z5(T),)?
g 3/\2( 12)” + 6)\2 114 12 (I'yy) 3/\2 12,u 922( 12)

+ Fh,u - (A"gu

Portanto, 7 = 0. Desta forma concluimos que Z(u) é uma conica. Analogamente

mostra-se que Y (v) também é uma conica.

Reciprocamente suponha que U é parte de uma ciclide de Dupin, entao U é parte
de uma superficie que é simultaneamente o envelope de duas familias a 1-parametro

de esferas cujos centros estao ao longo de um par de conicas focais.

Cada esfera é tangente a superficie ao longo de um circulo C. Assim, as normais

a superficie ao longo deste circulo formam um cone circular reto cujo vértice é o
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centro da esfera. Como C' é linha de curvatura do cone e o angulo formado entre
o cone e a superficie é constante, pois o cone corta M em angulos retos, entao C' é
linha de curvatura da superficie. Como cada ponto de M pertence a uma esfera de
cada familia e em cada ponto existem exatamente duas curvaturas principais, temos

que as linhas de curvatura de U sao circulos.

No caso do cilindro e do cone, sabemos que suas linhas de curvatura sao circulos

e retas.

Portanto, em qualquer destes casos, as condigbes equivalentes (a), (b) e (c¢) s@o

satisfeitas. -

Uma outra prova para este teorema, pode ser vista em [7].

2.3 Teorema global

Este capitulo traz alguns teoremas fundamentais para a demonstragao do teorema

principal.

Carter e West em [|2], p. 703| mostraram que uma imersao taut ¢ sempre um

mergulho. De agora em diante vamos nos referir a f como um mergulho taut.

No6s também notamos que a hipotese de f ser propria implica que f(M) com
a métrica Riemanniana induzida é completa. De fato, se f : M — R™ é propria
entao M, (L,) é compacto para qualquer r € R. Além disso, M = J, .y Mn(Ly),
M, C M, e se g, ¢ M, entao d(p, f(g,)) — o0, assim, pelo teorema de Hopf-

Rinow, temos que f(M) é completa.

Comecamos com o seguinte teorema, que é uma versao global do Teorema 2.5

do capitulo 1.

Teorema 2.6 Seja M uma variedade Riemanianna conexa e completa de dimensao
2 isometricamente imersa em R3, e assuma que M nao é totalmente umbilica. Se
as equivaléncias (a), (b) e (c) sao satisfeitas em todo subconjunto aberto e conexo
de M que nao contém pontos umbilicos, entao M ¢é mergulhada como uma ciclide

de Dupin completa.

Demonstragao. Seja x um ponto nao umbilico de M. Nés comegamos mostrando
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que toda linha de curvatura de M passando por x pode ser estendida indefinida-

mente.

Seja 7y(s) uma linha de curvatura passando por x parametrizada pelo compri-
mento de arco com ¥(0) = z. Como M é completa, a linha de curvatura - pode
ser estendida a menos que exista um valor sq tal que lims_s,y(s) = y € um ponto
umbilico de M.

Suponha que lim;_,s,7(s) = y ¢ umbilico e (s) nao ¢ umbilico para 0 < s < s.
Como o conjunto de pontos nao umbilicos de M é aberto, existe um conjunto U C M,
aberto e conexo de pontos nao umbilicos tal que v(s) € U para 0 < s < 5. Seja A!

e A\? as curvaturas principais de M na vizinhanca U.

Pela versao local do teorema, U deve ser parte de uma ciclide de Dupin M. E
como y ¢ ponto limite de U, y é ponto limite de M. Assim M ndo pode ser completa,

pois estamos supondo y umbilico.

Entao suponha M uma ciclide nio completa e y um ponto limite de M que
nio estd em M. Sejam ki e ky as curvaturas principais de M. Mas entao, pela
Observacao 2.3,

lims—_s,k1(s) = 0o
porém
lims—so X' (7(5)) = A (y)
O que é uma contradi¢ao pois os limites devem ser iguais.
Portanto v pode ser estendida indefinidamente.

Seja S o subconjunto conexo composto pela uniao de todas as linhas de curva-
tura que passam por um ponto nao umbilico. Desta forma, S nao contém pontos
umbilicos. Assim S esta contido em um subconjunto aberto e conexo U de M, que

nao contém pontos umbilicos.

Pelo Teorema local (2.5), U é parte de uma ciclide de Dupin , sem perda de
generalidade, suponha U uma ciclide M , pois U é aberto. Assim temos S C M C M.
Como qualquer ponto de M & nio umbilico, as linhas de curvatura que passam por
ele pertencem a S. Logo S = M. E como as tnicas ciclides em que as linhas de
curvatura sao estendidas indefinidamente sao as ciclides de Dupin completas, temos

que M é completa, e assim é também nao estendivel. Mas McM , logo M=M. u



36

Teorema 2.7 Seja f : M — R?® um mergulho taut de uma superficie M ndo
compacta e conexa. Considere L, uma fung¢ao de Morse. Entao L, nao pode ter um

ponto critico de indice 2 em M.

Demonstracao. Suponha por contradicao que L, possui um ponto critico nao
degenerado de indice 2 em xy € M. Escolha r € R, tal que r > L,(x). Como f é

taut e L, tem pelo menos um ponto critico de indice 2 em M, (L,), temos que
Bao(Ly, ) = mao(Ly,m) > 1

Logo o posto de Ho(M,(Ly,),Zs) é pelo menos 1.

Porém, pelo Corolario 1.25, temos que o ntimero de Betti by(M,.(L,)) é zero para

qualquer superficie nao compacta e qualquer corpo F', o que é uma contradicao.

Portanto L, nao pode ter um ponto critico de indice 2 em M. "

Proposicao 2.8 Seja M uma superficie nao compacta e conera e f : M — R3
taut. Suponha que p seja um ponto focal de M em x. Entao L, tem um minimo

absoluto em x.

Demonstragao. Primeiro observamos que nao existe nenhum ponto focal de M em
x no segmento de reta aberto ligando f(x) a p. De fato, suponha por contradi¢ao
que exista um tal ponto focal e seja ¢ um ponto qualquer, nao focal, na linha normal
de f(M) em f(x), entdo x é ponto critico ndo degenerado de L, e pelo Lema 1.12, o
indice de L, em z ¢ igual ao nimero de pontos focais de M em =, isto &, tem indice
2 em x. Logo, pela Proposi¢ao 1.13, existe s € R” tal que L, é uma funcao de Morse

que tem um ponto critico de indice 2. O que é um absurdo, pela Proposicao 2.7.

Assim, nao existe nenhum ponto focal de M em z no segmento de reta aberto
que f(x) a p. Portanto, a Proposigao 1.31 implica que L, tem um minimo absoluto

em x. ]

O proximo teorema serd usado no final da demonstracao do teorema principal.
Ele trata da posi¢ao de uma curva plana r(s) e do circulo osculador na vizinhanga

de um ponto.
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Usando a orientacao do plano vamos considerar o vetor normal & curva n orien-
tado de tal maneira que o par t = r’, n forme uma base orientada de mesma maneira

que o plano.

O vetor posicao do centro de curvatura é

R=7r+ —n,

e o raio de curvatura é p = ﬁ, onde k é a curvatura da curva r(s).

Teorema 2.9 Seja r(s) uma curva plana de classe C? tal que a curvatura k(sg) # 0
e sua deriwada k'(sg) # 0 em um ponto so. Entao para s crescente a curva passa
do exterior do circulo de curvatura para o interior do mesmo se kk' >0 e passa do

interior para o exterior se kk' < 0.

Demonstracao. Considere o circulo osculador no ponto sg. Seja d a distancia do

centro deste circulo a um ponto variavel da curva com vetor posigao r(s):

1
r—7Tog— —No

d =
ko

onde rg = 7(sg), ng = n(0). Nos temos

2
d?>—ps = r—ro—klono _kig
1 1 1 1
= <7“ —To— k—onoﬂ’ —To— k_0n0> - <k_0n0’ k_0n0>
2
= <T—7”0— k—ono,T’—T0>
Considerando

2
h(s) :=d* — pj = <r—r0— —no,r—ro>,
temos,

2
h/(S) = <T’/, r — T’0> + <T — T — k—TLO,T’/> s
0

2
h//<s> — 2 <TI/’7* — 7’0 — k_n0> + 2, (26)
0
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Mas

" / / / 2

Assim, substituindo r{, r(, )’ em (2.6) e considerando s = sy temos

h(So) =0
h,(S()) =0
h//<80> =0
k!
W (50) = 470

Logo, pela formula de Taylor temos

as) = )+ of(s - so)?)

2ky 3 3
—3—ko(3 —50)° + o((s — 50)°).

Consequentemente, se a derivada k' é diferente de zero em sy entao a diferenca
d*> — p? muda de sinal quando s varia de s < sy para s > sg. Se kk’ < 0 esta
mudanca é de negativo para positivo, que significa que o ponto passa do interior
para o exterior. Se kk' > 0 entao o valor de d? — pZ muda de positivo para negativo,

o que corresponde ao ponto passar do exterior para o interior do circulo de curvatura.
|



Capitulo 3

Demonstracao do Teorema Principal

Teorema 3.1 Seja f : M — R3 uma imersdo taut de uma superficie nio compacta

e coneza. Entao f(M) é um hiperplano ou uma ciclide de Dupin completa.

A demonstracao deste teorema segue imediatamente do Teorema 2.6 e do seguinte

resultado:

Proposigao 3.2 Seja f : M — R? uma imersdo taut de uma superficie M ndo
compacta e conexa. Seja U um subconjunto aberto e conexo de M que nao contém
pontos umbilicos. FEntao as curvaturas principais sao constantes ao longo de suas

correspondentes linhas de curvatura.

Demonstragao Seja  uma linha de curvatura em U e A a curvatura principal

correspondente.
Se A = 0 ao longo de (3, entao A é constante ao longo de 3 como desejado.

Suponha A(xg) # 0 para algum ponto zy em (. Entao o conjunto
B={ze€p; Axz)= Az},
é fechado na topologia relativa de , pois A é continua.

Vamos mostrar que B é também relativamente aberto e dai, B = (3, o que
implica que A é constante ao longo de (3. Para isto devemos mostrar que para

qualquer y € B, existe V C U tal que para qualquer x € V N [ entao x € B.

Sejam y um ponto arbitrario em B, V C U uma vizinhanca de y tal que A\ # 0 em

V e X o campo de vetores principais unitarios em V' que corresponde a A\. Vamos

39
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mostrar que X(A) = 0 em V e assim A é constante ao longo de suas linhas de

curvatura em V' e consequentemente A(z) = A(zy), para qualquer x € N V.
Para mostrar que X (\)(xz) = 0 para qualquer x € V', devemos tomar x € V e

uma curva tal que y(0) = z ¢ 7/(0) = X (x), e teremos

XN(@) = 7(0)A
d

= 2 (Aol
= dA(7(0))7'(0)
= XN(0)

pois A(s) = A((s)). Portanto devemos mostrar que A'(0) = 0 para qualquer x € V
e uma curva 7 tal que v(0) = X ().

Para simplificar nés identificamos V' com sua imagem sobre o mergulho f. Sejam
x € V ey asec¢ao normal de M em z obtida intersectando V' com o plano formado
por X (x) e N(x), o vetor normal unitario de M em z. Parametrize v pelo parametro

comprimento de arco s de modo que y(0) =z e 4'(0) = X ().

Seja k(s) a funcao curvatura de 7 e seja A(s) = A(y(s)). Considere a curvatura

normal em ~(s) na dire¢ao 7/'(s) dada por

kn(s) = k(s)cos(p(s)) (3.1)

onde ¢ ¢ o angulo entre a normal principal de v em 7(s) e N(y(s)). Como v ¢é
a secgdao normal de M em z, temos que cos(p(0)) = +1. Logo, A(0) = £k(0),

derivando (3.1) temos

kn(s) = K (s)cos(o(s)) — k(s)sen(p(s))¢' ()

o que implica que
k! (0) = £K'(0) (3.2)

Por outro lado, usando a férmula de Euler

En(s) = Ai(s)cos®0(s) + Aa(s)sen?(0(s))
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onde 6 é o angulo entre 7/(s) e a dire¢ao principal correspondente a A(s) = A(s) e

Ay é a outra curvatura principal de z. Logo,

K (s) = N(s)cos*(0(s)) — Ai(s)2cos(6(s))sen(0(s))0 (s)
+ Xy(s)sen®(0(s)) + Aa(s)2sen(0(s))cos(0(s))0'(s).

Como a diregao principal correspondente a A\(0) é 7/(0) temos que 6(0) = 0, temos
que
k. (0) = X'(0) (3-3)

De (3.2) e (3.3) temos que N (0) = £k£'(0). Assim, a prova estard completa se

mostrarmos que £'(0) = 0.

O pontop =z + %N(x) ¢ um ponto focal de M em z. Seja C' o circulo osculador
de v em z, o ponto p é o centro de C. Pelo Teorema 2.9 sabemos que ~ cruza
C' em x a menos que k'(0) = 0. Assim, se k'(0) # 0, existe um valor sy tal que
L,(v(s0)) < Ly(z). Isto contraria o fato que L, deve ter um minimo em z pela
Proposigao 2.8. Logo £'(0) = 0. u

Se f(M) nao é totalmente umbilica, a Proposigao 3.2 mostra que a condicao (a)
da Proposicao 2.1 é satisfeita em cada subconjunto aberto e conexo de M que nao
contém pontos umbilicos. Pelo Teorema 2.6, concluimos que f(M) é uma ciclide de
Dupin completa. Se f(M) é totalmente umbilica, como néo é compacta entao, ¢ um

hiperplano. Demonstrando assim, o Teorema 3.1.

As imersoes taut de superficies compactas em R™ sao todas conhecidas pelo
trabalho de Kuiper [9] e Banchoff [1|. Em particular, Banchoff mostrou que se
f: M — R? ¢é uma imersao taut e M é compacta, entao f(M) é uma esfera

euclidiana ou uma ciclide de Dupin.

Combinando este resultado com o Teorema 3.1 concluimos que se f : M — R3
¢ uma imersao de uma superficie conexa, entdao f(M) é totalmente umbilica ou uma

ciclide de Dupin completa.
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