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Resumo

Neste trabalho, estudamos o método numérico da Linearizacao Local (LL)
para resolugao numeérica de Equagoes Diferenciais Estocasticas (EDE’s). Inicial-
mente, apresentamos defini¢oes e resultados preliminares que fornecem o devido su-
porte tedrico para o desenvolvimento deste trabalho, incluindo: processo de Wiener,
teorema de existéncia e unicidade de solucao de EDE’s e a expansao de Ito-Taylor
estocéstica. Em seguida, apresentamos duas versoes recentes do método LL, com as
respectivas implementacoes computacionais, seguidas de exemplos numéricos. Men-
cionamos, ainda, algumas vantagens do método LL em relacao aos métodos numéri-
cos tradicionais. O estudo esta baseado nos trabalhos de Biscay, Jimenez, Riera, e
Valdes (An. Inst. Stat. Math. 48: 631-644, 1996) e Jimenez, Shoji, e Ozaki (J. of

Stat. Phys., 94:587-602, 1999).



Abstract

In this work, we study the Local Linearization method for the numerical
solution of Stochastic Differential Equations (SDE’s). Initially, we present definitions
and preliminaries results that provide the theoretical support for the development of
this work, such as: Wiener process, existence and uniqueness theorem of solution for
SDE’s and the stochastic Ito-Taylor expansion. We present the two recent versions
of the LL method, with their respective computational implementations, followed
by numerical examples. We also mention, some advantages of the LL method over
traditional numerical methods. The study is based on the works by Biscay, Jimenez,
Riera, and Valdes (An. Inst. Stat. Math. 48: 631-644, 1996) and Jimenez, Shoji,

and Ozaki (J. of Stat. Phys., 94:587-602, 1999).
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Introducao

As Equagoes Diferenciais Estocaticas (EDE’s) vem, crescentemente, sendo uti-
lizadas em modelos complexos em varias areas de aplicagao, como biologia, quimica,
neurociéncia, economia, financas, dentre outros. Devido ao fato de solugoes analiti-
cas serem raramente possiveis em situacoes realistas, métodos numéricos sao, fre-
qlientemente, usados para calcular as solugoes. Uma grande variedade de tais méto-
dos tem sido desenvolvida por diversos pesquisadores. Citamos, como exemplo, os
métodos de Euler-Maruyama, Milshtein, Kloeden e Platen, Saito e Mitsui (veja refe-
réncias [2] e [16]). A base teérica comum desses métodos ¢ a expansao de Ito-Taylor
estocéstica em termos de integrais multiplas de Wiener. Em geral, possuem boas
propriedades de convergéncia, as quais tem sido observadas por meio de simulagoes
(veja referéncias [2], [9] e [16]). Porém, duas limitagdes sao apontadas: (1) em geral,
as aproximagoes calculadas, nao dao solucao exata para equacoes diferenciais or-
dinérias lineares (isto ¢, EDE’s lineares com coeficiente de difusao igual a zero) e (2)
as solugoes numeéricas nem sempre preservam a caracteristica qualitativa da solugao
exata. Em particular, ha muitos exemplos de EDE’s com trajetérias limitadas em
que a solucao numérica torna-se explosiva quando o valor inicial estd em uma certa
regiao do espago de fase. Um método alternativo que tenta superar essas limitagoes,
chamado método da Lineariza¢do Local (LL), foi introduzido por Ozaki em 1985

(veja referéncias [14] e [15]).

Uma das motivagoes em desenvolver esse trabalho decorre da aplicagao do mé-
todo LL na anélise nao linear do Eletroencefalograma (EEG) em um modelo de
massa neural. O EEG é uma técnica de exame cerebral usada desde 1929, depois
da descoberta do psiquiatra alemao Hans Berger de que o cérebro gera uma ativi-
dade elétrica capaz de ser registrada [4]. Na pratica, o EEG é realizado através

da colocacao de eletrodos na pele da cabeca do paciente, que sao conectados a um



amplificador de corrente elétrica.

O modelo de massa neural (Figura 1) é um exemplo do modelo introduzido por

Valdes, Jimenez, Riera, Biscay, e Ozaki [18].
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Figura 1: Diagrama em blocos de uma populac¢ao neuronal envolvida em um modelo
de massa.

No modelo, Vi, V5, e V; sao potenciais de membrana e ¢, ¢y, ¢3 € ¢4 sao coefi-

—QrT __

cientes de eficiéncia sinaptica. A fungao impulso h, é dada por h,(7) = A,[e

7br7']

e ,com r = {e,i}. A funcdo g é definida pela expressao

_ go)\ey(V—V())’ Vv S %7
9V) = { QA2 — e VW]V S 1,

onde Fy, E5 e I sao dadas pelas relagoes

Eq(t) = g[Vie(t)],

Es(t) = g[Vae(t)],

I(t) = g[Vi(t)].

As constantes g, v, Vo, A, a,, b, e T sao dadas na Tabela 1.

Kle e KIi sao conglomerados de neurénios excitatérios e inibitoérios, respectiva-

mente, interconectados (ver detalhes em [18]). A entrada externa, é representada



pela densidade de pulso P(t), que é modelado por um processo estocastico Gaussiano

(processo de Wiener).

Simbolos Definigao Unidade Valor
o\ Valor méaximo da funcao g st 25

~y Parametro escalar da fungao g MVt 0.34
Vo Potencial inicial da funcao g MV 6

A, Maximo de h, MV 1.6
Qe Constante de tempo de h, st 55

b, Constante de tempo de h, st 605
A; Méximo de h; MV 32

a; Constante de tempo de h; st 27.5
b; Constante de tempo de h; st 5

T Constante de tempo do filtro passa-alto h, s 0.32
) Fator de amortecimento do filtro h, s 0.707
Wy, Freqiiéncia angular de corte do filtro h, Hz 27130

Tabela 1: Constantes envolvidas na definicao do modelo neural.

O modelo é descrito pelo sistema de equagoes diferenciais:

Vie(t) = acVi(t) + B Vae(t) + eccag[Vae (t)] + coal j (1) + eaB1(t) +
ca€ig[Vi(t)] + eIl + w(t),

Va(t) = acVou(t) + BeVac(t) + eccsg[Vae(t)],

V) = acVi' () + BVilt) + eccrg[Vae (1)),

Ij(t) = ol (t) + Bils(t) + eig[Vi(t)]

Vie(t) = Vi (t),

Vae(t) = Vau(t),

Vi) = V()

Ip(t) = I}(t),

V() = kV3(E) + ki V(8 + koVig(t) + awl Vi (2),

Vip(t) = V1),

Vi) = V@),

onde w ¢ um ruido branco com média zero e variancia €20% e



a, = —(a, + by),
By = —ayby,
& = (br —a;) Ay,
Q= Qe — Qy,
B = Be — B,

—w2 —26w 2 1
kOZ T”,lﬁ:—T”—wnekgz—an—;.

O sistema de equacoes diferenciais que descreve o modelo, pode ser expresso

sucintamente como a equagcao diferencial estocastica:
X =f(X.0)+W,
onde
T
X = (‘/1167 ‘/2167 ‘/fi17 [}7 ‘/167 ‘/267 ‘/;', [f7 ‘/12]?; ‘/lf7 ‘/11]0)
e

W = (w,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)"

é um vetor aleatorio com média zero e uma matriz de covariancia 11 x 11 da forma:

€65 0 ... 0

0O 0 ... 0
2. = :

0 0 . 0

O=lcy ¢ cg cg 11 0123 a] é o conjunto de parametros pré-definidos.

Esta dissertacao objetiva estudar o método da Linearizacao Local para resolucao
numeérica de Equacoes Diferenciais Estocasticas. O estudo baseia-se nos trabalhos

de Biscay, Jimenez, Riera, e Valdes [2| e Jimenez, Shoji, e Ozaki [9].

No primeiro capitulo, sao introduzidos alguns conceitos da teoria de probabili-
dade e de processos estocésticos, resultados como o processo de Wiener e o teorema
de existéncia e unicidade de solucao de EDE’s. O capitulo é finalizado com alguns

teoremas, incluindo o teorema da expansao de Ito-Taylor estocéstica.

No segundo capitulo sao apresentadas duas versoes recentes do método LL, com
suas respectivas implementagoes computacionais, mostrando as diferencas que hé

nas expressoes de computacao iterativa que definem os métodos.



O terceiro capitulo traz alguns exemplos numéricos, onde é feita uma estimativa
numérica para a ordem de convergéncia do método de Euler-Maruyama, também
sao dados varios gréficos ilustrando a aproximacao pelo método LL e um exemplo
mostrando, que em alguns casos, este método preserva a caracteristica qualitativa
da solucao exata. Nos apéndices esta disposto o codigo fonte, em Matlab, da maioria

dos programas que foram implementados neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos e defini¢oes relacionados a teoria
de probabilidade, que sao necessarios para um bom entendimento deste trabalho.
Com papel relevante, temos alguns resultados sobre existéncia e unicidade de solucao
de equagoes diferenciais estocésticas, processo de Wiener e a expansao de Ito-Taylor

estocastica. Este capitulo baseia-se nas referéncias |1, 3, 6, 7, 8, 11, 12, 13|.

1.1 Processo Estocastico

Definicao 1.1 Dado um conjunto ), uma o-dlgebra A em Q € uma familia A de
subconjuntos de 2 com as sequintes propriedades:

(i) D€ A;

(ii)) F € A= FC € A;

(i) Ay, Ag,...€e A= A=J2, A €A

O par (2, A) é chamado de espago mensurdavel. Uma medida de probabilidade P
em um espago mensurdvel (Q,A) € uma fungao P : A — [0,1] tal que
(a) P(0) =0 e P(Q) = 1;
(b) se Ay, Ay, ... € A e {A;}2, sao dois a dois disjuntos entdo

P(U A) = Z P(A).

O terno (2, A, P) € chamado espago de probabilidade.



Se (€2, A, P) ¢ um espago de probabilidade, entdo a fun¢ao Y : Q@ — R? ¢ chamada
A-mensuravel se

Y U)={weQ; Y(w)eU}eA

para todo conjunto aberto U € R

Definicao 1.2 Uma varidvel aleatoria (d-dimensional) X € uma fun¢io A-mensu-

ravel X : Q — R,

Definicao 1.3 Um processo estocdstico é uma colegao de varidveis aleatorias X =
{X(t,w) (ou X(w)):t € [to, T|} definidas em um espago de probabilidade (2, A, P)

e assumindo valores em RY.

Note que, para cada t € [to, T fixado, temos uma variavel aleatoria
w— X(t,w); we.
Por outro lado, fixando w € €2 podemos considerar a funcao
t— X(t,w); t € lto, T

que é chamada trajetoria de X.

Intuitivamente, pensamos em ¢ como “tempo” e cada w como uma “particula”.

Assim, podemos considerar o processo como uma funcao de duas variaveis.

Definigao 1.4 Um processo estocdstico X (t,w), t € T, é chamado um processo de

sequnda ordem se, E[X(t)?] < oo para cadat € T

Definigao 1.5 Um processo estocdstico X (t,-) € continuo em média quadrdtica se

E[X?] < oo para todo t e

lim E[(X, — X;)*] =0 Vt > 0.

s—t

Neste trabalho, estaremos considerando continuidade em média quadratica para os

processos estocasticos que aparecem no texto.



Definigao 1.6 Uma filtracao (em (Q,A)) € uma familia F = {F; }1>0 de o-dlgebras
Fi C A tal que
0<s<t=F,CF,

isto €, {F} € crescente.

Definigao 1.7 Seja {F;}i>0 uma filtragao. Um processo X (t,w) : [0,00) x  — R?

¢ chamado F;-adaptado se, para cada t > 0, a funcao
w— X(t,w)

¢ Fi-mensurdvel.

Definigao 1.8 Seja {N;} uma familia crescente de o-dlgebras (de subconjuntos de

Q). Uma fungio 7 : Q — [0, 00] € chamada tempo de parada com respeito a {N;} se

{w;T(w) <t} €N, VE>0.

1.1.1 Processo de Wiener

Entre 1827-1829, o botanico Robert Brown observou, usando um microscopio,
o movimento irregular e imprevisivel de graos de pélen imersos em agua [11]. De
um modo geral, esse fendmeno refere-se a trajetéria de uma pequena particula to-
talmente imersa em um liquido ou gés. Brown nao foi o primeiro a observar este

fendomeno, mas este movimento so6 recebeu um nome depois de seus relatos.

Através de seus trabalhos iniciados em 1918, Norbert Wiener apresentou uma
defini¢ao concisa do processo estocastico, como uma descricao matematica do movi-
mento browniano. O movimento irregular de uma particula em suspensao resulta
do fato de que ela esta continuamente sendo bombardeada pelas moléculas que com-

poem o meio, as quais estao em constante agitacao térmica.

Definicao 1.9 Um movimento Browniano padrao, ou processo de Wiener padrao é
um processo estocdastico {W (t) (ou Wy),t € [to, T]} definido no espago de probabili-
dade (2, A, P) com conjunto de indices [to, T| e espago de estados R™, satisfazendo

as sequintes condigoes:

1. W(ty) =0 (com probabilidade 1);
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2. Para 0 <ty < s <t < T cada incremento W (t) — W(s) estd normalmente
distribuido com média zero e matriz de covaridncia (t—s)I (onde I € a matriz

identidade de ordem m);

3. Para 0 <ty <t; <...<t, <T osincrementos W(t;) — W(t;_1), 1 <i<mn,

sao independentes.

Temos que

W(t) — W(s) ~ N(0,(t —s)I)

donde segue de [8]
Wj(t) — Wﬂ'(s) ~ N(O,Zaij), com 1 <j<m,
k=1

onde W7 ¢é a j-ésima componente do processo de Wiener. Os elementos a;; pertencem

a uma matriz A, tal que (t —s)I = AAT. Logo

A=+/(t—s)I

dai
ay=4 VE=8) 1=
0, 1 7.
Portanto,

W (t) — Wi(s) ~ N(0,t —s), com 1<j<m.

Para propositos computacionais (no caso escalar ou em cada componente) é util
considerar uma discretiza¢do do movimento Browniano, onde W (t) é especificado
para valores de t discretos. Fixamos h = (T — t)/N para algum inteiro positivo
N et; =ty+ jh. A condigdo 2 da definicao (1.9) é equivalente a W (t) — W(s) ~
Vt—3sN(0,1) com ty < s <t < T, onde N(0,1) é a distribui¢do normal com média

zero e variancia 1. Pelas condigoes 2 e 3 da mesma defini¢ao, temos que
W(t;)=W(t;_1)+dW(t),5=1,2,...,N,

onde cada dW (t;) é uma variavel aleatoria com distribuigao v/AN(0,1). No Matlab,

um elemento de distribuigao N(0,1) é obtido com o comando “randn”.

Exibimos a seguir (Figura 1.1) o grafico gerado em Matlab do movimento Brow-

niano discretizado sobre o intervalo [0, 1] tomando N = 500.
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1 T T T T
051 =
Wit)
0 -
05 ! I I ! \ I ! ! I
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
t

Figura 1.1: Discretizagao da trajetoria do movimento Browniano.

1.2 Equacao Diferencial Estocastica

Antes de falar em Equacoes Diferenciais Estocésticas, daremos uma definicao de
integracao com respeito ao processo de Wiener, denominada integral de Ito. Para
isso, consideremos um processo continuo em média quadrética X (¢t,w), t € [a, ]
e uma sequéncia {P,}, n > 1, partigdes sucessivamente menores de [a,b] tal que

|P.| — 0 quando n — co. Definamos

n—1

To(w) =) X (15, W)W (i, w) = Wt w)): (1.1)

k=0
Suponhamos que X (t) seja independente dos incrementos W (v) — W (u) para todo
a<t<wu<v<bh Entdo

E[X(6)[W (t) = W = EIXE)PEW (t,,) — W) < oo.
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Conseqlientemente, cada termo da soma (1.1) é uma variavel aleatoria de segunda
ordem. Assim, J,, n > 1, forma uma seqiiéncia de variaveis aleatorias de segunda

ordem.

Definicao 1.10 Se a seqiiécia J, converge em média quadrdtica para uma varidvel
aleatoria J quando n — oo, entao o limite € chamado de integral de Ito de X(t)

com respeito ao processo de Wiener W (t) e é denotado por
b
- / (W) AW (E w). (1.2)

Teorema 1.11 (Férmula de Ito) Seja u = u(t,x) denotando uma fungdao conti-
nua definida em [to, T] x R? com valores em R*. Se X; é um processo d-dimensional

definido em [to, T| pela diferencial estocdstica
dX; = f(t, Xy)dt + g(t, X;)dW,,
entao o processo k-dimensional
Y = u(t, Xy)

definido em [ty, T| com wvalor inicial Y; = u(ty, Xy,) também possui uma diferencial

estocdstica com respeito ao mesmo processo de Wiener Wy, e temos

d d
1
dy;, = (Ut(t,Xt) + ug(t, Xy) f(t, Xe) + B El El U, (1, X)) (t,Xt)gT(t7Xt)]ij>dt
1= j:

+Uz (t, Xt)g(t7 Xt)tha

que pode ser escrita como
1 d d
dY; = uydt + uzd X, + - S e, lgg it

i=1 j=1

Demonstragao: ver [1], pag. 96. n

Uma equacao diferencial estocastica é basicamente uma equagao diferencial de-

terministica com uma perturbacao aleatoéria.
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Definicao 1.12 Uma equacao da forma

AX(1) = f(6X(0)dt + glt, X(0)AW (1), (1.3)
X(to) = Xo, t0§t§T<OO,
€ chamada equacao diferencial estocdstica de Ito. A varidvel aleatoria X € chamada

valor inicial no instante ty. A equagdo (1.3) juntamente com a condi¢ao inicial, é

somente uma forma simbdlica de escrever a equagao integral estocdstica

X(t) = Xo+ /ttf(s,X(s))ds + /tg(s,X(s))dW(s), ty<t<T <o (1.4)

to

onde X (t) é um processo estocdstico em R% e W (t) é um processo de Wiener m-
dimensional, ambos definidos em [ty, T]. As fungoes [ e g sao definidas em [to, T'] X

R?, assumindo valores em R? e R>™ respectivamente.

Apresentamos a seguir uma defini¢do de solugao forte da equacado (1.3). Para
isso consideremos a filtragao {F;,t € [ty, T]} gerada pela variavel aleatoria X, e por

{Ws, s < t}, especificamente,
-;Ct - O-(XO; WS78 S t)

Definicao 1.13 Uma solugao forte da EDE (1.3) com condigao inicial X (ty) = Xo

€ um processo estocdstico X = {Xy,t € [to, T]} que satisfaz

1. X é um processo adaptado a filtragiao {Fy, t € [to, T|};
2. P(X(ty) = Xo) = 1;
3. P(fL{If(s,X)| + lg(s, X,)[PHds < 00) = 1;

4. X satisfaz a equagao (1.4) para to <t <T quase certamente.

Em outras palavras, uma solucao forte de uma EDE é uma funcao da trajetoria
do movimento Browniano. Se o movimento Browniano for substituido por outro, a
solugao forte é dada pela mesma relacao funcional, porém com o novo movimento

Browniano no lugar do anterior.
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Entrada W

A\ 4

Saida X

fg

Figura 1.2: Interpretagao da EDE como um sistema dinamico.

Teorema 1.14 (Existéncia e unicidade) Suponha que a condigdo inicial e 0s coefi-

cientes da equagao (1.3) satisfagam:

1. Condicio de Lipschitz: existe uma constante k > 0 tal que Vr,y € R? e
Vit € [to, T

|f(t ) — f(t,y)| + |g(t,x) — g(t,y)| < klz —yl;

2. Restri¢ao no crescimento: existe uma constante ¢ > 0 tal que Yt € [to,T] e
Vo € RY,
[f(t )P+ g(t,2)[* < e(1+ |]);

3. Xo € independente de W (t) — W (to) para t > to.

Entao, a equagao (1.3) tem uma unica solugio forte X (t) em [to, T]| assumindo
valores em R?, continua com prob. 1, que satisfaz a condicdo inicial X (to) = Xo;
isto €, se X(t) e Y(t) sao solugdes continuas de (1.3) com o mesmo valor inicial
Xy, entao

Plsupy,<i<7| X (t) — Y (t)] > 0] = 0.

Demonstragao: ver [1], pag. 106. ]
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Definicao 1.15 Uma equacao diferencial estocdstica
dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW (¢)

para um processo X (t) d-dimensional no intervalo [to, T| € dita linear se as fungoes

f e g sao funcoes lineares de x € R%, ou em outras palavras, se
F(t,2) = Az + alt),
onde A(t) é uma matriz d x d e a(t) € RY, e se
g(t,x) = (Bi(t)x + by (t),. .., Bu(t)x + by(t)),

onde By(t) € uma matriz d x d e bi(t) € RY. Assim, uma equagio diferencial es-

tocdstica linear tem a forma

dX(t) = (A(t) X (t) + a(t))dt + Z(Bl(t)X(t) + by (1)) AW (t),
i=1
onde Wy = (W}, ..., W™)T. E dita homogénea se a(t) = bi(t) = ... = b, (t) = 0.
E dita linear no sentido estrito se B,(t) = ... = B,,(t) = 0.
Vamos investigar equagoes da forma
dX(t) = (A{t)X(t) + a(t))dt + g(t)dW (t). (1.5)

Assumindo que as fungoes A(t), a(t) e g(t) satisfazem as condi¢bes do teorema

(1.14), entao existe para cada valor inicial X (¢y9) = X, uma tnica solugao.

Relembremos alguns conceitos familiares de sistemas lineares deterministicos (no

caso em que ¢(t) = 0).
A solucao ¢(t) da equagdo matricial (veja referéncia [3])
o(t) = A()o(t), ¢lto) =1,
¢ chamada matriz fundamental do sistema
X(t) = A{t)X(t) + alt).

A solugao com valor inicial X (¢y) = X, pode ser representada com auxilio de ¢(t),

da seguinte forma

X(t) = 6(t) <Xo + /t t afl(s)a(s)ds). (1.6)
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Se A(t) = A ¢ independente de ¢, entao
o(t) = exp(A(t—to))
B i": A™(t —to)"
B n! '

n=0
Dessa forma

X(t) = exp(A(t — to))Xo + / exp(A(t — s))a(s)ds.

to
Com este conhecimento, podemos determinar a solucao da equacao nao ho-

mogénea (1.5).
Para demonstrar o préoximo teorema faremos uso da féormula de Ito, dada pelo
teorema (1.11).
Teorema 1.16 A equagao diferencial estocdstica linear (no sentido estrito)
dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))dt + g(t)dW (t)

tem como solugao em [to, T

X(t) = { (t) / 6~ (w)a(u)du + /t:gbl(u)g(u)dW(u)} (1.7)

onde ¢(t) é a matriz fundamental da equagio deterministica X (t) = A(t)X(t).

Demonstragao: seja

— X(to) + / 6 (w)a(u)du + / 6 (w)g(u)dWV (u),

Y (t) tem diferencial estocastica
dY (t) = ¢~ (t)(a(t)dt + g(t)dW (t)).
Entéao, pela formula de Ito (1.11), o processo
X(t) =o(t)Y(t)
tem diferencial estocastica
dX(t) = @)Y (t)dt + p(H)dY (1)
= A()o)Y (t)dt + o(t)[o~" (t)(a(t)dt + g(t)dW (¢))]
= A(t)p()Y (t)dt + a(t)dt + g(t)dW (t)
= (A@®)X () + a(t))dt + g(t)dW (t)

)
)

o que completa a prova. [
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1.3 Expansao de Ito-Taylor Estocastica

1.3.1 Multi-indices

Chamaremos um vetor
o = (j17j27' .- 7jl)7

onde
jiE{O,l,...,m}

parai € {1,2,...,l} em =1,2,3,..., um multi-indice de comprimento
l:=1l(a) €{1,2,3,...}.

Aqui m denotara o nimero de componentes do processo de Wiener em consideragao.

Denotamos por v o multi-indice de comprimento zero, com
l(v) :=0.

Exemplos:
[((1,0)) =2 e I((1,0,1)) = 3.

Continuando, escreveremos n(a) para o nimero de componentes de um multi-indice

« que sao iguais a zero. Por exemplo,
n((1,0,1)) =1, n((0,1,0)) =2 e n((0,0)) = 2.
Denotamos o conjunto de todos os multi-indices por M, assim
M =A{(j,72,---,01) 7 €{0,1,...om},i € {1,...,l}, para 1 =1,2,3,...} U{v}.

Dado o € M com Il(a)) > 1, escrevemos —« e a— para o multi-indice em M

obtido excluindo de o a primeira e a tltima componente, respectivamente. Assim

—(1,0) = (0), (1,0)==(1)

—(0,1,1) = (1,1), (0,1,1)— = (0,1).
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1.3.2 Integrais Multiplas de Ito

Usaremos a seguinte notacao para a integral miltipla de Ito. Sejam s e t dois

tempos de parada (relativo a o-dlgebra N; = 0(X;;0 <t < s)) com
0 <t(w) <s(w)<T,

com prob. 1. Entdo, para um multi-indice o = (j1,J2,...,/1) € M e um processo

X definiremos a integral multipla de Ito [,[X (-)]s s recursivamente por

X(S) =0,
L[X ()]s = ff _ wdu 1> 1e€ =0,
JS o dWﬂ I>1e ;> 1

Como ilustragao, consideremos os seguintes exemplos:

LXOh = X()

T Xty = X (u)du,

In[X (s = / X (u)dWL,

Ton[X (o = // X (wy)duy dW,
Loan[X(Vos = / / / X (y)duy W2, AW

para um processo X apropriado.

1.3.3 Funcoes Coeficientes de Ito

Introduziremos, agora, as fungoes que serao utilizadas mais tarde para definir os

coeficientes da expansao de Ito-Taylor estocastica.

Escreveremos o operador difusao para a equacao de Ito

t moopt
Xe =Xy + / f(s, Xs)ds + Z/ 7 (s, Xs)dW?
to j=1 to

Ccomo
d m 2

1
+ka_ T3 5 Z ngjg Ok

k=1 j=1
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e para j € {1,...,m} introduzimos o operador
d
) .0
L7 = k,j )

Para cada a = (ji, ..., J;) e uma fungao f € C"(RT xR% R) com h = I(a) +n(«)

definimos recursivamente a funcao coeficiente de Ito
£, = f : 1=0,
CT L, - 1>1.
1.3.4 Conjuntos Hierarquico e de Resto

As integrais multiplas estocésticas que aparecem na expansao de Ito-Taylor es-
tocéstica com integrando constante nao podem ser escolhidas de modo completa-
mente arbitrario. Antes, um conjunto de multi-indices correspondentes deve formar

um conjunto hierarquico.

Chamamos um conjunto A C M de conjunto hierarquico se:

i) A # 0
ii) os multi-indices em .4 sdo uniformemente limitados em comprimento:

Supaeal(ar) < oo;
iii) —a € A para cada o € A\ {v}, onde v é o multi-indice de comprimento zero.

Por exemplo, os conjuntos

{v}, {0, (0),(D)} e {v,(0),(1), (1, 1)}

sao conjuntos hierarquicos.

Quando escrevemos uma expansao de Ito-Taylor estocéastica para um dado con-
junto hierarquico, os termos envolvidos no resto sao somente aquelas integrais multi-
plas estocasticas com multi-indices que pertencem ao conjunto de resto correspon-
dente. Para algum conjunto hierarquico dado A, definimos o conjunto de resto B(.A)
de A por

B(A)={ae M\ A: —a € A}.
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Por exemplo, quando m = 1, temos para os conjuntos hierarquicos dados, os

seguintes conjuntos de resto
B({U}) - {<0)7 (1)}7 B({Uv (0>7 (1>}> - {<O= 0>’ (17 0)7 (07 1)? (1’ 1)}7
B({v,(0), (1), (1, 1)}) = {(0,0),(1,0),(0,1),(0,1,1), (1,1, 1)}.

1.3.5 Expansao de Ito-Taylor Estocastica

Introduziremos, agora, a expansao de Ito-Taylor estocéastica para um processo

de Ito d-dimensional

t m t
Xt:XtOJr/ a(s,Xs)derZ/ b (s, X,)dW?
j=1 "t

to

onde t € [ty, T], usando a notagao introduzida anteriormente.

Teorema 1.17 Sejam s e t dois tempos de parada (relativo & o-dlgebra N; =
0(X;0 <t <5s)) com

ty < t(w) < s(w) <T,
com probabilidade 1; seja A C M um conjunto hierdrquico; e seja f : RT x R — R.

Entao, a expansao de Ito-Taylor estocdstica

F(3:X(5) = D Lalfalt, X))o+ D Talfals X (D)oo (1.8)

acA a€B(A)

¢ verdadeira, contanto que todas as derivadas de f, a e b e todas as integrais mailtiplas

de Ito aparecendo em (1.8) existam.

Demonstragao: ver [12|, pag. 186. [



Capitulo 2

Método da Linearizacao Local

Neste capitulo serao descritas as construgoes de duas versoes recentes do método
numeérico da Linearizacao Local. A primeira delas chamada B-LL foi proposta por
Biscay, Jimenez, Riera e Valdes [2|. A segunda, chamada N-LL, dada por Jimenez,

Shoji e Ozaki [9], visando melhorar as aproximagoes dadas pela versao B-LL.

2.1 Método B-LL da Linearizacao Local

Consideremos uma equacgao diferencial estocastica multidimensional nao auto-
noma, e que, representa o caso com ruido aditivo, ou seja, o termo de difusao nao

depende de x:

dX(t) = f(t, X (1)dt + g(t)dW (), X (to) = Xo (2.1)

Assumimos as condig¢oes padrao de existéncia e unicidade de solug@o e que as

fungoes f(t,z) e g(t) sdo continuamente diferenciaveis em relagao as variaveis x e t.

Consideremos as formulagoes do método da Lineariza¢ao Local (LL) feitas por

Biscay, Jimenez, Riera e Valdes [2], as quais sdo dadas a partir dos seguintes passos:

1. Linearizacao local do coeficiente de deslocamento em cada intervalo de tempo

[t,t + h] por meio da expansao de Taylor deterministica;
2. Calculo analitico da solugao da EDE linear;

3. Aproximagao da integral de Ito que aparece na solugao obtida no passo (2),

por meio da regra do trapézio.

21



22

1° passo:

Consideremos a expansao de Taylor deterministica da funcao f,

(s,a(9)) = £t + LETD o) iy LED

onde ¢ ¢ um namero fixo em [ty,T'), s € [t,t + h] e h & o tamanho do passo.

Assim,

fs,2(s)) = f(t2(t)) + ——5 = (a(s) —a(t)) + =5 (s = 1).

Definimos

sy - HEX0)
a(s 1) = f(t,X(t))—wX(tHaf (t’af(t))(s—t)

para obter a seguinte aproximagao linear para a equacao (2.1):
dX(s) = (A(t) X (s) + a(s,t))dt + g(s)dW (s), s € [t,t + h]. (2.2)
2° passo:

A solugao explicita da equagao (2.2) num ponto s = ¢t + h é dada por (veja

referéncia [1])
X({t+h) = o(t+ h){X(t) + /tt+ ¢ (u)a(u, t)du

[ e waar) 23)

onde ¢(u) = exp(A(t)(u — t)) ¢ a matriz fundamental da equagdo deterministica
X(t) = A()X(t).

Assim,

X(t+h) = ¢(t+h)X(t)+gb(t+h)/t+ ¢ (u)a(u, t)du

t+h
Lot ) / 6 (u)g (w)dW ().

Observe que

¢ (u) = [exp(A(t)(u—1t)]"
= exp(A(t)(t —u)
(t)

= exp(A(t)(—u+ 2t —t).
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Logo,
¢ (u) = ¢(—u + 2t)
Dai
X(t+h) = ot +h)X(6)+ ot +h) / 6(—u + 2t)a(u, t)du
t+h '
+o(t+ h) /t b(—u + 2)g(w)dIV (w)
e, portanto,

X({t+h) = ot+h)X / d(h —u+ 2t)a(u, t)du

—l—/t d(h —u+2t)g(u)dW (u).

Com a igualdade
u=t=v=h+t
u—h—v—f—Zt:{ u=t+h=v=t

obtemos

t+h t
/ : o(h —u+2t)a(u,t)du = — d(v)alh — v+ 2t t)dv

t+h
t+h

= o(v)a(h — v + 2t,t)dv.

t

Além disso, para

_ ; v=t=u=0
u=v—t= v=t+h=u=nh
temos

t+h h
/ d(h —u+2t)a(u, t)du = / d(u+t)a(h —u+t,t)du.
¢ 0

Como

afs.1) = £(t2(0) — At + LDy

segue que

/ 6(h — u+ 26)a(u, t)du /¢u+t £t X (1) — AB)X (1)

L O X(0)

T (h — u)} du
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_ /0 exp(A(t)u)duf(t, X (1))
_ /0 exp(A(t)u)duA(t)X (¢)

—|—<h/0 exp(A(t)u)du
h
_/0 exp(A(t)u)udu)W
= 1o(A(t),h) f(t, X (t)) — ro(A(t), ) A(t) X (t)

+(hro(A), b) — ra(age), 1) LEX)

com

ro(M,a) = /Oa exp(Mu)u"du. (2.4)

Observagao 2.1 Para calcular a integral (2.4) usamos o método de Shur
[5, pag.542]

onde M é uma matriz quadrada nao singular e a um niumero real positivo.

Dai
—ro(A(t), A X (t) = —h{(=A(t)h)" (I — exp(A(t)h)) } A(t)X (t)
= X(t) — (—A(t)h) " exp(A(t)R) (= A(t)h) X ()
= X(t) — exp(A(t)h) X (1).

Assim, a equagao (2.3) pode ser escrita como

X(t+h) = X(t)+ro(At),h)f(t, X(t))

+ (hro(A(0), h) = ri(A(), ) w +E(L X (E):h) (2.5)

onde t4h
_ /t S(h — u+ 20)g(u)dW (u).

3° passo:
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Para aproximar a integral de Ito envolvida na definicao de £, utilizamos a seguinte

propriedade [17, pag.66]:

/a " W)W () = W)W () — D)V () — / "W de,  (26)
para algima funcio ¥ determinstica suave com derivada ¥, Assim,
E6 X0 ) = glt+ WW(E+h) — o{t + RO (2) +
[ o —u s mag - gm0
g(u).

A integral que aparece na equagao (2.7) é aproximada pela regra do trapézio,

/ o G(W (u), u)du ~ (G(W(t +h),t+ h) + GV (1), t)) g (2.8)

onde ¥(u) = ¢p(2t —u+ h)

Pela aplicacao da regra do trapézio na integral da expressdo (2.7), obtemos a
seguinte aproximagao

§X(1);h) = gt +h)W(t+h)—o(t+h)g(t)W(t)
+((A)g(t +h) — g/ (¢ + )W (¢t + h)

(4 )(AW() — W) 5.
Obtemos, entao,
St X():h) — {g(t Ly 4 ADgEF h)2_ gt h))h} W(t + h)

Assim, o método numérico da Linearizagao Local é definido pela computacao

iterativa da expressao
th+1 = Xi, + q)(tm X<tn); h) + g(tm X<tn); h)? (29>

com discretizagao de tempo ¢, =ty +nh, n=0,1,2,..., N, comegando com X;, =
Xo. Além disso,

(I)(tan<tn);h) = TO(A(tn)Jh)f(tnuth)+

(hro(A(t), B) = ri(A(t), 1) Of (tn. Xu,)

ot
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§(tn,X(t ) h) _ {(A(t )g(tn+1)2 g(tn+1)>h +g(tn+1)}W(tn+1)
+¢(tn+1> { (A(tn)g(tn; - gl(tn))h g(tn)} W(tn)

2.2 Meétodo N-LL da Linearizacao Local

Introduziremos, agora, as novas formulagdes do método da Linearizacao Local
[9], que melhora a aproximagao dada pelo método B-LL. Sao dadas a partir dos

seguintes passos:

1. Linearizacao local do coeficiente de deslocamento em cada intervalo de tempo

[t,t + h] por meio do truncamento da expansao de Ito-Taylor estocéstica;
2. Calculo analitico da solugao da EDE linear;

3. Aproximagao da integral de Ito envolvida na solugao obtida no passo (2), por

meio da regra do trapézio repetida.

Considere uma EDE multidimensional nao-auténoma com ruido aditivo. As
condicoes padrao de existéncia e unicidade de solugao forte sao assumidas. Considere
ainda, que f seja duas vezes continuamente diferenciavel em relacao a variavel x, e
que, f e g sejam continuamente diferenciaveis em relagao a variavel ¢.
1° passo:

Seja t € [ty, T] fixado e A = {v,(0),(1),...,(m)} um conjunto hierarquico, onde
v denota o multi-indice de comprimento zero, logo B(A) = {(0,1),...,(0,m), (1,1),

., (m,m)}. Pelo teorema da expansao de Ito-Taylor estocéstica (1.17) temos

=D LIAEX )+ Y Lo (D]tss

acA a€B(A)
onde f = (f',..., f%).
Para a i-ésima componente, da funcao f, denotamos o resto da expansao por
Rpi = ZQGB " LIfi(-, X(+)]t.s- Obtemos, portanto,

JM(S?X(S)) = Iv[fi(t,X(t))]ts+[ [f(0)<t X(t ))] NI
+](m) [fgm)(t7 X(t))]t,s + Rfi.
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Logo,
Pl X)) = FOXO)+ [ ot X0t [ 6 XOWW+..+

+/f®@X@MWf+&f
t

(&

Fi(s, X(s)) = fi(t,X(t))+LOfi(t,X(t))/deLlfi(t,X(t))/deg+...+

t t

LM X (1) / dW™ 1 Ry,

t

Assim,
Fs.X(6)) = S X(0)+ L07(0X(0) [ dut
+ zm: LIf(t, X(1)) / dW? + Ry

fx@) = e x)+ { 2O g xa e xm) +

2 Sl o LN gy

k=1

ST X ()g(t) / dW (u) + Ry, (2.10)

t

onde Jf(t, X(t)) é a matriz jacobiana da funcao f e g’ (t) denota a transposta da

matriz g(t).
Da mesma forma temos
X'(s) = Z L[ X5 ()]s + Z L[ X5 ()t s,
acA a€B(A)
onde X = (X1,..., X9).
Para a i-ésima componente, do processo X, denotamos o resto da expansao por
Rxi = ZaeB(A) I,[X%()]is- Obtemos, entao,
X'(s) = L[IX;()]s + Lo [Xi®]es + - +
+](m) [Xfm) (t)]t,s + Rxi
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X'(s) = Xi(t)+/ Xgo)(t)dw/ Xy (®)dW, +
t t

+ /t X{my(O)dW," + Ry

Xi(s) = Xi(t)+LOXi(t)/sdquLlXi(t)/deg+...+

t t
+L" X' () / dW™ 4+ Ry:.
t
Assim i
X(s) = X(t) + LOX(t)/ du + ZLJ’X(t)/ dW? + Ry.
t = ¢
Note que
LOXZ = — k1.
ot + an Zzg 9 an;aXz
k=1 kl 1j=1
e
- oxt .
X' = k,j
ang
Logo,

LOX(t) = f(t. X(t)) e iLjX(t) =
j=1
Dali, segue que

X(s) = X(t) + F(t. X(£))(s —t) + g(t) / dWu+ Ry. (2.11)

t

Com as expansoes (2.10) e (2.11) e removendo os restos, obtemos
fs, X(s)) =~ f(t, X(1) +
Of(t, X - O*f(t, X
v {—f EX) L 2 S o o P } (s—1)+

IR X (1)(X(s) — X(1)). (2.12)

A linearizagao da funcao f (dada pelo lado direito da expressao (2.12)) na ex-

pressao (2.1) conduz a EDE linear

dX (s) = (A(t)X(s) + a(s,t))ds + g(s)dW (s), (2.13)
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A = JFEXD)
Maw::fwxu»+{—<;l—+§E)mmfwwﬁé%égﬁ}@—w
—Jf(t, X(t)X(t).

2° passo:

Seja h um ntimero positivo. Dado que a equagao (2.13) é uma aproximagao da
equagao (2.1), para s € [t,t + h], a solugao exata em um ponto s =t + h é dada por

(veja referéncia [1])

X(t+h)=o¢(t+h) {X(t) + /tHh ¢ (u)a(u, t)du + /tHh ¢_1(u)g(u)dW(u)} :

(2.14)

De forma anéloga ao B-LL, obtemos
X(t+h)=X({t)+ Pt X(t);h)+£(t, X(t);h) (2.15)

onde

= [ o=+ 20t

O(t, X(t);h) = ro(A(t),h)f(t, X (1)) +
(hro(A(t), h) — r1(A(t), h)) x
<af(ta‘z(( )) + % Z [g(t)gT(t)]k,laéf)g;;()S»)
3° passo:

Dado que a integral envolvida na definicao de £ é uma integral de Ito, utilizamos

a equagao (2.6) e aplicamos a regra do trapézio repetida, para aproximar £ por

E(t, X(t):h) = g(t+ h)W(t +h) — ot + h)g()W(t)
_2_}; {¢ 2t + h — op41)[9 (Ors1) — A1) g(0ks1)]W (Ohs1) +

k=0

+6(2t + b — op)lg' (%) = AD)g(o)]W (@) }. (2.16)
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onde oy, =t + k(%), e 7 ¢ um ntmero inteiro tal que r ~ +.
Finalmente, o método da linearizagao local que aproxima a solugao de (2.1) é

definido pela computacao iterativa da expressao

Xp o =X, + B, X(tn); h) + E(tn, X (£0); h) (2.17)

n+1
com discretizagao de tempo t,, = to+nh,n =0,1,2,..., N, comegando de X;, = Xj.

As equagoes (2.9) e (2.17) permitem-nos verificar duas diferencas do método
N-LL em relagao ao método B-LL: (1) um termo adicional que envolve a derivada

segunda do coeficiente de deslocamento e (2) regras distintas de integragao trape-

zoidal.

2.3 Meétodos LL para Sistemas Lineares

E importante observar que solucdes numéricas a partir de ambos os métodos (B-
LL e N-LL) coincidem com a solugdo exata no caso de EDE linear com coeficiente
de difus@o nulo (g = 0), ou seja, o método é exato para um sistema de equagoes

diferenciais ordinarias lineares.

Nesse caso, as expressoes de iteragao computacional dos métodos LL reduzem-se

X({t+h) = X(t)+ro(At),h)f(t, X(t)) +

+(hro(A(D), ) — (A0, b)) x 2LETO),

que é equivalente a

t
X(t) = ¢(t) {XO +/ ¢—1(3)a(s)ds} :
to
De fato, coincide com a solugao geral do sistema linear (1.6).

Como ilustragao, consideremos o exemplo a seguir

Exemplo 2.2 Seja

X(t)=1—-t+4X(t), X(0)=1;
uma EDO linear, cuja solu¢ao exata € dada por
1

3 19
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70 I T T T
— solugao
aproximacao

Figura 2.1: O método LL é exato para EDO linear.

Na figura (2.1), certificamos graficamente a exatiddo do método LL no caso de

uma EDO linear.



Capitulo 3

Testes Numéricos

Neste capitulo, definimos ordem global de convergéncia forte, que é um dos meios
usados para verificar a precisao de um método numérico para EDE. Fazemos uma
estimativa da ordem de convergéncia para o método classico de Euler-Maruyma [7].
E ilustrado também, graficamente, uma das vantagens do método LL, em muitos

casos esse método preserva a caracteristica qualitativa da solucao exata.

3.1 Convergéncia

A perférmance do método LL para solu¢oes numéricas de EDE nao-linear tem
sido ilustrada em vérios artigos, desde sua primeira versao em 1985 realizada por
T. Ozaki. Um estudo comparativo entre o método B-LL e outros métodos classicos
foi ilustrado na referéncia [2], onde estdao demonstradas algumas vantagens do B-LL
sobre os outros. Mostra ainda, por meio de simulagoes, que o método B-LL converge
fortemente com ordem global 5 = 2. Em outro estudo comparativo [9], mostra-se,

por meio de simulacao, que o método N-LL converge fortemente com ordem global

3=3.

Definigao 3.1 Um método numérico X;, converge fortemente com ordem global
B € (0,00] para a solugio X se existe uma constante K finita e uma constante hy

positiva tal que
E(|X(T) = Xoy I | X(to) = Xy = Xo) < KN’
para ty =tog+ Nh =T com tamanho mdzximo do passo h € (0, hg).

32
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Uma outra definicao de ordem global 3’ de convergéncia forte ¢ dada por
E(X(T) = Xix| | X(to) = X4y = Xo) < KB

com 3= 20" [12].

A ordem forte de convergéncia (3.1) mede a velocidade em que “a média do erro

quadratico” decresce quando h — 0.

O erro global é decomposto como nas referéncias 2] e [16]:
E(IX(T) = X4 [) < B(IX(T) = X(T)P") + B(X(T) = X, ),
onde X ¢ uma discretizacio da solugio exata. A quantidade e = E(|X(T) — X, |?),

chamada parte deterministica do erro, é usada para caracterizar o erro global.

Podemos estimar numericamente a ordem de convergéncia, desde que, para al-

guma constante K positiva, tenhamos
e(h) ~ Kh”.
Obtendo, entao,
logse(h) = loge K + [logsh.

Dessa forma, a ordem de convergéncia é estimada pela inclinacao da reta ajustada

.....

M
1 -
e(h) = 72 S (XH(T) = XE)2
k=1
esclarecemos que o subrescrito k significa a k-ésima trajetoria de cada solucgao.

Como ilustragao, faremos o teste de convergéncia do método de Euler-Maruyama,

que é definido pela computagao iterativa da expressao (veja referéncia [7])
X(tnsr) = X(tn) + f(tn, X(tn)) 1 4 g(tn, X (tn))dW (t,)
com discretizagao de tempo t,, = to+nh,n =0,1,2,..., N, comecando de X;, = Xj.

Exemplo 3.2 Seja

dX(t) = AX (t)dt + pX ()dW (t), X(0) =1
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uma EDE escalar e sua solugao exata dada por
1
X (1) = X(0) exp(A — 542t + IV (1)
onde \=2epu=1.
Para h =27°,276 277278 979- T =1 ¢ M = 1000.

O método de Euler-Maruyama tem ordem de convergéncia 3 =~ 1, a qual podemos

confirmar pela reta tracejada de inclinagao 1 como referéncia (Figura 3.1).

|
—— Teste de convergencia
—— Reta de referencia

ogy(eh)

10 | I ! ! !
log,(h)

Figura 3.1: Teste de convergéncia para o método de Euler-Maruyama

3.2 Exemplos Numeéricos

Uma outra vantagem do método LL é que, em alguns exemplos, preserva a

propriedade qualitativa da solucao exata, enquanto que outros métodos explicitos
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nao fazem isso. Veremos isso a seguir.

Exemplo 3.3 Considere a equacgao escalar nao-autonoma

3 exp(=(t° — 15)/3)
2 t+1

dX(t) = (=X (t))dt + = dW (t),

to=0, T=9, X(t)) =1,

cuja solucao exata € dada por

X(t) = exp(— (£ — £3)/3) ( /—dW )

T T T T
—— solucao
aproximagao
Xt

051 .

Ak i

-1.5F 8

_2 | | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.2: Aproximacao pelo método LL.

Temos que a trajetoria da solugao aproximada pelo método LL (Figura 3.2) con-

verge para zero, que € a Unica singularidade assintoticamente estavel dessa equacao.
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T T |
— solugao
aproximacao
Xt

05- =
A 4
1.5 =

_2 | | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.3: Aproximagao pelo método de Euler-Maruyama.

Em contraste, a aproximagao pelo método de Euler-Maruyama d& uma trajetoria

explosiva (Figura 3.3) para t > 9.

O método de Taylor Explicito, desenvolvido por Kloeden e Platen [12], que é um
dos melhores métodos existentes, do ponto de vista de ordem de convergéncia forte
(8 = 3), de acordo com estudo comparativo de Saito e Mitsui [16], também d& uma

trajetoria explosiva [2].

Nas figuras 3.4-3.6 comparamos, para varios valores de h, a solucao exata da
EDE do exemplo (3.4) com as aproximagoes pelo método LL. Podemos verificar,
graficamente, como o método aproxima do processo solu¢ao ao diminuir o tamanho

do passo h.
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Exemplo 3.4 Seja
dX (t) = (exp(—X (1)) + 1)dt + gdW(t)

1
to=0, T=1, X(0)=-

N}

uma EDE escalar e sua solucao exata

X(t) = % . gwu) +in (1 —i—/otexp (—% - gW(u)> du) |

45 I T T T T
— Solugao
—-— Aproximacgao

al J

§ NN ra
Xt) 5 5] : \ .

1.5 il

05 \ I I ! | I ! ! I
0 01 0.2 03 0.4 0.5 086 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.4: Comparagao de uma aproximagao (LL) com a solucao para h = 274
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45 T T
— Solugao
- — Aproximagao
I
4r J \ 7
i
iy
B {
35r
i M _"‘.\
AN /f
i { [ |
3 ‘I\ \ 1t : f \‘ ; s
1 L e ¥
LA 1 7 !
XM 55| A of ‘ ] ’ |
; : !
Y ' |
] .ﬂ \
2= S .
J V
151, 8
11 o
|
05 | I I | | |
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Figura 3.5: Comparacao de uma aproximagao (LL) com a solugao para h = 27°.
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45 I | T T T
— Solugao 1
- — Aproximagao

35} ¥ RLHT.

X(t) 25_ . § ¥y I} I' lw 19} ! ‘, i -l

1.5 &

05 ! I I ! ! I ! ! I
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.6: Comparacao de uma aproximagao (LL) com a solugao para h = 275,



Conclusoes

Neste trabalho, foi realizada uma abordagem do método numérico da Lineariza-
¢ao Local em suas versoes mais recentes, denominadas B-LL e N-LL, para Equagoes
Diferenciais Estocasticas. O método é baseado no truncamento da expansao de
Taylor deterministica para o B-LL e no truncamento da expansao de Ito-Taylor es-
tocastica para o N-LL. E um método explicito de um-passo que da solucdo exata

para EDE’s lineares com coeficiente de difusao nulo.

Resultados de simulagao [2] e [9] demonstram que o método tem um desempenho
satisfatorio em uma grande variedade de EDE’s. Ha exemplos de EDE’s assintoti-
camente estaveis para os quais o método LL dé solugoes que convergem aos pontos
de equilibrio enquanto outros métodos explicitos classicos dao trajetorias explosi-
vas. De acordo com [2], os métodos implicitos e 0 método LL mostram estabilidade
numeérica em varios exemplos estudados. Porém a aproximacao LL tem vantagem de

requerer um tempo de processamento computacional consideravelmente mais baixo.

E importante ressaltar que, em 2002, Jimenez [10] obteve uma expressio equi-
valente para a parte deterministica do método N-LL, em que reduz o tempo de

processamento computacional do mesmo.

O método LL e suas variagoes podem ser aplicados a resolugao das equagoes do
modelo de massa neural discutido na introdugao [18], o que deixamos como assunto

para futuros trabalhos de pesquisa.
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Apéndices

Estao relacionados abaixo o c6digo fonte da maioria dos programas implemen-
tados em Matlab para gerar os graficos que aparecem no texto. Alguns programas
(apéndice A e B) foram adaptados de [7] e outros (apéndice C e D) foram elaborados

neste trabalho.

Apéndice A

Codigo fonte para gerar trajetoria discretizada do movimento Browniano (Figura

1.1).

% Trajetdoria discretizada do movimento Browniano
randn(’state’,100)

T=1;

N=500;

h=T/N;

dW=zeros(1,N);

W=zeros(1,N);

dW=sqrt (h) *randn(1,N); %variaveis aleatérias iid N(O,h)
W=cumsum(dW) ; %soma cumulativa dos incrementos dW
b

plot([0:h:T], [0,W], b-")

title(’Discretizagdo da trajetéria do movimento Brawniano’)
xlabel(’t’,’Fontsize’,16)

ylabel(°W(t)’,’Fontsize’,16, ’Rotation’,0)
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Apéndice B

Codigo fonte do teste de convergéncia forte para o método de Euler-Maruyama
(Figura 3.1).

% Teste de convergéncia forte de Euler-Maruyama
T
%dX = lambda*X dt + muxX dW,  X(0)

Xzero,
1.

%where lambda = 2, mu = 1 and XzerO
b

%E-M usando 5 incrementos distintos: 16dt, 8dt, 4dt, 2dt, dt.
%Examinando a convergéncia forte em T=1: E [X(T)-X_N|"2.

A

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % parametros do problema
T=1; N=2°9; dt = T/N; YA
M = 1000; % numero de trajetdrias

Xerr = zeros(M,5);
for s = 1:M,
dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

W = cumsum(dW) ;

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu~2)+mu*xW(N)) ;
for p = 1:5
R = 2°(p-1); Dt = R*dt; L = N/R;

Xtemp = Xzero;
for j = 1:L
Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));
Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;
end
Xerr(s,p) = (Xtemp - Xtrue)~2;
end
end
b
Dtvals = dt*x(2.7([0:4]1));
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plot(log2(Dtvals),log2(mean(Xerr)),’b*-’), hold on
plot(log2(Dtvals),log2(Dtvals.~(1)),’r--’), hold off
legend(’Teste de convergéncia’,’Reta de referéncia’,2)
xlabel(’log_2(h)’,’Fontsize’,16)
ylabel(’log_2(e(h))’,’Fontsize’,16, ’Rotation’,0)
axis([-10 -4 -10 2])
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Apéndice C

Codigo fonte para gerar a aproximacao do método B-LL e a solugao da EDE do
exemplo (3.3) (Figura 3.2).

Jmetodo BLL

%EDE dX=-t~2*Xdt+(1.5exp(-t~3/3)/(t+1))*dW, X(0)=Xzero,

%onde Xzero=1, dt=2"(-4) e T=9.

clc

clear all

randn(’state’,900)

Xzero=1,;

T=10;

N=160;

dt=T/N;

tzero=0;

t=(dt:dt:T);

dW=sqrt (dt)*randn(1,N); Y%incrementos do MB

W=cumsum(dW) ; %discretizagao da trajetoria do MB
b
Xtrue(1)=exp(-t(1)~3/3)+1.5%exp(-t(1)~3/3)*W(1)/(t(1)+1)+0.75*dtx*
exp(-t(1)°3/3)*W(1)/(t(1)+1)"2;

b

for j=1:N-1
Xtrue(j+1)=exp(-(t(j+1)°3)/3)+1.5*%exp(-(t(j+1)"3)/3)*

W(j+1) /(£ (j+1)+1) -1 .5xexp (- (£t (j+1)~3) /3)*W(j) /(£ (j)+1)+0.75*dt
*exp (- (£ (j+1)°3)/3)x(W(j+1) /(£ (j+1)+1) ~2+W(j) /(£ (j)+1)"2);

end

b

plot ([0:dt:T], [Xzero,Xtrue],’r-’), hold on

axis([0 10 -2 2]);

X=zeros(1,N);
X(1)=Xzero+(-1.5%exp(-dt~3/3)*(-dt~3-dt~2-1)*dt*0.5/(dt+1)"2+1.5
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*xexp (-dt~3/3)/(dt+1) ) *W(1);
for j=1:N-1
A=(exp(-(£(j)~2)*dt)-1)*X(j);

B=(dt/t(j)"2-(1-exp(-(t(j)"2)*dt))/t(j)~4)*(-2*t (j)*X(j));
b
C=((-t(j)~2*1.56xexp(-(t(j+1)~3)/3)/(t (j+1)+1)-1.5*exp (- (£ (j+1)~3)/3)
*x(-1-(t(G+1)~2)* (£ (j+1)+1)) /(£ (j+1)+1) ~2) *dt*0.5+1.5
*xexp(-(t(j+1)°3)/3) / (t (G+1)+1))*W(j+1);
b

D=exp (-t (j) ~2*dt)*((-(t(j)~2)*1.5*xexp(-(t(j)~3)/3)/(t(j)+1)-1.5
*xexp (- (t(§)"3)/3)*(-1-(t(j)~2)* (£ (j)+1)) /(£ (j)+1)"2)*dt*0.5-1.5
*exp (- (£(3)73)/3) /(£ (F)+1))*W(j);

yA

X(j+1)=X(j)+A+B+C+D;
end
b
plot([0:dt:T], [Xzero,X],’b.’), hold off
xlabel(’t?)
ylabel(’X(t)’,’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’, ’right’)
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Apéndice D
Codigo fonte para gerar os graficos das figuras 3.4-3.6.

%EDE dX=(exp(-X)+1)dt+5/2*%dW, X(0)=Xzero,

%onde Xzero=1/2 e T=1.

clc

clear all

randn(’state’,0)

Xzero=1/2;

T=1;

N=2"8;

h=T/N;

t=(h:h:T);

b

W=sqrt (h) . *cumsum(randn(1,N));

b

Xtrue(1)=1/2+t(1)+5/2.xW(1)+log(1+(exp(-1/2-t(1)-5/2.*W(1))+

exp(-1/2)) .%(h/2));

for j=1:N-1
Xtrue(j+1)=1/2+t(j+1)+5/2 . %W (j+1)+log(1+(exp(-1/2-t(j+1)-5/2.
*W(j+1))+exp(-1/2-t(j)-5/2.%W(j))) . *(h/2));

end

for p=1:5
R=2"(5-p);
Dt=Rx*h; %2~(-4),2°(-5),2~(-6),2"(-7),2°(-8)
L=T/Dt;
Y=zeros(1,L);
Y(1)=1/2+exp(1/2) *(1-exp(-Dt*exp(-1/2))) *(exp(-1/2)+1)+
(-exp(-1/2)*5/2%Dt/2+5/2) . *W(R) ;
for i=1:L-1
Y(i+1)=Y(i)+exp(Y(i)) .*(1-exp(-Dt.*exp(-Y(i))))*
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(exp(-Y(i))+1)+(-exp(-Y(i))*5/2*Dt/2+5/2) . *W(R* (i+1))+
exp(-Dt*exp(-Y(i)))*(-exp(-Y(1))*5/2*Dt/2-5/2) . xW(R*1) ;
end
plot([0:h:T], [Xzero,Xtruel],’b-’), hold on
plot([0:Dt:T], [Xzero,Y],’r-.’), hold off
xlabel (’t’)
ylabel (°X(t)’,’Rotation’,0, ’HorizontalAlignment’, ’right’)
legend (’Solugao’, ’Aproximagao’,2)

pause
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