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Resumo

Neste trabalho, estudamos o método numérico da Linearização Local (LL)

para resolução numérica de Equações Diferenciais Estocásticas (EDE’s). Inicial-

mente, apresentamos definições e resultados preliminares que fornecem o devido su-

porte teórico para o desenvolvimento deste trabalho, incluindo: processo de Wiener,

teorema de existência e unicidade de solução de EDE’s e a expansão de Ito-Taylor

estocástica. Em seguida, apresentamos duas versões recentes do método LL, com as

respectivas implementações computacionais, seguidas de exemplos numéricos. Men-

cionamos, ainda, algumas vantagens do método LL em relação aos métodos numéri-

cos tradicionais. O estudo está baseado nos trabalhos de Biscay, Jimenez, Riera, e

Valdes (An. Inst. Stat. Math. 48: 631-644, 1996) e Jimenez, Shoji, e Ozaki (J. of

Stat. Phys., 94:587-602, 1999).



Abstract

In this work, we study the Local Linearization method for the numerical

solution of Stochastic Differential Equations (SDE’s). Initially, we present definitions

and preliminaries results that provide the theoretical support for the development of

this work, such as: Wiener process, existence and uniqueness theorem of solution for

SDE’s and the stochastic Ito-Taylor expansion. We present the two recent versions

of the LL method, with their respective computational implementations, followed

by numerical examples. We also mention, some advantages of the LL method over

traditional numerical methods. The study is based on the works by Biscay, Jimenez,

Riera, and Valdes (An. Inst. Stat. Math. 48: 631-644, 1996) and Jimenez, Shoji,

and Ozaki (J. of Stat. Phys., 94:587-602, 1999).
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Introdução

As Equações Diferenciais Estocáticas (EDE’s) vem, crescentemente, sendo uti-
lizadas em modelos complexos em várias áreas de aplicação, como biologia, química,
neurociência, economia, finanças, dentre outros. Devido ao fato de soluções analíti-
cas serem raramente possíveis em situações realistas, métodos numéricos são, fre-
qüentemente, usados para calcular as soluções. Uma grande variedade de tais méto-
dos tem sido desenvolvida por diversos pesquisadores. Citamos, como exemplo, os
métodos de Euler-Maruyama, Milshtein, Kloeden e Platen, Saito e Mitsui (veja refe-
rências [2] e [16]). A base teórica comum desses métodos é a expansão de Ito-Taylor
estocástica em termos de integrais múltiplas de Wiener. Em geral, possuem boas
propriedades de convergência, as quais tem sido observadas por meio de simulações
(veja referências [2], [9] e [16]). Porém, duas limitações são apontadas: (1) em geral,
as aproximações calculadas, não dão solução exata para equações diferenciais or-
dinárias lineares (isto é, EDE’s lineares com coeficiente de difusão igual a zero) e (2)
as soluções numéricas nem sempre preservam a característica qualitativa da solução
exata. Em particular, há muitos exemplos de EDE’s com trajetórias limitadas em
que a solução numérica torna-se explosiva quando o valor inicial está em uma certa
região do espaço de fase. Um método alternativo que tenta superar essas limitações,
chamado método da Linearização Local (LL), foi introduzido por Ozaki em 1985
(veja referências [14] e [15]).

Uma das motivações em desenvolver esse trabalho decorre da aplicação do mé-
todo LL na análise não linear do Eletroencefalograma (EEG) em um modelo de
massa neural. O EEG é uma técnica de exame cerebral usada desde 1929, depois
da descoberta do psiquiatra alemão Hans Berger de que o cérebro gera uma ativi-
dade elétrica capaz de ser registrada [4]. Na prática, o EEG é realizado através
da colocação de eletrodos na pele da cabeça do paciente, que são conectados a um
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amplificador de corrente elétrica.

O modelo de massa neural (Figura 1) é um exemplo do modelo introduzido por
Valdes, Jimenez, Riera, Biscay, e Ozaki [18].

Figura 1: Diagrama em blocos de uma população neuronal envolvida em um modelo
de massa.

No modelo, V1e, V2e e Vi são potenciais de membrana e c1, c2, c3 e c4 são coefi-
cientes de eficiência sináptica. A função impulso hr é dada por hr(τ) = Ar[e

−arτ −
e−brτ ], com r = {e, i}. A função g é definida pela expressão

g(V ) =

{
g0λey(V−V0), V ≤ V0,
g0λ[2− e−y(V−V0)], V > V0,

onde E1, E2 e I são dadas pelas relações
E1(t) = g[V1e(t)],

E2(t) = g[V2e(t)],

I(t) = g[Vi(t)].

As constantes g0λ, γ, V0, Ar, ar, br e τ são dadas na Tabela 1.

KIe e KIi são conglomerados de neurônios excitatórios e inibitórios, respectiva-
mente, interconectados (ver detalhes em [18]). A entrada externa, é representada
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pela densidade de pulso P (t), que é modelado por um processo estocástico Gaussiano
(processo de Wiener).

Símbolos Definição Unidade Valor
g0λ Valor máximo da função g s−1 25
γ Parâmetro escalar da função g MV −1 0.34
V0 Potencial inicial da função g MV 6
Ae Máximo de he MV 1.6
ae Constante de tempo de he s−1 55
be Constante de tempo de he s−1 605
Ai Máximo de hi MV 32
ai Constante de tempo de hi s−1 27.5
bi Constante de tempo de hi s−1 5
τ Constante de tempo do filtro passa-alto ha s 0.32
δ Fator de amortecimento do filtro ha s 0.707
ωn Freqüência angular de corte do filtro ha Hz 2π30

Tabela 1: Constantes envolvidas na definição do modelo neural.

O modelo é descrito pelo sistema de equações diferenciais:

V̇ 1
1e(t) = αeV

1
1e(t) + βeV1e(t) + εec4g[V2e(t)] + c2αI1

f (t) + c2βIf (t) +

c2εig[Vi(t)] + εeΠ + w(t),

V̇ 1
2e(t) = αeV

1
2e(t) + βeV2e(t) + εec3g[V1e(t)],

V̇ 1
i (t) = αeV

1
i (t) + βeVi(t) + εec1g[V1e(t)],

İ1
f (t) = αiI

1
f (t) + βiIf (t) + εig[Vi(t)],

V̇1e(t) = V 1
1e(t),

V̇2e(t) = V 1
2e(t),

V̇i(t) = V 1
i (t),

İf (t) = I1
f (t),

V̇ 2
1f (t) = k2V

2
1f (t) + k1V

1
1f (t) + k0V1f (t) + aw2

nV
1
1e(t),

V̇1f (t) = V 1
1f (t),

V̇ 1
1f (t) = V 2

1f (t),

onde w é um ruído branco com média zero e variância ε2
eδ

2
P e
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αr = −(ar + br),
βr = −arbr,
εr = (br − ar)Ar,
α = αe − αi,
β = βe − βi,
k0 = −ω2

n

τ
, k1 = −2δωn

τ
− ω2

n e k2 = −2ωn − 1
τ
.

O sistema de equações diferenciais que descreve o modelo, pode ser expresso
sucintamente como a equação diferencial estocástica:

Ẋ = f(X, θ) + W,

onde

X =
(
V 1

1e, V
1
2e, V

1
i , I1

f , V1e, V2e, Vi, If , V
2
1f , V1f , V

1
1f

)T

e

W = (w, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T

é um vetor aleatório com média zero e uma matriz de covariância 11× 11 da forma:

∑
=


ε2
eδ

2
P 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0


e

θ = [c1 c2 c3 c4 Π σ2
P a] é o conjunto de parâmetros pré-definidos.

Esta dissertação objetiva estudar o método da Linearização Local para resolução
numérica de Equações Diferenciais Estocásticas. O estudo baseia-se nos trabalhos
de Biscay, Jimenez, Riera, e Valdes [2] e Jimenez, Shoji, e Ozaki [9].

No primeiro capítulo, são introduzidos alguns conceitos da teoria de probabili-
dade e de processos estocásticos, resultados como o processo de Wiener e o teorema
de existência e unicidade de solução de EDE’s. O capítulo é finalizado com alguns
teoremas, incluindo o teorema da expansão de Ito-Taylor estocástica.

No segundo capítulo são apresentadas duas versões recentes do método LL, com
suas respectivas implementações computacionais, mostrando as diferenças que há
nas expressões de computação iterativa que definem os métodos.
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O terceiro capítulo traz alguns exemplos numéricos, onde é feita uma estimativa
numérica para a ordem de convergência do método de Euler-Maruyama, também
são dados vários gráficos ilustrando a aproximação pelo método LL e um exemplo
mostrando, que em alguns casos, este método preserva a característica qualitativa
da solução exata. Nos apêndices está disposto o código fonte, em Matlab, da maioria
dos programas que foram implementados neste trabalho.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, introduzimos alguns conceitos e definições relacionados à teoria
de probabilidade, que são necessários para um bom entendimento deste trabalho.
Com papel relevante, temos alguns resultados sobre existência e unicidade de solução
de equações diferenciais estocásticas, processo de Wiener e a expansão de Ito-Taylor
estocástica. Este capítulo baseia-se nas referências [1, 3, 6, 7, 8, 11, 12, 13].

1.1 Processo Estocástico

Definição 1.1 Dado um conjunto Ω, uma σ-álgebra A em Ω é uma família A de
subconjuntos de Ω com as seguintes propriedades:
(i) ∅ ∈ A;
(ii) F ∈ A ⇒ FC ∈ A;
(iii) A1, A2, . . . ∈ A ⇒ A =

⋃∞
i=1 Ai ∈ A.

O par (Ω, A) é chamado de espaço mensurável. Uma medida de probabilidade P

em um espaço mensurável (Ω, A) é uma função P : A → [0, 1] tal que
(a) P (∅) = 0 e P (Ω) = 1;

(b) se A1, A2, . . . ∈ A e {Ai}∞i=1 são dois a dois disjuntos então

P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai).

O terno (Ω, A, P ) é chamado espaço de probabilidade.

7
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Se (Ω, A, P ) é um espaço de probabilidade, então a função Y : Ω → Rd é chamada
A-mensurável se

Y −1(U) = {ω ∈ Ω; Y (ω) ∈ U} ∈ A

para todo conjunto aberto U ∈ Rd.

Definição 1.2 Uma variável aleatória (d-dimensional) X é uma função A-mensu-
rável X : Ω → Rd.

Definição 1.3 Um processo estocástico é uma coleção de variáveis aleatórias X =

{X(t, ω) (ou Xt(ω)) : t ∈ [t0, T ]} definidas em um espaço de probabilidade (Ω, A, P )

e assumindo valores em Rd.

Note que, para cada t ∈ [t0, T ] fixado, temos uma variável aleatória

ω → X(t, ω); ω ∈ Ω.

Por outro lado, fixando ω ∈ Ω podemos considerar a função

t → X(t, ω); t ∈ [t0, T ]

que é chamada trajetória de X.

Intuitivamente, pensamos em t como “tempo” e cada ω como uma “partícula”.
Assim, podemos considerar o processo como uma função de duas variáveis.

Definição 1.4 Um processo estocástico X(t, ω), t ∈ T , é chamado um processo de
segunda ordem se, E[X(t)2] < ∞ para cada t ∈ T .

Definição 1.5 Um processo estocástico X(t, ·) é contínuo em média quadrática se
E[X2

t ] < ∞ para todo t e

lim
s→t

E[(Xs −Xt)
2] = 0 ∀t ≥ 0.

Neste trabalho, estaremos considerando continuidade em média quadrática para os
processos estocásticos que aparecem no texto.
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Definição 1.6 Uma filtração (em (Ω, A)) é uma família F = {Ft}t≥0 de σ-álgebras
Ft ⊂ A tal que

0 ≤ s < t ⇒ Fs ⊂ Ft ,

isto é, {Ft} é crescente.

Definição 1.7 Seja {Ft}t≥0 uma filtração. Um processo X(t, ω) : [0,∞)×Ω → Rd

é chamado Ft-adaptado se, para cada t ≥ 0, a função

ω → X(t, ω)

é Ft-mensurável.

Definição 1.8 Seja {Nt} uma família crescente de σ-álgebras (de subconjuntos de
Ω). Uma função τ : Ω → [0,∞] é chamada tempo de parada com respeito à {Nt} se

{ω; τ(ω) ≤ t} ∈ Nt, ∀t ≥ 0.

1.1.1 Processo de Wiener

Entre 1827-1829, o botânico Robert Brown observou, usando um microscópio,
o movimento irregular e imprevisível de grãos de pólen imersos em água [11]. De
um modo geral, esse fenômeno refere-se à trajetória de uma pequena partícula to-
talmente imersa em um líquido ou gás. Brown não foi o primeiro a observar este
fenômeno, mas este movimento só recebeu um nome depois de seus relatos.

Através de seus trabalhos iniciados em 1918, Norbert Wiener apresentou uma
definição concisa do processo estocástico, como uma descrição matemática do movi-
mento browniano. O movimento irregular de uma partícula em suspensão resulta
do fato de que ela está continuamente sendo bombardeada pelas moléculas que com-
põem o meio, as quais estão em constante agitação térmica.

Definição 1.9 Um movimento Browniano padrão, ou processo de Wiener padrão é
um processo estocástico {W (t) (ou Wt), t ∈ [t0, T ]} definido no espaço de probabili-
dade (Ω, A, P ) com conjunto de índices [t0, T ] e espaço de estados Rm, satisfazendo
as seguintes condições:

1. W (t0) = 0 (com probabilidade 1);



10

2. Para 0 ≤ t0 ≤ s ≤ t ≤ T cada incremento W (t) − W (s) está normalmente
distribuído com média zero e matriz de covariância (t−s)I (onde I é a matriz
identidade de ordem m);

3. Para 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ≤ T os incrementos W (ti)−W (ti−1), 1 ≤ i ≤ n,
são independentes.

Temos que
W (t)−W (s) ∼ N(0, (t− s)I)

donde segue de [8]

W j(t)−W j(s) ∼ N(0,
m∑

k=1

a2
kj), com 1 ≤ j ≤ m,

onde W j é a j-ésima componente do processo de Wiener. Os elementos aij pertencem
a uma matriz A, tal que (t− s)I = AAT . Logo

A =
√

(t− s)I

daí
aij =

{ √
(t− s), i = j;

0, i 6= j.

Portanto,
W j(t)−W j(s) ∼ N(0, t− s), com 1 ≤ j ≤ m.

Para propósitos computacionais (no caso escalar ou em cada componente) é util
considerar uma discretização do movimento Browniano, onde W (t) é especificado
para valores de t discretos. Fixamos h = (T − t0)/N para algum inteiro positivo
N e tj = t0 + jh. A condição 2 da definição (1.9) é equivalente a W (t) −W (s) ∼
√

t− sN(0, 1) com t0 ≤ s ≤ t ≤ T , onde N(0, 1) é a distribuição normal com média
zero e variância 1. Pelas condições 2 e 3 da mesma definição, temos que

W (tj) = W (tj−1) + dW (tj), j = 1, 2, . . . , N,

onde cada dW (tj) é uma variável aleatória com distribuição
√

hN(0, 1). No Matlab,
um elemento de distribuição N(0, 1) é obtido com o comando “randn”.

Exibimos a seguir (Figura 1.1) o gráfico gerado em Matlab do movimento Brow-
niano discretizado sobre o intervalo [0, 1] tomando N = 500.
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Figura 1.1: Discretização da trajetória do movimento Browniano.

1.2 Equação Diferencial Estocástica

Antes de falar em Equações Diferenciais Estocásticas, daremos uma definição de
integração com respeito ao processo de Wiener, denominada integral de Ito. Para
isso, consideremos um processo contínuo em média quadrática X(t, ω), t ∈ [a, b]

e uma sequência {Pn}, n ≥ 1, partições sucessivamente menores de [a, b] tal que
|Pn| → 0 quando n →∞. Definamos

Jn(ω) =
n−1∑
k=0

X(tnk , ω)[W (tnk+1, ω)−W (tnk , ω)]. (1.1)

Suponhamos que X(t) seja independente dos incrementos W (v)−W (u) para todo
a ≤ t ≤ u < v ≤ b. Então

E[X(tnk)[W (tnk+1)−W (tnk)]]2 = E[X(tnk)]2E[W (tnk+1)−W (tnk)]2 < ∞.
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Conseqüentemente, cada termo da soma (1.1) é uma variável aleatória de segunda
ordem. Assim, Jn, n ≥ 1, forma uma seqüência de variáveis aleatórias de segunda
ordem.

Definição 1.10 Se a seqüêcia Jn converge em média quadrática para uma variável
aleatória J quando n → ∞, então o limite é chamado de integral de Ito de X(t)

com respeito ao processo de Wiener W (t) e é denotado por

J(ω) =

∫ b

a

f(t, ω)dW (t, ω). (1.2)

Teorema 1.11 (Fórmula de Ito) Seja u = u(t, x) denotando uma função contí-
nua definida em [t0, T ]×Rd com valores em Rk. Se Xt é um processo d-dimensional
definido em [t0, T ] pela diferencial estocástica

dXt = f(t,Xt)dt + g(t,Xt)dWt,

então o processo k-dimensional

Yt = u(t,Xt)

definido em [t0, T ] com valor inicial Yt = u(t0, Xt0) também possui uma diferencial
estocástica com respeito ao mesmo processo de Wiener Wt, e temos

dYt =
(
ut(t,Xt) + ux(t,Xt)f(t,Xt) +

1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

uxixj
(t,Xt)[g(t,Xt)g

T (t,Xt)]ij

)
dt

+ux(t,Xt)g(t,Xt)dWt,

que pode ser escrita como

dYt = utdt + uxdXt +
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

uxixj
[ggT ]ijdt.

Demonstração: ver [1], pág. 96.

Uma equação diferencial estocástica é basicamente uma equação diferencial de-
terminística com uma perturbação aleatória.
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Definição 1.12 Uma equação da forma

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t), (1.3)

X(t0) = X0, t0 ≤ t ≤ T < ∞,

é chamada equação diferencial estocástica de Ito. A variável aleatória X0 é chamada
valor inicial no instante t0. A equação (1.3) juntamente com a condição inicial, é
somente uma forma simbólica de escrever a equação integral estocástica

X(t) = X0 +

∫ t

t0

f(s, X(s))ds +

∫ t

t0

g(s, X(s))dW (s), t0 ≤ t ≤ T < ∞ (1.4)

onde X(t) é um processo estocástico em Rd e W (t) é um processo de Wiener m-
dimensional, ambos definidos em [t0, T ]. As funções f e g são definidas em [t0, T ]×
Rd, assumindo valores em Rd e Rd×m respectivamente.

Apresentamos a seguir uma definição de solução forte da equação (1.3). Para
isso consideremos a filtração {Ft, t ∈ [t0, T ]} gerada pela variável aleatória X0 e por
{Ws, s ≤ t}, especificamente,

Ft = σ(X0; Ws, s ≤ t).

Definição 1.13 Uma solução forte da EDE (1.3) com condição inicial X(t0) = X0

é um processo estocástico X = {Xt, t ∈ [t0, T ]} que satisfaz

1. X é um processo adaptado à filtração {Ft, t ∈ [t0, T ]};

2. P (X(t0) = X0) = 1;

3. P (
∫ t

t0
{|f(s, Xs)|+ |g(s, Xs)|2}ds < ∞) = 1;

4. X satisfaz a equação (1.4) para t0 ≤ t ≤ T quase certamente.

Em outras palavras, uma solução forte de uma EDE é uma função da trajetória
do movimento Browniano. Se o movimento Browniano for substituído por outro, a
solução forte é dada pela mesma relação funcional, porém com o novo movimento
Browniano no lugar do anterior.
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Figura 1.2: Interpretação da EDE como um sistema dinâmico.

Teorema 1.14 (Existência e unicidade) Suponha que a condição inicial e os coefi-
cientes da equação (1.3) satisfaçam:

1. Condição de Lipschitz: existe uma constante k > 0 tal que ∀x, y ∈ Rd e
∀t ∈ [t0, T ]

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ k|x− y|;

2. Restrição no crescimento: existe uma constante c > 0 tal que ∀t ∈ [t0, T ] e
∀x ∈ Rd,

|f(t, x)|2 + |g(t, x)|2 ≤ c(1 + |x|);

3. X0 é independente de W (t)−W (t0) para t ≥ t0.

Então, a equação (1.3) tem uma única solução forte X(t) em [t0, T ] assumindo
valores em Rd, contínua com prob. 1, que satisfaz a condição inicial X(t0) = X0;
isto é, se X(t) e Y (t) são soluções contínuas de (1.3) com o mesmo valor inicial
X0, então

P [supt0≤t≤T |X(t)− Y (t)| > 0] = 0.

Demonstração: ver [1], pág. 106.
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Definição 1.15 Uma equação diferencial estocástica

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t,X(t))dW (t)

para um processo X(t) d-dimensional no intervalo [t0, T ] é dita linear se as funções
f e g são funções lineares de x ∈ Rd, ou em outras palavras, se

f(t, x) = A(t)x + a(t),

onde A(t) é uma matriz d× d e a(t) ∈ Rd, e se

g(t, x) = (B1(t)x + b1(t), . . . , Bm(t)x + bm(t)),

onde Bk(t) é uma matriz d × d e bk(t) ∈ Rd. Assim, uma equação diferencial es-
tocástica linear tem a forma

dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))dt +
m∑

i=1

(Bi(t)X(t) + bi(t)))dW i(t),

onde Wt = (W 1
t , . . . ,Wm

t )T . É dita homogênea se a(t) = b1(t) = . . . = bm(t) ≡ 0.

É dita linear no sentido estrito se B1(t) = . . . = Bm(t) ≡ 0.

Vamos investigar equações da forma

dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))dt + g(t)dW (t). (1.5)

Assumindo que as funções A(t), a(t) e g(t) satisfazem as condições do teorema
(1.14), então existe para cada valor inicial X(t0) = X0 uma única solução.

Relembremos alguns conceitos familiares de sistemas lineares determinísticos (no
caso em que g(t) ≡ 0).

A solução φ(t) da equação matricial (veja referência [3])

φ̇(t) = A(t)φ(t), φ(t0) = I,

é chamada matriz fundamental do sistema

Ẋ(t) = A(t)X(t) + a(t).

A solução com valor inicial X(t0) = X0 pode ser representada com auxílio de φ(t),
da seguinte forma

X(t) = φ(t)
(
X0 +

∫ t

t0

φ−1(s)a(s)ds
)
. (1.6)
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Se A(t) ≡ A é independente de t, então

φ(t) = exp(A(t− t0))

=
∞∑

n=0

An(t− t0)
n

n!
.

Dessa forma

X(t) = exp(A(t− t0))X0 +

∫ t

t0

exp(A(t− s))a(s)ds.

Com este conhecimento, podemos determinar a solução da equação não ho-
mogênea (1.5).

Para demonstrar o próximo teorema faremos uso da fórmula de Ito, dada pelo
teorema (1.11).

Teorema 1.16 A equação diferencial estocástica linear (no sentido estrito)

dX(t) = (A(t)X(t) + a(t))dt + g(t)dW (t)

tem como solução em [t0, T ]

X(t) = φ(t)

{
X(t0) +

∫ t

t0

φ−1(u)a(u)du +

∫ t

t0

φ−1(u)g(u)dW (u)

}
(1.7)

onde φ(t) é a matriz fundamental da equação determinística Ẋ(t) = A(t)X(t).

Demonstração: seja

Y (t) = X(t0) +

∫ t

t0

φ−1(u)a(u)du +

∫ t

t0

φ−1(u)g(u)dW (u),

Y (t) tem diferencial estocástica

dY (t) = φ−1(t)(a(t)dt + g(t)dW (t)).

Então, pela fórmula de Ito (1.11), o processo

X(t) = φ(t)Y (t)

tem diferencial estocástica

dX(t) = φ̇(t)Y (t)dt + φ(t)dY (t)

= A(t)φ(t)Y (t)dt + φ(t)[φ−1(t)(a(t)dt + g(t)dW (t))]

= A(t)φ(t)Y (t)dt + a(t)dt + g(t)dW (t)

= (A(t)X(t) + a(t))dt + g(t)dW (t)

o que completa a prova.
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1.3 Expansão de Ito-Taylor Estocástica

1.3.1 Multi-índices

Chamaremos um vetor
α = (j1, j2, . . . , jl),

onde
ji ∈ {0, 1, . . . ,m}

para i ∈ {1, 2, . . . , l} e m = 1, 2, 3, . . . , um multi-índice de comprimento

l := l(α) ∈ {1, 2, 3, . . .}.

Aqui m denotará o número de componentes do processo de Wiener em consideração.
Denotamos por v o multi-índice de comprimento zero, com

l(v) := 0.

Exemplos:
l((1, 0)) = 2 e l((1, 0, 1)) = 3.

Continuando, escreveremos n(α) para o número de componentes de um multi-índice
α que são iguais a zero. Por exemplo,

n((1, 0, 1)) = 1, n((0, 1, 0)) = 2 e n((0, 0)) = 2.

Denotamos o conjunto de todos os multi-índices por M, assim

M = {(j1, j2, . . . , jl) : ji ∈ {0, 1, . . . ,m}, i ∈ {1, . . . , l}, para l = 1, 2, 3, . . .} ∪ {v}.

Dado α ∈ M com l(α) ≥ 1, escrevemos −α e α− para o multi-índice em M
obtido excluindo de α a primeira e a última componente, respectivamente. Assim

−(1, 0) = (0), (1, 0)− = (1)

−(0, 1, 1) = (1, 1), (0, 1, 1)− = (0, 1).
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1.3.2 Integrais Múltiplas de Ito

Usaremos a seguinte notação para a integral múltipla de Ito. Sejam s e t dois
tempos de parada (relativo à σ-álgebra Nt = σ(Xt; 0 ≤ t ≤ s)) com

0 ≤ t(ω) ≤ s(ω) ≤ T,

com prob. 1. Então, para um multi-índice α = (j1, j2, . . . , jl) ∈ M e um processo
X definiremos a integral múltipla de Ito Iα[X(·)]t,s recursivamente por

Iα[X(·)]t,s =


X(s) : l = 0,∫ s

t
Iα−[X(·)]t,udu : l ≥ 1 e jl = 0,∫ s

t
Iα−[X(·)]t,udW jl

u : l ≥ 1 e jl ≥ 1.

Como ilustração, consideremos os seguintes exemplos:

Iv[X(·)]0,t = X(t),

I(0)[X(·)]ti,ti+1
=

∫ ti+1

ti

X(u)du,

I(1)[X(·)]t,s =

∫ s

t

X(u)dW 1
u ,

I(0,1)[X(·)]0,t =

∫ t

0

∫ u2

0

X(u1)du1dW 1
u2

,

I(0,2,1)[X(·)]0,s =

∫ s

0

∫ u3

0

∫ u2

0

X(u1)du1dW 2
u2

dW 1
u3

,

para um processo X apropriado.

1.3.3 Funções Coeficientes de Ito

Introduziremos, agora, as funções que serão utilizadas mais tarde para definir os
coeficientes da expansão de Ito-Taylor estocástica.

Escreveremos o operador difusão para a equação de Ito

Xt = Xt0 +

∫ t

t0

f(s, Xs)ds +
m∑

j=1

∫ t

t0

gj(s, Xs)dW j
s

como

L0 =
∂

∂t
+

d∑
k=1

fk ∂

∂xk
+

1

2

d∑
k,l=1

m∑
j=1

gk,jgl,j ∂2

∂xk∂xl
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e para j ∈ {1, . . . ,m} introduzimos o operador

Lj =
d∑

k=1

gk,j ∂

∂xk
.

Para cada α = (j1, . . . , jl) e uma função f ∈ Ch(R+×Rd, R) com h = l(α)+n(α)

definimos recursivamente a função coeficiente de Ito

fα =

{
f : l = 0,
Lj1f−α : l ≥ 1.

1.3.4 Conjuntos Hierárquico e de Resto

As integrais múltiplas estocásticas que aparecem na expansão de Ito-Taylor es-
tocástica com integrando constante não podem ser escolhidas de modo completa-
mente arbitrário. Antes, um conjunto de multi-índices correspondentes deve formar
um conjunto hierárquico.

Chamamos um conjunto A ⊂M de conjunto hierárquico se:

i) A 6= ∅;

ii) os multi-índices em A são uniformemente limitados em comprimento:

supα∈Al(α) < ∞;

iii) −α ∈ A para cada α ∈ A \ {v}, onde v é o multi-índice de comprimento zero.

Por exemplo, os conjuntos

{v}, {v, (0), (1)} e {v, (0), (1), (1, 1)}

são conjuntos hierárquicos.

Quando escrevemos uma expansão de Ito-Taylor estocástica para um dado con-
junto hierárquico, os termos envolvidos no resto são somente aquelas integrais múlti-
plas estocásticas com multi-índices que pertencem ao conjunto de resto correspon-
dente. Para algum conjunto hierárquico dado A, definimos o conjunto de resto B(A)

de A por
B(A) = {α ∈M \A : −α ∈ A}.
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Por exemplo, quando m = 1, temos para os conjuntos hierárquicos dados, os
seguintes conjuntos de resto

B({v}) = {(0), (1)}, B({v, (0), (1)}) = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)},

B({v, (0), (1), (1, 1)}) = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}.

1.3.5 Expansão de Ito-Taylor Estocástica

Introduziremos, agora, a expansão de Ito-Taylor estocástica para um processo
de Ito d-dimensional

Xt = Xt0 +

∫ t

t0

a(s, Xs)ds +
m∑

j=1

∫ t

t0

bj(s, Xs)dW j
s

onde t ∈ [t0, T ], usando a notação introduzida anteriormente.

Teorema 1.17 Sejam s e t dois tempos de parada (relativo à σ-álgebra Nt =

σ(Xt; 0 ≤ t ≤ s)) com
t0 ≤ t(ω) ≤ s(ω) ≤ T,

com probabilidade 1; seja A ⊂M um conjunto hierárquico; e seja f : R+×Rd → R.

Então, a expansão de Ito-Taylor estocástica

f(s, X(s)) =
∑
α∈A

Iα[fα(t,X(t))]t,s +
∑

α∈B(A)

Iα[fα(·, X(·))]t,s (1.8)

é verdadeira, contanto que todas as derivadas de f , a e b e todas as integrais múltiplas
de Ito aparecendo em (1.8) existam.

Demonstração: ver [12], pág. 186.



Capítulo 2

Método da Linearização Local

Neste capítulo serão descritas as construções de duas versões recentes do método
numérico da Linearização Local. A primeira delas chamada B-LL foi proposta por
Biscay, Jimenez, Riera e Valdes [2]. A segunda, chamada N-LL, dada por Jimenez,
Shoji e Ozaki [9], visando melhorar as aproximações dadas pela versão B-LL.

2.1 Método B-LL da Linearização Local

Consideremos uma equação diferencial estocástica multidimensional não autô-
noma, e que, representa o caso com ruído aditivo, ou seja, o termo de difusão não
depende de x:

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t)dW (t), X(t0) = X0 (2.1)

Assumimos as condições padrão de existência e unicidade de solução e que as
funções f(t, x) e g(t) são continuamente diferenciáveis em relação às variáveis x e t.

Consideremos as formulações do método da Linearização Local (LL) feitas por
Biscay, Jimenez, Riera e Valdes [2], as quais são dadas a partir dos seguintes passos:

1. Linearização local do coeficiente de deslocamento em cada intervalo de tempo
[t, t + h] por meio da expansão de Taylor determinística;

2. Cálculo analítico da solução da EDE linear;

3. Aproximação da integral de Ito que aparece na solução obtida no passo (2),
por meio da regra do trapézio.
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1o passo:

Consideremos a expansão de Taylor determinística da função f ,

f(s, x(s)) = f(t, x(t)) +
∂f(t, x(t))

∂x
(x(s)− x(t)) +

∂f(t, x(t))

∂t
(s− t) + · · · ,

onde t é um número fixo em [t0, T ), s ∈ [t, t + h] e h é o tamanho do passo.
Assim,

f(s, x(s)) ≈ f(t, x(t)) +
∂f(t, x(t))

∂x
(x(s)− x(t)) +

∂f(t, x(t))

∂t
(s− t).

Definimos

A(t) =
∂f(t,X(t))

∂X

a(s, t) = f(t,X(t))− ∂f(t,X(t))

∂X
X(t) +

∂f(t,X(t))

∂t
(s− t)

para obter a seguinte aproximação linear para a equação (2.1):

dX(s) = (A(t)X(s) + a(s, t))dt + g(s)dW (s), s ∈ [t, t + h]. (2.2)

2o passo:

A solução explícita da equação (2.2) num ponto s = t + h é dada por (veja
referência [1])

X(t + h) = φ(t + h)
{

X(t) +

∫ t+h

t

φ−1(u)a(u, t)du

+

∫ t+h

t

φ−1(u)g(u)dW (u)
}

(2.3)

onde φ(u) = exp(A(t)(u − t)) é a matriz fundamental da equação determinística
Ẋ(t) = A(t)X(t).
Assim,

X(t + h) = φ(t + h)X(t) + φ(t + h)

∫ t+h

t

φ−1(u)a(u, t)du

+φ(t + h)

∫ t+h

t

φ−1(u)g(u)dW (u).

Observe que

φ−1(u) = [exp(A(t)(u− t)]−1

= exp(A(t)(t− u)

= exp(A(t)(−u + 2t− t).
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Logo,
φ−1(u) = φ(−u + 2t).

Daí

X(t + h) = φ(t + h)X(t) + φ(t + h)

∫ t+h

t

φ(−u + 2t)a(u, t)du

+φ(t + h)

∫ t+h

t

φ(−u + 2t)g(u)dW (u)

e, portanto,

X(t + h) = φ(t + h)X(t) +

∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)a(u, t)du

+

∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)g(u)dW (u).

Com a igualdade

u = h− v + 2t ⇒
{

u = t ⇒ v = h + t
u = t + h ⇒ v = t

obtemos

∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)a(u, t)du = −
∫ t

t+h

φ(v)a(h− v + 2t, t)dv

=

∫ t+h

t

φ(v)a(h− v + 2t, t)dv.

Além disso, para

u = v − t ⇒
{

v = t ⇒ u = 0
v = t + h ⇒ u = h

temos ∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)a(u, t)du =

∫ h

0

φ(u + t)a(h− u + t, t)du.

Como
a(s, t) = f(t, x(t))− A(t)x(t) +

∂f(t, x(t))

∂t
(s− t),

segue que∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)a(u, t)du =

∫ h

0

φ(u + t)
[
f(t,X(t))− A(t)X(t))

+
∂f(t,X(t))

∂t
(h− u)

]
du
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=

∫ h

0

exp(A(t)u)duf(t,X(t))

−
∫ h

0

exp(A(t)u)duA(t)X(t)

+
(
h

∫ h

0

exp(A(t)u)du

−
∫ h

0

exp(A(t)u)udu
)∂f(t,X(t))

∂t

= r0(A(t), h)f(t,X(t))− r0(A(t), h)A(t)X(t)

+
(
hr0(A(t), h)− r1(A(t), h)

)∂f(t,X(t))

∂t
,

com
rn(M, a) =

∫ a

0

exp(Mu)undu. (2.4)

Observação 2.1 Para calcular a integral (2.4) usamos o método de Shur
[5, pag.542]

rn(M, a) = an+1n!
{

(−Ma)−n−1(I − exp(Ma))

− exp(Ma)
n−1∑
k=0

(−Ma)−k−1/(n− k)!
}

,

onde M é uma matriz quadrada não singular e a um número real positivo.

Daí

−r0(A(t), h)A(t)X(t) = −h
{
(−A(t)h)−1(I − exp(A(t)h))

}
A(t)X(t)

= X(t)− (−A(t)h)−1 exp(A(t)h)(−A(t)h)X(t)

= X(t)− exp(A(t)h)X(t).

Assim, a equação (2.3) pode ser escrita como

X(t + h) = X(t) + r0(A(t), h)f(t,X(t))

+
(
hr0(A(t), h)− r1(A(t), h)

)∂f(t,X(t))

∂t
+ ξ(t,X(t); h) (2.5)

onde

ξ(t,X(t); h) =

∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)g(u)dW (u).

3o passo:



25

Para aproximar a integral de Ito envolvida na definição de ξ, utilizamos a seguinte
propriedade [17, pag.66]:∫ b

a

Ψ(u)dW (u) = Ψ(b)W (b)−Ψ(a)W (a)−
∫ b

a

Ψ′(u)W (u)du, (2.6)

para alguma função Ψ determinística suave com derivada Ψ′. Assim,

ξ(t,X(t); h) = g(t + h)W (t + h)− φ(t + h)g(t)W (t) +∫ t+h

t

φ(2t− u + h)(A(t)g(u)− g′(u))W (u)du, (2.7)

onde Ψ(u) = φ(2t− u + h)g(u).

A integral que aparece na equação (2.7) é aproximada pela regra do trapézio,∫ t+h

t

G(W (u), u)du ≈
(
G(W (t + h), t + h) + G(W (t), t)

)h

2
. (2.8)

Pela aplicação da regra do trapézio na integral da expressão (2.7), obtemos a
seguinte aproximação

ξ̃(t,X(t); h) = g(t + h)W (t + h)− φ(t + h)g(t)W (t)

+
(
(A(t)g(t + h)− g′(t + h))W (t + h)

+φ(t + h)(A(t)g(t)− g′(t)W (t))
)h

2
.

Obtemos, então,

ξ̃(t,X(t); h) =

{
g(t + h) +

(A(t)g(t + h)− g′(t + h))h

2

}
W (t + h)

+φ(t + h)

{
(A(t)g(t)− g′(t))h

2
− g(t)

}
W (t).

Assim, o método numérico da Linearização Local é definido pela computação
iterativa da expressão

Xtn+1 = Xtn + Φ(tn, X(tn); h) + ξ̃(tn, X(tn); h), (2.9)

com discretização de tempo tn = t0 + nh, n = 0, 1, 2, . . . , N , começando com Xt0 =

X0. Além disso,

Φ(tn, X(tn); h) = r0(A(tn), h)f(tn, Xtn) +(
hr0(A(tn), h)− r1(A(tn), h)

)∂f(tn, Xtn)

∂t
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e

ξ̃(tn, X(tn); h) =

{
(A(tn)g(tn+1)− g′(tn+1))h

2
+ g(tn+1)

}
W (tn+1)

+φ(tn+1)

{
(A(tn)g(tn)− g′(tn))h

2
− g(tn)

}
W (tn).

2.2 Método N-LL da Linearização Local

Introduziremos, agora, as novas formulações do método da Linearização Local
[9], que melhora a aproximação dada pelo método B-LL. São dadas a partir dos
seguintes passos:

1. Linearização local do coeficiente de deslocamento em cada intervalo de tempo
[t, t + h] por meio do truncamento da expansão de Ito-Taylor estocástica;

2. Cálculo analítico da solução da EDE linear;

3. Aproximação da integral de Ito envolvida na solução obtida no passo (2), por
meio da regra do trapézio repetida.

Considere uma EDE multidimensional não-autônoma com ruído aditivo. As
condições padrão de existência e unicidade de solução forte são assumidas. Considere
ainda, que f seja duas vezes continuamente diferenciável em relação à variável x, e
que, f e g sejam continuamente diferenciáveis em relação à variável t.
1o passo:

Seja t ∈ [t0, T ] fixado e A = {v, (0), (1), . . . , (m)} um conjunto hierárquico, onde
v denota o multi-índice de comprimento zero, logo B(A) = {(0, 1), . . . , (0, m), (1, 1),

. . . , (m,m)}. Pelo teorema da expansão de Ito-Taylor estocástica (1.17) temos

f i(s, X(s)) =
∑
α∈A

Iα[f i
α(t,X(t))]t,s +

∑
α∈B(A)

Iα[f i
α(·, X(·))]t,s,

onde f = (f 1, . . . , fd).

Para a i-ésima componente, da função f , denotamos o resto da expansão por
Rf i =

∑
α∈B(A) Iα[f i

α(·, X(·))]t,s. Obtemos, portanto,

f i(s, X(s)) = Iv[f
i
v(t,X(t))]t,s + I(0)[f

i
(0)(t,X(t))]t,s + . . . +

+I(m)[f
i
(m)(t,X(t))]t,s + Rf i .
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Logo,

f i(s, X(s)) = f i(t,X(t)) +

∫ s

t

f i
(0)(t,X(t))du +

∫ s

t

f i
(1)(t,X(t))dW 1

u + . . . +

+

∫ s

t

f i
(m)(t,X(t))dWm

u + Rf i

e

f i(s, X(s)) = f i(t,X(t)) + L0f i(t,X(t))

∫ s

t

du + L1f i(t,X(t))

∫ s

t

dW 1
u + . . . +

+Lmf i(t,X(t))

∫ s

t

dWm
u + Rf i .

Assim,

f(s, X(s)) = f(t,X(t)) + L0f(t,X(t))

∫ s

t

du +

+
m∑

j=1

Ljf(t,X(t))

∫ s

t

dW j
u + Rf

e

f(s, X(s)) = f(t,X(t)) +
{∂f(t,X(t))

∂t
+ Jf(t,X(t))f(t,X(t)) +

+
1

2

d∑
k,l=1

[g(t)gT (t)]k,l ∂
2f(t,X(t))

∂Xk∂X l

}
(s− t) +

+Jf(t,X(t))g(t)

∫ s

t

dW (u) + Rf , (2.10)

onde Jf(t,X(t)) é a matriz jacobiana da função f e gT (t) denota a transposta da
matriz g(t).

Da mesma forma temos

X i(s) =
∑
α∈A

Iα[X i
α(t)]t,s +

∑
α∈B(A)

Iα[X i
α(·)]t,s,

onde X = (X1, . . . , Xd).

Para a i-ésima componente, do processo X, denotamos o resto da expansão por
RXi =

∑
α∈B(A) Iα[X i

α(·)]t,s. Obtemos, então,

X i(s) = Iv[X
i
v(t)]t,s + I(0)[X

i
(0)(t)]t,s + . . . +

+I(m)[X
i
(m)(t)]t,s + RXi
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X i(s) = X i(t) +

∫ s

t

X i
(0)(t)du +

∫ s

t

X i
(1)(t)dW 1

u + . . . +

+

∫ s

t

X i
(m)(t)dWm

u + RXi

X i(s) = X i(t) + L0X i(t)

∫ s

t

du + L1X i(t)

∫ s

t

dW 1
u + . . . +

+LmX i(t)

∫ s

t

dWm
u + RXi .

Assim

X(s) = X(t) + L0X(t)

∫ s

t

du +
m∑

j=1

LjX(t)

∫ s

t

dW j
u + RX .

Note que

L0X i =
∂X i

∂t
+

d∑
k=1

∂X i

∂Xk
fk +

1

2

d∑
k,l=1

m∑
j=1

gk,lgl,j ∂2X i

∂Xk∂X l

e

LjX i =
d∑

k=1

∂X i

∂Xk
gk,j.

Logo,

L0X(t) = f(t,X(t)) e
m∑

j=1

LjX(t) = g(t).

Daí, segue que

X(s) = X(t) + f(t,X(t))(s− t) + g(t)

∫ s

t

dWu + RX . (2.11)

Com as expansões (2.10) e (2.11) e removendo os restos, obtemos

f(s, X(s)) ≈ f(t,X(t)) +

+

{
∂f(t,X(t))

∂t
+

1

2

d∑
k,l=1

[g(t)gT (t)]k,l ∂
2f(t,X(t))

∂Xk∂X l

}
(s− t) +

+Jf(t,X(t))(X(s)−X(t)). (2.12)

A linearização da função f (dada pelo lado direito da expressão (2.12)) na ex-
pressão (2.1) conduz a EDE linear

dX(s) = (A(t)X(s) + a(s, t))ds + g(s)dW (s), (2.13)
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onde

A(t) = Jf(t,X(t))

a(s, t) = f(t,X(t)) +

{
∂f(t,X(t))

∂t
+

1

2

d∑
k,l=1

[g(t)gT (t)]k,l ∂
2f(t,X(t))

∂Xk∂X l

}
(s− t)

−Jf(t,X(t))X(t).

2o passo:

Seja h um número positivo. Dado que a equação (2.13) é uma aproximação da
equação (2.1), para s ∈ [t, t + h], a solução exata em um ponto s = t + h é dada por
(veja referência [1])

X(t + h) = φ(t + h)

{
X(t) +

∫ t+h

t

φ−1(u)a(u, t)du +

∫ t+h

t

φ−1(u)g(u)dW (u)

}
.

(2.14)

De forma análoga ao B-LL, obtemos

X(t + h) = X(t) + Φ(t,X(t); h) + ξ(t,X(t); h) (2.15)

onde

ξ(t,X(t); h) =

∫ t+h

t

φ(h− u + 2t)g(u)dW (u)

e

Φ(t,X(t); h) = r0(A(t), h)f(t,X(t)) +

(hr0(A(t), h)− r1(A(t), h))×(∂f(t,X(t))

∂t
+

1

2

d∑
k,l=1

[g(t)gT (t)]k,l ∂
2f(t,X(t))

∂Xk∂X l

)
.

3o passo:

Dado que a integral envolvida na definição de ξ é uma integral de Ito, utilizamos
a equação (2.6) e aplicamos a regra do trapézio repetida, para aproximar ξ por

ξ̃(t,X(t); h) = g(t + h)W (t + h)− φ(t + h)g(t)W (t)

− h

2r

r−1∑
k=0

{
φ(2t + h− σk+1)[g

′(σk+1)− A(t)g(σk+1)]W (σk+1) +

+φ(2t + h− σk)[g
′(σk)− A(t)g(σk)]W (σk)

}
, (2.16)
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onde σk = t + k(h
r
), e r é um número inteiro tal que r ≈ 1

h
.

Finalmente, o método da linearização local que aproxima a solução de (2.1) é
definido pela computação iterativa da expressão

Xtn+1 = Xtn + Φ(tn, X(tn); h) + ξ̃(tn, X(tn); h) (2.17)

com discretização de tempo tn = t0+nh, n = 0, 1, 2, . . . , N , começando de Xt0 = X0.

As equações (2.9) e (2.17) permitem-nos verificar duas diferenças do método
N-LL em relação ao método B-LL: (1) um termo adicional que envolve a derivada
segunda do coeficiente de deslocamento e (2) regras distintas de integração trape-
zoidal.

2.3 Métodos LL para Sistemas Lineares

É importante observar que soluções numéricas a partir de ambos os métodos (B-
LL e N-LL) coincidem com a solução exata no caso de EDE linear com coeficiente
de difusão nulo (g ≡ 0), ou seja, o método é exato para um sistema de equações
diferenciais ordinárias lineares.

Nesse caso, as expressões de iteração computacional dos métodos LL reduzem-se
a

X(t + h) = X(t) + r0(A(t), h)f(t,X(t)) +

+
(
hr0(A(t), h)− r1(A(t), h)

)
× ∂f(t,X(t))

∂t
,

que é equivalente a

X(t) = φ(t)

{
X0 +

∫ t

t0

φ−1(s)a(s)ds

}
.

De fato, coincide com a solução geral do sistema linear (1.6).

Como ilustração, consideremos o exemplo a seguir

Exemplo 2.2 Seja
Ẋ(t) = 1− t + 4X(t), X(0) = 1;

uma EDO linear, cuja solução exata é dada por

X(t) =
1

4
t− 3

16
+

19

16
exp(4t).
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Figura 2.1: O método LL é exato para EDO linear.

Na figura (2.1), certificamos graficamente a exatidão do método LL no caso de
uma EDO linear.



Capítulo 3

Testes Numéricos

Neste capítulo, definimos ordem global de convergência forte, que é um dos meios
usados para verificar a precisão de um método numérico para EDE. Fazemos uma
estimativa da ordem de convergência para o método clássico de Euler-Maruyma [7].
É ilustrado também, graficamente, uma das vantagens do método LL, em muitos
casos esse método preserva a característica qualitativa da solução exata.

3.1 Convergência

A perfórmance do método LL para soluções numéricas de EDE não-linear tem
sido ilustrada em vários artigos, desde sua primeira versão em 1985 realizada por
T. Ozaki. Um estudo comparativo entre o método B-LL e outros métodos clássicos
foi ilustrado na referência [2], onde estão demonstradas algumas vantagens do B-LL
sobre os outros. Mostra ainda, por meio de simulações, que o método B-LL converge
fortemente com ordem global β = 2. Em outro estudo comparativo [9], mostra-se,
por meio de simulação, que o método N-LL converge fortemente com ordem global
β = 3.

Definição 3.1 Um método numérico Xtn converge fortemente com ordem global
β ∈ (0,∞] para a solução X se existe uma constante K finita e uma constante h0

positiva tal que

E(|X(T )−XtN |2 | X(t0) = Xt0 = X0) ≤ Khβ

para tN = t0 + Nh = T com tamanho máximo do passo h ∈ (0, h0).

32
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Uma outra definição de ordem global β′ de convergência forte é dada por

E(|X(T )−XtN | | X(t0) = Xt0 = X0) ≤ Khβ′

com β = 2β′ [12].

A ordem forte de convergência (3.1) mede a velocidade em que “a média do erro
quadrático” decresce quando h → 0.

O erro global é decomposto como nas referências [2] e [16]:

E(|X(T )−XtN |2) ≤ E(|X(T )− X̃(T )|2) + E(|X̃(T )−XtN |2),

onde X̃ é uma discretização da solução exata. A quantidade e = E(|X̃(T )−XtN |2),
chamada parte determinística do erro, é usada para caracterizar o erro global.

Podemos estimar numericamente a ordem de convergência, desde que, para al-
guma constante K positiva, tenhamos

e(h) ≈ Khβ.

Obtendo, então,
log2e(h) ≈ log2K + βlog2h.

Dessa forma, a ordem de convergência é estimada pela inclinação da reta ajustada
ao conjunto de pontos {log2(hi), log2(e(hi))}i=1,...,p, onde e(h) é dado por

e(h) =
1

M

M∑
k=1

(X̃k(T )−Xk
tN

)2,

esclarecemos que o subrescrito k significa a k-ésima trajetória de cada solução.

Como ilustração, faremos o teste de convergência do método de Euler-Maruyama,
que é definido pela computação iterativa da expressão (veja referência [7])

X(tn+1) = X(tn) + f(tn, X(tn))h + g(tn, X(tn))dW (tn)

com discretização de tempo tn = t0+nh, n = 0, 1, 2, . . . , N, começando de Xt0 = X0.

Exemplo 3.2 Seja

dX(t) = λX(t)dt + µX(t)dW (t), X(0) = 1
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uma EDE escalar e sua solução exata dada por

X(t) = X(0) exp((λ− 1

2
µ2)t + µW (t))

onde λ = 2 e µ = 1.
Para h = 2−5, 2−6, 2−7, 2−8, 2−9; T = 1 e M = 1000.

O método de Euler-Maruyama tem ordem de convergência β ≈ 1, a qual podemos
confirmar pela reta tracejada de inclinação 1 como referência (Figura 3.1).

Figura 3.1: Teste de convergência para o método de Euler-Maruyama

3.2 Exemplos Numéricos

Uma outra vantagem do método LL é que, em alguns exemplos, preserva a
propriedade qualitativa da solução exata, enquanto que outros métodos explícitos
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não fazem isso. Veremos isso a seguir.

Exemplo 3.3 Considere a equação escalar não-autônoma

dX(t) = (−t2X(t))dt +
3

2

exp(−(t3 − t30)/3)

t + 1
dW (t),

t0 = 0, T = 9, X(t0) = 1,

cuja solução exata é dada por

X(t) = exp(−(t3 − t30)/3)

(
X(t0) +

3

2

∫ t

t0

1

u + 1
dW (u)

)
.

Figura 3.2: Aproximação pelo método LL.

Temos que a trajetória da solução aproximada pelo método LL (Figura 3.2) con-
verge para zero, que é a única singularidade assintoticamente estável dessa equação.
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Figura 3.3: Aproximação pelo método de Euler-Maruyama.

Em contraste, a aproximação pelo método de Euler-Maruyama dá uma trajetória
explosiva (Figura 3.3) para t > 9.

O método de Taylor Explícito, desenvolvido por Kloeden e Platen [12], que é um
dos melhores métodos existentes, do ponto de vista de ordem de convergência forte
(β = 3), de acordo com estudo comparativo de Saito e Mitsui [16], também dá uma
trajetória explosiva [2].

Nas figuras 3.4-3.6 comparamos, para vários valores de h, a solução exata da
EDE do exemplo (3.4) com as aproximações pelo método LL. Podemos verificar,
graficamente, como o método aproxima do processo solução ao diminuir o tamanho
do passo h.
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Exemplo 3.4 Seja

dX(t) = (exp(−X(t)) + 1)dt +
5

2
dW (t)

t0 = 0, T = 1, X(0) =
1

2

uma EDE escalar e sua solução exata

X(t) =
1

2
+ t +

5

2
W (t) + ln

(
1 +

∫ t

0

exp

(
−1

2
− u− 5

2
W (u)

)
du

)
.

Figura 3.4: Comparação de uma aproximação (LL) com a solução para h = 2−4.
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Figura 3.5: Comparação de uma aproximação (LL) com a solução para h = 2−6.
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Figura 3.6: Comparação de uma aproximação (LL) com a solução para h = 2−8.



Conclusões

Neste trabalho, foi realizada uma abordagem do método numérico da Lineariza-
ção Local em suas versões mais recentes, denominadas B-LL e N-LL, para Equações
Diferenciais Estocásticas. O método é baseado no truncamento da expansão de
Taylor determinística para o B-LL e no truncamento da expansão de Ito-Taylor es-
tocástica para o N-LL. É um método explícito de um-passo que dá solução exata
para EDE’s lineares com coeficiente de difusão nulo.

Resultados de simulação [2] e [9] demonstram que o método tem um desempenho
satisfatório em uma grande variedade de EDE’s. Há exemplos de EDE’s assintoti-
camente estáveis para os quais o método LL dá soluções que convergem aos pontos
de equilíbrio enquanto outros métodos explícitos clássicos dão trajetórias explosi-
vas. De acordo com [2], os métodos implícitos e o método LL mostram estabilidade
numérica em vários exemplos estudados. Porém a aproximação LL tem vantagem de
requerer um tempo de processamento computacional consideravelmente mais baixo.

É importante ressaltar que, em 2002, Jimenez [10] obteve uma expressão equi-
valente para a parte determinística do método N-LL, em que reduz o tempo de
processamento computacional do mesmo.

O método LL e suas variações podem ser aplicados à resolução das equações do
modelo de massa neural discutido na introdução [18], o que deixamos como assunto
para futuros trabalhos de pesquisa.
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Apêndices

Estão relacionados abaixo o código fonte da maioria dos programas implemen-
tados em Matlab para gerar os gráficos que aparecem no texto. Alguns programas
(apêndice A e B) foram adaptados de [7] e outros (apêndice C e D) foram elaborados
neste trabalho.

Apêndice A

Código fonte para gerar trajetória discretizada do movimento Browniano (Figura
1.1).

---------------------------------------------------------------------

% Trajetória discretizada do movimento Browniano

randn(’state’,100)

T=1;

N=500;

h=T/N;

dW=zeros(1,N);

W=zeros(1,N);

dW=sqrt(h)*randn(1,N); %variáveis aleatórias iid N(0,h)

W=cumsum(dW); %soma cumulativa dos incrementos dW

%

plot([0:h:T],[0,W],’b-’)

title(’Discretização da trajetória do movimento Brawniano’)

xlabel(’t’,’Fontsize’,16)

ylabel(’W(t)’,’Fontsize’,16, ’Rotation’,0)

---------------------------------------------------------------------
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Apêndice B

Código fonte do teste de convergência forte para o método de Euler-Maruyama
(Figura 3.1).

---------------------------------------------------------------------

% Teste de convergência forte de Euler-Maruyama

%

%dX = lambda*X dt + mu*X dW, X(0) = Xzero,

%where lambda = 2, mu = 1 and Xzer0 = 1.

%

%E-M usando 5 incrementos distintos: 16dt, 8dt, 4dt, 2dt, dt.

%Examinando a convergência forte em T=1: E |X(T)-X_N|^2.

%

lambda = 2; mu = 1; Xzero = 1; % parâmetros do problema

T = 1; N = 2^9; dt = T/N; %

M = 1000; % número de trajetórias

Xerr = zeros(M,5);

for s = 1:M,

dW = sqrt(dt)*randn(1,N);

W = cumsum(dW);

Xtrue = Xzero*exp((lambda-0.5*mu^2)+mu*W(N));

for p = 1:5

R = 2^(p-1); Dt = R*dt; L = N/R;

Xtemp = Xzero;

for j = 1:L

Winc = sum(dW(R*(j-1)+1:R*j));

Xtemp = Xtemp + Dt*lambda*Xtemp + mu*Xtemp*Winc;

end

Xerr(s,p) = (Xtemp - Xtrue)^2;

end

end

%

Dtvals = dt*(2.^([0:4]));
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plot(log2(Dtvals),log2(mean(Xerr)),’b*-’), hold on

plot(log2(Dtvals),log2(Dtvals.^(1)),’r--’), hold off

legend(’Teste de convergência’,’Reta de referência’,2)

xlabel(’log_2(h)’,’Fontsize’,16)

ylabel(’log_2(e(h))’,’Fontsize’,16, ’Rotation’,0)

axis([-10 -4 -10 2])

---------------------------------------------------------------------



44

Apêndice C

Código fonte para gerar a aproximação do método B-LL e a solução da EDE do
exemplo (3.3) (Figura 3.2).

---------------------------------------------------------------------

%metodo BLL

%EDE dX=-t^2*Xdt+(1.5exp(-t^3/3)/(t+1))*dW, X(0)=Xzero,

%onde Xzero=1, dt=2^(-4) e T=9.

clc

clear all

randn(’state’,900)

Xzero=1;

T=10;

N=160;

dt=T/N;

tzero=0;

t=(dt:dt:T);

dW=sqrt(dt)*randn(1,N); %incrementos do MB

W=cumsum(dW); %discretizaçao da trajetoria do MB

%

Xtrue(1)=exp(-t(1)^3/3)+1.5*exp(-t(1)^3/3)*W(1)/(t(1)+1)+0.75*dt*

exp(-t(1)^3/3)*W(1)/(t(1)+1)^2;

%

for j=1:N-1

Xtrue(j+1)=exp(-(t(j+1)^3)/3)+1.5*exp(-(t(j+1)^3)/3)*

W(j+1)/(t(j+1)+1)-1.5*exp(-(t(j+1)^3)/3)*W(j)/(t(j)+1)+0.75*dt

*exp(-(t(j+1)^3)/3)*(W(j+1)/(t(j+1)+1)^2+W(j)/(t(j)+1)^2);

end

%

plot([0:dt:T],[Xzero,Xtrue],’r-’), hold on

axis([0 10 -2 2]);

X=zeros(1,N);

X(1)=Xzero+(-1.5*exp(-dt^3/3)*(-dt^3-dt^2-1)*dt*0.5/(dt+1)^2+1.5
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*exp(-dt^3/3)/(dt+1))*W(1);

for j=1:N-1

A=(exp(-(t(j)^2)*dt)-1)*X(j);

%

B=(dt/t(j)^2-(1-exp(-(t(j)^2)*dt))/t(j)^4)*(-2*t(j)*X(j));

%

C=((-t(j)^2*1.5*exp(-(t(j+1)^3)/3)/(t(j+1)+1)-1.5*exp(-(t(j+1)^3)/3)

*(-1-(t(j+1)^2)*(t(j+1)+1))/(t(j+1)+1)^2)*dt*0.5+1.5

*exp(-(t(j+1)^3)/3)/(t(j+1)+1))*W(j+1);

%

D=exp(-t(j)^2*dt)*((-(t(j)^2)*1.5*exp(-(t(j)^3)/3)/(t(j)+1)-1.5

*exp(-(t(j)^3)/3)*(-1-(t(j)^2)*(t(j)+1))/(t(j)+1)^2)*dt*0.5-1.5

*exp(-(t(j)^3)/3)/(t(j)+1))*W(j);

%

X(j+1)=X(j)+A+B+C+D;

end

%

plot([0:dt:T],[Xzero,X],’b.’), hold off

xlabel(’t’)

ylabel(’X(t)’,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

---------------------------------------------------------------------
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Apêndice D

Código fonte para gerar os gráficos das figuras 3.4-3.6.

---------------------------------------------------------------------

%EDE dX=(exp(-X)+1)dt+5/2*dW, X(0)=Xzero,

%onde Xzero=1/2 e T=1.

clc

clear all

randn(’state’,0)

Xzero=1/2;

T=1;

N=2^8;

h=T/N;

t=(h:h:T);

%

W=sqrt(h).*cumsum(randn(1,N));

%

Xtrue(1)=1/2+t(1)+5/2.*W(1)+log(1+(exp(-1/2-t(1)-5/2.*W(1))+

exp(-1/2)).*(h/2));

for j=1:N-1

Xtrue(j+1)=1/2+t(j+1)+5/2.*W(j+1)+log(1+(exp(-1/2-t(j+1)-5/2.

*W(j+1))+exp(-1/2-t(j)-5/2.*W(j))).*(h/2));

end

%

for p=1:5

R=2^(5-p);

Dt=R*h; %2^(-4),2^(-5),2^(-6),2^(-7),2^(-8)

L=T/Dt;

Y=zeros(1,L);

Y(1)=1/2+exp(1/2)*(1-exp(-Dt*exp(-1/2)))*(exp(-1/2)+1)+

(-exp(-1/2)*5/2*Dt/2+5/2).*W(R);

for i=1:L-1

Y(i+1)=Y(i)+exp(Y(i)).*(1-exp(-Dt.*exp(-Y(i))))*
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(exp(-Y(i))+1)+(-exp(-Y(i))*5/2*Dt/2+5/2).*W(R*(i+1))+

exp(-Dt*exp(-Y(i)))*(-exp(-Y(i))*5/2*Dt/2-5/2).*W(R*i);

end

plot([0:h:T],[Xzero,Xtrue],’b-’), hold on

plot([0:Dt:T],[Xzero,Y],’r-.’), hold off

xlabel(’t’)

ylabel(’X(t)’,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

legend(’Soluçao’,’Aproximaçao’,2)

pause

end

---------------------------------------------------------------------
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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