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Resumo

O presente trabalho de investigação tem como tema o Teorema de Bernstein.

Buscou-se como objetivo demonstrar de formas diferentes o Teorema de Bernstein,

já que este teorema é um resultado muito extraordinário, pois levando em conta a

multiplicidade de soluções que possui a equação de Lagrange, é realmente instigante

que o mero fato da solução estar de�nida para todo (x, y) exclua todas as soluções

menos a solução trivial. Far-se-á também a demonstração para o Teorema de do

Carmo-Peng e Fischer Colbrie-Schoen.

Palavras-chaves: Teorema de Bernstein, Teorema de do Carmo-Peng e Fischer

Colbrie-Schoen.



Abstract

In this dissertation. We give three di�erent proofs of the Bernstein theorem and

a proof of the theorem of do Carmo-Peng and Fischer Colbrie-Schoen.

Key Words: Theorem of Bernstein, Theorem of the Carmo-Peng and Fischer

Colbrie-Schoen.
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Introdução

A questão das superfícies mínimas, esta relacionada com um problema proposto

por Lagrange [La], em 1760, quando o mesmo considerou o problema de encon-

trar uma superfície de área mínima cuja fronteira é uma curva fechada sem auto-

interseções. Apezar de ter levantado esta questão Lagrange não conseguiu demons-

trar a existência de outra superfície mínima a não ser o plano. Para uma superfície

ser mínima é necessário que a mesma tenha curvatura média identicamente nula,

e obter superfíces com esta propriedade não é algo muito fácil. Note que para o

caso de superfícies que são grá�cos z = f(x, y) de funções diferenciáveis, a condição

H = 0 é equivalente à equação

(1 + q2)r − 2pqs+ (1 + p2)t = 0, (1)

onde q = fy, p = fx, r = fxx, s = fxy e t = fyy. Desta forma, achar uma superfície

mínima na forma acima é achar uma função f(x, y) que satisfaz (1).

Só depois de dezesseis anos de Lagrange ter descobrido a equação (1), Meusnier

[M] mostrou que ela era equivalente ao fato que K1 + K2 = 0 (onde K1 e K2

são as curvaturas principais), e obteve duas soluções não triviais desta equação,

descobrindo assim o catenóide e o helicóide como novas superfícies mínimas. E em

1835, Scherk [Sc] obteve outra superfície mínima, �cando a mesma conhecida como

Superfície de Scherk.

Scherk provou também que o helicóide e o catenóide descobertos por Meusnier,

são apenas dois elementos de uma família de superfícies mínimas, através da qual

poder-se-á deformar continuamente o catenóide menos um meridiano em uma volta

completa do helicóide. Esta deformação é isométrica, isto é, os comprimentos das

curvas são preservadas ao longo da deformação. Além disto, a imagem esférica

de um domínio também é preservada. Um pouco mais tarde por volta de 1864, foi

descoberta outra superfície mínima, conhecida como a superfície de Enneper [E], que
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possuem propriedades interessantes pois as funções que a representam só envolvem

somas e produtos.

Em 1916, S. Bernstein demonstrou o seguinte resultado. Se uma superfície mín-

ima é um grá�co completo, então ela é um plano. Em outras palavras, se f(x, y)

é uma solução da equação de Lagrange dada em (1) de�nida em todo plano (x, y)

então f é linear. Por volta de 1960, R. Osserman, mostrou que se dada uma su-

perfície mínima completa, e sendo N a sua aplicação normal e supondo que exista

um domínio aberto de S2(1) que não está contido em N(S), então S é um plano.

Implicando assim, no Teorema de Bernstein.

Em agosto de 1978, em uma Conferência, Manfredo do Carmo propôs a seguinte

questão: "Será que toda superfície mínima completa e estável é um plano"?. No

mesmo ano, em colaboração com Alexandre M. da Silveira, demonstraram um caso

particular, e em 1979, o problema foi resolvido, em conjunto com C. K. Peng [CP]

e independentemente por Fischer Colbrie-Schoen [FS].

Neste trabalho, far-se-á demonstrações para o teorema de Bernstein, já que este

teorema é um resultado muito extraordinário, pois levando em conta a multiplicidade

de soluções que possui a equação de Lagrange, é realmente instigante que o mero

fato da solução estar de�nida para todo (x, y) exclua todas as soluções exceto a

solução trivial. Demonstrar-se-á também o Teorema de do Carmo-Peng e Fischer

Colbrie-Schoen.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo abordar-se-á de�nições e resultados de geometria diferencial que

serão utilizados ao longo da presente dissertação.

Seja X : U ⊂ R2 −→ S uma parametrização de uma superfície regular S, onde

U é um aberto de R2. Denotar-se-á por Tp(S) o plano tangente à S em p ∈ S, e

representar-se-á o produto interno usual de R3 por 〈., .〉 e a norma euclidiana por

‖.‖ =
√
〈., .〉.

De�nição 1.1 . A forma quadrática Ip em Tp(S), onde p ∈ S, de�nida por

Ip(ω) = 〈ω, ω〉p = ‖ω‖2 ≥ 0,

é chamada a primeira forma fundamental da superfície regular S ⊂ R3 em p ∈ S.

Apresentar-se-á agora a primeira forma fundamental na base {Xu, Xv} associada
à parametrização X(u, v) em p. Como um vetor tangente ω ∈ Tp(S) é o vetor

tangente para alguma curva parametrizada α(t) = X(u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε), com
p = α(0) = X(u0, v0), obter-se-á

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈Xuu
′ +Xvv

′, Xuu
′ +Xvv

′〉p
= 〈Xu, Xu〉p (u′)2 + 2 〈Xu, Xv〉p u

′v′ + 〈Xv, Xv〉p (v′)2

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

onde os valores das funções envolvidas são calculadas em t = 0, e

E(u0, v0) = 〈Xu, Xu〉p , F (u0, v0) = 〈Xu, Xv〉p , G(u0, v0) = 〈Xv, Xv〉p
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são os coe�cientes da primeira forma fundamental na base {Xu, Xv} de Tp(S).

Considerar-se-á agora uma parametrização X : U ⊂ R2 −→ S de uma superfície

regular em p ∈ S, ter-se-á que o vetor normal unitário em cada ponto de X(U) é

dado por

N(p) =
Xu ×Xv

|Xu ×Xv|
(p), p ∈ X(U).

Desta forma, ter-se-á uma aplicação diferenciável N : X(U) −→ R3 que associa

cada ponto p ∈ X(U) a um vetor normal unitário N(p).

Dizer-se-á que uma superfície é orientável se admite um campo diferencial de

vetores normais unitários em toda superfície; a escolha de cada campo N é chamada

uma orientação de S.

De�nição 1.2 . Seja S ⊂ R3 uma superfície com uma orientação N . A aplicação

N : S −→ R3 leva valores na esfera unitária. E assim a aplicação N : S −→ S2

é chamada a aplicação normal de Gauss de S. Ter-se-á que a aplicação normal de

Gauss é diferenciável, e que a diferencial dNp : Tp(S) −→ TN(p)(S
2) é uma aplicação

linear, onde Tp(S) e TN(p)(S
2) são os planos tangentes de S em p e S2 em N(p),

respectivamente.

De�nição 1.3 . A forma quadrática IIp, de�nida em Tp(S) por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉
é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Expressar-se-á agora a segunda forma fundamental na base {Xu, Xv}, assim seja

α(t) = X(u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, logo

IIp(α
′) = −〈dNp(v), v〉

= −〈Nuu
′ +Nvv

′, Xuu
′ +Xvv

′〉

= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2

Como 〈N,Xu〉 = 〈N,Xv〉 = 0, ter-se-á que

e = −〈Nu, Xu〉 = 〈N,Xuu〉 , f = −〈Nv, Xv〉 = 〈N,Xvv〉

g = −〈Nv, Xu〉 = 〈N,Xuv〉 = 〈N,Xvu〉 = 〈Nu, Xv〉 ,

onde e, g, f são os coe�cientes da segunda forma fundamental na base {Xu, Xv} de
Tp(S).
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De�nição 1.4 . Seja C uma curva na superfície S passando por p ∈ S, k a cur-

vatura de C em p, e cos θ = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal para C e N é o vetor

normal unitário de S em p. O número kn = kcos θ é chamado a curvatura normal

de C ⊂ S em p.

Sejam V um espaço vetorial de dimensão dois e T : V −→ V uma aplicação

linear auto-adjunta, isto é, T é linear e satisfaz 〈Tv, u〉 = 〈v, Tu〉. Então existem

uma base ortonormal {e1, e2} de V tal que T (e1) = λ1e1, T (e2) = λ2e2, isto é,

e1 e e2 são autovetores, e λ1 e λ2 são autovalores de T . Desta forma para cada

p ∈ S ⊂ R3 existe uma base ortonormal {e1, e2}, de Tp(S) tal que dNp(e1) = −k1e1,

dNp(e2) = −k2e2. Onde, k1 e k2 são o máximo e o mínimo respectivamente da

segunda forma fundamental restrita ao círculo unitário de Tp(S).

De�nição 1.5 . A curvatura normal máxima k1 e a curvatura normal mínima k2

são chamadas as curvaturas principais em p, as direções correspondentes, isto é, as

direções dadas pelos autovetores e1, e2, são chamadas direções principais em p.

Seja T : V −→ V uma aplicação linear e considere uma base v1, v2 de V , assim

ter-se-á que

det(T ) = a11a22 − a12a21, tr(T ) = a11 + a22,

onde (aij) é a matriz de T na base {v1, v2}. Desta forma, o determinante de dN é o

produto (−k1)(−k2) = k1k2 das curvaturas principais, e o traço de dN é a negativa

−(k1 + k2) da soma das curvaturas principais.

De�nição 1.6 . Sejam p ∈ S e dNp : Tp(S) −→ TN(p)(S) a diferencial da aplicação

de Gauss. O determinante de dNp é a curvatura gaussiana K de S em p. A negativa

da metade do traço de dNp é chamada a curvatura média H de S em p. Desta forma

poder-se-á escrever

K = k1k2 =
eg − f 2

EG− F 2
, H =

eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
.

Muitas vezes uma superfície é dada como o grá�co de uma função diferenciável

z = h(x, y), onde (x, y) ∈ U ⊂ R2. É, portanto, conveniente ter à mão as fór-

mulas (K e H) para os conceitos relevantes neste caso, obter-se-á tais fórmulas,

6



parametrizando a superfície da seguinte forma

X(u, v) = (u, v, h(u, v)), (u, v) ∈ U,

onde u = x, v = y. Um cálculo simples mostra que

N(x, y) =
(−hx,−hy, 1)

(1 + h2
x + h2

y)
1
2

é um campo normal unitário sobre a superfície, e os coe�cientes da segunda forma

fundamental nessa orientação são dados por

e =
hxx

(1 + h2
x + h2

y)
1
2

, f =
hxy

(1 + h2
x + h2

y)
1
2

, g =
hyy

(1 + h2
x + h2

y)
1
2

.

A partir das expressões acima, obter-se-á a curvatura Gaussiana e a curvatura

média:

K =
hxxhyy − h2

xy

(1 + h2
x + h2

y)
1
2

, H =
(1 + h2

x)hyy − 2hxhyhxy + (1 + h2
y)hxx

2(1 + h2
x + h2

y)
1
2

.

De�nição 1.7 . Uma superfície parametrizada regular é chamada de mínima se

sua curvatura média for igual a zero, isto é,

H(p) = 0,

para todo ponto p da superfície.

Para explicar a razão de usarmos a palavra mínima para tais superfícies, precisar-

se-á introduzir a noção de variação. Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfície

parametrizada regular. Escolha um domínio limitado D ⊂ U e uma função diferen-

ciável h : D −→ R, onde D é a união do domínio D e sua fronteira ∂D. A variação

normal de X(D), determinada por h, é a aplicação dada por,

ϕ : D × (−ε, ε) −→ R3

ϕ(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(u, v), (u, v) ∈ D, t ∈ (−ε, ε).

Para cada t ∈ (−ε, ε) �xado, a aplicação X t : D −→ R3 dada por

X t(u, v) = ϕ(u, v, t)
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é uma superfície parametrizada.

Assim, denotando por Et, F t, Gt os coe�cientes da primeira forma fundamental

de X t, obter-se-á

Et = E + th(〈Xu, Nu〉+ 〈Xu, Nu〉) + t2h2 〈Nu, Nu〉+ t2huhu;

F t = F + th(〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉) + t2h2 〈Nu, Nv〉+ t2huhv;

Gt = G+ th(〈Xv, Nv〉+ 〈Xv, Nv〉) + t2h2 〈Nv, Nv〉+ t2hvhuv.

Saber-se-á que

〈Xu, Nu〉 = −e, 〈Xv, Nv〉 = −g

〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉 = −2f

e que a curvatura média de X é dada por

H =
eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
,

obter-se-á

EtGt − (F t)2 = EG− F 2 − 2th(Eg − 2Ff +Ge) +R

= (EG− F 2)(1− 4thH) +R,

onde,

lim
t→0

(
R

t

)
= 0.

Segue-se que dado ε su�cientemente pequeno, X t é uma superfície parametrizada

regular. Além disso, a área A(t) de X t(D) é

A(t) =

∫
D

√
EtGt − (F t)2dudv.

Assim, se ε é pequeno, A é uma função diferenciável e sua derivada em t = 0 é

A′(0) = −
∫
D

2hH
√
EG− F 2dudv.
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Proposição 1.8 . Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfície parametrizada regular

e seja D ⊂ U um domínio limitado em U . Então X é mínima se, e somente se,

A′(0) = 0 para todo tal D e toda variação normal de X(D).

Uma superfície parametrizada regular X = X(u, v), é dita isotérmica se

〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 e 〈Xu, Xv〉 = 0.

Os parâmetros u, v, satisfazendo as condições acima são chamados parâmetros

isotérmicos.

Proposição 1.9 . Seja X = X(u, v) uma superfície parametrizada regular e suponha

que X é isotérmica. Então

Xuu +Xvv = 2λ2H,

onde λ2 = 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 .

Demonstração. Como X é isotérmica, 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 e 〈Xu, Xv〉 = 0.

Derivando, ter-se-á

〈Xuu, Xu〉 = 〈Xvu, Xv〉 = −〈Xu, Xvv〉 .

Logo,

〈Xuu +Xvv, Xu〉 = 0

Analogamente,

〈Xuu +Xvv, Xv〉 = 0.

Segue que Xuu +Xvv é paralelo a N . Como X é isotérmica,

H =
g + e

2λ2
.

Assim,

2λ2H = g + e = 〈N,Xuu +Xvv〉 ;

donde,

Xuu +Xvv = 2λ2H.

�

O Laplaciano ∆f de uma função diferenciável f : U ⊂ R2 −→ R é de�nido por

∆f = ∂2f
∂u2 + ∂2f

∂v2
, (u, v) ∈ U . Dizer-se-á que f é harmônica em U se ∆f = 0. A

partir da Prop. (1.9), obter-se-á.
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Corolário 1.10 . Seja X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) uma superfície parametrizada

e suponha que X é isotérmica. Então X é mínima se, e somente se, as suas funções

coordenadas x, y, z são harmônicas.

De�nição 1.11 . Uma função f : Ω ⊂ C −→ C é holomorfa ou analítica, se f

é de�nida e diferenciável em todos os pontos de C. A função f(z) é dita analítica

num ponto z0 em Ω se f(z) é analítica numa vizinhança de z0.

De�nição 1.12 . Um ponto em que f(z) é analítica é chamado ponto regular de

f(z). Por outro lado, um ponto em que f(z) não é analítica é chamado ponto

singular ou singularidade da função f(z).

De�nição 1.13 . Uma função f : C −→ C para a qual todos os pontos de C são

pontos regulares é chamada uma função inteira.

Teorema 1.14 (Liouville). Se uma função inteira, analítica em toda parte, f(z)

é limitada em valor absoluto para todo z ∈ C, então f(z) deve ser uma constante.

De�nição 1.15 . Uma topologia num conjunto X é uma coleção Γ de subconjuntos

de X, chamados os abertos da topologia, com as seguintes propriedades:

i) ∅ e X pertencem a Γ

ii) Se A1,...,An∈ Γ então A1∩...∩An∈ Γ

iii) Dada uma família arbitrária (Aλ)λ∈Γ com Aλ∈ Γ para cada λ∈ L, tem-se⋃
λ∈LAλ∈ Γ.

Um espaço topológico é um par (X,Γ) onde X é um conjunto e Γ é uma topologia

em X.

De�nição 1.16 . Sejam X e Y espaços tológicos f : X −→ Y contínua. Dizer-se-á

que f é uma aplicação de recobrimento se

i) f é sobrejetora

ii) Para ∀ p ∈ Y existe uma vizinhança Up de p tal que f−1(Up) =
⋃
i Ui onde

Ui ∩ Uj = ∅, ∀ i, j e f |Ui : U −→ Up é um homeomor�smo.

De�nição 1.17 . Uma cobertura universal de um espaço topológico conexo X é um

espaço Y simplesmente conexo com a aplicação f : Y −→ X que é uma aplicação

de cobertura.
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Teorema 1.18 . Uma superfície regular X(x, y) = (x, y, z(x, y)), descrita por uma

função z = z(x, y) de classe C2 em um domínio Ω simplesmente conexo de R2, com

a aplicação de Gauss N = (ξ, η, ζ) é uma superfície mínima se, e só se, existe uma

aplicação X∗ ∈ C2(Ω,R3) tal que

−dX∗ = N ∧ dX (1.1)

Se escrever-se-á

X∗ = (a, b, c), N ∧ dX = (α, β, γ),

a equação (1.1) é equivalente a

−da = α, −db = β, −dc = γ, (1.2)

onde a, b e c são funções de C2, com

α = −pq
ω
dx− 1 + p2

ω
dy, β =

1 + p2

ω
dx+

pq

ω
dy, γ =

q

ω
dx− p

ω
dy,

tal que p = fx e q = fy.

De�nição 1.19 . Uma superfície regular S é denominada completa quando para

qualquer ponto p ∈ S, qualquer geodésica parametrizada ϕ : [0, ε) −→ S de S,

começando em p = ϕ(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada ϕ :

R −→ S, de�nida sobre toda a reta R.

De�nição 1.20 . Dada uma superfície S, é possível escolher em cada ponto p ∈ S
dois vetores unitários normais ao plano tangente TpS. Se for possível escolher um

destes vetores de maneira contínua em toda a superfície S, diz-se que S é orientável.

De�nição 1.21 . Uma superfície mínima estável Σ em R3 é uma superfície tal que

para todo subdomínio compacto suave Σ é estável no seguinte sentido: se Σ(t) é uma

família de superfícies suave com ∂Σ(t) = ∂Σ e Σ(0) = Σ, então a segunda derivada

da função área A(t) da família Σ(t) é não negativa em t=0.

Teorema 1.22 (Hadamard). Seja S uma superfície simplesmente conexa, com-

pleta, com curvatura gaussiana K ≤ 0. Então expp : TpS −→ S, p ∈ S é um

difeomor�smo; isto é, S é difeomorfa a um plano.
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De�nição 1.23 . Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação difer-

enciável ϕ : M −→ N é uma imersão se dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N é injetiva para todo

p ∈M .

De�nição 1.24 . Seja S uma superfície mínima completa e considere uma exaustão

de S por uma família crescente de domínios limitados Dt, t ∈ [0,∞]. Se K ≤ 0 e

se o limite

lim
t→0

(
−
∫
Dt

KdA

)
for �nito, ele é independente da exaustão considerada. Neste caso, diz-se que S tem

curvatura total �nita; caso contrário, isto é, se o limite considerado é −∞ diz-se

que S tem curvatura total in�nita.

Teorema 1.25 (Osserman). Seja Σ uma superfície mínima, orientável, conexa e

completa em Rn com curvatura Gaussiana total C(Σ) = −
∫

Σ
KdA �nita. Então:

i) C(Σ) é um inteiro multiplo de −2π;

ii) C(Σ) é um inteiro multiplo de −4π se n=3.

De�nição 1.26 . Se Σ é uma superfície mínima em R3, então f : Σ −→ Rn é uma

função de Jacobi se ∆f − 2Kf = 0.

Uma superfície mínima orientada aberta Σ é estável se, e somente se, tem uma

função de Jacobi positiva. Desde que o espaço recobrimento universal de uma super-

fície orientável, estável e mínima é estável, para muitas questões teóricas a respeito

de uma superfície Σ mínima e estável, poder-se-á assumir que Σ é simplesmente

conexa.
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Capítulo 2

Algumas demonstrações para o

Teorema de Bernstein

Uma superfície mínima é caracterizada por possuir curvatura média identica-

mente nula.

Logo, se uma superfície é dada por

z = f(x, y), (2.1)

onde a função f(x, y) possui derivada segunda contínua. Assim uma superfície

mínima é caracterizada pela seguinte equação diferencial parcial

(1 + q2)r − 2pqs+ (1 + p2)t = 0, (2.2)

com q = fy, p = fx, r = fxx, s = fxy e t = fyy. A equação (2.2), é chamada de

equação da superfície mínima, que é uma equação diferencial elíptica não linear.

Teorema 2.1 (Bernstein). Uma superfície mínima de�nida pela equação (2.1)

para todos os valores de x e y é um plano. Ou seja a única solução da equação (2.2)

válida em todo o plano (x, y) é uma função linear.

Mostrar-se-á o Teorema de Bernstein usando o Teorema de Jörgens.

Teorema 2.2 (Jörgens). Suponha que a função z = f(x, y) é uma solução da

equação

rt− s2 = 1 (2.3)
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para todo valor de x e y. Então f(x, y) é uma função polinomial quadrática em x e

y.

Demonstração. De fato, notar-se-á que rt − s2 = 1 implica que rt > 0, onde r e

t tem o mesmo sinal. Poder-se-á supor que r, t > 0 em toda parte, substituindo f

por −f se necessário.

Para os pares (x0, y0) e (x1, y1) �xos, consider-se-á a função

h(ζ) = f(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))

A seguir

h′(ζ) = fx(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))(x1 − x0)

+fy(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))(y1 − y0)

= (x1 − x0)p+ (y1 − y0)q

h′′(ζ) = fxx(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))(x1 − x0)2

+2fxy(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))(x1 − x0)(y1 − y0)

+fyy(x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0))(y1 − y0)2

= (x1 − x0)2r + 2(x1 − x0)(y1 − y0)s+ (y1 − y0)2t,

onde p, q, r, s, t tomam valores em (x0 + ζ(x1 − x0), y0 + ζ(y1 − y0)).

Se x1 = x0, então h′′(ζ) = (y1 − y0)2t ≥ 0.

Se x1 6= x0, ter-se-á

h′′(ζ) = (x1 − x0)2

(
(
y1 − y0

x1 − x0

)2t+ 2
(y1 − y0)

(x1 − x0)
s+ r

)
.

O polinômio entre colchetes é um polinômio quadrático em (y1−y0)
(x1−x0)

com discriminante

4s2 − 4rt < 0 por (2.3), assim será sempre positivo. Desta forma ter-se-á sempre

h′′(ζ) ≥ 0. O que implica

h′(1) ≥ h′(0)

ou

(x1 − x0)(p1 − p0) + (y1 − y0)(q1 − q0) ≥ 0, (2.4)

onde pi = p(xi, yi) e qi = q(xi, yi), i = 0, 1.

Considerar-se-á a transformação de Lewy:

T (x, y) = (ξ(x, y), η(x, y)) = (x+ p(x, y), y + q(x, y)).
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Onde de�nir-se-á ξi = ξ(xi, yi), ηi = η(xi, yi), i = 0, 1, então a equação (2.4) implicar-

se-á que

(ξ1 − ξ0)2 + (η1 − η0)2 ≥ (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2. (2.5)

De fato

(ξ1 − ξ0)2 + (η1 − η0)2 = (x1 + p1 − x0 − p0)2 + (y1 + q1 − y0 − q0)2

= (x1 − x0)2 + 2(x1 − x0)(p1 − p0) + (p1 − p0)2

+(y1 − y0)2 + 2(y1 − y0)(q1 − q0) + (q1 − q0)2

≥ (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2,

de (2.5) ter-se-á que T : R2 −→ R2 é a aplicação distância-crescente, e, em particular,

T é injetiva. Notar-se-á também que o jacobiano de T é ∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

 =

[
1 + r s
s 1 + t

]
pois

ξx = 1 + px = 1 + r, ξy = py = s

e

ηx = qx = s, ηy = 1 + qy = 1 + t

onde de (2.3), ter-se-á que∣∣∣∣ 1 + r s
s 1 + t

∣∣∣∣ = 2 + r + t ≥ 2.

Saber-se-á que se dadasMm e Nn variedades diferenciáveis, então uma aplicação

diferenciável ϕ : M −→ N é uma imersão se dϕp : Tp(M) −→ Tϕ(p)(N) é injetiva

para todo p ∈M .

Como T se enquadra nesta de�nição ter-se-á que T é uma imersão e a imagem

de T é aberta. Mas a imagem de T também é fechada. De fato, mostrar-se-á

isso: Se para T (χi, ςi) −→ α ∈ R2, de modo que {T (χi, ςi)} é uma sequência

de Cauchy, então {(χi, ςi)} é também uma sequência de Cauchy, desde que T é

distância-crescente; assim (χi, ςi) −→ β ∈ R2, e T (β) = α. Portanto T é realmente

um difeomor�smo de R2 nele próprio. Usar-se-á a notação convencional da aplicação

inversa T−1 dada por:

(ξ, η) −→ (x(ξ, η), y(ξ, η))
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Onde ter-se-á que T ◦ T−1 = I, com as respectivas matrizes jacobianas dadas por:

J(T ) =

 ∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂x

∂η
∂y

 e J(T−1) =

 ∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η


Assim

J(T−1) =
1

2 + r + t

[
ηy −ξy
−ηx ξx

]
=

1

2 + r + t

[
1 + t −s
−s 1 + r

]
Agora de�nir-se-á F : R2 −→ R2 por

F (ξ, η) = (U(ξ, η), V (ξ, η))

= (x(ξ, η)− p(x(ξ, η), y(ξ, η)),−y(ξ, η) + q(x(ξ, η), y(ξ, η)))

Então

∂U

∂ξ
=

∂x

∂ξ
− ∂p

∂x

∂x

∂ξ
− ∂p

∂y

∂y

∂ξ

=
1 + t

2 + r + t
− r(1 + t)

2 + r + t
− s(−s)

2 + r + t

=
t− r

2 + r + t

e ter-se-á também que:

∂V

∂η
=

∂(q − y)

∂η
= qxxη + qyyη − yη

=
t− r

2 + r + t

Assim
∂U

∂ξ
=
∂V

∂η

Mostrar-se-á agora que:

∂V

∂ξ
= −∂U

∂η

De fato

∂V

∂ξ
=

∂(q − y)

∂ξ
= qxxξ + qyyξ − yξ

=
2s

2 + r + t
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e

∂U

∂η
=

∂(x− p)
∂η

= xη − pxxη − pyyη

= − s

2 + r + t
− r(−s)

2 + r + t
− s(1 + r)

2 + r + t

= − 2s

2 + r + t

Logo
∂V

∂ξ
= −∂U

∂η

Como (U, V ) satisfaz a condição de Cauchy-Riemann, assim a aplicação F : C −→ C
de�nida por:

F (ξ + iη) = U(ξ, η) + iV (ξ, η) = x− p+ (−y + q)i

é analítica complexa, e para a derivada complexa F ′ ter-se-á:

F ′(ξ + iη) =
∂U

∂ξ
+ i

∂V

∂ξ
=

t− r
2 + r + t

+
i(2s)

2 + r + t
=
t− r + 2is

2 + r + t
(2.6)

A partir desta relação mostrar-se-á que:

1− |F ′(ξ + iη)|2 = 4
2+r+t

> 0. De fato, note que:

|F ′(ξ + iη)|2 =
(t− r)2 + 4s2

(2 + r + t)2

=
−2 + r + t

2 + r + t
,

onde na segunda igualdade usar-se-á (2.3), assim

1− |F ′(ξ + iη)|2 = 1 +
2− r − t
2 + r + t

=
4

2 + r + t
> 0.

Logo F ′ é limitada, e consequentemente constante, pelo Teorema de Liouville. E

usando (2.6) determinar-se-á r, s e t em termos de F ′. De fato, saber-se-á que

F ′(ξ + iη) =
t− r

2 + r + t
+ i

2s

2 + r + t
(2.7)
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como F ′ = cte, então |F ′| = cte implicando assim que

2 + r + t = cte, t− r = cte e s = cte. (2.8)

Portanto de (2.8), ter-se-á que

s = cte, t = cte e r = cte.

�

2.1 Primeira Demonstração do Teorema de Berns-

tein

Seja,

W = (1 + p2 + q2)
1

2

Então da equação de superfície mínima ter-se-á as seguintes equações:

∂

∂x

(
−pq
W

)
+

∂

∂y

(
1 + p2

W

)
= 0

(2.9)

∂

∂x

(
1 + q2

W

)
+

∂

∂y

(
−pq
W

)
= 0

Mostrar-se-á, que a partir de W ter-se-á que as expressões dadas em (2.9) são

zeros. De fato

∂
∂x

(
1+q2

W

)
+ ∂

∂y

(−pq
W

)
= 2qqxW−(1+q2)Wx+(−pyq−pqy)W+pqWy

W 2

=
2qqx(1+p2+q2)

1
2−(1+q2) 1

2
(1+p2+q2)

−1
2 (2ppx+2qqx)−(pyq+pqy)(1+p2+q2)

1
2 +pq 1

2
(1+p2+q2)

1
2 (2ppy+2qqy)

W 2

= 2qqx(1+p2+q2)−(1+q2)(ppx+qqx)−(pyq+pqy)(1+p2+q2)+pq(ppy+qqy)

W 3

= 2qs(1+p2+q2)−(1+q2)(pr+qs)−(sq+pt)(1+p2+q2)+pq(ps+qt)
W 3

= 2qs+2qp2s+2q3s−pr−qs−pq2r−q3s−sq−sp2q−sq3−pt−p3t−pq2t+p2qs+pq2t
W 3

= 2qp2s−pr−pq2r−pt−p3t
W 3

= − p
W 3 [(1 + q2)r − 2pqs+ (1 + p2)t]

= 0.
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Onde na terceira igualdade multiplicar-se-á por W
W

e na última igualdade usar-se-á

(2.2).

Por outro lado ter-se-á também que:

∂
∂x

(−pq
W

)
+ ∂

∂y

(
1+p2

W

)
= (−pxq−pqx)W+(pq)Wx+2ppyW−(1+p2)Wy

W 2

=
(−pxq−pqx)(1+p2+q2)

1
2 +pq 1

2
(1+p2+q2)

−1
2 (2ppx+2qqx)+2ppy(1+p2+q2)

1
2−(1+p2) 1

2
(1+p2+q2)

−1
2 (2ppy+qqy)

W 2

= (−pxq−pqx)(1+p2+q2)+pq(ppx+qqx)+2ppy(1+p2+q2)−(1+p2)(ppy+qqy)

W 3

= (−rq−ps)(1+p2+q2)+pq(pr+qs)+2ps(1+p2+q2)−(1+p2)(ps+qt)
W 3

= −rq−rp2q−rq3−ps−p3s−pq2s+p2qr+pq2s+2ps+2p3s+2pq2s−ps−qt−p3s−p2qt
W 3

= −rq−rq3+2pq2s−qt−p2qt
W 3

= − q
W

[(1 + q2)r − 2pqs+ (1 + p2)t]

= 0.

Onde aqui também na terceira igualdade multiplicar-se-á por W
W

e na última igual-

dade usar-se-á (2.2).

A seguir mostrar-se-á que existe uma função ϕ ∈ C2, tal que:

ϕxx =
1

W
(1 + p2), ϕxy =

1

W
pq, ϕyy =

1

W
(1 + q2).

Para isso usar-se-á o seguinte lema

Lema 2.3 (Poincaré). Seja M uma variedade diferenciável contrátil, e seja ω uma

k-forma diferenciável em M com dω = 0. Então ω é exata, isto é, existe uma (k-1)-

forma α em M tal que dα = ω.

Seja

β = 1+p2

W
dx+ pq

W
dy. Desta forma ter-se-á que

dβ =

(
∂

∂x

1 + p2

W
dx+

∂

∂y

1 + q2

W
dy

)
∧ dx+

(
∂

∂x

pq

W
dx+

∂

∂y

pq

W
dy

)
∧ dy

= − ∂

∂x

pq

W
dy ∧ dx+

∂

∂y

1 + p2

W
dy ∧ dx

= 0

Assim existe f1 tal que

df1 =
∂f1

∂x
dx+

∂f1

∂y
dy =

1 + p2

W
dx+

pq

W
dy
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Agora, considerar-se-á que

χ = pq
W
dx+ 1+q2

W
dy. Logo

dχ =

(
∂

∂x

pq

W
dx+

∂

∂y

pq

W
dy

)
∧ dx+

(
∂

∂x

1 + q2

W
dx+

∂

∂y

1 + q2

W
dy

)
∧ dy

=
∂

∂y

pq

W
dy ∧ dx+

∂

∂x

(1 + q2)

W
dx ∧ dy

= 0

Desta forma existe f2 tal que

df2 =
∂f2

∂x
dx+

∂f2

∂y
dy =

pq

W
dx+

1 + q2

W
dy

Por �m, seja

ψ = f1dx+ f2dy. Logo

dψ =

(
∂f1

∂x
dx+

∂f1

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂f2

∂x
dx+

∂f2

∂y
dy

)
∧ dy

= (pq)dy ∧ dx− (pq)dy ∧ dx

= 0

Assim existe ϕ tal que

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy = f1dx+ f2dy

Portanto,

ϕx = f1, ϕy = f2

Isto implica em

ϕxx =
∂f1

∂x
=

1 + p2

W
, ϕxy =

∂f1

∂y
=
pq

W
, ϕyy =

∂f2

∂y
=

1 + q2

W

Desta forma ter-se-á que

ϕxxϕyy − ϕ2
xy =

(1 + p2)(1 + q2)

W 2
− p2q2

W 2
= 1

Pelo Teorema de Jörgens, ϕxx, ϕxy e ϕyy são constantes. Portanto p e q são cons-

tantes, e desta forma f(x, y) é uma função linear. Demonstrando assim o Teorema

(2.1). �
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2.2 Segunda Demonstração do Teorema de Berns-

tein

Seja ω = (1 + f 2
x + f 2

y )
1
2 ≥ 1. A prova se baseia na seguinte identidade:

∆log

(
1 +

1

ω

)
= K, (2.10)

onde ∆ é o Laplaciano em relação à métrica Riemanniana induzida de M e K é a

curvatura Gaussiana.

A identidade dada em (2.10) esta demonstrada no apêndice. Agora considere ds

o elemento de arco em M . Introduzir-se-á a métrica conforme

dσ =

(
1 +

1

ω

)
ds⇐⇒ dσ2 =

(
1 +

1

ω

)2

ds2.

Se p, q são coordenadas isotérmica em M , tal que

ds2 = λ2(dp2 + dq2),

ter-se-á que

K = − 1

2
√
EG

{(
Ev√
EG

)
v

+

(
Gu√
EG

)
u

}
.

Agora usando que E = G = λ2, F = 0, q = u e p = v ter-se-á

K = − 1

2λ2

(
∂

∂p

(
∂
∂p
λ2

λ2

)
+

∂

∂q

(
∂
∂q
λ2

λ2

))

= − 1

2λ2

(
∂

∂p

∂logλ2

∂p
+

∂

∂q

∂logλ2

∂q

)
= − 1

λ2

(
∂2

∂p2
logλ+

∂2

∂q2
logλ

)
= − 1

λ2

(
∂2

∂p2
+

∂2

∂q2

)
logλ.

Assim ter-se-á que

K = −∆logλ, (2.11)

onde ∆ = 1
λ2

(
∂2

∂p2
+ ∂2

∂q2

)
é o laplaciano da variedade riemanniana M .
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Aplicar-se-á isto a métrica dσ2, imediatamente a curvatura gaussiana de dσ2 é

zero, ou que a métrica é plana, pois

dσ2 =

〈(
1 +

1

ω

)
ds,

(
1 +

1

ω

)
ds

〉
=

(
1 +

1

ω

)2

〈ds, ds〉 =

(
1 +

1

ω

)2

ds2

=

(
1 +

1

ω

)2

λ2(dp2 + dq2)

e desta forma ter-se-á

Kdσ2

= −
(
λ2
(
1 + 1

ω

)2
)−1 (

∂2

∂p2
+ ∂2

∂q2

) (
log
(
λ
(
1 + 1

ω

)))
= −

(
λ2
(
1 + 1

ω

)2
)−1 (

∂2

∂p2
+ ∂2

∂q2

)
logλ−

(
λ2
(
1 + 1

ω

)2
)−1 (

∂2

∂p2
+ ∂2

∂q2

)
log
(
1 + 1

ω

)
= −

(
1 + 1

ω

)−2
K +

(
1 + 1

ω

)−2
K

= 0.

Notar-se-á

ds ≤ dσ ≤ 2ds⇐⇒ ds2 ≤ dσ2 ≤ 4ds2.

Segue que a métrica dσ2 emM é completa, já que é dominada por ds2 que é completa.

Ter-se-á consequentemente em M uma métrica Riemanniana dσ2 plana completa.

Saber-se-á que M , com a métrica dσ2, é isométrica ao plano (ξ, η) com sua métrica

plana, isto é:

dσ2 = dξ2 + dη2

Desde que K ≤ 0, ter-se-á, por (2.10) e (2.11),(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

)
log

(
1 +

1

ω

)
≤ 0.

De fato,

de (2.11) ter-se-á que ∆ =
(
∂2

∂ξ2
+ ∂2

∂η2

)
e usando (2.10), segue o resultado desejado.

A função log(1 + 1
ω

), tomada no plano (ξ, η), é super-harmônica. É também

claramente não-negativa.

Lema 2.4 Seja f uma função super-harmônica em todo plano (x, y) exceto possivel-

mente na origem e se f é uniformemente limitada superiormente, então f deve ser

uma constante.
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Assim do Lema (2.4) e de (2.10) ter-se-á que K = 0, implicando desta forma que M

é um plano. �

2.3 Terceira Demonstração para o Teorema de Berns-

tein

Considerar-se-á a parametrização dada porX(x1, x2) = (x1, x2, z(x1, x2)) de�nida

em um domínio convexo Ω de R2, onde a função z(x1, x2) é de classe C2 em Ω assim,

automaticamente a função é analítica. Os coe�cientes da primeira fórmula funda-

mental de X serão dados por: gαβ = δαβ + z,αz,β. E seja ω2 = g = det(gαβ) e

de�nir-se-á gαβ da seguinte maneira:

gαβ =
gαβ
ω

(2.12)

Ter-se-á que det(gαβ) = 1. De fato

det gαβ =
1

ω2
det gαβ = 1

Do fato que gαβ =

[
g11 g12

g21 g22

]
e que detgαβ = 1, ter-se-á:

(gαβ)−1 =

[
g22 −g12

−g21 g11

]
Como z(x1, x2) é uma solução da equação de superfície mínima, então pelo Teo-

rema 1.18 existem funções analíticas reais τα(x1, x2), α = 1, 2, em Ω tal que

dτα = gαβdx
β α = 1, 2

De fato, fazendo τ 1 = −b e τ 2 = a, em (1.2) do Teorema 1.18, ter-se-á

dτ 1 = −db = β =
1 + p2

ω
dx1 +

pq

ω
dx2 = g11dx

1 + g12dx
2,

dτ 2 = da = −α =
pq

ω
dx1 +

1 + p2

ω
dx2 = g21dx

1 + g22dx
2.

Usar-se-á esta função para de�nir a aplicação analítica real ψ : Ω −→ R2 como segue

σ = ψ(x) := x+ τ(x) ou, em componentes

σ1 = x1 + τ 1(x1, x2), σ2 = x2 + τ 2(x1, x2).
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Desde que B = Dτ = (τα,β) = (gαβ), a matriz B é simétrica positiva de�nida e assim

ter-se-á que, para arbitrários x = (x1, x2) e y = (y1, y2) ∈ Ω,

〈x− y, τ(x)− τ(y)〉 ≥ 0.

De fato, seja

h(t) = 〈x− y, τ(y + t(x− y))− τ(y)〉 ,

logo

h(0) = 〈x− y, τ(y)− τ(y)〉 , h(1) = 〈x− y, τ(x)− τ(y)〉 ,

assim existe to ∈ (0, 1) tal que

〈x− y, τ(x)− τ(y)〉 = h(1) = h′(t0) =
〈
x− y,Dτ(y+t0(x−y))(x− y)

〉
≥ 0.

Logo

|ψ(x)− ψ(y)|2 = |x+ τ(x)− y − τ(y)|2

= |(x− y) + (τ(x)− τ(y))|2

= 〈(x− y) + (τ(x)− τ(y)), (x− y) + (τ(x)− τ(y))〉

= |x− y|2 + |τ(x)− τ(y)|2 + 2 〈x− y, τ(x)− τ(y)〉 ≥ |x− y|2

Assim

|ψ(x)− ψ(y)| ≥ |x− y| . (2.13)

Portanto a aplicação ψ em Ω é injetora deste modo Ω∗ := ψ(Ω). Além disso,

ρ : = det

(
∂ψα

∂xβ

)
=

∣∣∣∣ 1 + g11 g12

g21 1 + g22

∣∣∣∣
= 2 + g22 + g11

= 2 +
E

ω
+
G

ω
≥ 2

e assim ψ : Ω −→ Ω∗ é um difeomor�smo. Agora de�nir-se-á a segunda aplicação

h(σ) = (h1(σ), h2(σ)) para σ ∈ Ω∗ por:

h1(σ) = x1 − τ 1(x), h2(σ) = −x2 + τ 2(x),

onde σ = ψ(x).
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Notar-se-á que(
∂ψα

∂xβ

)−1

=

[
1 + g11 g12

g21 1 + g22

]−1

=
1

2 + ω + 1
ω

[
1 + g22 −g12

−g21 1 + g11

]
e agora determinar-se-á a derivada Dh(σ) de h(σ). Notar-se-á que

∂ hα

∂xβ
=
∑
γ

∂ hα

∂σγ
∂ σγ

∂xβ

Assim (
∂ hα

∂σβ

)
=

(
∂ hα

∂xβ

)(
∂ σα

∂xβ

)−1

e sabendo que

∂ hα

∂xβ
=

[
1− g11 −g12

g21 −1 + g22

]
ter-se-á:(

∂ hα

∂σβ

)
=

(
∂ hα

∂xβ

)
◦ ψ−1

(
∂ σα

∂xβ

)−1

◦ ψ−1

=

[
1− g11 −g12

g21 −1 + g22

]
◦ ψ−1 1

2 + ω + 1
ω

[
1 + g22 −g12

−g21 1 + g11

]
◦ ψ−1

=
1

2 + ω + 1
ω

[
g22 − g11 −2g12

2g21 g22 − g11

]
◦ ψ−1

usando (2.12) ter-se-á que(
∂ hα

∂σβ

)
=

1

(ω + 1)2

[
g22 − g11 −2g12

2g21 g22 − g11

]
◦ ψ−1

Isto mostra que

H(σ) := h1(σ) + ih2(σ)

é uma função holomór�ca de σ = σ1 + iσ2 em Ω com a derivada complexa, dada por

H ′(σ) =
q2 − p2 + 2ipq

(ω + 1)2
=

(
ip+ q

1 + ω

)2

,

onde a expressão p = z,1, q = z,2 e ω =
√

1 + p2 + q2. Notar-se-á que

|H ′(σ)| = p2 + q2

(1 + ω)2
<

(
ω

1 + ω

)2

< 1. (2.14)
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A imagem Ω∗=ψ(Ω) de um conjunto convexo Ω é claramente um domínio sim-

plesmente conexo. Se Ω é todo o plano R2 ∼= C, então poder-se-á inferir de (2.13)

que também ter-se-á Ω∗ = C. Agora, pelo Teorema de Liouville, a função inteira

H ′(σ) deve ser constante. Assim, para µ := p
(1+ω)

, ϑ := q
(1+ω)

, obter-se-á que

µ2 − ϑ2 = c1, 2µϑ = c2

para constantes apropriadas c1 e c2, onde

µ2 + ϑ2 =
√
c2

1 + c2
2 .

Isto mostra que as funções contínuas µ e ϑ devem ser constantes, e que existe

uma constante c ≥ 0 tal que

p2 + q2 = c(1 + ω)2 = c(1 +
√

1 + p2 + q2)2

implicando assim que p2 + q2 = const., e portanto

p = α1 e q = α2

para algums números α1 e α2, isso é

z(x1, x2) = α0 + α1x
1 + α2x

2.

Portanto uma superfície mínimaX(x1, x2) que é de�nida em todo R2 acaba sendo

um plano. Tendo assim o Teorema de Bernstein. �
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Capítulo 3

O Teorema de do Carmo-Peng e

Fischer Colbrie -Schoen

Agora, demonstrar-se-á o teorema de do Carmo-Peng e Fischer Colbrie -Schoen,

mas para isso, provar-se-á primeiro o seguinte teorema.

Teorema 3.1 (Colding-Minicozzi). Se D ⊂ Σ é um disco geodésico mínimo

estável de raio r0 em uma superfície mínima Σ ⊂ R3, então

πr2
0 ≤ Area(D) ≤ 4

3
πr2

0.

A seguir dar-se-á a prova da fórmula acima por Colding e Minicozzi, onde estar-

se-á usando [7]. Supor-se-á que Σ é simplesmente conexa por levantamento de sua

cobertura universal se necessário, o fato que Σ tem curvatura não positiva implica

que D tem coordenadas geodésicas globais suave e é mergulhada em Σ. Desde

que D tem curvatura Gaussiana não positiva, então a área de D é pelo menos tão

grande quando comparado com o disco euclidiano de raio r0, implicando assim que

πr2
0 ≤ Area(D).

Considerar-se-á agora a função teste f(r, θ) = η(r) = 1− r
r0

no disco D = D(r0)

que é uma função de coordenada radial r e que é zero na ∂D. Pela segunda fórmula

de variação de área e fórmula de Green, obter-se-á:

0 ≤
∫
D

−f∆f + 2Kf 2
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=

∫
D

|∇f |2 + 2

∫
D

Kf 2

=

∫ r0

0

(η′(s))2l(s) + 2

∫ r0

0

(

∫
r=s

K)η2(s), (3.1)

onde K é a função curvatura Gaussiana em D de raio s e l(s) é o comprimento da

∂D(s).

A primeira igualdade ocorre pois:

Seja F = f∇f .
Ter-se-á que: ∫

D

divF =

∫
∂D

〈F, ϑ〉 ,

onde ϑ é o normal. Assim∫
D

(f∆f + |∇f |2) =

∫
∂D

〈f∆f, ϑ〉 = 0,

pois f = 0 na ∂D. Logo ∫
D

(f∆f) = −
∫
D

|∇f |2

e na segunda igualdade dada em (3.1), ver-se-á que a mesma ocorre, já que:∫
D

|∇f |2 =

∫ r0

0

(η′(s))2

∫
∂D(s)

dSds

=

∫ r0

0

(η′(s))2l(s)ds

e na outra parcela usar-se-á o fato que
∫
D
K =

∫ r0
0

∫
r=s

K e a de�nição de f(r, θ) =

η(r).

Seja K(s) =
∫
D(s)

KΣ. Então, pela primeira variação de comprimento de arco e

pela fórmula de Gauss-Bonnet, obter-se-á:

l′(s) =

∫
∂D(s)

Kg = 2πχ(D(s))−
∫
D(s)

KΣ = 2π −K(s) (3.2)

isto implica que: K(s) = 2π − l′(s)

Como K ′(s) =
∫
r=s

K, substituindo em (3.1) ter-se-á:

0 ≤
∫ r0

0

(η′(s))2l(s) + 2

∫ ro

0

K ′(s)η2(s) (3.3)
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integrando (3.3) por partes e depois substituir-se-á o valor de K(s) dado em (3.2)

ter-se-á:

0 ≤
∫ r0

0

(η′(s))2l(s) + 2

∫ ro

0

K ′(s)η2(s) =

∫ r0

0

(η′(s))2l(s) + 2η2K|r00 − 2

∫ r0

0

K(s)(η2)′

=

∫ r0

0

(η′(s))2l(s)− 2

∫ r0

0

K(s)(η2)′

=

∫ r0

0

(η′(s))2l(s)− 2

∫ r0

0

(2π − l′(s))(η2(s))′.

onde na integração por partes tomar-se-á u = η2 e dv = K ′.

E observe que: η2K|r00 = 0. De fato:

η2K|r00 = f 2K|r00 = K(1− s

r0

)2|r00 = −K(0) =

∫
D(0)

K = 0,

pois µ(D(0)) = 0 onde µ representa a medida. Logo:

0 ≤
∫ r0

0

(η′(s))2l(s)− 2

∫ r0

0

(2π − l′(s))(η2(s))′. (3.4)

Agora seja η(s) = 1− s
r0
, assim

η′(s) = − 1

ro
e (η2(s))′ = [(1− s

r0

)2]′ = − 2

r0

(1− s

r0

)

Substituindo esta função em (3.4) e reorganizando ter-se-á

− 1

r2
0

∫ r0

0

l(s) +
4

r0

∫ r0

0

l′(s)(1− s

r0

) ≤ 8π

r0

∫ r0

0

(1− s

r0

) = 4π (3.5)

Integrando (3.5) por partes, fazendo u = 1 − s
r0

assim du = − 1
r0

e por outro lado

dv = l′(s) logo v = l(s) , ter-se-á:

− 1

r2
0

∫ r0

0

l(s) +
4

r0

∫ r0

0

l′(s)(1− s

r0

) = − 1

r2
0

∫ r0

0

l(s) +
4

r0

[l(s)(1− s

r0

)|r00 +
1

r0

∫ r0

0

l(s)]

= − 1

r2
0

∫ r0

0

l(s) +
4

r0

l(0) +
4

r2
0

∫ r0

0

l(s)

=
3

r2
0

∫ r0

0

l(s).

Isto ocorre pois 4
r0
l(0)=0. De fato, ter-se-á que

l(s) =
∫
∂D(s)

dS. Portanto, l(0) =
∫
∂D(0)

dS = 0, já que µ(∂D(0)) = 0

Notar-se-á agora que:

3

r2
0

∫ r0

0

∫
∂D(s)

dsdr =
3

r2
0

∫
D(r0)

dA− 3

r2
0

∫
D(0)

dA =
3

r2
0

Area(D) ≤ 4π.
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Logo, Area(D) ≤ 4
3
πr2

0.

Portanto concluir-se-á que:

πr2
0 ≤ Area(D) ≤ 4

3
πr2

0.

�

Aplicar-se-á agora a estimativa acima da área de discos mínimos estáveis para

obter uma prova curta do Teorema de do Carmo e Peng [12], de Fischer-Colbrie e

Schoen [16] e de Pogofelov [21].

3.1 Primeira Demonstração do Teorema de do Carmo-

Peng e Fischer Colbrie-Schoen

Teorema 3.2 (do Carmo-Peng e Fischer Colbrie-Schoen). O plano é a única

superfície mínima imersa em R3 que é completa, estável e orientável.

Demonstração. Se Σ é uma superfície mínima em R3 completa, orientável e estável,

então o espaço recobrimento universal de Σ composto com a inclusão de Σ em R3 é

também uma superfície mínima de R3 completa, imersa e estável. Desde que Σ é um

plano se, e somente se, sua cobertura universal é um plano, poder-se-á assumir que

Σ é simplesmente conexa. Desde que a curvatura Gaussiana de Σ é não positiva,

pelo Teorema de Hadamard, escolhendo um ponto p0 ∈ Σ, obter-se-á geodésicas

globais em coordenadas polares (t, θ) em Σ centrada em p0. Nestas coordenadas

deixe D(R) denotar o disco de raio R centrado em p0.

Seja A(R) a área de D(R) e note que A(R) é uma função suave de R. A primeira

derivada de A(R) é dada por:

A′(R) = l(∂D(R)) = L(R).

E assim a primeira variação do comprimento de arco é:

A′′(R) = L′(R) =

∫
∂D(R)

Kg,

onde Kg é a curvatura geodésica de ∂D(R). De fato

Considere um sistema de coordenadas polares geodésicas X(ρ, θ). Desta forma, o
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disco geodésico �ca parametrizado por (ρ = R = cte). Assim, seja α(θ) = X(R, θ).

Logo

A′(R) = l(∂D(R)) =

∫
∂D(R)

dσ =

∫ l

0

|α′(θ)|dθ =

∫ l

0

√
Gdθ,

onde E = 1, F = 0, limρ→0G = 0 e limρ→0(
√
G)ρ = 1. Assim ter-se-á que

A′′(R) =

∫ l

0

1

2

Gρ√
G
dθ =

∫ l

0

1

2

Gρ

G

√
Gdθ =

∫ l

0

kg
√
Gdθ =

∫
∂D(R)

kgdσ.

Agora, pela fórmula de Gauss-Bonnet, obter-se-á

A′′(R) =

∫
∂D(R)

Kg = 2πχ(D(R))−
∫
D(R)

KdA = 2π −
∫
D(R)

KdA

e assim A′′(R) é monótona crescente como uma função de R. Desde que A′′(R) é

monótona crescente, A(D(R)) ≤ 4
3
πR2, A(0) = 0 e A′(0) = 0 (de fato, A(0) = 0

pois é a área de um disco de raio zero e A′(0) = 0 já que A′(0) = l(∂D(0)) = 0),

então A′′(R) ≤ 8
3
π.

De fato

Suponhar-se-á por contração que existe R0 tal que

A′′(R0) >
8

3
π.

Porém note que para R > R0, ter-se-á

A′(R)− A′(R0) =

∫ R

R0

A′′(R)dR ≥ A′′(R0)(R−R0)

logo

A′(R) ≥ A′′(R0)(R−R0) + A′(R0)

integrando novamente, ter-se-á

A(R)− A(R0) =

∫ R

R0

A′(R)dR

≥
∫ R

R0

(A′(R0) + A′′(R0)(R−R0))

= A′(R0)(R−R0) +
A′′(R0)(R−R0)2

2

assim

A(R) ≥ A(R0) + A′(R0)(R−R0) +
A′′(R0)(R−R0)2

2
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agora usando a hipótese, ter-se-á

4πR2

3
≥ A(R) ≥ A(R0) + A′(R0)(R−R0) +

A′′(R0)R2

2
− A′′(R0)RR0 +

A′′(R0)R2
0

2

logo, quando R→∞
8π

3
≥ A′′(R0).

O que é um absurdo. Portanto, ter-se-á que

A′′(R) ≤ 8π

3
.

E desta forma

A′′(R) = 2π −
∫
D(R)

KdA ≤ 8

3
π.

Implicar-se-á assim que −
∫
D(R)

KdA ≤ 2
3
π. Logo, Σ tem curvatura Gaussiana total

�nita e no máximo 2
3
π. Agora usar-se-á o Teorema de Osserman que diz se Σ é

uma superfície mínima não planar, orientável e completa então a curvatura total

é um múltiplo de um inteiro de −4π. Como a curvatura total absoluta de Σ é no

máximo 2
3
π, sua curvatura total deve ser zero e desta forma ter-se-á que Σ é um

plano. �

SejaM uma variedade bi-dimencional orientável e conexa e considere agora uma

imersão X : M −→ R3 mínimal de M no espaço euclidiano R3, isto é, uma imersão

X : M −→ R3 é mínima se H = 0 em todos os pontos. Um domínio D ⊂ M com

fecho compacto é estável se a segunda variação induzida da fórmula de área de D é

não-negativa, e uma imersão X é estável se para todo D ⊂M for estável.

A demonstração que far-se-á a seguir é uma generalização do teorema de Berns-

tein. Com a adicional condição que a curvatura total é �nita, o teorema foi provado

por M. do Carmo e A. M. da Silveira em [11] e depois estendeu ao caso quando

a curvatura total tem uma ordem pequena de crescimento por M. do Carmo e C.

K. Peng em [12]. Porém, R. Schoen juntamente com D. Fischer- Colbrie obtiveram

também uma prova do teorema em [17].
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3.2 Segunda Demonstração do Teorema de do Carmo-

Peng e Fischer Colbrie-Schoen

Mostrar-se-á primeiro que poder-se-á restringir a uma cobertura universal π :

M̃ −→M de M . Explicitamente, mostrar-se-á que se existe um domínio compacto

relativamente instável D̃ ⊂ M̃ para uma imersão Xoπ : M̃ −→ R3 então π(D̃) ⊂M

é instável. Onde denotar-se-á por ∆M , ∇M e K, respectivamente, o laplaciano, o

gradiente e a curvatura Gaussianana na métrica induzida por M .

Se D̃ é instável, então existe um domínio D̃′ ⊂ D̃ e a função não negativa

u em D̃′ que é zero na ∂D̃′ e satisfaz ∆Mu − 2Ku = 0 em D̃′. De�nir-se-á u

como sendo zero fora de D̃′. Para cada q ∈ M , seja π−1(q) = {q1, q2, ..., qk, ...} e
de�nir-se-á uma função f em M dada por f(q) =

∑
i u(qi). Como o fecho de D̃′ é

compacto, ter-se-á que a soma é não zero para um número �nito de índices. Logo

π(D̃′) = D′. Poder-se-á mostrar que f é contínua em M , f ≥ 0, f ≡ 0 na ∂D′ e∫
D′
|∇f |2dM ≤ 2

∫
D′

(−K)f 2dM (onde a prova está contida em [3]). Segue que D

contém uma fronteira conjugada, onde é instável como desejavamos mostrar.

Assumir-se-á agora que M é simplesmente conexa. Com uma natural estrutura

complexa dada por X,M é então conformemente equivalente a todo plano complexo

C ou ao disco unitário B = {z ∈ C; |z| ≤ 1}, e a métrica induzida ds2 em M é dada

por ds2 = λ2|dz|2, λ 6= 0.

Considerar-se-á primeiramente o caso onde B é um disco unitário. Assumir-se-á

agora que todo relativo sub-domínio compacto D ⊂M é estável, assim ter-se-á∫
M

(u∆Mu− 2u2K)dM ≤ 0, (3.6)

para toda função u suave por partes e que possui suporte compacto em M . Deixe

agora ∆ denotar o Laplaciano e dA o elemento de área de uma métrica �at (plana).

Então

K = − 1

λ2
∆logλ, dM = λ2dA, ∆M =

1

λ2
∆,

e desta forma (3.6) pode ser escrita da seguinte maneira∫
B

(u∆Mu− 2u2K)dM =

∫
B

(u
1

λ2
∆u+ 2u2 1

λ2
∆logλ)λ2dA

=

∫
B

(u∆u+ 2u2∆logλ)dA
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=

∫
B

(u∆u+ u2∆logλ2)dA ≤ 0,

logo ∫
B

(u∆u+ u2∆logλ2)dA ≤ 0. (3.7)

Tomando ϕ = λ−1 e substituindo em (3.7) u por ϕu, obter-se-á

3

∫
B

|∇ϕ|2u2dA ≤
∫
B

ϕ2|∇u|2dA− 2

∫
B

ϕu(∇u∇ϕ)dA. (3.8)

De fato:

Fazendo ϕ = λ−1 e substituindo em (3.7) u por ϕu, ter-se-á∫
B

(ϕu∆ϕu+ (ϕu)2∆log
1

ϕ2
)dA =

∫
B

ϕu∆ϕudA+

∫
B

((ϕu)2∆log
1

ϕ2
)dA ≤ 0.

Notar-se-á agora que: ∫
B

ϕu∆ϕudA = −
∫
B

|∇ϕu|2dA,

pois
∫
B

(v∆u+∇u∇v)dx =
∫
∂B
v ∂u
∂v
∂σ = 0, já que u é zero em ∂B,

por outro lado∫
B

(ϕu)2∆log
1

ϕ2
dA = −

∫
B

∇(ϕu)2∇log 1

ϕ2
dA

= −
∫
B

2(ϕu)∇(ϕu)(−2)ϕ−1∇ϕdA

= −
∫
B

(−4)u∇(ϕu)∇ϕdA

=

∫
B

4u(u∇ϕ+ ϕ∇u)∇ϕdA

=

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+

∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA

desta forma

−
∫
B

|∇ϕu|2dA+

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+

∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA ≤ 0

e mais

−
∫
B
|∇ϕu|2dA+

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+
∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA
= −

∫
B
|ϕ∇u+ u∇ϕ|2dA+

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+
∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA
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= −
∫
B
〈ϕ∇u+ u∇ϕ, ϕ∇u+ u∇ϕ〉+

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+
∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA
= −

∫
B
ϕ2|∇u|2−

∫
B

2ϕu∇u∇ϕ−
∫
B
u2|∇ϕ|2 +

∫
B

4u2∇ϕ∇ϕdA+
∫
B

4uϕ∇u∇ϕdA
≤ 0

implicar-se-á assim, que

3

∫
B

|∇ϕ|2u2dA ≤
∫
B

ϕ2|∇u|2dA− 2

∫
B

ϕu(∇u∇ϕ)dA

logo, para algum ε > 0,

|ϕu∇u∇ϕ| ≤ ε|∇ϕ|2u2 +
1

ε
ϕ2|∇u|2,

(3.8) implica que existe uma constante β > 0 tal que

∫
B

|∇ϕ|2u2dA ≤ β

∫
B

ϕ2|∇u|2dA,

desde que ∇M = ( 1
λ
)∇, ter-se-á∫

M

|∇Mϕ|2u2dM ≤ β

∫
M

ϕ2|∇Mu|2dM. (3.9)

Agora escolher-se-á uma família de bolas geodésicas BR de raio R tal que exaus-

tam M , �xando θ, 0 < θ < 1, e seja u : M −→ R uma função contínua que é um na

BθR, zero fora de BR e linear em BR −BθR. Por (3.9) obter-se-á que

∫
BR

|∇Mϕ|2dM ≤
β

(1− θ)2R2

∫
M

ϕ2dM =
β

(1− θ)2R2

∫
B

dA =
πβ

(1− θ)2R2

a desigualdade ocorre pois

∫
M
|∇Mϕ|2u2dM

=
∫
BθR
|∇Mϕ|2dM +

∫
BR−BθR

|∇Mϕ|2(1 + 1
(1−θ)R(x− θR))2

=
∫
BθR
|∇Mϕ|2dM +

∫
BR−BθR

|∇Mϕ|2dM + 2
∫
BR−BθR

|∇Mϕ|2( 1
(1−θ)R(x− θR))dM

+
∫
BR−BθR

|∇Mϕ|2 1
(1−θ)2R2 (x− θR)2dM

≥
∫
BθR
|∇Mϕ|2dM +

∫
BR−BθR

|∇Mϕ|2dM
=
∫
BR
|∇Mϕ|2dM

e por outro lado, ter-se-á
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β
∫
M
ϕ2|∇Mu|2dM

= β
∫
BθR

ϕ2|∇M1|2dM + β
∫
BR−BθR

ϕ2|∇M(1 + 1
(1−θ)R(x− θR))|2dM

= β
∫
BR−BθR

ϕ2| ∇M
(1−θ)R(x− θR)|2dM

= β
∫
BR−BθR

ϕ2
〈
∇M

(1−θ)R(x− θR), ∇M
(1−θ)R(x− θR)

〉
dM

= β
∫
BR−BθR

ϕ2 |∇M (x−θR)|2
(1−θ)2R2 dM

≤ β
(1−θ)2R2

∫
M
ϕ2dM,

onde usou-se que: dM = λ2dA e ϕ = λ−1.

Fazendo R −→ ∞, concluir-se-á que |∇ϕ| ≡ 0, isto é, λ = const, e assim

contradizendo o fato de ds2 = λ2|dz|2.

Agora considerar-se-á o caso onde M é conforme equivalente ao plano complexo

C. Considerar-se-á ψ = ∆logλ2, poder-se-á escrever (3.7) como∫
C
(u∆u+ u2∆logλ2)dA =

∫
C
(u∆u+ u2ψ)dA =

∫
C
(−|∇u|2 + u2ψ)dA ≤ 0

isto implica que ∫
C
ψu2dA ≤

∫
C
|∇u|2dA. (3.10)

De outra forma, se K é não identicamente zero, saber-se-á que (cf.[12], observação

2). ∆M log(−K) = 4K. Isto implica que ∆logψ + ψ = 0, onde

ψ∆ψ + ψ3 = |∇ψ|2 (3.11)

A prova é a mesma dada como em ([12]) dar-se-á uma idéia da mesma.

Assim, substituindo u por ψu em (3.10), obter-se-á∫
C
ψ3u2dA ≤

∫
C
|∇ψu|2dA =

∫
C
|ψ∇u+ u∇ψ|2

=

∫
C
〈ψ∇u+ u∇ψ, ψ∇u+ u∇ψ〉 dA

=

∫
C
ψ2|∇u|2dA+

∫
C
u2|∇ψ|2dA+ 2

∫
C
ψu∇u∇ψdA

logo ∫
C
ψ3u2dA ≤

∫
C
ψ2|∇u|2dA+

∫
C
u2|∇ψ|2dA+ 2

∫
C
ψu∇u∇ψdA (3.12)
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Por outro lado, se multiplicar-se-á (3.11) por u2, e integrando sobre C e adimitindo

o resuldado dado em (3.12), ter-se-á∫
C
|∇ψ|2u2dA =

∫
C
ψ3u2dA+

∫
C
ψ∆ψu2dA

=

∫
C
ψ3u2dA−

∫
C
u2|∇ψ|2dA− 2

∫
C
ψu∇u∇ψdA

≤
∫

C
ψ2|∇u|2dA

desta forma ∫
C
|∇ψ|2dA ≤

∫
C
ψ2|∇u|2dA. (3.13)

Usar-se-á a última soma dada em (3.12) e o fato que 2ab ≤ εa2 + (1
ε
)b2, para

todo ε > 0, e introduzir-se-á (3.13) em (3.12), logo obter-se-á∫
C
ψ3u2dA ≤ β1

∫
C
ψ2|∇u|2dA, β1 = const. (3.14)

Agora usando em (3.14) a desigualdade de Young onde ter-se-á ab ≤ ap

p
+ bp

′

p′
com

a ≥ 0 e b ≥ 0, a, b ∈ R, assim

ψ2|∇u|2 = u2(ψ2 |∇u|2

u2
) = u2(αψ2 |∇u|2

αu2
) ≤ u2(

αs

s
ψ2s +

α−t

t
(
|∇u|
u

)2t), (3.15)

onde (3.15) é dada para todo α > 0 e todo s > 1, t <∞, com 1
s

+ 1
t

= 1.

Fazendo s = 3
2
, t = 3 e α pequeno obter-se-á uma constante β2 tal que∫

C
ψ3u2dA ≤ β2

∫
C

|∇u|6

u4
dA, (3.16)

onde trocar-se-á u por u3 em (3.16), poder-se-á escrever a mesma da seguite forma∫
C
ψ3u6dA ≤ β3

∫
C
|∇u|6dA, β3 = const. (3.17)

De fato, pois observe que:

|∇u|2 =
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
)2

desta forma

|∇u3|2 =
n∑
i=1

(
∂u3

∂xi
)2 =

n∑
i=1

(3u2 ∂u

∂xi
)2
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logo, ∫
C
ψ3u6dA ≤ β2

∫
C

|∇u3|6

u12
dA = β2

∫
C

(3u2|∇u|)6

u12
dA

= β236

∫
C
|∇u|6dA

= β3

∫
C
|∇u|6dA.

A desigualdade (3.17) implica que poder-se-á escolher uma função usual u na bola

BR ⊂ C de raioR, tal que ψ3 ≡ 0, assimK ≡ 0 eX(M) é um plano. �

3.3 Terceira Demonstração do Teorema de do Carmo-

Peng e Fischer Colbrie-Schoen

Seja M uma variedade bi-dimencional diferenciável e conexa e seja Q3(a) uma

variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa e tri-dimensional com cur-

vatura seccional constante a; quando a = 0, Q3(a) é o espaço euclidiano R3, e quando

a = −1, Q3(a) é o espaço hiperbólico H3. Seja X : M −→ Q3(a) uma imersão com

curvatura média H constante. Segundo [2] saber-se-á que X é estável se

I(f) =

∫
M

{|∇f |2 − 2(2a+ 2H2 −K)f 2}dA ≥ 0, (3.18)

para toda f : M −→ R com suporte compacto que satisfaz∫
M

fdA = 0,

onde ∇f é o gradiente de f , dA é o elemento de área e K é a curvatura Gaussiana

na métrica induzida. Quando H ≡ 0 assumir-se-á que M é orientável e para H =

const 6= 0, M é orientável automaticamente.

Em [2] e [4] foi provado que se M for compacto, X é estável se, e só se, X(M) ⊂
Q(a)3 é uma esfera geodésica. Considerar-se-á o caso onde M é completamente

não-compacto.

Depender-se-á de um estudo sobre o operador L = ∆+2(2a+2H2−K) associado

a forma quadrática (3.18), e alguns teoremas que serão necessários para dar-se-á a
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terceira demonstração do Teorema de do Carmo-Peng e Fischer Colbrie-Schoen;

onde ∆ é o laplaciano na métrica induzida. Dar-se-á algumas de�nições.

Seja (M,ds2) uma variedade Riemanniana completa bi-dimensional com cur-

vatura Gaussiana K, e seja p : M −→ R uma função diferenciável em M . Considere

o operador elíptico L = ∆ + q −K associado a forma quadrática

〈f,−Lf〉 = −
∫
M

fLfdA =

∫
M

[|∇f |2 − (q −K)f 2]dA,

onde f : M −→ R é uma função suave por partes com suporte compacto, ∆ é o

Laplaciano, ∇f é o gradiente de f e dA é a área na forma da métrica ds2.

Chamar-se-á índice de L em M o supremo, sobre domínios compactos de M , do

número de autovalores negativos de L com a condição de Dirichlet na fronteira.

A seguir enunciar-se-á alguns resultados, necessários para a demonstração do

Teorema de do Carmo-Peng e Fisher Colbrie-Schoen.

Lema 3.3 . Seja X : M −→ Q3(a) uma imersão com curvatura média constante

H. Assume que M é completa e que X é estável. Então o índice do operador L =

∆ + 2(2a+ 2H2 −K) em M é no máximo um.

Demonstração. Suponhar-se-á por contradição, que existe um domínio D com-

pacto de M com a fronteira ∂D suave por partes tal que a segundo autovalor λ2(D)

do operador L em D é negativo, onde λ2(D) é caracterizado por

λ2(D) = inf{
∫
M

−fLfdA;

∫
M

fφ1dA = 0,

∫
M

f 2dA = 1, f |∂D = 0},

onde φ1 é a primeira autofunção de L em D. Já que φ1 não muda de sinal em D e

λ2(D) < 0, poder-se-á construir uma função f : D −→ R diferenciável por partes

tal que satisfaz
∫
D
−fLfdA < 0,

∫
D
fdA = 0 e f |∂D = 0. Mas desta forma X é não

estável, uma comtradição. �

Teorema 3.4 . Seja (M,ds2) e L = ∆ + q− k. Assuma que q é não negativo e que

o índice de L em M é �nito. Então M é conformemente equivalente a uma superfície

Riemanniana compacta menos um número �nito de pontos, e
∫
M
qdA é �nita.
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Teorema 3.5 . Seja (M,ds2) e L = ∆ + q. Assuma que M é conformemente

equivalente a uma superfície Riemanniana compacta menos um número �nito de

pontos. Assuma que q ≥ 0, q 6≡ 0 e que a área de M é in�nita. Então existe uma

função diferenciável por partes f : M −→ R com suporte compacto satisfazendo∫
M
−f∆fdA < 0 e

∫
M
fdA = 0.

Teorema 3.6 . Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional não

positiva. Seja X : M −→ M uma imersão isométrica de uma variedade Riemanni-

ana completa não compacta, com vetor curvatura média H. Se |H| ≤ const, então

o volume de M é in�nito.

Demonstração (do Teorema de do Carmo-Peng e Fischer Colbrie-

Schoen). Primeiro obeservar-se-á que 4H2 −K ≥ 3H2 ≥ 0. De fato, pois

K = K1K2 e H = K1+K2

2
,

logo

H2 −K =
K2

1 − 2K1K2 +K2
2

4

=
(K1 −K2)2

4
≥ 0.

Como X é estável, então o índice do operador L = ∆+4H2−2K emM é no máximo

um. Segue que poder-se-á aplicar o Teorema 3.4, com q = 4H2 −K. Concluir-se-á

queM é conformemente equivalente a uma superfície Riemanniana compacta menos

um número �nito de pontos e que
∫
M

3H2dA ≤
∫
M

(4H2 −K)dA é �nita. Mas M

tem área in�nita, pelo Teorema 3.6, segue desta forma que H ≡ 0 e que
∫
M
−KdA é

�nita. Poder-se-á aplicar agora o Teorema 3.5, fazendo q = −2K, onde concluir-se-á

que K ≡ 0. Portanto X(M) é um plano. �
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Capítulo 4

Apêndice

Demonstrar-se-á a identidade (2.10):

∆log

(
1 +

1

ω

)
= K.

Para isto considerar-se-á a seguite parametrização

X(u, v) = (u, v, f(u, v))

desta forma:

E = 1 + f 2
u , F = fufv, G = 1 + f 2

v

com

ω2 = 1 + f 2
u + f 2

v

ter-se-á assim que

K =
fuufvv − f 2

uv

ω4
.

Sabe-se também que [
E F
F G

]−1

=
1

ω2

[
G −F
−F G

]
e que

∆h =
1

ω

2∑
j=1

[
(ωg1jhj)u + (ωg2jhj)v

]
=

1

ω

[
(ωg11hu)u + (ωg12hv)u + (ωg21hu)v + (ωg22hv)v

]
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=
1

ω

[
ωu

G

ω2
hu + ω(

G

ω2
)uhu + ω

G

ω2
huu − ωu

F

ω2
hv − ω(

F

ω2
)uhv − ω

F

ω2
huv

]
+

1

ω

[
−ωv

F

ω2
hu − ω(

F

ω2
)vhu − ω

F

ω2
huv + ωv(

E

ω2
)hv + ω(

E

ω2
)vhv + ω

E

ω2
hvv

]
=

1

ω2

[
(Gu − Fv −

Gωu
ω

+
Fωv
ω

)hu − (Fu − Ev −
Fωu
ω

+
Eωv
ω

)hv

]
+

1

ω2

[
Ghuu + Ehvv − 2Fhuv

]
,

logo fazendo

h = log

(
1 +

1

ω

)
= log

(
1 + ω

ω

)
ter-se-á

hu = − ωu
ω(1 + ω)

, hv = − ωv
ω(1 + ω)

huu = − ωuu
ω(1 + ω)

+
ω2
u

ω2(1 + ω)
+

ω2
u

ω(1 + ω)2

hvv = − ωvv
ω(1 + ω)

+
ω2
v

ω2(1 + ω)
+

ω2
v

ω(1 + ω)2

huv = − ωuv
ω(1 + ω)

+
ωuωv

ω2(1 + ω)
+

ωuωv
ω(1 + ω)2

assim

∆log
(
1 + 1

ω

)
= 1

ω2

[
− (Gu−Fv − Gωu

ω
+ Fωv

ω
) ωu
ω(1+ω)

+ (Fu−Ev − Fωu
ω

+ Eωv
ω

) ωv
ω(1+ω)

+G(− ωuu
ω(1+ω)

+

ω2
u

ω2(1+ω)
+ ω2

u

ω(1+ω)2
)+E(− ωvv

ω(1+ω)
+ ω2

v

ω2(1+ω)
+ ω2

v

ω(1+ω)2
)−2F (− ωuv

ω(1+ω)
+ ωvωu

ω2(1+ω)
+ ωvωu

ω(1+ω)2
)
]

= 1
ω3(1+ω)

[
− Guωu + Fvωu + Gω2

u

ω
− Fωuωv

ω
+ Fuωv − Evωv − Fωuωv

ω
+ Eω2

v

ω
− ωuuG +

ω2
uG
ω

+ ω2
uG

1+ω
− ωvvE + ω2

vE
ω

+ ω2
vE

1+ω
+ 2ωuvF − 2ωuωvF

ω
− 2ωuωvF

1+ω

]
= 1

ω3(1+ω)

[
−Guωu +Fvωu + 2Gω

2
u

ω
− 4Fωuωv

ω
+Fuωv −Evωv + 2ω

2
vE
ω
−ωuuG−ωvvE +

ω2
uG+ω2

vE−2ωuωvF
1+ω

+ 2ωuvF
]

= 1
ω3(1+ω)

[
(Fv − Gu)ωu + (2G

ω
+ G

1+ω
)ω2

u + (Fu − Ev)ωv + (2E
ω

+ E
1+ω

)ω2
v − (ωuuG +

ωvvE − 2ωuvF )− (4F
ω

+ 2F
1+ω

)ωuωv

]
agora usando que

E = 1 + f 2
u , F = fufv, G = 1 + f 2

v

ter-se-á

Ev = 2fufuv, Fu = fuufv + fufuv, Fv = fuvfv + fufvv, Gu = 2fvfuv,
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logo

∆log
(
1 + 1

ω

)
= 1

ω3(1+ω)

[
(fufvv − fvfuv)ωu + (2+2ω+ω

ω(1+ω)
)Gω2

u + (fvfuu − fufuv)ωv + (2+2ω+ω
ω(1+ω)

)Eω2
v −

(ωuuG+ ωvvE − 2ωuuF )− (4+4ω+2ω
ω(1+ω)

)Fωuωv

]
= 1

ω3(1+ω)

[
(fufvv− fvfuv)ωu + ( 3ω+2

ω(1+ω)
)(Gω2

u +Eω2
v − 2Fωuωv) + (fvfuu− fufuv)ωv−

(ωuuG+ ωvvE − 2ωuvF )
]

agora como

ω2 = 1 + f 2
u + f 2

v

ter-se-á

ωu =
fufuu + fvfuv

ω
, ωv =

fufuv + fvfvv
ω

para facilitar os cálculos, considerar-se-á:

A = (fufvv − fvfuv)ωu

B =
( 3ω + 2

ω(1 + ω)

)
(Gω2

u + Eω2
v − 2Fωuωv)

C = (fvfuu − fufuv)ωv, D = (ωuuG+ ωvvE − 2ωuvF )

desta forma

A = (fufvv − fvfuv)ωu

=
1

ω
(f 2
ufvvfuu + fufvfuvfvv − fufvfuvfuu − f 2

v f
2
uv).

B =
( 3ω + 2

ω(1 + ω)

)(
(1 + f 2

v )
(fufuu + fvfuv)

2

ω2
+ (1 + f 2

u)
(fufuv + fvfvv)

2

ω2

−2fufv
(fufuu + fvfuv)(fufuv + fvfvv)

ω2

)
=

( 3ω + 2

ω3(1 + ω)

)(
(1 + f 2

v )(f 2
uf

2
uu + 2fufuufvfuv + f 2

v f
2
uv)

+(1 + f 2
u)(f 2

uf
2
uv + 2fufvfuvfvv + f 2

uf
2
vv)

−2f 3
ufvfuufuv − 2f 2

uf
2
v fuufvv − 2f 2

uf
2
v f

2
uv − 2fuf

3
v fuvfvv

)
=

( 3ω + 2

ω3(1 + ω)

)[
f 2
uf

2
uu + 2fufuufvfuv + f 2

v f
2
uv + f 2

uf
2
v f

2
uu + 2fuf

3
v fuufuv + f 4

v f
2
uv

+f 2
uf

2
uv + 2fufvfuvfvv + f 2

v f
2
vv + f 4

uf
2
uv + 2f 3

ufvfuvfvv + f 2
uf

2
v f

2
vv
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−2f 3
ufvfuufuv − 2f 2

uf
2
v fuufvv − 2f 2

uf
2
v f

2
uv − 2fuf

3
ufuvfvv

]
=

( 3ω + 2

ω3(1 + ω)

)[
((1 + f 2

v )fuu − 2fufvfuv)f
2
ufuu + (1 + f 2

v )f 2
v f

2
uv + (1 + f 2

u)f 2
uf

2
uv

−2f 2
uf

2
v fuufvv + ((1 + f 2

u)fvv − 2fufvfuv)f
2
v fvv + ((1 + f 2

v )fuu

−2fufvfuv + (1 + f 2
u)fvv)fufvfuv + ((1 + f 2

v )fuu + (1 + f 2
u)fvv)fufvfuv

]
=

( 3ω + 2

ω3(1 + ω)

)[
− f 2

u(1 + f 2
u)(fvvfuu − f 2

uv) + f 2
v (1 + f 2

v )(f 2
uv − fuufvv)

+2f 2
uf

2
v (−fuufvv + f 2

uv)
]

=
((3ω + 2)ω

1 + ω

)(
K(−f 2

u − f 4
u − f 2

v − f 4
v − 2fuf

2
v )
)

= −ωK
(

(
3ω + 2

1 + ω

)(
(f 2
u + f 2

v )(1 + f 2
u + f 2

v )
)

= −ωK
(

(
3ω + 2

1 + ω

)(
(f 2
u + f 2

v )ω2
)

= −Kω3(3ω + 2)(ω − 1).

C = (fvfuu − fufuv)ωv

= (fvfuu − fufuv)
(fufuv + fvfvv

ω

)
=

1

ω
(fufvfuufuv + f 2

v fuufvv − f 2
uf

2
uv − fufvfvvfuv).

D = (ωuuG+ ωvvE − 2ωuvF ).

primeiramente observe que

ωuu =
f 2
uu + fufuuu + f 2

uv + fvfuuv
ω

− (fufuu + fvfuv)
2

ω3

=
1

ω3

[
fuu(1 + f 2

v )fuu + fuu(−2fufvfuv) + (1 + f 2
u)f 2

uv + ω2(fufuuu + fvfuuv)
]

=
1

ω3

[
fuu((1 + f 2

v )fuu − 2fufvfuv) + (1 + f 2
u)f 2

uv + ω2(fufuuu + fvfuuv)
]

=
1

ω3

[
− (1 + f 2

u)fuufvv + (1 + f 2
u)f 2

uv + ω2(fufuuu + fvfuuv)
]

= −ωK(1 + f 2
u) +

1

ω
(fufuuu + fvfuuv),

logo

ωuuG = −ωK(1 + f 2
u)(1 + f 2

v ) +
(1 + f 2

v )

ω
(fufuuu + fvfuuv)
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ter-se-á também que

ωvv =
f 2
vv + fvfvvv + f 2

uv + fufuvv
ω

− (fufuv + fvfvv)
2

ω3

=
1

ω3

[
fvv(1 + f 2

u)fvv + fvv(−2fufvfuv) + (1 + f 2
v )f 2

uv + ω2(fvfvvv + fufuvv)
]

=
1

ω3

[
fvv((1 + f 2

u)fvv − 2fufvfuv) + (1 + f 2
v )f 2

uv + ω2(fvfvvv + fufuvv)
]

=
1

ω3

[
− (1 + f 2

v )fvvfuu + (1 + f 2
v )f 2

uv + ω2(fvfvvv + fufuvv)
]

= −ωK(1 + f 2
v ) +

1

ω
(fvfvvv + fufuvv),

assim

ωvvE = −ωK(1 + f 2
v )(1 + f 2

u) +
(1 + f 2

u)

ω
(fvfvvv + fufuvv)

por �m

ωuv = fuvfuu+fufuuv+fvvfuv+fvfuvv
ω

− (fufuu+fvfuv)(fufuv+fvfvv)
ω3

= 1
ω3

[
fuv(1 + f 2

v )fuu + ω2fufuuv + fuv(1 + f 2
u)fvv + ω2fvfuvv − fufv(fuufvv + f 2

uv)
]

= 1
ω3

[
fuv((1 + f 2

v )fuu + (1 + f 2
u)fvv) + ω2(fufuuv + fvfuvv)− fufv(fuufvv + f 2

uv)
]

= 1
ω3

[
fuv2fufvfuv + ω2(fufuuv + fvfuvv)− fufvfuufvv − fufvf 2

uv

]
= 1

ω3

[
fufvf

2
uv − fufvfuufvv + ω2(fufuuv + fvfuvv)

]
= 1

ω3

[
− fufv(fuufvv − f 2

uv) + ω2(fufuuv + fvfuvv)
]

= −ωKfufv + 1
ω

(fufuuv + fvfuvv)

logo

−2ωuvF = 2Kωf 2
uf

2
v −

2fufv
ω

(fufuuv + fvfuvv)

assim, ter-se-á

D = ωuuG+ ωvvE − 2ωuvF

= −Kω(1+f 2
u)(1+f 2

v )+ (1+f2
v )

ω
(fufuuu+fvfuuv)−Kω(1+f 2

v )(1+f 2
u)+ (1+f2

u)
ω

(fvfvvv+

fufuvv) + 2Kωf 2
uf

2
v −

2fufv
ω

(fufuuv + fvfuvv)

= −2Kω(1 + f 2
v + f 2

u) + 1
ω

[
(1 + f 2

v )(fufuuu + fvfuuv) + (1 + f 2
u)(fvfvvv + fufuvv) −

2fufv(fufuuv + fvfuvv)
]

= −2Kω3 + 1
ω

[
(1 + f 2

v )(fufuuu + fvfuuv) + (1− f 2
u)(fvfvvv + fufuvv)− 2fufv(fufuuv +

fvfuvu)
]

agora usando que

(1 + f 2
u)fvv + (1 + f 2

v )fuu − 2fufvfuv = 0
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ter-se-á

2fufuufvv+(1+f 2
u)fuvv+2fvfuvfuu+(1+f 2

v )fuuu−2fuufvfuv−2fuf
2
uv−2fufvfuuv = 0

(4.1)

2fufuvfvv+(1+f 2
u)fvvv+2fvfvvfuu+(1+f 2

v )fvuu−2fvvfufuv−2fvf
2
uv−2fufvfuvv = 0

(4.2)

agora multiplicar-se-á (4.1) por fu e (4.2) por fv, respectivamente. Desta forma,

multiplicando ambas as expressões e após somando ter-se-á

(1 + f 2
u)(fufuvv + fvfvvv) + (1 + f 2

v )(fufuuu + fvfvuu)− 2fufv(fufuuv + fvfuvv)

= −2f 2
ufuufvv + 2f 2

uf
2
uv − 2f 2

v fuufvv + 2f 2
v f

2
uv

= −2f 2
u(fuufvv − f 2

uv)− 2f 2
v (fuufvv − f 2

uv)

= −2f 2
uω

4K − 2f 2
vω

4K

= −2ω4K(f 2
u + f 2

v )

= −2ω4K(ω2 − 1).

logo

D = −2Kω3 +
1

ω
(−2ω4K(ω2 − 1))

= −2Kω3 − 2Kω3(ω2 − 1)

= −2Kω3ω2.

Portanto

∆log(1 + 1
ω

) = 1
ω3(1+ω)

(A+B + C −D)

= 1
ω3(1+ω)

{ 1
ω

[f 2
u(fuufvv − f 2

uv) + f 2
v (fuufvv − f 2

uv)]−Kω3[(3ω + 2)(ω − 1)− 2ω2]}
= 1

ω3(1+ω)
{ 1
ω

[f 2
uKω

4 + f 2
vKω

4]−Kω3(3ω2 − 3ω + 2ω − 2− 2ω2)}
= 1

ω3(1+ω)
{Kω4

ω
(f 2
u + f 2

v )−Kω3(ω2 − ω − 2)}
= 1

ω3(1+ω)
{Kω3(ω2 − 1) +Kω3(−ω2 + ω + 2)}

= K.

Demonstrando assim que

∆log

(
1 +

1

ω

)
= K.
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