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Resumo. Esta dissertação apresenta soluções expĺıcitas para o problema ter-
moelástico linear e isotrópico com base no método clássico de simetrias criado pelo
matemático Sophus Lie. Para o cálculo destas soluções, apresentamos os geradores
infinitesimais de simetrias que geram a álgebra associada ao sistema de equações
diferenciais que representa o problema já citado. As soluções assim constrúıdas são
invariantes sob subálgebras de dimensão três.

Abstract. We present explicit solutions for the linear and isotropic thermoe-
lastic problem on the basis of the classical method of symmetries created by the
mathematician Sophus Lie. In order to compute these solutions, we present the
infinitesimal generators of symmetries that generate the algebra associated to the
system of differential equations under study. The constructed solutions are thus
invariants under subalgebras of dimension three.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo desta dissertação é encontrar soluções expĺıcitas para o problema ter-
moelástico linear. Nós iremos trabalhar com o caso isotrópico que é representado
pelo sistema de equações diferenciais parciais
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∆1 ≡ (λ + 2µ)(u1)xx + (λ + µ)(u2)xy + (λ + µ)(u3)xz

+ µ(u1)yy + µ(u1)zz − ρ(u1)tt = 0

∆2 ≡ (λ + µ)(u3)yz + (λ + µ)(u1)xy + (λ + 2µ)(u2)yy

+ µ(u2)xx + µ(u2)zz − ρ(u2)tt = 0

∆3 ≡ (λ + µ)(u1)xz + (λ + µ)(u2)yz + (λ + 2µ)(u3)zz

+ µ(u3)yy + µ(u3)xx − ρ(u3)tt = 0.

Apesar dos vários métodos existentes, a tarefa de encontrar as soluções expĺıcitas
de determinadas equações diferenciais continua sendo árdua. Geralmente, são usados
programas computacionais que encontram soluções aproximadas para tais equações.

No meio do século dezenove, o matemático Sophus Lie desenvolveu uma teoria
que associa o conceito algébrico de grupo e o conceito de variedade diferenciável
para construir soluções expĺıcitas de sistemas de equações diferenciais. Dentro dessa
teoria, foi desenvolvido o conceito de grupos de simetrias de sistemas de equações
diferenciais que são grupos de transformações que levam soluções em outras soluções
de um mesmo sistema.

Resumidamente, o método de Lie consiste em diminuir a dimensão do espaço
das variáveis independentes, determinando assim um sistema mais simples de se
trabalhar. Para o caso de equações diferenciais ordinárias, o método permite que
equações de ordem n sejam transformadas em equações de ordem 1 e ainda englobar
todas as soluções do sistema original.

A grande vantagem desse método vem do fato dele ser algoŕıtmico. Dessa forma,
o uso de programas computacionais de manipulação algébrica torna-se posśıvel, e
até desejável pois a determinação dos geradores de simetrias é uma tarefa extensa e
cansativa que exige muitos cálculos. Em determinados sistemas, tais cálculos podem
se tornar impraticáveis sem o aux́ılio computacional.

Com isso em mente, desenvolvemos rotinas no programa computacional MAPLE
(ver CD anexo) que permitem, por exemplo, calcular os grupos de simetrias intera-
tivamente. Dentre essas rotinas criadas, não foi usado nenhum pacote ou comando
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do MAPLE que envolvesse o método de Lie.
Nesta dissertação, usaremos este método para obter soluções expĺıcitas do sis-

tema dado acima.
O problema estático já foi abordado em [7] e, desse modo, esta dissertação com-

pleta e resolve totalmente o problema em questão.
No caṕıtulo 2, será apresentada a teoria essencial para o cálculo de grupos de

simetrias. Em seguida, no caṕıtulo 3, além de fazer uma breve exposição teórica so-
bre o problema termoelástico linear, calculamos os geradores infinitesimais de sime-
trias do sistema acima. Tais geradores permitem o cálculo dos grupos de simetrias
do sistema. Por fim, o caṕıtulo 4 traz a teoria que permite transformar o sistema
acima em um sistema de equações diferenciais ordinárias e, além disso, também traz
suas soluções expĺıcitas.
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Caṕıtulo 2

Grupos de simetrias de equações

diferenciais

Seja ∆ um sistema qualquer de equações diferenciais ou não. O grupo de simetrias
de ∆ é composto de aplicações com a propriedade de transformar soluções de ∆ em
outras soluções de ∆. É a partir de tais transformações que podemos determinar
soluções expĺıcitas de um sistema de equações diferenciais.

Neste caṕıtulo, iremos apresentar resultados que permitem calcular o grupo de
simetrias de um sistema ∆. É importante ressaltar que o mesmo exige, na maioria
das vezes, o uso de programas computacionais para tornar o processo viável.

Iniciaremos o caṕıtulo com uma rápida introdução sobre sistemas de equações
algébricas. Feito isso, passaremos a trabalhar com sistemas de equações diferenciais.
Isso porque a teoria empregada em sistemas de equações algébricas é, basicamente,
a mesma para equações diferenciais.

2.1 Simetrias de equações algébricas

Vamos considerar um sistema de equações algébricas como um sistema do tipo

Fv(x) = 0, v = 1, ..., l,

onde Fv são funções reais suaves definidas em uma variedade M .

Definição 2.1.1 Seja G um grupo local de transformações agindo em uma varieda-
de M . Um subconjunto S ⊂ M é chamado G-invariante, e G é chamado de grupo
de simetrias de S se x ∈ S , tal que g.x esteja definido, então g.x ∈ S .

Nesta dissertação, S será o conjunto de soluções ou a subvariedade determinada
pelos zeros comuns da coleção de funções suaves F = (F1, .., Fl),

S = SF = {x : Fv(x) = 0, v = 1, ..., l}.
Se S1 e S2 são conjuntos G-invariantes então S1

⋂

S2 e S1

⋃

S2 são conjuntos
G-invariantes.

Definição 2.1.2 Seja G um grupo local de transformações agindo em uma varie-
dade M . Uma função F : M → N , N sendo uma variedade, é chamada uma função
G-invariante se, para cada x ∈ M e cada g ∈ G tal que g.x esteja definido, tem-se
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F (g.x) = F (x).

Se N = IR então F é chamada simplesmente de invariante de G.

Proposição 2.1.1 Se G age em M e F : M → IRl é uma função suave então F
é função G-invariante se, e só se, {F (x) = c : c ∈ IRl} ⊂ M é um subconjunto
G-invariante.

Proposição 2.1.2 Seja G um grupo conexo de transformações agindo em uma va-
riedade M . Uma função real ζ : M → IR é uma função G-invariante se, e só se,

v(ζ) = 0,

para cada x ∈ M e para cada gerador infinitesimal v de G.

Teorema 2.1.1 Seja G um grupo de Lie conexo e local de transformações agindo
em uma variedade Mm. Seja F : M → IRl, l ≤ m, que define um sistema de
equações algébricas

Fv(x) = 0, v = 1, ..., l,

e assuma que o sistema seja de posto máximo (isto é, o posto da matriz jacobiana
associada é l). Então G é um grupo de simetrias do sistema se, e só se,

v[Fv(x)] = 0, v = 1, ..., l, uma vez que F (x) = 0,

para todo gerador infinitesimal v de G.

Definição 2.1.3 Seja G um grupo local de transformações agindo em uma varie-
dade M . Um subconjunto S ⊂ M é localmente G-invariante se, para cada x ∈ S ,
existe uma vizinhança G̃x ⊂ Gx da identidade em G tal que g.x ∈ S para todo
g ∈ G̃x. Uma função suave F : U → N , onde U é algum subconjunto aberto de
M , é chamada localmente G-invariante se, para cada x ∈ U , existe uma vizinhança
G̃x ⊂ Gx da identidade em G tal que F (g.x) = F (x) para todo g ∈ G̃x. F é chamada
globalmente G-invariante se F (g.x) = F (x) para todo g ∈ G e todo x ∈ U tal que
g.u ∈ U .

Definição 2.1.4 Sejam ζ1, ..., ζk : M → IR funções suaves em uma variedade M.

1. ζ1, ..., ζk são chamadas funcionalmente dependentes se para cada x ∈ M existe
uma vizinhança U 3 x e uma função real suave F (ζ1, ..., ζk), não identica-
mente nula em qualquer subconjunto aberto de IRk, tal que

F (ζ1(x), ..., ζk(x)) = 0, ∀x ∈ U ;

2. ζ1, ..., ζk são funcionalmente independentes se F (ζ1(x), ..., ζk(x)) = 0 para todo
x em algum U ⊂ M implica que F ≡ 0.

Teorema 2.1.2 Seja ζ = (ζ1, ..., ζk) : M → IRk uma função suave. Então ζ1, ..., ζk

são funcionalmente dependentes se, e só se, dζ|x tem posto estritamente menor do
que k para todo x ∈ M .

9



Teorema 2.1.3 Suponha que G age semi-regularmente em uma variedade Mm com
órbitas de dimensão s. Se x0 ∈ M então existem precisamente m − s invariantes
locais funcionalmente independentes ζ1(x), ..., ζm−s(x) definidos em uma vizinhança
de x0. Além disso, qualquer outro invariante local da ação do grupo definido próximo
de x0 é da forma

ζ(x) = F (ζ1(x), ..., ζm−s(x))

para alguma função suave F . Se a ação de G é regular, então os invariantes podem
ser globalmente invariantes em uma vizinhança de x0.

Na terminologia clássica, os invariantes constrúıdos no teorema 2.1.3 formam um
conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes.

Proposição 2.1.3 Suponha que G age semi-regularmente em M e seja {ζ1(x), ...,
ζm−s(x)} um conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes defini-
do em um subconjunto aberto W ⊂ M . Se uma subvariedade SF = {x : F (x) = 0}
é G-invariante, então para cada solução x0 ∈ SF existe uma vizinhança W̃ ⊂ W
de x0 e uma função G-invariante equivalente F̃ (x) = F̃ (ζ1(x), ..., ζm−s(x)) que tem
o mesmo conjunto solução de F em W̃ :

SF

⋂

W̃ = SF̃

⋂

W̃ = {x ∈ W̃ : F̃ (ζ1(x), ..., ζm−s(x)) = 0}.

Esta proposição resume o método que será explicitado mais adiante e que será
usado no caṕıtulo 4.

O nosso objetivo será reescrever o sistema de equações dado como um sistema
equivalente em termos dos invariantes e fazer com que este sistema equivalente seja
um sistema de equações ordinárias. A solução deste novo sistema permitirá então a
determinação de soluções invariantes do sistema original.

Seja G um grupo a 1 parâmetro de transformações agindo em Mm, com gerador
infinitesimal

v =
m
∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi

expresso em algum sistema de coordenadas locais. Um invariante local ζ(x) de G é
uma solução da EDP

v(ζ) =
m
∑

i=1

ξi(x)
∂ζ

∂xi
= 0. (2.1)

O teorema 2.1.3 diz que se v|x 6= 0 então existem m− 1 invariantes funcionalmente
independentes e, assim, m − 1 soluções funcionalmente independentes de (2.1) em
uma vizinhança de x0.

Sabemos da teoria clássica de equações diferenciais que a solução geral de (2.1)
pode ser encontrada por integração do sistema caracteŕıstico correspondente de
EDO’s (ver [3], páginas 47 e 48), i.e.,

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
= ... =

dxm

ξm(x)
. (2.2)

A solução geral de (2.2) pode ser escrita da forma
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ζ1(x1, ..., xm) = c1, ..., ζ
m−1(x1, ..., xm) = cm−1,

onde c1, ..., cm−1 são as constantes de integração e ζ i(x), i = 1, ...,m− 1, são funções
independentes dos cj’s. É fácil ver que as funções ζ i’s são as soluções funcionalmente
independentes de (2.1).

O cálculo de invariantes independentes para grupos de transformações a r parâme-
tros, com r > 1, é um pouco mais complicado. Se vk =

∑

i ξ
i
k(x)∂/∂xi, k = 1, ..., r,

formam uma base para os geradores infinitesimais então os invariantes são encon-
trados resolvendo-se o sistema linear e homogêneo de equações diferenciais parciais
de primeira ordem

vk(ζ) =
m
∑

i=1

ξi
k(x)

∂ζ

∂xi
= 0, k = 1, ..., r.

Em outras palavras, cada invariante ζ deve ser associado a todos os campos vetoriais
vk, k = 1, ..., r.

2.2 Grupos e equações diferenciais

Seja S um sistema de equações diferenciais envolvendo p variáveis independentes
x = (x1, ..., xp), e q variáveis dependentes u = (u1, ..., uq). As soluções do sistema
são da forma u = f(x), ou, em componentes, uα = fα(x1, ..., xp), α = 1, ..., q. Seja
X = IRp, com coordenadas x = (x1, ..., xp), o espaço das variáveis independentes e
seja U = IRq, com coordenadas u = (u1, ..., uq), o espaço das variáveis dependentes.
Um grupo de simetrias do sistema S será um grupo local de transformações G
agindo em algum subconjunto aberto M ⊂ X × U de forma que G transforma
soluções de S em outras soluções de S .

Para usar a teoria vista para equações algébricas, precisamos nos colocar neste
contexto. Para tal, devemos fazer com que o sistema de equações diferenciais descre-
va uma subvariedade de uma determinada variedade. Além disso, devemos analisar
como o grupo transforma as derivadas das funções envolvidas.

Primeiro, vamos identificar o gráfico da função f por

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ X × U,

onde Ω ⊂ X é o domı́nio da função f . Note que Γf é uma subvariedade de X × U
com dimensão p. Se Γf ⊂ Mg ≡ {y ∈ M : (g, y) ∈ U ⊂ G × M, e × M ⊂ U}, o
domı́nio da transformação g, então a transformação de Γf por g é dada por

g.Γf = {(x̃, ũ) = g.(x, u) : (x, u) ∈ Γf}.

O conjunto g.Γf não é necessariamente gráfico de uma outra função ũ = f̃(x̃). En-
tretanto, desde que G esteja agindo suavemente e o elemento identidade de G deixa
Γf inalterado, pela diminuição do domı́nio Ω de f , se necessário, nós asseguramos
que para os elementos g próximos da identidade, a transformação g.Γf = Γf̃ é gráfico

de uma função suave ũ = f̃(x̃). Nós escrevemos f̃ = g.f e chamamos a função f̃ de
transformação de f por g.
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Suponha agora que a transformação g é dada em coordenadas por

(x̃, ũ) = g.(x, u) = (Ξg(x, u), Φg(x, u)),

para funções suaves Ξg(x, u), Φg(x, u). Então o gráfico Γf̃ = g.Γf de g.f é dado
parametricamente por

x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (11× f)(x), x ∈ Ω,

ũ = Φg(x, f(x)) = Φg ◦ (11× f)(x), x ∈ Ω,

onde 11 é a função identidade de X. Para encontrar f̃ = g.f explicitamente, pre-
cisamos eliminar x desses dois sistemas de equações. Como para g = e temos
Ξe ◦ (11 × f) = 11 e sabemos que, para g suficientemente próximo da identidade,
a matriz Jacobiana de Φg ◦ (11 × f) é não singular então, pelo teorema da função
inversa, podemos resolver localmente para x:

x = [Ξg ◦ (11× f)]−1(x̃).

Substituindo no segundo sistema temos que

g.f = [Φg ◦ (11× f)] ◦ [Ξg ◦ (11× f)]−1, (2.3)

que se verifica uma vez que o segundo fator é invert́ıvel.

Definição 2.2.1 Seja S um sistema de equações diferenciais. Um grupo de sime-
trias do sistema S é um grupo local de transformações G agindo em um subconjunto
aberto M do espaço de variáveis independentes e dependentes do sistema com a pro-
priedade que se u = f(x) é solução de S e g.f está definida para g ∈ G, então
u = g.f(x) é também solução do sistema.

2.2.1 Prolongamento

Em seguida, analisaremos como G age sobre as derivadas de uma função e qual é a
variedade associada a um sistema S de equações diferenciais.

Dada uma função real suave f(x) = f(x1, ..., xp), existem

pk ≡
(

p + k − 1
k

)

diferentes derivadas parciais de ordem k. Vamos usar a notação de multi-́ındice

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj1∂xj2 ...∂xjk

para denotar essas derivadas. Nesta notação, J = (j1, ..., jk) é uma k-upla não
ordenada de números inteiros. A ordem de tal multi-́ındice, que será denotada por
#J ≡ k, indica a ordem máxima de tais derivadas. Mais geralmente, se f : X → U
é uma função suave de X ⊂ IRp em U ⊂ IRq, u = f(x) = (f 1(x), ..., f q(x)), são
necessários q.pk números uα

J = ∂fα(x) para representar todas as diferentes derivadas
de ordem k das componentes de f em um ponto x. Seja agora Uk ≡ IRq.pk com
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coordenadas uα
J , α = 1, ..., q, e todos os multi-́ındices J = (j1, ..., jk) de ordem k,

designando a representação das derivadas. O conjunto U (n) = U × U1 × ...× Un é o
espaço produto cartesiano em que as coordenadas representam todas as derivadas da
função u = f(x) de todas as ordens de 0 a n. Note que U (n) é um espaço euclidiano
de dimensão

q + qp1 + ... + qpn = q

(

p + n
n

)

≡ qp(n).

Um ponto t́ıpico em U (n) será denotado por u(n) e u(n) tem q.p(n) componentes
diferentes uα

J onde α = 1, ..., q, e J percorre todos os multi-́ındices J = (j1, ..., jk)
com 1 ≤ jk ≤ p e 0 ≤ k ≤ n.

Dada uma função suave u = f(x), f : X → U , define-se o seu n-ésimo prolonga-
mento u(n) = pr(n)f(x) pelas equações

uα
J = ∂Jfα(x).

pr(n)f(x) é uma função definida em X e com imagem no espaço U (n). Para cada
x ∈ X, pr(n)f(x) é um vetor cujas q.p(n) entradas representam os valores de f e
todas as suas derivadas até ordem n no ponto x.

Definição 2.2.2 O espaço total X×U (n), cujas coordenadas representam as variáveis
independentes, as variáveis dependentes e as suas derivadas até ordem n, é chamado
de espaço de jato de ordem n do espaço X × U .

Muitas vezes, não estamos interessados em equações diferenciais definidas em todo
o espaço X × U mas apenas em um subconjunto M ⊂ X × U . Neste caso, nós
definimos o espaço de jato de ordem n

M (n) ≡ M × U1 × ...× Un

de M. Se u = f(x) é uma função cujo gráfico está em M , o n-ésimo prolongamento
pr(n)f(x) é uma função cujo gráfico está no espaço de jato M (n) de ordem n.

Suponha agora que nós temos um sistema de equações diferenciais de ordem n,
ou equivalentemente, uma subvariedade S∆ do espaço de jato M (n) ⊂ X × U (n).

Teorema 2.2.1 Seja M um subconjunto aberto de X×U e suponha que ∆(x, u(n)) =
0 seja um sistema de ordem n de equações diferenciais definido em M , com a
subvariedade correspondente S∆ ⊂ M (n). Suponha que G seja um grupo local de
transformações agindo em M cujo prolongamento deixa S∆ invariante, ou seja,
se (x, u(n)) ∈ S∆ então pr(n)g.(x, u(n)) ∈ S∆ para cada g ∈ G de forma que
pr(n)g.(x, u(n)) esteja definido. Então G é um grupo de simetrias do sistema de
equações diferenciais no sentido da Definição 2.2.1.

Definição 2.2.3 Seja M ⊂ X × U um aberto e seja v um campo em M com
grupo (local) a 1 parâmetro correspondente exp(εv). O n-ésimo prolongamento de
v, denotado por pr(n)v, é o campo no espaço de jato M (n) de ordem n definido por

pr(n)v|(x,u(n)) =
d

dε ε=0
pr(n)[exp(εv)](x, u(n))

para qualquer (x, u(n)) ∈ M (n).
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Em outras palavras, desde que (x, u(n)) ∈ M (n) consiste de todas as variáveis
independentes (x1, ..., xp) e todas as derivadas uα

J de variáveis dependentes até a
ordem n, um campo em M (n) toma a forma geral

v∗ =

p
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

φJ
α

∂

∂uα
J

,

onde 0 ≤ #J ≤ n e os coeficientes ξi, φJ
α podem depender de todas as variáveis

(x, u(n)). Neste caso, v∗ é o prolongamento pr(n)v do campo

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

φα(x, u)
∂

∂uα
.

Definição 2.2.4 Seja

∆v(x, u(n)) = 0, v = 1, ..., l

um sistema de equações diferenciais. O sistema é de posto máximo se a matriz
Jacobiana l × (p + qp(n)), dada por

J∆(x, u(n)) = (
∂∆v

∂xi
,
∂∆v

∂uα
J

),

de ∆ com respeito a todas as variáveis (x, u(n)) é de posto l sempre que ∆(x, u(n)) =
0.

Teorema 2.2.2 Seja

∆v(x, u(n)) = 0, v = 1, ..., l,

um sistema de equações diferenciais de posto máximo definido sobre M ⊂ X × U .
Se G é um grupo local de transformações agindo em M , e

pr(n)v[∆v(x, u(n))] = 0, v = 1, ..., l,

sempre que ∆(x, u(n)) = 0, para cada gerador infinitesimal v de G, então G é um
grupo de simetrias do sistema.

Definição 2.2.5 Seja P (x, u(n)) uma função suave de x, u e as derivadas de u até
ordem n, definida em um subconjunto aberto M (n) ⊂ X × U . A derivada total
de P em relação a xi é a única função suave DiP (x, u(n+1)) definida em M (n+1) e
dependendo das derivadas de u até ordem n + 1, com a seguinte propriedade: se
u = f(x) é uma função suave qualquer então

DiP (x, pr(n+1)f(x)) =
∂

∂xi
{P (x, pr(n)f(x))}. (2.4)
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Proposição 2.2.1 Dada P (x, u(n)), a i-ésima derivada total de P tem a forma geral

DiP =
∂P

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

uα
J,i

∂P

∂uα
J

, (2.5)

onde, para J = (j1, ..., jk),

uα
J,i =

∂uα
J

∂xi
=

∂k+1uα

∂xi∂xj1 ...∂xjk
.

Em (2.5) a soma é efetuada sobre todos os J ’s de ordem 0 ≤ #J ≤ n, onde n é a
derivada de maior ordem que aparece em P .

A maior ordem da derivada total é definida em analogia com a notação de maior
ordem da derivada parcial. Explicitamente, se J = (j1, ..., jk) é o multi-́ındice de
ordem k, com 1 ≤ jβ ≤ p, para cada β, então

DJ = Dj1Dj2 ...Djβ
.

O próximo teorema apresenta uma forma algoŕıtmica de encontrar o n-ésimo
prolongamento de um campo. Desta forma, podemos fazer uso de programas com-
putacionais de manipulação algébrica para viabilizar o processo.

Teorema 2.2.3 (Fórmula Geral do Prolongamento) Seja

v =

p
∑

i=1

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

φα(x, u)
∂

∂uα

um campo definido em um subconjunto aberto M ⊂ X × U . O prolongamento de
ordem n de v é o campo

pr(n)v = v +

q
∑

α=1

∑

J

φJ
α(x, u(n))

∂

∂uα
J

(2.6)

definido no espaço de jato correspondente M (n) ⊂ X×U (n). O segundo somatório é
efetuado sobre todos os multi-́ındices J = (j1, ..., jk) não ordenados, com 1 ≤ jk ≤ p,
1 ≤ k ≤ n. As funções φJ

α de pr(n)v são dadas pela fórmula

φJ
α = DJ(φα −

p
∑

i=1

ξiuα
i ) +

p
∑

i=1

ξiuα
J,i, (2.7)

onde uα
i = ∂uα/∂xi, e uα

J,i = ∂uα
J/∂xi.

A demonstração do teorema 2.2.3 está feita em [1].

Teorema 2.2.4 Suponha que v e w são campos suaves em M ⊂ X × U . Então
seus prolongamentos têm as propriedades:

pr(n)(cv + c′w) = c.pr(n)v + c′.pr(n)w,

para c, c′ constantes, e

pr(n)[v,w] = [pr(n)v, pr(n)w]. (2.8)
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Corolário 2.2.1 Seja ∆ um sistema de equações diferenciais de posto máximo
definido sobre M ⊂ X × U . O conjunto de todas as simetrias infinitesimais do
sistema forma uma álgebra de Lie de campos em M . Além disso, se esta álgebra de
Lie tem dimensão finita, o grupo de simetrias do sistema é um grupo de Lie local
de transformações agindo em M .

No próximo caṕıtulo, aplicaremos as definições e resultados apresentados para
calcular os geradores infinitesimais de simetrias do sistema de equações não ho-
mogêneas da teoria linear da elasticidade em um meio isotrópico.
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Caṕıtulo 3

O problema termoelástico linear

Considere um ponto qualquer de um meio elasticamente homogêneo e isotrópico
(meio cujas propriedades f́ısicas são as mesmas em todas as direções em um mesmo
ponto). Seja u = u(x, y, z, t) o vetor deslocamento deste ponto com x, y, z sendo as
coordenadas espaciais e t o tempo, σ o tensor das tensões, ε o tensor simétrico das
deformações, f a resultante das forças mássicas por unidade de massa e 4G o tensor
de proporcionalidade entre σ e ε.

A teoria linear da elasticidade se apóia sobre três equações:

1. A equação diferencial vetorial do movimento elástico, denominada equação de
Navier, dada por

ρf + div(σ) = ρ
∂2u

∂t2
, (3.1)

onde a constante ρ é o quociente da massa espećıfica pelo módulo de elastici-
dade de comparação.

2. A equação tensorial das pequenas deformações:

2ε = ∇u +∇Tu. (3.2)

3. A Lei de Hooke generalizada, ou lei de Duhamell-Neuman, que pode ser escrita
como

σ =4G : ε. (3.3)

Essas equações, (3.1), (3.2) e (3.3), formam um sistema que é a base do problema
termoelástico.

Da mesma forma que foi feito em [5], defina

f =
1

2
ft2 + gt + h,

u = u− f,

onde f ,g e h são constantes. Fazendo as substituições acima em (3.1), (3.2) e usando
(3.3), obtemos
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

























div(σ) = ρ
∂2u

∂t2

2ε = ∇u +∇T u

σ =4G : ε.

(3.4)

Escrevemos 4G, para esse caso, da seguinte forma:

4G =

















λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ

















, (3.5)

onde µ e λ são as constantes de Lamé (ver [8]).
Em notação tensorial, (3.3) assume a forma

σij =4Gij klεkl.

Como 4G é simétrico, ou seja, 4Gij kl =4Gji kl =4Gji lk =4Gij lk, podemos usar uma
notação alternativa 4Gij kl =4Gω ν . Defina a relação ij → ω, kl → ν dada por
11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 12 → 6, 13 → 5, 23 → 4. Resolvendo o sistema (3.4) para
u, obtemos o sistema de equações diferenciais















































∆1 ≡ (λ + 2µ)(u1)xx + (λ + µ)(u2)xy + (λ + µ)(u3)xz

+ µ(u1)yy + µ(u1)zz − ρ(u1)tt = 0

∆2 ≡ (λ + µ)(u3)yz + (λ + µ)(u1)xy + (λ + 2µ)(u2)yy

+ µ(u2)xx + µ(u2)zz − ρ(u2)tt = 0

∆3 ≡ (λ + µ)(u1)xz + (λ + µ)(u2)yz + (λ + 2µ)(u3)zz

+ µ(u3)yy + µ(u3)xx − ρ(u3)tt = 0,

(3.6)

onde u = (u1, u2, u3).
O objetivo desta dissertação é a obtenção de soluções de (3.6) expĺıcitas e que

sejam invariantes sob certas simetrias.
Como x, y, z, t são variáveis independentes então, de acordo com a notação da

seção 2.2.1, p é igual a 4 e, sendo u1, u2, u3 as variáveis dependentes, q é igual a 3.
Como o sistema (3.6) é de segunda ordem, de acordo com a definição 2.2.2, vamos
identificá-lo com a subvariedade X × U (2).

Sejam x = x1, y = x2, z = x3, t = x4 e considere o campo vetorial em X × U

v =
4
∑

i=1

ξi ∂

∂xi

+
3
∑

α=1

φα
∂

∂uα

.
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Baseado na teoria do caṕıtulo anterior, vamos encontrar os geradores infinitesimais
de simetrias para (3.6) utilizando o teorema 2.2.3 (para calcular o segundo prolonga-
mento) e o teorema 2.2.2 (que nos permitirá impor condições para encontrar tais
geradores). Feito isso, obtemos um sistema com 1206 equações (ver CD anexo) que
nos permite calcular ξi, i = 1, ..., 4, e φα, α = 1, ..., 3. É importante ressaltar a
necessidade do uso de programas de manipulação algébrica para encontrar os gera-
dores infinitesimais. Para escrever tal sistema com 1206 equações e resolvê-lo para
ξi, i = 1, ..., 4, e φα, α = 1, ..., 3, nós usamos o sistema de computação algébrica
MAPLE. Foram desenvolvidas rotinas para a obtenção das equações e a resolução
das mesmas foi feita interativamente. Apresentamos abaixo as soluções obtidas para
ξi, i = 1, ..., 4, e φα, α = 1, ..., 3:

ξ1 = c1x1 + c5x3 − c9x2 + c9,

ξ2 = c4x3 + c1x2 + c9x1 + c8,

ξ3 = −c4x2 + c1x3 − c5x1 + c6,

ξ4 = c1x4 + c3,

φ1 = f(x1, x2, x3, x4) + c11u1 − c9u2 + c5u3,

φ2 = g(x1, x2, x3, x4) + c9u1 + c11u2 + c4u3,

φ3 = h(x1, x2, x3, x4)− c5u1 − c4u2 + c11u3,

onde f, g, h são funções quaisquer e os cj são constantes. Dáı, obtemos os seguintes
campos vetoriais que geram a álgebra de Lie do grupo de simetrias de (3.6):

X1 = x1
∂

∂x1

+ x2
∂

∂x2

+ x3
∂

∂x3

+ x4
∂

∂x4

, (3.7)

X2 =
∂

∂x4

, (3.8)

X3 = −x2
∂

∂x3

+ x3
∂

∂x2

− u2
∂

∂u3

+ u3
∂

∂u2

, (3.9)

X4 = x3
∂

∂x1

− x1
∂

∂x3

− u1
∂

∂u3

+ u3
∂

∂u1

, (3.10)

X5 =
∂

∂x3

, (3.11)

X6 = −x2
∂

∂x1

+ x1
∂

∂x2

− u2
∂

∂u1

+ u1
∂

∂u2

, (3.12)

X7 =
∂

∂x2

, (3.13)

X8 =
∂

∂x1

, (3.14)

X9 = u1
∂

∂u1

+ u2
∂

∂u2

+ u3
∂

∂u3

. (3.15)

Abaixo temos a tabela dos comutadores para essa álgebra de forma que [Xi, Xj]
representa o colchete da i-ésima linha com a j-ésima coluna:
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[Xi, Xj] X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9

X1 0 −X2 0 0 −X5 0 −X7 −X8 0
X2 X2 0 0 0 0 0 0 0 0
X3 0 0 0 X6 −X7 −X4 X5 0 0
X4 0 0 −X6 0 −X8 X3 0 X5 0
X5 X5 0 X7 X8 0 0 0 0 0
X6 0 0 X4 −X3 0 0 X8 −X7 0
X7 X7 0 −X5 0 0 −X8 0 0 0
X8 X8 0 0 −X5 0 X7 0 0 0
X9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A tabela dos comutadores nos permitirá encontrar, na seção 4.2, as subálgebras de
dimensão três. Para cada subálgebra, determinaremos soluções invariantes (definição
4.1.1) expĺıcitas.
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Caṕıtulo 4

Soluções invariantes

Neste caṕıtulo, vamos encontrar soluções invariantes (definição 4.1.1) para o sistema
(3.6). Na seção 4.1, aprensentamos um método algoŕıtmico para transformar o
sistema de EDP’s (3.6) em um sistema de EDO’s. Feito isso, a seção 4.2 traz a
definição de representação adjunta e alguns resultados que permitem construir uma
relação de equivalência entre subálgebras, simplificando assim o nosso trabalho.
Finalmente, na seção 4.3, iremos usar a teoria das seções anteriores para construir
soluções invariantes para o sistema (3.6).

4.1 Construção de soluções invariantes

Definição 4.1.1 Considere ∆ um sistema de EDP’s definido em um subconjunto
aberto M ⊂ X ×U ⊂ IRp× IRq do espaço de variáveis independentes e dependentes.
Seja G um grupo local transformações agindo em M . Defina solução G-invariante de
∆ como uma solução u = f(x) cujo gráfico Γf ≡ {(x, f(x))} ⊂ M é um subconjunto
localmente G-invariante de M .

Se G é um grupo de simetria do sistema ∆, então, sob alguma hipótese adicional
de regularidade na ação de G, nós podemos encontrar todas as soluções G-invariantes
de ∆ resolvendo o sistema reduzido de equações diferenciais denotado por ∆/G, que
terá menos variáveis independentes do que o sistema original ∆. Para ver como a
redução do sistema é efetuada, assumiremos que G age de maneira projetável em M .
Isso significa que todas as transformações em G terão a forma (x̃, ũ) = g.(x, u) =
(Ξg(x), Φg(x, u)), ou seja, as mudanças nas variáveis independentes x não dependem
das variáveis dependentes u. Existe então uma ação de grupo projetada x̃ = g.x =
Ξg(x) em um subconjunto aberto Ω ⊂ X. Sob essas condições, o teorema 2.1.3
implica que existem localmente p−s invariantes funcionalmente independentes y1 =
η1(x), ..., yp−s = ηp−s(x) da ação de grupo projetada em Ω ⊂ X. Como cada uma
dessas funções é um invariante da ação completa do grupo em M , nós podemos
encontrar q invariantes adicionais da ação de G em M . Nós podemos escrever a
coleção completa de invariantes concisamente como

y = η(x), v = ζ(x, u). (4.1)

Na construção do sistema reduzido de equações diferenciais para as soluções G-
invariantes de ∆, os y’s serão as novas variáveis independentes e os v’s serão as
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novas variáveis dependentes. Note que existem p − s variáveis independentes no
sistema reduzido, i.e., y1, ..., yp−s, onde s é a dimensão das órbitas de G.

Agora temos uma correspondência biuńıvoca entre as funções G-invariantes u =
f(x) em M e funções arbitrárias v = h(y) envolvendo as novas variáveis. Para
explicar tal correspondência, usaremos o teorema da função impĺıcita para resolver
o sistema y = η(x) para p − s variáveis independentes, digamos x̃ = (xi1 , ..., xip−s),
em termos das novas variáveis y1, ..., yp−s e as s restantes variáveis independentes,
x̂ = (xj1 , ..., xjs). Assim temos a solução

x̃ = γ(x̂, y)

para alguma função γ bem definida. As p − s variáveis independentes antigas x̃
são chamadas de variáveis principais, e as s restantes destas variáveis, x̂, são as
variáveis paramétricas.

A expressão das variáveis x em termos das variáveis principais é restrita apenas
pela condição de que a submatriz (∂ηj/∂x̃i)(p−s)×(p−s), da matriz Jacobiana completa
∂η/∂x, seja invert́ıvel, permitindo a aplicação do teorema da função impĺıcita.

Nós precisamos assumir a condição de transversabilidade da ação de G em M ,
ou seja, precisamos assumir que o posto da matriz (∂ηi/∂uβ, ∂ζα/∂uβ)T seja igual
a q, para que seja posśıvel resolver o outro sistema de invariantes v = ζ(x, u) para
todas as variáveis dependentes u1, ..., uq em termos de x1, ..., xp, e v1, ..., vq, e assim
em termos das novas variáveis y, v e as variáveis paramétricas x̂:

u = δ̃(x, v) = δ̃(x̂, γ(x̂, y), v) ≡ δ(x̂, y, v) (4.2)

na vizinhança de qualquer ponto (x0, u0) ∈ M .
Se v = h(y) é qualquer função suave , então (4.2) junto com (4.1) produzem uma

função G-invariante correspondente em M da forma

u = f(x) = δ(x̂, η(x), h(η(x))). (4.3)

Reciprocamente, se u = f(x) é uma função G-invariante qualquer em M , então não
é dif́ıcil ver que existe necessariamente uma função v = h(y) tal que f e uma função
δ = δ(x̂, η(x), h(η(x))) coincidem localmente.

Felizmente, o procedimento para encontrar as soluções invariantes de um sistema
de equações diferenciais parciais é algoŕıtmico e segue os passos na ordem dada
abaixo (ref. [1]):

1. Encontre todos os geradores infinitesimais v do grupo de simetrias do sistema
usando o método de prolongamento já visto no teorema 2.2.2.

2. Decida o ”grau de simetria”s das soluções invariantes. Aqui 1 ≤ s ≤ p irá
corresponder à dimensão das órbitas de algum subgrupo do grupo completo
de simetrias. O sistema reduzido de equações diferenciais dependerá de p− s
variáveis independentes. Assim para reduzir o sistema de equações diferenci-
ais parciais a um sistema de equações diferenciais ordinárias, nós precisamos
escolher s = p− 1.
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3. Encontre todos os subgrupos de dimensão s do grupo completo de simetrias,
G, encontrado na parte (1.). Isto é equivalente a (ver [1], teorema 1.51) en-
contrar todas as subálgebras de dimensão s da álgebra de Lie completa de
simetrias infinitesimais v. Para cada subgrupo ou subálgebra existirá um con-
junto correspondente de soluções invariantes refletindo as simetrias inerentes
a G.

4. Fixando o grupo de simetrias G, nós constrúımos o conjunto completo de
invariantes funcionalmente independentes que dividimos em duas classes:

y1 = η1(x, u), ..., yp−s = ηp−s(x, u),

v1 = ζ1(x, u), ..., vq = ζq(x, u), (4.4)

correspondendo às novas variáveis independentes e dependentes respectiva-
mente. Se G age de maneira projetável, a escolha das variáveis independentes
e dependentes é tal que os ηi’s sejam independentes de u.

5. Provado que G age transversalmente (ver [1], proposição 3.37) podemos re-
solver (4.4) para p− s dos x’s, que denotamos por x̃, e todos os u’s em termos
de y, v e as s variáveis paramétricas x̂:

x̃ = γ(x̂, y, v), u = δ(x̂, y, v). (4.5)

Portanto, considerando v como função de y nós podemos usar (4.4), (4.5) e a
regra da cadeia para encontrar expressões para as derivadas de x de qualquer
invariante u em termos de y, v e derivadas de v nas variáveis y e x̃:

u(n) = δ(n)(x̃, y, v(n)). (4.6)

6. Substitua as expressões (4.5), (4.6) no sistema ∆(x, u(n)) = 0. O sistema de
equações resultante sempre será equivalente a um sistema de equações diferen-
ciais para v = h(y) independente das variáveis paramétricas x̃:

∆/G(y, v(n)) = 0. (4.7)

Agora temos o sistema reduzido de equações diferenciais para as soluções G-
invariantes.

7. Resolva o sistema (4.7). Para cada solução v = h(y) de ∆/G existe uma
solução G-invariante correspondente u = f(x) do sistema original, que é dada
implicitamente pela relação

ζ(x, u) = h[η(x, u)].

Repetindo os passos de 4. a 7. para cada subgrupo de simetrias G determi-
nado em 3., teremos o conjunto completo de soluções invariantes para o nosso
sistema.
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4.2 Classificação de soluções invariantes

Proposição 4.2.1 Seja G um grupo de simetrias de um sistema de equações dife-
renciais ∆ e seja H ⊂ G um subgrupo a s parâmetros. Se u = f(x) é uma solução
H − invariante para ∆ e g ∈ G é um elemento qualquer do grupo, então a função
transformada u = f̃(x) = g.f(x) é uma solução H̃-invariante, onde H̃ = gHg−1 é
o subgrupo conjugado a H sob g.

Seja G um grupo de Lie. Para g ∈ G, a conjugação Kg(h) ≡ ghg−1, h ∈ G,
determina um difeomorfismo em G. Além disso, Kg ◦Kg′ = Kgg′ , Ke = 11G, assim
Kg determina uma ação global de G nele mesmo, com cada aplicação de conjugação
Kg sendo um homomorfismo.

Definição 4.2.1 A representação adjunta dKg : ThG → TKg(h)G é uma aplicação
linear na álgebra de Lie de G que preserva a invariância à direita:

Ad g(v) ≡ dKg(v), v ∈ g.

Observe que a representação adjunta nos dá uma ação linear global de G em g:

Ad g.g′ = Ad g ◦ Ad g′, Ad e = 11.

Proposição 4.2.2 Sejam H e H̃ subgrupos de Lie conexos e com dimensão s de
um grupo G com subálgebras de Lie h e h̃, respectivamente, da álgebra de Lie g de
G. Então H̃ = gHg−1 e H são subgrupos conjugados se, e só se, h̃ = Ad g(h) são
subálgebras conjugadas.

Suponha agora que v gera um subgrupo a 1 parâmetro correspondente à trans-
formação {exp(εv)} e seja ad v o campo vetorial em g que gera o grupo a um
parâmetro correspondente à transformação adjunta:

ad v|
w
≡ d

dε ε=0
Ad exp(εv)w, w ∈ g.

Proposição 4.2.3 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Para cada v ∈ g,
o vetor adjunto ad v em w ∈ g é

ad v|
w

= [w,v] = −[v,w].

Podemos agora reescrever a representação adjunta a partir das séries de Lie (ver
[1]):

Ad exp(εv)(w0) =
∞
∑

n=0

εn

n!
(ad v)n(w0)

= w0 − ε[v,w0] +
ε2

2
[v, [v,w0]]− . . . (4.8)

Para o caso termoelástico, encontramos a partir de (3.6) os campos X1, ..., X9 (ver
(3.7) a (3.15)) que geram a álgebra de Lie para o sistema correspondente. Para cal-
cular a representação adjunta, vamos usar (4.8) e a tabela dos comutadores [Xi, Xj],
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i, j = 1, ..., 9. Abaixo, segue a tabela adjunta:

Ad X1 X2 X3

X1 X1 exp(ε)X2 X3

X2 X1 − εX2 X2 X3

X3 X1 X2 X3

X4 X1 X2 cos(ε)X3 + sin(ε)X6

X5 X1 − εX5 X2 X3 − εX7

X6 X1 X2 cos(ε)X3 − sin(ε)X4

X7 X1 − εX7 X2 X3 + εX5

X8 X1 − εX8 X2 X3

X9 X1 X2 X3

Ad X4 X5 X6

X1 X4 exp(ε)X5 X6

X2 X4 X5 X6

X3 cos(ε)X4 − sin(ε)X6 cos(ε)X5 + sin(ε)X7 sin(ε)X4 + cos(ε)X6

X4 X4 cos(ε)X5 + sin(ε)X8 −sin(ε)X3 + cos(ε)X6

X5 X4 − εX8 X5 X6

X6 sin(ε)X3 + cos(ε)X4 X5 X6

X7 X4 X5 X6 + εX8

X8 X4 + εX5 X5 X6 − εX7

X9 X4 X5 X6

Ad X7 X8 X9

X1 exp(ε)X7 exp(ε)X8 X9

X2 X7 X8 X9

X3 −sin(ε)X5 + cos(ε)X7 X8 X9

X4 X7 −sin(ε)X5 + cos(ε)X8 X9

X5 X7 X8 X9

X6 cos(ε)X7 − sin(ε)X8 sin(ε)X7 + cos(ε)X8 X9

X7 X7 X8 X9

X8 X7 X8 X9

X9 X7 X8 X9

Acima, temos que o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é dado por
Ad exp(εXi)(Xj).

Essas tabelas foram obtidas através da aplicação de rotinas desenvolvidas para
o sistema MAPLE (ver CD anexo).

Definição 4.2.2 Seja G um grupo de Lie. Um sistema ótimo de subgrupos a s
parâmetros é uma lista de subgrupos a s parâmetros não equivalentes por conjugação
e que tem a propriedade de que qualquer outro subgrupo de G é conjugado a precisa-
mente um subgrupo desta lista. Similarmente, a lista de subálgebras a s parâmetros
forma um sistema ótimo se cada subálgebra a s parâmetros de g é equivalente a um
único membro da lista sob algum elemento da representação adjunta: h̃ = Ad g(h),
g ∈ G.
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Como foi visto na seção 4.1, o passo 2. do algoritmo para encontrar soluções
invariantes para o sistema (3.6) é decidir o grau s de simetria das soluções invariantes.
Já que o número p de variáveis independentes é 4, vamos tomar s = 3. Dessa forma,
obteremos um sistema reduzido ∆/G de equações diferenciais com p− s = 4− 3 =
1 variável independente, ou seja, ∆/G será um sistema de equações diferenciais
ordinárias.

De acordo com o passo 3. do nosso algoritmo, devemos encontrar agora todas
as subálgebras de dimensão 3. Além disso, devemos encontrar o sistema ótimo de
subálgebras de dimensão 3 pois as demais subálgebras serão equivalentes a algum
elemento da lista do sistema ótimo segundo a definição 4.2.2.

Neste trabalho, nos restringiremos à obtenção de subálgebras de dimensão 3 do
nosso sistema checando se subconjuntos de três quaisquer dos Xi, i = 1, ..., 9 são
fechados sob o colchete de Lie. A partir da tabela dos comutadores, encontramos as
subálgebras de dimensão três:

{X5, X7, X8}, {X5, X7, X9}, {X5, X8, X9}, {X6, X7, X8}, {X7, X8, X9}, {X1, X2, X3},
{X1, X2, X4}, {X1, X2, X5}, {X1, X2, X6}, {X1, X2, X7}, {X1, X2, X8}, {X1, X2, X9},
{X1, X3, X8}, {X1, X3, X9}, {X1, X4, X7}, {X1, X4, X9}, {X1, X5, X6}, {X1, X5, X7},
{X1, X5, X8}, {X1, X5, X9}, {X1, X6, X9}, {X1, X7, X8}, {X1, X7, X9}, {X1, X8, X9},
{X2, X3, X8}, {X2, X3, X9}, {X2, X4, X7}, {X2, X4, X9}, {X2, X5, X6}, {X2, X5, X7},
{X2, X5, X8}, {X2, X5, X9}, {X2, X6, X9}, {X2, X7, X8}, {X2, X7, X9}, {X2, X8, X9},
{X3, X4, X6}, {X3, X5, X7}, {X3, X8, X9}, {X4, X5, X8}, {X4, X7, X9}, {X5, X6, X9}.

Usando a relação de equivalência dada na definição 4.2.2 e a tabela adjunta, obtemos
a lista do sistema ótimo:

{X5, X7, X8}, {X5, X7, X9}, {X1, X2, X3}, {X1, X2, X5},
{X1, X2, X9}, {X1, X3, X9}, {X1, X4, X7}, {X1, X5, X7},
{X1, X5, X9}, {X2, X3, X8}, {X2, X3, X9}, {X2, X5, X7},
{X2, X5, X9}, {X3, X4, X6}, {X4, X5, X8}, {X4, X7, X9}.

Daqui em diante, iremos analisar cada subálgebra da lista do sistema ótimo com o
objetivo de encontrar soluções invariantes para o sistema 3.6.

4.3 Soluções invariantes para o problema

termoelástico

4.3.1 Soluções invariantes sob {X5, X7, X8}:
Temos que

X5 =
∂

∂z
,

X7 =
∂

∂y
,

X8 =
∂

∂x
.
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Para encontrar os invariantes para esta subálgebra façamos uso do teorema 2.1.3 e
a pequena exposição teórica que o segue (para os demais casos a idéia é análoga).
Temos o seguinte sistema:

Xi(ζ) = 0, i = 5, 7, 8,

que possui o sistema caracteŕıstico

dx = dy = dz.

Os invariantes para esse sistema são wi = ui, i = 1, 2, 3, e t = τ . Pela teoria da
seção 4.1, obtemos as novas variáveis

wi = wi(τ), i = 1, 2, 3

e fazendo a substituição no sistema (3.6), temos

0 = ρ(wi)ττ

⇒ wi = aiτ + bi

⇒ ui = ait + bi,

onde i = 1, 2, 3. Assim, ui = ait+bi, i = 1, 2, 3, é solução invariante sob a subálgebra
gerada por X5, X7 e X8 para o sistema (3.6).

4.3.2 Soluções invariantes sob {X2, X3, X8}:

X2 =
∂

∂t
,

X3 = −y
∂

∂z
+ z

∂

∂y
− u2

∂

∂u3

+ u3
∂

∂u2

,

X8 =
∂

∂x
.

Note que

X2(ζ) =
∂ζ

∂t
= 0,

ou seja, se ζ é invariante para tal subálgebra então ζ independe de t. Entretanto, tal
caso já foi tratado em [7] assim como todas as subálgebras do nosso sistema ótimo em
que aparece o campo X2. Dessa forma, além de {X2, X3, X8},não iremos trabalhar
com as subálgebras {X1, X2, X3}, {X1, X2, X5}, {X1, X2, X9}, {X2, X3, X9},
{X2, X5, X7} e {X2, X5, X9}.

4.3.3 Soluções invariantes sob {X5, X7, X9}:
Temos que

X5 =
∂

∂z
,

X7 =
∂

∂y
,

X9 = u1
∂

∂u1

+ u2
∂

∂u2

+ u3
∂

∂u3

27



e o conjunto completo de invariantes é dado por

x = η1,
u1

u2

= η2,

u3

u2

= η3,

t = η4.

Porém, neste caso, a submatriz (∂ηj/∂ui), j ∈ {1, 2, 3, 4}, i = 1, 2, 3, não tem
posto 3, isto é, a nossa teoria não pode ser empregada. De fato, não tendo tal
submatriz não podemos aplicar o teorema da função impĺıcita para expressar os ui

em função dos invariantes. Dáı, não podemos construir soluções invariantes para
esta subálgebra.

Em {X1, X3, X9}, {X3, X4, X6}, {X1, X5, X9}, {X4, X5, X8} e {X4, X7, X9} temos
o mesmo problema e ficamos impossibilitados de construir soluções invariantes nestes
casos.

4.3.4 Soluções invariantes sob {X1, X5, X7}:

X1 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
,

X5 =
∂

∂z
,

X7 =
∂

∂y
.

Os invariantes para esta subálgebra são:

wi = ui, i = 1, 2, 3,

r =
x

t
.

Substituindo em (3.6) as relações obtidas acima, temos que

[(λ + 2µ− ρr2)]
d2w1(r)

dr2
= 2r

dw1(r)

dr
, (4.9)

[(µ− ρr2)]
d2w2(r)

dr2
= 2r

dw2(r)

dr
, (4.10)

[(µ− ρr2)]
d2w3(r)

dr2
= 2r

dw3(r)

dr
(4.11)

Note que as três equações são independentes e assim podem ser resolvidas separada-
mente.

(4.9) ⇒ w1(r) = C1 + C2

∫

|λ + 2µ− ρr2|(−1/ρ)dr, (4.12)

(4.10) ⇒ w2(r) = C3 + C4

∫

|µ− ρr2|(−1/ρ)dr, (4.13)

(4.11) ⇒ w3(r) = C5 + C6

∫

|µ− ρr2|(−1/ρ)dr, (4.14)
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onde C1, ..., C6 são constantes reais.
Como os valores das integrais em (4.12), (4.13), (4.14) variam conforme o valor

associado a ρ, vamos considerar dois casos para ρ.

. Considere ρ = 1 :

Resolvendo (4.12), (4.13) e (4.14), temos

w1 = C1 + θ1C2 arctanh

(

r√
λ + 2 µ

)

1√
λ + 2 µ

, (4.15)

w2 = C3 + θ2C4 arctanh

(

r√
µ

)

1√
µ

, (4.16)

w3 = C5 + θ3C6 arctanh

(

r√
µ

)

1√
µ

. (4.17)

Onde θi = ±1, i = 1, 2, 3. Usando as relações

wi = ui, i = 1, 2, 3,

r =
x

t

obtemos

u1 = C1 + θ1C2 arctanh

(

x

t
√

λ + 2 µ

)

1√
λ + 2 µ

, (4.18)

u2 = C3 + θ2C4 arctanh

(

x

t
√

µ

)

1√
µ

, (4.19)

u3 = C5 + θ3C6 arctanh

(

x

t
√

µ

)

1√
µ

. (4.20)

Portanto ui, i = 1, 2, 3 é solução invariante sob essa subálgebra com ρ = 1.

. Considere ρ qualquer:

Defina agora k tal que esta constante assume os valores k = λ + 2µ ou k = µ e
considere a equação

[(k − ρr2)]
d2w(r)

dr2
= 2r

dw(r)

dr
. (4.21)

Uma vez encontrada a solução w(r) da equação (4.21), fazemos as substituições
w = w1 e k = λ + 2µ para obter a solução w1(r) de (4.9). Dáı, basta substituir
u1 = w1 e r = x/t na expressão de w1(r) para obter u1(x, t). Da mesma maneira,
obtemos u2(x, t) e u3(x, t) porém é preciso substituir k = µ e não k = λ + 2µ.

Note que (4.21) possui dois pontos singulares regulares que são r0 =
√

k/ρ e

r1 = −
√

k/ρ. Resolvendo (4.21) via método de Frobenius (ver [9]), suponha que

w(r) =
∞
∑

n=1

cnr
n
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é solução de (4.21) em uma vizinhança do ponto ordinário r = 0. Substituindo essa
expressão de w(r) em (4.21), obtemos, do coeficiente de r0, c2 = 0 e, do coeficiente
de r1, c3 = 2.1.c1/(3.2.k). Ainda, temos a relação de recorrência dada por

cn+2 = cn
n(n− 1)ρ + 2n

(n + 2)(n + 1)k
.

Dáı, nota-se que todos os coeficientes com ı́ndice par, com exceção de c0, são zero.
Desenvolvendo a relação de recorrência e simplificando-a, temos que

w(r) = c0 +
c1

Γ(1/ρ)

∞
∑

n=0

(ρ/k)nΓ((ρn + 1)/ρ)r2n+1

(2n + 1)Γ(n + 1)
. (4.22)

Essa série converge absolutamente em (−
√

k/ρ,
√

k/ρ). Abaixo, seguem as ex-
pressões de ui, i = 1, 2, 3, em torno de x

t
= 0:

u1 = a0 +
a1

Γ(1/ρ)

∞
∑

n=0

(ρ/(λ + 2µ))nΓ((ρn + 1)/ρ)(x/t)2n+1

(2n + 1)Γ(n + 1)
,

u2 = b0 +
b1

Γ(1/ρ)

∞
∑

n=0

(ρ/µ)nΓ((ρn + 1)/ρ)(x/t)2n+1

(2n + 1)Γ(n + 1)
,

u3 = c0 +
c1

Γ(1/ρ)

∞
∑

n=0

(ρ/µ)nΓ((ρn + 1)/ρ)(x/t)2n+1

(2n + 1)Γ(n + 1)
.

Agora, vamos obter soluções de (4.21) em vizinhança do ponto singular r0. A
solução em uma vizinhança de r1 é determinada de modo análogo à solução para
uma vizinhança de r0 e portanto omitiremos este caso.

Defina x̃ = r − r0 e substitua na equação (4.21) para obter

[k − ρ(x̃ + r0)
2]

d2w

dx̃2
= 2(x̃ + r0)

dw

dx̃
(4.23)

que tem ponto singular x̃ = 0. Seja

w = x̃p

∞
∑

n=0

cnx̃
n

solução em uma vizinhança do ponto singular x̃ = 0. Substituindo a expressão de
w em (4.23) temos

0 = −
∞
∑

n=0

cn+1ρ x̃n+p (n + 1 + p) (n + p) (1 + 2 r0) + 2 cnx̃
n+p (n + p)

− c0ρ x̃p−1p (p− 1) (1 + 2 r0) . (4.24)

Da equação indicial, obtemos p0 = 0 e p1 = 1 com 1 + 2r0 6= 0. Observe que para
a determinação da solução em torno de r1, o caso r1 = −1/2 deve ser levado em
consideração.
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Temos de (4.24) a seguinte relação de recorrência:

cn+1 = −2
cn

ρ (n + 1 + p) (1 + 2 r0)
.

Substituindo p = 1 na relação acima desenvolvendo a mesma, obtemos a expressão
de cn+1, n ≥ 0, em função de c0:

cn+1 =
(−2)n+1 c0

ρn+1 (n + 2)! (1 + 2 r0)
n+1 .

Dessa forma, temos que a primeira solução de (4.23) é dada por

w[1] =
∞
∑

n=0

(−2)n c0x̃
n+1

ρn (n + 1)! (1 + 2 r0)
n

= −1/2 c0 (ρ + 2 ρ r0) e
−2 x̃

ρ+2 ρ r0

(

1− e
2 x̃

ρ+2 ρ r0

)

. (4.25)

Como a diferença entre p0 e p1 é um número inteiro, a segunda solução de (4.23)
pode ser escrita da forma

w[0] = a ln (x̃)
∞
∑

n=0

cnx̃
n+1 +

∞
∑

n=0

bnx̃
n,

onde x̃ > 0, a é uma constante que pode ser zero e os cn são os coeficientes da
solução w[1]. Os coeficientes bn são obtidos a partir da substituição da expressão de
w[0] em (4.23):

0 =
∞
∑

n=3

2 ρ ax̃ncn−3 (n− 2) +
∞
∑

n=4

x̃n (n− 2) bn−2ρ (n− 3)−
∞
∑

n=3

x̃ncn−3aρ

+
∞
∑

n=2

4 x̃ncn−2aρ r0 (n− 1) +
∞
∑

n=3

2 x̃n (n− 1) bn−1ρ r0 (n− 2)

−
∞
∑

n=2

2 x̃ncn−2aρ r0 +
∞
∑

n=3

2 x̃ncn−3a +
∞
∑

n=3

2 x̃n (n− 2) bn−2 +
∞
∑

n=2

2 x̃ncn−2ar0

+
∞
∑

n=2

2 x̃n (n− 1) bn−1r0.

Temos

b1 = −c0a(ρ + 1), (4.26)

b2 = 1/4
c0a
(

ρ2 + 2 r0

(

(ρ + 1)2 + ρ
))

r0ρ (ρ + 1) (1 + 2 r0)
(4.27)

bn−1 = [−2 ρ acn−3 (n− 2)− (n− 2) bn−2ρ (n− 3) + cn−3aρ

− 4 cn−2aρ r0 (n− 1) + 2 cn−2aρ r0 − 2 cn−3a− 2 (n− 2) bn−2 − 2 cn−2ar0]

/ [2 (n− 1) ρ r0 (n− 2) + 2 (n− 1) r0]
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= 1/2

[

(

a (−2)n−3 (ρ (−2 n + 5)− 2)

ρn−3Γ (n− 1) (1 + 2 r0)
n−3 + 2

(−2)n−2 ar0 (ρ (−2 n + 3)− 1)

ρn−2Γ (n + 1) (1 + 2 r0)
n−2

)

c0

+ (− (n− 2) ρ (n− 3)− 2 n + 4) bn−2

]

.

[

1

r0 (n− 1) (ρ n− 2 ρ + 1)

]

(4.28)

onde n ≥ 4 na última expressão.
Portanto, temos que

w = A w[1] + B w[0],

onde A e B são constantes, é a solução geral de (4.23) na vizinhança do ponto
singular x̃ = 0. Feito isso, substitua x̃ = r−r0 na equação anterior para encontrar a
solução geral de (4.21) na vizinhança do ponto singular r = r0. Em seguida, repita
os mesmos passos do caso da solução em vizinhança de um ponto ordinário para
obter as expressões de ui, i = 1, 2, 3 a partir de w. Abaixo, seguem as expressões de
ui, i = 1, 2, 3 em torno do ponto singular r = r0:

u1 = −1/2

(

A1 + B1 ln

(

x

t
−
√

λ + 2 µ

ρ

))

c
(1)
0

(

ρ + 2 ρ

√

λ + 2 µ

ρ

)

. e
−2
(

x
t
−

√

λ+2 µ
ρ

)(

ρ+2 ρ
√

λ+2 µ
ρ

)−1
(

1− e
2
(

x
t
−

√

λ+2 µ
ρ

)(

ρ+2 ρ
√

λ+2 µ
ρ

)−1
)

+
∞
∑

n=0

b(1)
n

(

x

t
−
√

λ + 2 µ

ρ

)n

,

u2 = −1/2

(

A2 + B2 ln

(

x

t
−
√

µ

ρ

))

c
(2)
0

(

ρ + 2 ρ

√

µ

ρ

)

. e−2 (x
t
−

√
µ
ρ )(ρ+2 ρ

√
µ
ρ )

−1
(

1− e2 (x
t
−

√
µ
ρ )(ρ+2 ρ

√
µ
ρ )

−1
)

+
∞
∑

n=0

b(2)
n

(

x

t
−
√

µ

ρ

)n

,

u3 = −1/2

(

A3 + B3 ln

(

x

t
−
√

µ

ρ

))

c
(3)
0

(

ρ + 2 ρ

√

µ

ρ

)

. e−2 (x
t
−

√
µ
ρ )(ρ+2 ρ

√
µ
ρ )

−1
(

1− e2 (x
t
−

√
µ
ρ )(ρ+2 ρ

√
µ
ρ )

−1
)

+
∞
∑

n=0

b(3)
n

(

x

t
−
√

µ

ρ

)n

,

onde Ai e Bi, i = 1, 2, 3, são constantes. Os termos c
(i)
0 e b

(i)
n , i = 1, 2, 3 são dados

pelas expressões de c0 (ver (4.25)) e bn (ver (4.26), (4.27) e (4.28)) obtidos nas
soluções w[0] e w[1] porém com uma observação: no caso de u1 é preciso mudar k por
λ + 2µ enquanto que nos casos u2 e u3 deve-se trocar k por µ nas expressões.
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4.3.5 Soluções invariantes sob {X1, X4, X7}:
Temos que

X1 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
,

X4 = z
∂

∂x
− x

∂

∂z
− u1

∂

∂u3

+ u3
∂

∂u1

,

X7 =
∂

∂y
.

Nesta subálgebra, obtemos os invariantes

η1 =
√

u2
1 + u2

3,

η2 = u2,

η3 =
u3x− zu1

zu3 + u1x
.

Seja f = f(x, y, z, t, u1, u2, u3) o quarto e último invariante. Sabemos que X7(f) = 0,
ou seja, f independe de y. Logo podemos redefinir X1 em uma forma equivalente:

X1 = x
∂

∂x
+ z

∂

∂z
+ t

∂

∂t
.

Os invariantes para X1 são:

r1 =
x

t
,

r2 =
z

t
,

wi = ui, i = 1, 2, 3.

Defina agora X4 no espaço invariante para X1, isto é,

X4 = X4(r1)
∂

∂r1

+ X4(r2)
∂

∂r2

+
3
∑

i=1

X4(wi)
∂

∂wi

= r2
∂

∂r1

− r1
∂

∂r2

+ w3
∂

∂w1

− w1
∂

∂w3

. (4.29)

Observe que (4.29) possui o seguinte sistema caracteŕıstico:

dr1

r2

=
dr2

−r1

=
dw1

w3

=
dw3

−w1

.

Resolvendo

dr1

r2

=
dr2

−r1

e fazendo as substituições r1 = x/t e r2 = z/t obtemos o invariante

r =

√
x2 + z2

t
.
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Portanto, o conjunto completo de invariantes é formado por

η1 =
√

u2
1 + u2

3, (4.30)

η2 = u2, (4.31)

η3 =
u3x− zu1

zu3 + u1x
, (4.32)

r =

√
x2 + z2

t
. (4.33)

Note que η1, η2, η3 são as novas variáveis dependentes e r é a nova variável indepen-
dente.

A partir de (4.30) e (4.32), podemos escrever u1 e u3 em função de η1 e η3:

u1 =
η1(η3z − x)

√

(z2 + x2)(η2
3 + 1)

, (4.34)

u3 = − η1(η3x + z)
√

(z2 + x2)(η2
3 + 1)

. (4.35)

Substituindo (4.34), (4.35) e usando a relação (4.33) no sistema (3.6) obtemos um
novo sistema de equações que dependem de r, ηi = ηi(r), i = 1, 2, 3, e suas derivadas
até ordem dois:

0 = [(−ρr4η1η
3
3 + 2µη1η3r

2 + λη1η3r
2 + λη1η

3
3r

2 + 2µη1η
3
3r

2 − ρr4η1η3)η
′′

3

+ (−2ρr3η1η
3
3 + λη1η3r − 2ρr3η1η3 + 2µη1η

3
3r + 2µη1η3r + λη1η

3
3r)η

′

3

+ λη1η
4
3 + (2µη1r

2 + λη1r
2 − ρr4η1 − 4µη1η

2
3r

2 + 2ρr4η1η
2
3 − 2λη1η

2
3r

2)(η′3)
2

+ 2µη1η
4
3 + λη1 + 2µη1 + 4µη1η

2
3

+ (−λr2η4
3 − 2λr2η2

3 − λr2 + ρr4η4
3 + 2ρr4η2

3 − 4µr2η2
3 − 2µr2η4

3 + ρr4

− 2µr2)η′′1
+ 2λη1η

2
3 + ((4µr2η3

3 − 2ρr4η3
3 + 2λr2η3

3 + 4µr2η3 − 2ρr4η3 + 2λr2η3)η
′

3

− 4µrη2
3 − 2µrη4

3 + 2ρr3η4
3 − λr − 2λrη2

3 − 2µr + 2ρr3 − λrη4
3 + 4ρr3η2

3)η
′

1]x

+ [(−ρr4η1 − ρr4η1η
2
3 + µη1η

2
3r

2 + µη1r
2)η′′3

− µη1η3 + (µr2η3 − ρr4η3 − ρr4η5
3 + µr2η5

3 − 2ρr4η3
3 + 2µr2η3

3)η
′′

1

− 2µ η1η
3
3 + ((−2ρr4 + 2µr2 + 2µr2η2

3 − 2ρr4η2
3)η

′

3

+ µrη5
3 + µrη3 − 2ρr3η3 + 2µrη3

3 − 4ρr3η3
3 − 2ρr3η5

3)η
′

1

+ (−3µη1η3r
2 + 3ρr4η1η3)(η

′

3)
2 − µη1η

5
3 + (−2ρr3η1 − 2ρr3η1η

2
3

+ µη1rη
2
3 + µη1r)η

′

3]z, (4.36)

0 = (µ− ρr2)η′′2 + (
µ

r
− 2ρr)η′2, (4.37)

0 = [µη1η3 + µη1η
5
3 + (−µη1η

2
3r

2 + ρr4η1 − µη1r
2 + ρr4η1η

2
3)η

′′

3

+ 2µη1η
3
3 + (3µη1η3r

2 − 3ρr4η1η3)(η
′

3)
2

+ (ρr4η3 − µr2η5
3 + ρr4η5

3 + 2ρr4η3
3 − µr2η3 − 2µr2η3

3)η
′′

1
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+ (−µη1rη
2
3 + 2ρr3η1η

2
3 + 2ρr3η1 − µη1r)η

′

3

+ (2ρr3η5
3 − 2µrη3

3 + 4ρr3η3
3 − µrη5

3 + (−2µr2 + 2ρr4 + 2ρr4η2
3 − 2µr2η2

3)η
′

3

+ 2ρr3η3 − µrη3)η
′

1]x

+ [(−ρr4η1η
3
3 + 2µη1η3r

2 + λη1η3r
2 + λη1η

3
3r

2 + 2µη1η
3
3r

2 − ρr4η1η3)η
′′

3

+ (−2ρr3η1η
3
3 + λη1η3r − 2ρr3η1η3 + 2µη1η

3
3r + 2µη1η3r + λη1η3

3r)η′3
+ λη1η

4
3 + (2µη1r

2 + λη1r
2 − ρr4η1 − 4µη1η

2
3r

2 + 2ρr4η1η
2
3 − 2λη1η

2
3r

2)(η′3)
2

+ 2µη1η
4
3 + λη1 + 2µη1 + 4µη1η

2
3

+ (−λr2η4
3 − 2λr2η2

3 − λr2 + ρr4η4
3 + 2ρr4η2

3 − 4µr2η2
3 − 2µr2η4

3 + ρr4

− 2µr2)η′′1
+ 2λη1η

2
3 + ((4µr2η3

3 − 2ρr4η3
3 + 2λr2η3

3 + 4µr2η3 − 2ρr4η3 + 2λr2η3)η
′

3

− 4µrη2
3 − 2µrη4

3 + 2ρr3η4
3 − λr − 2λrη2

3 − 2µr + 2ρr3 − λrη4
3

+ 4ρr3η2
3)η

′

1]z. (4.38)

Como a equação (4.37) depende somente de r, η2 e suas derivadas podemos resolvê-
la separadamente. As demais equações, (4.36) e (4.38), dependem de r, η1, η3 e suas
derivadas. Além disso, (4.36) e (4.38) formam um sistema do tipo

{

0 = Ax + Bz
0 = Az −Bx

que tem solução A = 0 e B = 0. Sejam A e B os coeficientes de x e z na equação
(4.36) (respectivamente). É posśıvel mostrar que A e B são equivalentes. De fato,
considere as expressões de A e B já simplificadas:

A = (−2µr2 + ρr4 − λr2)[2η2
3η1(η

′

3)
2 − η1(η

′

3)
2 + (η2

3 + 1)2η′′1 − (η2
3 + 1)η1η3η

′′

3

− 2η3η
′

1η
′

3(η
2
3 + 1)]

+ (−λr − 2µr + 2ρr3)(η′1(η
2
3 + 1)2 − (η2

3 + 1)η1η3η
′

3)

+ (λ + 2µ)η1(η
2
3 + 1)2

= 0,

B = (µr2 − ρr4)[(η2
3 + 1)η1η

′′

3 + η3(η
2
3 + 1)2η′′1 − 3η1η3(η

′

3)
2 + 2η′1η

′

3(η
2
3 + 1)]

+ (µr − 2ρr3)(η′1η3(η
2
3 + 1)2 + η1η

′

3(η
2
3 + 1))

− µη3η1(η
2
3 + 1)2

= 0.

Defina k = λ + 2µ e η = 1/(η2
3 + 1). Dáı, temos que

A =
1

4η4
[8r3η2ρη′1 + 4r4ρη′′1η

2 + 4kη1η
2 − 4rη2kη′1 − 4r2kη′′1η

2

− 2rηkη1η
′ + 4r4ρη′1η

′η + 2r4ρη1η
′′η + 4r3ηρη1η

′ − 4r2kη′1η
′η − 2r2kη1η

′′η

− r4ρη1(η
′)2 + r2kη1(η

′)2]

= 0

⇒ A = 4η2r2(r2ρ− k)η′′1
+ [4kη2 − 2r2kη′′η − 2rηkη′ + 2r4ρη′′η + 4r3ηρη′ − r4ρ(η′)2 + r2k(η′)2]η1
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+ 4ηr(ρη′r3 + 2ηρr2 − kη′r − kη)η′1
= 0

⇒ A = 4r2η2(r2ρ− k)η′′1
+ η1(4kη2 + ((4ρr3 − 2rk)η′ + (2ρr4 − 2r2k)η′′)η + (−ρr4 + r2k)(η′)2)

+ 4η′1rη((2r2ρ− k)η + (ρr3 − rk)η′)

= 0. (4.39)

Fazendo o mesmo para B = 0 e depois calculando 4η3(−1 + η)B vem que

B = 4r2(−1 + η)2(−µ + r2ρ)η′′1 + (r2µ(η′)2 + 2r2µη′′ + 2r4ρη′′η − 2r2µη′′η

+ 4µη2 − 8µη + 4µ− r4ρ(η′)2 − 2r4ρη′′ + 2rµη′ − 4ρη′r3 + 4r3ηρη′

− 2rµη′η)η1 + 4(−1 + η)r(−µη + 2ηρr2 + ρη′r3 − 2r2ρ− rµη′ + µ)η′1
= 0.

Substituindo η = η0 + 1 na expressão de B e simplificando:

B = 4r2(η0)
2(−µ + r2ρ)η′′1

+ η1(4µ(η0)
2 + ((−2µr2 + 2ρr4)η′′0 + (−2µr + 4ρr3)η′0)η0 + (µr2 − ρr4)(η′0)

2)

+ 4rη0((−µ + 2r2ρ)η0 + (ρr3 − µr)η′0)η
′

1

= 0. (4.40)

Substituindo-se o termo µ por k e η0 por η em (4.40), observamos que (4.40) passa
a ser (4.39).

Como (4.39) e (4.40) são equivalentes vamos resolver apenas uma das equações
pois a solução da outra é obtida da mesma maneira. O que faremos é resolver B = 0
para η0η

2
1 (e consequentemente A = 0 para ηη2

1). Dáı, obtemos um novo sistema
onde iremos calcular η1 e η3.

Reescrevendo B = 0:

0 = (µr2 − ρr4)[−4η2
0η

′′

1 + η1(η
′

0)
2 − 2η0η1η

′′

0 − 4η0η
′

0η
′

1]

+ (−2µr + 4ρr3)[η1η0η
′

0 + 2η2
0η

′

1]

+ 4µη1η
2
0

⇒ −4µ = (µr2 − ρr4)[−4
η′′1
η1

+
(η′0)

2

η2
0

− 2
η′′0
η0

− 4
η′0η

′

1

η0η1

]

+ (−2µr + 4ρr3)[
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

]

⇒ −4µ = (µr2 − ρr4)[−2(
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

)′ − (
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

)2]

− (2µr − 4ρr3)[
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

].

Substituindo na última equação






u =
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

v = µr2 − ρr4
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temos que

−4µ = −2u′v − u2v − uv′

⇒ −4µu + u3v = −2uu′v − u2v′

⇒ u(u2v − 4µ) = −(u2v)′. (4.41)

Defina w = u2v − 4µ e substitua em (4.41) para obter

u = −w′

w
.

Seguindo,

u =
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

⇒ −w′

w
=

η′0
η0

+ 2
η′1
η1

⇒ η0η
2
1w = exp(C),

onde C é uma constante. Assim,

−4µ + u2v = w =
exp(C)

η0η2
1

⇒ −4µ + (µr2 − ρr4)[
η′0
η0

+ 2
η′1
η1

]2 =
exp(C)

η0η2
1

⇒ (µr2 − ρr4)[η′0η
2
1 + 2η′1η1η0]

2 = (η0η
2
1)

2(
exp(C)

η0η2
1

+ 4µ)

⇒ exp(C)η0η
2
1 + 4µ(η0η

2
1)

2

µr2 − ρr4
= [(η0η

2
1)
′]2 (4.42)

⇒ β (η0η1
2)
′

√

eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4

=
1

√

µ r2 − ρ r4
,

onde β = ±1 e em que estamos supondo µr2 − ρr4 > 0 e eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4 > 0.

No caso em que µr2 − ρr4 < 0 e eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4 < 0 temos que resolver

β (η0η1
2)
′

√

−eCη0η1
2 − 4 µ η0

2η1
4

=
1

√

−µ r2 + ρ r4
.

Supondo r > 0 e µr2 − ρr4 > 0, temos:

1/(2) β ln

(

1/4

(

1/2 eC + 4 µ η0η1
2
)√

4
√

µ
+
√

eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4

)

√
4

1√
µ

= −r
√

µ− ρ r2 ln

(

2
µ +

√
µ
√

µ− ρ r2

r

)

1
√

µ r2 − ρ r4

1√
µ

,
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⇒ eC1

(

1/4

(

1/2 eC + 4 µ η0η1
2
)√

4
√

µ
+
√

eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4

)β

= 1/4
r2

(

µ +
√

µ
√

µ− ρ r2
)2 , (4.43)

onde C1 é uma constante.
Temos que considerar dois casos: β = 1 e β = −1. Tome β = −1 em (4.43):

eC1

(

1/4

(

1/2 eC + 4 µ η0η1
2
)√

4
√

µ
+
√

eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4

)

−1

= 1/4
r2

(

µ +
√

µ
√

µ− ρ r2
)2

⇒ 1/4

(

1/2 eC + 4 µ η0η1
2
)√

4
√

µ
+
√

eCη0η1
2 + 4 µ η0

2η1
4

= 4

(

µ +
√

µ
√

µ− ρ r2
)2

eC1

r2
. (4.44)

Antes de continuar, defina a função auxiliar

K (r) =

√

µ− ρ r2

r2
. (4.45)

Além disso, defina também

eC = C,

eC1 = C1,

eCeC1 = C C1 = C2.

Isolando η0η1
2 em (4.44) vem que

η0η1
2 = (8 C1

2µ2ρ2 + (64
C1

2µ7/2

r2
− 2 C2µ− 32 C1

2µ5/2ρ)K(r)

+ 64
C1

2µ3(K(r))2

r4
− 2

C2µ
3/2

r2
+ 1/8

C2

µ
+ C2

√
µρ)

. (16
C1µ

5/2

r2
− 8 C1µ

3/2ρ + 16 C1µ
2K(r))−1. (4.46)

Como já havia sido comentado, não é preciso resolver (4.39) mas apenas usar as
relações µ ↔ k e η0 ↔ η em (4.46) para obter:

η η1
2 = (8 C̃ 1

2
k2ρ2 + (64

C̃ 2
1 k7/2

r2
− 2 C̃2k − 32 C̃ 2

1 k5/2ρ)K(r)

+ 64
C̃ 2

1 k3(K(r))2

r4
− 2

C̃2k
3/2

r2
+ 1/8

C̃ 2

k
+ C̃2

√
kρ)

. (16
C̃1k

5/2

r2
− 8 C̃1k

3/2ρ + 16 C̃1k
2K(r))−1, (4.47)
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Agora, tome β = 1 em (4.43) e defina

Lµ (r) = µ +
√

µ
√

µ− ρ r2. (4.48)

De maneira análoga ao caso β = −1 temos

η0η1
2 = (1/16

r4

(Lµ(r))2C1
2 − 1/8

r2C

C1
√

µ
+ 1/16

C2(Lµ(r))2

µ
)C1r

−2 1√
µ

. (4.49)

Novamente, usando as relações µ ↔ k e η0 ↔ η em (4.49) obtemos:

η η1
2 =

(

1/16
r4

(Lk (r))2 C̃ 2
1

− 1/8
r2C̃

C̃1
√

µ
+ 1/16

C̃ 2 (Lk (r))2

µ

)

. C̃1r
−2 1√

µ
, (4.50)

onde C̃ e C̃1 são constantes, C̃2 = C̃1 C̃ e

Lk (r) = k +
√

k
√

k − ρ r2. (4.51)

Como, por definição, η0 = η − 1 e η = 1/(η2
3 + 1) então

η0η
2
1

ηη2
1

= 1− 1

η
= η2

3 (4.52)

e

ηη2
1 − η0η

2
1 = ηη2

1 − (η − 1)η2
1 = η2

1. (4.53)

Note que, como temos duas expressões para η0η
2
1 (ver (4.46) e (4.49)) e outras

duas para ηη2
1 (ver (4.47) e (4.50)), vamos obter quatro expressões para η2

1 e outras
quatro para η2

3 que são calculadas a partir das duas últimas relações. Isso vem do
fato das posśıveis combinações das duas expressões de η0η

2
1 com as outras duas de

ηη2
1. Abaixo, seguem essas combinações juntamente com as expressões de η2

1 e η2
3

que elas proporcionam.
De (4.49) e (4.50) temos

η3
2 = (−1/16

r4

(Lµ(r))2C1
2 + 1/8

r2C

C1
√

µ
− 1/16

C2(Lµ(r))2

µ
)

. C1(−1/16
r4

(Lk(r))2C̃ 2
1

+ 1/8
r2C̃

C̃1
√

µ
− 1/16

C̃ 2(Lk(r))
2

µ
)−1C̃−1

1 , (4.54)

η1
2 = (−1/16

r4

(Lµ(r))2C1
2 + 1/8

r2C

C1
√

µ
− 1/16

C2(Lµ(r))2

µ
)C1r

−2 1√
µ

− (−1/16
r4

(Lk(r))2C̃ 2
1

+ 1/8
r2C̃

C̃1
√

µ
− 1/16

C̃ 2(Lk(r))
2

µ
)C̃1r

−2 1√
µ

.(4.55)
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De (4.49) e (4.47) temos

η2
3 = −(−1/16

r4

(Lµ(r))2C1
2 + 1/8

r2C

C1
√

µ
− 1/16

C2(Lµ(r))2

µ
)C1

. (16
C̃1k

5/2

r2
− 8 C̃1k

3/2ρ + 16 C̃1k
2K(r))r−2 1√

µ

. [8 C̃ 2
1 k2ρ2 + (64

C̃ 2
1 k7/2

r2
− 2 C̃2k − 32 C̃ 2

1 k5/2ρ)K(r)

+ 64
C̃ 2

1 k3(K(r))2

r4
− 2

C̃2k
3/2

r2
+ 1/8

C̃ 2

k
+ C̃2

√
kρ]−1, (4.56)

η1
2 = (−1/16

r4

(Lµ(r))2C1
2 + 1/8

r2C

C1
√

µ
− 1/16

C2(Lµ(r))2

µ
)C1r

−2 1√
µ

+ (8 C̃ 2
1 k2ρ2 + (64

C̃ 2
1 k7/2

r2
− 2 C̃2k − 32 C̃ 2

1 k5/2ρ)K(r)

+ 64
C̃ 2

1 k3(K(r))2

r4
− 2

C̃2k
3/2

r2
+ 1/8

C̃ 2

k
+ C̃2

√
kρ)

. (16
C̃1k

5/2

r2
− 8 C̃1k

3/2ρ + 16 C̃1k
2K(r))−1. (4.57)

De (4.46) e (4.50) temos

η3
2 = −(8 C1

2µ2ρ2 + (64
C1

2µ7/2

r2
− 2 C2µ− 32 C1

2µ5/2ρ)K(r)

+ 64
C1

2µ3(K(r))2

r4
− 2

C2µ
3/2

r2
+ 1/8

C2

µ
+ C2

√
µρ)r2√µ

. (16
C1µ

5/2

r2
− 8 C1µ

3/2ρ + 16 C1µ
2K(r))−1

. (−1/16
r4

(Lk(r))2C̃ 2
1

+ 1/8
r2C̃

C̃1
√

µ
− 1/16

C̃ 2(Lk(r))
2

µ
)−1C̃−1

1 , (4.58)

η1
2 = −(8 C1

2µ2ρ2 + (64
C1

2µ7/2

r2
− 2 C2µ− 32 C1

2µ5/2ρ)K(r)

+ 64
C1

2µ3(K(r))2

r4
− 2

C2µ
3/2

r2
+ 1/8

C2

µ
+ C2

√
µρ)(16

C1µ
5/2

r2

− 8 C1µ
3/2ρ + 16 C1µ

2K(r))−1

− (−1/16
r4

(Lk(r))2C̃ 2
1

+ 1/8
r2C̃

C̃1
√

µ
− 1/16

C̃ 2(Lk(r))
2

µ
)C̃1r

−2 1√
µ

.(4.59)

De (4.46) e (4.47) temos

η3
2 = (8 C1

2µ2ρ2 + (64
C1

2µ7/2

r2
− 2 C2µ− 32 C1

2µ5/2ρ)K(r)

+ 64
C1

2µ3(K(r))2

r4
− 2

C2µ
3/2

r2
+ 1/8

C2

µ
+ C2

√
µρ)

. (16
C̃1k

5/2

r2
− 8 C̃1k

3/2ρ + 16 C̃1k
2K(r))
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. (16
C1µ

5/2

r2
− 8 C1µ

3/2ρ + 16 C1µ
2K(r))−1

. [8 C̃ 2
1 k2ρ2 + (64

C̃ 2
1 k7/2

r2
− 2 C̃2k − 32 C̃ 2

1 k5/2ρ)K(r)

+ 64
C̃ 2

1 k3(K(r))2

r4
− 2

C̃2k
3/2

r2
+ 1/8

C̃ 2

k
+ C̃2

√
kρ]−1, (4.60)

η1
2 = −(8 C1

2µ2ρ2 + (64
C1

2µ7/2

r2
− 2 C2µ− 32 C1

2µ5/2ρ)K(r)

+ 64
C1

2µ3(K(r))2

r4
− 2

C2µ
3/2

r2
+ 1/8

C2

µ
+ C2

√
µρ)

. (16
C1µ

5/2

r2
− 8 C1µ

3/2ρ + 16 C1µ
2K(r))−1

+ [8 C̃ 2
1 k2ρ2 + (64

C̃ 2
1 k7/2

r2
− 2 C̃2k − 32 C̃ 2

1 k5/2ρ)K(r)

+ 64
C̃ 2

1 k3(K(r))2

r4
− 2

C̃2k
3/2

r2
+ 1/8

C̃ 2

k
+ C̃2

√
kρ]

. (16
C̃1k

5/2

r2
− 8 C̃1k

3/2ρ + 16 C̃1k
2K(r))−1. (4.61)

Agora, redefina as expressões (4.34) e (4.35):

u3 = −
θ1

√

η1
2
(

θ3

√

η3
2x + z

)

√

(x2 + z2) (η3
2 + 1)

, (4.62)

u1 =
θ1

√

η1
2
(

θ3

√

η3
2z − x

)

√

(x2 + z2) (η3
2 + 1)

, (4.63)

onde θi = ±1, i = 1, 3. Com (4.54)-(4.63) e (4.33), temos agora todas as ferramentas
necessárias para o cálculo das expressões posśıveis para u1 e u3. De fato, para
calcular u1 deve-se usar a equação (4.63) com qualquer par η2

1 e η2
3 apresentados em

(4.54) e (4.55), ...,(4.60) e (4.61). Para cada combinação de η2
3 e η2

1, temos uma nova
expressão para u1. Dáı, basta usar a relação (4.33) para obter u1 em função de x, z
e t. Para obter u3 deve-se usar a expressão (4.62) e seguir os mesmos passos usados
na obtenção de u1.

Para obter u2 basta resolver (4.37) já que u2 = η2. De (4.37) vem que

η′′2
η′2

=
−µ/r + 2ρr

µ− ρr2

⇒ ln(θ4η
′

2) = −ln(θ2r)−
1

2
ln(θ5(−µ + ρr2)) + C3,

onde θi = ±1, i = 2, 4, 5 e C3 é uma constante. Dáı,

θ4η2 = C̃3

∫

1

θ2r
√

θ5(−µ + ρr2)
dr

⇒ = C̃3ln(
| − 2θ5µ + 2

√
−θ5µ

√

θ5(−µ + ρr2)|
|r| )(θ2

√

−θ5µ)−1 + C4.
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De [8] sabemos que µ é positivo, logo

θ4η2 = C̃3ln(
|2µ + 2

√
µ
√

µ− ρr2|
|r| )(θ2

√
µ)−1 + C4 (4.64)

pois estamos interessados em soluções reais. De acordo com (4.31), (4.33) e (4.64)
temos que

θ4u2 = C̃3ln(
2µ + 2

√
µ
√

µ− ρ(x2 + z2)/t2)√
x2 + z2/t

)(θ2
√

µ)−1 + C4 (4.65)

Portanto, o conjunto composto de quaisquer u1, u2 e u3 construidos acima, é
solução invariante sob a subálgebra gerada por X1, X4 e X7 para o sistema (3.6).
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Caṕıtulo 5

Conclusão

A partir do método clássico de simetrias, foi posśıvel encontrar soluções expĺıcitas
para o problema termoelástico linear e isotrópico considerando subálgebras de di-
mensão três. Essas soluções, além de serem invariantes sob transformações do grupo
de simetrias, elas não podem ser levadas uma na outra através de transformações
deste grupo. Neste sentido, obtivemos todas as soluções invariantes para o problema.

A importância de obter-se soluções expĺıcitas para esse problema decorre de sua
utilização para calibrar programas numéricos que determinam soluções aproximadas
para este sistema de equações diferenciais. De fato, uma vez que a solução expĺıcita
é conhecida, a solução aproximada deve ser coerente com tal solução.

Devido a restrições do método clássico, não foi posśıvel obter soluções expĺıcitas
do sistema (3.6) em todas as subálgebras de dimensão três. Porém, obtivemos
os resultados já encontrados em [7] onde havia sido considerado o caso estático e
subálgebras de dimensão dois. Dessa forma, podemos dizer que, apesar das restrições
impostas na determinação de subálgebras de dimensão três, este trabalho resolve
completamente o problema da determinação de soluções invariantes expĺıcitas do
problema termoelásico linear e isotrópico.

Os cálculos desenvolvidos nesta dissertação se apoiaram sobre rotinas escritas
especificamente para tal e que rodaram no manipulador algébrico MAPLE. Podemos
citar, por exemplo, as rotinas que permitiram calcular os geradores infinitesimais
de simetrias associados ao sistema (3.6) e sua tabela adjunta que nos deu, como
consequência, o sistema ótimo de subálgebras de dimensão três.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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