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Resumo. Esta dissertacao apresenta solucgoes explicitas para o problema ter-
moelastico linear e isotropico com base no método classico de simetrias criado pelo
matematico Sophus Lie. Para o calculo destas solucoes, apresentamos os geradores
infinitesimais de simetrias que geram a &algebra associada ao sistema de equacgoes
diferenciais que representa o problema ja citado. As solugoes assim construidas sao
invariantes sob subalgebras de dimensao treés.

Abstract. We present explicit solutions for the linear and isotropic thermoe-
lastic problem on the basis of the classical method of symmetries created by the
mathematician Sophus Lie. In order to compute these solutions, we present the
infinitesimal generators of symmetries that generate the algebra associated to the
system of differential equations under study. The constructed solutions are thus
invariants under subalgebras of dimension three.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta dissertagao é encontrar solugoes explicitas para o problema ter-
moelastico linear. Nos iremos trabalhar com o caso isotrépico que é representado
pelo sistema de equacgoes diferenciais parciais

A= (A4 2p) (u1)ze + A+ 1) (u2)ay + (A + 1) (u3)2
+ )y + p(ur)zz — p(ur)w =0

Ag = A+ p)(us)ys + N+ 1) (1) ey + N+ 20) (u2) gy
+ pw(u2)es + p(ug) .. — plug)y =0

Az = A+ ) (ur)ze + A+ ) (u2)y + A+ 20) (us) 52
\ + N<u3>yy + M(u?;):mc - p(ug)tt =0.

Apesar dos véarios métodos existentes, a tarefa de encontrar as solucoes explicitas
de determinadas equacoes diferenciais continua sendo ardua. Geralmente, sao usados
programas computacionais que encontram solugoes aproximadas para tais equagoes.

No meio do século dezenove, o mateméatico Sophus Lie desenvolveu uma teoria
que associa o conceito algébrico de grupo e o conceito de variedade diferenciavel
para construir solugoes explicitas de sistemas de equagoes diferenciais. Dentro dessa
teoria, foi desenvolvido o conceito de grupos de simetrias de sistemas de equacoes
diferenciais que sao grupos de transformagoes que levam solugoes em outras solugoes
de um mesmo sistema.

Resumidamente, o método de Lie consiste em diminuir a dimensao do espaco
das varidaveis independentes, determinando assim um sistema mais simples de se
trabalhar. Para o caso de equacoes diferenciais ordinarias, o método permite que
equagoes de ordem n sejam transformadas em equagoes de ordem 1 e ainda englobar
todas as solucoes do sistema original.

A grande vantagem desse método vem do fato dele ser algoritmico. Dessa forma,
o uso de programas computacionais de manipulagao algébrica torna-se possivel, e
até desejavel pois a determinacao dos geradores de simetrias é uma tarefa extensa e
cansativa que exige muitos calculos. Em determinados sistemas, tais calculos podem
se tornar impraticaveis sem o auxilio computacional.

Com isso em mente, desenvolvemos rotinas no programa computacional MAPLE
(ver CD anexo) que permitem, por exemplo, calcular os grupos de simetrias intera-
tivamente. Dentre essas rotinas criadas, nao foi usado nenhum pacote ou comando



do MAPLE que envolvesse o método de Lie.

Nesta dissertagao, usaremos este método para obter solucoes explicitas do sis-
tema dado acima.

O problema estatico ja foi abordado em [7] e, desse modo, esta dissertacao com-
pleta e resolve totalmente o problema em questao.

No capitulo 2, sera apresentada a teoria essencial para o célculo de grupos de
simetrias. Em seguida, no capitulo 3, além de fazer uma breve exposi¢ao tedrica so-
bre o problema termoeldstico linear, calculamos os geradores infinitesimais de sime-
trias do sistema acima. Tais geradores permitem o calculo dos grupos de simetrias
do sistema. Por fim, o capitulo 4 traz a teoria que permite transformar o sistema
acima em um sistema de equacgoes diferenciais ordindrias e, além disso, também traz
suas solugoes explicitas.



Capitulo 2

Grupos de simetrias de equacoes
diferenciais

Seja A um sistema qualquer de equagoes diferenciais ou nao. O grupo de simetrias
de A é composto de aplicacoes com a propriedade de transformar solugoes de A em
outras solugoes de A. E a partir de tais transformacoes que podemos determinar
solugoes explicitas de um sistema de equagoes diferenciais.

Neste capitulo, iremos apresentar resultados que permitem calcular o grupo de
simetrias de um sistema A. E importante ressaltar que o mesmo exige, na maioria
das vezes, o uso de programas computacionais para tornar o processo viavel.

Iniciaremos o capitulo com uma rapida introducao sobre sistemas de equacoes
algébricas. Feito isso, passaremos a trabalhar com sistemas de equacgoes diferenciais.
Isso porque a teoria empregada em sistemas de equagoes algébricas é, basicamente,
a mesma para equacoes diferenciais.

2.1 Simetrias de equacoes algébricas

Vamos considerar um sistema de equacoes algébricas como um sistema do tipo
F,(z) =0, v=1,..,1,
onde F), sao fungoes reais suaves definidas em uma variedade M.

Definicao 2.1.1 Seja G um grupo local de transformagoes agindo em uma varieda-
de M. Um subconjunto . C M é chamado G-invariante, e G é chamado de grupo
de simetrias de . se x € ., tal que g.x esteja definido, entao g.x € .7 .

Nesta dissertacao, . sera o conjunto de solugoes ou a subvariedade determinada
pelos zeros comuns da cole¢ao de fungoes suaves F' = (Fy, .., F}),

S =S ={x: F,(x)=0,v=1,..1}.

Se S e S sao conjuntos G-invariantes entao .7 [ e % J % sdo conjuntos
G-invariantes.

Definigao 2.1.2 Seja G um grupo local de transformagoes agindo em uma varie-
dade M. Uma funcao F : M — N, N sendo uma variedade, € chamada uma fung¢ao
G-invariante se, para cada v € M e cada g € G tal que g.x esteja definido, tem-se



F(g.x) = F(z).
Se N = IR entao F ¢ chamada simplesmente de invariante de G.

Proposicao 2.1.1 Se G age em M e F : M — IR' € uma funcdo suave entio F
¢ funcao G-invariante se, e s6 se, {F(x) = ¢ : c € R'} C M é um subconjunto
G-invariante.

Proposicao 2.1.2 Seja G um grupo conexo de transformacoes agindo em uma va-
riedade M. Uma funcao real ( : M — IR € uma funcao G-invariante se, e so se,

v(() =0,

para cada x € M e para cada gerador infinitesimal v de G.

Teorema 2.1.1 Seja G um grupo de Lie conexo e local de transformacgoes agindo
em uma variedade M™. Seja F : M — IR', | < m, que define um sistema de
equagoes algébricas

F,(x) =0, v=1,..,1,

e assuma que o sistema seja de posto maximo (isto €, o posto da matriz jacobiana
associada € 1). Entao G € um grupo de simetrias do sistema se, e s se,

v[F,(2)] =0, wv=1,...1, uma vez que F(z) =0,
para todo gerador infinitesimal v de G.

Definicao 2.1.3 Seja G um grupo local de transformacoes agindo em uma varie-
dade M. Um subconjunto . C M ¢€ localmente G-invariante se, para cada x € .&,
existe uma vizinhanca G, C G, da identidade em G tal que g.x € . para todo
g € Gy. Uma fungio suave F : U — N, onde U € algum subconjunto aberto de
M, é chamada localmente G-invariante se, para cada x € U, existe uma vizinhanca
G, C G, da identidade em G tal que F(g.x) = F(z) para todo g € G. F é chamada
globalmente G-invariante se F(g.x) = F(x) para todo g € G e todo v € U tal que
guelU.

Definicao 2.1.4 Sejam ¢!, ...,¢* : M — IR fun¢ies suaves em uma variedade M.

1. ¢Y, ..., CF sdo chamadas funcionalmente dependentes se para cada © € M existe
uma vizinhanca U > x e uma fungdo real suave F(CY,...,¢%), nao identica-
mente nula em qualquer subconjunto aberto de IR*, tal que

F(¢Y(x),...,¢F(x)) = 0, Vo e U;

2. (Y, ..., ¢ sdo funcionalmente independentes se F(CY(x), ...,C*(x)) = 0 para todo
x em algum U C M implica que F = 0.

Teorema 2.1.2 Seja ¢ = (¢, ...,¢*) : M — IR* uma fun¢do suave. Entdo Ct,...,C*
sao funcionalmente dependentes se, e so se, dC|, tem posto estritamente menor do
que k para todo x € M.



Teorema 2.1.3 Suponha que G age semi-reqularmente em uma variedade M™ com
orbitas de dimensdo s. Se xq € M entao existem precisamente m — s invariantes
locais funcionalmente independentes C*(z), ...,(™*(x) definidos em uma vizinhanga
de xo. Além disso, qualquer outro invariante local da a¢do do grupo definido proximo
de xo € da forma

C(x) = F(¢H(x), ... " (x))

para alguma funcao suave F'. Se a acao de G € reqular, entao os invariantes podem
ser globalmente invariantes em uma vizinhanca de x.

Na terminologia classica, os invariantes construidos no teorema 2.1.3 formam um
conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes.

Proposigao 2.1.3 Suponha que G age semi-reqularmente em M e seja {C'(x), ...,
¢ 5(x)} um conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes defini-
do em um subcongunto aberto W C M. Se uma subvariedade S = {z : F(x) =0}
¢ G-invariante, entio para cada solu¢io xo € Fr existe uma vizinhanca W C W
de xy e uma fun¢io G-invariante equivalente F(x) = F(CY(x), ..., % (x)) que tem
0 mesmo conjunto solucio de F em W :

e W = Z-N\W ={z e W: F((!(z),...,™5(x)) = 0}.

Esta proposi¢ao resume o método que serd explicitado mais adiante e que sera
usado no capitulo 4.

O nosso objetivo sera reescrever o sistema de equagoes dado como um sistema
equivalente em termos dos invariantes e fazer com que este sistema equivalente seja
um sistema de equacoes ordindrias. A solucao deste novo sistema permitira entao a
determinacao de solucoes invariantes do sistema original.

Seja G um grupo a 1 parametro de transformagoes agindo em M™, com gerador
infinitesimal

v = Zi’(@@

expresso em algum sistema de coordenadas locais. Um invariante local {(z) de G é
uma solucao da EDP

VO =Y €~ (2.)

i=1

O teorema 2.1.3 diz que se v|, # 0 entdo existem m — 1 invariantes funcionalmente
independentes e, assim, m — 1 solugbes funcionalmente independentes de (2.1) em
uma vizinhanga de xg.

Sabemos da teoria cldssica de equagoes diferenciais que a solugao geral de (2.1)
pode ser encontrada por integracao do sistema caracteristico correspondente de
EDO’s (ver [3], pdginas 47 e 48), i.e.,

1 2 m
de’ _ do” o dem (2.2)
) & (x) §m(z)

A solucao geral de (2.2) pode ser escrita da forma
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Mty a™) =cp, ., (N2 ™) = e

onde ¢y, ..., ¢,_1 $80 as constantes de integragao e (*(z),i = 1,...,m — 1, sdo fungoes
independentes dos ¢;’s. E facil ver que as funcoes ¢¥’s sao as solucoes funcionalmente
independentes de (2.1).

O célculo de invariantes independentes para grupos de transformacgoes a r parame-
tros, com 7 > 1, é um pouco mais complicado. Se vy, = . & (2)0/0x", k= 1,...,r,
formam uma base para os geradores infinitesimais entao os invariantes sao encon-
trados resolvendo-se o sistema linear e homogéneo de equacgoes diferenciais parciais
de primeira ordem

N 5 _
WO = D8 gE =0 k=Lean

Em outras palavras, cada invariante { deve ser associado a todos os campos vetoriais
v, k=1,...,r.

2.2 Grupos e equacoes diferenciais

Seja . um sistema de equagoes diferenciais envolvendo p varidveis independentes
xr = (x',...,2P), e ¢ varidveis dependentes u = (u',...,u?). As solugoes do sistema
sao da forma u = f(z), ou, em componentes, u* = f*(z!,...,2?),a = 1,...,q. Seja
X = IR?, com coordenadas z = (z!,...,2"), o espago das varidveis independentes e
seja U = IR?, com coordenadas u = (u',...,u?), o espaco das varidveis dependentes.
Um grupo de simetrias do sistema .% sera um grupo local de transformagoes G
agindo em algum subconjunto aberto M C X x U de forma que G transforma
solucoes de ¥ em outras solugoes de .7 .

Para usar a teoria vista para equagoes algébricas, precisamos nos colocar neste
contexto. Para tal, devemos fazer com que o sistema de equacoes diferenciais descre-
va uma subvariedade de uma determinada variedade. Além disso, devemos analisar
como o grupo transforma as derivadas das fungoes envolvidas.

Primeiro, vamos identificar o grafico da funcao f por

I'iy={(z,f(z)):2€Q} C X xU,

onde 2 C X ¢é o dominio da funcao f. Note que I'y ¢ uma subvariedade de X x U
com dimensdo p. Se'y C My, ={ye M : (g,y) e UC G x M,ex M C U}, o
dominio da transformacao g, entao a transformacao de I'y por g é dada por

gL'y ={(@,0) =g.(x,u) : (x,u) € 'y}

O conjunto ¢g.I'y ndo é necessariamente grafico de uma outra funcao @ = f(z). En-
tretanto, desde que G esteja agindo suavemente e o elemento identidade de G deixa
I'; inalterado, pela diminui¢ao do dominio (2 de f, se necessdrio, nés asseguramos
que para os elementos g proximos da identidade, a transformagao g.I'y = I'j ¢ gréfico

de uma funcéo suave @ = f(%). Nés escrevemos f = g.f e chamamos a funcao f de
transformacao de f por g.
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Suponha agora que a transformacao g é dada em coordenadas por

(Z, ) = g.(z,u) = (Fy(2,u), ®4(2, u)),

para fungées suaves Zg(z,u), @y(z,u). Entao o grafico I'; = g.I'y de g.f é dado
parametricamente por

5, f@) =Z,0 (L x f)lz), e
= Oz, f(z)) =P, 0 (1 x f)(z), ze€l,

ISH

N

onde 1 é a funcao identidade de X. Para encontrar f = g.f explicitamente, pre-
cisamos eliminar = desses dois sistemas de equacoes. Como para g = e temos
Zeo (I x f) = 1 e sabemos que, para ¢ suficientemente préoximo da identidade,
a matriz Jacobiana de ®, o (1 x f) é nao singular entao, pelo teorema da fungao
inversa, podemos resolver localmente para x:

= (2,0 (1 x ) (@).

Substituindo no segundo sistema temos que

9-f = [®g0 (L x f)lo[Zgo0 (L x f)], (2.3)
que se verifica uma vez que o segundo fator é invertivel.

Definicao 2.2.1 Seja . um sistema de equagoes diferenciais. Um grupo de sime-
trias do sistema .~ € um grupo local de transformacoes G agindo em um subconjunto
aberto M do espaco de varidveis independentes e dependentes do sistema com a pro-
priedade que se u = f(z) € solugio de & e g.f estd definida para g € G, entdo
u=g.f(x) € também solugcdo do sistema.

2.2.1 Prolongamento

Em seguida, analisaremos como G age sobre as derivadas de uma fungao e qual é a
variedade associada a um sistema . de equacoes diferenciais.
Dada uma fungao real suave f(z) = f(z?, ..., zP), existem

_(prtk-1
pk—( L >

diferentes derivadas parciais de ordem k. Vamos usar a notagao de multi-indice

d5f(x) = 8kf(:c)

- Qx Q2. Dk

para denotar essas derivadas. Nesta notagdo, J = (ji,...,Jk) é uma k-upla nao
ordenada de nimeros inteiros. A ordem de tal multi-indice, que serd denotada por
#J = k, indica a ordem maxima de tais derivadas. Mais geralmente, se f : X — U
é uma fungao suave de X C R? em U C R, u = f(z) = (fY(x), ..., f1(x)), sdo
necessarios ¢.py numeros u§ = 0 f*(z) para representar todas as diferentes derivadas
de ordem k das componentes de f em um ponto z. Seja agora Up = IR?P* com
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coordenadas u§,a = 1,...,q, e todos os multi-indices J = (jy,...,Jx) de ordem k,
designando a representacao das derivadas. O conjunto U™ = U x U; x ... x U, é 0
espago produto cartesiano em que as coordenadas representam todas as derivadas da
funcdo u = f(x) de todas as ordens de 0 a n. Note que U™ é um espaco euclidiano
de dimensao

p+n\ _ n
q+%n+~=+wn=q( . )zqﬁW

Um ponto tipico em U™ serd denotado por u™ e u(™ tem ¢.p™ componentes
diferentes u§ onde o« = 1,...,q, e J percorre todos os multi-indices J = (j1, ..., j)
com1 <5 <pel<k<n.

Dada uma fungao suave u = f(z), f : X — U, define-se o seu n-ésimo prolonga-
mento u™ = pr( f(x) pelas equacoes

ug = 0y f*(x).

pr™ f(z) é uma funcdo definida em X e com imagem no espaco U™. Para cada
ze X, prmf (x) é um vetor cujas q.p™ entradas representam os valores de f e
todas as suas derivadas até ordem n no ponto x.

Definicao 2.2.2 O espaco total X xU™, cujas coordenadas representam as varidveis
mdependentes, as varidveis dependentes e as suas derivadas até ordem n, € chamado
de espaco de jato de ordem n do espaco X X U.

Muitas vezes, nao estamos interessados em equagoes diferenciais definidas em todo
o espaco X X U mas apenas em um subconjunto M C X x U. Neste caso, nos
definimos o espaco de jato de ordem n

M™=MxU x..xU,

de M. Se u = f(x) é uma funcao cujo grafico estd em M, o n-ésimo prolongamento

pr™ f(z) é uma funcdo cujo grafico estd no espaco de jato M ™ de ordem n.
Suponha agora que nés temos um sistema de equagoes diferenciais de ordem n,

ou equivalentemente, uma subvariedade .75 do espaco de jato M™ c X x U™,

Teorema 2.2.1 Seja M um subconjunto aberto de X xU e suponha que A(x,u™) =
0 seja um sistema de ordem n de equacoes diferenciais definido em M, com a
subvariedade correspondente .x C M™ . Suponha que G seja um grupo local de
transformacoes agindo em M cujo prolongamento deiza .SA invariante, ou seja,
se (z,u™) € S entio prWg.(z,u™) € Sr para cada g € G de forma que
prWg.(x,u™) esteja definido. Entdo G € um grupo de simetrias do sistema de
equagoes diferenciais no sentido da Definicao 2.2.1.

Definicao 2.2.3 Seja M C X x U um aberto e seja v.um campo em M com
grupo (local) a 1 parametro correspondente exp(ev). O n-ésimo prolongamento de
v, denotado por pr™v, é o campo no espaco de jato M™ de ordem n definido por

d

e

pr(n)v‘(x,u(”)) =
para qualquer (x,u™) € M),
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Em outras palavras, desde que (x,u(”)) € M™ consiste de todas as varidveis
independentes (z',...,27) e todas as derivadas u$ de varidveis dependentes até a
ordem n, um campo em M ™ toma a forma geral

* . za : J a
v —;ﬁaxﬂrZZ%a—W?

a=1 J

onde 0 < #J < n e os coeficientes &', ¢J podem depender de todas as varidveis
(z,u™). Neste caso, v* é o prolongamento pr™v do campo

N 0 < 0
vV = ;5 ($’u)8xi + ;qba(x,u)%.
Definigao 2.2.4 Seja
Ay(z,u™) =0, v=1,..1

um sistema de equagoes diferenciais. O sistema € de posto mdximo se a matriz
Jacobiana | x (p + qp™), dada por

0N, OA,
dxt’ Qus

Ja(z,u™) = ( );

de A com respeito a todas as varidveis (z,u™) é de posto | sempre que A(z,u™) =

0.
Teorema 2.2.2 Seja
Ay(z,u™) =0, v=1,..,1,

um sistema de equacoes diferenciais de posto mdzrimo definido sobre M C X x U.
Se G ¢ um grupo local de transformagoes agindo em M, e

privA,(z,u™)] =0, v=1,..,1,

sempre que Az, u™) = 0, para cada gerador infinitesimal v de G, entdo G € um
grupo de simetrias do sistema.

Definicao 2.2.5 Seja P(x,u™) uma funcio suave de z,u e as derivadas de u até
ordem n, definida em um subconjunto aberto M™ C X x U. A derivada total
de P em relagdo a & é a tinica funcio suave D;P(x,u™V) definida em M®™+) ¢
dependendo das derivadas de u até ordem n + 1, com a sequinte propriedade: se
u= f(x) € uma fun¢ao suave qualquer entdo

aﬂP@mMWﬂ@ﬂ- (2.4)

DiP(x’pr("“)f(x)) = or
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Proposicao 2.2.1 Dada P(z, u(")), a i-ésima derivada total de P tem a forma geral

OP . OP
DzP: O +;;U(}7ia—u?‘], (25)

onde, para J = (j1,..., Jk),

. Oug _ Ok H e .
T Qat T Qaidad ... Qxiw
Em (2.5) a soma € efetuada sobre todos os J’s de ordem 0 < #J < mn, onden € a
deriwada de maior ordem que aparece em P.

A maior ordem da derivada total é definida em analogia com a notagao de maior
ordem da derivada parcial. Explicitamente, se J = (ji, ..., Jx) é o multi-indice de
ordem k, com 1 < j3 < p, para cada 3, entao

Dy = D;,Dy,...D;,.

O proximo teorema apresenta uma forma algoritmica de encontrar o n-ésimo
prolongamento de um campo. Desta forma, podemos fazer uso de programas com-
putacionais de manipulagao algébrica para viabilizar o processo.

Teorema 2.2.3 (Férmula Geral do Prolongamento) Seja

o 0 < 0
v = Zfl(x,u)% + Z@Y(x,u)%
i=1 a=1

um campo definido em um subconjunto aberto M C X x U. O prolongamento de
ordem n de v € o campo
! 0
M)y — J (n)
r'v =v + T, U 2.6
p QEI % o ) s (2.6)

definido no espaco de jato correspondente M™ C X x U™ . O sequndo somatdrio é
efetuado sobre todos os multi-indices J = (j1, ..., ji) ndao ordenados, com 1 < jp < p,
1 <k <n. As funcées ¢? de pr™v sio dadas pela formula

¢l =Dy(¢a— > ul)+ Y &u,, (2.7)
=1 =1

onde uff = Ou®/0x’, e uG,; = du§/ox".
A demonstracao do teorema 2.2.3 esta feita em [1].

Teorema 2.2.4 Suponha que v e w sao campos suaves em M C X x U. FEntao
seus prolongamentos tém as propriedades:

pr®™(ev + dw) = cpr™v + ¢ prWw,
para ¢, ¢ constantes, e

prWv, w] = [pr™v, pr™w]. (2.8)
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Corolario 2.2.1 Seja A um sistema de equacoes diferenciais de posto mdximo
definido sobre M C X x U. O conjunto de todas as simetrias infinitesimais do
sistema forma uma dlgebra de Lie de campos em M. Além disso, se esta dlgebra de
Lie tem dimensao finita, o grupo de simetrias do sistema € um grupo de Lie local
de transformacgoes agindo em M.

No préximo capitulo, aplicaremos as defini¢oes e resultados apresentados para

calcular os geradores infinitesimais de simetrias do sistema de equagoes nao ho-
mogeéneas da teoria linear da elasticidade em um meio isotrépico.

16



Capitulo 3

O problema termoelastico linear

Considere um ponto qualquer de um meio elasticamente homogéneo e isotrépico
(meio cujas propriedades fisicas sdo as mesmas em todas as dire¢oes em um mesmo
ponto). Seja u = u(x,y, z,t) o vetor deslocamento deste ponto com z,y, z sendo as
coordenadas espaciais e t o tempo, o o tensor das tensoes, £ o tensor simétrico das
deformacoes, f a resultante das forcas méssicas por unidade de massa e *G o tensor
de proporcionalidade entre o e €.

A teoria linear da elasticidade se apdia sobre trés equacoes:

1. A equacao diferencial vetorial do movimento elastico, denominada equacao de
Navier, dada por

0*u

= 'OW’ (3.1)

pf + div(o)

onde a constante p é o quociente da massa especifica pelo médulo de elastici-
dade de comparagao.

2. A equacao tensorial das pequenas deformagoes:

2¢ = Vu + V. (3.2)

3. A Lei de Hooke generalizada, ou lei de Duhamell-Neuman, que pode ser escrita
como

o =G :e. (3.3)

Essas equagoes, (3.1), (3.2) e (3.3), formam um sistema que é a base do problema
termoelastico.
Da mesma forma que foi feito em [5], defina
L.,
= u- f7

onde f, g e h sdo constantes. Fazendo as substitui¢oes acima em (3.1), (3.2) e usando
(3.3), obtemos
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(. 0?*u
div(o) = P

9% — Vu + VT (3.4)

L o =G : ¢.

Escrevemos G, para esse caso, da seguinte forma:

A2 A A0 0 0
A A+22 A 0 0 0
A A A+20 0 0 0
4y
G = 0 0 0 2z 0 0 |° (3.5)
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u

onde 4 e A sdo as constantes de Lamé (ver [8]).
Em notagao tensorial, (3.3) assume a forma

4
045 = Gij EIEKL-

Como *G ¢ simétrico, ou seja, *Gyj w =*Gji 1 =*Gji x =*Gij 1, podemos usar uma
notacao alternativa 4Gij w =G, ,. Defina a relacao ij — w, kl — v dada por
11— 1,22 — 2,33 — 3,12 — 6,13 — 5,23 — 4. Resolvendo o sistema (3.4) para
u, obtemos o sistema de equacoes diferenciais

(A= (A4 20) (u)ao + (A + p) (U2)zy + (A + 1) (u3)a
+ ﬂ(ul)yy + :u(ul)zz - p(u1>tt =0

AQ = ()\ + /JJ) (Ug)yz + ()\ + M) (ul)xy + (>\ + 2/1) (u2)yy

+ (u2) s 4 p(ts)ss — plus)y =0 (3.6)

Az = (>‘ + PJ) (ul)xz + O‘ + PJ) (UQ)yZ + ()‘ + 2:“) (u3)zz
[+ wlus)yy + p(uz)ee — p(us)e =0,

onde u = (uy, ug, ug).

O objetivo desta dissertacao é a obtencao de solugoes de (3.6) explicitas e que
sejam invariantes sob certas simetrias.

Como z,y, z,t sao variaveis independentes entao, de acordo com a notagao da
secao 2.2.1, p é igual a 4 e, sendo uy, ug, us as variaveis dependentes, ¢ é igual a 3.
Como o sistema (3.6) é de segunda ordem, de acordo com a definigao 2.2.2, vamos
identifici-lo com a subvariedade X x U®).

Sejam x = w1,y = 9,2 = x3,t = x4 e considere o campo vetorial em X x U

L0 &, 0
VZ;& axi_'_;(baa_ua-
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Baseado na teoria do capitulo anterior, vamos encontrar os geradores infinitesimais
de simetrias para (3.6) utilizando o teorema 2.2.3 (para calcular o segundo prolonga-
mento) e o teorema 2.2.2 (que nos permitird impor condi¢oes para encontrar tais
geradores). Feito isso, obtemos um sistema com 1206 equagoes (ver CD anexo) que
nos permite calcular ¢, i = 1,...,4, e ¢o, a = 1,..., 3. E importante ressaltar a
necessidade do uso de programas de manipulacao algébrica para encontrar os gera-
dores infinitesimais. Para escrever tal sistema com 1206 equacoes e resolvé-lo para
€, i=1,...,4, e ¢o, = 1,...,3, nés usamos o sistema de computacao algébrica
MAPLE. Foram desenvolvidas rotinas para a obtencao das equagoes e a resolucao
das mesmas foi feita interativamente. Apresentamos abaixo as solucoes obtidas para

Ei=1...4,¢ed¢y, a=1,..3:

¢ = cm+ oy — coxa + co,

£ = cyxs+ 120 + cor1 + Cs,

& = —cma+ ars — 5Ty + ce,

¢ = cxg+oes,

¢1 = f(Il, To, T3, Z’4) -+ C11U1 — ColU2 -+ CsUs,
¢s = g(x1,%2,T3,Tq) + CoUly + C11U2 + CauUs,
3 = h(xy,22,23,24) — C5U1 — CaUs + C11Us,

onde f, g, h sao funcoes quaisquer e os ¢; sao constantes. Dai, obtemos os seguintes
campos vetoriais que geram a algebra de Lie do grupo de simetrias de (3.6):

0 0 0 0
X1 = $1a—m+I28—m+$38—%+$46—“, (37)
0
X, = — 3.8
2 81’4’ ( )
0 0 0 0
X3 = —XT9 8273 + T3 a[L'Q — U2 811,3 + us (’9u27 (39)
0 0 0 0
X, — _ U g — 1
4 3 8x1 “ 8x3 “ 8u3 * U3 aul’ <3 O)
0
Xs = — A1
b 62337 (3 )
Xe¢ = -z 0 +x —u +u (3.12)
6 = 28I1 1(91’2 28u1 18U2’ )
0
X = — 1
0
Xg = — 14
8 8&61’ <3 )

8u1 8u2 8u3 ’

Abaixo temos a tabela dos comutadores para essa algebra de forma que [X;, X]]
representa o colchete da i-ésima linha com a j-ésima coluna:
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Xo X)X X Xy Xy X5 X Xo Xs X
X, 0 —X, 0 0 -X; 0 —-X; —Xs O
Xo | X O 0 0 0 0 0 0 0
X 0 0 0 X¢ -Xr —X4 Xs 0 0
X, 0 0 -X¢ 0 —X¢ X5 0 X5 0
Xs |Xs 0 X, Xg 0 0 0 0 0
X 0 0 X, -X; 0 0 Xs —-X; 0
X, |Xs 0 —Xs 0 0 —-Xs O 0 0
Xs | Xs O 0 -Xs 0 X; 0 0 0
X 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A tabela dos comutadores nos permitira encontrar, na secao 4.2, as subalgebras de
dimensao trés. Para cada subalgebra, determinaremos solugoes invariantes (defini¢ao
4.1.1) explicitas.
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Capitulo 4

Solucoes invariantes

Neste capitulo, vamos encontrar solugoes invariantes (definigao 4.1.1) para o sistema
(3.6). Na se¢ao 4.1, aprensentamos um método algoritmico para transformar o
sistema de EDP’s (3.6) em um sistema de EDO’s. Feito isso, a segao 4.2 traz a
definicao de representacao adjunta e alguns resultados que permitem construir uma
relacao de equivaléncia entre subalgebras, simplificando assim o nosso trabalho.
Finalmente, na secao 4.3, iremos usar a teoria das secoes anteriores para construir
solugdes invariantes para o sistema (3.6).

4.1 Construcao de solugoes invariantes

Definigao 4.1.1 Considere A um sistema de EDP’s definido em um subconjunto
aberto M C X x U C IRP x IR? do espaco de varidaveis independentes e dependentes.
Seja G um grupo local transformacoes agindo em M. Defina solugao G-invariante de
A como uma solug¢io uw = f(x) cujo grifico 'y = {(x, f(x))} C M € um subconjunto
localmente G-invariante de M.

Se G é um grupo de simetria do sistema A, entao, sob alguma hipdtese adicional
de regularidade na acao de G, nés podemos encontrar todas as solugoes G-invariantes
de A resolvendo o sistema reduzido de equagoes diferenciais denotado por A/G, que
terda menos varidveis independentes do que o sistema original A. Para ver como a
reducao do sistema é efetuada, assumiremos que G age de maneira projetdvel em M.
Isso significa que todas as transformagoes em G terdo a forma (Z,4) = g.(v,u) =
(Z4(2), @y(z,u)), ou seja, as mudancas nas varidveis independentes x ndo dependem
das variaveis dependentes u. Existe entao uma agao de grupo projetada = = g.x =
Eg(x) em um subconjunto aberto € C X. Sob essas condigdes, o teorema 2.1.3
implica que existem localmente p — s invariantes funcionalmente independentes y! =
n*(z),...,y?~% = nP~*(x) da acdo de grupo projetada em 2 C X. Como cada uma
dessas funcgoes é um invariante da acao completa do grupo em M, ndés podemos
encontrar ¢ invariantes adicionais da acao de G em M. Nés podemos escrever a
colecao completa de invariantes concisamente como

Yy = 77(95)7 U= C(Ia u) (41)

Na construcao do sistema reduzido de equacoes diferenciais para as solucoes G-
invariantes de A, os y’s serdo as novas variaveis independentes e os v’s serao as
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novas variaveis dependentes. Note que existem p — s variaveis independentes no
sistema reduzido, i.e., y', ..., y?~%, onde s é a dimensao das érbitas de G.

Agora temos uma correspondéncia biunivoca entre as fungoes G-invariantes u =
f(z) em M e fungbes arbitrarias v = h(y) envolvendo as novas varidveis. Para
explicar tal correspondéncia, usaremos o teorema da funcao implicita para resolver
o sistema y = n(x) para p — s variaveis independentes, digamos T = (2%, ..., 2% ),
em termos das novas varidveis y',...,y? " e as s restantes varidveis independentes,
&= (29", ...,27). Assim temos a solugao

T =(&,y)

para alguma funcao 7 bem definida. As p — s variaveis independentes antigas T
sao chamadas de wvaridveis principais, e as s restantes destas variaveis, Z, sao as
variaveis parameétricas.

A expressao das varidveis  em termos das variaveis principais é restrita apenas
pela condigao de que a submatriz (917 /9Z") ()—s)x (p—s), da matriz Jacobiana completa
On/0x, seja invertivel, permitindo a aplica¢ao do teorema da fungao implicita.

Nés precisamos assumir a condigao de transversabilidade da acao de G em M,
ou seja, precisamos assumir que o posto da matriz (9n'/0u®, (*/OuP)T seja igual
a ¢, para que seja possivel resolver o outro sistema de invariantes v = ((z,u) para
todas as varidveis dependentes u!, ..., u? em termos de z', ..., 27, e v!, ..., 0%, e assim
em termos das novas variaveis y, v e as variaveis paramétricas z:

u=0(z,v) = 6(z,v(2,y),v) = 6(i,y,v) (4.2)

na vizinhanga de qualquer ponto (zg,ug) € M.
Se v = h(y) é qualquer fun¢ao suave , entao (4.2) junto com (4.1) produzem uma
funcao G-invariante correspondente em M da forma

u= f(x) =0(z,n(x), h(n(z))). (4.3)

Reciprocamente, se u = f(x) é uma fun¢ao G-invariante qualquer em M, entao nao
é dificil ver que existe necessariamente uma fun¢ao v = h(y) tal que f e uma funcao
d =0(z,n(z),h(n(z))) coincidem localmente.

Felizmente, o procedimento para encontrar as solugoes invariantes de um sistema

de equagoes diferenciais parciais é algoritmico e segue os passos na ordem dada
abaixo (ref. [1]):

1. Encontre todos os geradores infinitesimais v do grupo de simetrias do sistema
usando o método de prolongamento ja visto no teorema 2.2.2.

2. Decida o ”grau de simetria”s das solugoes invariantes. Aqui 1 < s < p ird
corresponder a dimensao das érbitas de algum subgrupo do grupo completo
de simetrias. O sistema reduzido de equacoes diferenciais dependera de p — s
variaveis independentes. Assim para reduzir o sistema de equacoes diferenci-
ais parciais a um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, nés precisamos
escolher s =p — 1.
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3. Encontre todos os subgrupos de dimensao s do grupo completo de simetrias,
G, encontrado na parte (1.). Isto é equivalente a (ver [1], teorema 1.51) en-
contrar todas as subdlgebras de dimensao s da &algebra de Lie completa de
simetrias infinitesimais v. Para cada subgrupo ou subalgebra existirda um con-
junto correspondente de solugoes invariantes refletindo as simetrias inerentes

aG.

4. Fixando o grupo de simetrias G, nds construimos o conjunto completo de
invariantes funcionalmente independentes que dividimos em duas classes:

yl = /’71('1;7u)7""yp_5 :/’7p

vt = z,u), .00 = (U x,u), (4.4)

correspondendo as novas varidveis independentes e dependentes respectiva-
mente. Se GG age de maneira projetavel, a escolha das variaveis independentes
e dependentes ¢é tal que os n*’s sejam independentes de w.

5. Provado que G age transversalmente (ver [1], proposigao 3.37) podemos re-
solver (4.4) para p — s dos z’s, que denotamos por Z, e todos os u’s em termos
de y, v e as s variaveis paramétricas Z:

T =(2,y,v), u=0(2,y,v). (4.5)

Portanto, considerando v como fungao de y ndés podemos usar (4.4), (4.5) e a
regra da cadeia para encontrar expressoes para as derivadas de x de qualquer
invariante u em termos de y, v e derivadas de v nas varidveis y e T:

u™ =50 (&, y,0™). (4.6)

6. Substitua as expressoes (4.5), (4.6) no sistema A(z,u™) = 0. O sistema de
equacoes resultante sempre serd equivalente a um sistema de equagcoes diferen-
ciais para v = h(y) independente das varidveis paramétricas Z:

A/G(y,v™) = 0. (4.7)

Agora temos o sistema reduzido de equagoes diferenciais para as solugoes G-
invariantes.

7. Resolva o sistema (4.7). Para cada solugdo v = h(y) de A/G existe uma
solugdo G-invariante correspondente u = f(z) do sistema original, que é dada
implicitamente pela relagao

§($7 u) = h[n(:ﬂ, u)]

Repetindo os passos de 4. a 7. para cada subgrupo de simetrias G determi-
nado em 3., teremos o conjunto completo de solucoes invariantes para o nosso
sistema.
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4.2 Classificacao de solugoes invariantes

Proposicao 4.2.1 Seja G um grupo de simetrias de um sistema de equacoes dife-
renciais A e seja H C G um subgrupo a s parametros. Se u = f(x) € uma solu¢do
H —invariante para A e g € G € um elemento qualquer do grupo, entdao a funcdao
transformada u = f'(x) = g.f(x) € uma solucio H-invariante, onde H = gHg™" é

o subgrupo conjugado a H sob g.

Seja G um grupo de Lie. Para g € G, a conjugagao K,(h) = ghg™!', h € G,
determina um difeomorfismo em G. Além disso, K, 0 Ky = K,y, K. = 1, assim
K, determina uma ac¢ao global de G nele mesmo, com cada aplicagao de conjugacao
K, sendo um homomorfismo.

Definicao 4.2.1 A representagdio adjunta dK, : T,G — Tx,1)G € uma aplicagdo
linear na dlgebra de Lie de G que preserva a invariancia a direita:

Ad g(v) = dK,(v), vV Eg.
Observe que a representacao adjunta nos dd uma acao linear global de G em g:
Ad g.d = Ad go Ad ¢, Ade=1.

Proposicao 4.2.2 Sejam H e H subgrupos de Lie conexos e com dimensao s de
um grupo G com subdlgebras de Lie by e by, respectivamente, da dlgebra de Lie g de

G. Entao H = gHg™ ' e H sdo subgrupos conjugados se, e s se, h = Ad g(h) sao
subdlgebras conjugadas.

Suponha agora que v gera um subgrupo a 1 parametro correspondente a trans-
formagao {exp(ev)} e seja ad v o campo vetorial em g que gera o grupo a um
parametro correspondente a transformacao adjunta:

ad v]w = Ad exp(ev)w, wEg.

dE e=0

Proposicao 4.2.3 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Para cada v € g,
o vetor adjunto ad v.em w € g €

ad V| = [w,v] = —[v, w].
Podemos agora reescrever a representagao adjunta a partir das séries de Lie (ver

[1]):
Ad exp(ev)(wy) = Z

n=0

(ad v)"™(wy)

=%

= wo—e[v,wq] + ;[V, [V, wol] — ... (4.8)

Para o caso termoeldstico, encontramos a partir de (3.6) os campos Xj, ..., Xo (ver

(3.7) a (3.15)) que geram a algebra de Lie para o sistema correspondente. Para cal-
cular a representagao adjunta, vamos usar (4.8) e a tabela dos comutadores [X;, X/,
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i,7=1,...,9. Abaixo, segue a tabela adjunta:

Ad X3 X, X3

X, X, exp(e) Xy X3

X2 X1 - 6X2 XQ X3

X3 X1 XQ X3

X4 X1 X2 COS(S)Xg + Sin(E)Xﬁ

X5 | X1 —¢eX5 Xy X3 —eXq

Xs X Xs cos(e) X3 — sin(e) Xy

X7 X1 - 6X7 XQ X3 + €X5

Xg X1 - €X8 XQ X3

Xg X1 X2 X3

Ad X4 X5 XG
X1 X4 61‘])(8)X5 XG
X2 X4 X5 XG
X3 | cos(e) Xy — sin(e)Xg  cos(e) X5 + sin(e) X7 sin(e) Xy + cos(e) X
Xy Xy cos(e) X5 + sin(e)Xg  —sin(e) X3 + cos(e) X
X5 Xy —eXg X5 Xs
Xe | sin(e)Xs + cos(e) X,y X5 X
X7 X4 X5 Xﬁ + €X8
Xg X4+ €X5 X5 X6 - 5X7
Xg X4 X5 XG
Ad X7 Xg Xg

Xi exp(e) X7 exp(e)Xs Xo

X2 X7 Xg Xg

X3 —Sin(S)X5 + COS(E)X7 Xg Xg

Xy X —sin(e) X5 + cos(e) X Xy

X; X- Xq X,

Xo | cos(e)X7—sin(e)Xg  sin(e) X7+ cos(e)Xs Xy

X7 X7 Xg Xg

Xg X7 Xg Xg

Xg X7 Xg Xg

Acima, temos que o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é dado por
Ad exp(e X;)(X;).

Essas tabelas foram obtidas através da aplicacao de rotinas desenvolvidas para

o sistema MAPLE (ver CD anexo).

Definicao 4.2.2 Seja G um grupo de Lie.
parametros € uma lista de subgrupos a s parametros nao equivalentes por conjugagao
e que tem a propriedade de que qualquer outro subgrupo de G € conjugado a precisa-
mente um subgrupo desta lista. Similarmente, a lista de subdlgebras a s parametros
forma um sistema otimo se cada subdlgebra a s parametros de g € equivalente a um
unico membro da lista sob algum elemento da representacdo adjunta: 6 = Ad g(bh),
geQqG.
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Como foi visto na secao 4.1, o passo 2. do algoritmo para encontrar solugoes
invariantes para o sistema (3.6) é decidir o grau s de simetria das solu¢oes invariantes.
Ja que o numero p de variaveis independentes é 4, vamos tomar s = 3. Dessa forma,
obteremos um sistema reduzido A/G de equagdes diferenciais com p — s =4 — 3 =
1 variavel independente, ou seja, A/G serd um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias.

De acordo com o passo 3. do nosso algoritmo, devemos encontrar agora todas
as subalgebras de dimensao 3. Além disso, devemos encontrar o sistema 6timo de
subdlgebras de dimensao 3 pois as demais subdlgebras serao equivalentes a algum
elemento da lista do sistema 6timo segundo a definicao 4.2.2.

Neste trabalho, nos restringiremos a obtencao de subalgebras de dimensao 3 do
nosso sistema checando se subconjuntos de trés quaisquer dos X;,7 = 1,...,9 sao
fechados sob o colchete de Lie. A partir da tabela dos comutadores, encontramos as
subalgebras de dimensao treés:

{X5, X7, Xs},{ X5, X7, Xo}, { X5, Xs, Xo}, { X6, X7, Xs}, { X7, X5, Xo}, { X1, Xo, X5},
{X1, Xo, Xy}, { X1, Xo, X5}, { X1, Xo, X6}, { X1, Xo, X7}, { X1, Xo, Xg}, { X1, Xo, Xo},
{X1, X3, Xe}, { X1, X3, Xo}, { X1, Xu, Xo}, { X1, Xy, Xo}, { X1, X5, Xe}, { X1, X5, X7},
{X1, X5, Xs}, { X1, X5, Xo}, { X1, X6, Xo}, { X1, X7, Xs}, { X1, X7, Xo}, { X1, X5, Xo},
{Xo, X3, Xg}, { X2, X3, Xo}, {Xo, Xy, X7}, {Xo, Xy, Xo}, { X2, X5, Xg}, { Xo, X5, X7},
{Xo, X5, Xg}, { X2, X5, Xo}, { X, X6, Xo}, {Xo, X7, Xs}, { X2, X7, Xo}, { X2, Xs, Xo},
{X3, Xy, X6}, { X3, X5, X7}, { X3, Xs, Xo}, { Xy, X5, Xs}, { Xy, X7, Xo}, { X5, X6, Xo}.

Usando a relacao de equivaléncia dada na definicao 4.2.2 e a tabela adjunta, obtemos
a lista do sistema 6timo:

{ X5, X7, Xs}, { X5, Xo, Xo}, { X1, Xo, X3}, {X1, Xo, X5},
{X1, Xo, Xo}, { X1, X3, Xo}, { X1, Xu, X7}, {X1, X5, X7},
{ X1, X5, Xo}, { X, X, X}, {Xo, X3, Xo}, { X, X5, X7},
{Xa, X5, Xo}, { X3, Xu, Xe}, {Xu, X5, X}, {Xu, X7, Xo}.

Daqui em diante, iremos analisar cada subalgebra da lista do sistema 6timo com o
objetivo de encontrar solugoes invariantes para o sistema 3.6.

4.3 Solucoes invariantes para o problema
termoelastico

4.3.1 Solugoes invariantes sob {Xj, X7, Xg}:

Temos que
0
Xy = —
5 az )
0
X; = —
7 ay Y
0
Xg = —.
s ox



Para encontrar os invariantes para esta subalgebra fagcamos uso do teorema 2.1.3 e
a pequena exposicao tedrica que o segue (para os demais casos a idéia é andloga).
Temos o seguinte sistema:

X;(¢) =0, 1=05,7,8,
que possui o sistema caracteristico
dr = dy = dz.

Os invariantes para esse sistema sao w; = u;,7 = 1,2,3, e t = 7. Pela teoria da
secao 4.1, obtemos as novas variaveis

wi:wi(T), 1= 1,2,3
e fazendo a substituigdo no sistema (3.6), temos
0 = P(wi)ﬂ-
= w; = a7+ bz
= U; = ait + bi,

onde 7 =1,2,3. Assim, u; = a;t+b;,1 = 1,2, 3, é solucao invariante sob a subélgebra
gerada por X5, X7 e X8 para o sistema (3.6).

4.3.2 Solugoes invariantes sob {X,, X3, Xs}:

0
X, = —
2 ata
3 Yo: "oy T ous T “Couy
0
X3 s
Note que
a¢
X = — =
Q(C) at 07

ou seja, se ( é invariante para tal subalgebra entao ( independe de t. Entretanto, tal
caso ja foi tratado em [7] assim como todas as subalgebras do nosso sistema étimo em
que aparece o campo Xo. Dessa forma, além de { X5, X3, Xg},nao iremos trabalhar
com as subzilgebras {Xl, XQ, X3}, {Xl, XQ, X5}, {Xl, XQ, Xg}, {XQ, X3, Xg},

{XQ, X5, X7} (§ {XQ, X5, Xg}

4.3.3 Solugoes invariantes sob {Xj, X7, Xo}:

Temos que
0
X5 = %;
X7 = )
Xo = “Wiﬁ”aiﬁ“%i



e o conjunto completo de invariantes é dado por

xr = 7]17
(51
— = T2,
Uz
Uus
— = 13,
Uz

t = Na.-

Porém, neste caso, a submatriz (9’ /0u;), j € {1,2,3,4}, i = 1,2,3, nio tem

posto 3, isto é, a nossa teoria nao pode ser empregada.

De fato, nao tendo tal

submatriz nao podemos aplicar o teorema da funcao implicita para expressar os u;
em funcao dos invariantes. Dai, nao podemos construir solugoes invariantes para

esta subdlgebra.

Em {X17 X37 X9}7 {X37 X47 X6}7 {X17 X57 X9}7 {X47 X57 XS} € {X47 X77 Xg} temos

o mesmo problema e ficamos impossibilitados de construir solugoes invariantes nestes

Casos.

4.3.4 Solugoes invariantes sob { X, X5, X7}:

0 0 0 0

Xy = z— — —
! x@x+y8y+28z+ ot’
0
X; = —
5 827
0
X; = —.
7 oy
Os invariantes para esta subalgebra sao:
w; = U4, i:1,2,3,
N
t
Substituindo em (3.6) as relagdes obtidas acima, temos que
d*w (1) dw (1)
A+ 2p — pr® =2 4.9
[(A+20 = pro)]— 5 T (4.9)
d*wy(r dwy(r
(n— pr) T2 g T02T) (4.10)
d*ws(r) dws(r
(1 = pr?)] d; =2r ;’: ) (4.11)

Note que as trés equacoes sao independentes e assim podem ser resolvidas separada-

mente.

(4.9) = w(r)
(4.10) = ws(r)

(4.11) = ws(r)

Ch + Cy / A+ 2p — pr?| VP dr, (4.12)
Cs + 04/ i — pr?| VP dr, (4.13)
Cs + C’6/ i — pr| VP dr, (4.14)
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onde (1, ..., Cy sao constantes reais.
Como os valores das integrais em (4.12), (4.13), (4.14) variam conforme o valor
associado a p, vamos considerar dois casos para p.

e Considere p=1:

Resolvendo (4.12), (4.13) e (4.14), temos

r 1
= O, +6,C tanh 4.15
wy | + 61Cy arctan (\/A+2u) o (4.15)
T 1
wy = Cg+ 0,Cyarctanh (ﬁ) ﬁ, (4.16)

1
wz = Cs5+ 03Csarctanh (#) ﬁ (4.17)

Onde #; = £1,i = 1,2, 3. Usando as relacoes

Wiy = Uy, i:172737
x
r = -
t
obtemos
u = C;+6,C arctanh( ‘ ) ! (4.18)
! P tVA+20) VA+2p '
T 1
uy = C3+4 0;C arctanh (—) —, 4.19
2 3+ 020y i) Ui (4.19)
T 1
ug = (54 05Csarctanh (—) —. 4.20
3 5 + 0306 i) Vi ( )

Portanto u;,7 = 1, 2,3 ¢ solugao invariante sob essa subalgebra com p = 1.

o Considere p qualquer:

Defina agora k tal que esta constante assume os valores k = A +2uou k = p e

considere a equagao

d*w(r) _ 2rdw(r)'
dr? dr

[(k = pr?)] (4.21)
Uma vez encontrada a solu¢ao w(r) da equagdo (4.21), fazemos as substituigdes
w = w; e k = XA+ 2u para obter a solugdo wi(r) de (4.9). Dali, basta substituir
uy = wy e r = x/t na expressao de w;(r) para obter u;(x,t). Da mesma maneira,
obtemos uy(z,t) e uz(x,t) porém é preciso substituir k = p e ndo k = A + 2u.

Note que (4.21) possui dois pontos singulares regulares que sao ro = /k/p e
ry = —y/k/p. Resolvendo (4.21) via método de Frobenius (ver [9]), suponha que

w(r) = Z cpr”

n=1
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é solugao de (4.21) em uma vizinhanga do ponto ordinario » = 0. Substituindo essa
expressao de w(r) em (4.21), obtemos, do coeficiente de r°, ¢; = 0 e, do coeficiente
de rt, c3 = 2.1.¢;/(3.2.k). Ainda, temos a relagio de recorréncia dada por

n(n—1)p+2n
“n+2)n+ Dk

Cny2 =

Dai, nota-se que todos os coeficientes com indice par, com excecao de cg, sao zero.
Desenvolvendo a relacao de recorréncia e simplificando-a, temos que

— (p/F)"T((pn + 1)/ p)r**!
= . 4.22
w(r) = nz 2n+ 1 (n+1) (4.22)
Essa série converge absolutamente em (—+/k/p,\/k/p). Abaixo, seguem as ex-
pressoes de u;, 1 = 1,2,3, em torno de ¥ = 0:

_ a1 = (p/ (A +20) T ((pn + 1)/ p) (/1)
uy = ag+ I'(1/p) ; (2n+1)(n+1) 5
_ b o (p/W)"T((pn +1)/p)(w/t)*" !
s I'(1/p) nzzo (2n+ 1)T(n+ 1) ’
— . 1 = (p/w)"T((pn +1)/p)(x/t)>+
uz = ¢+ I'(1/p) > 2n+ )l(n+1) :

I
o

n

Agora, vamos obter solugoes de (4.21) em vizinhanga do ponto singular r5. A
solugao em uma vizinhanga de ry é determinada de modo andlogo a solugao para
uma vizinhanga de ry e portanto omitiremos este caso.

Defina & = r — ry e substitua na equagao (4.21) para obter

dw

)= (4.23)

. d*w .
[k —p(z +T0)Q]ﬁ =2(Z + 1o

que tem ponto singular £ = 0. Seja

o0

w = g CnT"

n=0

solugdo em uma vizinhanga do ponto singular £ = 0. Substituindo a expressao de
w em (4.23) temos

= —ch+1px (n+1+4p)(n+p) (1+2r) +2¢,3"7 (n+p)

— cop xp pip—1)(1+2r). (4.24)
Da equacao indicial, obtemos pg = 0 e p; = 1 com 1 + 2ry # 0. Observe que para
a determinagdo da solugdo em torno de ry, o caso r; = —1/2 deve ser levado em
consideracao.
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Temos de (4.24) a seguinte rela¢do de recorréncia:

Cp,
2 .
p(n+1+4+p)(1+2ry)

Cnt+1 = —

Substituindo p = 1 na relagcao acima desenvolvendo a mesma, obtemos a expressao
de ¢,11,n > 0, em funcgao de cy:

(_2)n+1 o
P (n 4 2)1 (1 +27)" T

Cn+1 =

Dessa forma, temos que a primeira solugao de (4.23) é dada por

= (—2)" coa™ !

Wi = n
(1 nzz()p"(n+1)! (14 2rg)

= —1/2¢co(p+2pro)e” e (1 —e ﬂ+éiPT0> . (4.25)

Como a diferenca entre py e p; é um numero inteiro, a segunda solucdo de (4.23)
pode ser escrita da forma

wi) = aln (Z) Z cnd" T+ Z b, ",
n=0 n=0

onde T > 0, a é uma constante que pode ser zero e os ¢, sao os coeficientes da
solucao wp. Os coeficientes b, sao obtidos a partir da substituicao da expressao de
wi) em (4.23):

0 = Z2pa:c Cn_3(n—2) —1—233 (n—2)b,_2p (n—3 Z:z: Cn_3ap

n=3 n=4
+ Z4£”cn_2apro (n—1)+ Z 27" (n— 1) bp_1pro (n —2)
n=2 n=3

— i 21", _sapry + i 21"c,,_sa + i 27" (n—2)bp_o + i 22" c,_sary
n=2 n=3 n=3 n=2

+ Z 21" (n - 1) bn—1r0~
n=2

Temos
by = —coalp+1), (4.26)
249 1)°
b, = 1/4coa(p +279 (0 +1)"+p)) (4.27)

Top (,O—i- ].) (1 +27”0)

b1 = [-2pac,_3(n—2)—(n—2)b,_2p (n—3)+ cp_sap
— deyaapro(n—1)+2¢, saprg—2c,_3a—2 (n—2)b,_o — 2¢,_oary)]
/ 2(n—=1)pro(n—2)4+2 (n—1)r
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—y [(a (—2)n_3 (p (—2n+5)—2) +9 (—2)"_2 arg (p (—2n+3) — 1)> "

P31 (0 — 1) (14 210)"° P20 (n+1) (14 279)"

+ (—(n—2)p(n—3)—2n+4)bn_2}

Lﬂo(n—n <p1n—2p+1>]

onde n > 4 na ultima expressao.
Portanto, temos que

w = A wy + B wy,

(4.28)

onde A e B sao constantes, é a solugao geral de (4.23) na vizinhanga do ponto
singular z = 0. Feito isso, substitua £ = r —ry na equagao anterior para encontrar a
solucdo geral de (4.21) na vizinhanca do ponto singular r = rq. Em seguida, repita
0os mesmos passos do caso da solucao em vizinhanca de um ponto ordinario para
obter as expressoes de u;, 7 = 1,2, 3 a partir de w. Abaixo, seguem as expressoes de

u;, 1t = 1,2,3 em torno do ponto singular r = rq:

onde A; e B;, i = 1,2,3, sao constantes. Os termos c(()i) e bgf),i = 1,2,3 sao dados
pelas expressoes de ¢ (ver (4.25)) e b, (ver (4.26), (4.27) e (4.28)) obtidos nas
solugoes w € wy; porém com uma observagao: no caso de u; € preciso mudar k por

A+ 2 enquanto que nos casos uy € ug deve-se trocar k£ por i nas expressoes.
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4.3.5 Solugoes invariantes sob { X, Xy, X7}:

Temos que
X = ol gyl 22442
T T y@y 0z Ot
o 00 0 D
S e P P
0
X; = —.

Nesta subalgebra, obtemos os invariantes

m = \Jud+ui,

T2 = Uy,
U3 — 2Uy
ny = — .
Zus + wx

Seja f = f(x,y, z,t,u1, uz, u3z) o quarto e iltimo invariante. Sabemos que X7(f) = 0,
ou seja, f independe de y. Logo podemos redefinir X; em uma forma equivalente:

X = 0 + 2 + 2
(9 0z Ot
Os invariantes para X sao:
o
mn = ;:
oz
o = ;»

w; = U4, 221,2,3

Defina agora X, no espaco invariante para X, isto é,

0
Xy = X(T1)a—1+X4 T2—+;X4wz—
= Tro— —7T 0 +w 0 —w 0
n 2 87‘1 Yor, (97‘2 ® Ow, 8w1 Yows 8w3

Observe que (4.29) possui o seguinte sistema caracteristico:

@ dT’Q dw 1 dwg

T2 -1 w3 —wy .
Resolvendo
d?"l d?”g
) -

e fazendo as substituigoes r; = z/t e ro = z/t obtemos o invariante

Va2 + 22

t
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Portanto, o conjunto completo de invariantes é formado por

mo= \Jui+uj (4.30)

2 = Usg, (431)
U3x — Uy

= == ~- 4.32

113 2us + urx’ (4.32)
VR

ro= %ﬂ (4.33)

Note que 11, 12,13 sao as novas variaveis dependentes e r é a nova variavel indepen-

dente.

A partir de (4.30) e (4.32), podemos escrever u; e uz em funcao de n; e ns:

B m(nzz — )
" o mn 3
by = Ttz (4.35)

V(2 +22) (03 +1)

Substituindo (4.34), (4.35) e usando a relagao (4.33) no sistema (3.6) obtemos um
novo sistema de equagoes que dependem de r, n; = n;(r),i = 1,2, 3, e suas derivadas
até ordem dois:

[a]
+ 4+ + 4

+

+ 4

[(—pr*mn + 2pumnsr® + Apnsr® + Apgsr® 4 2umnzr? — prinms)ns
(=2pr*mms + Amnsr — 2pr°mns + 2umnir + 2pmmsr + M)

Aming + (2umr® + Mpr® — pring — dpmmir® + 2prtmng — 2 mn3r?) (ns)?
2 4 Ny + 2 + A3

(—)\r2n§ — 2)\7‘27)32, — 2+ pr477§ + 2pr477§ — 4ur2n§ — 2ur2n§ + pr?
2pr®)my

2015 + ((4pr®ng — 2pr's 4 2205 + 4ur®ng — 2pr'ns + 20 ns)r;
4,ur77§ — 2,um§ + 2pr37)§ —\r — 2)0"7732, — 2ur 4 2pr — /\7’77§ + 4p7‘377§)77’1]1:
[(—=prm — prinns + pmnzr? + pnr? )y

s + (wr’ns — prins — prini + pr’ng — 2pr'nd + 2pr’nd)n!

20 g 4+ ((=2pr* + 2ur® + 2pr®ng — 2pr* )

prn + prns — 2pr°ns + 2urn3 — 4pr’ng — 2pr°n3)n,

(—=3pmnsr? + 3primns) (n5)* — pmng + (=2pr°m — 2prmn;

prns 4 pmr)nsz, (4.36)
2 1 :u /
(1 — pro)ng + (; — 2p7)13, (4.37)

[umns + pmn + (—pmn3r® + préng — pmr® + prmms)ny
2umns 4 (3umnsr® — 3primns) (ns)?
(pring — wrns + pring + 2pr'ns — wr*ns — 2ur’nd)n!
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+ o+ + o+t

+

+

(—pmurns 4 20r°mn; + 2pr°ny — ppr)n;

(2pr°n3 — 2urns + 4pr®ng — prng + (=2ur® + 2pr" + 2pr"n3 — 2ur®n3 )y
2pr°ns — prns )

[(—pr*mn3 + 2umnsr® + Apunsr® + Amnsr?® + 2umnir® — prinms)ng
(=20r°mns + Amnsr — 2pr°mns 4 2pmnir + 2umnsr + Amns®r)n;
At + (2pmr? + Mqer® — pring — dpmnir® + 2prtmng — 2xmn3r?) (ns)?
20 + Xy + 2y + Apmn?

(—)\r2n§ — 2)\7‘27)§ —\r? 4+ pr477§ + 2pr477§ — 4ur27]§ — 2m‘2n§ + p7’4

2pr® )y

225 + ((dpr®ng — 2pr'n3 + 2003 + 4ur®ns — 2pr'ng + 22X ns) 1y
4prns — 2urns + 20r°n5 — Ar — 203 — 2ur 4+ 2pr° — s

dprinz)m]z. (4.38)

Como a equagao (4.37) depende somente de r, 17, e suas derivadas podemos resolveé-
la separadamente. As demais equagoes, (4.36) e (4.38), dependem de r, 71, 13 e suas
derivadas. Além disso, (4.36) e (4.38) formam um sistema do tipo

que tem solucao A =0 e B = 0. Sejam A e B os coeficientes de x e z na equagao

0= Az + Bz
0= Az - Bx

(4.36) (respectivamente). E possivel mostrar que A e B siio equivalentes. De fato,
considere as expressoes de A e B ja simplificadas:

A:

+
_|_

(—=2ur® + pr* = Ar?)[203m (n5)* — e (nh)® + (03 + 1)°n} — (3 + L)mumsnl
23115 (n + 1))

(=Ar = 2ur + 2pr) (0 (72 + 1)2 = (02 + D)munsny)

A+ 2u)m (n3 + 1)°

0,

(pr® = pr®)[(n5 + Dmargs + ms(n5 + 1) — 3mms (n)”* + 2 (5 + 1))
(ur = 2pr°) (mms (03 + 1) +munfy (3 + 1))

gz (15 + 1)°

0.

Defina k = A +2uen=1/(n?+1). Dai, temos que

A

1 2 ", 2

= [8r2n? oy + 4t prm? + dkmn?® — drn?kn| — 4% knin

4n?
2rnkmn’ + 4r* pnin'n + 2rt pmnn + 4tnemn’ — 4r*knin'n — 2r%knin’n
rrom (') + r*km(n')?)

= 0

4n*r*(r?p — k)l
[4kn? = 2r°kn""n — 2rnkn’ + 2 o'y + 4P npn’ — r*p(n)? + r2k(n)*m
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+ Anr(pn'r® + 2npr® — kn'r — kn)n,
- 0
= A = 4r**(r*p — k)l
+ m(dkn® + ((4pr® — 2rk)n’ + (2pr* = 2r%k)0" ) + (—pr* + r?k)(1')?)
+ Amyrn((2r%p — k)n + (pr® — rk)n)
— 0 (4.39)

Fazendo o mesmo para B = 0 e depois calculando 4n3(—1 + n) B vem que

B = (=14 n)*(=p+rp)i + (rPu(n)” + 2% um’” + 20" prf'n — 22"
+ Apn? = 8um + A —rp(')? = 2 pn" + 2’ — Apn'r? + 4rinpn
2rpn'n)m + 4(=1 + n)r(—pn + 2npr® + pn'r® = 2rp — rpn’ + p)in;
= 0.

Substituindo n = 19 + 1 na expressao de B e simplificando:

B = 4r?(no)*(—p+1rp)n]
+ o (4p(no)® 4+ ((=2pr® 4 20r Y0 + (=2ur + 4pr®)ng)ne + (ur? — prt) (ny)?)
+ drno((—p + 2r2p)no + (pr® — pr)ng)m
— (4.40)

Substituindo-se o termo p por k e 19 por n em (4.40), observamos que (4.40) passa
a ser (4.39).

Como (4.39) e (4.40) sdo equivalentes vamos resolver apenas uma das equagoes
pois a solucao da outra é obtida da mesma maneira. O que faremos é resolver B = 0
para noni (e consequentemente A = 0 para nn?). Dai, obtemos um novo sistema
onde iremos calcular n; e 3.

Reescrevendo B = 0:

0 = (w?— pr")[=dmen{ +mnh)? — 2nomny — 4nonyn’]

+  (=2ur + 4pr®) mnony + 2ngn1]
+ dumng
1! 1\2 /! !/
= —dp = (= prt)[—a + @ — 20 _ 420
Ui Uh) Mo o
N A
+ (=2ur+4pr’)[— + 2=
Tlo U

/ / / /
= —dp = (= =200 42— (2
Tlo T "o 771

/ /
— (2ur — 4/)7’3)[@ + QE].
o m

Substituindo na ultima equagao

/ /
T, o

7o m
v=pr?— prt

u
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temos que

20 —w

4y = —2u'v—u
= —duu+udv = —2uu'v —u*
= u(u’v —4p) = —(u*v). (4.41)

Defina w = u?v — 4y e substitua em (4.41) para obter

w
u=——.
w
Seguindo,

/ /
w = H + ol
Mo m
w’ M ., oM
w o m

inmﬁw = exp(C),

onde C é uma constante. Assim,

C
—Ap+utv=w = e:(:p(z )
o™
/ /
C
= it (= prt)( 2o o ()
Mo T o™
exp(C'
= (wr® — prY)[mom; + 20imme)® = (noni)*( 7707(72 )4 4p)
1
exp(C)nont + 4p(noni)? N
2 o [(nom?)'] (4.42)
3 (nom?)’ 1

= =

Velnam? +4pun’m®  ur?—prt

onde 3 = +1 e em que estamos supondo ur? — pr* > 0 e e“nem? + 4 uny®>m* > 0.
No caso em que pr? — pr* < 0 e e“nom? + 4 uny>m* < 0 temos que resolver

3 (nom?)' B 1

V=Cnom® —4pnePmt \/—pr? o+ prt

Supondo 7 > 0 e ur? — pr* > 0, temos:

(1/2€° + 4 pnom?®) V4

Vi

1/(2) 8 In (1/4 +V/eCnom? + 4M77027714> V4
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= % <1/4 (1/2 e +4\/’;7707712) \/Zl

7”2

(ki viva—or?)

onde ] é uma constante.
Temos que considerar dois casos: f=1e = —1. Tome 3 = —1 em (4.43):

B
+ v/ eCnom? + 4u7702m4>

=1/4

(4.43)

1/2¢e% + 4 V4
o (1/4(/ e +4pnm?) Vi

1
+/eCnom?® + 4 gy
Vi

2

(it Vv —or?)
(1/2€% + 4 pnom?) V4
\/ﬁ
N

r

= 1/4

= 1/4 + v/ eCnom?2 + 4 pno2m?

(4.44)

Antes de continuar, defina a funcao auxiliar
Ky = YE—pr? 4.45)
(r)= o (4.
Além disso, defina também
¢ = C,
Cl7
60601 = C Cl = Cg.

Isolando nym;? em (4.44) vem que
C 2,7/2
nom® = (8C*u?p® + (64 175 —2Cou — 32C 1% p) K (1)
C 23K 2 O 13/?
g OB Co
r r
01M5/2
2

02
+ +1/8 " + Ca\/p)

(16 —8C 1 p+16 CPK (1)~ (4.46)

Como ja havia sido comentado, ndo é preciso resolver (4.39) mas apenas usar as
relagoes p <> k e ng <> n em (4.46) para obter:
. 92 6*12 7/2 . .
nm® = (80, k*p* + (64 T —2Gk = 32 C2E2p)K (r)

C~'2k:3K 2 C’k3/2 C”«Q 5
1 ( (7")) _9 22 —i—l/S?—l—Cg\/Ep)

64

rd r
é’lk5/2

2

(16 — 8 Cik¥?p 416 CLE K (1), (4.47)

r
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Agora, tome 3 =1 em (4.43) e defina

Ly (r) = p+ v/ —pre. (4.48)
De maneira analoga ao caso # = —1 temos

T—4_ r’C M T—QL
VG, A Cir™t . (449)

Novamente, usando as relagoes p < k e 19 <> 1 em (4.49) obtemos:

o= (e s Oy P
nm- = (1/16(@(@)2612 1/801\/ﬁ+1/16 . >

Crr2—, (4.50)

7’]07712 = (1/16

onde C e C’l sao constantes, C~’2 = C~’1 Ce

L (r) = k+ Vkk — pr2. (4.51)

Como, por definigao, g =1 —1en=1/(n3 + 1) entao

2
Nomy 1 2
nn? n "
e
n; — oy =i — (0 — Dni =03 (4.53)

Note que, como temos duas expressoes para non; (ver (4.46) e (4.49)) e outras
duas para nn} (ver (4.47) e (4.50)), vamos obter quatro expressoes para 7; e outras
quatro para 73 que sao calculadas a partir das duas ultimas relagoes. Isso vem do
fato das possiveis combinagoes das duas expressoes de ngn? com as outras duas de
nm?. Abaixo, seguem essas combinagdes juntamente com as expressoes de n? e 73
que elas proporcionam.

De (4.49) e (4.50) temos

n? = (—1/16W+ 1/8 67:125/7 _ 116 EEul)P
Cy(—~1/16 W +1/8 ij\fﬁ —1/16 M)-léﬁ, (4.54)
m? = (~1/16 —(LM(:)?OR +1/8 5%—1/16 M)qﬂ%
~ (~1/16 m +1/8 g;ﬁ ~1/16 M)éﬁ?%.(um
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De (4.49) e

7712 =

De (4.46) e

7]32 =

7712 =

De (4.46)

7732

(4.47) temos
rd r?C C?(L,(r))?
(Lu(1))2Cy? 1/8 Ci/1 1/16
1

élk5/2 A 1.3/2 A 1.2 -2
2 —801k p+16 Clk' K(T’))T ﬁ
~ ~21.7/2 ~ 5
[8 C2k?p* + (64 Clrz — 2 Cok — 32 C2K°?p) K (r)
~21.3 2 A 1.3/2 12 N
ou LK) CQZ +1/8 % + CoVkp Y, (4.56)

—(~1/16 )Ch

(16

r4

rt r2C C?(L,(r))* 1
— s +1/8 —1/16 — 20y 2 —
G R e
(8 C2k*p? L Cok — 32 C2K°2p K

PR+ (64 2 ok — 32 CYR#p)K(r)
C2E3(K(r))?  Cyk3/? c?

KW G +1/87+C’2\/Ep)

r2

(—1/16

—8C1E*?p + 16 CLE*K (r)) L (4.57)

(4.50) temos

C12,,7/2

—(8C*1?p? + (64 lr/; —2Cou — 32C 1% p) K (1)
C 2,3 K 2 C 3/2 C?

ou CLA )" o Con” | /3= + Co/lip)r2 VT

T4 ,,aQ
5/2
(16 Cly’i —8C 1 p +16 C K (1)) 7!
4 2 A A2 2 ~
(~1/16 ————— +1/8 C g D) o (g g
(Li(r))?Ct Ciy/i
. 2,2 2 012N7/2 _ _ 2.5/2
(8C*up” + (64 o 2Cou —32C, 1w’ =p)K(r)
C 2M3 K (r))2 C ,u3/2 02 C Iu5/2
64 — £4 )"y . +1/8 = + Ca/jip) (16 o
8Cy % p 4+ 16 CLp2 K (r)) ™
4 2 A 2] 2 1
(~1/16 ————— +1/8 + C e S0 Ly sy
(Li(r))? Ci Gy p [z

e (4.47) temos

C 2,7/2
= (8C %2 + (64 1/; — 20y — 32C 21 p) K (r)

02 3(K 2 C 3/2 C?
64 1“7{4 )7 _ 4 Qf; 18—+ Ca/p)

é’lki5/2

r

+

(16 — 8 C1E*%p + 16 CLE*K (1))
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Clﬂ5/2

(16 —8C P p +16 O P K (1))~

7"2
~272 2 C'fk7/2 A ~21.5/2
8 CYk“p” + (64 - —2Cok — 32 Ck“p)K (1)
62]{?3 K 2 Cf E3/2 Ct? B
+ 64— 5»4 (r)) -2 2T2 +1/8?+02\/Ep]*1, (4.60)
C 2..7/2
m? = (8O + (64— = 2Cop — 820 ) K (1)
C 2M3(K(’F))2 C M3/2 02
+ 64— " —2 ZTQ +1/87+C’2\/ﬁp)
C 5/2
(16 1;’; —8C 2 + 16 CpPK (1)) ™!
5272 2 N12k7/2 ~ ~27.5/2
+ [8C{k“p” + (64 > — 2 Cok — 32 C7k*p)K (1)
é2k3 K 2 é k3/2 CNQ N
+ 64— 5~4 )"y et U8+ GV
Cik>2 QA 13/2 A 12 -1

r

Agora, redefina as expressoes (4.34) e (4.35):

- 91\/P (03 n32x + z)

uy = , 4.62
V(@2 +22) (5% + 1) (462

91\/? <93\/@z — x)
V(@2 +22) (ns? + 1)

onde §; = +1,7=1,3. Com (4.54)-(4.63) e (4.33), temos agora todas as ferramentas
necessarias para o calculo das expressoes possiveis para u; e uz. De fato, para
calcular u; deve-se usar a equagao (4.63) com qualquer par n? e 12 apresentados em
(4.54) e (4.55), ...,(4.60) e (4.61). Para cada combinacio de n3 e 7?7, temos uma nova
expressao para u;. Dai, basta usar a relagao (4.33) para obter u; em funcao de x, z
e t. Para obter us deve-se usar a expressao (4.62) e seguir os mesmos passos usados
na obtencao de u;.
Para obter uy basta resolver (4.37) j& que ug = 15. De (4.37) vem que

Uy

, (4.63)

n /T 2pr
) p—pr
1
= In(04my) = —In(far) — §ln(6’5(—u + pr?)) + C3,

onde 0; = £1,i = 2,4,5 e C3 é uma constante. Dai,

~ 1
0 = C/ dr
42 ’ 927“\/ (95(—M + pTQ)
= 25+ 20O Oy (g + )
- = Cgln(| 5 51 5( nTp )|)(62 /—65,U> 1+C4.

7]
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De [8] sabemos que u é positivo, logo

200+ 2/ i — pr?|

7]

94772 = égln( )(02@)_14*04 (464)

pois estamos interessados em solugoes reais. De acordo com (4.31), (4.33) e (4.64)
temos que

2+ 2/l 1 — p(a® + 22) [12) o
N e/ + Cs

Portanto, o conjunto composto de quaisquer uq,us e uz construidos acima, é
solugao invariante sob a subdlgebra gerada por X1, X4 e X7 para o sistema (3.6).

94&2 = C~’3ln( (465)
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Capitulo 5

Conclusao

A partir do método classico de simetrias, foi possivel encontrar solugoes explicitas
para o problema termoelastico linear e isotrépico considerando subdalgebras de di-
mensao trés. Essas solugoes, além de serem invariantes sob transformagoes do grupo
de simetrias, elas nao podem ser levadas uma na outra através de transformacoes
deste grupo. Neste sentido, obtivemos todas as soluc¢oes invariantes para o problema.

A importancia de obter-se solugoes explicitas para esse problema decorre de sua
utilizacao para calibrar programas numéricos que determinam solugoes aproximadas
para este sistema de equagoes diferenciais. De fato, uma vez que a solucao explicita
¢ conhecida, a solucao aproximada deve ser coerente com tal solucao.

Devido a restricoes do método cléssico, nao foi possivel obter solucoes explicitas
do sistema (3.6) em todas as subdlgebras de dimensdo trés. Porém, obtivemos
os resultados ja encontrados em [7] onde havia sido considerado o caso estético e
subdlgebras de dimensao dois. Dessa forma, podemos dizer que, apesar das restri¢oes
impostas na determinagao de subdlgebras de dimensao trés, este trabalho resolve
completamente o problema da determinacao de solugoes invariantes explicitas do
problema termoelasico linear e isotrépico.

Os célculos desenvolvidos nesta dissertacao se apoiaram sobre rotinas escritas
especificamente para tal e que rodaram no manipulador algébrico MAPLE. Podemos
citar, por exemplo, as rotinas que permitiram calcular os geradores infinitesimais
de simetrias associados ao sistema (3.6) e sua tabela adjunta que nos deu, como
consequencia, o sistema 6timo de subdlgebras de dimensao trés.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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