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Resumo

Neste trabalho ilustramos a aplicacao do Método de “Shooting”em duas classes to-
talmente distintas de problemas de Equacgoes Diferenciais parciais — ambas com valores
de fronteira nulos e em dominios limitados —, uma envolvendo o operador Laplaciano e

a outra o operador de Monge-Ampere.

Estudamos estes problemas na situagao em que as perturbagoes nao-lineares destes
operadores apresentam algum tipo de singularidade e, combinando argumentos de ponto
fixo e principios de comparacao, entre outros, ao Método de “Shooting”, mostramos exis-

téncia e nao-existéncia de solucoes classicas radialmente simétricas.

Palavras-chaves: Método de “Shooting”, Problemas Singulares, Solucoes Cléssicas e Radialmente

Simétricas, Operadores Laplaciano e Monge-Ampere.
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Abstract

This work illustrates the application of Shooting Methods as a way to solve two
totally different classes of Partial Differential Equations problems. For one class, the
Laplace operator is usual, while Monge-Ampere operator is used to the another. However,

both classes have bounded domains and zero boundary values.

This study is developed in a specific situation: when the nonlinear disturbance of the
operators presents some singularity. The combination of fixed point arguments with com-
parison principles to Shooting Methods shows the existence and nonexistence of radially

symmetric classical solutions.

Key words: Shooting Method, Singular problems, Radially symmetric classical solutions, Laplace

and Monge-Ampere operators.
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Introducao

Entre as varias técnicas disponiveis para solucao de problemas de Equagoes Diferen-
ciais com valores de fronteira (do ponto de vista analitico e também numérico), destaca-se
o Método de “Shooting”.

No Método de “Shooting”, ao problema de valor de fronteira é associada uma
seqiiéncia de problemas de valor inicial, em que condicoes iniciais “experimentais” sao
assumidas. A Equacao Diferencial associada é resolvida, impondo a condicao inicial as-
sumida e objetivando satisfazer a condig¢ao de fronteira especificada. Caso o objetivo seja
atingido, o problema estd resolvido. Caso contrario, a condicao inicial “experimental” —
parametro de “shooting” — devera ser ajustada. O parametro de “shooting”pode ser a

derivada inicial ou o valor inicial.

De acordo com Roberts e Shipman [35], em 1972, Métodos de “Shooting”sao to-
talmente gerais e aplicaveis a ampla variedade de Equacoes Diferenciais, nao sendo ne-

cessario, para sua aplicabilidade, que as equagoes sejam de algum tipo especial.

Neste trabalho ilustramos a aplicacao do Método de “Shooting” em problemas es-
pecificos (confira os problemas (CH) e (GS), paginas 3 e 4) que fazem parte de duas classes
de problemas de Equacgoes Diferenciais parciais totalmente distintas, a saber:
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(1) { det(D?u) = ¥(z,u), Bg

UZO, 8BR,

onde f : B x (0,00) — R et : B x (0,00) — [0,+00) sdo fungoes apropriadas,
Br ={z € R" : |z| < R} é a bola de raio R > 0 centrada na origem do RN, N > 1, A
é o operador Laplaciano e det(D?*u) é o operador de Monge-Ampere .

Além disto, estamos interessados em estudar os problemas (L) e (M) na situagao
em que as perturbacoes nao-lineares dos operadores apresentam, por exemplo, o seguinte
comportamento: |f(z,s)|— + oo e ¥(x,s) — +o00, respectivamente, quando s — 07

para cada x € Bp.

De agora em diante, os problemas (L) e (M) cujas perturbagoes nao-lineares apre-
sentarem pelo menos um destes tipos de comportamento serao denominados problemas

singulares.

O Método de “Shooting”aplicado a certos problemas — mais especificamente, as
formas radiais de (L) e (M) — nos fornecerd solugoes radialmente simétricas para estes
problemas, isto é, solugoes da forma u(x) = u(|z|).

A existéncia de solugbes positivas para o problema (L) tem sido extensivamente
estudada quando f é nao-singular. Para detalhes, veja Gidas et al. [14], Smoller e
Wasserman [38], Ni [30] e as referéncias neles contidas. Em particular, Gidas et al. [14]
mostraram que, se u ¢ uma solucdo positiva em C?(Bg) e f(x,s) = f(s) é localmente

lipschitziana, entao u é radialmente simétrica.

Para casos em que a funcao f nao é Lipschitz, ha alguns resultados que ainda garan-
tem radialidade de solugées. Em 1993, Kaper et al. [24] provaram que todas as solugoes
de (L) sao radialmente simétricas para f(z,s) = /s—1ou f(x,s) = —sP+s7, 0 < p < q.

Em 1995, Gui [19] e, em 1996, Cortézar et al. [10] estudaram (L) com fronteira livre
e f(x,s) = s —s% a € (0,1), provando que a fronteira livre deve ser uma esfera e, a

solucao, radialmente simétrica. Resultado similar foi obtido em 1996 por Cortazar et al.
9] para f(z,s) =—s"+s9, 0<p<l<qg<(N+2)/(N-2), N>3.

Entretanto, segundo Herndndez et al. [22], em 2006, o celebrado resultado de Gidas
et al. [14], em 1979, nao foi ainda estendido para o caso de nao-linearidades singulares.

Motivados pelos trabalhos anteriores, focaremos nossa atengao nos problemas (L) e
(M) singulares, estudando-os do ponto de vista radial. Mais especificamente, estaremos
interessados na questao de existéncia e nao-existéncia de solugoes radiais classicas u €
C?*(Bgr) N C(Bg). Neste caso, o valor da derivada inicial serd naturalmente zero, o que
implicara no fato de o parametro de “shooting” ser o valor inicial.
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Consideremos o problema (L) com

ou seja, estaremos interessados no caso em que

f(x,8) = f(s) = —co quando s — 0*.

Isto é,
-«
Au=u-—" , Br
o
(CH) : u>0, Br
U = 07 aBR

Este problema foi estudado por Chen [5], em 1997, como conseqiiéncia do seu trabalho

de pesquisa com o problema parabdlico nao-linear

= v*(Av + ) (x€eQ, t>0)

(PP) : v(z,t) =0, (x € 09, t >0)
v(z,0) =v(z) >0, (ze€),

que modela uma variedade de situagoes fisicas (veja Chen [4]). Mais exatamente, ele
mostrou que uma funcao da forma v(z,t) = (T —t)~"/*u(x) é uma solucio de (PP), onde

T < oo é o tempo de “blow-up” de v, se u for uma solucdo de (CH).

Além disso, uma motivacao matematica é a técnica utilizada para resolvé-lo, que
combina o Método de “Shooting” com as propriedades da “Aplicacdo Tempo”, designada,
neste trabalho, por T'(p) (veja definigao na pagina 10).

No Capitulo 2, nosso principal objetivo serd demonstrar o seguinte teorema, provado
em 1997, por Chen [5]:

Teorema (CH). Ezistem niumeros reais 0 < Ry < Re, R; = R;(N,«a), i = 1,2, tais que
o problema (CH) tem solu¢io v € C?(Bg) N CY(Bg) se, e somente se, R < R < Rs.
Além disso, se u € uma solugdo de (CH) para R = Ry, entdo u(Ry) = u/(R2) = 0.

Este resultado foi melhorado, em algum sentido, por Hirano e Shioji, em 2001 [23], e
também por Gongalves e Santos, em 2003 [16] (para maiores detalhes veja o Capitulo 2).

Quanto ao problema (M), motivagoes para seu estudo encontram-se principalmente
na Geometria, em que certas métricas podem ser definidas em termos da solugao de uma

equagao de Monge-Ampere.
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Neste sentido, podemos citar, como exemplo, a métrica Kahler-Einstein proposta por
Calabi [3], definida em fungao da solugao da equagao de (M) com ¥ (x,s) = exp s (para

maiores detalhes, veja o Capitulo 3).

Como outra aplica¢ao, Loewner e Nirenberg [29], em dominios convexos limitados,
associaram a métrica Riemanniana ds* = —(u)™! > Uzz,;de,dy;, invariante sob trans-
formacgoes projetivas entre tais dominios, onde u é solugao positiva do problema (M),
com (x,s) = (—1/s)NF2.

Resultados de existéncia e/ou unicidade para o problema (M) tém sido demonstrados.
Em 1977, Cheng e Yau [6] estudaram o caso ¢ (z,s) = (—1/s5)V*2 e, em 1996, Lazer e

McKenna [28] consideraram (z,s) = p(z)(—s)~" em 2, onde 2 é um dominio suave,
limitado e estritamente convexo em RY, p >0, p € C®(Q) e vy > 1.

Estes resultados foram melhorados, em algum sentido, em 2005, por Gongalves e
Santos [17] que, combinando o Método de “Shooting”e argumentos de ponto fixo, conside-

raram o seguinte problema:

det(D*u) = ¢(z,—u), B
(GS) : u < 0, B
u =0, 0B,

onde ¢ : B x (0,00) — [0,00) ¢ continua e radialmente simétrica na primeira varidvel,
B = Bg, R=1e%(0,s) > 0, paratodo s > 0. Em [17], Gongalves e Santos concentraram-

se no caso em que ¥ é singular em u = 0.

Aplicagoes adicionais da equagao de Monge-Ampére também podem ser encontradas
no Célculo de Variagoes e Otimizagao, devido a sua conexao com problemas de transporte

de massa (veja Gutiérrez [21]).

Além disso, de importancia para o nosso trabalho é a aplicacao do Método de “Shoo-
ting” neste problema, que envolve um operador totalmente nao-linear (para maiores deta-
lhes quanto a nao-linearidade do operador de Monge-Ampere, veja Gilbarg e Trudinger
[15]).

Quanto ao problema (G.S), considere as seguintes hipdteses:

(GSy) W(z,-) € localmente Lipschitz em (0, c0),

uniformemente com respeito a x € B,

bz, 5)

sN

¢ nao-crescente em s > 0, para cada x € B,

(GS2)
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(GSs) lim M]\’,S) < 1, uniformemente em x € B,
5§—00 S

(GSy) ling w(x&s) = 0o uniformemente em x € B,
S— S

(@s5) J, P2 el v B, s € 0.00),
B(0,|x

onde s € alguma constante positiva.

O Capitulo 3 deste trabalho tera, como principal objetivo, demonstrar o seguinte
teorema, devido a Gongalves e Santos (2005) [17]:

Teorema (GS). Suponha (GS1) — (GS5). Entio (GS) admite uma solugdo convexa e
radialmente simétrica

ue C2(B) N C(B).

Além disso, u € unicamente determinada desde que, para algum b > 0,

bz, 5)

——~ = & nao-crescente em s > 0.
(s+b)N

O resultado acima se aplica a termos 1(zx, s) da forma

s e [z (1) i on,

onde ¢ : [0,1] — (0,00) é continua, p > —N e 0 < ¢ < N.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos algumas definicoes e resultados classicos da Analise
necessarios para o desenvolvimento de nosso trabalho, assim como alguns resultados re-

lacionados as equagoes diferenciais que foram usados durante nossas demonstragoes.

No Capitulo 2 estudamos o problema (CH), tratando a questao de existéncia de
solugoes positivas via Método de “Shooting”, combinado com propriedades da aplicagao
T:D(T) C (0,00) — (0,00), a qual designaremos por “Aplicacao Tempo”.

No Capitulo 3 tratamos do problema (GS), que envolve o operador de Monge-Ampere,
utilizando também o Método de “Shooting”combinado com argumentos de ponto fixo e
principios de comparagao.

Finalizamos o trabalho com os Apéndices 1 e 2, relacionados respectivamente aos
Capitulos 2 e 3, onde demonstramos alguns resultados utilizados durante as demonstracoes

principais.



CAPITULO 1

Conceiltos e Resultados Basicos

1.1 Resultados Classicos da Analise

Nesta secao enunciamos algumas definicoes e resultados necessarios a melhor compreensao
deste trabalho.

Teorema 1.1 (Kreyszig [26], Ponto Fixo de Banach). Considere um espago métrico
X = (X,d), onde X # (). Suponha que X é completo e seja T : X — X uma contragdo
sobre X. Entao, T tem precisamente um ponto fizo.

Teorema 1.2 (Bartle [2], Teorema de Arzeld-Ascoli). Sejam K um subconjunto
compacto de RN e § uma colecdio de funcgoes continuas em K com valores em RY . Entdo
as propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A familia § € limitada e uniformemente eqiiicontinua em K.

(b) Toda seqiiéncia de § tem uma subseqiiéncia uniformemente convergente em K.

Teorema 1.3 (Wheeden e Zygmund [42], Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue). Seja E C RY um subconjunto mensurdvel. Seja também {fi} uma
seqiiéncia de func¢oes mensurdveis sobre E tais que fr, — f q.s. em E. Se existe ¢ € L*(E)
tal que |fx| < ¢ q. s. em E para todo k, entdo

éﬁaéf

A seguir apresentamos algumas definigoes e resultado sobre a Integral de Riemann-

Stieltjes, utilizada na demonstragao do Lema 2.10.
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Definigao 1.4 (Wheeden e Zygmund [42]). Sejam f e ¢ duas fungoes definidas e
finitas sobre um intervalo finito [a,b]. Se ' = {a = 20 < 1 < ... < z,,, = b} é uma
partigao de [a, b], arbitrariamente selecionamos pontos intermedidrios {&; }* | satisfazendo
rio1 < & < x;, € escrevemos

m

Rr = Z f(fi)[¢($i) - ¢(xi—l)]'

=1

Rr é chamada uma soma Riemann-Stieltjes para I', e certamente depende dos pontos &;,
das fungoes f e ¢ e do intervalo |[a, b].

Se

1= |11“1\m0 RI‘, |F| = max(xl — I‘i,1>,

existe e é finito, i.e., se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |/ — Rr| < € para qualquer I'
satisfazendo |I'| < §, entao I é chamada a integral Riemann-Stieltjes de f com respeito a
¢ sobre [a, b, e denotada por

-/ ' fa)do(a) = / " fas.

Obs.: Se ¢(z) = =, ff fd¢ é justamente a integral de Riemann ff fdx.

A seguir apresentamos as defini¢oes e um resultado relacionando as derivadas de Fréchet

e de Gateaux.

Sejam X, Y espacos de Banach, U C X aberto e F': U — Y uma aplicacao.

Definicao 1.5 (Ambrosetti e Prodi [1]). Seja u € U. Dizemos que F' é (Fréchet)
diferencidvel em u se existe A € L(X,Y) tal que, se tomarmos

R(h) = F(u+h) — F(u) — A(h),

teremos
R(h) = o([[A]), [In]l =0,
isto é,
h
HlﬁELH)H — 0 quando ||h|| — 0.

Tal A é unicamente determinada e serd chamada a (Fréchet) diferencial de F' em u e
denotada por A = dF(u) = F'(u).

Se F' é diferenciavel em todo u € U, dizemos que F' ¢é diferenciavel em U.

Definicao 1.6 (Ambrosetti e Prodi [1]). Sejam F': U — Y e u € U. Dizemos que F
é Gateauz-diferencidvel em u se existe A € L(X,Y) tal que para todo h € X temos
F(u+¢eh) — F(u)
€

A aplicagao A é unicamente determinada, chamada a G-diferencial de F' em u e denotada
por dgF(u).

— Ah quando € — 0.
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Claramente, se I’ é Fréchet-diferenciavel em u, entao F' é Gateaux-diferenciavel, e as duas

diferenciais coincidem. Quanto a reciproca, enunciamos o seguinte teorema:

Teorema 1.7 (Ambrosetti e Prodi [1]). Suponha que F' : U — Y seja Gdteauz-
diferencidvel em U e seja

FL U = L(X,Y), Fyu) = deF(u),
continua em u* € U. Entao F é Fréchet-diferencidvel em u* e dF(u*) = dgF(u*).

No teorema a seguir, F, é a derivada parcial (Fréchet) de F' = F(\,u) com relacao a
variavel u.

Teorema 1.8 (Ambrosetti e Prodi [1], Teorema da Fungao Implicita). Seja F €
CHAxU,Z), k> 1, onde Z é um espago de Banach e A,U sao subconjuntos abertos de
espagos de Banach X e Y. Suponha que F(X*,u*) =0 e que F,,(A\*,u*) € Inv(Y, Z).

Entdo existem vizinhancas © de \* em X e U* deu* em'Y e uma aplicagiao g € C*(0,Y)
tais que

(i) FO\g(\) =0, VA€ ©
(i1) F(A\u) =0, (\u) € ©xU* = u=g(\)
(ii5) g'(\) = —[Fu(p)] ™" o Fx(p), onde p= (X, g(N)) e A € ©.

Definigao 1.9 (Kavian [25]). Seja X um espago vetorial. Dizemos que um subconjunto
K de X é convezro se

Vae,ye K,V0e€[0,1], 0z + (1 —-0)y € K.
Quando K é convexo e J : K — R é uma fungao, dizemos que J é convexa se
Vae,ye K, VOe|0,1], JOx+ (1—0)y) <0J(z)+ (1 —0)J(y).

Teorema 1.10 (Kavian [25]). Sejam K um subconjunto convezo e J : K — R uma
funcao Gateauzx-derivdavel. Entdao as sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) J € convexa.
(it) Para todos x,y € K temos J(y) > J(z) + (J'(z),y — ).
(i12) J' é mondtona, isto é, ¥V x,y € K, (J'(y)— J'(x),y —x) > 0.

Lema 1.11 (Peral [33]). Sejam x,y € RY ¢ (-,-) o produto escalar em RY. Entao

, ; cplr —ylP, ) sep> 2,
(|2~ = Y|Py, z —y) > lz —y

—, sel <p<2,
"]+ [yl)2r

onde ¢, € uma constante.
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1.2 Preliminares

Nesta se¢@o enunciamos e/ou demonstramos alguns resultados puramente técnicos ou de
carater geral utilizados durante as demonstracoes dos resultados principais.

Comecamos com o Lema 1.12 e os Teoremas 1.14 e 1.15, que serao usados na demonstracao
do Teorema (C'H), encontrada no Capitulo 2.

Sejam A; = A\{(R) o primeiro autovalor e ¢; a primeira autofungao de

(PA) { ~Aé = \p, =€ By,

é(zr) =0, € 0B

Considere a forma radial de (PA)
(PA>'I’(ld :

e 0 seguinte conjunto

R
Xg :={u: (0, R] — R absolutamente continua : u(R) =0, / M Pdr < oo}
0

O lema a seguir, que é um caso particular de um resultado demonstrado em Santos [36],
em 2003, determina o comportamento da funcao primeiro autovalor, com respeito a R.

Lema 1.12. O numero

R N
= () = inf Jo N (r)Pdr

vEXm [Ny 2dr

¢ 0o menor autovalor positivo de (PA),qq. Além disso, o inf é atingido em uma autofun¢ao

correspondente 1b; € C*([0, R])NC%((0, R]) com 1y > 0 em [0, R) e} < 0 em (0, R]. Adi-
cionalmente, Xl(R) ¢ continua, decrescente em relacao a R, Xl(R) 0 e Xl(R) oo,

Corolario 1.13. M\;(R) = M\ (R) e ¢1(z) = 1 (|z]), = € Bg.

Demonstragdo. Por definicio e, considerando que 1, € HJ, temos que

Vul|dr Vi |2dr
M(R) = inf Ji,, IVl < Js,, w;'
ueH}(Br) fBR u2dr fBR W1 odr

= M(R),

onde a ultima igualdade segue do lema anterior.

9
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Por outro lado e, considerando que ¢, € Xi e que ¢; ¢é solugao radialmente simétrica de
(PA), temos

R_N-1 2 RN- 1 2
- d d
X =M(R) = inf fORr )l o " M(R).
e A (e
Assim sendo, A\;(R) = A;(R). Desta igualdade concluimos que ¢y () = ¢y (|x|). O

O teorema a seguir, retirado de Smoller ¢ Wasserman [38], 1984, constitui-se na base para
a demonstracao da Proposicao 2.11.

Considere o problema

(PVI): r

onde g é C2.

Considere também u(-, p) uma solucao positiva de (PV'I) e seja

A={p e R :u(r,p) =0 para algum r > 0}.

Defina a aplicacao T : A — R por
T(p) = min{r > 0 : u(r,p) = 0}.

A partir de agora denotaremos A = D(T).

Teorema 1.14. Suponha que g(s) > m > 0 para s > M, m, M € R. Entao
(i) Para qualquer p > M, existe um 1, > 0 tal que u(ry,,p) = M.

(i1) Seja ¢ = u'(rp,p). Se qr, — —o0 quando p — oo, entdo o problema

N -1
{u”+( >u’+g(u):0, 0<r<R,

=
(=)
N~—
|
=~
—~
by
SN~—
o

tem uma solugdo positiva, com R = T(p), para algum p > 0.

O teorema seguinte apresenta uma sintese de resultados também extraidos de Smoller e
Wasserman [38], 1984, essenciais para a demonstracao dos principais resultados contidos

no Capitulo 2.
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Capitulo 1. Conceitos e Resultados Basicos

Teorema 1.15. Considere g satisfazendo as condigoes
(g(s)/s) >0 e ¢"(s) <0, para todo s > 0.
Suponha D(T) # 0. Entdo
(1) D(T) C (0,00) € conezo.
(i7) T' <0.
As demonstragoes dos dois iltimos resultados podem ser vistas em Smoller e Wasserman
[38], assim como o lema abaixo, a ser usado na demonstragao da Proposi¢ao 2.11.

Lema 1.16. Considere N > 3. Entao
| 2(N —2)
—1 — V=1 > =

Os resultados apresentados no restante desta secao serao utilizados no Capitulo 3.
Lema 1.17. Seja v € C*(B)NC(B) com v(z) = v(|z|), v < 0 e v’ > 0. Entdo v satisfaz

det(D?v) = $(z, —v), B,
{ v =0, 0B, (1.1)
se, e somente se, v satisfaz
v(1) =2'(0) =0. '
Além disso, (1.2) ocorre se, e somente se, a fun¢do u := —v satisfaz
—(Ju/ [V M) = NeV (e u), (0,1), (1.3)
u(1l) =4/(0) =0, '

ondeu >0 eu <O0.

Demonstragio. Dado z € RN, z # 0, suponha v(z) = v(]z|), onde r = |z|. Segue que

Vg, (X1, To,y o IN) = —— = —
(71, 22 v) drdz; dro\/o3+.. . a3 drr r

Uz, (%1, T rN) = v _(dvdry _ (dv dr+@ ar
i@\ Tl B2y - EN) 8:15]0%_ dr dx; Ij_ dr xjdxi dr \ dx; z;
v o
© dridzjdz;  dr \ v 2
dr

 dvzjx dv 5@']'7’_952‘@
dr

drz r r r?

= )5 () {u

5 5 } ij=1,...,N.

11



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Basicos

Considere a rotagao O, que aplica x = (z1, . ..

,oy) em x = (r,0,...,0), onde r = |z|.

Denotando por O a transposta de O,, temos

"

v

0
O, D*v(z)0F =

0 0 0
!
2 0 0
" | =A
'/
0 0 v

Desde que a matriz de rotagao O, é ortogonal, i.e., 0,0 = I, temos que D?*v(z) é

semelhante a A. Entao

N-1

UI N—-1 >0 UI
det(D?*v) = det A = v (—) = — (1.4)
r r
Por outro lado,
(|U/|N71U/)/ 20 [(U/)N]/ B N(U/)Nflv” o r | N=1 s
NrN-1 — NpN-1 — NpN-1 r (1.5)
Por (1.4) e (1.5),
1 _
det(D?*v) = NTN_1<|U/|N W'Y

Suponha que v satisfaca (1.1).

Como B = B;(0) e v =0 em 0B, temos que v(z) = 0 quando | z |= 1, i.e., v(1) = 0. De

v(z) =v(|z|) = v(] — z|) = v(—z), temos

v v
Sabemos que
v N
(@) = /()
Fazendo —x = y, temos
ov Ov reNYi g T\
(=) = () = V(L = () = ()
Retomando (1.6), temos
/ L / i / x? / sz
U@"); =v (7“)7 :H)(?")? =V (7")?»

(1.6)
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o que nos da

E, entao,

Visto que x # 0,
Vv'(r) = —='(r), r=1z| > 0. (1.7)

Desde que v € C?(B), v’ é continua em x = 0. Tomando o limite em (1.7), temos

limo'(r) = —limv'(r) = 2lim o'(r) = 0.

r—0 r—0 r—0

Logo, por continuidade, v'(0) = lim v'(r) =0.

Vamos agora supor que v satisfaca (1.2).
Como v(z) = v(|z]) = v(1) = 0, temos que v(z) = 0 quando |z| = 1, i.e., quando = € IB.
Desta forma mostramos que (1.1) e (1.2) s@o equivalentes.

Fazendo —v = u, obtemos a equivaléncia entre (1.2) e (1.3). O

Um resultado técnico a ser utilizado na demonstragao do Teorema (GS) é
Lema 1.18. Seja T > 0. Seu,v € C*([0,T))NC([0,T)]) sdo positivas e ambas satisfazem

—(|w" NP W) = NN (r,w) em (0,T)

U(, s)

(s+b)N
para cada x € B e para algum b > 0, entao
u'(r) v'(r)

u(r)+b  u(r)+b

€ nao-crescente em s > 0,

(u(r) —wo(r)) >0, re (0,7T).

Confira a demonstracao deste resultado no Apeéndice 2.

Lema 1.19. Seja 3 > —1. Entao existe uma constante Cz > 0 tal que
|2z — [Py < Cs(|2)” + |y)|z — yl, Yo,y € RY,

onde x,y #0, se —1< (3 <0.
Confira a demonstragao deste resultado em Santos [36], 2003, 71-72.
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CAPITULO 2

Método de “Shooting” aplicado a um
problema de Dirichlet singular
eliptico

2.1  Consideracgoes Iniciais

Recentemente, problemas em que a perturbacao nao-linear do operador é singular

tém merecido muita atencao por parte dos pesquisadores.

Uma razao para isto é que o estudo de problemas estacionarios envolvendo nao-
linearidades singulares, assim como as equagoes de evolucao associadas, descrevem natu-
ralmente varios fenomenos fisicos. Aplicagoes neste sentido surgem, por exemplo, na
teoria da conducao do calor em materiais eletricamente conduzidos e no estudo de fluidos

nao-newtonianos.

Problemas de valor de fronteira com nao-linearidades singulares surgem também no
contexto de catalizadores quimicos, superficies minimas singulares, no avanco glacial e em
varios outros indices geofisicos e industriais (para maiores detalhes veja Radulescu [34],
2000, e referéncias por ele citadas).

Entre os trabalhos envolvendo singularidade do tipo f(x,s) — +oo quando s —
0 para o problema (L), podemos citar Gatica et al. [12], que em 1989 consideraram
f(x,s) = s7P, p > 0; Crandall et al. [11], 1977; Lazer e McKenna [27], 1991; Gui e Lin
[20], 1993; na abordagem de f(x,s) = a(x)s™®, onde a > 0 é uma constante e a é uma

14



Capitulo 2. Método de “Shooting”aplicado a um problema de Dirichlet singular eliptico

funcao continua nao-negativa.

Em 2006, Hernandez et al. [22] estudaram (L) com f(z,s) = s+ s, 0 < a <
1, 1 <p<2f onde 2" = (N+2)/(N—2)se N>2e2" =o00se N <2 Problemas
(L) envolvendo f(z,s) = a(x)s™® + b(x)s”?, onde o > 0 e 7 > 0 sdo constantes, a e b sao
fungdes continuas nao negativas, foram tratados por Sun e Wu [39, 40|, em 2001, Yao e
Zhao [43], em 2004, e Ghergu e Radulescu [13], em 2005.

Considerando agora problemas (L) com f(z,s) = pa(x)g(s) + Ab(x)p(s), onde p e A
sao parametros e a, b, g e p sao fungoes continuas nao-negativas, citamos Coclite e Palmieri
8], em 1989, e Zhang [44], em 2005, que estudaram o caso no qual somente g(s) é singular;
Cirstea et al. [7], que em 2005 analisaram termos g := g(x, s) e p := p(x, s) mais gerais,
onde somente g(z, s) ¢ singular e o recente trabalho de Gongalves e Santos [37], em 2007,
que estudaram o problema com ¢ e/ou p singulares.

Para singularidade do tipo f(z,s) — —oo quando s — 07, podemos citar Chen
5], que em 1997 trabalhou com f(z,s) = s —s'7®/a, 1 < a < 2, tendo seu resultado
melhorado, em algum sentido, por Hirano e Shioji [23], em 2001, que usando Métodos

(67

Variacionais consideraram f(z,s) = s — g(s), onde mys™® < g(s) < mgs™ @, para todo

s > 0, para algumas constantes mi,ms, 0 < a < 1 e hip6teses adicionais.

Estes dois tltimos trabalhos foram melhorados, em 2003, por Gongalves e Santos [16],
que, combinando Métodos Variacionais, argumentos de Ponto Fixo e técnicas de EDO,

admitiram classes mais gerais de funcoes g, quais sejam,

lim&s):oo lim&s)zo e (®>,<0.

3
s—0 8 s—oo0 S S

Neste capitulo focamos nosso estudo no problema (C'H), a saber:

11—«
—Au=u— 4 , Bg,
o
(CH) u> 0, B,
u = 0, 8BR,

onde B = {z € RN : |2| < R}, u € C*(Br) NC*(Bg) e 1 < a < 2. Tal problema
foi estudado por Chen [5], em 1997, que obteve resultados de existéncia de solugao via
Método de “Shooting”.

Uma inspiragao para o estudo de (C'H), do ponto de vista radial, passa necessaria-
mente pelos trabalhos de Gidas et al. [14], Kaper et al. [24], Gui [19] e Cortazar et al.
9, 10].
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Capitulo 2. Método de “Shooting”aplicado a um problema de Dirichlet singular eliptico

A forma radial de (C'H) é (veja Santos [36], Apéndice D):

(N—-1) , ult=®
" — =
u” + " u +u - 0, 0<r<R, (2.1)

uw'(0) =u(R) =0,

ou, equivalentemente,

—(rN WY =N f(u(r)), 0<r <R, (2.2)
u'(0) = u(R) =0, '
onde f(s) =s— (s'7%)/a.
Para estudar o problema (2.1), vamos considerar o seguinte P.V.I. auxiliar:
(N -1) ul~
" / _ _
u’ + . u+u 5 0, >0, (2.3)

u(0)=p >0, ¥/(0) =0, u>0,
onde p é o chamado parametro de “shooting”.
Acerca dos resultados apresentados na préxima secao, iniciamos com um teorema de
nao-existéncia de solugdes para (CH) em termos do primeiro autovalor de (PA) (veja

a segdo Preliminares). A seguir estudamos o P.V.I. auxiliar (2.3) e estabelecemos a

existéncia de uma solucao para (CH), via método de “shooting”.

2.2 Resultados e Demonstracoes

Temos o seguinte resultado de nao-existéncia:

Teorema 2.1. Ezxiste Ry > 0 tal que o problema (CH) ndo possui solugao u € C?*(Bg) N
CY(Bg) para R < R;.

Demonstragao. Pelo Lema 1.12, existe Ry > 0 tal que AM(Ry) = 1. Seja R < R;. Suponha
que u € C?*(Bg) N C'(Bg) seja uma solugao para (C'H) e ¢ a correspondente autofuncao
de A\;. Aplicando o Teorema de Green, temos:

Al(R)/ uprdr = —/ ulAgrdr = — Augpidx
Br Br Br

11—«
_ / ugbldx—/ “ ¢1dx</ urdz.
BR BR Q BR

Al(R)/B u¢1dx</B uprder,

isto é, \j(R) < 1. Mas, novamente pelo Lema 1.12, A;(R) > A\ (Ry) = 1, 0 que é um
absurdo. O]

Portanto,
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Como coroléario do Teorema 2.1, para o caso N = 1, temos:

Corolario 2.2. Se R < /2, entdo o problema

—u" =u— , (—R,R),

u > O, (_Ra R)7
u(—R) =u(R) =0,

onde 1 < a < 2, ndo tem solugdo em C*(Bg) N C'(Bg).
Demonstragdo. Desde que A\j(R;) = 72/4R,?, segue que R; = /2. O

Mostraremos agora um resultado de existéncia e unicidade de solugoes para (2.3).

Lema 2.3. Para cada p > 0, existe uma tinica u(r) = u(r,p) € C?[0,¢), solugao de (2.3),
para algum e > 0.

Demonstragao. (Retirada de Ni e Nussbaum [31])

Defina u/(r,p) = v(r,p). Entdo, obter uma solugao de (2.3) é equivalente a resolver o
sistema de equagoes integrais (ver detalhes no Apéndice 1):

u(r,p) = p+ / ols, p)ds,
0

r (2.4)
v(r,p) = —r_(Nl)/O sV (u(s, p))ds.

Dado py > 0, escolha B > 0 tal que |p — po| < B e 3B < pg. Para algum € > 0, defina o
espago de Banach X, (ver Apéndice 1) por

Xe=(Xe, |- D) =A{(u,v)/u,v :[0,¢] = R sao continuas ¢ v(0) = 0},
onde € > 0 é um parametro e

I, )] = max{mase fu(r)], gmas [o(r)]}. 25)

Se (u,v) € X, defina ¢, : X, — C([0,€¢]) x C(][0,€]) por

By, v)(r) = (p+ [ otsyis o [ sN1f<u<s>>ds) = (60w, 0)(r), 2, 0) (1))

0

e o espaco de Banach (ver Apéndice 1)

Cpe :={(u,v) € X, : max |u(t) —p| < B, max |v(t)| < B} C X..

0<t<e 0<t<e
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Afirmacao 1: Existe € > 0 tal que ¢, satisfaz

(2) ¢P(Cp,e> C Cp,ﬂ
(1) [l@p(ur, v1) = Gp(uz, v2)|| < K| (ur, v1) — (2, v2)],
para todos (ug,v1), (ug,v2) € Cp. € para algum k € (0,1).

Assumindo a Afirmacao 1 segue, pelo Teorema 1.1, que ¢, tem um tnico ponto fixo, isto
é, existem tnicos (u,v) = (u(-,p),v(-,p)) € Cp. solucao de (2.4).
Desde que 0 < 2B < p— B < u(r,p) < p+ B, r € [0,€) e u(r,p) € C([0,¢)), segue que
f(u(r,p)) € C(0,)). Da
V) = (V= 1Y [l p)ds = f(utrp)), € (0.0)
0

Assim, v =" € C((0,¢)).

Resta somente provar que u ¢ C? em r = 0. Como

(0,p) = o(0,p) = lim 20T P Z00R) _yp vrp)

r—0 T r—0 r
—pl=N /r sV (u(s, p))ds —/r sN 1 f(u(s,p))ds
= lim 0 = lim 0 ~
r—0 r r—0 r
=) fwO.p) _ f)
~ o0 NpN-Uo N N’
temos
u’(0,p) = —%. (2.6)

Por outro lado, desde que u(-, p) satisfaz

u’ + (NT_ DI “:a — 0, (2.7)
sege e
() = i | S ) — )|
= 0= Mtim P i fu(rp)
— (- M)l ) SN:f(u(S’p))ds ~ J(u0.p))
= (1 N)(—%)—f()_—%. (2.8)
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De (2.6) ¢ (2.8), .
p

. " _ -

Portanto, u € C?([0,€)).
Para finalizar, vamos demonstrar a Afirmacgao 1.
Demonstracao de (i):

Primeiramente mostraremos que ¢, estd bem definida, isto é, que gb](f) (u,v) € C([0,¢€]), 1 =
1,2.

Como v € C([0,¢)), claramente @5 (u,v) € C([0,€)), para todo € > 0. Além disto, de
2B < u(r,p) < p+ B, r €[0,¢), segue que ¢5 (u,v) € C((0,¢)), para todo e > 0.

Finalmente, em r = 0,

. 2 . .
lim ¢ (u,v)(r) = lim

o —rflu(r)
P (N =12 lim ———= = 0. (2.9)

Assim, ¢, € C([0,¢]), para todo € > 0. Além disto, (2.9) mostra que (b](f)(u,v)(O) = 0.
Logo, ¢,(u,v) € X, se (u,v) € Cp., para todo € > 0.

Para finalizar a prova de (i), resta apenas mostrar que existe ¢ > 0 apropriado tal que
dp(u,v) € Cpe.

Como |p —po| < B e (u,v) € Cp, segue que

[bp(u,v) — (p,0)]] = H(/Orv(s)ds, %/OTSle(U(S))ds)H

T 1 r
< N-1 )
< e s [ oo s iy [ )

Além disto,
lu—po| < |u—p|+|p—po| < B+ B=2B,

o que nos leva a

T 1 T B
max{ max lv(s)|ds, max m/ﬂ sN 1|f(u(s))|ds}

0<r<e J 0<r<e

0<r<e 0<r<e V-1 N N

1 N M
< max ( max Br, max M - r_) < max (Be, —€>,

onde 0 < M := max{sup|f(s)|,sup|f'(s)| : |s —po| < 2B} < 0.
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Portanto,

oyt 0) = (. )] < (e, () = max (B, )e (2.10)

Tomando 0 < €; < 1 suficientemente pequeno, tal que

M
max (B, W)El < B,

temos que ¢,(u,v) € Cp, .
Demonstragao de (i7):
Sejam (uy,vy), (u2,v2) € Cp.. Entdo,

| pp (1, v1) — Pplug, v2)|| =

= ([ o100 = atonas s [ o) + o)

\
<o { g ([ 1(9) = en(0lds ). o (s [ 16 (0) = Fluatopias) |

Logo,
lpp (w1, v1) — (2, va)]| < max/ lv1(s) — va(s)|ds (2.11)

0<r<

[fp (11, 01) = dp(uz, v2)|| < max %/0 sN U Fua () — f(ua(s))|ds. (2.12)

0<r<er
Desde que, por (2.5),
1w, v1) = (ua, v) || = max{max fus(r) — uz(r)|, max |oi(r) —va(r)]},

0<r<e

retomando (2.11),

max /07‘ lv1(s) — va(s)|ds < €|[(ug,v1) — (ug,va)]].

0<r<e
Assim, para € = €1,
[0p(ur, v1) = Gp(uz, v2)|| < €| (ur, v1) — (uz, v2)- (2.13)

Por outro lado, desde que B < u;(r) < po+2B, r € [0,€),i = 1,2, segue que f(u;(s)) estd
bem definida, é continua em [0, €] e derivavel em (0,¢), i = 1,2. Portanto, pelo Teorema
do Valor Médio,

|f (ua(s)) = fluz(s))] < [(0(s))]|ur(s) — uz(s)], (2.14)
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onde 6(s) € (min{u(s), us(s)}, max{u;(s), ua(s)}).
E claro que B < 6(s) < po + 2B. Logo, |f'(0)] < M.
Entao de (2.14),
[f(ur(s)) = fua(s))| < Ml|(ur, v1) = (ug, v2)]-

Portanto, retomando (2.12),

1 "N
max iy [ () = Fua(s)ds
r Me
< max M]||(uy,v1) — (u2,vg)||W < WH(UIWI) — (ug, v9)||, para todo € > 0.
M
Tome ey > 0 tal que k., = ]\? € (0,1). Assim,
[6p(u1,01) = @p(uz, v2)|| < Key[|(ur, v1) — (ua, v2)- (2.15)

Tomando agora €3 = min{e;, €2} temos, de (2.13) e (2.15), que ¢, é uma contragdo em
Ch.es, 15t0 €, 0 item (i7) estd provado para € = €. ]

Seja M, := sup{r € [0,00) : (2.3) tem uma tunica solucao positiva em [0,7)} € (0, oc].
Lema 2.4. A solugao dnica u(-,p) do problema (2.3), dada pelo lema anterior, é tal que
ue C([0, My)) x CH((0, ).

Demonstracao. (Retirada e adaptada de Ni e Nussbaum [31]).

Vamos primeiramente mostrar que u ¢ C* em p.

Defina
¥ C([0,¢]) x C([0, €]) x (0,00) — C([0,€]) x C([0, €]),

onde € > 0 é dado pelo Lema 2.3, tal que

2/)(16,’2),])) = (U,U) - ¢(U,U,p)7

onde

¢muM—@+43@w~fW”/¥“vwmw)ﬂm%m

0
foi definida na demonstracao do lema anterior.

Entao

b(u,v,p) = (u —p— /Orv(s)ds, v+ TNl_l /0 sN—lf(u(s))ds).

Dado py > 0, escolna B > 0 tal que |p — po| < B e 3B < pg. Sejam (u,v,p), h =
(h17h27h’3> S C<[07€)> X C([()?E)) X (pO - B7p0 + B)
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Entao,
dGlD(U,U,P)h:
_ i YU 0,9) + (ke gy hy)) — P(w,v,p) . (ut Sk, v+ Ohy, p o+ Ohy) — P(u, v, p)

6—0 0 6—0 0

T 1 T
5hi (1) — s — [ Sha(s)ds, Sh(r) + —— [ SN UF((u+ 5hi)(s)) — Fluls))]ds,

ol / ) )

6—0 (S

: | 1t b)) - Fuls)ids
= <h1(7“)—h3—/0 hQ(S)dS, hg(’f’)‘f‘%li}f(l) 0 T’N_l(s > (216)

Vamos agora verificar as hipdteses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Para cada r € (0, ¢) fixo, defina

96(5) _ SN_l[f((u + 6h15>(8)) - f(u(s))]’ s e (0774).

(i) {gs(s)}, & > 0, é seqliéncia de fungbes mensuraveis, pois gs(s) é continua em (0,r)
com r < €.

(i) Tim gs(s) = 5™ /' (u(s)) P ().

De fato. Desde que 2B < u(r) < py + B, para todo 0 < s < r, temos que f(u(s)) estd
bem definida, é continua em [0, 7] e derivavel em (0, 7).

Portanto, pelo Teorema do Valor Médio,
|f((u+6h1)(s)) = fuls))| < |f(05)][0Ra],
onde 65 € (Orgsig{u(s), (u+0h1)(s)}, Orgsaé{u(s), (u+0h1)(s)}).

Assim,
B
B <05 <po+ B+ | hi|cq,), parad <min{l, m .

Entao

. sV f((u A 0ha)(s)) — f(u(s))]

L 5

/
= N1 (lsin% w = sV (u(s)) ha(s).

(iii) Vamos mostrar que gs é dominada por uma funcao em L'([0,]).

() = o+ 9h)(s) — S| < 1G5 lom
< ot - Sy
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Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

T /0 s TS ((u 4 0ha)(s)) — fuls))]ds

lim

6—0 0
_ er_l /T iy [f ((u+ 5h1)(8()5) — f(u(s))]ds

_ TNl_l / "NV f () ()R (3)ds.

0

Retomando (2.16),
de(u, v, p)(h1, ha, hs)

= (hl(r) — h3 _ /OT hQ(s)dS, hQ(T’) + T]\}_l \/OT SN_lf/(U(S))hl(S)d8>,
vV h e C(]0,€]) x C([0,€]) x ((0,00)).
Desde que f € C?*((0,r]), u € C*([0,7]) < u(s)

e B S
da(u,v,p) é continua para todo (u,v,p) € C([0,¢])
que ¥ (u,v,p) é C!, pelo Teorema 1.7.

s < r, segue que
00), 0 que implica

Para concluir a demonstragao, utilizaremos o Teorema 1.8.
Temos satisfeitas as condicoes

(a) ¥ € CY, ¥V (u,v,p) € C([0,¢]) x C([0,€]) x (0,00).

(b) ¥ (ug,vo, po) = 0 sobre a solugao de (2.3), pois

T 1 T
w=pot [wlsp)ds o w=—rgr [ uls s
0 0

(¢) Yy (ug,vo,po) # 0, onde x = (u,v). Pelas contas anteriores,

Y (uo, vo, po) (b, he) = <h1(r) - /O T ha(s)ds, ho(t) + TNll /0 T sN—lf’(uo(s>>h1(s)ds>.

Logo, ¥, (ug,ve,po) # 0. Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem vizi-
nhangas © de py em (0,00), U de (ug,vy) em C([0,¢€]) x C([0,€]) e uma aplicacdo g €
CH(©,C([0,€]) x C([0,€])), tais que

(1) ¥(9(p),p) =0, Vpe®©

(i) P(u,0,p) = 0, (u,0,p) € O XU = (u,0) = g(p) = (91(p), 92(p))-

Disto segue que u é C! em p.

Considerando u(-,p) : [0,M,) — R sendo a solugdo de (2.3), segue diretamente que

u(-,p) € C*([0, M,)), isto é, u é C* em . O
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Consideremos agora a funcao energia, definida por

B(r) = Sl ()] + Fu(r),

onde ) )
s s

F(s):/osf(t)dt:%—m e f(s)=s—

e mostraremos que esta é uma funcao nao-crescente em r.

Lema 2.5. Seja u > 0 satisfazendo (2.7) em [ry,7a], 71,72 > 0.

Entao, . ;
B(ra) — B(ry) = ~(N = 1) [ ()P

T1

Demonstragao. Multiplicando (2.7) por ' e integrando de r; a 79, temos

T2 T2 9 d,r, T2 1 T2
/ u"u'dr + (N — 1)/ ut— + / uu'dr — —/ u'~u'dr = 0.
T1 T1 r T1 o T1

Assim, . l—o r2 d
Mas ro "2
/m u'u' = %[u’(r)f L %W(Tz)]z - %W(ﬁ)]Q

T2

= F(u(ry)) — F(u(r.)).

T1

) 11—« 1 2—«
/ w— 2 wdr = | 2u? — —2
- a 2 a2 —a)

Dal, retomando (2.18),
1

2
ou seja, . ;
B(ra) = E(r) = (N = 1) [ W)

T1

Definimos constantes positivas p;, po como segue:

«@

p1 = inf{s > 0; f(s) > 0} = (é) ’

2 a
:= inf 0; F Oy =|—7—=] -
po :=inf{s > 0; F'(s) > 0} (a(2—a)>
O seguinte lema mostra que a solucdo positiva u de (2.3) ¢ limitada.
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Lema 2.6. Seja u = u(-,p) uma solugao positiva de (2.3). Entao u(r,p) < max{p,ps} :=
My, para todo r € [0, M),).

Demonstracao. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: p = p;.

Neste caso, u(r) = p; para todo r > 0 pois, pelo Lema 2.3, o problema (2.3) tem solucao
tnica em p = p;. Assim sendo, como p; > po, u(r) < max{p, p2}.

Caso 2: p # p;.
Afirmacao 1: Se f(u(r.)) = 0, para algum r. > 0, entao u/(r.) # 0.

De fato, isto segue do teorema de unicidade de solugoes para problemas de valor inicial,
visto que p; é solucao de equilibrio de (2.3).

Afirmacgao 2: Os pontos criticos de uma solugao nao-constante sao isolados.

De fato. Seja ry ponto critico de u. De (2.7),

u'=*(ro)

UH(TO) = —U(T’()) + T = —f(u(ro)).

Pela Afirmacao 1, f(u(rg)) # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que u”(rg) > 0.

Desde que u € C?([0, M,)), u"(r) > 0, para todo r € (ro — €, + €), para algum € > 0.
Assim,

u'(r) =u'(r) —u'(rg) = /T u’(t)dt, 1€ (rg—e,19+€),

70

onde u'(r) > 0, se ro € (rg,ro + €) ou u'(ry) < 0, se rog € (rg — €,7r9). Isto mostra a
Afirmacao 2.

Como conseqiiéncia da Afirmacao 2 e do Lema 2.5, segue que E é estritamente decrescente.
Além disto, de u solugao de (2.3),

u'(0) = — 12 (2.21)

Caso 2.1: p > p;.

Neste caso, f(p) > f(p1) = 0. Dai, de (2.21) e u € C*([0, M,)), u"(r) < 0, r € [0,¢).
Disto temos que u(r) < p, r € [0, €), ou seja, u atinge um maximo local no zero. Se existir
r1 > € tal que u(ry) = p,

B(ry) = 50 ()P + Flu(r)) > F(u(n) = F(p) = E(0),

contradizendo o fato de que E(r) é estritamente decrescente. Assim sendo, u(r) < p, para
todo r > 0.

Caso 2.2: p < p;.
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Neste caso, f(p) < 0 e entao u”(r) > 0, r € [0,¢€). Disto temos que u(r) > p, r € [0,¢),
ou seja, u atinge um minimo local no zero. Suponha que exista ro > 0 tal que u(rs) = po.

Entao teriamos
B(rs) = Sl ()] + Flulra)) = S ()] > 0> B(0),

pois
E(0) = S [/ (0)]* + F(p) < 0.

Isto contradiz o fato que E é estritamente decrescente. Portanto, dos Casos 2.1 e 2.2,
segue que u(r) < max{p,pa}. O

Os lemas anteriores nos permitem mostrar:

Lema 2.7. Seja u(-,p) solugdo de (2.3). Entao M, = co ou u(M,,p) =0, i.e., M, = T(p)
(veja definigao de T'(p) na pdg. 10).

Demonstragao. Suponha M, finito. Do Lema 2.5, segue que

L <

5 u'(0) + F(u(0)) — F(u(r)), re€[0,M,). (2.22)

N | —

Por outro lado, do Lema 2.6 segue que

F(p) < Flu(r)) < F(My), r € [0,M,).

Logo, por (2.22), v’ é limitada.

Se existem 1,5, € (0, M,), 7y, 8, —> M, tais que u(ry,p) — uy € u(sn,p) — uz com
Uy # ug, entao, pelo Teorema do Valor Médio,

0 < |uy — ug| = lim |u(r,, p) — u(sn,p)| < lim |/ (0,)||rn — sn] =0,
n—oo n—oo
para algum 0,, € (min{r,, s, }, max{r,, s,}).
Mas isso é um absurdo. Portanto, existe

lim wu(r,p) = u(Mp, p) > 0.

r—M,

Suponha que u(M,,p) > 0. Entao,

2(N - 1), Myt M,
— g, lotp g T Mot

|u”(r,p)| <

Por outro lado, de u € C?([0, M,)), segue que u”(-,p) ¢ limitada.
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Pelo raciocinio anterior, existe

v= lim u/(r,p).
r—M,

Podemos entao considerar o P.V.I.

Sy = e, > M

w(My) = p, w'(My) =v,  w>0 (2.23)

onde p = u(M,,p). Raciocinando de forma analoga & prova do Lema 2.3, obtemos uma
tnica solugao de (2.23) que estende a solugao u(-, p) de

{ —(rN WY = N (u(r)), >0,
u(0) = p, u'(0) =0,

contradizendo a definicao de M,,.

Portanto, u(M,,p) = 0. ]
O seguinte teorema nos da uma condicao suficiente para a existéncia global de solugao
positiva u(-,p) (i.e., M, = 00).

Teorema 2.8. Suponha que u = u(-,p) seja uma solugao de (2.3). Se 0 < p < ps, entdo
M, = 0.

p

Demonstragao. Pelo Lema 2.7, basta provar que u(r,p) > 0 em [0, 00).

De fato, se existe r* > 0 tal que u(r*,p) = 0, entdo devemos ter E(r*) < E(0). Mas

E(r) = S (r*, p)? + F(u(r™,p)) = S [/ (™, p)? > 0

2 2
F(0)=0
¢ 1
E(0) = =[u/(0,p)]* + F(u(0,p)) = F(p) <0, quando 0 < p < ps.
2 T ——r
p
Logo, ndao podemos ter E(r*) > 0, ja que E(0) < 0. O

Pelo Teorema 2.8, uma condicao necessaria para que tenhamos M, < oo é que seja p > ps.

Observe que a solugao u(-,p) de (2.3) produz a solugao desejada para o problema (CH)
precisamente se T'(p) = R, ou seja, se M, = R.

A seguir estabeleceremos, na Proposigao 2.11, uma condicao suficiente para que M, seja
finito, isto é, para que o problema (C'H) tenha solugao para algum R > 0 apropriado.

Neste sentido, enunciaremos e provaremos dois lemas indispensaveis para a demonstracao

da Proposicao 2.11.
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Para os resultados que seguem, consideremos dados p > D > py, u(+, p) solugao de (2.3) e
definamos ¢(p) = v/ (15, p) e Ty = T, 0 “tempo”que a solugao u(-,p) de (2.3), partindo

de t = 0, leva para atingir a reta u = p.

Lema 2.9. u/(r,p) <0, r € (0,T5).

Demonstragao. Desde que u(0,p) = p > pa > py, por (2.6) temos

u"(0,p)=— % <0,

e de (2.7) podemos concluir que v'(r, p) < 0 em algum intervalo [0, d), pois temos, também
da prova do Lema 2.3,

!
W"(0,p) = lim - (r.p) g
T

r—0

Desta forma, se nao existem pontos criticos em (0,75), é ébvio que «/(r,p) < 0 para

Vamos supor, por contradigao, que exista £ € (0,7}) sendo o primeiro ponto critico de w.
Isto é, u/(&,p) =0 e u/(r,p) <0, para todo r € (0,¢).
Dai,

UN(§ p) — lim ul(rvp) - ul(gap) — lim Ul(’f‘,p)

> 0.
r—§& T—g r—¢ ’]"—5

Assim, da equagao (2.7), temos

L

u’ (&, p) u'(&p) + f(u(é,p) =0,

0 que nos leva a

fu(€;p)) <0.

Portanto, de acordo com o comportamento de f, temos p < u(&,p) < p; < p2, 0 que é um
absurdo. O]

Lema 2.10. Seja u = u(-,p) solugdo de (2.3). Entdo

—q(p)T5p > —(N = 2)(p — D) + %? /p T de,

para cada D > p;.

Demonstragao. Considerep < §; < &1 < -+ <& <& = p. Se T, denota o “tempo” que
a solugdo u(-,p) leva para interceptar u = &;, entao, pelo Lema 2.9, Ty, = u™'(&;,p).
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Tomando Ty = 0, temos

/oTpr(U(T,p))dT = Z/Tgﬁl )dr+/Tprf(U(7”vp>)dT

Ty, T,

K

Z / o ))dr. (2.24)

v

Desde que f(s)/s é crescente e u(r,p) > p, r € [0, T3],

/ng+1 Flulr.p)dr = /Tﬁw Tf(U(r, p))u(n pydr > @ /Téj+1 ru(r, p)dr

Te, ; P
D Tj+1 = T, T
> f;p)/Tﬁ e f;p)gjﬂ( ) — 2 (T¢,)?
&5
Logo, retomando (2.24),
P _\ s—1 2 9
["rttraar > 105, T = T0)
0 P& 5
= f(Z) [£1T£1 + 62(T§2 T£12) et €S<T€52 B (Tés_1)2)]
= fQ(]]_j) [T& (61 52) + T£22(§2 o 63) 4+ .4 (T6871)2(§S_1 o 55) i T532§S]
/()

v

25 T[T (6 — &) + T (G — &)+ 4 (Te, ) (61 — &)

e esta soma converge, quando s — oo, para a integral de Riemann-Stieltjes

=) [P
2p Jp
Logo,
' f® [
/ rf(u(r, p))dr > —_/ T dE. (2.25)
0 2p P
Por outro lado, de
-1
—(vr) = =vr—v e v+ v+ f(u) =0,

obtemos

—(vr) = (N —=2)v+rf(u).
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Entao, integrando essa equacao de r = 0 até r = Ty,

—v(Tp) Ty = (N =2)u(Ty) — (N = 2)u(0) +/0 Crf(ur))dr

— V-2 (V-2 [ rfut)r

0

Dai,

Portanto, por (2.25),

—mmnz—w>m@—m+ﬁ?é%?@. (2.26)
]

Estabeleceremos, agora, uma condicao suficiente para que tenhamos M, finito, para algum
p > p1. Isto é, pelo Teorema 1.14 é suficiente mostrarmos que o limite em (2.26) converge

ao infinito quando p tende ao infinito.

Proposicao 2.11. D(T) # 0. Isto é, existe p > 0 suficientemente grande tal que M, =
T(p)-

Demonstracao. Consideremos os seguintes casos:
Caso (i): N < 3.

Caso (ii): N > 3.

Demonstragao do Caso (i):

Observemos agora que, como

@ — 1 quando s — oo, (2.27)

temos
—(r" () = f(u(r) < V() < eV,

Integrando de 0 a r,

—erlv(r) <

N

pr ,

_ —_ <
A0 ouseja, v(r)

Integrando novamente de r = 0 a r = T, temos

pTe

—u(Te) +u(0) < N
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e, entao,
T > M
p
Substituindo em (2.26), obtemos
fp) [P2N
—g()Ty > —(N— LB 20— 6)d
0T, = ¥ -2 -7+ B[R o
N 2 2

= w-2p-p+ 2 v -p - 25 - T

_ _ f@Np (NP

= —(N-=2)p+(N-2)p+ % — f(P)N — %

SN ST

= |8 gy v - zp - sy - T

Por (2.27), existe p > p; tal que f(p)/p > 2/3. Assim,
f(p)N _
5 > (V-2 VN =123
Isto é,
—q(p)T; — oo quando p — .
Demonstragao do Caso (ii): Desde que p > 0, temos
3 P
T, = / du _ [ du (2.28)

1

De fato. Do Lema 2.9 temos que existe w tal que w = u™", isto é, wou = [I. Dal,

w'(u) = 1/u.
De u(0) =p e u(Te) = &, temos w(p) =0 e w(§) = T¢. Assim,

T = w(€) - w(p) = / du—/—du— T pce<n

9
—v

Relembrando que p < & < u(r,p) < p, r € [0,T¢], e que v/ (r,p) < 0, r € [0,T¢] (Lema
2.9), segue que

Desde que
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e () _ fB)ulr)e(r)
v (T p) u(r)o(r
— STy (2.29)
A seguir, desde que F’' = f,
5+ Flu)=F(p) = M;” + F(u(r)) - [”(g)] — F(u(0)) = /O F(s)ds
= /Tm/ + Flv = _/7‘ —<NT_ 1)1)2d7.
Entao,
TP =Fp)--1) | —dr
ou seja,
%2 = F(p)— F(u)— (N —1) OTU;dT
= pf(s)ds —(N-=1) ' U;dT. (2.30)
Por (2.27),
/ f(s)ds < / sds = —| = % - % (2.31)
e, de (2.29),
"o’ fp) (N -1) '
—(N-1) i —dt < T_ I u(r)/o v(t)dt
- %(—N]; 1)W")(u(r) —p), €[0T . (2.32)

Dai,
()| < \/z{gw — ) - PP ) - ue
ou seja,
1 1
SCRINT /@) (N - 1)
\/2{§<p2—u<r>2> I o - e
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De (2.28),
ng/: 1 & — L P<E<p
Fazendo u = ps, temos
! ds
Te > l L = ,
’ \/2{%(192 — p*s?) — %—(N]\_f 1)p8(p —pS)}
isto é,
1 ds
e = é,¢u§)w@an@§)
PN
_ K ds _ (2.33)
: ¢@_S%_2m;=w@_sa+(1_fg»2mxfn@_sa

Por (2.27), podemos tomar p suficientemente grande tal que

fP)\2(N 1) oy _ 2 N—=2
1— _ L
< 5 N (s —s%) <e N )
para todo s € (0,1], para algum € > 0 tal que (N — 2)? < 1. Entao (2.33) torna-se
1
T, >/ ds
S IN=2/(T, (N1 +N—12 L
N \|° N—2)""\N—2) (N-22"°
|/ N /1 ds
N—=2J¢ N—-1 1

(- 573) e

_ N VBN =2 - (N-DP -1+ &N -2 s(N-2)-(N-1
N -2 V1—e(N—2)2 V6I-e(N-2)% |

N N-—1 N—1\? 1|

> Ywog™ (_N—2+8)+\/<S_N—2>_(N—2)25

-1 1 1
N ‘N—z+ (N-2¢ (V-2
N2 rw+1+UMN—%+¢FN—%UW%N—Ur_ !

N -2 N -2 (N —2)2
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_ N ln( 1 N —2| )
N=2 \IV=2] [=(N =)+ ¢/p(N =2+ VN - 2)/p— (N - )P - 1]

= 75l = (V=1 +&/p(N = 2) + V(N = 2)¢/p— (N - D — 1]).

Assim,

[ sz [ |l - n -2+ VIV 25— - P -1 de

Fazendo a mudanga de varidveis y = (N — 1) — (N — 2){/p, teremos
P (N-1)-(N-2)% N
/T52d§2p/ In|—y++/(—y)?—1|%d
p | (N—-2)2

Definindo H(y) = N/(N —2)?[In| — y + \/(—y)? — 1]]? e retomando (2.26),

f(P f N-2)% H(y)d
) y)dy _
—q(p)T5 = (N —2) —1lip+(N-2)p
N —2
Por outro lado, do Lema 1.16, temos
(N-1)—(N-2)B (N-1)
plim H(y)dy = / H(y)dy=0>2(N—-2), N >3.

Dai, desde que podemos tomar f (p)/p arbitrariamente préximo de 1,

~(N-2)I
P 2 U000 I VAN
p=oo N—2 2(N — 2) '

Portanto, —q(p)T5 — oo quando p — oo, N > 3. m

Lema 2.12. Seja p € D(T). Entdo v/'(r,p) < 0, para todo 0 < r < T(p).

Demonstragao. Pela prova do Lema 2.9, sabemos que se existe um primeiro £ € (0,7 (p))
satisfazendo u/(§, p) = 0, entao u(&,p) < p1 < po.

Pelo Lema 2.5, E(§) > E(T(p)).

Desde que .
B(€) = S (&) + F(u(€,p) < 0

(' (T(p),p))* + F(u(T(p), p)) > 0,
temos E(§) < E(T(p)).

Portanto, nao existem pontos criticos para u em (0,7(p)), e entdo «'(r,p) < 0 para r €
(0, T(p))- O
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Finalizamos este capitulo com a demonstragao do Teorema (CH).

2.3 Demonstragao do Teorema (CH)

Demonstracao. Considere
pe =1inf{p:p € D(T)}.
Segue do Teorema 2.8 que p. > ps.

Mostraremos agora que, considerando p. como o parametro de “shooting”, o problema
(2.1) tem solugao.

Afirmacgao 1: p. € D(T), isto é, u(-,p.) é solugao de (2.1) com R = T(p,).

Seja (pn) € D(T), pn "\ pe.

1° caso: (T'(p,)) é limitada.

Neste caso, existe (T'(p,,)) C (T'(pn)) tal que T'(p,, ) — T* < occ.

Temos entao as seguintes situagoes a considerar:

(i)Se M, < oo, entdao M, = T(p.) e, pelo Lema 2.7, u(T'(p.),p.) = 0, isto é, p. € D(T).
(ii) Se M, = oo, entao de u € C*([0,00)) x C*((0,0)), segue que

0= lim u(T(pn,), Pn,) = u(T*, D).

k—oo

Absurdo, pela defini¢ao de M, . Portanto, M, < oo e p. € D(T).
2° caso: (T'(p,)) é ilimitada.

Neste caso, existe (T'(pn,)) C (T'(p,)) tal que T'(pn, ) — +o0. Por comodidade, denotare-
mos P, POr Py.

Pelo Teorema 2.8, p,, > po, para todo n. Do Lema 2.12, u/(r,p,) < 0, para todo 0 < r <
T (pn).-

Assim, desde que T'(p,) — 400,
u'(r,pe.) = lim u'(r,p,) <0, para todo r > 0. (2.34)

Em particular, M, = oo.
Além disso,

1

E(u(T(pn; pn))) = 5[/ (T (), pa))* + F(u(T(pn), pn)) = F(0) = 0,

ou seja,
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Dado r > 0, tome n > 0 suficientemente grande tal que r < T(p,). Desde que E é
decrescente,

B(u(r,pa)) = B(r) > E(T(pa)) = B@(T(p,), pn)) = 0.

Fazendo n — oo e lembrando que u(r,-) € C*((0,00)), obtemos

E(u(r,p.)) >0, paratodo r > 0. (2.35)

Por outro lado, seja pos > p > p;. Suponha, por contradi¢ao, que nao exista 7 > 0 tal que
u(r, pe.) < p. Isto é, u(r,p.) > p, para todo r € [0, M,,). Pelo Lema 2.7, M, = cc.

Denote por
my= inf f(s)>0 e M;= sup f(s)< occ.
s€lPpe] s€lppe]

Segue de (2.34)

myrN Tt =N inf o f(u(r,pe)) < PV f(u(r,pe)) < eV sup flu(r, pe)) = MprN T Yo > 0.
P<uspe PSulpe

Integrando de 0 a r, temos

T’N T TN
My < i sV (u(s, pe))ds < Mfﬁ'
De u(+, p.) solucao de (2.3),

m
—Lr < —u(r,p.) <

M
N N

N r > 0.

Integrando novamente de 0 a r, e usando que u(-,p.) é solucao de (2.3) com p = p,
obtemos

;n_]\ffr2 < Pe — U(T,pc) < %7’2
Isto é,
2N(p. —u(r,pe)) o 2  2N(pe—ulrpl))
Mf - - my ’ '

Fazendo r — 00, obtemos u(r, p.) — —00, o que viola a hipétese de contradicao.

Assim sendo, existe r = T} tal que u(Ty,p.) = P, isto é, u(r,p.) encontra v = p num
tempo finito 7.
Afirmagao 1.1: limsupu/(r, p.) = 0.

T—00

De fato. Caso tivéssemos limsup v’ (r,p.) = ¢ < 0, existiria 79 > 0 tal que u/(r,p.) <
r—o00

¢, r > ro. Integrando de ry a r, obteriamos

u(r) —u(rg) = /T u'(s,pe)ds < c(r — o).

]
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Fazendo r — oo, teriamos

0 < lim u(r,p.) < u(rg) + ¢ lim (r — rg) = —o0,

r—00 r—00

o que é absurdo.

Afirmacao 1.2: lim u/(r,p.) = 0.

T—00

Suponha, por contradi¢ao, que liminf u'(r,p.) = p € (0,00]. Existe r, — +o0o crescente

r—00

tal que

(i) w'(ror, pe) — 0, e u”'(rag, pe) =0

(i) o' (rax41,pe) = p € W' (rapsr — pe) = 0.
De (2.7), e fazendo r = ry,

k—o0

Jim f(u(rar, pe)) = 0 = ulror, pe) — p1,
e desde que u <’ 0, segue que
U(T’, pc) 72}0 P1-

Por outro lado, multiplicando (2.7) por «’ e integrando de 0 a r, temos

_M —(N—1) /0 Mds + F(u(r, pe)) — F(u(0,p.)). (2.36)

Tomando r = 7y e passando (2.36) ao limite superior, obtemos

- [ b ) - P, (27

Por outro lado, tomando r = rg,41 e passando (2.36) ao limite inferior, obtemos

- I L A ) (2.38)

Portanto, de (2.37) e (2.38), segue que i = 0, o que é absurdo. Isto prova a Afirmagao
1.2.

Dado p € (0,p), existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que ¢?/2 + F(s) < 0, para s €

[p, p], pois sup f(s) < oo.
se[ﬁvpc]

Afirmacgao 1.3: v/ (T3, p.) < —c.

De fato, temos

E(u(Typ) = B@) = P b ).
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02

Caso u/(T1,p.) > —c, terfamos E(u(Ty,p.)) < — + F(u(T1,p.)) < 0, o que contradiz
2 ——
P
(2.35).
Assim concluimos que u/(71, p.) < —c¢, provando a Afirmacgao 1.3.

Agora considere u € [p,p.]. Suponha que nao exista 7 > 0 tal que u(7,p.) < p, isto é,
u(r, pe) > p, para todo r > 0.

Dai, da Afirmacao 1.2, existe 7 > 0 suficientemente grande tal que

<e
——N—

E(u(T,pc)) = W@pl” F(u(F,p.)) <

: /(7 pe)? + max{ F(p), F(5)} < 0,

1
2
contrariando (2.35).

Logo, u(r,p.) encontra u = p num tempo finito 7.

Afirmacgao 1.4: v/ (T3, p.) < —c.

De fato, temos

,T, ; 2
B(u(.p0) = B(1) = L pum, ),
Caso u/(Ty, p.) > —c, terfamos
2
B(u(Ty,pe)) < 5+ F(u(T ) <0,
——
D

o que contradiz (2.35). Isto mostra a Afirmacao 1.4.
Agora, como f(u) < 0 para 0 < u < p, seja f(u) < —k, k> 0.
Integrando a forma radial do nosso problema

(= (rype)) = ™ fu(r, pe))

de Ty aly +t, Vit >0, temos

To+t N Ta+t
_TN_lu/(Ta pc) S —k— )
Ts Ts
ou seja,
To+ )N kT
(T T + 1) + T (D) < - A N
Dai,
Ty — (T + )N
T+ N Tk ) < b [ v ).
- —
2?) <
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Para t suficientemente grande tal que

I |:T2N —(L+)Y

N :| - TQJ\Tilu/(TZ:pc) < 07

temos u/(Ty + t,p.) > 0, o que contradiz (2.34).

Entao temos que (T'(p,)) é limitada, e assim (7(p,)) possui subseqiiéncia convergente.
Voltamos assim ao primeiro caso, o que nos garante entao que p. € A.

Logo, u(T(p.),p.) =0, ficando entdao demonstrada a Afirmagao 1.
Afirmacao 2: T'(p) é limitado inferiormente por cota positiva.

Dado p € D(T), seja u(+,p) solugdo do problema (2.3). Desde que E é nao-crescente
(Lema 2.5) segue, para r > 0,

S ) + Flulr,p) < 5[40, D) + Fu(0,p),
ou seja, .
Sl p)]? < F(p) — F(u(r,p)) < F(p) — F(p1).
Dai
[/ (r, p)]* < 2(F(p) — F(p1)) isto ¢ [/ (r, p)| < /2(F(p) — F(p1))-
Entao
T'(p)
b= u0p) = uTE)p) =~ [ (s
T(p) T(p) T(p)
< ’—/0 u'(s,p)ds| = /0 u'(s,p)ds S/() |u/(s,p)|ds
T'(p)
< VAFG)=F0) [ ds = To)VAFG) = o)
Portanto,
. , p
1)), isto é, > , para todo p > p..
p < T(p)V2(F(p) — F(py)), ist T(p)>\/2(F(p)_F(p1)) para todo p > p
Desde que
p _
’H‘X’ V2(F F(p1)) ’

segue que T'(p) é limitado inferlormente por cota positiva. Isto prova a Afirmacao 2.

Definamos

p
V2(F(p) — F(p1))

Ry =inf{T(p) : p€ D(T)} > inf{ p>pey >0
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RQ = T(pc>

Agora, dado R € (Ry, Ry] = T(D(T)) existe, pelo Teorema 1.15, pelo menos pgr > p. tal
que T'(pr) = R. Isto é, u(-, pr) solucao de (2.3) satisfaz u(R, pr) = 0. Portanto, u(-, pgr) é
solugao de (2.1). Isto é, u(z) = u(|z|, pr) € C*(Br) N C'(Bg) é uma solugio radialmente
simétrica de (CH).

De fato, u € C?(Bg) segue do Lema 2.4. Mostraremos agora que u € C'(Bg).

Desde que
1 1
Fipy) < F(u(r) < B(r) = 5[ ()] + F(u(r)) < 5[/ O + F(u(0) = F(p)
segue que E é limitada. Junte-se a isto o fato que E é decrescente e temos que existe
lin}% E(r).

Temos entao que existe

r—R

1
lim {g[u'(r)]z - F(u(r))}
. . . . 1 / 2
Mas hr% F(u(r)) =0, o que nos diz que existe hrrll? §[u (r)]°.
Afirmacao 3: Seja u = u(-, p.) uma solugao cldssica radialmente simétrica de (CH) para

R = R,. Entao v/ (R, p.) = 0.

Suponha que
0
—u(T )
57 u(T(pe), pe) # 0

Desde que u(T(p.),p.) = 0 e u € C*(0, M,) x C*(0,00) segue, pelo Teorema da Fungao
Implicita, que existe um retangulo aberto I x J de centro (T'(p.), p.) tal que u=(0)N(Ix J)
é o grafico de uma funcao € : J — I de classe C?.

Portanto, u(¢(p),p) = 0 numa vizinhanga de p., o que viola a defini¢ao de p. = inf{p :
p € A}. Logo, v/ (Rs,p.) = 0.

Isto finaliza a prova do Teorema (CH). O
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CAPITULO 3

Método de “Shooting” aplicado a um
problema singular envolvendo o
operador de Monge-Ampere

3.1 Consideracoes Iniciais

Nos ultimos anos, problemas envolvendo o operador de Monge-Ampere tém recebido
grande atencao. Em Geometria podemos citar, por exemplo, o problema de atribuir, a
cada dominio convexo limitado Q C R¥, uma métrica Riemanniana que é invariante sob

transformacoes projetivas entre tais dominios.

Neste sentido, Loewner e Nirenberg [29], em 1975, propuseram a métrica Riemanniana
ds® = —(u)™' Y U0, ds,d,,, onde u é solugao positiva, estritamente concava do problema

de Monge-Ampere singular

1\ N2
det(D?*u) = (—) , Q
u = 0, aQa

onde 2 é um dominio convexo limitado, tendo fronteira suave e estritamente convexa.
Em [29], Loewner e Nirenberg provaram a existéncia de tal u para N = 2. Nirenberg [32],
em 1975, estendeu o resultado acima para dimensoes N > 2, considerando {2 limitado,

estritamente convexo.

Outra aplicacdo em Geometria, proposta por Calabi (apud Nirenberg [32] e Cheng
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e Yao [6]), ¢ a construgao de uma métrica Kéhler-Einstein em dominios tubulares. A
métrica Kéahler é dada pela expressao ds* = > g;;dzdz; e serd considerada Einstein se o

tensor de Ricci satisfizer R;; = kg;;, k constante.

Em 1975, Calabi [3] mostrou que podemos construir métricas Kahler-Einstein em
V =[(1/2)B & iRY] C C¥ em funcio da solugao da equagao

det(D*w) = expw,

onde B é uma bola aberta em RY. Este problema também foi discutido por Nirenberg
[32], que considerou dominios tubulares V = (Q & iRY) C CV, onde Q ¢ um dominio

convexo em RV,

Mais recentemente, uma conexao com problemas de transporte de massa foi des-
coberta, e isto conduziu a uma renovacao do interesse dessas equacoes no célculo de
variacoes e na teoria da otimizacao, como também em aplicacoes na meteorologia, fluidos

dinamicos e fisica-matematica (veja Gutiérrez [21], 2001).

Estudos de existéncia e/ou unicidade para o problema (M) podem ser encontrados
em Cheng e Yau [6], que em 1977 consideraram ¢ (z,s) = (—1/s)" em um dominio
convexo e limitado € contido em RY e também em Lazer e McKenna [28], que em 1996
estabeleceram existéncia e unicidade para o problema (M) com ¥(z, s) = p(x)(—s)™7 em
Q, onde v > 1, Q é suave, estritamente convexo e limitado, p(x) > 0 em Q e p € C*(Q)

(veja também as referéncias neles contidas).

Considerando termos singulares 1 (x, s) mais gerais, estes resultados foram melho-
rados, em algum sentido, por Gongalves e Santos [17], em 2005, que consideraram o
problema (GS) com hip6teses sobre ¥ que incluem os casos anteriores, restritos a Q = B
(veja Introdugao).

Podemos também citar o recente trabalho de Wang [41], em 2006, que considerando
¥ 0,00) — [0,00) continua e hipdteses sobre fy = liné f(s5)/sN e foo = lim f(s)/s, N >
1, estabeleceu a existéncia de solugoes radiais para o problema (M).

Uma extensao dos resultados de existéncia e regularidade de solugoes para o problema

(M) em dominios estritamente convexos, para dominios limitados arbitrariamente suaves

em RY, assim como variedades Riemannianas, em geral, pode ser vista no trabalho de
Guan [18], 1998.

Neste capitulo, focamos nossa atencao no estudo de existéncia, unicidade e regulari-
dade de solugoes cldssicas convexas e radialmente simétricas para o problema (GS5).

De acordo com o Lema 1.17, uma funcio radialmente simétrica v € C?(B) N C(B)

com v < 0 e v' > 0 satisfaz (GS) se, e somente se, a fungdo u := —v satisfaz

42



Capitulo 3. Método de “Shooting” aplicado a um problema de Monge-Ampere singular

—(|u/' [N = Ne¥=Y(r,u), (0,1), (3.1)
u(1) = u/(0) = 0. '
Para mostrar existéncia de solugoes de (3.1), associamos a ele o seguinte P.V.I.:
(P = NP, >0, )
u(0) =a, ¥'(0)=0, u>0, '

onde a > 0 é o parametro de “shooting”.

Para resolver (3.2) e explorar propriedades de suas solugoes para valores distintos de
a > 0, enunciamos os dois lemas que seguem:

Lema 3.1. Suponha (GS),(GS2) e (GS5). Entdo, para cada a > 0, existe algum F(a) €
(0,1] e uma dnica u(-,a) € C*([0, F(a))) solugio de
—(Ju/ N = NTN_lw(r, u), >0,

u(0) = a, u'(0)= (3.3)
u >0, [0, F(a)).

Além disso,

u(r,a) — 0 quando r — F(a), desde que F(a) < 1; (3.4)
u(-,a) <u(-,a) em [0,F(a)) sea <a e, além disso, F(a) < F(a). (3.5)

Complementando o resultado enunciado acima, temos o Lema 3.2.

Lema 3.2. Suponha (GS),(GS2) e (GS5). Considere {a,} uma seqiéncia em (0, 00) tal
que a, /" a ou a, \, a para algum a > 0 e sejam u(-,ay),u(-,a) solugoes de (3.2) dadas
pelo Lema 3.1. Se k € (0, min{F(a),sup F(ay)}), entdo

n—oo

(-, an) —u(-;a)llcqory — 0 e

W' (r, a,) — ' (r,a)] ==0, r €0,k

Estes lemas serao indispensaveis para a demonstracao do Teorema (GS), enunciado
na Introducao deste trabalho.

3.2 Demonstracoes dos Lemas

3.2.1 Demonstracao do Lema 3.1

Demonstragio. Observe que, se u € C%([0,¢€)) é uma solucao de (3.2), entao u satisfaz

u(r) = a — /0 [/ON Nt u(t))dt|  ds.

2=
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De fato, se u ¢é solugao de (3.2), entao, integrando de 0 a r > 0, obtemos

— [ (s)|N T (5) = /OSNTN_I@Z)(T,U(T))dr.

Desde que
/ NN (r, u(r))dr > 0,
0

pois r > 0 e ¢ > 0, temos que u/(s) < 0.

Logo,
—[u' ()Y (5) = — (= ()M (s) = [ ()] = (5)] = [ ()]

Assim,

[—u/ ()] = /OSNrN_lw(r,u(r))dr.

Agora, integrando novamente de 0 a r > 0, e usando u(0) = a, obtemos

u(r) =a— /07" [/OsNtN_1¢(t,u(t))dt] ds. (3.6)

Definindo o operador T' por

T(u)(r):=a— /07” [/stNle(t,u(t))dt] ds, r>0, (3.7)

0

segue que uma eventual solugao de (3.6) é um ponto fixo de T em um espago de fungoes
apropriado. A idéia é utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Seja a > 0. Por (GS)), existe algum K, > 1 tal que v(r,-) é Lipschitz em [Ki,a],
uniformemente para r € [0, 1). ’
Considere € > 0 pequeno e o conjunto de fungoes

a

Xoe = {ue(,2]) : u(0)=a, .

<u(r)<a, re [0,8]}.

Afirmacao 1: X,. = (X, || - [|[s) é um espago métrico completo, pois X,. C C([0,¢])
é fechado.

Afirmacao 2: Existe € = ¢(a) > 0 tal que
(1) T(Xa:) C Xape
(1) || T(u1) = T'(u2) ||o< Ellur — uzlloo, V w1, u2 € Xoe@) € algum k € (0, 1).

(As demonstragoes das Afirmagoes 1 e 2 encontram-se no Apéndice 2).
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Portanto, assumindo provadas as afirmacgoes 1 e 2, segue, pelo Teorema 1.1, que 1" possui
precisamente um tnico ponto fixo, ou seja, existe um tnico u = u(-,a) € X, (q) solucao

de (3.6).

Vamos agora definir
F(a) :=sup{r € (0,1) : (3.6) tem uma tunica solugdo em [0,7)}.

Como j& garantimos a existéncia de uma tinica solugao para (3.6) em [0, £(a)), F(a) > £(a).

Considerando u(-,a) : [0,F(a)) — R sendo a solugao de (3.6), u(-,a) é derivavel e,
portanto, continua. Logo, u(-,a) € C([0, F(a)).

Derivando em (3.6), temos

u'(r,a) = — [/rtNlNz/J(t,u(t,a))dt] N, 0<r< Fla). (3.8)

0

O integrando do 2° membro desta igualdade é continuo em (0, F'(a)), o que implica em
u/(r,a) ser derivdvel e, portanto, continua. Assim, u € C?*((0, F(a))).

Observe também que },1_1% v (r,a) = 0 = 4/(0,a), o que implica em v’ ser continua em
r = 0. Dai, u(-,a) € C*([0, F(a))).

Vamos agora mostrar que u € C?([0, F(a))).

De (3.8) e do fato que 1(0,a) > 0, temos que

1

u'(r,a) = —rNWp(r, u(r, a)) [/OrtNle(t,u(t, a))dt] <0, r€(0,F). (3.9)

De (3.9), u"(r,a) <0, o que nos diz que u tem concavidade voltada para baixo.

Observe que u” nao esta definida para » = 0, mas vamos analisar u” quando r — 0.

Temos
b(r,ur,a)) =3 9(0,a) > 0. (3.10)
Consideremos
o U(ts) , U(t, 5)
m(r,s) == tre%% N © M(r,s) := tem[(@)a’):] N

ja que (-, s) é fungao continua definida no compacto [0, r].

Como u(t,a) < a, por (GSs),

t t
o) — i 200) _ Ut0)
tejo,r] @ alv

U(tulta) _ it (o)

[u(t,a)]N ~ telop]  u(r,a)N = M(r,u(r, a)).
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Entao,

dtulta) _ o

m(r,a) <

ou seja,
m(r,a)[u(t,a)]y <(t,ut,a)) < M(r,u(r,a))[u(t,a)]”.

Desde que [u(t,a)]¥ < a®,

fult, )] Vm(r,a) < (1, u(t, a)) < a¥M(r, u(r, ).
Multiplicando a desigualdade acima por Nt¥~! e integrando em ¢, temos
m(r, a)/ NtV u(t, a)|Vdt < / NtV "L (t, u(t, a))dt
0 0

< aNM(r,u(r,a))/ NtN7tdt, r>0.  (3.11)
0

Desde que u(t,a) > u(r,a), t € (0,r], retomando (3.11) temos

m(r,a)[u(r,a)] < / NtV Yt u(t, a))dt < o™ M(r,u(r,a)).

Como 1/N —1 <0,

-1

2|~

[ M(r,u(r,a)]8 ' < { / NtN=1y) ))dt]

< [m(r, a)[u(r,a)N]¥ L. (3.12)
Observe que M(r,u(r,a)) e m(r,a) sao continuas. Dai

-1

Z[=

lim[a™ M (r, u(r, a))| ¥~ = [ N—WO(’ ()] ))]N_ — [$(0,a)]

r—0 [’U,

i, ) )13 = |25 0,0~ w0,

r—0

Passando (3.12) ao limite,

r—0

lim {rN—l [ /0 TNtN‘lw(t, ult, a))dt} }V_l} = [1(0,a)] ¥ . (3.13)

Retomando (3.9), (3.10) e (3.13),

limu”(r,a) = —(0,a)[1(0, a)] ¥ L = —[1h(0, )] ¥.
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Dai, u” € C([0, F(a)), isto é, u € C*([0, F'(a))).

Por (3.8), v’ < 0, o que implica que u é nao-crescente. Como 0 < u(-,a) < a, u é limitada.
Sendo fun¢ado mondétona limitada, existe lim u(-,a). Entdo, u € C([0, F(a)]).

r—F(a)~
Sabemos que u(F'(a),a) > 0. Suponha F(a) < 1. Afirmamos que u(F(a),a) = 0.

De fato, caso contrario, fagamos F' = F(a) > 0 e a = u(F(a),a). Assim, como a <
u(-,a) < a, segue de (GSz)

Retomando (3.8),
L (rya) |V = /0 rtN—lN—w[(t’”(t’C‘)) fu(t, a)]Vt

u(tj a)|v
< /0 thle(ua))[a]th

[a}™

a

_ N(g)N/OrtNlNz/z(t,d)dt, r € (0,F(a)).

¥(t,a) é continua para t € [0, 1); logo, é continua para t € [0, F].

Entao,
a\" [F
|/ (r, a) |V SN(T) / Lyt a)dt, Ve (0,F), F<1.
a 0
Ou seja,
1
a F N
ol <] [ o]
alJo

o que nos diz que u' é limitada.

Como u” < 0, v’ é ndo-crescente. Sendo v’ fungao mondtona limitada, existe h%l u'(r,a).
r—F—

Dai, v’ € C([0, F'(a)]), o que implica que u € C*([0, F'(a)]).

Seja lim u/(r,a) :=~ € (—00,0]. Vamos considerar o seguinte P.V.1.:
e

r—

Sl = bt e, 7> -

v(F)=a, V'(F)=1, v >0,

Observe que lin}w u'(r,a) = v = '(F), i.e., o vetor tangente a v no ponto F' é o mesmo
rTr—

vetor tangente a v no ponto F. Além disso, u(F,a) = a = v(F). Assim, se (3.14) tiver
solugao tnica, esta serd uma extensao da solucgao de (3.2), para r > F, F < 1.

Pelo raciocinio anterior, resolver (3.14) equivale a obter uma soluc¢ao da seguinte equagao
integral:

Z|-

v(r):d—/FT[MN—|—/FS75N_1N7,D(75,U(1€))dt ds.
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Pelo mesmo argumento usado anteriormente, as solugoes de (3.14) sdo os pontos fixos do
seguinte operador:

2|~

T()(r) = a— /T{m’v +/FSNtN—1¢(t,v(t))dt] ds.

F

, &] , unifor-

S

Novamente, por (GS)), existe algum k; > 1 tal que ¢(r,-) é Lipschitz em [
memente para r € [F,1).

Considere 0 > 0 pequeno e o espaco métrico completo

Xas = (Xas, || [|oo) := {v e C([F,F+4)]): v(F)=a, <wo(r)<a, re [F,F+5)}.

a
ka
De forma andloga a prova da Afirmagao 2 (veja Apéndice 2), também provamos o seguinte
Afirmacgao 3 : Existe § = d(a) > 0 tal que

(i) T(Xas) C Xas;

(i) |7 (1) — T'(02)]lco < k|lU1 — V2]|oos ¥ 01,02 € Xas, onde k € (0,1).

Portanto, novamente pelo Teorema 1.1 e pelos argumentos anteriores, existe uma tinica
solugao de (3.14) em um intervalo (F, F' + 6).

Assim mostramos que u(-, a) pode ser estendida como uma solugao de (3.2) em (0, F(a) +
d), o que contradiz a defini¢ao de F'(a).

Logo, nao podemos ter u(F'(a),a)) > 0. Portanto, u(F(a),a)) = 0.

Com isso demonstramos (3.4), ou seja,

u(r,a) — 0 quando r — F'(a), desde que F(a) < 1.

Vamos agora mostrar (3.5). Assuma, por contradi¢ao, que exista F' > 0 tal que

u(r,a) < wu(r,a), para r€|[0,F) (3.15)

u(F,a) = u(F,a), paraalgum F < F(a). (3.16)
Pelo Lema 1.18, com b = 0,

— - }(u(r,a) —u(r,a)) >0, re(0,F).

Desde que u(r,a) < u(r,a), temos u(r,a) —u(r,a) <0 e entao

[u’(r, Q) (r,a)

drd u(r:m} <0, ou seja, u'(r,a)u(r,a) — u'(r,a)u(r,a) <0, re(0,F).
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Assim,

<u(r, a))’ _ ¥naju(r,a) —ulrajd(rae)

u(r, a)
pelo exposto anteriormente.

Logo,
u(r,a)

é nao-decrescente para r € [0, F,
u(r,a)

Disto segue que

u(0, a) < u(F,a)
u(0,a) — u(F,a)
Dai, de (3.15) e (3.16),
L 0.0 _uFa)
~ u(0,a) ~ u(F,a)
o que é um absurdo!
Portanto, u(r,a) < u(r,a), r € [0, F(a))) e, além disso, F(a) < F(a). O

3.2.2 Demonstracao do Lema 3.2

Demonstra¢ao. Suponha a, /a (0 <a; <ay<..<a,<..—a).
Como a, < a, pelo Lema 3.1, F(a,) < F(a), para todo n > 1. Logo, sup F(a,) < F(a).
Entao, dado k € (0,sup F(a,)), consideremos n, > 1 inteiro tal que F'(a,,) > k. Pelo

Lema 3.1, tomando n > n; temos que
F(ay, ) < F(a,) < F(a) e u(r,ay,) <u(r,a,) <u(r,a) <a, re€]0,k], (3.17)

o que mostra que {u(-,a,)} ¢é eqiiilimitada em C([0, k]).

Afirmamos que {u(-,a,)} é eqiicontinua em C([0,k]), ou seja, o conjunto de fungoes
u(-,a,) : [0,k] € R — R é tal que, para cada ¢ > 0 real, existe d(¢) > 0 tal que se
r,t €10,k] e|r—t|<d(e), entao |u(r,a,) — u(t,a,)| <€, para todo n > ng.

De fato, para r € [0, k| encontramos

W a) N = / "IN, u(t, an))dE

0

_ " oNo1 w(w(t,an))u a1V
_ /0 NI e ()t (3.18)

De (3.17), segue que
Y, ult, an))

P, u(k, an,))
[ult, an)]Y '

[u(k, an, )™

<
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Retomando (3.18),

W (1, a,) | < /0 tNlNWath <k, (3.19)

para todo r € [0, k], para algum k > 0 independente de n. Entao {/(+, a,)} é eqiiilimitada.

Observe também que [0, k] C [0, F(a)). J& sabemos, do Lema 3.1, que u € C([0, F(a)))
e, portanto, u é continua em [0, k| e derivavel em (0, k).

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6,, € (min{r,t}, max{r,t}) tal que

[ulr, an) = u(t, an)| = |u/(6,a,)||lr = ¢| < k¥ | r—t].

£
Decorre dai que {u(-,a,)} é eqilicontinua. Para tanto, tome 0(g) = P

~
Assim, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, existe v € C([0, k]) tal que u(-,a an,;) — v unifor-
memente em [0, k]. A titulo de facilitar a notacdo, considere u(-,an,) = u(-,a,). Entao

u(-, an) 5 v em ([0, k]), ou seja,

u(-, an) = vlleqor) — O (3.20)

Tome s € (0, k] e assim, para t € (0, s], temos

LYt u(t an))

VT (t u(t, an))| = t [u(t, an)]N

[u(t, an)]”. (3.21)

Como n > ny, a, > ap,. De (3.17) e (GSz),

N—1w(t7u(t7an)) N—1w(tau<t?&nk))

o S T )
N—lw(tau@vank)) N
< (3.22)
Como t < k e u é decrescente, por (GS3) temos que
n-1¥tult an)) N o v ¥ ulkan)) y
) =T Tk 42
Portanto, de (3.21), (3.22) e (3.23), temos
[t u(t an) | < 6V {m} Uit ulk, an)). (3.24)

Seja g, = tN"1(t, u(t, a,)). Desde que g, é continua para todo n, {g,} é seqiiéncia de
fungoes mensuraveis.
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Além disso, por (3.20),
Nt u(t, a,)) = N TRp(t, u(t)).

Temos também que |g,| ¢ dominada por uma fungao em L'[0, s], pois, no segundo membro
de (3.24), temos uma fungao continua.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

S

lim [ N7t u(t, a,))dt = / tNThp(t, v(t))dt. (3.25)

n—oo 0

Da demonstracao do Lema 3.1, sabemos que
1

(s, an) = — [ / NNl an))dt] "
0
Decorre entao de (3.25) que
u'(s,a,) =3 — U tN_le(t,v(t))dt} " (3.26)
0

Tome 7 € (s, k]. De (3.18) temos que

2=

(s, ap) |< —— U tN_lN@b(t,u(k:,ank)))dt]

U(k ) a’nk) 0
Faga h, = u/(s,a,). Como u’ é continua, {h,} ¢é seqiiéncia de fungdes mensurdveis.

Considerando (3.25) e a continuidade do segundo membro de (3.26), usaremos novamente

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtendo
1

im [ d(sads=— [ | [ W at| " d
im i u'(s,ap)ds /0[/ot Y(t,v(t)) t} s,

n—oo
isto é,
1

lim (u(r, a) — u(0,an)) = o(r) — a = — /0 M NN (¢, U(t))dt] " ds.

n—o0

Dalf, 1
v(r) =a— /0 {/0 tN_lN@Z)(t,v(t))dt] s,

Logo, v é uma solucao de
(WYY = NN w), 7> 0
u(0) =a, u'(0)=0, u >0,
e, pela unicidade provada no Lema 3.1, v = u(-, a).

n—oo

Por (3.20), || u(-,an) — v |leqor) — O e, portanto, || u(-, an) — u(-, a) ||cor) — O
Além disso, por (3.26), u/(s, a,) — v'(s) = u/(s,a).

n—oo

Logo, | v/(s,a,) —u'(s,a) |[— 0, s € [0, k]. O

o1
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3.3 Demonstragao do Teorema (GS)

Existéncia

Demonstragao. Considere A :={a > 0: F(a) = 1}.

Afirmamos que A # ). De fato, se A = (), entao, por (3.4) podemos concluir que para
cada a > 0 existe 7, € (0, F'(a)) tal que

(0,
<u(r,a) <a, paraogrgraeu(ra,a):g.

N

De (3.6),

2|~

w(r, a) :a—/ora {/StNle(t,u(t,a))dt} ds.

0

Desde que a/2 < u(t,a), de (GSz) e (3.6) segue que

/Ora [/OstNlNW[u(t,a)]th} Tds < /0 [/OstNlN%athrvds

1

_ a/om UostN—leg;é)dtrds

1

rq s t. e ~
a_ a> —a/ {/ tN_lN#’N?)dt] ds,
2 0 0 (3)

Ta s t a %
o< a/ {/ tN1N¢g’13)dt1 ds.
2 o LJo (5)

1o / {/0 tNlN@b((;;E)dt}Nds, ro € (0,1). (3.27)

e (GS3), existe a > 0 suficientemente grande tal que

U, 3)

()"

Substituindo em (3.27),
1 < / {/ N 1N¢(
2 0 0 (
1 s 1 % 1
< / {/ tN_lth} ds:/ |:SN:| ds = —.
o LJo 0 2

Novamente de (3.6),

ou seja,

Assim,

[\

<1 uniformemente em ¢ € [0,r,).

z|-

~+

)

a
2
N

2 dt} ds

2|~ “’"’
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Isto é impossivel. Logo, A # (), isto é, existe pelo menos um a tal que F(a) = 1 (na
verdade sao infinitos, pois acima deste a todos tém F(a) = 1).

Seja a, ;= inf A.
Afirmacao 1: 0 < a, < 00

Vamos primeiro mostrar que a,, > 0. Suponha, por contradicao, que seja ao, = 0.
Considere U(r) := U(r,a) = u(r,a) —a(l —r), r € 0,1].

Afirmacao 1.1: U(r) > 0.

Observe que U'(r) = ¥/(r,a) + a. Entao, U'(0) = ¥/(0,a) + a = a > 0. Assim, U'(r) > 0
para r € [0, ¢€), pois U € C%((0,¢)) N C*([0, ¢€)).

Além disto,

(|U"¥=tuy = 0™y = (UNY = NUN U parar € [0, €).

Como U’ >0 para r € (0,¢) e U"(r)=u"(r,a) <0, temos que (|U'|N~1U") <0.
Resumindo,

(@) (U0 <0, r€(0,¢)
(it) U'(r) >0, re(0,¢€). (3.28)

De (3.28)(ii),
U(r)>U(0)=0, re(0,¢). (3.29)
Agora suponha que U(r) < 0 para algum r; € [e, 1].

Como U : [0,1] — R é fungdo continua definida num subconjunto conexo de RY e U(ry) <
0 < U(r), existe ro € (0,1] tal que U(ry) = 0.

Uma vez que U(1) = u(1l,a) > 0, segue que U'(ry) = 0 e U(ry) < 0, para algum ry €
(7”0, ].)

Retomando (3.28) (i) e integrando de ro a r, com r € [rg, 1], obtemos
/ (U 1N-tu'Yds = U (r)|N U (r) < 0.
)
Isto é, U(r) é nao-crescente para r € (rz, 1).
E entdo 0 < U(1) < U(re) <0, o que é um absurdo.

Logo, nao podemos ter U(ry) < 0 para algum 7 € [, 1], ou seja, U(r) > 0 para r € [¢, 1].
Portanto, por (3.29), U(r) > 0 para todo r € [0, 1].

Por hipétese de contradigao, a., = 0, isto é, F'(a) = 1 para todo a € (0,00). Segue de

(3.6) que
—u(l,a)+a:/0 {/0 tN_lNW[u(t,a)]th ds.

2=
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De (G, L) | vt0)

[u(t,a)]V — a;V

, pois u(t,a) < a, t € [0,1], e entao

Agora, da Afirmacao 1.1,

1 s %
—u(l,a) +a > / [/ tN_lNd}(t’ %) aV(1 - t)th] ds
o LJo

= a/01 UO tNlN%]’Va)(l—t)th]Nds. (3.30)

Assim, para todo a > 0,

0> —u(l,a) > a{ /01 [/0 tN—lN%a - t)th] %ds — 1}. (3.31)

De (GS,), existe a > 0 suficientemente pequeno tal que

U(t, a) ' SN N v - :
~ > t" T N(1—t¢)Vdt| dsp , uniformemente em t € (0,1).
o LJo

a

E entdo, para a suficientemente pequeno, —u(1,a) > 0, o que é impossivel por (3.31).
Logo, as > 0, o que confirma a afirmacao 1.

Para concluir que u(-, as) é solugao de (GS), é suficiente mostrar que a., € A, ou seja,
F(ax) =1 e que u(l,as) = 0. Ja sabemos que 0 < F(ay) < 1. Vamos supor que

F(as) < 1. (3.32)

Escolhemos € > 0 tal que F'(as) + € < 1 e uma seqiiéncia a,, € A, isto é, F'(a,) = 1, com

Gy "\, oo

Considere a seqiiéncia {u(F'(a) + %, a,)}. Pelo Lema 3.1, a seqiiéncia considerada é
decrescente.
Seja

Fea, = i%f{u(F(aoo) + %, a,)} = lim |u(F(ax) + %, an) |-

n—oo

Sabemos que F., > 0. Afirmamos que
Feo, > 0. (3.33)

Vamos supor, por contradicao, que F,, = 0.
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Pelo Lema 3.1, como u(-,a,) é decrescente,
w(F(as) + €,a,) < u(F(as) + %, ).
Pelo Teorema do Valor Médio,
u(F(a) + € a,) = u(F(ase) + 5, a0) = (6, 0,) 35,

para algum 6,, € (F(ax) + g, F(ax) + €).

Por hipétese de contradicao e (3.34),

lim

n—oo

mmey+g%y—mmey+;a@

Aplicando agora o limite em (3.35), obtemos

0= lim g{U(F(aoo) +€,a,) —u(Flax) + g, an)] = lim «'(0,, a,).

n—oo € n— oo

De (3.8), temos que
%

On
W (O, a,) = — [/0 tN_lN@Z)(t,u(t,an))dt} , 0<6, < Fla,).

Portanto, de (3.37),
On
/ tN Lt ult, a,))dt =3 0.
0

Observe que 0 < F(aw) < F(as) + % <O, < Flax) + €.
Logo,
F(aso) O
0</ wqmmmﬂmﬁ</'w*mmmﬂmﬁ
0 0

Aplicando o limite na tltima desigualdade, temos

F(aso) On
0 < lim NN (t, ut, ay))dt < lim Nl (t, ult, ay))dt.

E por (3.38) temos
F(aoo) n—oo
/ tNhp(t u(t, ay))dt =2 0.
0

25
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Por outro lado, pelo Lema 3.2,

W/ (r, an) — U (r, as0)| = 0, onde k € (0, min{ F(as),sup F(a,)}),

ou seja, k € (0, F(ax)), pois F(a,) > F(as).
Entao,

k k
/ Nt u(t, an))dt =S [ Tt u(t, as) )dt (3.40)
0 0

para cada k € (0, F(ax))-
Por (3.39) e (3.40),

k
/ Nt u(t, ase))dt = 0.

0

Portanto,
Y(t,u(t,a0)) =0 quase sempre em (0, F'(aw)). (3.41)
Assim, de (3.8) e (3.41),
U (r,a00) =0, 7 € (0, Flas)).

Logo, segue da hipotese de contradicao e Lema 3.1, que
0 < oo = u(r, as) < U(F (o), t00) =0,

0 que € impossivel.
Portanto, nao podemos ter F,, = 0 e a afirmacao (3.33) se confirma, ou seja, F,,_ > 0.

Escolhamos agora 9 tal que

F
u(r, aso) < EZ”, para 7 € [F(aw) — 60, F(ao) — — . (3.42)

Pelo Lema 3.2,
lu(:, an) —u(-, aoo) || (o.k) %0, para todo k € (0, F(aso)),

pois sup F(a,) = 1.

n

Isto é,

n—oo

Hu(> an) - u('a aOO)HC([O,F(aOQ)—%O}) — 0.

E assim existe ng > 1 tal que

4
, uniformemente em 7 € [0, F'(a) — 50] (3.43)

€,000

[u(r, any) — u(r, as)| <

26



Capitulo 3. Método de “Shooting” aplicado a um problema de Monge-Ampere singular

Logo, de (3.42) e (3.43),

u('r, ano) < ‘U(T, ano) - U(T, a’00>| + u(r, aOO)

Fe Aoo Fe Aoo Fe Qoo 5
4 == = V€ [Flas) = 6, Flas) = 5]
Ou seja,
Fea 60
u(r, ap,) < ’2°°, para todo r € [F(as) — 0o, F'(ac0) — 5] (3.44)
Da definicao de F,, _ e u decrescente, segue que
u(r,a,) > Feqo., paratodon >1er €0, F(ax)] (3.45)

Logo, de (3.44) e (3.45),

Fea
U(F(a00) — 0p, Gpy) < ’2°° < Feo, <u(F(as),tn,),

o que é impossivel.

Portanto, ndo podemos ter F(as) < 1 e entao F(a) = 1. Logo aw € A.

Para existéncia de solugao do problema (GS), resta apenas mostrar que u(1, as) = 0.
Suponha, por contradi¢do, que u(1, as) > 0. Escolha uma seqiiéncia a,, /" G-
Afirmacao 2: F(a,) — 1.

De fato, observe que F(a,) < F(an+1) < F(api2) < ... <L

Entao F(a,) / F < 1.

Se F' < 1, faca F, = u(F,a). Para cada n suficientemente grande (por exemplo, tal que
a, > F,_), tome t, € (0, F') satisfazendo u(t,, a,) = F,_ /4. Como u(-,a,) é decrescente,
existe t,,0 < t, <t, < F, tal que u(t,,a,) = F,_/2.

Desde que a,, < apy1 < Gnio < ..., pelo Lema 3.1 temos que
U(eyan) < u(sy apgr) < ule apgo) < -+ < Goo.

Por construcio, u(t,, an) = u(tnit, Gngp1) = W(tpio, Gngo) = - = F,__ /2.
Entao, temos

by <tpi1 <tpyo <...<F,
isto é,

i =X F<F

Vamos mostrar que F = F. Se F < F, existe ng > 1 tal que F(an,) > F, pois
lim F(a,) =F.

n—oo
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Podemos concluir que

F, ~
2°°, para todo n > ng e r € [F, F(ay,)]. (3.46)

u(r, a,) <

De fato, pois, caso contrario, existiriam

5 E,
n > ng e algum ry; € [F, F(a,,)] com T“ < u(ra, aq). (3.47)

Assim, £, < F < r;, e segue de (3.47) e de u decrescente que
F,./2 <u(rp,az) < ulty,an) = F,_/2,

o que ¢é absurdo.

Observe agora que, para € > 0 suficientemente pequeno tal que

F 4 €< F(an,), temos u(r,as) > F,_, 7 € [F, F + €. (3.48)
Logo, de (3.46) e (3.48),
lu(r, an) —u(r,as)| > |ul(r,as)| — |u(r, an)| > Fa, — |u(r, ay)]
> Iy — Fa2°° = F;"O, relF,F+eé.
Por outro lado, pelo Lema 3.2,
|ul, an) — u(, aoo)||0([o,ﬁ+e]) =0, (3.49)

desde que lim F(a,) = F < 1, F(as) = 1, e assim k = F 4+ ¢ < F(an,) < F ¢ tal que
k € (0, min{ F(aw),sup F(a,)}).

Mas
F,

[u(-, an) — u('vaoo)||c([0,13“+e]) > |l an) — U('=QOO)”C([F,F+6]) 2 ;OO'

Passando o limite na desigualdade acima e usando (3.49), obtemos

0= tim [[ul- an) = (a0l ego.rig) = —5= >0,

n—oo

o que é impossivel. Portanto, nao podemos ter F < Feentio F =F.

Agora, usando o Teorema do Valor Médio, temos
W(tn, an) — Wty an) = U (On, an)(ty —tn), tn < On < t,.
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Entao,
‘Faw F,.
(B a)| = 1 0) Z @)l ] 4 2 | P (3.50)
’(tn - tn)’ ‘(tn - tn)‘ 4|(tn - tn)‘
Desde que 0 < t, <t, < F e t, =3 F, segue de (3.50) que
U (O, an)| == 00, t, < O, <ty
Vamos mostrar que isto nao pode ocorrer. De (3.8),
On
(O, )N = / NN ult, an))dt
0
tn tou(t, ap
< / tN_lNM’aN))[u(t, a,)]Ndt. (3.51)
0 [u(t, an)]

Como em (3.51) 0 <t < t, e u(ty,a,) = F, /4, temos u(t,a,) > u(t,,a,) = Fo_/4, ja
que u ¢é decrescente.

Por (GSQ),

bt ulta) _ U(t 75)

ult, @l = By

e, retomando (3.51),

/t" N1 Nw[@, ult @) g < / N1 Nw[g; ) . a1V,

u(t, an)]V

Desde que a, /" s, an < G €, sendo u decrescente, u(t, a,) < .

Dai

tn Fooo tn Fooo
/tN_lN%[u(t,an)]th < / tN- lNu[am]th
0

Faoo N

()Lt

Como t,, /' F,

(4%0) N/ tN e &)dtg (4%") N/ (== )dt < oo,

42 ) é continua em [0, F], F' < 1.

pois (-, -
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Capitulo 3. Método de “Shooting” aplicado a um problema de Monge-Ampere singular

Portanto,

da. \"  [F F,
U/ (0, an) [N < <; ) N/ thlw(t,Tw)dt < 00.
Qoo 0

Assim sendo, confirma-se o fato de que nao podemos ter

U (0, a)| == 00, t, < Op < ty.

Desta forma, F' < 1 nao ocorre, e entao F' = 1, isto é,
F(a,) =31. (3.52)
Isto conclui a Afirmagao 2.

Agora seja | = u(1, ax). Considere

F(e):/ol_e {/OStN‘lN@b(t,i)dt} ds,
F(e) = /01 { [/0 NN (e, i)dt]

1

a9 = | [ w0t ] vor oo s€ 0

z|~

ou seja,

z|~

X(O,le)(s)}ds, ee (0,1).

Faca

Vamos verificar as hipéteses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue:
(1)ge(s) = g(s) quase sempre em s € (0,1).

De fato. Tome s € (0, 1) e, assim, para e suficientemente pequeno, s < 1 —e¢, o que implica
que X(o1-0(s) = L.
Dai

nm%@>=[AZN*N¢@§m@$:gw>

e—0

(i0)|gel < ¢, ¢:(0,1) — (0,+00), ¢ € L'((0,1)).
De fato,

z|~

oo = |[ [ oot par] | fxosato

1

< H/O tNle(t,i)dt}N = {/OstNle(té)dtr = ¢(s). (3.53)

Vamos mostrar que ¢ = g € L'((0,1)).
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Por (GSs), lim (t, 5)/s" = 1 (t) < 1, uniformemente em ¢. Entdo dado d > 0 existe S5 >

0 tal que s > Ss implica em

’—%ﬁ’f) _ woo(t)' <.
Daf, 1)(t, 55) /S5 < 0+ toot).
Tome 0 = [/4. Assim,
%<£+wm(t)<£+1, Vtelo,1). (3.54)
l

Escolha S; > [/4. Dado s € [l/4, 5], existe (por (GS1)) I, intervalo aberto, tal que ¥(t, -)
¢é Lipschitz em I, isto é, desde que

W(ﬂ ‘§) _w(t7§>’ < ks’§_§|7 v §7§€ ],

segue que
l " l ,
[Z_l’sl] C i:LJlIsi, para algum s; € {Z’Sl}’ 1=1,---,n.
Tome §5; = 1/4, S € Isl N ,[32, S3 € ISQ N 1537 ce., Sp € Isn,1 N Isn e §n+1 = 9.
Entao l l
ot ) = ()| < k0
‘w(t, 52) —U(t,53)| < kyy|52 — 33
‘w(ta gn) - ’QD(t, Sl) S ksn gn - Sl .
Logo,
l [ . N N
ot =t s)| < fote ) = vles)| + ole ) - vt
l
< kg 1—52 + ksy|So — S3| 4+ ... + ks, |5 — S
= k.
Portanto,

(3.54)
w(té)gw(t,&wk < S;VEH}M, Vitelo1).
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Ou seja, ¥(t,1/4) € L>=((0,1)). Dai, por (3.53), ¢ € L'(0,1).

Assim sendo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

z|~

1—e s l % 1 s l
lim {/ tNle(t,—)dtl ds:/ [/ tNle(t,—)dt} ds < oo.
e—0 0 0 4 0 0 4

Podemos entao escolher ¢, € (0, 1) tal que

1 s N1 l 12
/tl UO / sz(t,zl)dt] ds < e

z|~

e, pelo Lema 3.2, temos

n—oo

||u(, an) - u(" a00)||0([0¢1]) — 0,
onde t; € (0, min{F(as),sup F(a,)}), pois F(a,) — 1 e F(ay) = 1.

n—oo

Como conseqiiéncia, |u(ty, a,) — u(ty, ax)] — 0.
Assim, para ng suficientemente grande tal que

l
u(tlaaoo) - u(tla ano) < 57

segue que
[
u(ty, Gny) > u(ty, o) — 5 > —

DO | =~
[\]

e entao u(ty, ax) > . Escolha ty € (t1,1) tal que u(ta, an,) = /4.
De (3.6), obtemos

u(ty, an,) = a— {/Otl {/OStN_lt]\W(t,u(t,ano))dt}Nds

4+ /j [/OstN_lN@/)(t,u(t,ano))dt] ds}.

2=

Assim,
no) — y Ung ) — : SN_lN 5 y Ay d Wd.
u(ta, ang) = u(ty, ang) /tl [/Ot W(t,u(t, an,)) t} s
Desde que
w(tau(tvano)) < Qﬁ(t,%)
[ult, ang)V T IV

pois u(t, an,) > 1/4 para t; <t < t,
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Capitulo 3. Método de “Shooting” aplicado a um problema de Monge-Ampere singular

temos,

/tQ[ / tN—le(t,u(t,anO))dt]Nds
t1 0

_ /t ’ [ /0 S tN‘lN—w[@’ ults0ro)) ano)]th} s

ult, an, )™

/: [/o reN wé,)i)) [ut, ano)]th} ¥ s

< /: {/OstNlN%fv))afldt} ds

to

4 ‘ ~
—— {/ tN—lNgb(t,i)dt} ds
l ; 1

t1

IN

z|~

das [P [F Nos l N 355 4as, 12
< — tYTINY(t, - )dt] ds < —— . 3.58
A [/0 vt ) } S AT (3:58)

Retomando (3.57), de (3.56) e (3.58),

2=

ultyan) = ultr,an) — /[ /stN-lea,u(t,am))dt} s

0

to s

> l—/ [/ tN—1N¢(t,u(t,an0))dt] ds
t1 0

_das 12 L0 1

4 4

2=

| 16a., 2

N~ N

contradizendo a escolha de t2 tal que u(ts, a,,) = 1/4.

Portanto, u(1,ax) = 0 e a solu¢do u := u(+, an) dada pelo Lema 3.1 é solugao de (3.1).
Finalmente, pelo Lema 1.17, —u é solugao de (GS). O

Unicidade:

Demonstragdo. Sejam —u, —v € C%(B) N C(B) solugdes radialmente simétricas de (G.S).
Pelo Lema 1.17, u, v sdo solugées de (1.3). Suponha que u(0) > v(0). Assim, por (3.5),
u>wv, [0,1].

Portanto, pelo Lema 1.18,

u'(r) V'(r)

u(r)+b  v(r)+b

(u(r) —w(r)) >0, r €[0,1].
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Ou seja,

>0, velo1] (3.59)

Por outro lado,

u(?“) +b / B U/(’[")(U(r) + b) . Ul(T’)(U(T) X b) N
( - > - AOENE >0, por (3.59).

Logo,
u(r)+b
v(r) +b

é nao-decrescente para r € [0, 1).

Como u(t) > v(t) e (x,s)/(s+b) énao-crescente em s,

Ui, v(t))
[o(t) + BN

/0{ /o NG () dt ¥ i

Dai,

[\
h
L
o\m

~

b
=
<
=
=
Sl S~—
2 S~—
=
=

S~—

+

=)

4

QL
Ll

S

QL

@

_ “(T)er/or [/stN_le(t,v(t))dt]}vds. (3.60)

v(r)+0b 0

Por (3.6) e pelo fato de que u(r),v(r) =10 (pois u(1) = v(1) = 0), temos

2=

u(0) = lim OT {/stN_lN@/z(t,u(t))dt} ds (3.61)

r—1 0

v(0) = lim ' [/ tN_le(t,v(t))dt}}Vds. (3.62)

r—1 0 0

2=

Retomando a desigualdade (3.60), de (3.61) e (3.62), temos
u(0)

<G = lim /o:{/o:tNlNW»u(t»dt} ds
| [/ tN_lW(tav(t))dt} as

0
u(r)+b b
rlgiv(r)%—b_b_l'

2=

IN
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Impossivel. Analogamente, chegamos a uma contradigao se u(0) < v(0). Portanto, u(0) =
v(0) e, pelo Lema 3.1, u = v. O
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Apeéndice 1

Neste apéndice demonstraremos alguns resultados utilizados no Capitulo 2.

Lema 2.3

e (2.3) é equivalente ao sistema de equagGes integrais:
ur) =p+ [ vis)as
0
v(r) = —r~ W=D /07‘ N f(u(s))ds (3.63)
De fato. Seja u € C?(0,¢) N C0,€]. Se u é solugao de (2.3), entao
Y =N (), u(0) = p, (0) =0

Integrando de 0 a r, obtemos

o(r) =~ D / " p () ds,

onde v(r) = u/(r).
Portanto, u e v satisfazem (3.63).

Por outro lado, se u e v satisfazem (3.63), entao seguem da continuidade de u e f, apds

alguns célculos,
Y =N (), (o) =

Além disto, novamente da continuidade de f e u € C1[0, €] segue, por L’Hopital,

u'(0) = limv(r) = 0.

r—0

66



Apéndice 1

Isto mostra que u é uma solugao de (2.3).

e X, é um espaco de Banach.

(i) Xe € C([0,€]) x C(]0, €]).

Da definigdo da norma em (2.5), segue que C([0, ¢]) x C([0,€]) é espago de Banach.
(i) X, é fechado.

Seja {(un, v,)} € X, uma seqiiéncia convergente. Entao, dado 6 > 0, existe ng(d) € N tal

que n > ng implica em ||(uy,, v,) — (ug, vo)|| < 0. Vamos mostrar que (ug, vg) € X..

Por hipétese,
max{max |u,(t) — uo(t)|, max |v,(t) — vo(t)|} <,

0<t<e 0<t<e
ou seja,

max [un(t) —up(t)] <9 e max [on(t) — vo(t)| < 0.
Segue que

un(t) — uo()] <6 e |un(t) — vo(t)| <6, Vtelo,d,

e, entdo, u,(t) — wup(t) e wv,(t) — vo(t) uniformemente para t € [0, €.
Logo, (ug,vo) € C([0,€]) x C([0,€]), por ser limite uniforme de fun¢oes continuas.

Como (up,v,) € X, v,(0) =0, para todo n. Dai, lim v,(0) =0 = vy(0).

n—oo

Portanto, X, é um espaco de Banach.

e C,. é um espaco de Banach.

(i)Cpe C Xc e X, é um espaco de Banach.
(i1)C, € fechado.

Se (U, v,) — (ug, Vo), j& vimos que (ug, vg) € Xe.

Como lim u, = ug, para todo t € [0,¢], lim (u, — p) = ug — p, para todo t.

n—oo n—oo

—pl < —pl < B.
Como max |un(t) — p| < B, para todo n, max lup(t) —p| < B

Da mesma forma, max lvo(t)| < B, o que implica que (ug, vg) € Cp..
AN
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Apeéndice 2

Neste apéndice demonstraremos alguns resultados utilizados no Capitulo 3.

Demonstracao da Afirmacao 1, Lema 3.1:

Demonstragao. (a) C([0,¢]) é um espago métrico completo.
(C([0,¢]),d) é um espago métrico, onde

d(uy, ug) = Tg[%f] [ur(r) — ua(r)| = [Jur — usllo, w1, uz € C([0,€]).

Devemos mostrar que toda seqiiéncia de Cauchy {u,} em C([0,¢]) converge, i.e., existe
uy € C([0,¢]) tal que u,, — uy.

Seja {u,} uma seqiiéncia de Cauchy de elementos de C([0,¢]). Assim, para todo § > 0
dado, existe N5 tal que m,n > Ny implica d(ty,, ty) = max,cpo.q |Um(r) — u,(r)] < 0.

Entéo, para algum r € [0, ],
|tum (1) — up(r)| < 6. (3.64)
Fixando r € [0, ], vemos que a seqiiéncia numérica {u,(r)} é uma seqiiéncia de Cauchy

de nimeros reais, e entao existe lim w,(r). Seja ug(r) = lim u,(r).
n—oo

n—oo

Vamos provar que ug € C([0,¢]) e que u,, — ug na métrica d.
Em (3.64), facamos m — oo. Dai |ug(r) — u,(r)| < 4.

Logo, para todo 6 > 0 dado, existe N5 € N tal que n > N; implica |u,(r) — uo(r)| <
8, para todo r € [0, ¢]. Portanto, u,(r) — ug(r), uniformemente.

Como o limite uniforme de fungoes continuas é uma func¢ao continua, ug € C([0,]).
(b) X, € fechado.
Seja {u,} € X, uma seqiiéncia convergente. Dado § > 0, existe ng(d) € N tal que n >

no implica em ||u, — ol < 0. Vamos mostrar que uy € X, o(q)-
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Por hip6tese, m[ax} U (1) —ug(1)| < d. Pelo demonstrado em (a), |u,(r) —uo(r)| < 9, n >
rel0,e

ng, para todo r € [0, ¢], ou seja, u,(r) "= wug(r), uniformemente para r € [0, ¢].

Como X, . C C([0,¢]) e C(]0,¢]) é completo,

up € C([0,¢]). (3.65)
Ja que u,, € X, ., u,(0) = a, para todo n.
Dai
lin% un(0) = a = up(0). (3.66)
Como a/k, < u,(r) <a, rel0,¢,
lim k;g < up(r) <a. (3.67)
Por (3.65), (3.66) ¢ (3.67), o € Xo.. O

Demonstracao da Afirmacao 2, Lema 3.1:

Demonstragao. Verificagao de (i):
Observe que se u € X, ., T(u) € C([0,¢]).
De fato,

T(u)(r) =a— /0 [/StN—1N¢(t,u(t))dt] leds.

0

Pelas hipéteses sobre 9 e, como u € X, .(a), 7 € [0,e(a)], ¥(t,u(t)) é continua em [0, ].
Entéao, T'(u) é derivavel em |0, ¢]. Portanto,

T(u) € C([0, ). (3.68)

E claro que
! T(u)(0) = a. (3.69)

Por outro lado, como k:g < u(r) < a, por (GS,),

e(r,
[u(r)

E entdo, por (3.70) e u(r) < a, r € [0,¢],

1 1

/OT [/OStN_le(t’ “(t))dt] Nds = /OT [/OStN_lN%[u(t)]th] Nds

A a v
< ka/o [/Ot Ny(t, ka)dt] ds. (3.71)
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Observe que

1
g S N
k/ /tNle(t,i)dt ds =% 0.
0 0 ka

Tomando £; = £1(a) > 0 suficientemente pequeno tal que

/El [/StN1N1/J(t,u(t))dt] Nds < (k:ak— 1)@7

segue de (3.71) que
1

]N (ko — 1)

dsza—k—a

a

T(u)(r) =a— /0 [/StNle(t, u(t))dt

0

ak, — ak, + a a
:k—a:k_a, TE[O’gl].

Dai,
a
= <T(u)(r) <a, rel0,e] (3.72)
Portanto, por (3.68), (3.69) e (3.72), T'(Xae,) C Xae,, ficando o item (i) demonstrado.
Verificagao de (ii): Sejam u; € X,.,i=1,2.

Temos

| Tn)(r) — T(u)(r) | < /[ /St“wt,umt»dt]

0

_ [ / StN—lfv@a(t,uQ(t))dt] s (3.73)

0

Temos agora dois casos a considerar: N =1e N > 1.
1° caso: N =1
Retomando (3.73),

| T(w)(r) = T)0) |< [ [ |

Por (GS}), temos

Dt un (b)) — 1/J(t,u2(t))‘dt} ds. (3.74)

7)) = 7)) | < [ [Nanto) = o) ] s

onde

ur () — uz(t)] < max [uy(t) — uz(t)| = [Jur — us|oo-
te[0,e]
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Segue de (3.74):

2

| T'(u1)(r) — T(ug)(r) | < Aug — uQHOO/OT [/Osdt} ds = M|ug — ugHoo%, r € [0,¢].

Assim,
g2
| T(u)(r) = T(uz)(r) | < A llur = uzlloe = keflur — uafloo, 7 € [0, €].
_ Ae?
Tome €9 = £5(a) > 0 suficientemente pequeno tal que k., € (0,1), onde k. = -
Portanto,

1T (ur) = T(uz) floo < key || ur — 2 floo , ke, € (0,1),
o que implica que T": X, ., — X, ., ¢ uma contracao.
2° caso: N >1

Considerando .
Xug(#) ::/tNle(t,ui(t))dt, =12
0

e, retomando (3.73),

| Xy ()7 7 Xug () = | Xuo(8)|¥ 7 Xua(t)| ds

| Tn)(r) - T(u)(r) | < /
< /0T0N<|Xu1<t>|fv-1 1 X ()5 Xun (f) — Xug(8)|ds,

onde usamos, na ultima desigualdade, o Lema 1.19.

Isto é, para r € [0, ],
| T(w)(r) =T (uz) (r) | < / O (| X (8) 3 [ Xua (1) 5 )| X (1) — Xug(1)|ds. (3.75)

Vamos agora mensurar | Xu;(£)|¥ . Como Xu;(t) > 0, |Xu;(t)] = Xui(t).

Entao,

Xui(t)] > / StN-lef;V@[ NORLL
Mas N
< ult) = w2 ,jaN
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s t N s
| Xui(t)] Z/tNlNL]’Va)Z—th:kaN/ NTINY(t, a)dt.
0 a a 0

Desde que 1/N —1 < 0,

s -1
| Xu(8)| ! < kN U tN_lN@Z)(t,a)dt] . (3.76)
0

Substituindo (3.76) em (3.75) e usando (GSy),
| T(ur)(r) = T'(uz)(r) |

g/CN%éV—l U tN_1N¢(t,a)dt}
0 0

r s #-1 s
g/OCNQk;V—l [/0 tN_lN@D(t,a)dt] UO tN_lN)\|u1(t)—u2(t)|dt}ds

2|

lewmuw@ma»—wnw@”dqﬁ

r s %—1 s
g/ONzk;V—lAnul—qumU tN_lNzﬁ(t,a)dt} U tN_lth}ds,
0 0 0

onde A independe de t e |uy(t) — ua(t)| <|| u1 — Uy [|oo-
Dai, r € [0,¢],

1
L

| Tu)(r) = T(ua)(r) |< /0 TC’NQk(]lVl)\Hul—ugﬂoo{ /O stNle(t,@dt] tsVds. (3.77)

Vamos agora interpretar a hipétese (G'Ss):

||
wlel¥ < [ w o= [ (/ wm&wﬂﬁ
B(0,|z]) 0 0B(0,|z])

o] @]
— U(t, s) (/ dsy> dt =w, [ Yt st dt.
0 dB(0,|x|) 0

Isto é,
||

bt )Nl > B2 ||V,
0 Wn

onde w,, é o volume da bola unitaria.

Dai

s N
/ NTUN(t a)dt > NEe
0 Wn
e, como 1/N —1 <0,
s #-1 N N7w—1 .
[ / NN ¢, a)dt} < [ Has } — CysiV. (3.78)
0 Wn
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Retomando (3.77) e aplicando (3.78),

| T(up)(r) — T(uz)(r) |< / (CNQkéVl)\Hul - ugHOOC’_NsleN) ds
0

2

= ONON2EN "IN |uy — u2||oo/ sds = DN%Hul — U3 || so-
0

Desde que r € [0, €],

2
€
| T(ua)(r) = T(u2)(r) | = D llur = uslloo = kellur — uafloo-

Assim, podemos tomar 3 = £3(a) > 0 suficientemente pequeno tal que k., € (0,1).

Portanto,
| T(u1) = T(u2) [loo < Key || r — 2 [|oo, key € (0,1),

o que implica que T": X, ., — X, ., ¢ uma contracao.

Finalmente, tomando

(a) = { min{ei(a),e2(a)}, se N =

min{e;(a),es3(a)}, se N >1,

segue a Afirmacao 2. O

Demonstracao do Lema 1.18 :

Demonstragao. Sejam T, h > 0. Dado r € (0,T] considere
X :={w e CY([0,7]) : w > h, w'(0) = 0}.

Se wy,wy € X, seja H : [0,r] — R uma fungao continua definida por

H(t) = |[(wo ™) |V (w051 )y 51 — | (g 870 ) | N1 (a0 357 Yo T

(wy —wy)(t), sete(0,r]
Considere o funcional J, : L*([0,7]) — RU {co},

dt, se welX
00, se w¢&X

1 /‘N—f—l

(wT)

1 T
Jp(w) = N + 1/0

Afirmamos que X é convexo. De fato, se wy,wy € X e X € (0,1), entéao
Zy = A\wy + (1 — >\)U)2 e X

satisfaz
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(1) zx(t) == Awy(t) + (1 — Nwa(t) > M+ (1 — A)h = h;
(2) 2, € CY([0,7]), pois wy,ws € C([0,7]);
(3) 24(0) = Awi(0) + (1 — Nwh(0) = 0.

Logo, z) € X, e portanto X ¢é convexo.
Afirmamos agora que J, é convexo. De fato, facamos p = N + 1.

Consideremos os seguintes casos:

1. wy,wy € X.
Neste caso, observe que wy > h >0 e Aw; + (1 — Nwy > h > 0.

1 1
Sejam z; = w{, zo =wsy e z3= (Aw; + (1 — A)w2)%‘

Dai,
Sl = 0w (1= Awe)'F - Qo + (1= Nua) ™ D+ (1= A

< —[Aun] 4 (1= A)fwy] (3.79)

[V =S| =

Desde que z;? = wy, temos w| = pz,P~ ! 21.
Retomando (3.79),

1 1
]g[AIwEI + (1= MNwy| ] = ]3[pkzl”_1|21| +p(1 =Nz 2] ]
= s Y2 4 (1= Az Y. (3.80)

1 1
Tomando ¢ > 0 tal que — + — = 1,e retomando (3.80), temos
p g

AP A 4+ (L= NP e = Aaz? ™) (F]2]) + (1= A)az?™Y) ((1— A)7|23))
< i
= (%7 - (BP)F + ()7 - ()7
1 1
< (a4 ct)a - (WP +dP)r
= Dy (1 )\>Z2q(pfl)]§[>\|zi|p
+ (1= NP (3.81)
1 1 1 1 —1
Como —+-=1, - = ——:p—:>q:L
P q q D P p—1
Dal, retomando (3.81), obtemos

A2 9PD 4 (1= N) 29 D]a - A2 4 (1= A)|z5/7]»
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= ar? 4 (1= N5 - 2P+ (1= A7)
= Py + (1= Nws] T - NP + (1= N[
— 2P AP+ (1= V)|
Dai,
2PN 2] < 2P AP+ (1= AP
\ / L _/

-
>0 >0

1
Como z3 > hr > 0, segue que 23! > 0 e entao

2517 < Al2g [P+ (1 = A)[z5]". (3.82)
Isto é,

Jr(Awy + (1 — Nwq) = 1/1“ {Awy + (1 — )\)wg]%}’ " at

- / 24 Pdt

p/o 2P+ (1= M) |24t (3.83)

IN

Mas 2] = (wli)’ e zh = (wgi)’, entao, retomando (3.83),obtemos

L[ (e @i Jar = ( / (i) |Pdt) (5 [1sbyra)

Logo, J, é convexo.

Cwy,we € X

Temos duas situagoes a considerar:

2.1) Awy + (1 — Nwsy € X.

Neste caso, J.(Aw; + (1 — Mwsy) < 0o = A J.(wy) +(1 — A) J.(ws) .
—— ——

Assim, J.(Aw; + (1 — Nwsg) = 0o = X Jp.(wy) +(1 = N) J.(wy) .
S~——— S~——

=00 =00

Lw € Xew € X.
Temos, novamente, duas situacoes a considerar:

3.1)Aw; + (1 — Nws € X.

Jr(Awy + (1 = Nwsg) < 0o = X Jp.(wy) +(1 = N) J.(ws) .
——v ——v

<00 =00
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3.2)A wy + (1 = Nwy &€ X.

Jr(Awy 4+ (1 — Nwg) = 00 = A J.(w1) +(1 = A) J.(w2) .
—— ——v

<o =00

De qualquer forma, qualquer que seja w € C*([0,7]), A € (0,1], temos

Jr(Awy 4+ (1 — Nws) < A (wy) + (1 — N)J(we), VA € [0, 1].

Sejam wy, ws € X, 1= w; — ws.

Primeiramente, observamos que:

(1) we+ An=ws + AMwy — wy) = Awy + (1 — ANwy € X, X € (0,1), pois X é convexo.
(i) w; — Ay =w; — Mwy —ws) = Aws + (1 — Nw; € X, X € (0,1).

Denotando por < J/(w),n > a derivada direcional de J, em w na diregao 7, temos

Jr(wz + An) — Jr(ws))

, o
< Ji(ws),n> = lim 3
1 1
_ U [ G+ AT P — (e ) P
p A—0 0 A '

Tomando f(s) = |s|?, z = [(wy + )\77)%]’ ey = (wgi)’, obtemos

[P — |y[” = f(z) = f(y) = F(0x)(z —y) = (1) (z — y) = plOs[P20r(z — v),
onde

a) min{[(ws + An)7 ], (wsr)'} < 6y < max{[(ws + Anp)#]', (w7)'}
—_— —— —_— ——

x Yy z Yy
b) 0,720, = f/(0,) = J@) = 1) mensurdvel, pois f o é.
T -y
Assim,
x )
' [(ws + An)?] = (wor )
< J'(ws),n >= lim / WD?@A{ L2 T A0 L2 }dt. (3.84)
=0/, A
Analogamente, tomando 1 = —7), temos

T

Y
—

< J'(wy), —n >=< J'(wy), 7] >= /l\ir%/ 10, [P0 {[(“’1 i A");] —(w17) ]dt (3.85)
—YJo
onde
a') min{[(wy + A7) 7], (wi7)'} < Oy < max{[(wy + A7), (wi7)'}.
T Yy x Yy
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V) 10,[P~260 = f'(Ay) é mensurdvel, pois f o é.

No que segue, calculamos o limite em (3.85), ja que o limite em (3.84) é similar. Para isto

definimos )

1 1
[(w1 + An)7]" — (wr?)
A
e mostraremos que ¢, satisfaz as hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue. Afirmamos que

a(t) — }9|<w1 VPP by (un

ga(t) = 0,720,

1-p
P

n)(r), para cada t € (0,7]. (3.86)

RS
S~—
i)

e

»n

De fato, primeiro observamos que para cada r > 0, 05(r) — (w1 ()

1., 1 o 1 1-p 1
[(w + X)) 7] = =(wy + M) 7 () + M) 222 2wy 7w = (wy 7).
v p p —

z Y

Assim,
5 (1) 7205 (1) =2 |(wy») P2 (wi), 6y € (min{Z, §}, max{Z, §}).

Além disto, definindo

1

~ wi + A7) — (w7 )
5}\@) — [( 1 77))\] ( 1 )’
temos que
Lw +20) 7 - (] + A7) = b 7w
— P P
fim ) = i )
1-p —p
1 hm(wl—f—/\ﬁ)T-wi—i-(wlﬁL)\n) )\n—wlv - w)
 p a0 A
L iy D N ) e (0 N
p | A=0 A 1=o A
1—2p -
1 S %(@UNL)\??) P
= —qw; ? -1 +w;lim
P A 1
1 1-p _
e —(w p 17
p( )
Dai,

9N(1) = I By Bal) = L2 P72 (wn) - (o 5
o que confirma a afirmagao (3.86).

Afirmamos agora que

|Ga(r)| < q(r), para alguma ¢ € L'((0,7)). (3.87)
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De fato, primeiro observe que, por definicio de § e 3, segue que |§x(t)] < [Ox(8)[P1-|5x(2)].
Além disso, para 0 < X < 1, temos

1-p
P

1 ~ / ~/
_ \2—9<w1+xn> (!, + A7)

(0) [(wn +Ai)e) < [[(wn + i)
N—_————

z

1 ol + A Jwh] + Al

= o < L pois (wy + M) > h(€ X)
p(wl +)\’I]) P h»
1 s ~
S hL—l(|wi| + 17D, jaque x<1eli|=|—-1]= 7l
1 - 1 ! w' W'
(i) (w1%)/§ ‘—-wllpp w| = ‘_. wplﬂ | ; < |é
v p p wl D ph D h D
Yy
Logo, de (i) e (ii),
- 1 1 1
or < maX{—pl (lwrl + 101, —= |w’1!} = —(Jui] + |7]). (3.88)
h P ) h P

Por outro lado, temos
1 1
(iti) — [(wn + Ai)P]) < | [(wi +A)?)| < = (lwi] + ).

(i4)
() —(wd) < Jwity] < 12

= p—1 °

Portanto, por (iii) e (iv),

by > min{[(wn + A)F], (wis))
= —max{—[(wy + \))#], —(wy )}
1 ) o Jwil
> —max p—;1(|w1|+|77|)7 p—1
h'» h»
1 , ,
= ——r(ull + 1) (3.89)

De (3.88) e (3.89) obtemos

[N

IN

1 p-l
/ /
[—pl (| + Iy \)}
h»

—(p—1)2

p —
= ho (i + )
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Além disso, temos

1—p 1—p
3 T (wi+A)» —w 7
@) < (wi+ M) i+ [wi] -
——— A
eX

IN

1-p p—1 1-2p
h'» |n’|+—p lwil|OA] 7 Inl,

1-p

onde usamos o Teorema do Valor Médio para a fungao H(x) =z » , pois

H(wy + A7) — H(w) H'(0\)\7

A A
<0
1
—p 1—2p _
= L)
p—1
< Tl
p

com 0 < h < min{w; + A\, w;} < 0y < max{w; + A, w; }.

Portanto,

IN

NGLaRENG]

1 1-p p—1 1-2p
—z Uwil + ' )P - [ |77'|+T!w’1||77!h v = q(t),
h »

|9a(1)]

IN

p

isto é,

|§)\(t)| S Q(t), com q € L1[07T]7

pois como wy, wy € X e n=w; —wy , (jw}|+ [y~ =5 0.
Isto mostra a afirmagao (3.87).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim i g(t)dt = /Oilg(l)w( )di

" 1, 1, 1 1-p _
= [(wy7) P72 (wlp)/'z‘,'<wl v dt.
0

Dai
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Observe que

= 1 _
ST TR 5= = e @YY T ) w0 () ()
1 1 _ 1 =N
+ o 1@ )T (¥ (0) - un ¥ (0) - 1(0)
/
L (|(wll“)’\N‘1 (wll“)') n(t)dt
_|_ .
N+1 /0 wlNL'H
De fato, integrando
dv
1 " — 1 A 1 o
v e e P
0 S
por partes, temos
=N ~ / =N - —2N-—-1 /
u=mn-w 81 eentao du=mn -w; N1 +1n- N——H.wl NFT -y
e
dv = (|(wy 7)Y N1 (w; 7)) dt o que nos d& v = |(w, ) [N (w F Y
E entao
1 " - 1 N— o
e S R (D AR L
1 B r
B —N+1{n w T (g P (g WY
0
" L N—1 2ol =~ -N o
— ’<w1N+1)| .(w1N+1) n - w N 41 - N—_}_l.wl N ) ) | dt
0
o 1 ];—N % IIN—1 % ’
= ) e ) (T ) (w7 ()
1 - 1 1
— 0w () (w1 1 (0)) Y7+ (wi M1 (0))
1 " _
- N1 / [y S5YY - (WY - (a7t
0
Analogamente,
1 1 1 —
< >= + g @Y @ ) 0 ) ()
1 1 _ 1 —N
= e M ) (B (0) 0y 7 0) - (0)
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Logo,

< J(we),n > — < J(wy),n>= %{H(r) B /OT [(|(w21v+1)'1|l];v+'1(w21v1+1)'),
_ Wwwhﬂ”iwwwhwq.@“_wﬂﬁ} 590

wl N+1

Do Teorema 1.10, concluimos que

< J;(U}l) — J;(wg),wl — Wy >> 0,

e entao (3.90) é nao-positiva. Logo,

- (wy — we)dt (3.91)

Sejam w; = (u+ b))V e wy := (v + b))V L. Por (3.91), obtemos

{W(T)!Nl () () + 07 = ()T () udr) + b]N}

X [(u(r) + b) — (v(r) + b) ]

. /‘{W(ﬂj&f@y wﬂjf1ﬁ§n}_hwﬁ+ﬁwﬂ_wmg+mNﬂ}%

R
(3.92)

»

onde a ultima desigualdade decorre do seguinte:
. P(s,uls) _ ¥(s,v(s))
(Be o) 2 V) G 10 = o) +
{ (s, v(s)

[v(s) + ]

< e entao, na integral acima, temos

0]
)

$(s,u(s))
[($+MN}§O

{fute) + 0741 = o) 07} 2 0
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ii) Se u v(s ¥(s,uls)) P(s,v(s)) e entdo, na integral acima, temos
(1) 80 ul) VO Ty 4 = fugs) 4 gy © 1A n itepral acimna, ¢
_ p(s,v(s) | v(s,uls))
[ fols) + 1Y Tuls) + b]N} =Y
{[u(s) + bV — [u(s) + b]NH} <0.
Como

(w+ D) — (v + )" = (u—0)[(u+0)N + (w+ )N v +b)+ (ut )N (v+v)?
+ o w+ )NV D )N 4 (04 b)N],

de (3.92) temos que a expressao

Pul,N—lu/ ‘,UI‘N—I,U/:|

(u+b)N  (v+0b)N

(u—v) - [(u+ )N + (u+b)N " (v +b)
+ o ()N D )N 4 (04 D)V
¢ nao-negativa, o que implica

l|ul|N1ul |UI|N711)/

(u+0)¥  (v+0)¥

} (u—v)>0em (0,7). (3.93)

Pelo Lema 1.11,

|:|UI|N1UI |U/|N1U/] [ u/ v/

(u+0)N  (v+b)N u+b v+b

} >0 em (0,7). (3.94)

Por (3.93) e (3.94),

|u"N_1u’ |U/|N—1U/ 2 u' v
— . — (u—v)>0 0,7).
[(u+b)N (v+b)N u+b v+b (u=v)20em (0.7)

Conseqlientemente,
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