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Resumo

Consideraremos neste trabalho uma classe de problemas semilineares em R” cuja principal
caracteristica é a presenca de um termo singular na perturbacao nao linear do operador.

Combinando técnicas variacionais, argumentos do tipo sub e super solucoes e principio de
comparagao provamos um teorema, devido a Zhang [49], 2007, que estabelece a existéncia

de pelo menos uma “ground state” para o problema.

Além disso, com algumas variagoes nas hipoteses da perturbagao do operador, provamos
resultados que estabelecem unicidade e nao-existéncia de “ground state” radialmente
simétrica. Estes resultados sao devidos a Gongalves e Santos [25], 2004, ¢ a Cirstea e
Radulescu [9], 1999.

Palavras-chaves: “ground state” , subsolucao, supersolucao, existéncia, nao-existéncia, unicidade.



Abstract

We will consider in this work a class of semilinear problems in RY whose main characte-
ristic is the presence of a singular term in the not linear perturbation of the operator.

Combining variational techniques, arguments of the type upper and lower solutions and
principle of comparison we prove a theorem, due to Zhang [49], 2007, that it establishes

the existence of at least one ground state for the problem.

Moreover, with some variations in the hypotheses of the perturbation of the operator,
we prove results that establish unicity and nonexistence of radially symmetrical ground
state. These results are due to Gongalves and Santos [25], 2004, and to Cirstea and
Radulescu [9], 1999.

Key words: ground state, lower solution, upper solution, existence, nonexistence, unicity.
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Introducao

Neste trabalho consideraremos o seguinte problema semilinear

—Au = b(x)g(u(x)), = eRN,
(GS) : u >0,

lim wu(z) =0,

|z|—o00

onde b: RY — (0,00) e g : (0,00) — (0, 00) sdo fungoes apropriadas.

Por uma solugao cldssica do problema (GS) entenderemos como sendo uma fungao w :
RY — R de classe C%(RY) satisfazendo (G'S), a qual serd designada de agora em diante

como uma “ground state” de (GS).

O nosso principal objetivo nesse trabalho é provar alguns resultados recentes acerca de
existéncia, nao existéncia e unicidade de solugoes cldssicas para o problema (GS). Es-
tamos principalmente focados no caso em que a perturbagao nao linear do operador, a
funcao g, se comporta como

Ji 506 = o

De agora em diante, o problema (GS) com esse tipo de nao-linearidade serd denominado,

neste trabalho, como problema singular.

A pesquisa para esta classe de problemas com b e g satisfazendo hipoteses apropriadas é
razoavelmente recente. Um dos trabalhos pioneiros foi o publicado por Edelson [16], em
1989.
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No entanto, a pesquisa para problemas do tipo (GS) em dominios limitados de RY,

isto é,
—Au = b(x)g(u(z)), x €
(GL) : u(z) >0, x €N
u(z) =0, x €,

onde 2 C RY ¢é um dominio limitado e regular e b e ¢ apresentam algum tipo de singu-
laridade, antecede as pesquisas para a classe de problemas (GS) e ja existe uma ampla e
importante teoria produzida.

Neste trabalho, entenderemos como uma solugao cldssica para o problema (GL) como
sendo uma fungdo u : Q — R satisfazendo (GL), tal que u € C?*(Q) N C(Q).

Problemas estacionarios envolvendo singularidades nao-lineares, bem como os associados
a equacoes de evolucao, descrevem naturalmente diversos fenomenos fisicos. Pelo melhor
do nosso conhecimento, o interesse em torno do problema (GL) surgiu a partir da década
de 60 em pesquisas realizadas por Maybe e Fulks [19], que abordavam um problema de

condutividade elétrica.

O problema considerado por Maybe e Fulks [19], em 1960, foi modelado assim: Seja
Q2 uma regiao de R? ocupada por um condutor elétrico. Denote por u(z,t) a temperatura,
no ponto x € 2, no tempo t. Suponha que F(z,t) é a queda de tensao local em ) dada
em fungao de x e t e que a resistividade elétrica é dada pela func¢ao o(s). Entao a taxa

de geracao do calor em qualquer ponto x no tempo t é

f(z,t)
o(u)

Denotando por ¢ e por k o calor especifico e a condutividade térmica de (2, respectiva-

mente, as quais sdo supostas constantes, Maybe e Fulks obtiveram que u(x,t) satisfaz a

seguinte equagao parabdlica

cuy — kAu = : (1)
onde o foi considerada no caso mais simples onde o(s) = s, onde v é uma constante
positiva.

No caso mais geral, onde o(s) > 0 se s > 0, o crescente e 0 — 0 quando s — 07
(por exemplo o(s) = 7s), o comportamento de o provoca uma singularidade do lado di-

reito da equacao (1). Em particular, quando temos solucoes estaciénarias de (1), somos
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levados ao problema eliptico

~

()

—kAu =
(u

~—

Q

Maybe e Fulks provaram resultados de existéncia e unicidade usando argumento de ponto
fixo, e além disso, mostraram que solugoes do problema parabdlico (1) tendiam a tnica
solucao da equacao eliptica correspondente.

Além disso, problemas do tipo (GL) surgem no contexto de catalizadores quimicos he-
terogéneos, superficies singulares minimas, fluidos nao-Newtonianos (os chamados fluidos
pseudoplésticos), em fendmenos de camada limite para fluidos viscosos, em processos de
reacao-difusao, na obtencao de diversos indices geofisicos (avango glacial) e industriais e

também na teoria de investigacao de paternidade biologica. Para maiores detalhes, veja
[5]- [7], [10], [13], [14], [19], [28]- [30], [39], [44], [45], e suas referéncias.

O conceito de problemas singulares do tipo (GL) encontrado atualmente na literatura
é bastante amplo. Por exemplo, em 1979, Taliaferro [46] considerou o caso N = 1 e
2= (0,1), permitindo b(z) ser singular em z = 0 e z = 1. Ele provou que uma condicao

necessaria e suficiente para a existéncia de solucao é

/01 z(l —2)b(x)dr < oo.

Seu principal objetivo, ao contrario do nosso neste texto, era considerar problemas do

tipo (GL) nos quais b apresentasse algum tipo de singularidade.

O resultado obtido por Taliaferro foi estendido por Usami [47] em 1989 para o caso N > 2
e 2 = B. Usami considerou o problema mais geral

Au+b(z)g(u) =0, x€B
(GL)1 : u >0, r€B
u =0, x € 0B,

onde f(z,s) := b(x)g(s) é localmente Hélder continua com respeito a (z, s) em B x (0, 00)
e localmente lipchitziana com respeito a s em (0, 00) e satisfaz

0< fullz|,s) < f(z,8) < f*(|z|,s), para (z,s) € B x (0,00),

onde f, e f* tém continuidade similar com f e sao estritamente decrescentes com respeito
a s em (0,00), e estabeleceu condigoes suficientes e/ou necessdrias para a existéncia de

solugbes para o problema (GL);.
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Voltando ao nosso interesse principal, qual seja, singularidade no termo ¢g do problema
(GL), um exemplo tipico é o problema

z e
x € 0N

(GL)j : u(z) >
u(z) =

onde b é uma funcio positiva, localmente Hélder continua e g(s) = s~*, com A > 0. Este

—Au=b(z)u™, €
0,
0,

problema foi estudado por Crandall, Rabinowitz e Tartar [11], em 1977, no caso em que
Q=B = {z € R";|z| < 1}, sob a hipétese que b € C*(B) e min, g b(x) > 0.

Mais tarde, Lazer e Mackenna, em 1991, provaram em [36] que o problema (GL)y tem

unica solucao classica se b é uma funcao suficientemente suave e positiva em ().

Além disso, problemas singulares do tipo (GL) sdo considerados para operadores mais
gerais, como, por exemplo, o operador p-Laplaciano,

Ayu = div(|VulP~*Vu),
(veja [41] e suas referéncias), o operador de Monge-Ampere,
M]u] = det(V?u),

onde VZu é a matriz hessiana de u, (veja [4], [8], [23], [27], [37] e suas referéncias), e
operadores do tipo
div(a(x)|VulP>Vu)

(veja [42], e suas referéncias).

No recente trabalho [26], em 2007, Gongalves e Santos consideram o problema mais geral,
que inclui o problema (GL),

—Au = Aa(x)f(u) + pb(x)g(u) =0, =z €K
u > 0, x €
u =0, x € 011,

onde a,b : Q — [0,00) sdo fungoes Holder continuas com expoente v € (0,1), A\, p > 0
sao parametros e f, g : (0,00) — [0,00) s@o fungdes em Lip;,.(0,00), e discutem a exis-

téncia, unicidade e comportamento na fronteira de solugao para este problema.

De volta ao problema (GS), a partir de agora, considere b satisfazendo

be CE(RY), para algum o € (0,1), b>0em RY N > 3.

4
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Conforme ja& mencionamos, em 1989, Edelson [16] estudou o problema (GS), considerando
g(s) = s, X € (0,1), e demonstrou a existéncia de uma solugao de (G'S) sob a hipdtese
adicional

/ TN_1+>\(N_2)(,0(T)dT’ < 00,
1

onde

o(r) == TH&X b(z).
Esse resultado foi generalizado, em 1993, por Shaker [43] para A > 0, via método de sub
e super solucoes.

Em 1996, Lair e Shaker [34] mostraram a existéncia de uma tnica solugdo do problema
(GS), ainda considerando g(s) = s, A > 0, sob a hipétese

(b1) /000 ro(r)dr < oo.

Em 1997, Zhang [48] conseguiu demonstrar a existéncia de uma solu¢ao para o caso de
uma nao linearidade g positiva e decrescente, satisfazendo

g € C((0,00), (0, 00))

e também

lim g(s) = o0.

s—0

Nesse sentido, em 1999, Cirstea e Radulescu [9] generalizaram os principais resultados an-
teriores. Eles demonstraram a existéncia de uma tinica solucao u € C**(RY), o € (0, 1),

do problema (GS) para nao linearidades da fun¢do g, ndo necessariamente decrescente,

satisfazendo:
(1) Existe B> 0 tal que gf)ﬂ ¢ decrescente em (0, 00);
s
(92) g € limitada numa vizinhanca do infinito;
e
_g(s)
lim — =
(g3> s—0t S

Recentemente, no trabalho escrito por Dinu [15] em 2006, supondo b satisfazendo
(b2) / N o(r)dr < oo
0

5
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«
loc

eg:(0,00) — (0,00) € (0, 00) satisfazendo (g3) — (gs5), onde

(94) lim @ =0
s—oo 8§
e
(95) @ ¢ decrescente em (0, 00),

foi mostrado existéncia e unicidade de “ground state” para o problema (G.S), desde que
a fungao g fosse crescente em (0, 00).

Esses resultados foram melhorados, em parte, por Gongalves e Santos [24], em 2006,
onde a existéncia de “ground state” foi mostrada sob a hipdtese
9(s)

(96) = € nao crescente em (0, 00),
$

no lugar de (g1), e (g4) no lugar de (gs).

O principal objetivo deste trabalho, realizado mais especificamente no Capitulo 2, é de-
monstrar o teorema abaixo, devido a Zhang [49], em 2007, que melhora os resultados
anteriores no sentido que nenhuma hipétese de monotonicidade sobre g e sobre o quoci-
ente @ ¢ exigida.

Teorema (ZH). Suponha b satisfazendo (by), e g € C'((0,00),(0,00)) satisfazendo
(g93) — (94). Entao o problema (GS) possui pelo menos uma solu¢ao u € CZQO’S(RN), isto €,

admaite pelo menos uma “ground state” .

Considere, agora, as seguintes hipoteses:

(97) lim inf g(s) > 0,

(9s) lim sup g(s) > 0

e

(g9) Existe 3> 0 tal que 9(s) ¢ nao crescente em (0, 00).

s+ 0

Um outro resultado importante no contexto de problemas do tipo (G\S) diz respeito a nao
existéncia de “ground state” para essa classe de problemas. Provaremos no Capitulo 3 o
teorema abaixo, devido a Cirstea e Radulescu [9], em 1999, e a Gongalves e Santos [25],
em 2004.
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Teorema (NE). Suponha que b seja uma funcao radialmente simétrica, isto é, b(x) =
b(lz]), = € RY, e g € C1((0,00),(0,00)). Entdo o problema (GS) ndo possui solucio

radial positiva se
(i) N >3, g satisfaz (g9) e
/ rb(r) = 00
0

ou

(i) N<2.

O outro resultado demonstrado nesse trabalho ¢ devido a Gongalves e Santos [25] e diz
respeito a situacoes onde é possivel obter unicidade de “ground state” para o problema
(GS). Trata-se do

Teorema (UN). Suponha g € C*((0,0), (0,00)) satisfazendo (gy) e b radialmente simétri-
ca. Entao o problema (GS) admite, no mdximo, uma solugdo.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, listamos alguns re-
sultados, que nao serao demonstrados, que nos auxiliarao na demonstracao dos resultados
principais. No Capitulo 2, provamos o Teorema (Z H). Para demonstracao deste teorema
usamos o método de sub e super solucoes e nos apoiamos num teorema de fundamental
importancia, devido a Cui [12], em 2000, que diz respeito & existéncia de solugao classica
para problemas do tipo (GL). Uma demonstragao completa desse teorema encontra-se no
Apéndice B desse trabalho.

No Capitulo 3, discutimos a questao da nao-existéncia de “ground state” para o pro-
blema (GS), sob hipéteses apropriadas. Em particular, provamos o Teorema (NFE) .
Adicionalmente, discutimos a questao da unicidade de solucao e provamos o Teorema
(UN).

Neste trabalho, incluimos trés apéndices que contém alguns resultados técnicos. Colo-
camos no Apéndice A alguns resultados gerais; no Apéndice B, conforme ja mencionado,
introduzimos alguns resultados com o objetivo de provar o Teorema (B.5), de sub e super
solugao para problemas singulares em dominios limitados, devido a Cui [12]. Reservamos
o Apéndice C para a demonstracao de alguns resultados técnicos relacionados a demons-

tracao que consta do Apéndice B.



CAPITULO 1

Nocoes preliminares e resultados
auxiliares

1.1 Nocoes preliminares

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢des e nogoes que compoem o meio sobre o qual
desenvolveremos o nosso trabalho. Nos limitamos a apresentar apenas as nogoes funda-
mentais, de maneira resumida, e que foram utilizadas, de alguma forma, no decorrer do
trabalho, por questao de compacidade. Apresentamos, também, alguns teoremas classicos

que nos auxiliarao a compreender os resultados obtidos.

1.1.1 Espacos de funcgoes e nocoes gerais

Sejam € um dominio limitado do RY e L um operador diferencial parcial linear de segunda,

ordem

L:=L(z,D)= Z a,(z)DP,

<2
onde p = (p1,...,pn), pj > 0 inteiro, |p| = Z;Lzlpj, DP = DY*...DP, com D; = %, e 0s
J
coeficientes a, sao funcoes complexas definidas em €2.
Definicao 1.1. O operador L é eliptico se a forma quadratica
L'(z,8) = Z ap(z)&”
p|=2

for definida, para cada = € Q.
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Definicao 1.2. O operador L é uniformemente eliptico se existir uma constante C' > 0
tal que _
L'(x,&) > Cl¢]?, Vo € Qe VE € RY.

Observacgao 1.3. Se os coeficientes do operador eliptico L sdo continuos em €, entdo L
¢ uniformente eliptico.

Observacao 1.4. O operador Laplaciano A = Z?:1 DJ2- é eliptico.

Considere o € R tal que 0 < a < 1 e m > 0 um ntimero inteiro. Designamos por C™(Q)
o espaco de todas as funcoes u : Q@ — R que sio restricoes a Q de funcdes diferencidveis
até a ordem m e definidas em uma vizinhanca aberta de Q. O espaco C™ (), munido da

norma ||.||cm ). € um espago de Banach, onde

lullgmay = D ID%ully € o = max fu(z)].
x

[p|<m

Definicdo 1.5. Uma funcio v : Q — R ¢é dita ser Hélder continua de expoente o se

TAY |l‘ - y|a
z,y€

Designamos por C™%(Q) o espaco das funcdes de C™(2) cujas m-ésimas derivadas sdo
Hélder continuas de expoente a.. O espago C™(€2), munido da norma ||.|| sm.a @) onde

||U||Cm7a(§) = ||U||Cm(§) + Z Ho[D"u],
Ip|=m
é um espaco de Banach, denominado espago de Schauder.

Observagao 1.6. Se m = 0, denotaremos C%* = C%,

Seja Q um dominio limitado do R™, m > 0 um ndmero inteiro, 1 < p < o0, e @ =
(aq, ..., ,) um multi-indice. Designamos W™?({2) o espaco vetorial de todas as fungoes
u € LP(Q) tais que D*u € LP(Q2), para todo |a| < m, sendo D*u a derivada de u no

sentido das distribuigoes.

O espaco W™P(9), munido da norma ||.[|yym.»(qy, onde

D=

T— / Doude |

|ao|<m

é um espaco de Banach, denominado espac¢o de Sobolev.

O conjunto Wy"?(€Q)) representa o fecho no espago W™?(Q) de todas as fungoes infi-

nitamente diferenciaveis com suporte compacto em (2.
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Teorema 1.7 (Teorema da estimativa interior LF). ' Sejam Qq, Q dominios abertos
limitados em RN com Qg C Q._Suponha que L € um operador eliptico de sequnda ordem
com coeficientes continuos em ) e ¢ > N. Entao existe uma constante k tal que

||wHW2¢1(QO) <k (HLwHLq(Q) + ||wHLq(Q)> Yw € WH4(9Q).

A constante k depende de: N, q, o diametro de ), a distancia de €y a 052, a constante
de elipticidade de L, os limites para os coeficientes de L (em L>®())) e os mddulos de
continuidade dos coeficientes.

1.1.2 Teoremas de regularidade

Nesta subsecao, apresentamos de forma resumida alguns elementos da teoria de Schauder

que usaremos no decorrer deste trabalho, além de algumas definicoes.

Definigao 1.8. Sejam X e Y espagos vetoriais normados, e |||y e ||.||y suas respectivas
normas. Dizemos que X estd imerso continuamente em Y (Notagao: X — Y) se X é um
subspaco vetorial de Y e a inclusao

é uma aplicacao continua.

Observacao 1.9. Como [ é linear, temos que X <— Y se e somente se existe uma
constante C' > 0 tal que ||z||, < C'||z]| -

Definicao 1.10. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que um operador 7' : X —
Y é compacto se T é continuo e, além disso, qualquer que seja A C X limitado é tal que
T(A) é compacto em Y.

Definicao 1.11. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que X estd compac-
compacta
tamente imerso em Y (Notagao: X i Y') se a aplicagao I é compacta.

~ 1 N .. .
Observacao 1.12. X LY se e somente se toda sequéncia limitada em X possui

subsequéncia convergente em Y, isto €, se {u, } C X é tal que ||u,||y < M, entao existem
{un].} CA{u,} eu €Y tal que ||un] — uHY — 0.

Teorema 1.13. 2 Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R]L com fronteira 0S) de
classe C', k>1el1<p<oo. Sekp> N, entdio WFP(Q) — C%(Q), onde a = k — % se
/{:—%<1;a€ 0,1) éarbitrdriosek—%zl ep>1;ozzlsek—%>1.

!Confira [17], Lema 2.2 .
2Conlfira [2], Teorema 0.4, pag. 4.

10
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Teorema 1.14. Sejam m um inteiro nao negativo e 0 < v < A < 1. Entao:
(i) C™NQ) — C™(Q);
(i) C™AQ) — C™(Q).

Se Q € limitado, entao as imersoes (i) e (i) sdo compactas.

Demonstracao: Conforme [1], Teorema 1.31, pag. 11. O

Teorema 1.15 (Teorema da estimativa interior de Schauder). * Sejam Q um
dominio de RN, L um operador eliptico com coeficientes reais a, € C*(Q) e ¢ a constante
de elipticidade de L. Entdo, para gy e Qq, com Qy C Q1 C Q1 C Q e Qy compacto, existe
uma constante C, que depende apenas de c, g, 0 e das normas C*(Qy) dos coeficientes
a,, tal que

ullzaany < € (| Eulleay + lullony, )+ Yu € C2(9).

Teorema 1.16. Sejam Q um dominio de R" e u € C*(Q), f € C1.(Q) tal que Au = f

em 0. Entdo u € C*"(Q) e para Q, Q1 C Q, com Qo C Q1, Q) C Q e Q) compacto temos

lullozs ey < & (lullo@y + 1 lowy)

onde k = k(Qq, ).

Demonstracao: Conforme [21], Teorema 4.6, pag. 59. O]

Teorema 1.17 (Teorema de Schauder). * Seja L um operador uniformemente eliptico
definido por

n

Lu = — Z a;j0;;u + b.Vu + cu,

,j=1

onde se supoe que os coeficientes a;j,b € C*8(Q) para algum 0 € (0,1) e um inteiro k > 0.
Assim, se o aberto Q € limitado de classe C**2% ¢ p € C*29(9Q) e f € CH(Q) sdo
dados, entdo existem uma vnica funcdo u € C**2%(Q) tal que

Lu = f ,Q
u = ¢ ,00

e uma constante C dependendo somente de 2,0, a e dos coeficientes a;j, b;, c em Cr0(Q),
tal que

A

1D2ulenomy < € (IFlove + Iellowaom)

IA

3Confira [18], Teorema 1.7, pag. 11 .
4Confira [31], Teorema 11.2, pag. 46 .
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Capitulo 1. Nocgoes preliminares e resultados auxiliares

Teorema 1.18. Seja L um operador eliptico com coeficientes reais a, € CY(Q) em um
dominio limitado Q de classe C**. Seja f € C*(Q) e ¢ € C(IN). Entio o problema de

Dirichet
Lu=f,
u=¢, S

tem solugio u € C2%(Q) N C(Q) se se supde ag < 0.

Demonstracao: Conforme [18], Teorema 1.4’ pag. 14. O

1.2 Resultados auxiliares

Nesta secao, enunciamos algumas defini¢oes e resultados necessarios a melhor compre-
ensao deste trabalho. Mais especificamente, os teoremas enunciados nesta secao, que sao
por si s6s de grande importancia para o desenvolvimento dessa classe de problemas singu-

lares, constituem ferramentas essenciais para as demonstragoes dos teoremas (ZH), (UN)
e (NE).

Considere o problema (GL), isto é,

—Au = b(x)g(u), =€
(GL) u > 0, z €0
u = 0, x € 01,

onde € é um dominio limitado com fronteira suave em RY (N > 1). Aqui e no que segue,
exceto quando explicitamente dito o contrdrio, estamos supondo que b € C2_(RY), b > 0
e g € C'((0,00), (0, 00)).

Teorema 1.19 (Existéncia, Gongalves e Santos). Se g € Lip,.(0,00) satisfaz (g3) —
(g5), entdo o problema (GL) tem uma solugao u € C*(Q2) N C(Q).

Demonstracao: Conforme [24]. O

Como exemplos de funcoes que satisfazem as hipdteses do lema acima temos:
(@) g(s) =5 aec(0,1) (s> 0);

(17) g(s)=s"*+s",ondea>—-1ley<l1l (s>0).

No segundo exemplo, observe que



Capitulo 1. Nocgoes preliminares e resultados auxiliares

Teorema 1.20. Seja F : Qx(0,00) — R uma fungdo continua tal que, para cada x € €,
a funcao

F(z,s)

s

Assuma também que v,w € C*(Q) N C(Q) satisfazem:
(i) Aw+ F(z,w) <0< Av+ F(z,v) em €,
(17) v,w>0emQev<w em I,
(ii7) Aw € LY(Q) ou Av € LY(Q).
Entao v < w em €.

¢ decrescente com respeito a s > 0.

Demonstracao: Conforme [20]. O

Agora, vamos construir uma fungao positiva w, radialmente simétrica, isto é, w(z) = w(r),

onde r = |z|, tal que

—AL = ¢(r), onde p(r) = I‘H&X b(x), (1.1)
e
lin% w(r) = 0.

Um célculo direto, andlogo ao desenvolvido para obter (3.5), mostra que

N -1
r

Aw =a"(r)+ &' (r). (1.2)

Multiplicando (1.1) por r¥~! e observando (1.2), vemos que
N (1) + (N — D)rV 20 (r) = —rNlo(r). (1.3)
Integrando (1.3) em (0, s), obtemos
/08 NG () dr + /OS(N — D)V 25 (r)dr = — /05 N o(r)dr. (1.4)

Usando integracao por partes, vemos que a primeira integral do primeiro membro da

equagao (1.4) torna-se
[ =@ = [ = e e (1.5)
0 0
Assim, de (1.4) e (1.5), temos

&'(r)=—s""N /08 tN Lo (t)dt. (1.6)

Integrando (1.6) de (0,7), obtemos para cada r € [0, c0),

@(r):co—/ Sl_N/ tN o (t)dtds,
0 0
13



Capitulo 1. Nocgoes preliminares e resultados auxiliares

co—/ SI_N/ tN o (t)dtds,
0 0

onde

desde que seja ¢y < oco.

Observe também que

T S 1 T d S
=N N=1 o) dtd :——/ — 2—N/ tN L o(t)dtds.
[ [ emetimas = 5 [ 28 [ etaras

Usando integracao por partes, fazendo

u = / Nl o(t)dt
0
du = s™"tp(s)ds

d
dv = — 2—N
v dSS

obtemos

T S 1 r "
[ [emtemaas = s (e [Tt [ oo
0 0 0 0

(1.7)
< ;/Ts (s)ds
N2 ), P
Passando (1.7) ao limite quando r — 0, obtemos
< 1 /OO (s)d (1.8)
CO_N—20 sp(s)ds. :

Teorema 1.21 (Lair e Shaker). Se b satisfaz (b1), entdo a fun¢ao @ € a unica solugdo
inteira do problema

—Aw=p(r), 0<r<oo,
w(r) >0, 0<r<oo,
lim w(r) =0, w(0)=1c¢y, w'(0)=0.

Demonstracao: Conforme [34]. O

Note que, de (1.8) e pela hipdtese (by),

[e.e] S 1 [e.e]
Co :/ 31_”/ t"Lo(t)dtds < N 2/ sp(s)ds < .
0 0 —<2Jo

14
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O Teorema que enunciaremos a seguir é devido a Gongalves e Santos [25]. A sua im-
portancia é que ele nos fornece uma funcao inteira que limita, conforme provaremos,

todas as solugoes do problema (GL) em bolas de raio k, k = 1,2, ....

Teorema 1.22 (Gongalves e Santos). Seja b satisfazendo (by). Se g satisfaz (g3)—(gs),
entdo v(x) = T (cuw(x)) satisfaz

onde I'(r) = / %ds ,r >0, denota a fungao inversa de T em (0,00) e ¢y € uma
o 9\s

2 g
constante positiva com coce < I'(cg) = / ——ds.
o 9(s)

Demonstracao: Conforme [25]. O

A seguir, apresentamos as definigoes de subsolugao e supersolucao do problema (GL).

Definicao 1.23. Uma fungio u € C?*(2)NC(Q) é chamada uma subsolu¢ao do problema

(GL) se
—Au < b(x)g(u), =€
u > 0, x €€
u = 0, x € 0f).

Definicao 1.24. Uma funcio u € C?*(2) N C(2) é chamada uma supersolucio do pro-
blema (GL) se

—Au > b(x)g(u), =€
u > 0, x e
u = 0, x € 0f.

Podemos, agora, enunciar um teorema que tera fundamental importancia na prova do

Teorema (ZH), que consta no Capitulo 2.

Teorema 1.25 (S. Cui). Suponha que o problema (GL) tem uma supersolu¢do u e uma
subsolugao u tal que u < w em Q; entao o problema (GL) tem pelo menos uma solugao
u e C**(Q)NC(Q) no intervalo ordenado [u,u].

Demonstragao: Confira Apéndice B deste trabalho. 0

Este teorema é uma particularizagdo de um teorema mais geral, devido a Cui [12], e,
dada a sua importancia e abrangéncia, dedicamos o Apéndice B desse trabalho para sua

discussao e demonstracao.

15
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Considere, também, o seguinte problema de valor inicial

—(rN_lu’)’ = rV=(r)g(u(r)), r € (0,00)
0) = a (1.9)

u(
w'(0) = 0,

onde a > 0 é um parametro.

Note que a equacao do problema acima é equivalente a equacao integral

u(r) =a— /07” tl_N/O s () g(u(s))dsdt. (1.10)

Além disso, a solugao de (1.10) é o ponto fixo do operador

Au(r) =a — /07" =N /Ot sV h(x) g(u(s))dsdt.

Teorema 1.26. Assuma (gg). Entao para cada a > 0 existe T(a) € (0,00] e uma inica
solugdo de (1.9), u := u(.,a) € C*([0,T(a))) N C%*((0,T(a))), tal que u(r) — 0 quando
r — T(a), desde que T(a) < occ.

Demonstragao: Conforme [25]. O

Teorema 1.27. Assuma (gg). Suponha a < b e sejam u(.,a), u(.,b) as correspondentes
solugoes dadas pelo Teorema (1.26). Entdo u(.,a) < u(.,b) em [0,T(a)) e, além disso,
T(a) < T(b).

Demonstracao: Conforme [25]. O

Dados T', h > 0, seja
X :={we ' ([0,T));w>h}.

Sejam wy,we € X, e H :[0,7] — R uma fun¢ao continua definida por
H(s) = 5™ [ () w2 = (wl?)ur V2] (wn = w2) () (1.11)

Teorema 1.28. Sew; ewy € X e 0 < s <r <T, entdo

r N—1 w1/2// N—-1 w1/2//
H(T)_H(S)S/ [(t (wy?)) (V" (w, ))](wl—wg)dt.

1/2 1/2
Wy Wy

Demonstracao: Conforme [25]. O

16



CAPITULO 2

Existencia de “ground state” para o

problema (GS)

Neste capitulo nos propomos a investigar a existéncia de “ground states” para o problema
(GS), isto é,

—Au = b(z)g(u),r € RY

(GS) : w0,
‘ llim u(z) =0,
onde b € C2 (RY), b > 0e g € C((0,0), (0,0)).

Este problema tem origem em muitos ramos da Matematica e da Matematica Aplicada,
e tem sido discutido e estendido a problemas mais gerais em um numero significativo de
trabalhos.

Para g(s) = s, com v > 0, e b satisfazendo (b;), Lair e Shaker [34], em 1996, mos-
traram que o problema (G.S) tem tnica solucdo u € Co%(RN). Depois, Lair e Shaker [33]
e Zhang [48], em 1997, estenderam o resultado acima para uma func¢ao g mais geral, ndo
crescente e positiva, e exigindo que b fosse simplesmente uma funcao nao negativa nao
trivial satisfazendo (by). Em 1999, houve um novo melhoramento de resultados acerca do
problema (G.S) dado por Cirstea e Radulescu, em [9], para uma néo linearidade da fungao

g, qual seja, (g3), desde que, além de (by) fosse satisfeita (gs).

O resultado obtido por Gongalves e Santos [25], em 2004, melhora os anteriores no sentido

17



Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

que cobre uma classe mais geral de operadores e aplica-se, por exemplo, e diferentemente
do que tinha sido obtido até entdo, a classe de funcoes g(s) = as™ + bs?, onde a,b > 0
sao parametros, A >0e (0 <y < 1.

No recente trabalho [22], 2007, Gongalves, Santos e Melo conseguiram resultados novos a
cerca da existéncia de “ground state” para o problema anterior, considerando~y > 1eaeb
parametros nao muito grandes. A principal novidade neste trabalho é ainda obter “ground
state”para o problema (G.S) sob uma hip6tese mais geral que inclui, em particular,

lim 9(s) =

s—o00 8§

Em 2006, Gongalves e Santos [24] obtiveram um resultado bastante geral de existéncia

para o problema (GS), exigindo que a funcao g satisfaga apenas as hipoteses (g3) — (gs)-

Finalmente, Zhang [49], 2007, generaliza os resultados obtidos até entao provando a exis-

téncia de “ground state” para o problema (G.S) sem exigir hipdtese alguma de monotoni-

cidade tanto em g, quanto no quociente =:

A técnica padrao utilizada por Zhang foi considerar o problema auxiliar (G L), em dominios
limitados, e em seguida, motivado por uma ferramenta proposta por Feng [17], em que a
partir de uma funcao f arbitraria, produz fungoes majorantes que possuem a monotoni-
cidade desejada.

No caso especifico, Zhang construiu fungoes auxiliares que satisfazem as hipdteses de
Gongalves e Santos em [24], inclusive na monotonicidade do quociente, e, com elas, consi-
derou problemas auxiliares, obtendo, assim, sub e super solugoes para o problema (GL).

Finalmente, obteve solu¢ao para o problema (GL) via Teorema de sub e super solugoes.

A seguir, passamos a demonstrar o Teorema (ZH), que garante a existéncia de solugao
para o problema (GS), considerando fungoes g sem exigéncia de monotonicidade no quo-
ciente, como, por exemplo:

(i) g(s)=s74+5"+senf(s)+1,ondey>0,A<1le feC*R);

(i) g(s) =es +s*+cosf(s)+1,ondey >0, A<1lefeCR);

(i4i) g(s) = s Vn~ (14 5)+In®(1+s)+s*+senf(s)+2, ondey > 0, A< 1, ¢1,¢2 > 0,
com f € C*(R);

(iv)  g(s) = sV +arctanf(s) +m, com vy >0e f € C*R).

18



Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

2.1 Resultados e Demonstracoes

Abaixo estao relacionados e demonstrados alguns resultados importantes que nos au-

xiliardo na demonstragdo do Teorema (ZH), que é o objetivo principal deste capitulo.
Lema 2.1. Se g satisfaz (g3) — (94), entao existe uma fungdo fo : (0,00) — (0,00) de
classe C' tal que:
i) 2 < ), vs >0,
S
(17) lim foo(s) =00 € lim fo(s) =0,
s—0 5—00

(171)  foo € ndo-crescente em (0,00).

Demonstracao:

Defina

foo(s) := sup @ (2.1)

0<s<t t

Observe, pela definicao acima e da positividade de g, que

Ffools) > %8) >0, Vs>0, (2.2)
e que
_ t A
Tl = swp 8 < qup 4D 7 ().
t>s2>0 t t>51>0 t

para 0 < s; < s9. Isto mostra que Too é nao crescente em (0,00). Além disso, afirmamos

que
Lim foo(s) = 00 (2.3)
e
lim fool(s) =0. (2.4)

De fato. Passando ao limite em (2.2) e usando (g3), obtemos

= . g(s)
1 > 1 =
D wl9) 2 I T =

o que prova a afirmagao (2.3).

Em seguida, provaremos (2.4). Dado € > 0, segue de (g4) que existe sg > 0 tal que

®<E,S>So.
S

19
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Ou seja,

Tulon) = sup 2 <
0<s0<s S

Portanto, do fato de ser f_, nao-crescente, segue que
0< 700(8) < ?oo(so) <, Vs > S0-

Isto finaliza a prova da afirmacao feita.
Finalmente, defina f,, por
2 [°=
fuls) =2 [ Tultidt, s >0
S Js
2
Desde que como f_ é ndo-crescente, segue que
2 [°= 2 [°— -
fuls) =2 [ Tttt =2 [ Tl =Tl 50 (25)
S Js S Js
2 2
Portanto, segue de (2.2) o item (i) e de (2.3) o primeiro limite do item (7).
Além disso, novamente pela monotonicidade de f_, obtemos
2 [°= 2 [°= s s
fuls) =2 [ Tttt < 2 [ Tyt =Fou(d). 5 >0 (26)
2 3

Daf,
lim fools) < Jim o) =0,

por (2.4). Isto prova o segundo limite do item (7).

Usando o Teorema Fundamental do Célculo e as inequagao (2.5) e (2.6), obtemos

&®==<2Sﬂﬁw>

Il
VR
[\)
VR
|
8
©
| —
|
8
NNV
~~
|
w | N
w
\h
3
=
QL
~
—_ 1

VI



Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

Desde que f_ é continua, segue que fo, € C'. Além disso,

Fe) = 1 [2(Ful) - 57ul3)) = Tute)

IN
o

0 que mostra o item (4i7).
]
Lema 2.2. Se g satisfaz (g3) — (g94), entao existe uma funcdao fo : (0,00) — (0,00) de
classe C' tal que:
0 1> e, ve >0,
(17) lim fo(s) =00 e lim fy(s) =0,
s—0 5—00

(1ii)  fo € nao-crescente em (0, 00).

Demonstracao: Defina

fo(s) := inf @

o<t<s t
Observe, pela definicao acima e da positividade de g, que

0< fols) < @, Vs > 0, (2.7)

e que

fo(s2) = inf @< inf &t):?o(sl),

0<t<sos t — O<t<s1

para 0 < s; < sy. Isso mostra que o que mostra que f,(s) é ndo crescente em (0, 00).

Além disso, afirmamos que

Sli,%l+ fols) =0 (2.8)
e
lim Fy(s) = 0 (2.9)

De fato. Primeiramente, observe que de (g3) temos que

lim @ =00
s—0t S
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Isso significa que dado k& > 0 existe sg > 0 tal que

@ >k, s < sp.
s
Isso implica que
< gt
= CANCA Y )
folso) = inf == >4k

Dali, de f, ser nao crescente,

Como k é arbritrario, temos

o que mostra a afirmacao (2.8).

Em seguida, passando ao limite a inequagao (2.7) e observando a hipdtese (g4), obte-

mos o limite (2.9), e isto conclui a prova da afirmacao feita.

Finalmente, defina
s+1
fo(s) = / fot)dt, s > 0.

Desde que f, é nao crescente, segue que

o) = | TRt < / T R (s)dt = Fos).

Logo, segue de (2.7) o item (i) e de (2.9) o segundo limite de (7). Além disso, novamente
pela monotonicidade de 70, obtemos

fols) = / Folt)dt > / Fols + 1)dt = Fols + 1).

Dai,
hH(l] fo(s) > hH(l)TO(S +1) > oo,

por (2.8). Isto prova o primeiro limite do item (i7). Como

To(s +1) < fo(s) < 70(5)7

usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

o= | %(t)dt}' — fols +1) — fols) <0, s >0,

0 que prova o item ().
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Lema 2.3. Se g satisfaz (g3) — (9a), entdo o problema (GL) tem pelo menos uma solugao
u € C*(Q)NC(Q).

Demonstragao: Seja 1, € C*%(Q) N CY(Q) a primeira autofungdo corespondente ao
primeiro autovalor A; do problema

—Au=Xu, z€
u> 0, zEQ (2.10)
u =0, x € 0f.

Entao, segue do Lema (2.2), (ii), da regularidade de b e da definigdo de limite que existe
0 > 0 tal que
A
fo(s) > ————, Vs € (0,9). (2.11)

min b(x)
xe)

Considere ¢; > 0 uma constante satisfazendo

0
max ¢y ()

e

¢ < (2.12)

Inferimos que u = ¢11; é uma subsolucao para o problema (GL), pois, de (2.11) e (2.12),
segue que

—Au = My < l;nelél b(z) folcrthr)erhr < b(x)g(crthr) = b(z)g(w).

Para construir uma supersolucao, defina

hoo(s) == s <foo(s) + —) s3>0,

e considere o problema

—Au = b(z)hoo(u), z€
u > 0, r e (2.13)
u = 0, x € 0N

Assim, pelo Lema (2.1), hoo € C1((0,00), (0,00)) e, adicionalmente, satisfaz:

iy hoos(s) — lim_ (foo(s) + %) = o0; (2.14)
lim h‘”s(s) = lim (foo(s) + é) =0 (2.15)
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hoo(s)

S

1
= fool(8) + =, s >0, € decrescente. (2.16)
s

Isto é, hs satisfaz todas as hipdteses de Gongalves e Santos no Teorema (1.19) e, por-
tanto, o problema (2.13) admite solu¢io u € C*(Q) N C(Q).

Além disso, pelo Lema (2.1), (),

heolT) = (foo@) n %) (@) + 1 > W) > g(0).

Logo
—AU = b(x)heo(u) = b(x)g(w),

0 que mostra que 7 é supersolugao do problema (GL).

Com o objetivo de aplicarmos o Teorema de Sub e Super Solugoes, devido a Cui [12]
(o Teorema (1.25)), resta-nos mostrar apenas que

u <uem .

Inicialmente, observe que, por (2.16), a fungao

hoo(s)

b(x)

, s >0, ¢ decrescente para cada x € €.

Além disto, da definicao de hy,, do Lema (2.1), (i), e de ser u subsolugao do problema
(GL), segue que u e u satisfazem

AT+ b(2)heo(@) = 0 < Au + b(x)hoo(u), em 2
w,u>0,emQ e u=mu, em .
Da definicao da subsolucao u e da regularidade da primeira autofuncao v;, temos ainda

que
|Au| = |Matr| < Ma mﬁaxwl < 00,

o que faz com que Au € L'(Q).

Portanto, todas as hipéteses do Teorema (1.20) foram satisfeitas, o que mostra que u < .
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Finalmente, podemos aplicar o Teorema (1.25), para concluir que o problema (GL) tem
pelo menos uma solugdo u € C%%(2) N C(Q) satisfazendo u < u < .

OJ

Em seguida, de posse do Lema (2.3), estamos aptos a provar o Teorema (ZH).

2.2 Demonstragao do Teorema (ZH)

Nesta sec@o, provaremos o Teorema (ZH). A idéia bésica da demonstragao consiste em
considerar solugoes, digamos uy, do problema (GL) em dominios da forma 2 = B(0, k),
dadas pelo Lema (2.3), onde B(0, k) é a bola de centro 0 e raio ke k = 1,2, ... .

Usando argumentos de comparacao e regularidade, obteremos uma solucao via um pro-
cesso de limite sobre as solugoes uy.

Demonstracao do Teorema (ZH):

Relembrando que a funcao he,, de classe C?, definida acima satisfaz as hipéteses (g3)—(gs)
(confira (2.14)-(2.16)), segue pelo Teorema (1.22), de Gongalves e Santos, que existe uma

fungao v € C?*(RY), radialmente simétrica, que satisfaz

—Av > b(x)heo(v), RN
v(z) > 0, RY

lim v(z) = 0.

|z|—o0

Consideremos, agora, o problema (GL) com

Q=B0,k)={zeR"; [z <k}, k=12 ..

Segue, pelo Lema (2.3), que o problema (GL) tem, para cada k, uma solugao

w, € C*2(B(0,k)) N C(B(0, k)).

Afirmamos que
ug(x) <wv(z), Ve e R", k=1,2, ..., (2.17)

onde uy, é estendida ao complementar de B(0, k) como 0.
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Suponhamos que exista kg > 1 e um 2o € B(0, ko) tal que ug,(xg) > v(xg), isto é,

estarfamos admitindo que o conjunto
Akpo = {x € B(0, ko) Jug, (x) > v(z)}

¢ nao vazio.

Desde que x € 0Ay, oo N OB(0, k) implicaria v(z) = uy,(z) = 0, segue que Ay CC
B(0, ko), uma vez que v > 0, Vo € RY | pelo Lema (1.22).

Assim,

0< min v(z) <ov(x) <ug(r) < max ug(z) =: c(ky) = ¢, v € Ay 00,
IEAkO,oo xeAkO,oo

onde ¢ é uma constante que depende de k. Isso implica que

min_ v(x) min _v(x) max_ ug,(z)
xeAkO,oo xeAkO,oo Uk()(x) 517614160,00
0< < < < .
max v(z) v(z) v(x) min _ v(z)
zeAkO,oo meAkO,oo
Logo, a func¢ao
uk0<x)

, & € Ako,ooa

hky.00() :=In

v(x)

assume maximo em Ay, o, digamos no ponto 7 € Ay, -

Além disso, de zy € A, ~, segue que

hig 0o () = In (uk()(f)) > In (M) > Inl =0,

isto é,
Uk, (T) > v(T), (2.18)

0 que mostra T € Ay .

Como consequéncia deste fato, segue que

0 = Vhiy () = V (Intug, (%) — Ino (7)) = szg) - V;(’g)

(2.19)

0> Ahgy oo (T) = A (Inugy (T) — Inw(T))
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

onde

Av(x) 1 5

+ |Vo(z)|*
v(x) - (v())?
Segue de (2.19), uyg, ser solugdo do problema (GL) em B(0, ko), v satisfazer (2.13) e da
definicao de ho, que

. Auk0<£L‘) _ 1

A (Inug, (r) — Inv(x)) Uk (1) (upy(2))

5|V, (@) —

0 > A(lnug(T) — Inv(T))

Aug, (T)  Av(T)

uky(T)  0(T)

(@) Av(@)

Uky (T) v(T) (2.20)
L g tlin@) | PO (@) + )
Up,y (T) v(T)
o [8m @) (1
> i [ = (1t + )]
Por outro lado, segue do Lema (2.1), (i) e (iii), e de (2.18) que
P < Folun(@) < (), 2.21)

Assim, substituindo (2.21) em (2.20), obtemos

0 > o) | LB (1) + 5 )]

L uko(z) U<§>
o [#0m@) (gl @) | 1
= —b@) | U, (T) < U, (T) +U(T)>}
@
v(T)
> 0,

que é uma impossibilidade. Logo, a sequéncia {uy},-, é uniformemente limitada superi-

ormente por v.
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

Além disso, mostraremos que
up(x) > uy, (x) >0, Vo € B(0, k), Yk > ki, (2.22)

onde k; é um inteiro positivo qualquer fixado.

E imediato que a afirmacdo é verdadeira se k = ki, pelo Teorema (1.25). Suponha,
por contradicao, que exista ko > ki e 7o € B(0, ky) tal que ug, (7o) < uy, (7o), e considere
o conjunto

Akoky = {x € B(0, k1) /uy, () > uko(x)} )
Assim, xy € Ay, ,, isto é, Ak, # ©. Além disso, se T € Ay, 1, N OB(0, k1), entao, pela
definicao de Ay, e de u,, ser subsolucao do problema (GL) com Q = B(0, k), segue

que U, (7) = uy, () = 0. Mas isso é absurdo, pela positividade de uy, em By,.

Disto, segue que

0 < min ug(7) < uge(r) <y, (v) < max wy, (2), © € Agg

xEAkkal weAkkal
ou seja,
min _ ug, () min g, () max _ u, ()
a A a
0 < 8~1 — TE ARy, ky < TEAkg,ky < le(x) < ze lfo k1 — 5, z € Ako "
max_ ug, () Upo () Upo () min_ ug, ()
meAkkal ‘ZeAkkal
Logo, a funcao
uy, (7)

hko,kl (:U) =In , T € Ako,ku

Uk <I>

assume maximo em Ay, r,, digamos no ponto x; € Ay, .

Além disso, do fato de xy € Ay, x,, SegUE que

= Ik (71) > ks <gi°) > Inl =0,

h r ~
bl (1) =00, ) = 1 (0)

isto é,
Uk, (‘ﬁ) < Up, (fl)ﬂ

0 que mostra que 77 € Ay, 1,

Como consequéncia deste fato, segue que

) o () Vu () V(@)
0= Vo (#1) V(l u,m(aza)) we (71) iy (50)

(2.23)
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

e (@)
0> Ahuon () =& ().
onde
e () _ Auy (@) 1 (2 Auk() 1 we ([
A (l %(x)) @ (@r VO e T e e

Isto ¢, de (2.23), uy, solugao do problema (GL) em B(0,k) e u,, = ci1¢; ser solucao
do problema (2.10), considerando Q = B(0, k1), obtemos

0 > A(Inw, (1) — Inug,(71))

Aﬂkl (71) Aug, (Sﬁ)

w, (T1) gy (71)

et () (1ro (1)) 22
- 1C1P1(T1 & G Uky (L1
B Cﬂﬂl(%) b(@) 1

Uk (x1>

oy fm )

X =
' uk()(xl)

Por outro lado, por (2.12),

§ > > (7)) = wy, (27
LB, 1) 2 V) S )

0 que torna
ko (F1) < 1y, (T1) < 6. (2.25)

Logo, por (2.11), (2.25) e pelo Lema (2.2), (7), concluimos que

A < i b (1) < 071 ol (51) < ) 228

que é uma contradigao, por (2.24). Isto mostra a afirmagao (2.22).

Apbés obtermos as limitagoes (2.17) e (2.22), o nosso préximo objetivo é obtermos a con-
vergéncia da sequéncia {u;} em C2%(RY). Para isto, consideremos Q" C R” um dominio
limitado suave C?%, €, Q, abertos com fronteiras suaves C*® e k; suficientemente grande

tais que
Q' ccQ ccQcc B0,k) C B(0,k), k> k. (2.26)
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

Em seguida, denotando por

boo := max b(x),
€

Voo := max v(z)
€l
PSP

segue da positividade de b e u,, em Q,, da continuidade de v em €, e de (2.17) que

0 < by <00, My < Vs

0 < mp < up(r) < v < 00, T € .

Além disso, denotando por M;, j = 1,2, ..., constantes independentes de £,

Coo 1= Mmax ——,
s€[mo,ves] S

e definindo, para cada k > kq,
hk(x) = b(a:)g(uk(a:)), VS 9_27

segue que

(@) = 1b() g up(@)] < boo D)

U (T) < DogCooloo = My, T € Q.
Isto é, a sequéncia

{hi}y, € uniformemente limitada em Q. (2.27)

Em particular, para cada k, hy € LP(y), para todo p > 1.

No que segue, considere p > N suficientemente grande tal que a < 1 — % =v e (0,1).

Desde que
—Auy (1) = hy(), x € Qo

segue, por (2.27) e pelo Teorema de Regularidade em LP, o Teorema (1.7), que

lakhwen@y < Ct (el zoan + Nurlloay )
1 1
< O (M1|QQ|1’+UOO|Q2|P>

= M27
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

ou seja, a sequeéencia

{||uk||W2,p(Ql) }kl é lzmztada

Portanto, do Teorema (1.13), segue que

chch@) < Ms. (2.28)

Desde que
C¥() — C*(tn),
segue, pela Proposi¢ao (A.1) do Apéndice A, que

hi() = b(a)g(un(x)) € C*(0) e o < Co Vk = k.
(1)

Afirmamos que C} é independente de k. De fato, primeiramente, observe que

|hi(z) — he(y)l |b(@)g(ur()) — b(y)g(ur(y))l
jz —y|° [ =yl

Ib(w)g(uk(w))-b(w)g(uk<y))l%_Ib(w)g(uk(y))—-b(y)g(uk(y)ﬂ
|z — y|~ [z —yl|*

g (ug(x)) —>g(uk(y))l_% g(ur(y)) [b(x) — b(y)|

lz —y|* up(y) o —yl*

IA

(2.29)

b(z) ur(y), T #y.

Além disso, de g € C''(0, ), segue pelo Teorema do Valor Médio que
l9(s) = g(8)] < Mls — ], Vs, € [mo, vac),

onde

M= sup |g(s).

SE[MO,Voo)
Em particular,
|9(ur(@)) = g(un(y)| < Mlu(z) —ui(y)!.
Dali,

l9(ui()) = g(ux @) _ 37lue(z) — Uk(y)|’ Ly
|z —y|* |z —y|*
Como uy, € C*(€2;), temos, por (2.28), que

|un(x) — ui(y)|

< Ms
|z —yl|*
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

e, portanto,
feade) ol < sy, =,
r—y|“

Assim, observando que b € C2, (RY), segue de (2.29) que

loc

1hellce@ny = Mulleogr) + Halh

() — P (y)|

= max |h(z)| + sup

red Z#% |'T - y|0¢
PEn (2.30)
< beo %nax ]g(s) + boo My + COOJ\Aéf;voo
S€E|Mo, Vo
= M67
0 que mostra que a sequéncia
{ 1ll oy }k ¢ limitada.
Pelo Teorema (1.15),
[kl o, < Co (Inllgagam + lurllogn))
e assim, por (2.28) e (2.30), temos que a sequéncia
{HWHCZW)}M ¢ limitada,
isto é,

Pelo Teorema (1.14),
0270[ (W) conﬂzctu 02 (W),
e como consequéncia disto e de (2.31), segue que existe {uy, }]oil C {uk} ey, tal que

ug, — u € C*(Q). (2.32)

Adicionalmente, por (2.22) e da definigao de myg, segue que

w>my >0, VreQ. (2.33)
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Além disso,
”uk]’ - UHCQ(Q) - Z ”Dp(ukj - U)HO

[p|<2

3 max [ D, — )
|p|<2 J?EQI

= |Aukj - Au‘ .
Logo, por (2.32), temos que
‘Aukj — Au‘ —0, e,

isto é,
Aug, — Au, = € .

Como
_Aukj = b<x)g(uk])7 Va € ﬁ?

segue de (2.33), da continuidade de g, fazendo j — o0, que u satisfaz

—Au = b(z)g(u), Vo € Q.

Definindo
h(z) = b(x)g(u(z)), = €

segue, da Proposicao (A.2), que h € C*(Y) e, do Teorema (1.16), que u € C>*(Q).
No que segue, tomaremos dominios apropriados em (2.26) e usaremos a estimativa obtida

em (2.31) para construirmos, através de um processo diagonal, uma “ground state” para
o problema (GS).

Para isto, dado k; inteiro positivo, tome em (2.26) Q' = B(0, ky) =: By,, Q1 = B(0, k +1),
Q9 = B(0,k; +2) e k >k + 3. Assim, obtemos por (2.31) que

||U’]€||sz&(37kl) < N/ﬂ) k > kl + 37
onde relembramos que uy, satisfaz

{_Auk - b(x)g(uk)v Bk:l

_ (2.34)
Uy, < ugp <, Vo € By, .
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

Isto é, para ky = 1,2, 3, ..., encontramos Ny, Ny, N3, ... tais que
lukllcza@y < Ni, k>4

U o < No, k>5
H kHCZ! (B2) 2 (235)

Hukcha? < N3, k>6
(B3)

Defina, para cada inteiro k1 =i > 1,
Uf = Ulei, k Z 1+ 3.

Entao, de (2.35) e do fato de

compacta

C*(B;) — C*By),i=1,2,..,
existem, para cada i = 1,2, ..., subsequéncias de {uf}zozﬁ?) e u; € C%(B;), tais que
u — u; em C*(B;),

onde k;; > 1+ 3, para todo j, e k1 < ki < Kj3..., V 7. Mais especificamente,

p—
ki, k2 ki3 C*(By) S
up™ u u . — . (1=1)

Jp—
ko1, ka2 | ko3 C*(B2) S
Us?' U2 us P . —— Uy (1= 2)
Jp—
k31, k32 | k33 C=(Bs) S
ust us®? us® ... —= ug (i =3)

. N kGivr1)d . N
Note que u;11|p, = w;, pois a sequéncia {ulﬁf ) } foi tomada como uma subsequéncia da

sequeéncia { (T }, onde cada u;"” foi estendida a bola B;4;.

Defina u : RN — [0, 00) tal que
u(z)|g, = ui(x), para cada i =1,2,....
Segue da positividade das u; que u > 0, e da regularidade das u; que u € C(RY).

Além disso, a sequéncia

.k —
Wy i=u,", n=1,23,..
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Capitulo 2. Existéncia de “ground state” para o problema (GS)

é tal que
2R
W, (Cﬁf)) u para cada i > 1.

De fato, para cada ¢ > 1 e para cada n > i, temos

k
wn|Bz‘ = U,""|B;-

knn

o0 . N , A . A .
- } restrita a B;, € uma subsequéncia da sequéncia

Por sua vez, a sequéncia {u Iy

kin o0
{Ui =1 e
kin (7—00)

;" — u; =u, Vv € B;.

Observe que, de (2.34),

u<w, <v, B
Fazendo n — oo, temos, de (2.34), que
—Au=15 B;
u S U S v, B’L
Finalmente, fazendo ¢ — oo, temos
~Au=b@)g(w), RV
u >0, RN
lim u(z) < lim wv(z) =0,

sendo que a tltima desigualdade provém do Teorema (1.22). Portanto, u é uma “ground
state” do problema (GS).

Além disso, segue de (2.36), do Teorema (1.16) e da arbitrariedade de B; que u €
Cid(RV).

loc

O
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CAPITULO 3

Unicidade e nao existéncia de
solucoes radialmente simétricas

Neste capitulo, continuaremos com o problema (G.S), isto é,

—Au = b(x)g(u),z € RY
(GS) : u >0,

lim u(z) =0,

|z|—o0

sob as hip6teses de que a fungao b € C% (RY), b > 0 e a fungao g € C'*((0,00), (0, 00)).

Em 1999, Cirstea e Radulescu [9] estenderam os resultados de Lair e Shaker [33] e Zhang
48], obtidos até entdo, para o caso de uma nao-linearidade g que nao é necessariamente
decrescente em (0, 00), e provaram a existéncia de solugdo para o problema (GS), desde

que, adicionalmente, fossem satisfeitas as condigoes (b1) e (g1) — (g3).

Um dos objetivos deste capitulo é provar o Teorema (NE), que mostra que a condigdo
(b1) no pardgrafo anterior é, na verdade, quase necessaria para a existéncia de solugao.
Além disso, este teorema garante a inexisténcia de solu¢ao para o problema (GS) no caso
de N < 2, sem nenhuma hipdtese adicional para a funcao g.
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Em particular, o item (7) do Teorema (N E) garante que o problema

1
—Au = (u™+u), veRY
1+ |z|
u>0
| l‘im u(z) =0,

com N >3, A>0¢e0< vy <1, nao admite solugao radialmente simétrica, uma vez que

as fungoes

b(x) = T+ 7] e g(s)=s"t+5

satisfazem suas hipdteses.

Uma outra aplicagdo do Teorema (N E) mostra que

nao tem solucao.

Este segundo exemplo se refere ao item (i) do Teorema (N E). Por sua vez, este item é
um caso particular de um resultado mais geral demonstrado por Gongalves e Santos [25],
em 2004, para o seguinte problema envolvendo o operador p-Laplaciano,

~Ayu = b{a)g(u), RY
u >0, RY (3.1)

lim u(x) =0,

|z[—o0

onde 1 < p < oo, b : RY — [0,00) é uma fungao continua radialmente simétrica e

g:(0,00) — (0,00) é uma fungao de classe C".
Para fungoes g tais que

— 1 € nao crescente em (0, 00) (3.2)
=

g9(s)

1

lim iglfg(s) >0, lim =0, (3.3)

s—oo SP—

Gongalves e Santos demonstraram em [25] o
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Teorema 3.1. Assuma (3.2), (3.3),

0</ rﬁb(r)ﬁdr<oo, sel <p<2;
1

© (p—2)N+1
0< / ro =t b(r)dr < oo, sep> 2.
1

Entao o problema (3.1)

(i)  tem uma solugdo radialmente simétrica u em C*(RY) N C?*(RY — {0}) sep < N,
ou

(i) ndo possui solugao radiamente simétrica em C*(RN) N C?*(RY — {0}) sep > N.

Um fato interessante também demonstrado neste trabalho é que u € C?(R¥) se e somente
se p < 2. Observe que o problema (GS) é um caso particular do problema (3.1), isto é, o
problema (3.1) torna-se no problema (GS) no caso de p = 2.

O nosso segundo objetivo neste capitulo é provarmos o Teorema (UN).

No que segue, provaremos o Teorema (NE).

3.1 Prova do Teorema (NFE)

Demonstracao do Teorema (NFE), item (i): Suponha que o problema (G.S) tenha
uma solucio radialmente simétrica, digamos u € C*(RY), com u(z) = u(r), onde r = |z|.

Entao u satisfaz a forma radialmente simétrica de (GYS5), isto é,

;

—(rN =) = eV () g(u(r)), >0
u'(0)=0 (3.4)
u > 0, r>0
rli_)rglo u(r) = 0.
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De fato, como u(x) = u(|z|), temos

70 = o (20)

1

= )
N 8$1ural‘l

= (0B 0 (%)
(u (r) r/r _HL(T)@J:Z r

2 2

_ o Li / 1_ €T

= u(r)r2+u(r) (7" 7"3)
2 / / 2

= ()4 Y (1) v oy
r? r r3

Somando as N parcelas acima, obtemos

" Pu n—1

Au(x)

(3.5)

Denotando por
u(z) = In(u(z) + B), v € RY,

onde 3 é o mesmo da hipdtese (gg), segue por derivacao e pela radialidade de u que

Niiw) = @) + X = L. (3.6)
Por outro lado,
T2 = o (etntute) +9)
- o (@)
— _ma%(u(x) +8) + (u(x)l ) aa;? (u(x) + )
_ —m%u(x)—f- (u(x)l—i—ﬁ) aajgu(x), Vi=12..N.
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Somando as N parcelas acima, obtemos

1 1
—Au(r) - ————=
i@+ @+ oy

Assim, de (3.6) e (3.7), e observando a radialidade de u, isto é, [Vu(z)]* = [«/(r)|*, e a
hipétese de que u é solugao do problema (GS), segue que

Ali(z) = Vau(z)?. (3.7)

~1/ N — 1~/ 1 / . g(u(r))b(r)
Multiplicando (3.8) por 7V~ e integrando de (0, s), obtemos

N-1

/0er 2 )dr+/OS(N—1)rN 23 (r)dr +/08 CE

(3.9)
7 glu(r)) N-1
/0 u(r)+6b( Jr T dr
Desde que . )
/ NG (r)dr = ' (s)sY ! —/ (N — D) (r)rN2dr
0 0
segue de (3.9) que
~1/ N .N—1 A N2 *og(u(t)) N-1
W (s)sV T + /0 = /0 TOE (3.10)
Multiplicando (3.10) por s~ e integrando de (0, r), obtemos
/ s)ds +/ - N/ |u 2dtds
"an [0 gu(?)) N—1
— —— 2} dtds.
Lo gyt s
Isso implica que
/ = N/ |u| dtds
(3.11)

_ TS1—N * g(u(t)) N-17tds
/0 /0 —(u(t) +ﬁ)b(t)t dtds.

Observe desta ultima igualdade que
u(r) <u(0), Vr >0,
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isto é,

In(u(r) + B) = u(r) <u(0) = In(u(0) + 3), ¥V r > 0.

Podemos melhorar o nosso entendimento sobre o comportamento da funcao u. Integrando

a equagao do problema (3.4) de (0,r), lembrando que aparecerd uma integral imprépria,

obtemos

e—0

—rN R () 4+ lim N (6) = /OT tN () g(u(t))dt.

Logo, v/(¢€) é limitado numa vizinhanca do 0.

Desde que u € C?[0, c0), segue que
lirr(l) Nl (€) =0

e, como consequéncia, a derivada de u satisfaz
u'(r) = —rl_N/ tN () g(u(t))dt < 0, V r >0,
0

o que mostra que u é decrescente.

Logo,
B<u(r)+p<u0)+8, ¥Vr>D0,
e, assim,
u(r) < wu(0), Vr>0.
e

Ing <u(r) <In(u(0)+ §) =: C — constante, ¥ r > 0.

De (3.11), vemos que

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Substituindo esta tltima desigualdade em (3.14), obtemos

4(0) — a(r)

v

Logo, por (3.13),

/slN/ b(t)tN L dtds
0 0

v 7 g(u(0)) N-1tds
/Os /0—u(0)+ﬁb(t)t dtd

9(u(0))

u(0) + 3

/sl—N/ b(t)tN L dtds.
0 0

w0+ 5 oy —

0 (u(0) —u(r))

—u(o)—i_ﬁmax w(0) — InB;u(0) —
0 {u(0) — inp;u(0) — C)}

k — constante, ¥V r > 0.

(3.15)

Usando integracao por partes no primeiro membro da desigualdade acima, obtemos

/ st / b))tV tdtds
0 0

82_N

/OT b))t tdt — /0 5N
r2-N /0 b(t) /0 " b(s)ds
(—r2_N /Or b(t)tN Tt + /07“ sb(s)ds) .

b(s)sV " tds

1
N ——
TN 2

N -2

1

N -2

Do fato de N > 3 e da hipdtese em b, segue, passando ao limite a tdltima equacao, que

lim

T—00

sl—N/ b))tV dtds =
0 0
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— / b(t)tN tdt + N2 / sb(s)ds
1 0 0

N — 2 r—oo rN=2

—b(r)rN "t 4+ (N — Q)TN‘3/ sb(s)ds + ™ 2rb(r)
0
N — 2 r—x (N —2)rN=3

1 T
= lim [ sb(s)ds

Por outro lado, fazendo r — oo em (3.15), obtemos

1 T
] <
N—QTILHOIO/O sb(s)ds < k < oo,

o que é uma contradicao.

Fica, assim, demonstrado o primeiro item do Teorema (NE).

No que segue, passamos a demonstrar o segundo item do Teorema (NE).

Demonstracao do Teorema (NFE), item (i7): Assuma o contrario, isto é, que o pro-
blema (GS) tem uma “ground state” radialmente simétrica u.

Defina
p(r) =N (r), r > 0.

Observe, de u € C?0, 0] e da forma radial do problema (GS), que
p(0)=0ep (r) <0, Vr>0.
Portanto, existe M > 0 tal que p(M) < 0.
Tome C' = —p(M). De p’ < 0, segue que
p(r) <p(M)=-C,Vr>M,

isto é,
rN W (r) < —C, parar > M.

43



Capitulo 3. Unicidade e nao existéncia de solucoes radiamente simétricas

Dai,

Integrando de M a r a inequacao acima, temos dois casos a considerar:

CASO 1: Se N =1, obtemos
Fazendo r — 00, obtemos

CASO 2: Se N = 2, obtemos

Integrando a inequagao acima de M a r, obtemos
u(r) —u(M) < —=C(lnr — InM),
ou ainda,

u(r) <u(M)—Cln (%) .

Passando o limite quando » — 00, obtemos novamente que

lim u(x) = —oo.

T—00

Em ambos os casos, temos uma contradicao, pois, por hipdtese,
lim u(r) = 0.
r—00

Isto finaliza a prova do Teorema (N FE).

No que segue, provaremos o Teorema (UN). Para melhor compreensao deste resultado,
note que a hipdtese (g9) implica na hipétese (gs). De fato, dados sy > s; > 0, temos
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~—
Q
—~
VA
—
~—
V)
—
+
@

9(51
1 si+6 s

\V
N
5
VR
—_
+
|
N——
vV

sy + 3 51
_ Y(s2) 2+ 8
Sa+ 0 o

3.2 Prova do Teorema (UN)

w(r) = (v(r) + B)* e wa(r) =

wi,Wa € Xl.

LConforme definido no Capitulo 1.
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Demonstracao: Considere u e v solugoes radialmente simétricas do problema (G.S), isto
é, u e v satisfazem o problema (3.4). Suponha u(0) # v(0). Se u(0) > v(0), entao, pelo
Teorema (1.27), u(r) > v(r), V.r > 0.

(u(r)+B)% >0,

onde 3 é o mesmo da hipdtese (gg), e observe da regularidade de u e v que
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Usando o Teorema (1.28), segue para r > 0 que

H(r)

IN

r[ gN-1 wl/2 "N gN-1 wl/2 "N/
[y @), .,
0 Wy w;

/T (Mt B)) (M + )Y

B r '(SN—lu/)/ (SN—lvl)/
— /0 TR ](v—u)ds

UAT'SN—%m$g@ms»<_sN—Ww$g@dsﬁ](v_-uyh

v+ 0 u+ 5

— [ [ D) g,

v+ 0 u+ 0

IA
o

onde a ultima desigualdade segue da hipétese (go) e do fato de u(r) > v(r), ¥ r > 0.

Por outro lado, segue da definicao de H em (1.11) e da desigualdade anterior que

(w3 ()
[ 21/2 - 11/2 (w1 —w2)(r) <0,
Wo Wy

o que implica, da definicao de w;, i = 1,2, que

(wy*)'(r) (") (r)

w2 (r)  wP(r)

Isto é,

u'(r) v'(r)
O AR R A
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Capitulo 3. Unicidade e nao existéncia de solucoes radiamente simétricas

Como

(£12) - ot

u+p v+p
(v+ B)?

Bt )| - ]

B u—l—ﬁ[ o }
v+ Blu+p v+p

segue de (??) que a fungao

u—+ 0
U+

¢ nao decrescente em (0,00). (3.16)

Desde que u(r) > v(r), ¥ r > 0, segue de (g9) que

/t1 N/ N=1p(s)g(u(s))dsdt = /tl N/ N=1p(s 5((: i))ﬁ( (s) + B)dsdt

"an [T ova g(v(s))
< /Ot /Os b(s)v<s)+ﬁ(u(s)+ﬂ)dsdt(3.17)

( 1-N N-1
< ST 5 Y / b(s)g(v(s))dsdt,

onde a ultima desigualdade é obtida de (3.16).

Por outro lado, desde que u e v sdo solugdes radialmente simétricas do problema (3.4),
segue de (1.10) que

/th/)Nlb u(s))dsdt, ¥ r > 0, (3.18)

/th/‘Nlb v(s))dsdt, ¥ r > 0. (3.19)

Passando ao limite nas equagoes (3.18) e (3.19), e relembrando que u(r), v(r) — 0
quando r — 00, temos que

w(0) = lim tl N?/‘ N 1h(s)g(u(s))dsdt (3.20)

T—00
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v(0) =

Assim, por (3.17), (3.20) e (3.21), obtemos

1 <

IN

T—00

T t
lim tl_N/ sN1b(s)g(v(s))dsdt.
0 0

o que ¢ impossivel. Portanto, u(0) < v(0).

(3.21)

De forma andloga, supondo u(0) < v(0), chegamos a mesma contradigao. Logo, u(0) =

v(0), e portanto, da unicidade dada pelo Teorema (1.26), segue que u(r) = v(r), ¥ r > 0.
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APENDICE A

Resultados Gerais

Neste apéndice, provaremos duas proposicoes que justificam algumas afirmacgoes feitas
durante a prova do Teorema (ZH ), no Capitulo 2.

Considere Q um dominio limitado do R¥.

Proposigao A.1. Sejam g : (0,00) — R de classe C*(0,00) e u : Q@ — (0,00) de
classe C2 (). Entao gou € C.().

loc

Demonstracao: Considere um dominio 0y CC (2. Entao existem sqg, s; > 0 tais que
so < u(z) < 51, Vo € Q. (A.1)

Desde que gl[sy,s,] ¢ continua, g|(s,,s,) ¢ diferencidvel e |¢'(s)| < M, V s € (so, 51), entao,
pelo Teorema do Valor Médio®, segue

l9(s) —g(t)] < Mls —t[, Vs, € (s0,51).
Em particular, de (A.1),
l9(u(@)) — g(u(y))] < Mu(z) —u(y)|, ¥ =,y € O,
isto é, para x # vy,

lg(e(@) = glu)| _  lutx) —u)l o (A.2)
 — y]° =T eyl T ‘ '

LConforme [38], Coroldrio 2, pdg. 138.
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Além disso, da hipdtese u € C2.(£2), segue

lu(z) — u(y) lu(z) —u(y)| =
————= < sup —————— = |[uflgag), ¥ 2, Y € Qo, xFy.
|z — yl ey T —yl® % (o)
x»yEQO

Dai, passando ao supremo em (A.2), segue que

wpl@@ﬂﬂ@-@ouﬂwl

THEY |JZ - y|a
z,yENo

S MHUHCO‘(Qio) < 00,

isto é, (gou) € C*(Q).

Como € é arbitrério, temos que (gou) € Cp,

(€2).
0

Proposicao A.2. Sejam g e u definidas como na proposi¢ao anterior e b : 2 — (0, 00)
de classe C2,(2), a € (0,1). Entao h(z) := b(x)g(u(x)) € C2.(Q).

loc loc

Demonstragao: Sejam Qy CC Q, e z,y € (), tais que z # y. Entao

[h(x) = hy)l _ [b(x)g(u(z)) — bly)g(u(y))]

|z —y|® |z — y|*

b()g(u()) = blz)g(uly))] | [blx)g(uy)) — bly)g(uly))] (A.3)

|z — y|* |z — y|*

IN

b 20D ] ) b,

|z —y|*
Da hipétese em b e da Proposi¢ao (A.1), segue que

l9(u(z)) — g(uly))l _ l9(u(x)) — g(u(y))]

b bl| e
T e = P S T
m,yeﬁo z,yeﬁo

= [bllz=@ollg © tllcay), ¥ 2,5 € Q.

Além disso, da positividade e regularidade de u em € e da regularidade da funcéo g,

segue que
|b(z) — b(y)|
su U < Cb]] fra o
r#i) g( (y)) |£I§'—y|a = ” ||C (Q0)
z,yeo

20
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Portanto, segue de (A.3), passando ao supremo, que h € C2.(Qp).

Como ) é arbitrério, temos que h € C*(Q).
]

As contas apresentadas a seguir servem de referéncia para outras similares que aparece-

ram algumas vezes durante a demonstracao do Teorema (ZH), no Capitulo 2.

Observacao A.3.

Ao = 5 (o) gl + i (e +

19 B 19 )
- L +[(u(x))2 (U)o U(a) + o s () 5 ()

o1



APENDICE B

Demonstracao do Teorema de Sub e
Super Solucoes

O principal objetivo deste apéndice é demonstrar um teorema (Teorema (1.25)), devido a
Cui [12], em 2000, que foi de fundamental importancia na obtengao dos nossos resultados,

mas que possui um carater mais geral cujo qual merece ser discutido separadamente.
Inicialmente, apresentamos, sem demonstracao, alguns resultados necesséarios a prova do
teorema supracitado. As nogoes que passamos a desenvolver visam estabelecer as idéias

essenciais para a compreensao da demonstracao que pretendemos fazer neste apéndice.

Considere o problema de valor de fronteira eliptico semilinear da forma

Au = f(x,u,Vu), Q (B.1)
Bu = g, 09,
onde f: QxR xRN — R é uma funcio continua apropriada, Au = — ZZk:l a;r D; Dy,

com matriz de coeficientes simétrica é tal que a;;, € C*(2) e existe uma constante positiva

ag tal que Y7 ) ag(2)6°E" > apl€]?, Bu = bou + 52—; e g € C?OHR(00Q).

Definicao B.1. Uma func¢ao u é chamada uma subsolu¢do do problema (B.1) se u €
C*H(Q) e
Au < f(x,u,Vu), Q
{ Bu < g, 09Q.

Definicao B.2. Uma fungao u é chamada uma supersolu¢ao do problema (B.1) se u €
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C**(Q) e
Au > f(x,u,Vu), Q
Bu > g, 0.

Definigao B.3. Uma subsoluc¢ao v e uma supersolucao v sao ditas (B, g)- relacionadas
se existe uma fungao u € C**(Q) com Bu = g, tal que v < u < 7.

No que segue, para enunciarmos o Teorema (B.4), suporemos que [ satisfaz

(B1) (-, 5,€) € CHQ) uniformemente para (s, £) em subconjuntos limitados de R x RY;
(By) %, aagfw i=1,...,n, existem e sdo continuas em ) x R x RV:

(B3) Existe uma fungao ¢: Ry — R, :=[0,00) tal que

(2,56 < clp) 1+ [€), Vp=0e (z,5,6) € Qx [—p,p] x RY,

Teorema B.4 (Teorema de Amann). Suponha (By) — (Bs) e sejam v e T subsolugao e
supersolugao, respectivamente, do problema (B.1) tais que v e T sao (B, g)- relacionadas.
Entao o problema (B.1) tem pelo menos uma solu¢io uw € [v,T]. Mais precisamente,
existem uma solugdo minima u € [v,v] e uma solu¢do mdrima u € [v, 7|, no sentido que
toda solugdo u € [v,7| satisfaz u < u < w.

Demonstracao: Conforme [3]. O]

No que segue, provaremos o Teorema de Sub e Super Solucao para Problemas Singulares
em Dominios Limitados, devido & Cui, [12], 2000, aplicando o Teorema (B.4), de Amann,

a uma forma particular do seguinte problema

Lu+ f(z,u,Du) =0, x€Q
u >0, x €} (B.2)
U=, x € 01,

onde suporemos que f: Q2 x (0,00) x RY — R e ¢ : 9Q — [0, 00) sao fungodes continuas

(S

n 82 n a
i=1

ij=1 i=
é um operador uniformemente eliptico de segunda ordem, com a;;(z), b;(z) € C*(Q) para

algum a € (0,00), a;j(x) = aj(z).

Adicionalmente, suponha

(By)  f(x,s,€&) é localmente holder continua em © x (0,00) x R" e continuamente dife-
renciavel com respeito as varidveis u e &

e

(Bs) Para qualquer ; CC Q e quaisquer a,b € (0,00),a < b, existe uma constante
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C =C(MN,a,b) >0 tal que |f(x,s,)| < C(1+ ), Ve, Vselab], VEeR™

Entao, temos o seguinte teorema:

Teorema B.5 (Teorema de Sub e Super Solugoes para Problemas Singulares
em Dominios Limitados, S. Cui). Considere a funcio f satisfazendo (By) — (Bs).
Além disso, suponha que o problema (B.2) tem um par de super e sub solugoes u e u,
respectivamente, satisfazendo as condigoes:

(i) wueC*HQ)NCQ);
(i1) 0<u(x)<u(zr), Ve
(131) u(x) =u(zr) = p(x), V o € 00.

Entdo este problema tem uma solu¢do u € C**(Q) N C(Q) satisfazendo u(z) < u(r) <

Demonstragao: Pelo Lema (C.3), podemos tomar uma sequéncia de dominios regulares
{Q;}72, tal que

o0
0, CCNCC...CCQ CC Ny CC e U Q0 =

Entao, para cada (2;, considere o problema

Lu+ f(z,u,Du) =0, z€Q;
u > 0, T € Qj (B2)
u@) =u(z), w09,

J

e observe que as restricoes de u e w a {); sao, respectivamente, uma sub e uma super-

solucdo do problema (B.2);.

Portanto, admitindo satisfeitas as hipdteses do Teorema (B.4) (Teorema de Amann),
concluimos que existe uma solu¢do minima, digamos u;, para o problema (B.2); satisfa-
zendo

(a) u; € C?2(Q;) NC(Qy);
0 ul) < wyle) <T(), Ve,

Estenda u;(x) para Q como uj(z) = u(z), Vz € Q — Q;. Assim, u; € C(Q) e satis-
faz:

(d)  u(x) <up(zr) <ug(zr) < ... < u](x) <..<u(z), Ve,
(e)  Lu; + f(z,uj, Duj) =0
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De fato, desde que w4, satisfaz

LU]‘_H + f(CC, Uj41, DUj+1) = O, x e Qj+1
ujr1(z) = u(®), T €Q— Qi

e ujy1 > uem §2;41, segue que u;j4; satisfaz

LUj+1 + f([)?, Uiy, DUJ'_H) =0, =ze€ Qj
U’j-i-l(x) > Q(l'), x € 89]‘,

isto é, uji; é supersolugao de (B.2);.

Logo, pelo Teorema (B.4), existe u; solucao do problema (B.2); com
QS@ §Uj+1, v]: 1727"'
e pela minimalidade de u;, segue que

Uj < 17] < Ujt1, VJ = 1,2,....

Assim, {u;(z)} 2, satisfaz (d). Como u; € C(€2;), temos que (e) é satisfeita.

De (d), temos que {u;(z)};° converge pontualmente em . Denotemos por

w(z) = lim u;(z).

Jj—o0
Por outro lado, pelo Lema (C.6) e por ser compacta a imersao

O ) — C*(),

A~ . o0 N . o
temos, para cada k = 1,2, ..., que a sequéncia {uj}j:1 tem uma subsequéncia convergindo

em C?(Q), que ainda denotaremos por u;. Pela unicidade do limite
u€ C*(), Yk,

ou seja, u € C%(Q).

Pelo Teorema (1.15), temos que

Ity = wllgmeay < C (1E@5 = lluo,.,) + 45 = wleoe, )

= € (If (. w. Dw) = F(@w5, D)l + 15 = vl o)) -
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Tomando o limite da subsequéncia convergente em C?(€),), e levando em consideracio a

hipétese feita sobre f e a regularidade de u, vemos que

[luj — u”cza(ng) — 0.
Como
ey = ulcoay = D Iax || D™ (u; — )| + Y HalD™(u; — )]
Im| <2 Im| <2
> ) |ID"u;— D™ (u)]|
|m| <2
> || Lu; — Lull,
temos que

|Lu; — Lu|| — 0.

Portanto, u satisfaz a equacao
Lu+ f(z,u,Du) =0, Q, V k. (B.3)

Consequentemente, u satisfaz (B.3) em todo €.

Ao lado disso, tomando o limite pontual da sequéncia {u;(z)}{", vemos que
u(z) < u(z) <u(x), Vel

o implica que
lim u(z) = p(xg), V zo € 0N.

T—xQ
Assim, u € C() e satisfaz a condicdo de fronteira. Resta provar que u € C%%(€).

Até agora, temos o seguinte problema

Lu:f,Q
u = @, 0N,

onde f(z) = —f(z,u(z), Du(z)) em Q e u € C*(Q).
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Apéndice B. Demonstracao do Teorema de Sub e Super Solucoes

Em particular, dado €y CC €2, pelo Lema (C.6) e usando a Desigualdade do Valor Médio,
obtemos

Hofl = swp W
< sup |f (1) — f(m2)]

mns I — m2l”
M1,m2€Q 41X (a,b) x B(0,R)

|f (@, u(x), Du(x)) — f(y, uly), Du(z))|

+ sup

;v;éL |x_y|a
I,yegk
D — D

M) Du)  Flyu(y), Duly))

z#L |$_y|a

I,yer
DVM
< d(Qo) — constante,

isto é, resumindo, temos
Lu = f, QO
U - (b = ulan 897

com f € C*(Q) e ¢ € C(9).

Portanto, da arbitrariedade de €y e pelo Teorema (1.18), concluimos que u € C**(2).
O

No que segue, verificacao as hipéteses do Teorema (B.4).

Primeiramente, definimos

f(z,s,8), (x,s,&) €8x [mj,00) x R"

iz, s,8) = { flx,m;, &), (x,s,€) €8y x (—o0,m;) x R",

onde
m; = minu, para cada j = 1,2, ...
Q;
Pela hipdtese (By), se s > mj,
sup |fj($787§) - fj(y7 575)' = sup |f(xa3a€) - f(y73;§)| < 00;
TAY |(:E7 875) - <y7 S)é)lu TFEY |[E - y|M
,y€0; x,y€8);

o7
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e, se s < mj,

‘fj(xasag) B fj(ng?é)' - ’f(xamjaf) - f(y7mj7£)|
% s - wsOF =yl -
T,yell; z,ycll;

Além disto, da continuidade de f, segue que f; é continua, e isso conclui a verificacao da
hipétese (By).

Desd
T g = g MO e
gs t—0 n
_ hmf(x,m]—i-t,f)—f(x,m],f)
t—0 t

of

- %(ZC, my, §>a
e, analogamente,
If; _of ‘
8& (I, m]? 5) - agz (ZL’, TI’L], 5)7

segue, usando a hipétese (By), que f; satisfaz (Bsy).

Verificaremos (Bs). Dado p > 0, tome b = p e 0 < a < m;. Assim, segue de (D)

que existe ¢ = c(p) tal que, se s > m;,
[fi@,u, ) = |f (2,5, < c(1+[E), Yo €y, s € [my,b], £ €R”
e, se s < mj,
|fi(,5,€)| = |f (x,my,€)| < c(1+ []%), Vo € Qy, s € [-b,b], § €R™,
ou seja, a funcio c: (0,00) — [0,00) € Q; x [—p, p] x R" é tal que

|fi(z, 5,9 <clp) L+ £, Vp >0 e (2,58 €Qy, s€[—p.p], E€R™

Assim, ficam verificadas as hipdteses do Teorema (B.4).
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APENDICE C

Resultados Técnicos

Objetivamos, neste apéndice, demonstrar dois lemas relacionados ao Teorema de Sub e
Super Solucao do Cui, 2000, que consta no Apéndice B (o Teorema (B.5)). Primeiramente,
listaremos alguns teoremas que nos auxiliarao na obtencao dos resultados desejados. Sao
eles:

Teorema C.1 (Teorema de Sard). Seja f : U — RP uma aplica¢io suave, com U

aberto de RN, e seja C o conjunto dos pontos criticos, que € o conjunto de todos x € U
com posto f'(x) < p. Entao f(C) C RP tem medida nula.

Demonstracao: Conforme [40]. O

Teorema C.2 (Teorema da fungao implicita). Seja f : U — R uma funcgdio de
classe C% (k > 1), definida num aberto U C R""1. Se p = (xg,1y0) € U € tal que f(p) = c
of

e a—(p) # 0, entdo existem uma bola B = B(xg,0) C R"e um intervalo J = (yo—¢, yo+€)
Y

tais que f~1(c) N (B x J) € grdfico de uma fungao & : B — J, de classe C*.

Demonstracao: Conforme [38]. O
O lema a seguir foi retirado de Lazer e Mckenna [35], 1993. Por completicidade do
trabalho, passamos a demonstra-lo abaixo.

Lema C.3. Seja Q um conjunto limitado de RYN. Entdo existe uma sequéncia {0y},
de conjuntos abertos tal que

D C U1 CQ, | Q=0

m=1

e a fronteira 09, € uma subvariedade suave (C*°) de dimensio N — 1 para m > 1.
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Demonstracgao: Considere

1
Um:{xEQ; |x]<med(x,0§2)>%}.

Assim, U,, C €2 é um aberto e satisfaz

Un CUp1CQe | JUn=0.

m=1

Agora, para cada m, considere f,, : RY — [0,00) ! uma funcio de classe C* tal que

0 < ful) < 1, VzeRY
1, € Upy;
fm(@) = 0, 2€R" — Upyr.

—

P

&
I

Segue pelo Teorema (C.1), existe ¢, € (0,1) valor regular de f,,.

Defina Q,, = f.! (¢, 1]) C Q. Assim,
Un = f {1} € [ (e, 1]) = Qi € £ ((0,1]) = U C O,

ou seja,
Upn CQp CUpyr, Ym=1,2, ...

e, consequentemente,
Qe C Qi1 C Q.

Além disto, da definicao de U,, e §2,,, temos que

Q—GUMC DchQ.
m=1 m=1

A regularidade de cada €, segue da aplicagao do Teorema (C.2) para f,, e isto conclui

a prova do lema.
OJ

Em seguida, consideraremos uma equacao na forma divergente, isto é,

d
d—ai(x,u, Du) + a(x,u, Du) =0, (C.1)
Xy

LConforme [38], pdg. 431-433.
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onde,

a(x,s,p) = a(T1, ..., TN, S, P1y s PN,
ai(x,s,p) = a(T1, ..., TN, S, P15y PN), 0 =1, ...y N,
Du(x) = (ug, (x), ..., uzy (7))
ex=(r1,...,TN), p= (p1, s PN)-

Observacao C.4.

N

d da  Oa da da da
D = — Uy, + —— _ de —— = — .
dxia(x,u(x), u(x)) . + g U T Ju,. Ugya;s ONE Ju,. Uy 2 pu, Uy,

Como exemplos de equagdes na forma (C.1), podemos citar as equagdes quasilineares
escritas da forma

aij (T, U)Us,z, + a(x, u, Du) = 0.

Uma equagao do tipo (C.1) é uniformemente eliptica se e somente se existem fungoes
continuas v e p definidas para ¢ > 0 tais que v é positiva nao crescente, 1 é nao decrescente

e
N N

v(Jul) 1+ 1o)™Y € < ay(,u,p)&és < pllul)(1+[p)" )&
i=1 i=1

Nos referiremos a uma funcao u € W™P(Q) tal que

max |u| < oo
0

Iu,n) = / (a:(2, w, Du)iga, — (e, u, D)y dz = 0

para toda funcao arbitréaria limitada n em WJ""(Q), como uma solugdo limitada genera-
lizada da equagao (C.1).

O teorema que enunciaremos a seguir estabelece um limite para o valor maximo ab-
soluto das primeiras derivadas das solugoes v de equacgoes elipticas com parte principal
na forma divergente, em termos de constantes que caracterizam as fungoes a;(x, u, p) e

e~ . . . , . ’
a(z,u, p) e do maxy |u|, para uma subregido interior arbitraria 2 C €.
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Teorema C.5 (Teorema da estimativa interior gradiente de Ladyzenskaya e
Ural’treva). Considere a equacio (C.1), onde as funcgoes a;(x,u, Du), i = 1,...,N, e
a(x,u, Du) sdo mensurdveis parax € Q, u e p arbitrdrios, e a;(x,u, Du) sdo diferencidveis
com respeito a x, u e p. Além disso, todas essas fungoes satisfazem as desigualdades

0 b+ 13 < P g, < -+ o+ Y
el. da;
@ 3 (1521 ) o+ o+ 3 |52+ ol < w1+ 1y

=1 2,7=1

com m > 1. Seja u uma solucao genemhzada limitada da equagio (C.1) em WH2(Q) e
suponha

(i17) /(1—|—|Vu|m22u dr < 00

3,j=1
e

(i) / V| 2dz < oo.
Q/

Entdo mazxg |Vul|, onde Q' cc Q, € limitado por uma expressio em termos de M =
maze |u|, m, v(M) e p(M) nas condigies (i) e (ii), e a distancia de Q' a 0.

Demonstragao: Confira [32], Teorema 3.1, pag. 266. O

Lema C.6. Seja u; € C*(Q;)NCQy, com u(x) < u;(x) <u(z), ¥V x € Qj, uma solugdo
do problema (B.2);. Entao para qualquer k = 1,2, ... existe uma constante positiva Cy, tal
que para todo j >k + 1,

HuchZa(ng) < Ck~

Demonstracao: Na prova deste lema, denotaremos C;, ¢ = 1,2, ..., como sendo constan-

tes positivas independentes de j.

Para cada k fixo, considere dominios 1 e () tais que
), CC Q1 CC Q2 CC gy
e uj, com j > k+ 1, a solucao de
Luj + fi(z) =0,z € Qp11, (C.2)
onde

fi(z) = f(z,uj, Du;).

Usaremos alguns resultados de estimativa interior. Desde que

u(r) < uy(z) < ulz),
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temos que

lu;(x)] < maxu(z) =M, Ve Q,
e

ou seja, a sequéncia {u; };’;k .1 ¢ uniformemente limitada em €2;.;.

Aplicando o Teorema (C.5) e usando a desigualdade anterior, obtemos

max |Du;(z)] < Cp max |u;(z)|
z€Q> T€QE 41

< Cymaxu(z)
€N

= CQ,
ou seja, a sequéncia {Du;} 7, | ¢ uniformemente limitada em Q.

Assim, da hipdtese (Bs) e da estimativa anterior, segue que
/@05, Dug)| < C(1L+ [Dugl?) = Cs, ¥ € G, (€3)

isto é, a sequéncia

{fite, € uniformemente limitada em Q.

Em particular, f; € LP(Q2), Vp > 1.

Fixe p > % Pelo Teorema (1.7), segue que

lwilwar@y < Ci (Millogs + Nl ooy

- af(f )+ (o))

— Cu(QuD)? (max (o) + maxas (o))

TEQ2
= 05.

Portanto, segue do Teorema (1.13) e de (C.4) que
||Uj||01,a(@) <Cs, j=>k+1.
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Além disto, afirmamos que

Hfj”ca(@) < (7. (C.5)

Portanto, pelo Teorema (1.15), observando (C.5) e a regularidade de u;, temos que
[ilennay < o (mxus@) + 151 cny )
S Cka
onde C} é uma constante independente de j.

Para finalizar a prova, verificaremos a afirmacao (C.5). Observe que

|fi(x) — [(y)] | f (2, u;(x), Duy(x)) — f(y,u;(x), Du;(x))|
|z —yl|* |z —yl|*

| f(y, u;(x), Duj(x)) — f(y,u;(y), Duy(x))|
|z —yl|*

[/ (Y, u; (), Du;(x)) — [y, u;(y), Du;(y))|

|z —y|*

= (I)+ 1)+ (I11).

Mostraremos que (I), (I1) e (I11) sao limitados por uma constante independente de j.

Para isto, faremos as seguintes consideragoes:

o f(x,56) € C2 (), onde Q' = Q x (0,00) x R, e é continuamente diferencidvel

com respeito as variaveis s e &;

temos que u;(x) € (a,b) CC (0,00) para algum € > 0 suficientemente pequeno;
e considerando B(0, R), R > Cy, temos que Duj(z) € B(O,R), Vo € Qy, Vj > k+1;
e definindo o aberto ) = Q, x (a,b) x B(0, R), temos que Qccq.
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Assim, vemos que

|f (2, u;(x), Duy(x)) = f(y, u;(x), Du,(2))]

U = @), Duy (@) — (g, u(x). Duy ()"

[f(m) — f(m2)]

1 — m2|@
< sup |f(m) — f(ma)]
n#N2_ |7]1 - 772‘04
71,m2€0Q
— Cg.

Além disso, dados z,y € Qy, = # y, considere 7,, Ny € ﬁ, tais que

e = (Y, u5(x), Duy(x)) ey = (y,u;(y), Du;(2)).

Temos que f|g ¢é diferencidvel em cada ponto do segmento de reta (19.,1y) € flu,.m,] ¢
continua. Além disso, V n € (1,,n,), temos que

of

of of
ou

ol =0, Z w0 -

(n)‘ < Nj- constante,

pois f é continuamente diferencidvel com respeito a u. Logo, pela Desigualdade do Valor

Médio e pela regularidade de u;, temos que

(II) _ ‘f(?f;)__y.];o(ény”
b =)
|z =yl

< (.

Analogamente, se considerarmos para z,y € Q1, [z, Iy € ﬁ, tais que

pa = (Y, u(2), Duy(@)) e py = (y,u(y), Duy(x)),
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levando em conta as hipdteses feitas sobre f, a regularidade de u; e novamente aplicando

a Desigualdade do Valor Médio, obtemos
| (pa) — £ (11y)|

111 =
( |z —yl|*
DVM
2N, |t M,‘Z'
[z —yl
= N, s PtE) = Dusy)
TAY |$ - y|a
$7y6Q1
< Ch.
Assim,
sup ’fj(l') - fg{'l(y)| <Oy
TAY "CE - y’
Z‘vyEQl

e, por (C.3), obtemos

il = |filo+ D HalD™f;]

|m|=0
_ maé|fj(x)| + sup |fg(l’) _fja(y)l (CG)
z€EQ1 Ay |LU - y|
'rzyte

S C7a
o que prova a afirmacao feita.
Finalizamos, assim, a prova do Lema (C.6).

OJ
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