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Resumo

No presente trabalho, estudamos o estimador proposto por Fan (2004), para o indice caudal
de distribuices no dominio de atracdo de teisstaveis, com & o < 2. Este estimador tem
estrutura de U-estatistica, é robusto e assintoticamente néo viesado. Utilizando as ferramentas
da teoria classica de U-estatistica, sdo demonstradas a consisténcia e normalidade assintotica

do estimador.

Palavras-chave: Cauda pesada, U-estatistica, distribuicdo estavel, indice caudal, dominio de
atracao.



Abstract

In this work we study the estimator proposed by Fan (2004) for the tail index of distributions
in the domain of attraction of a-stable law with O< o < 2. This estimator has U-statistic
structure and is robust and asymptotically unbiased. By using the classical tools theory of U-
statistic, the consistency and the asymptotic normality of the estimator are proved.

Keywords: Heavy tail, U-statistics, stable law, tail index, domain of attraction.
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Introducao

Distribuicbes de cauda pesada tém aparecido em aplicac6es nas mais diversas areas, tais
como: economia, financas, atuaria, engenharia elétrica, sociologia. Dentre os diversos tipos
de distribuicdes de cauda pesada que sdo comumente usadas, as distriba@stie®is, com
0< o < 2 (o casax = 2 refere-se a distribuicdo normal que tem cauda leve), merecem destaque.

As distribuicdes estaveis, por definicdo, sdo invariantes sob a adicdo e caracterizam-se por
serem limites em distribuicdo de somas normalizadas de varidveis aleatérias (v.a’s) indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d). Assim, varidveis empiricas que sdo somas de var-
iaveis aleatOrias ajustam-se bem a estas distribuices. Um exemplo simples de aplicacao pratica
é a variacdo da taxa de cambio. E naturalmente desejavel que a variagéo da taxa de cambio em
um dia tenha a mesma distribuicdo que a taxa de cambio ng lpara qualquer.

O uso de distribuicdea-estaveis ndo-gaussianas na modelagem de problemas aplicados,
especialmente a Economia e Financas, entre outras areas, foi impulsionado pelo trabalho de
Mandelbrot (1963) que verificou que o modeteestavel, O< o < 2, por possuir segundo
momento infinito, se ajustava melhor a dados financeiros que apresentavam alta variabilidade
do que o modelo normal, que era comumente usado.

De acordo com Fan (2004), no entanto, do ponto de vista pratico € mais realista modelar as
observacdes com distribuicdes no dominio de atracdo de algumaektavel (< o < 2).

Precisamente, ¢, Xy, ... S0 variaveis aleatorias i.i.d. com funcdo de distribul€gmara
as quais existem sequéncias } e {b,} > 0 tais que

an )

ondeX é uma v.a. a-estavel, entdo dizemos qlreesta no dominio de atragdo de uma lei
o-estavel e denotamdse DA(«).



As distribuicdes no dominio de atragcédo de leiestaveis, com & o < 2, caracterizam-se
por possuirem cauda a direita ou cauda a esquerda regularmente variantes, com mesmo indice
caudale. Especificamentd; € DA(a) com 0< o < 2, se, e s0 se,

X*(1—F(x) ~ pL(X) & ¥(F (X)) ~qL(x), quandox— o,

ondep,q> 0, p+q=1 el é uma funcao lentamente variante no infinito.

Neste contexto, a estimac¢éo do indice caudal € um problema de interesse entre 0s pesquisadores
da area. Como em muitas aplicacbes é impossivel determinar, a priori, qual familia de dis-
tribuicbes é mais apropriada, o desenvolvimento de estimadores robustos para o indice caudal
tem merecido atencéo especial.

Dentre os estimadores conhecidos na literatura, 0 mais popular € o estimador de Hill (1975),
baseado nas estatisticas de ordem extremais. As propriedades deste estimador tém sido objeto
de estudo de inumeros pesquisadores. Sua consisténcia fraca foi provada por Mason (1983)
para distribuicdes com cauda de variagao regular. No entanto, a normalidade assintética do
estimador é considerada sob condi¢Bes adicionais mais restritivas, do tipo Von Mises (vide
por exemplo, de Haan e Resnick (1985). Além disso, muitos autores tém comprovado que
o estimador de Hill apresenta melhor performance somente para distribuicdes com cauda do
tipo Pareto. Assim, nos ultimos anos, tém surgido na literatura diversos estimadores do indice
caudal, na tentativa de se obter estimadores mais simples de serem usados na prética e de melhor
eficiéncia, a despeito do tipo especifico de distribuicdo de cauda pesada considerada. Dentre
eles, merecem destaque: Pickands (1975), de Haan e Resnick (1980), Csorg6 (1985), de Haan
e Pereira (1999), Meerschaert e Scheffler (1998) dentre muitos outros.

Neste trabalho, n6s estudamos um estimador proposto no artigo de Fan (2004) para a esti-
macéao do indice caudal de distribuicdes no dominio de atracao deésigaveis, & o < 2. O
estimador considerado tem uma estrutura de U-estatistica e, desta maneira, tem uma forma mais
simples, utiliza a informacdo da amostra inteira e possui menor variancia. Além disso, as pro-
priedades assintéticas do estimador sédo obtidas utilizando-se as ferramentas da teoria classica
de U-estatistica, sem impor condicdes restritivas sobre a distribuicdo da populacéo.

Assim, dividimos este trabalho em 3 capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos 0s conceitos e resultados preliminares sobre a teoria de vari-
acao regular (Secéao 1.2), distribuicbes estaveis e dominios de atracdo (Secao 1.3). Merecem
destaque as demonstracdes dos teoremas 1.3.9 e 1.3.10 que serdo fundamentais na obtencéo do



nao viés assintotico do estimador de Fan (Teorema 3.2.1).

O Capitulo 2 é dedicado a apresentacéo dos principais resultados da teoria classica de U-
estatistica. A principal referéncia utilizada foi Lee (1990). Basicamente, uma U-estatistica
baseada numa amostbé, ..., X,) de uma fungéo de distribuic®q é caracterizada como sendo
uma estatistica da forma

-1
Un = U(Xlaaxn) = (:]) (mz h*(X(Xl?"'?XOCm)? (2)

ondem < n, o somatorioC,m € sobre todas as combinagesrdénteiros escolhidos sem
reposicao do conjunto de inteiros de h & h* € uma funcéo simétrica. Sob a hipotese que
h*(X4,...,Xm) € um estimador n&o viesado de um paramétre 6(F), de graum, mostra-

se quel, é o estimador de menor variancia dentre os estimadorésbdeseados na amostra
(X1,...,%n). Estes resultados e outras propriedades basicas de U-estatistica sdo apresentados na
Secdo 2.2. As outras duas secdes deste capitulo sdo dedicadas a apresentacdo do Teorema da
Decomposicdo de Hoeffding, e aplicacdes, (Secédo 2.3) e a descricdo do método de estimacao
de variancia assintética de uma U-estatistica, extraido de Arversen (1969).

No Capitulo 3 apresentamos o estimador proposto por Fan (2004), bem como as pro-
priedades assintoticas obtidas por ele.

Assumimos queXy,...,Xn) € uma amostra de v.a’s aleatérias i.i.d. com funcdo de dis-
tribuicdoF € DA(a), com 0< a < 2, (ou seja, satisfazendo (1)) e consideramos 0 seguinte

estimador para !
i log (X2+ ... +X2)
1
2log n

: (3)

ondeX?,X2, ..., X2 estdo no dominio de atracdo de uma I@ié;- < 1 estavel. A motivacio

para a escolha d&, * vem da propriedade da preservacéo da soma de leis estritamente estaveis,

L+ +2Zh g L L. . L.
# = Z,, para variaveis aleatorias, .., Z, estritamentex-estaveis.

Na
Vale ressaltar que optamos por considerar em (3) as somas dos quadrad@s pasa
- ~ . L ., o
facilitar as demonstracdes das propriedades assintéticas, ja que neste caso,<c3mon as
constantes normalizadorbgsem (1) sdo nulas.

Seguindo as idéias de Meerschaert e Scheffler (1998), provamos, no Teorema 3.2.1, que
ot é um estimador assintéticamente n&o viesado e consistente. Além disso, apresentamos,
ainda na Secao 3.2, um principio de grandes desvios obtido por Fan (2004), caracterizando o

3



estimadora; 1 como um estimador robusto pasar!, mas com taxa de convergéncia muito
lenta e de variancia grande.

Assim, com o propdsito de diminuir a variancia do estimagpt, Fan (2004), propde o
uso do estimador com estrutura de U-estatistica, baseado no nucleo dado por (3), ou seja, para

m < n considera-se X X
log (Xg, + - +X&,)

(7)) :
m ann,m 2logm

ondea = {ay,...,am} € 0 somatério € considerado como em (2). Utilizando os resultados da
teoria classica de U-estatistica, apresentados no Capitulo 2, provamos que, muan&Q

oc/ujl é assintoticamente nédo viesado e fracamente consistente (Teorema 3.2.1). A consisténcia
em média quadréatica e a normalidade assintética?el sdo demonstradas sob a condicao

adicional quan= o(n%), gquandon — o (Teorema 3.3.1 e Teorema 3.4.1, respectivamente).

Para finalizar, apresentamos na Secao 3.5 uma breve analise das simula¢gées numéricas, re-
alizadas por Fan (2004), sobre a performance do estin&d%‘r, gue indicam que o estimador
com estrutura de U-estatistica proposto é bastante competitivo em relacéo a outros estimadores
do indice caudal considerados, em particular, o popular estimador de Hill (1975).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos conceitos e resultados preliminares que serdo utilizados no
desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Na Secdo 1.2, apresentamos a definicdo e alguns dos principais resultados da teoria de vari-
acao regular que serdo Uteis para caracterizar os dominios de atracao de distribuicdes estaveis.
Para mais detalhes indicamos Bingham, Goldie e Teugels (1987).

Veremos, na Secao 1.3, dedicada as distribuicbes estaveis, a Proposicao 1.3.8 que garante
gue uma ou ambas as caudas de uma distribuicdo no dominio de atracdo de uma distribuicédo
a-estavel, O< a < 2 variam regularmente. Isto permite classifica-las como distribui¢cdes de
cauda pesada.

Apresentamos na Secdo 1.3 as definicdes e propriedades principais de distribuicdes es-
taveis e seus respectivos dominios de atracdo. Como referéncia basica citamos Feller (1971)
e Samorodnitski e Tagqu (1987).
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1.2 Variacao regular

Definicéo 1.2.1.Uma funcéof : Rt — R é devariagdo regularde indicep se

jim LX)

— P
U 7wy AP VA eR.

Neste caso, denotamés= R,.
Quandop = 0 dizemos que a fungdd@éntamente variante

Proposicdo 1.2.2.Seja f: R™ — R, uma funcéo de variacéo regular de indice Entdo
(i) f(x) =xPL(x) onde LX) é lentamente variante.

(i) Se f(x) € Ry, entdo(f(x))* € Rye, a €R.

(i) Se f e Ry e h € Ry, fa(X) — o quando x— oo, entédo {(f2(x)) € Ro,p,.

(iv) Se L varia lentamente, enté%%(xx) — 0 quando x— oo,

Proposicéo 1.2.3.Se f varia regularmente com indipe# 0, entdo quando %~ co

f(X) >0, sep>0

f(x) — 0, sep <0,

ou seja, se L varia lentamentepe> 0,

XPL(X) — o, e XPL(X) =0 (X— ).

Teorema 1.2.4.(Teorema da convergéncia uniforme) Se f varia regularmente com ipdice
entdo (no caso em quye> 0, assuma que f é limitada em cada intervélpX]),

% — AP(x — ) uniformemente eni,
sobre cadala,b] (0<a<b< ) se p=0, sobre cada(0,b] (0<b<») sep>0e
sobre cadafa,») (0 <a< ) se p <0.
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Teorema 1.2.5.(Teorema de Potter) Se f é de variacao regular de ingi@tao dadas con-
stantes A> 1, § > 0 existe X=X(A, d) tal que

mSAmax{G)S,(z)é} x>X e y>X.

1.3 Distribuicdes estaveis

Definicdo 1.3.1.Dizemos que uma variavel aleatotka possuidistribuicdo estaveke para
X1, X2, ... cOpias independentes deexistem constantes, > 0 eb,, € R tais que

X1+...+Xnianx+bn,

onde< indica convergéncia em distribui¢éo.
No caso em qub, = 0 entdoXy + ... + Xp d a,X e dizemos qu& é estritamente estavel.

Teorema 1.3.2.Uma variavel aleatoria X possui distribuicdo ndo degeneradastavel X se,
e somente se, sua funcao caracteristica € da forma

. ot
ox (1) :exp{lst—c\t|°‘ {1+|9mu(t,a)}} (1.1)
ondescR,c>0,0< <2 —-1<0 <1, sao constantes e

ut,a) = tan(%),sea%l

2log [t|
= =1
> sea

O numerox € chamado de indice (ou expoente) de estabilidade e dizemos queXtével.

Observagdes 1.3.3(a) Quandoo = 2, X tem distribuig&o normal. No cafbo< o < 2 costuma-
se dizer também que X tem distribuicdo Levy estavel.

(b) De(1.1)podemos notar qu@x (t)| = exp[—clt|*], com c> 0e0 < a < 2. Assim, como
|ox (t)| é integravel na reta toda entdo das propriedades de funcéo caracteristica segue que a
funcao de distribuicdo de X é diferenciavel e sua densidade € continua. Pode se provar ainda
que a densidade de X € infinitamente diferenciavel (vide por exemplo Nolan (2007)).
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(c) Se0 < a < 1 entdogx(t) ndo é diferenciavel em= 0 e assim EX| = ». Se, além
disso, X tem distribuicdo simétrica entdo EX n&o existel Sex < 2, ¢x(t) é diferenciavel
em t= 0 uma vez, ou seja, EX é finita e EX . Somente no caso normat,= 2, X tem
média e variancia finitas.

(d) Pode-se mostrar que se Xoestavel entdo KX|" < o, Vr € (0, &) (veja, por exemplo,
Feller (1971) pag 215).

No Capitulo 3, para provarmos um principio de grandes desvios (Teorema 3.2.2), neces-
sitamos de uma representacao alternativa a (1.1) para a funcdo caracteristica de distribuicbes
a-estaveis, que apresentamos a seguir e cuja prova pode ser encontrada em Ibragimov e Linnik
(1971).

Proposigdo 1.3.4.Se X é uma distribuicdo estavel, entdo a fungdo caracteristicedé X é

Ta

f(t)= exp{—co|t|°‘L (|Tl|> (1—iﬁsina|(t)tan< 5 > (1-1—0(1)))} para a # 1.

. . f(x , ~ .
onde dizemos que=f 0(Q) se)llm ﬁ = 0 e L € uma fungéo lentamente variante.
Teorema 1.3.5.Uma v.a. X tem distribuicaa-estavel se, e so se, X € o limite em distribuigdo
de somas normalizadas de v.a’s i.i.d., ou seja, existem v.a’s i.i.d. tais que

X]_-|-‘|‘xn—bn d
dn

para escolhas apropriadas de constantgsal e b, € R.

Definicdo 1.3.6.Suponha quéy, Xo, ... € uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d com dis-
tribuicAoF. Se existe uma sequéncia de numeros posiffiegs e uma sequéncia de nameros
reais{bn}, tais que

Xi1+...+Xn—bn d
_>X
an

para alguma variavel aleaté¥aa-estavel, entdo dizemos gbeestd no dominio de atracao de

umac-estavel e denotamos pere DA(a.).
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Proposicdo 1.3.7.Sejam X, Xp,... variaveis independentes e com distribuicdaPA(a).
Entdo as constanteg, @ b, da Definicdo 1.3.6 anterior satisfazem:

an= néL(n), onde L(n) é uma fungdo lentamente variantec (0,2], e

by = n/ ydF(y) = E (Xlix<a,) -
lyl<an

nEX, ac (1,2
bn = O, o c (0, 1)
0, x=1 e F simétrica.

O resultado a seguir permite classificar as distribuicdes no dominio de atracdo de uma
estavel com B< a < 2 como distribuigcdes de cauda pesada devido a variagéo regular de uma
ou ambas as caudas.

Proposicédo 1.3.8.Uma distribuicdo F estd no dominio de atracdo de uma distribuigdo
estavel cond < o < 2 se, e sO se,

X*(1—F(x)) ~ pL(x) (1.2)
e

X*(F(=x)) ~ aL(x), (1.3)
quando x— «. Onde p, > 0, p+q=1, L(x) & de variagdo lentae + g indica)!im % =1

Note que (1.2) equivale a dizer que a cauda a direit& @deregularmente variante com
expoente—a e da mesma forma, de (1.3), temos que a cauda a esquekdé degularmente
variante com expoentec. Em particular, sé& é uma fungéo de distribuicdo-estavel entdo
a funcéo lentamente(x) em (1.2) e (1.3) é constante(x) = c e assim, as respectivas caudas
sao do tipo Pareto.

Assim, comop, g > 0 e p+ g =1, concluimos da Proposi¢do 1.3.8 acima que a familia
de distribuicbes no dominio de atracdo de uma lei Levy estavelpO< 2, coincide com a
familia de distribuices que possuem caudas pesadas a direita ou caudas pesadas a esquerda
(ou ambas), com o0 mesmo indiae que mede a espessura das respectivas caudas. Neste caso,
concluimos qu&|X|® < « para 0< § < a e E|X|® = « parad > a.
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Finalizamos esta se¢do demonstrando as Proposicdes 1.3.10 e 1.3.11, que serao utilizadas
no Capitulo 3, para provar as propriedades assintéticas do estimador a ser estudado naquele
capitulo. Para estas demonstracfes necessitamos do resultado a seguir.

Proposicao 1.3.9.Se %, Xy, ... sdo variaveis aleatérias independentes e com distribuicdo F no
dominio de atracdo de unm-estavel entdo as funcdes definidas por

Ue(t) = E{IX[*I(xj<t)} € Vo (t) = {EIX|"l (xj>0)}
variam regularmente com indide— o e n — o, respectivamente.

Proposicdo 1.3.10Seja Y uma variavel aleatéria-estavel. Entdo Bog |Y|}? < c.

Demonstracao ParaA > 0 arbitrario temos

Eflog|¥|}2 = [ (log|¥))?%dP+ [ (log|¥|)%dP
(IY|<A) (IY|>A)

< M+ [ (log|¥)dR
(IY[>A)

ondeM; = (log A)? > 0 constante.

Entdo, basta mostrar que
lim (log |Y])2dP =0, (1.4)
A= J([Y[>A)

pois dai teremos que exidié > 0 tal que/(| | )(Iog IY])2dP < M,, VA > 0 e assim,
Y|>A

E{log |Y[}? < M1 +M; < o. (1.5)

Provemos (1.4). Para todo> 1 podemos escrever

VI 2log s
E{(log [Y)?Iqvi>a} = E{/l 3 '<Y>A>d5}

A2log s © 2log s
= E{/l s '<Y>A>d5}+E{/A s '<|Y|>A7|Y|>s>d5}

10
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e, usando o Teorema de Fubini, segue

2log s
S

E{(log|Y)3yj=n} = ('09A>ZE{|(Y>A)}+/A E{l(y|>A, |v|>s}dS

209 S v > 5)ds

— (log AZP(]Y| > A) +/A°° .

Agora comoY é a-estavel, entdo pela Proposi¢éo 1.B(8/| > s) é regularmente variante
com expoente-a, ou sejaP(]Y| > s) = s~ *L(s), ondeL(s) &€ uma funcdo lentamente variante.
Logo, paraA > 1

E{(log[Y)¥y=a} = (IogA)ZA“"L(A)+/:2|OTQSS‘“L(S)ds

Por um lado, comdog x, x > 0 é lentamente variante, entdlog x)?> também o é. Dai,

temos
(log A2A™PL(A) = A" %Ly (A), (1.6)

ondeL;(A) é uma fungéo lentamente variante. CoAd*L1(A) é regularmente variante com
expoente-a < 0 segue da Proposicdo 1.2.3 que

Jim (log A?A~¥L(A) = 0. (1.7)

Por outro lado, segue do Teorema de Potter (Teorema 1.2.5) qué daf@pexisteAq > 1
e uma constante (3, A) tal que

L(s) <Ks®, Vs> A (1.8)

Assim, tomando & § < a temos para todé > Ay,

© 2| w 2|
Og/ &Ss‘“L(s)ds < K/ 2199 5s-a+dyg
A S A S

= ok [ tel-arogy
log A

—o+6

oa—96 |

2K

—a+0 _
o (log AA
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Capitulo 1. Preliminares

Como(—a+ 0) < 0, temos da Proposi¢éo 1.2.3 que
lim (log AA P -0 e Jim A9 — 0,

Dai, segue que,
/ 2|o—gss*O‘L(s)ds: 0. (1.9)
A S

De (1.9) e (1.7) temos (1.4) e o resultado segue. O

Proposicdo 1.3.11.Sejam X, Xp,... v.a’s i.i.d com fungdo de distribuicdo F no dominio de
~ o , . X1+ ... -b .
atracdo de uma distribuicaa-estavel. Seja;S5= 1+ ;Lnxn . Entéo

E{log |S;|}¥ — E{log |Y|}*, quando n— «, para k=1,2.

Demonstracéo Pela Proposicdo 1.3.10 temos defdog |Y |} < oo parak = 1,2.

DenoteZ, =109 §;,, Gn(X) =P(Z, <Xx) e G(x) =P(log|Y| <X).

(X) — G(x),Vxe R
e das propriedades de convergéncia fraca segue que

E{ZXI (1Zal<A) ) = / )—>/ xdG(x) quandon — o, (1.10)
(IX<A)

HA

poisg(x) = XX é continua e limitada ef-A, Al. Assim, como

EZ-E(log I¥})¥ < EZ-E(Z |zn<A}|+‘E{2|zn|<A} [T

(IXI<A)
o [t 2o

segue que, para todo> 0

limsup|EZX — E{log |Y|}¥| < IlmsupE{|Zn| (1Za|>A) - (1.11)

Nn—oo

Assim, basta mostrar que
I|m lim supE{|Z,| I (1za]>A) ) = 0. (1.12)

— 00 n—oo

12



Capitulo 1. Preliminares

Para isto vamos usar um raciocinio analogo ao utilizado na prova de (1.4) da Proposicao
1.3.10. Para todé > 1, podemos escrever padta= 1,2,

. A §<fl ) (Iog S)k—l
E{Za[Nz>m} = E /Ok \(z2>mdS  +E /eA K5 lUsi>e s> dS

— AP(|Za| > A) + /e:’ k%%gﬂ > &)ds

d ) . L ] . .
Agora, comaZ, — log |Y| elog |Y| € uma variavel aleatéria continua, p¥ig a-estavel,
segue qu&A >0

lim AXP(|Z,| > A) = AP(|log |Y|| > A). (1.13)

Nn—oo

Mas, comcE{[log |Y||X} < e, k=1,2, temos
Jim AP(llog |[Y|| > A) =0 (1.14)
e, assim,

lim lim AP(|Z,| > A) = 0. (1.15)

A— 00 N—00

Por outro lado, como linP(|S;| < x) =P(]Y]| <x) eP(]Y| <x) é continua, entédo a con-
vergéncia é uniforme eme R. Entéo,

. P(SiI>x%)
lim PINI=x ~ & (1.16)

PS> )

uniformemente em. Ou sejad K; > 0tal que———2. <Kq,Vxe€ R engrande.

Dai, VA > 1 en suficientemente grande obtemos

© (lo Sk—l ® (lo Sk—l
/eA k%P(\Sﬁ\ > &)ds < Kl/eA k%P(M > &)ds
0 k-1
< Kl/eA k%P(M > s)ds

ComoY é a-estavel, pela Proposicéo 1.3R|Y| > s) é regularmente variante com ex-

13



Capitulo 1. Preliminares

poente—a. Entdo paraA > 1 en suficientemente grande

/klogs P(IS| > €°) <K/ kM s *L(s)ds

Agora, utilizando raciocinio analogo ao utilizado para provar (1.9) na prova da Proposicéo
1.3.10, comk = 1,2 e 0< o < 2 podemos mostrar

lim k(I
A—oo JeA

% s (s)ds=0, (1.17)
e dai segue
Iog )k
I|m IlmsupK1/ k (|Sﬁ| > €%)ds=0. (1.18)
g
Logo, usand@10) e (11) em(9) obtemog8). Portanto, d¢7) segue qu&ZX — E{log |Y|}X,
para k = 1,2, como queriamos. O
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Capitulo 2

U-Estatistica

2.1 Introducéo

Para subsidiar o desenvolvimento do proximo capitulo, apresentamos neste capitulo um
estudo dos principais resultados da teoria classica de U-estatistica. A principal referéncia foi
Lee (1990), citamos também como referéncia basica para esta teoria Handles e Wolfe (1979) e
Korolyuk e Borovskich (1994).

A teoria de U-estatistica vem sendo desenvolvida ha mais de 50 anos e o trabalho pioneiro
mais importante é o de Hoeffding (1948).

Vérios estimadores ndo paramétricos conhecidos na literatura pertencem a classe de U-
estatisticas, 0s quais caracterizam-se por terem uma estrutura simples e serem nao viesados (dai
o significado da letra U: do inglés "unbiased "), e a aplicacdo da teoria existente possibilita a
geracdo de novas estatisticas Uteis em problemas de estimacao, como é o caso dos estimadores
a serem utilizados no Capitulo 3.

Assim, na Secdao 2.2, caracterizamos uma U-estatistica, baseada numa amostra de tamanho
n de uma funcao de distribuic&q como sendo, toda estatistica da forma

1
Un = U (Xq, ..., Xn) = (:1) tﬂz 0 (Xetgs s Xet ),

onde o0 somatori@, m € sobre todas as combinagéeswilteiros escolhidos sem reposicéo do
conjunto de inteiros de 1rae h* € uma fungéo simétrica. Dai, segue que uma U-estatistica leva
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Capitulo 2. U-Estatistica

em consideracdo a amostra inteira.

Sob a hipotese quie(Xy,...,Xm) € um estimador ndo viesado do paramétre 6(F) de
graum, mostramos quey, € o estimador de menor variancia dentre os estimadores ndo viesados
de 6, baseados na amostié, ..., Xn).

Apresentamos também, nessa sec¢éo, algumas caracterizagfes importantes da variancia de
Un €, como consequéncia, apresentamos uma prova da consisténcia em média quadligtica de
Corolario 2.2.9.

Na Secédo 2.3, provamos 0 Teorema da Decomposicao de Hoeffding, (Teorema 2.3.1) que
permite escrever uma U-estatistica em termos de outras U-estatisticas ndo correlacionadas. Al-
gumas propriedades decorrentes desta decomposicao, que serdo Uteis para o desenvolvimento
do préximo capitulo, também séo apresentadas.

Finalizamos o capitulo apresentando, na Secao 2.4, a normalidade assint&tice, dke-
vido a dificuldade de se determinar a distribuicdo da U-estatistica e sua variancia assintotica,
apresentamos um meétodo consistente de aproximacgao dessa variancia assintética, extraido de
Arversen (1969).

2.2 Definicao e Propriedades

Considere um subconjunto qualqu#rdo conjunto de fungdes de distribuicbes sakre
sejab = 6(F), F € .7, um funcional definido sobré-.

SejaF € . um membro desconhecido dé e considere uma amosixa, Xo, ..., X, de v.a.’s
independentes e identicamente distribuidas(i.i.d.) com funcao de distritfui¢cgmponha que
desejamos estimar o paramefre- 6(F) baseado nesta amostra.

Em geral, assumimos qu#& consiste de todas as distribuigcbes absolutamente continuas ou
discretas ou subclasses destas. Note que nenhuma hipoétese referente ao conheciménto de
assumida, a menos que ela é uma distribuicdo da fafilia
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Capitulo 2. U-Estatistica

Definicdo 2.2.1.Um parametr® é estimavel de grau npara uma familia de distribuic6e8
semé o menor tamanho da amostra para o qual existe uma fiigfo.., xy) tal que

Ee[h(Xe,...Xn)] =6, V F € 7, (2.1)

ondeXjp, ..., Xm sdo v.a.’s independentes e com distribuigcdo corfum

Assim, podemos dizer que um parametro é estimavel se existe um estimador ndo viesado
para esse parametro.

A funcéoh(x, ...,Xm) que satisfaz (2.1) é chamada nucle®de

Observacédo 2.2.20bserve que s@; e 6, sdo parametros estimaveis de graus ennyp, re-
spectivamente, entd + 6, é estimavel de grau m maxmy,my} e 616, € estimavel de grau
my + mp. Assim, um parametro estimavel é um funcional linear. Costuma-se denominar um
parametro estimavel por funcional regular.

Sem perda de generalidade, podemos supoh@ue..., xm) € simétrica em seus argumen-
tos, isto &,

h(xl, ...7Xm) — h(Xal, ...7Xam),

para qualquer permutacday, ..., am} do conjunto{1,...,m}. Seh(xg, ..., Xm) ndo for simétrica,
entdo podemos construir a partir ke, ..., Xm) uma fungéo que seja simétrica nos seus argu-

mentos: L
h*(xl,...,xm):ﬁZh(xal,...,xam), (2.2)

ondeR, indica a soma sobre todas as permutagées no conjdnto, m}.

Sob a familia.# contendo as funcdes de distribuicbes de suporte finito ou contendo as
funcdes de distribuicdo absolutamente continuas é possivel mostrar que existe um Unico es-
timador def que é nao viesado e simétrico (vide Lee (1990)). Este estimador chamado de
U-estatistica (onde U refere-se a "unbiased"), € definido a seguir:

Definicdo 2.2.3.SejamXy, Xy, ..., Xn v.@’s i.i.d. com f.d.F e sejah(Xy, ..., Xn) um estimador
nao viesado de um parametro estimé®ale graum < n. Definimos aU-estatisticapara a
amostra como sendo

1
Un(h) = U (Xt, ..., X)) = (n) h* (Xags-ves Xetr ), (2.3)

m
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Capitulo 2. U-Estatistica

ondea = {ay,...,am}, 0 somatorio, sobre € C, m, € sobre todas as combina¢desrdateiros
escolhidos sem reposi¢ado do conjunto de inteiros de & la‘ é o nucleo simétrico correspon-
dente ah definido em (2.2).

Observagéo 2.2.40bserve que a condigdo ndo viesado sobieh ..., Xy) garante que a U-
estatistica seja também néo viesada, pois aplicando a esperanca em ambos os lados de (2.3) e
usando o fato das variaveis aleatorias seremi.i.d. temos quedEU., Xn) = Eh*(Xy, ..., Xm) =

0. Pelo mesmo argumento, s&Xy, ..., Xm) for um estimador assintoticamente nédo viesado
entdo o estimador U-estatistica criado a partir dele também € assintoticamente ndo viesado.

Uma das principais vantagens da U-estatistica € que ela é o estimador de menor variancia
dentre todos os estimadores nao viesado8.dksto pode ser mostrado observando que a U-
estatisticaJ, € uma funcdo da estatistica de ordexpy), ..., X)) que € suficiente e completa.

Dai segue do Teorema 8.4.6 em Rohatgi (2001)UWé o estimador ndo viesado de variancia
minima do seu valor esperado qué.dJma prova mais simples pode ser obtida se assumirmos
que.# é a familia de fungdes de distribuicdo de suporte finito ou a familia de func¢des de dis-
tribuicdo absolutamente continuas, e usarmos a unicidade do estimador ndo viesado e simétrico.
Esta Ultima prova € apresentada a seguir.

Teorema 2.2.5.Seja® um parametro estimavel de grau m com nucleo h, definido sobre o
conjunto.# das fun¢des de distribuicdo absolutamente continuas ou das funcées de distribuicédo
de suporte finito. Entao a U-estatisticad) € o estimador de varidncia minima na classe de
todos os estimadores n&o viesado¥dbaseado numa amostra de tamanho m.

Demonstracdo Sejaf = f(Xy,...,Xy) um estimador ndo viesado @ebaseado numa amostra
de tamanha, {Xy,..., X}, deF € #.

Sejaf* o estimador simétrico correspondenté, au seja,

1
f*(X1,.... %) = = Z f (Xags s Xa)s

onde a soma é considerada sobre todas as permugdes1,...,n}.

Entdof* € um estimador ndo viesado e simétricobde_ogo, como observamos anterior-
mente,f* coincide comJ, sobreR.
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Capitulo 2. U-Estatistica

Assim, aplicando a desigualdade de Cauchy Schwartz, podemos escrever

2
1
Un2 prm— (me(xtxl,...7xan)>

1 2
< Z<ﬁ) Zfz(xal,...,xan)
100
= Hznf (Xag s -++s X)) -
Logo,
1
EUZ < HZEfz(Xo‘l""’X““)
= Y ER(X %)
= ”!Zn Lyoees
= Ef2(Xqg,...,%n).
ComoEU, = Ef, seque qu¥ar U, < Var f. O

A seguir apresentamos algumas propriedades importantes sobre a variancia de uma U-
estatisticdy.

Primeiramente, obtemos uma expressao da variandii den termos de certas esperancas
condicionais.

Teorema 2.2.6.Seja U,(h) uma U-estatistica com nacle@X, ..., Xm) de grau m. Entéo

Var Uy (h) = (:1) - g (r:) (rr]n_—r::]) o2, (2.4)

=1
onde
62 =Var h(Xg, ..., Xc) (2.5)
e
hC<X1, ,XC) = E(h(Xl, ...,anxl = X1, ,XC = XC), c=1..m (26)
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Capitulo 2. U-Estatistica

Para demonstrar o teorema acima necessitamos de alguns resultados preliminares.
O primeiro deles € uma consequéncia imediata das propriedades de esperanca condicional.

Lema 2.2.7.Seja (X1, ..., xc) = E{h(Xq, ..., Xm)[X1 = X1, ..., Xc = %X}, c=1,...,m. Entéo
(i) he(X1; -, %) = E{hg(Xq, ..., Xg)[Xe = X1, ..., Xe = X} paral <c<d <m

(il) ERe(Xg, ..., Xe) = ER(Xq, .., Xm).

No lema a seguir obtemos uma expresséo para a variégciavar he(Xy,...,X;) como
uma covariancia.

Lema 2.2.8.Sejao-c2 = Var he(Xy,...,Xc), onde k(Xy, ..., Xc) foi definido por (2.6). Entdo

Ge = Cov{h(Xey, s Xy )s N(Xp, s s X )} = G, (2.7)

onde{o,,...,0tm.} €{P1,--.,Bm.} S@0 subconjuntos de m elementos escolhido§lde.,n}
com ¢ elementos em comum.

Demonstrac&o Por definiciog? = ERZ(Xy, ..., %) — [Ehe(Xy, ..., Xo)]%.

Pelo Lema 2.2.7, iten(ii), temos que para arbitrario, Ehc(Xy, ..., Xc) = Eh(Xq, ..., Xm).
Assim,
62 = ER(X1,.... Xe) — [EN(Xg, ..., Xm)]?.

Por outro lado, com#y, ..., X, s@o identicamente distribuidage,_., ..., om.} € {B1.; ---» Bmc }
témc elementos em comum, podemos escrever

COV{h(XOClC?...,Xanb),h(Xﬁlc,...,XBnb)} = E{h(Xq,...,. Xm)h(X1, ..., Xe, Xmt-15 -+, Xom—c) }
— Eh(Xg,...; Xm)EN(Xg, ..., Xe, Xms-1, -, Xom—c)
= E{h(X1,...,. Xm)h(X1, ..., Xe, Xmt15 -+, Xom—c) }

— [Eh(X4, ..., Xm)]%
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Capitulo 2. U-Estatistica

Comparando as expressdes pam{h(Xo,, ;- X )s N(Bcs - X, )} € cZ, é suficiente
mostrar que

E{h(X1, ..., Xm)h(X1, ..., Xe, Xm1s -, Xom—c) } = ERR(Xq, ..., Xeo).
Mas, comaXy, ..., X, sao i.i.d. temos

E{h(Xy, ..., Xm)h(X, ..., X¢, Xm+1, -, Xom—c) }

= / /h X1, ey Xm)N(X1, -y Xy Xmi-1s -5 Xom—c) 2n|llCdF

= / /{/ /hxl, ) C+1dF(xi)}
{/.../h(xl,...,xc,xm+1,...,x2m_c)iin|:|:1d|:(xi)}i|de(xi)

_ /.../hg(xl,...,xc)_|de(xi)

= ER(X1,...,Xe),

e o resultado segue. O

Demonstracéo do Teorema 2.2:6Temos

VarUy(h) = {( ) h(Xey - ,Xa)}
= c:ov{(:]) CZthl, - Xe, ( )1(;mh(xﬁl,...,xﬁm)}

— (n)_z gCov{thl, s Xoim), N(Xg,, -+ Xy ) }-

A covariancia € zero entre os conjuntgds oy, ..., 0tm,) } € {h(B1,, .-, Bmy) }, POIS NGO h&
elementos em comum e entdo h& independéncia entre eles. Assim, precisamos considerar a
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covariancia entre os par¢b(aa,, ..., O, } € {h(Ba; -, fm.)} parac# 0,c=1,...,m. Dai,

-2 m
Var Up(h) = (:}) 3 KOOV Xa): MK X))

Vamos determinak. O primeiro membro do pajh(ay,, ..., om.)} € {h(B1.,--., Bm.)} pode

. n .
ser escolhido de{m) maneiras. O segundo membro tem quectelementos em comum com

. . . . m . ~ .
O primeiro membro, assim emsteé‘xc:) maneiras de escolher Como néo queremos ter mais

do quec elementos em comum com o primeiro membropros ¢ elementos restantes devem

ser escolhidos dé?n__n;) maneiras. Assirk = (;) (T) (rr]n_—rD Entao,
= (3) 5 (0 (DD
B0

Agora, pelo Lema 2.2.8 temos qtje= o? e (2.4) esta provado. O

Como consequéncia do Teorema 2.2.6 obtemos um resultado sobre 0 comportamento assin-
totico da variancia de uma U-estatistica, quando o tamanho da amostra cresce, e a partir dai,
obtemos a consisténcia em média quadratica do estimador.

Corolario 2.2.9. Seja X, .., X, uma amostra aleatoria com distribuicdodF.%# e 6 um parametro
estimavel de grau m. Para® m seja Y(h) = U(Xy,...,X,) uma U-estatistica com nucleo
simétrico h. Se E4{X, ..., Xm) < o ent&o

lim nvar U(Xq, ..., Xq) = M, (2.8)

Nn—oo

onde(; € a covariancia dada em (2.7), e consequentemente obtemos

2
)

U(Xq,.... %) -2 0, (2.9)

2 . . A - ”
onde—= indica convergéncia em média quadratica.
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Demonstracao Para provar (2.8), temos do Teorema 2.2.6 que

PRICWE

nvar U(Xg, ..., Xn) = n
(w)

Desenvolvendo o termo geral do somatdrio, obtemos paraccada...,m

n(r:) (rr;——rD i nm (n—m)!m!(n—m)!

L.

nic!(m—c)!(m—c)!(n—2m+c)

(2.10)
_  (n—m)(n—m)!n
= K omiom
= K <n_m)<n_m+1)...(n—2m+c+1)
- (n—1)....(n—m+1) Ces
_ [mP?
ondeKC_m_

Quandoc = 1, temos em (2.10) o mesmo namero de termos envolvemionumerador e
no denominador. Assim,

(n—m)(n—m+1)....(n—2m+c—+1)
(n—1)...(n—m+1)

— 1, quandon — oo.

Quandoc > 1, temos mais termos envolvendmo denominador do que no numerador de
(2.10). Dai,
(n—my(n—m+1)..(n—2m+c+1)
(n—1)....(n—m+1)

— 0, quandon — oo.

Consequentemente, no somatorio sobra um unico termo referertd ae portanto,

nVar U(Xy, ..., %) —— Ki&1 = m2¢s, quandon — oo

Resta provar (2.9). Para isso, podemos escrever
E[U (X17 7Xn) - 6]2 = Var U(X17 ---»Xn);
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PoiISEU(Xy, ..., Xn) = Eh(Xy, ..., Xm). Assim, comdEh(Xy, ..., Xm) = 6 temos que provar que:
Var U(Xg,...,X,) — 0 quandon — co.

Mas, por (2.8) temos que o limite/ar U(Xy, ..., Xn) existe e é finito. Logo,

lim Var U(Xq,...,X,) = lim

Nn—oo Nn—oo

=0.

nVar U(Xg, ..., Xn)
n

2.3 Decomposicéo de Hoeffding e Aplicacdes

Nessa secao apresentaremos uma representacao obtida por Hoeffding (1961), de uma U-
estatistica de gram como soma de U-estatisticas ndo correlacionadas de gzau,n.

Para obter esta decomposicdo, definimos recursivamente os ntdleas h(™ corres-
pondentes ao nucleo simétribpda seguinte forma:

h® = hl(x,) = hy(x1) — EN(Xq, ..., Xm) (2.11)
e parac=2,....m,
c—1 .
h'® = h(xe, ..., %) = he(Xe, ., %e) = 5 g h (Xay, - Xa;) — ED(Xg, ..., X). (2.12)
1=1Cc

Observe que os nucleds definidos em (2.11) e em (2.12) sdo simétricos em virtude de
h(x,...,xm) ser simétrica. E fundamental g€ seja simétrica pois veremos g€ vai ser
0 nucleo de uma U-estatistica.
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Teorema 2.3.1.(Teorema da decomposicdo de Hoeffding) SefXi\)...,X,) a U-estatistica
correspondente a um ndcleo simétricody..., xm) de grau m. Para c=1,....m, seja H a
U-Estatistica de grau j, & 1,...,m, baseada no ntcledh definido em(2.12)e em(2.11), ou
seja,

H)

-1
n j
(j) %h (Ketgs - Xog)- (2.13)
Entao m
U(X1, -, %) = Eh(Xq, ..., Xm) + 5 (m) HJ. (2.14)

=\

Provaremos (2.14) em varios passos, que serdo apresentados na forma de lemas. Primeira-
mente, defina para< c<m

Si(i1, .- im) :(; h (Xay s s Xy )- (2.15)
,j

Lema 2.3.2. Temos

: . n—j ;
5 Stinim = (7)) 3 W0 ).
n,m n,j

Demonstracao Por (2.15) temos

CZ Sj(i1, .- im) :;; h (Xay s s Xay )- (2.16)

Em (2.16), para cada conjunto deelementos formado a partir do conjurtb, ...,n}, es-
tamos considerando todos os conjuntosj ddementos que é possivel formar a partir deles.
Assim, temos em (2.16) todos os conjuntosjdeementos que é possivel obter a partir do
conjunto{1,...,n}, cada um deles aparece um numkmte vezes em (2.16). Por exemplo, se
considerarmos os conjuntdq4,...m} e {1,....m— 1 m+ 1} formados a partir d¢1,...,n},
podemos retirar d¢1,....m} e de{l,....m—1 m+ 1} o mesmo conjuntdl,...,j}. Dessa

discussao segue,
n,m ]

Vamos determinak. Note que para ocorrer uma situacdo similar ao exemplo dado, ou
seja, para que conjuntos deelementos distintos gerem 0 mesmo conjuntg dédementos,
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€ necessario que eles tenharelementos em comum, assim 0 nume&rde vezes que cada

conjunto dej elementos formados a partir do conjufio...,n} aparece em (2.16) é:]: Jj) .
O

m
Lema 2.3.3.h(xq,....Xm) = Z Sj(i1,....im) + Eh(Xq, ..., Xm).
=1

Demonstracéo
Da definicdo dé(™ em (2.12) temos

hm(X]_,. . ) = hm X:|_7 - X Z (’Z Xal, XOC] Eh(X]_,,Xn'O (217)
Pela definicdo d&;(iy, ...,im) em (2.15), podemos reescrever (2.17),

hm(Xl,. . )— hm X]_, - Xm z SJ I1, ol Eh(Xl,...,me (2.18)

m-1

Isolandoz Si(i1,...,im) em (2.18), obtemos

z SJ I;|_7 ol —hm(Xl, . m)—hm(Xl,...,Xm)—Eh(X]_,...,XnO. (2.19)

Temos também que
m
ZSj(i]_,., m) +Eh(Xg, ..., Xm ZSJ m) + Sn(i1, ...,im) + Eh(Xg, ..., Xm). (2.20)
=1

Dai, substituindo (2.19) em (2.20) concluimos,

m
z |17 7 +Eh(xla ,Xm) :hm(xla"'vxm)_hm(xlw'wxm)+Sn(i17--~7im)- (221)
Novamente pela definicdo @iy, ...,im) em (2.15), obtemos
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Dai,
m
=1
Mas,
hm(X1, -, Xm) = E{h(X1, ..., Xm)|X1 = X1, ..., Xm = Xm} = h(X1, ..., Xm),
e assim o resultado esta provado. O

Demonstracdo do Teorema 2.3:1Dos lemas 2.3.2 e 2.3.3 e de (2.15) segue que

UX, o, X)) = (er_l;mh(X"‘l"”’X“)

)8 () g e

= f <:1) 1(;:jj) ; h (Xay, s Xag) + EN(Xa, ..., Xim).

nj

(W) G-

Assim,

U Xe) = S (m)(> th Xty -oor Xy ) + EN(X, ., Xe)-

Il
[

3

1\

—
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ondeHr‘; é uma U-estatistica de grauaseado no ntcleo simétribd). O

As componentes U-estatisticas que aparecem na decomposicao de Hoeffding também po-
dem ser escritas como uma U-estatistica de gramucledS;(i1, ...,im) pois da defini¢éo (2.13)
deH,, de (2.24) e do Lema 2.3.2 podemos escrever:

(D = () g
_ (r:‘])l<r:‘]:jj)(§hi(xal...,xaj) (2.25)
_ (;)_1gmsj(il,...,im).

Observe também que se considerarmos o té&frabtido do truncamento da decomposigao
m

H depois dec termos, entad; é uma U-estatistica de graucom nucleo 2 Si(i1,...,im),
j=c+1
pois por (2.25) segue

_ (2})1;mj_§+18j(i1,...,im).

Falta provar que as componentes U-estatisticas que aparecem na decomposicao de Hoeff-
ding sdo nao correlacionadas, mas para isso precisamos do seguinte lema cuja prova sera omi-
tida e pode ser vista em detalhes em Lee ((1990), pagina 28).

Lema 2.3.4.Sejam Q(xq, ..., Xc) € Ff(xa, ..., Xc) como foram definidas em (2.6), (2.11) e (2.12),res-
pectivamente. Entao

(i) Parac=1,..,j—1 e j=1,..,m temos b(xl,...,xc) =0

(i) Eh (X, ..., Xj) = 0.
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Teorema 2.3.5.Seja H{ como no Teorema 2.3.1.
(i) Seja j< ji'e sejam{ oy, ..., o } e{Pu, ...,Bj/} subconjuntos de j € §lementos respectivamente
de{1,...,n}. Entdo /

Cov{h (Xay, ... Xg;), 1V (g %5,)} =0, (2.26)

e, assim,

Cov(Hi,Hi) =o0. (2.27)

(i) Sejam{ay, ..., aj} e {B1,..., Bj} subconjuntos de j elementos distintos{de...,n}. Entéo
Cov{h!(Xay, ... Xg;), N (Xg,, ... Xg,)} = 0. (2.28)

(iii ) Temos
—1
Var Hi — (T) 52 (2.29)

ondes? = Var hi(X, ..., X;).

Demonstracéo
(i) Para provar (2.26) temos pelo Lema 2.3.4, itgiry) queEh (Xg,..,Xj)=0Vj=1..m
Assim,

Cov{h (Xay, ... X;), 1N (Koo Xp, )} = E{h! (Xag, oo Xay ) N (Xg,, -, X, ) -

J

Comoj < j, certamente ha elementos {8, ...,[31./} que nao estdo efuy, ..., . }. Dai,
h&a pelo menos uma variavel aleatc'mja que aparece etmw (Xg,,...,Xg, ), mas ndo aparece em
I

h (X - Xgy)- Portantohl (X, ,..., Xg; ) € independente d¢,. Entéo, podemos escrever

COV N (Xt s X ). 1 (X Xg )} =
— E{E (hi(xal,...,xaj)hil(xﬁl,...,xﬁj,) X}
- E{hi(xal,...,xaj)E(hi'(xﬁl,...,xﬁj,)yxj,)}

= BN (Xagy e XN (X))
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pois pelo Lema 2.3.4, iterfi), temos queh{ (Xj/) =0.

Dai, (2.27) segue imediatamente de (2.26), pois

/ -1 -1 . N
covtrth i) = (1) (7)) 3 3 Covintu Xl 05, %5 )} =0
] n.,jl

(i) Se{ay,...,a;} N{P1,..., Bj} é vazia, entad (Xq,,...,Xg;) € N (Xg,, - Xg,) S&0 indepen-
dentes e portanto @ov {(h!(Xg, ..., Xg;), N (Xg,, ... Xg,)} = 0. Sendo, sem perda de gen-
eralidade suponha qued,...,c} sejam os indices das vavidveis aleatérias que ndo estdo em
{og,...,j}. Dai,

Cov {h! (Xay, s Xy ) h (Xpy o0 Xp )} =
= E{EN (Xoy, -, Xy )N (Xgy, ., Xg ) [Xa, 0, X}
= E{h(Xay, -, Xey JE{DI (Xg,, ., Xg ) [Xa, o, X} }
= EDI (Xag, ooy Xy )N (X, 0, Xe)

=0

poisc < j e, pelo Lema 2.3.4), h(j;(Xl, oy Xe) =0.

(iii) Como Hl é uma U-estatistica baseada no nadigd, podemos usar o Teorema 2.2.6 e

obter L
= (M s () j
VarHy = (J) C; <c> (j _C)Var h(X1,...,Xe).

Mas, pelo Lema 2.3.413;(X1, ., X)=0parac=1,....j—1ledai

. _l .
varHl = (T) Var hl (X, ..., X))

n\ * i
= (J> Var hl(Xy,..., Xj)
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g

Como aplicacdo da decomposicao de Hoeffding podemos obter uma expressao alternativa
para a variancia de uma U-estatistica em termos das variandiés.de

Corolario 2.3.6. A variancia de uma U-estatistica € dada por:

Var U(Xq, ..., Xa) = g (T)Z(T) _151_2,

=)

ondes? = Var hi(Xy,...,Xj), com H)) definido em (2.12).

Demonstracdo Dos teoremas 2.3.1 e 2.3.5 segue

m

VarU(Xy,...,Xn) = Var

=1

>3 (T) H + Eh(X. ..

g

Observe que no Teorema 2.2.6 obtivemos uma expressao para a variancia de uma U-estatistica
em termos des? = Var he(Xg, ..., X¢). Na proposicdo a seguir obtemos uma relagéo erfire
3j2 gue aparece na expressao da variancia obtida no corolario acima.

Proposicao 2.3.7.Temos
¢ [c
ol = > () 87,
=\

ondec¢ definido em (2.5) 67 em (2.29).
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Demonstracdo Em (2.12), definimos
c-1 )
hc(xl, ;XC) - hC(Xl, "'7XC) — Z ; hJ (Xal, 7X(XJ) + Eh()(]_7 ...,Xrn).
J=1G

Por outro lado,

c _ c-1 .
Zth(Xal,.7Xa])+Eh<Xl7,Xn’]) = Z(’EZhJ(Xa]_,,Xa])‘l_(chhC(Xal,.,Xac)
=& J=1Ce) ©
+ Eh(Xg,...,.Xm)
c—1 )
- ZghJ(xal,...,xa].)+h°(x1,...,xc)
1=1G

+ Eh(X17 7Xm)

= he(Xg,...,Xc)-

Assim,
hC(X17~ - Xe gh XOC]_; 7 +Eh(xl, ;xm) (230)
=1

Dai, calculando a variancia de ambos os lados de (2.30) e usando o Teorema 2.3.5, obtemos

Var he(Xg,.... %) =

gh Xala 7 +Eh(X]_, 7Xm)
=1

~ vary hl Xy - X )
5

C

= XVargh (Xatgs -+ Xeyy)

el 0
S|
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4

Como consequéncia da proposi¢cao anterior obtemos uma relacdo de ordem entre as varian-
ciasc?, 0 < ¢ < m, que utilizaremos no préximo capitulo.

Proposigcédo 2.3.8Para0<c<d<m

Demonstracdo Temos que provar qua5§ —do? > 0. Pela Proposigdo 2.3.7, obtemos

Ccz—dcz—cd d§-2—dC )52
@ T ,-le ' J-le’

S o 3

O segundo termo da soma € positivo pois paeabitrario §2 > 0. Precisamos verificar
o oy " . . d c
gue o primeiro termo também é positivo. Para isso basta verlflcaréju} —d (l) > 0 para
d>c>j>1.
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MaS,
d c d! c!
C(i)_d(1> TGS S TCS)E
- Cj_‘!j(d—l)m—z)...(d—j+1>—‘j?—‘!j<c—1)(c—2)...(c—j+1>zo,
poisd > j. O

2.4 Normalidade Assintética e Estimacao da Variancia

Como aplicacédo da decomposicéo de Hoeffding (Teorema 2.3.1), podemos obter a normal-
idade assintotica do estimador U-estatistica.

Teorema 2.4.1.Sejay,=U (Xy,...,Xn) a U-Estatistica baseada em um nucleo simétricg h.., Xin)
correspondente a um parameto= 6(F ), F € .#, de grau m.

~ 1 . . . T
Se ER(Xy, ..., Xm) < o entdo rt (U, — EUy,) € assintoticamente normal, com média zero e
variancia assintotica #t; = mc?.

Demonstracdo Da decomposicédo de Hoeffding (Teorema 2.3.1), podemos escrever

A{Up—EUp} = ﬁ{Eh(xl,...,xmng(T)HA—Eh(xl,...,m}

=1
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ondeR, = S (m>HJ
,-; J

Do Teorema 2.3.5 seguem as seguintes igualdades,

m
Var /nR,=nVarR, = nVar ( )Hr{
J

m m)
= nYy Var HJ
,Zz ( i/ "

EntdoVar v/nR, = O( n—1) e portanto temos que o comportamento assintéticg/mi, —
EU,} € 0 mesmo de— Zlh . Agora,

Eht(X;) = Ehy(X1) —Eh(Xg,...,Xm) = 0 e Var (X;) = Var hy(X1) = 67 = {3 < o,

entdo, comdn'(Xy), i > 1 sdo i.i.d, segue do Teorema do Limite Central
Zﬁ‘l

0 que conclui a prova do teorema. O

N(0,1), n — o,

Em virtude da dificuldade de se obter a variancia assintotica do estitdadiinalizamos
esta secdo apresentando um método consistente de aproximacao desta variancia assintotica.
Para detalhes desse método, veja Arversen (1969).

Considerexy, ..., X, uma amostra de tamanhale v.a’s i.i.d. com distribuicab € .# e seja
h(Xa,...,Xm) Um nucleo simétrico d@ = 6(F). Suponha que se consiga dividir essa amostra
emm grupos dek observacdes de maneira que- mk Caso isso nao seja possivel deletamos
alguns dados da amostra.
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Defina
U? = Up = U-estatistica baseada no ndcleo h, e pafd., ..., n,

Uri]f1 € o0 estimador U-estatistica obtido deletandeésimo grupo de observacoes,

n .
Un_y
U, = i; . (2.31)
n

e

Teorema 2.4.2.Seja Uy, definido em (2.31). Se BfXq, .eiy Xm) < 00, entéo

=)

f=(n-1) (U} ;-U0n)? - g, quandon— oo, (2.32)

onde(; é dado em (2.7).

Para demonstrar o Teorema 2.4.2 necessitamos do resultado a seguir, (Teorema 2.4.3), cuja
demonstracéo sera omitida e pode ser encontrada em Lee (1990).

Teorema 2.4.3.Seja § uma sequéncia de estatisticas simétricas e suponha que parm,n

.Z&_l(X1, ---;Xi—lva—l? 7Xn)

n

Si(Xa, o Xn) (2.33)

Entdo § é uma U-estatistica de grau m. Em contrapartida, qualquer U-estatistica de grau m
satisfaz (2.33).

Demonstracdo do Teorema 2.4:2

Sem perda de generalidade suponha que a U-estatistica tem meédia zero. Vamos considerar
quek = 1, ou seja, que dividimos a amostra de tamankem n grupos. AssirrUri,_1 €o
estimador U-estatistica deletando a observa¢aoPelo Teorema 2.4.3 temos qug = Un.

Dai, podemos obter

S5

n

(n—1) (UI!l—l_Gn>2 = (n—-1) Z\(Uri\—l—un)z

= (n—1) [é(uﬁ,_l)z — 2uni_iluri,_1 + iiunzl
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ol
- o053 (" ) n(9h(T)
el

) XOtlu 7X(Xm)h(xﬁ17'"7xﬁm)7

ondez indica a soma sobre todos os conjurfs@asT dem elementos que podem ser escolhidos
|
no conjunto{ Xy, ..., Xi—1, Xi+1, ..., Xn}

SeSeT tiveremc elementos em comum entdo esses dois conjuntos totalimamczle-
mentos distintos, logh(S)h(T) aparece em— 2m+-c termos do somatério

m

Xty X JNKg s X )-
C; mc Bc B

Consequentemente,
n m
Z ;n 2M+C)N(Xay -+ Ko N(XKpy 55 Xp)-
i= c=

Logo,

>

(n— 1) (Uri]—l—ljn)zz

2 m
_ (n—1)<“;1> %(n_Zerc)h(xalc,...,xanb)h(xﬁlc,...,xﬁw)_
R (2.34)

— n(n () Z)hxalc, e IN(Xg, e X ).

Desenvolvendo o primeiro termo da diferenca em (2.34), obtemos

n—1\ %= n
(n—1)< m ) Z}(n—2m+c)h(xalc,...,Xa%)h(xﬁlc,...,xﬁ%)ﬁ—
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-2 m
— E (n_ 1) %(nz — 2mn+ Cn)h(XOC1C7 "'7X06rpc)h(xﬁlc’ ’Xﬁmc>

n m £

Desenvolvendo o segundo termo da diferenca em (2.34), também obtemos,

mn_g(&)Qéimnmwwxm)m&%ww&%):

—1)/n—1\2Dm
= —(n ) (n ) %(nz—Zmn—}—mz)h(Xalm,...,Xanb)h(Xﬁlc,---,Xﬁnt)-

n m £

Logo, substituindo em (2.34), temos

A

1 1 -2 ( m
:n—<nm > {CZ)W—zmn+cn>h<><a1c,-~-,><am>h<xﬁw~-’xﬁw> )

n
- cz)(nz —2mn+ mz)h(Xalc, -'-ax(xrrk;>h(xﬁlc’ ""Xﬁ"b)} -

n m =
Denotando,

M t/n—c\ t/n—m\?
UfZQ) (m_c> (m_c) (X s Xt AKXy 5000 X )

podemos escrever,

(n—1) é(u,ﬂl U2 = Ci”_;-l (”;1> . (2) (:1:‘;) (rr‘n__”c‘) (cn—nP)Ue. (2.35)

Desenvolvendo o termo geral do somatério em (2.35), seguepafal,...,m:

) (o) (o e mms

_n—l[ m! rnmm—2m+c+b
~on (M=o [(n—=1)..(n—m)]

(cn—m?)Ue.
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Seja
n..(n—2m+c+1)

, 2.36
[(n—1)...(n—m)]? (2.36)

An(C) =

No produtoA,(c) hd 2n— c e 2m fatores envolvenda no numerador e no denominador,
respectivamente.

Quandoc = 1, o termo geral de (2.35) se reduz a
mzw(n/w) —mPAn(1)), (2.37)

onde emnA,(1) hd o mesmo namero de termos envolvendw numerador e denominador.
AssimnAn(1) — 1 enmPAy(1) — 0 quandan — . Dai, 0 termo geral quandp= 1 tende para
m? quandon — oo,

Quandoc > 1, emnAy(c) temos 2n— c+ 1 termos envolvenda no numerador e no de-
nominador sempre han2termos envolvenda, entdonA,(c) — 0 emPAn(c) — 0. Assim, 0
termo geral para > 1 reduz a

2
{(mnj!c)!] (n; Y (cnAn(c) — MPAq(c)) — 0, quandon — oo,

E portanto, no somatério sobra um uUnico termo referente-dl, dai, se provarmos que
Uc P, {c concluimos a prova do teorema.

Observe quélc € uma U-estatistica com nucleo simétrico dado por:
K(Xal,...,Xam,Xﬁl,...,Xﬁmfc,Xyl,...,X},m_c):
_( (@m—g T N(Xags oo Xots X eees Xg - TN XKetr3eres Xetgs X oo X )
n C<m_C)(m—C) % 01y +++5 20y By -+ ANBm e 1900 N0y N1 20 NNYm—c />

(2m—c)

onde 'Z indica a soma sobre todas a{c(m_ ¢)(m—c)
mc

) permutacdes do conjunto

{a17 "'7am7[))17 -~-aﬁm—07717 ---;Ym—c}-

39



Capitulo 2. U-Estatistica

Agora,
EK(Xgy, ey Rty KBys -5 KBs Ky s X)) =
= {c— Eh(Xq, evs Koy Xy » ...,Xﬁmfc)Eh(Xal, ees Xetms K s o3 Kyc) -

Logo,

EUc = Cc— Eh(Xay, -, Xoyms Xy -5 X ENKarg 5 -+ Ko X5 -+ Ko ) -

Como estamos assumindo que o parametro estimavel é zero segidJgael; e sob
a condicdo qu&Eh?(Xy, ..., Xm) <  segue de (2.9) do Corolario 2.2.9 do Teorema 2.2.6 que
Uc P, {c. Portanto o resultado esta provado. O
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Capitulo 3

Estimador do Indice Caudal com
Estrutura de U-Estatistica

3.1 Introducao

Consideramos uma funcéo de distribui¢dao dominio de atracdo de alguma distribuicdo
Levy estavel, ou sej& < DA(a) com O0< a < 2. Pela Proposigéo 1.3.8 temos que

x*(1-F(x)) ~ pL(x) e X*(F(—x))~ gL(x), quando x — oo,

ondep,q> 0, p+q=1eL é lentamente variante.

Ou sejaF possui cauda a direita ou cauda a esquerda regularmente variantes com 0 mesmo
expoente-a, que mede a espessura das respectivas caudas.

Assim, as func¢des de distribuicdo no dominio de atracao de leis estaveig, 9 2, sdo
distribuicbes de cauda pesada com mesmo indice caudal

NOs estamos interessados no problema de estimacdo do indice eaadpértir de uma
amostraXy, ..., Xn) de variaveis aleatorias i.i.d. com fungéo de distribuigao

Neste capitulo estudamos o estimador robusto, com estrutura de U-estatistica, proposto por
Fan (2004).

Na Secdo 3.2 apresentamos a motivacao e os principios basicos para a escolha do nucleo do
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estimador. Especificamente, consideramos

—1_log (X +-..+X3)

on 2logn ’ (3.1)

o
2
DA(«). Usando as idéias Meerschaert e Scheffler (1998) provamog;fjué um estimador

de o~ 1 assintéticamente n&o viesado e consistente (Teorema 3.2.1). Além disso, apresentamos
um principio dos grandes desvios obtido por Fan (2004).

onde,Xlz,...,Xn2 estdo no dominio de atracao de uma%e'estével, com & = < 1, poisF €

Na Secédo 3.3 consideramos o estimador com estrutura de U-estatistica, baseado no nucleo
dado em (3.1), ou seja, pama< n seja

log (X3, + ...+ X3 )

wi=(n) s
m ae%mm 2logm ’

ondea ={oy,...,m} € 0 somatorio € sobre todas as combina¢desidéeiros escolhidos sem
reposicao do conjunto de inteiros h.aEm virtude da estrutura de U-estatistica, a vantagem de
ot € que ele tem variancia menor do qug'.

Ainda nesta sec¢&o, provamos que, quamue o, och € assintoticamente nédo viesado e
fracamente consistente e a consisténcia em média quadratica é obtida sob a condi¢cao adicional
quem= o(n%) quandon — . Vale observar que tendo em vista que as provas apresentadas no
Capitulo 2, referentes a teoria classica de U-estatisticas, permanecem validas quando o nucleo
considerado é assintéticamente nao viesado, foi possivel utilizar os resultados |la obtidos nas
demonstrac¢des das propriedades assintoticasg, delescritas nas secdes 3.3 e 3.4.

Finalizamos o capitulo apresentando na Sec¢éo 3.5 uma breve analise das simulacées numéri-
cas realizadas por Fan (2004) sobre a performance do estimador com estrutura de U-estatistica
em comparagdo com outros estimadores conhecidos, dentre eles o estimador de Hill (1975).
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3.2 Estimac&o do indice Caudal

SejamXy, ..., Xy, ... variaveis aleatorias i.i.d. com funcéo de distribui¢de suponha que
F € DA(a). Ou seja, existem sequéncias de constafdggse {b,}, coma, > 0, tais que:

an ’ '

ondeX € uma v.a. com distribuicam-estavel, ondex € (0,2).
Da Proposicéo 1.3.7, podemos escobyes n%L(n), ondeL é lentamente variante.

Como dissemos anteriormente, o indice de estabilidada v.a. X corresponde ao indice
caudal da f.dF, o qual deseja-se estimar.

Por facilidade, lembremos que §ec DA(«) entdo a distribuigio comum €2, X2, ...
. . ~ T o . o ~
esta no dominio de atragcdo de uma dlstrlbU|<§aeestavel. Como & 5 < 1 ent&o temos da
Proposicao 1.3.7,
X2+ .. +X2 ¢

. Y, (3.3)

; - o . 2 ~
ondeY € uma variavel aleatorlg -estavel eap = naL(n), comL(n) uma fungéo lentamente
variante.

Como motivacdo para a construcdo do estimador do indice caydahseado em Fan
(2004), consideremos primeiramente o caso particular em que as variaveis aleéf\;ériaxﬁ
sao estaveis, ou seja,

ST dxe
Na
Assim, temos
log (X2 +...4+X2) 2 4 log (X2)
g 1 - g g 1 (3 4)
log n o logn ’ '
Se definirmos ) )
= log (X1+...+Xn)’ (3.5)
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entdo por (3.4) temos pasa> 0

°(

. , R , . 1
Assim, neste caso particular, temos @Mé‘ € um estimador fracamente consstenteacde

—_

anl—%‘ >e) =P ((log X) > 2elogn) — 0, N — oo.

No teorema a seguir mostramos que para o caso mais geral e gs& no dominio
de atracdo de uma distribuicaeestavel, o estimador definido em (3.5) € também fracamente
consistente. Além disso, também obtemos a consisténcia em média quadratica. A demonstragéo
segue as idéias de Meerschaert e Scheffler (1998).

Teorema 3.2.1.Sejam X, Xp, ... variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuicdocF
DA(a),0<a<?2e sejaoy * definido em (3.5). Entéo
(i) existe uma sequéncia de constarteg > 0, com ¢ > 0 e G, — 0, quando n— oo, tais que

—_

1
2log n(anl—a+cn> i>Iog Y], (3.6)
, o ,
ondeY é uma v.a--estavel.

2

oy T 1
(i) o L - —» guando n- e.

I O — 1\?
(lll)E(ar]_:L)—)aeE(an_l—a) — 0 quando n— oo,

(iv)Var [2log no/zn_\l] — Var [log Y]] < 0, quando n— co.

Demonstracdo Da hipdtese segue o limite (3.3) e, consequentemente,
XZ 4 ...+ X2
log (ﬁTJrX”> . log Y|, (3.7)

. a , o :
ondeY é E-estavel, O< 5 <leapn= ngL(n), L(n) lentamente variante.
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(i) Podemos escrever

()

log = log (X2+...+X2) —log naL(n)

(3.8)
2
= log (X2 4 ...+ X2) - —log n—log L(n).
Note que, comd_(n) é lentamente variante, segue da Proposi¢do 1.2.2, (ilenque

log L(n)
logn

— 0 quanda — o, Entéo de (3.7) e (3.8) temos

— 2 2
(2log n) (ocn‘l— 1 M) =log <%) 4, log |Y|.

o 2logn

. . log L(n)

A t d = :
ssim (i) esta provado com, 2l0g N

. . — 1
(ii) Para facilitar, denot&, = 2log n (anl Y cn> .

Temos 4 5
-1+ _ n p

pois por (3.6%, -% log [Y| ey — O.

(ii) ComoY é a-estavel pela Proposicdo 1.3.10, seque E{ilog |Y|} < © e comoZ, =

X2 4 ...+ X2 :
log (HT_’_X”) %, log|Y|, segue da Proposic&o 1.3.11 que

EZ, — E{log |Y|} < w e EZ — E{log |Y|}? < oo.

—

) 1 Z
Assim, comoo; 1 — = = -
o 2logn

+ ¢y, comcy, — 0, o resultado segue.

(iv) Basta observar que
= log n
Var [2log nan Y] = Var (Zn + 09N + cnlog n) =Var Z,

(04

e por(iii ) Var Z, — Var [log |Y|] < co. O
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Além da consisténcia provada acima, um principio de grandes desvios para o estitador
foi provado por Fan (2004), o qual apresentamos a seguir.

Teorema 3.2.2.Sejam )ﬁ,

, Xn variaveis aleatorias i.i.d no dominio de atracdo de uma dis-

tribuicdo -estavel e sejay, - definido em (3.5). Entéo, para cada> O,

log P( L_al>e)

(i) lim

n—o logn

= —OE.

log Plant— a1 < —¢)

(ii) lim

n—oo logn

Para demonstrar este teorema, necessitaremos de um resultado auxiliar, cuja demonstracéo
sera omitida e pode ser encontrada em Heyde (1968).

Lema 3.2.3.(Lema de Heyde) Suponha qug S X1 + ... +Xn, COM X, ..., Xy i.i.d. no dominio
de atracdo de uma distribuicém-estavel X e g— o, quando n— . Entdo

lim P(|S(n)| > 8nCn) _
n—e NP(|X| > ancp)

Demonstracdo do Teorema 3.2:2
(i) Da hipotese temos (3.3) coay = n%L(n), ondeL(n) é uma funcéo lentamente variante.

Denotandds, = X1 + ...+ X2, da definigdo (3.5) dez podemos escrever:

—

Plont—a1>e¢)

2log n "¢t

P(Iog(Xf+...+X§) 1 )

jv)

log (Xf+...4+X%) 1 logL(n) log L(n)
2log n o logn logn

P (Iog S| — log n& — log (L(n))2 > log r?€ — log (L(n))2>
n2e

P(' ( an>>'°g<L<n>>2>

(s> Ee)

PS>

P (|Sn| > aZcn) ,
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ondec, = n%(L(n))~2 ea, = naL(n).

Agora, comac, = n?¢(L(n))~2 é regularmente variante com expoepte 2¢ > 0, entdo da
Proposicao 1.2.2, temos qug— o quandon — . Assim, por (3.3) e pelo Lema de Heyde,
segue que pana— oo

—

Plont— o> e) ~nP(]Y| > alc) = nP<yY| > n2£+%) . (3.10)

Lo x - —a
Mas, comoy é —-estavel entdo da Proposicéo 1.3.8 temosR{(¥| > x) ~ Cxz , quando
X — oo, ondeC é uma constante. Logo, de (3.10) obtemos

—_

Plonl—al>e) ~ Cn(n§ +2¢)%

~ Cn—CXS

Dai, segudog P(o/cn‘\1 —a1>¢)~log C— aelog n, quando n— o e assim(i) esta
provado.
(ii) Sejamgs, (t) e gy (t) as funcdes caracteristica Gg = X2+ ...+ X2 e deX? respecti-
vamente. Entao, com)élz, ..., X2 s&0 i.i.d., da formula da inversdo de funcdes caracteristicas
podemos escrever

/_\l

Plant—at<—¢) = P(@<n£>

ne

1 /°° expitn~¢) —exp—in~%t) t
)dt

27 J—o it O n2/o

1 = sen(n”ft) t \]"
- LT [“’xf (Wﬂ a
n—¢ [® ser(n ) [ t \1"
n /oo n—et _‘Pxf (nz/“)_ a

_ n¢ /0 sen(n~¢t) [
oo

—00 n—¢t
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+ njr8 /O°° se:_nEtEt) :¢x12 <nztw) ndt

— nﬂ:g /0°° se:ltft) ¢X12 <n;_/ta>:ndt
nﬁe /O°° Se:_ng:t) :¢x12 <n2t/a): ndt.

senx
Como Ilm7 =1, entdo quando — o segue que

x—0

P(on t—a 1< e)wn—;/owmo( ) {‘PXZ( Z/ta)rdt+n_7_re/c>m[l+°( ) {¢Xz<n2t/a)rdt.

. _ ~ 2 o
Como a f.d. d&x? esta no dominio de atragéo de uma dlstrlburgaestavel, com & 5 <
1, entdo da Proposicéo 1.3.2 segue que sua fungéo caracteristica € da forma

Oya(t) :exp{ co|t|2L(| |) (1—iBsinaI( )tan( > >(1+0(1))>},

ondeL € uma funcao lentamente variante. Assim, obtemos

—_

Plonl—al<—g)~

—8
~—/ [1+0(1 exp{ Con

—8
+—/ [1+o0(1 exp{ Con

(nz/a> _ipsinalt tan( ) ) [1+O(1)]>}dt
2/ (“Z/a) —iBsinal(— )ta”( 4 >[1+o( )])}dt
Iz

|[3tan< ) [1+0(1)]>}dt

2/(x

2/a
~ :/ [14+0(1 exp{ —cot2L(n%%)[1+0(1
+ [ ot)exp{ a2/l o] (1-+iBran( ") [1+0(1)]) } e
= " [T ov]exp{ ~cot®/ 2L (/)1 (D) (1 IBK1+0(1) f
+”—:/ [1+0(1 exp{ — ot /2L (n?/*)[1+o(1 )](1+iBK[1-|—o(1)])}dt
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~ n—: Om[1+0(1)]exp{—00t“/2L(n2/a)[1+ 0(1)]}exp{cot“/zL(nz/“)iBK[l+ o(l)]}dt

n_8 (29

+— /0 1+ o(1)]exp{ —cot /2L (n?/)[1-+ o(1)] | exp{ —cot /2L (n?/*)iBK 1+ o(1)] } .

o : .
ondeK = tan<7>. Mas, usando que* = cosx+i senx obtemos,

—

1
P(ocn_l—a<—s):

2n—¢
o

/0 1 o(1)lexp{ —cot™/2L (n?/*)[1+ o(1)] } cos { BKcct™/2L (n?/ ) 1+ o(1) } it

QN

Fazendo a mudanca de variavet t [L(nz/“)] , Seque que

— =2

P(an_l—% <—€) ~ K€ [L(nz/“)} “/ exp{—cou®/?} cos{ciu®/?du}.
0

Agora, considerando a mudanga cou%/2 temos
/ exp{—cou®/?} cos cyu/?}du. < / exp{—cou*/?}du
0 0

2C [® , 2 _
= 22 [ gl-Gesds
a Jo

a Jo
2 2
(04

2 :
onde 2— e 0 el (x) denota a funcdo gama. Assim,

—~

P(ocr}—% < _g)~Cn¢ [L(nz/a)] -

ondeC é uma constante.

Pela Proposicéo 1.2.2, itefiii ), temos qué.(n?/%) é lentamente variante, pelos ite(iig e
(iv), respectivamente da mesma proposigéo, segub(qiie- L(n?/%)~ % & lentamente variante
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log h(n)

e
logn

— 0 quanda — oo, dai, obtemos,

— 1
log P(anl——<—s) 2/a =%
lim o g4 Clim o9t

n—oo log n n—oo log n

g

—

Dos resultados anteriores podemos observar que o estim@dolefinido em (3.5), embora
seja robusto e consistente, pode ter variancia alta. Como vimos no capitulo anterior, um cam-
inho natural para diminuir a variancia do estimador, preservando suas propriedades assintoéticas,
€ introduzir uma estrutura de U-estatistica. Assim,\na préxima secdo definimos um estimador
com estrutura de U-estatistica baseado no estimaghr

3.3 Estimador com Estrutura de U-Estatistica

ConsidereXy, ..., X, uma amostra i.i.d. de uma funcédo de distribuidmo dominio de
atracdo de uma distribuicém-estavel, O< a < 2. Ou seja, temos as relacdes (3.3) e (3.5)
descritas na secéao anterior.

Param < n, defina a funcéo

log (X2 + ...+ X2)
h(xl7"'7xm): 2l|Ogm .

: (3.11)

—_—

ou sejah(Xy, ..., Xm) = am?, ondeam?® é o estimador definido em (3.5).

Temos queh(xy,...,Xm) € uma fungéo simétrica nos seus argumentos e do Teorema 3.2.1
seque que, quando— oo,

omt — 1 (3.12)
o
e
E ((xml - &) — 0, (3.13)

—

ou seja,om® é um estimador assintéticamente nédo viesada dee seu erro médio quadratico
tende a zero, quanda — oo,

50



Capitulo 3. Estimador do indice Caudal com Estrutura de U-Estatistica

Baseado no nuclem definimos o seguinte estimador de®, com estrutura de U-estatistica

-1 2 2
— _ _(n log (Xg, +.--+X§.)
o=t = Un(h) <m P (3.14)

ondea = {ay,...,om} € Chm € 0 somatério € sobre todas as combina¢des bheeiros escol-
hidos sem reposi¢édo do conjunto de inteirosmnl a

——

Assim, oy =1 € uma média dos estimadore€Xy,, ..., Xq,) considerados sobre todas as
possiveis sub-amostras de tamanhextraidas da amost(Xy, ..., X,).

Cabe observar que, embora o nt]ab/@,\‘dL nao seja ndo viesado, como requerido na definicao
de U-estatistica dada no Capitulo 2, as propriedades que usaremos nesta e na préxima secéo
referentes a teoria de U-estatistica, permanecem vélidas sob a condicaotd;que Xy,)
seja assintoticamente nao viesado, conforme pode ser comprovado analisando-se as respectivas
demonstracdes apresentadas no capitulo anterior.

Desta forma, segue imediatamente Eur,@/j\l = Eh(Xy,...,Xn) €, dai,oc/u‘\1 € um estimador
de o1 assintoticamente néo viesado e fracamente consistente, deste-gue Além disso,
podemos obter a consisténcia em média quadrétitzgd\é, sob certas restricdes sobre E o
gue provamos no préximo teorema.

Teorema 3.3.1.Sejam X, ..., X, observacodes i.i.d. com distribuicdo F, que esta no dominio de
atracdo de uma leix-estavel 0 < a < 2, e sejaoy, ~1 definido em (3.14).

(i) Se m— o entédo

—_— p

el Sal (3.15)

Eaqy 1 — o™

(i) Sem— o em= o(n%), quando n— o entéo

o1 = (3.16)
o

Demonstracéo
(i) TemosEoc/U?l = Eh(Xy, ..., Xm) € (3.15) segue imediatamente de (3.12) e (3.13).
(i) De (3.13) temos qUEN?(Xy, .., Xm) < o paramsuficientemente grande, ento do Corolario
2.2.9 podemos concluir que
lim nVar oy~ = My, (3.17)

n—oo

ondel; =Var E(h(Xg, ..., Xm)|X1).
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Agora, codeoc/U?1 = Eh(Xy,...,Xn), temos

E(ay~t—a 12 =Var (X/U?]‘—F {Eh(Xq, ..., Xm) — " 1}2. (3.18)

Mas por (3.12) temo&h(Xy, ..., Xm) — @1 — 0 quandom — o e por (3.16), coman =
o(n%) guandon — o e {1 < o param suficientemente grande, segue que
——  nVaray-1n?
Varoy 1= ;“UW — 0, quandon — o e m— .

m2
Dai segue (3.15). O

Vale ressaltar que, em virtude das propriedades decorrentes da estrutura de U-estatistica, o
estimadoray —1 definido em (3.14) tem menor variancia e melhora o estimegot dado por
(3.5), na secéo anterior, no sentido que ele possui menor erro médio quadratico, pois por (3.18)
segue

— —_

Elay~—t—a Y2 <Varonl+[Eant— o 2 =E[ont—a 12

/Z

3.4 Normalidade Assintotica

Nessa secéo, apresentaremos a demonstracéo da normalidade assintotica do egtirhador
.~ 1
sob a restrigdan — o e m= o(nz) quandon — oo,

Para isto, podemos observar que é muito dificil obter a distribuican,dé, bem como a
sua variancia assintética que, por (3.17), é dada em termds de sejanVar ay —1 ~ m{;.

Assim, vamos utilizar o método do célculo da variancia assintotica descrito na segéo 2.4.
SeXi, Xp,... sdo v.a’'s i.i.d. com fungéo de distribuickos DA(«), considere o estimador com
estrutura de U-estatistiegy — definido em (3.14), baseado no nuctedado por (3.11).

Defina
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U! | = a U-estatistica correspondenth, daseada em todas as observacdes ex¢eisto
e,

X17 ..,Xjfl,Xile, 7Xn

Denote

n -
Zlurl1—1
n

e defina

>

$=(n— D3 (U}_1—Un)2. (3.19)

Entdo, pelo Teorema 2.4.2, temos que
£ -2 ¢y, quandon — .

Ou seja,

s

S NN 1, quandon — oo. (3.20)
nVar ot

—_—
Podemos, entdo, enunciar o teorema que garante a normalidade assintéiica dsob
condicfes impostas sobme

Teorema 3.4.1.Sejam X, ..., Xn com distribuicdo F no dominio de atracdo de uma dei
estavel0 < a < 2. SejaocU definido em (3.14) e (3.11). Se-mo e m= o(n2) quando
n — oo entéo

Vvhns? ( EozU h L N(0,1), quando n— o,

onde § é dado por (3.19).

Observe que, sob as condi¢des do Teorema 3.4.1, tEm@gz Eh(Xg, ..., Xm) = Eanle

X2 4 .. 4 X2
+cm) ondeZ,=log =2 M +am+xm,

— 1
da prova do Teorema 3.2(il), temosE am* = —+E <2Iog

am:néL( )eE( >+cm—>0,quand0n—>oo.

2logm
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Assim, segue que

—_— 1

Vs, (ocul 3 +dm) R N(0,1), quandon — o, (3.21)

m? — .
ondedy,, — 0 quandom — o e o 0 quandon — oo, Portanto,ocgl € um estimador com
muito pouco viés quando o tamanho da amostra € grande.

Para a demonstragéo do Teorema 3.4.1 necessitaremos de alguns lemas auxiliares.

Lema 3.4.2. Seja X, ..., Xm variaveis aleatorias i.i.d. no dominio de atracdo de umadei
estavelQ < a < 2. Para m< n, defina

2
Z=E (Iog <1+ ﬁ) xl) : (3.22)
Entao
mmezzg (3.23)
e
liminf mEZ > dy, (3.24)

onde d é uma constante.

Demonstracéo
(i) Para provar (3.23), deno, = XZ + ... + X2. Entdo, usando propriedade de esperanca
condicional, obtemos

X2
EZ = Eflo 1+—1)>
( g( X2+ ...+ X2

- ors)
—1

= Elog Sn—E log Sh_1.

log Sn
2logm

. 1
Pelo Teorema 3.2.1, itefiii ), temosEh(Xy,...,Xm) = E ( ) e quandom — co.
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Assim quandon — o temos

EZ = ElogSh—E log Sn1

" 2 [Iog m log (m—l)}

o o
B 2Io m
o« Ym—1

2 1\t
- 9 1_ =

299 (1)

2

am’

2
(i) Provemos (3.24). Da desigualdade de Chebyschev temd3(tie> mEZ|) < _m;éz\f

Entéo, por (3.23) temos pana— oo
EZ? > P(|Z| > mEZ|)nP(EZ)?
4 2
~ —P(|Z| > —).
5Pz )

Denote ) 5
X5+ ...+ X5 . (3.25)

Entdo, comX > a=- E(X|Y) > a, temos

X2 2
| 1+ — "1 _)>Z). 3.26
a1t s ) |2 ) @29

X2 2 : -
log (1+ 2—12) ’ > —) , temos as seguintes possibilidades:
X5+ ...+ X5 o

2
Pz > 2) =P (

Logo paraP (

X2 2 —2
ou log | 1+ 5 >— oulog |1+ 5 < —.
L(m—1)(m—1)aYy_1 o Lim—1)(m—1)aYyn_1 o
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Assim, de (3.26) segue

EZ? > iP<X—12>(e§—1)L(m—1)(m—1)§>+

+ %P(%S—(1+e7%2)L(m—1)(m—1)§)+ (3.27)

= l1+1o.

Basta calculaly, poisl, € da mesma ordem quig

DenotanddAy, = (eé —1)L(m—1)(m— 1)%, podemos escrever para toglo- 0

2 2

= /0Oo P (X12 > AmS) dFy, ,(s) + /O P (Xf < Ams) dR_ ,(s) (3.28)

Vv

/ TP (X2 Ard) ARy, 19+ [ PO < Aus) Ry, (9)

~ -~ ~ N A
Agora, comoXlz,...,Xn2 estdo no dominio de atracdo de uma dlstrlbw%aestavel, com

0< % < 1, da Proposicéo 1.3.8 seque que quamde o

P(XZ > Ams) ~ pAn"/?s~ /2L (Ars)

P(X? < Ans) ~ GAn"%[s /2L (Ars),
ondep+q=1.
Substituindo a expressao Ag, segue

ClS—a/Z
P(X2 > AnpS) ~
(X{ = AmS) ~ ——

, 1= pL(m—1)"%2(ea —1)~%2> 0 (3.29)
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Cols|~%/2

o ¢ =qL(m—1)%(ex — 1) */2> 0. (3.30)

P(XZ < AnS) ~

Assim, P(X12 > AmnS) € P(Xl2 < AnS) variam regularmente com expoente negati:fg.
Entdo pelo Teorema 1.2.4 segue que o limite em (3.29) é uniforme sebje ) e o limite
em (3.30) é uniforme sobig € [¢,») e dali, particularmente pasa (—, €.

Por outro lado, como por hipotesg 1 LN Y, ondeY é uma variavel aleatéri%-estével,
entdo das propriedades de convergéncia em distribuicdo (vide por exemplo Chung (1974), pag
98) segue de (3.28) que, quanude— o,

062|1 C1

—_— Y

C2 - —a/2
) 1. E dR(s).

® —a/2
S dFv(S)+m_1 »

Como cada uma das integrais acima sao finitas e positivas, quard® segue que

062|1 dl
4 m’
onded; é uma constante positiva. Portanto, de (3.27) segue o resultado. O

Lema 3.4.3.Sob as hipéteses do Lema 3.4.2, temos que

81 =Var E(h(Xg, ..., Xm)|X1) ~ 5, quando m- e,

m (2log m)

onde h é definido como em (3.11) e-d constante.

Demonstracdo Podemos escrever

log ixf

h(X1, ..., Xm) Zlog m

— 1 X]? 2 2
= Jlog m {Iog (1+ m) +log (X{ + ...+ X5)

Substituindo a expresséao delada em (3.22) no Lema 3.4.2, pela linearidade da esperanca
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condicional e pela independénciaXiee (X2, ...,X2) segue
C]_ = Var E(h(Xl, ...,X@]Xl)

_ Varz log (X2 + ...+ X32)
~ (2log m)2 Fvar E( 2log m

)

Var Z
(2log m)2

EZ?— (EZ)?
(2log m)2 -

Por outro lado, pelo Lema 3.4.2, segue que

o . EZ)?
liminf_om(2log m?2¢; = liminfy, e {mEZZ_ %}
(3.31)
> dy.
Por outro lado, pela Proposicéo 2.3.8, temos
Cm
< 2=
G
_Varh(Xy,...,Xm)
= - :
Mas, comach(Xy, ..., Xm) = am?, do Teorema 3.2.1 (iv), segue que
Var log|Y|
Var h(Xg, ... ~ ———, quandom
( 1, ,Xm) (Zlog m)z , qu — 0,
ondeY é %-estével, quandm — o« eVar (log |Y|) < o. Assim, temos
lim supm(2log m)?¢; < Var [log |Y|] = d; < o. (3.32)

m—o0

Assim, de (3.31) e (3.32), podemos concluir

C]_ ~ W’ quanddnﬁ o]
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para alguma constante> 0. O
Finalmente, podemos demonstrar a normalidade assintétiagjde

DemonstragéodoTeorema3.4:J]'emosquex/U?1:( ) thXal, o X)) €N(X1, ..., Xm)

definido ido por (3.11). Entdo usando o Teorema 2.3.1 podemos obter a decomposic¢éao de Hoeffding
paraoy o1 dada por:

— m m
at = Eh(Xy,... Xm)+ Y (C)Hﬁ
1

c=

= Eh(Xy,...,Xm) +mH%+ i(?)HC

ondeHS = ( ) g h®(Xey s -5 Xo °) definidos como em (2.11) e (2.12).

n
I:T eEay—1=ENn(Xy,...,Xm) podemos escrever

Se' _ AL m C 1_
JaRn_; c H;. ComoH; =
Cc=
ay oy Jrnzl (%) +Rn
i=

e assim,
1 Moy -1 —E L (%) + 3.33
s, V(e —Eoy ] s le S VR (3.33)
(i) Vamos provar primeiramente que panauficientemente grande
m oS LX) -4 N(0,1), quandan — oo (3.34)
Sm/ﬁ,; ) )

Para isto, note quie'(X;) = E(h(Xq,...,Xm)|X) — Eh(Xg, ..., Xm).

Assim,ht(X1),...,ht(Xy) s&o v.a’s i.i.d conEht(X) = 0 eVar hy(X) = {1 < o, pois para
m suficientemente grand&h?(Xy, ..., Xm) < . Entdo temos

var _ihloq) =néy, (3.35)
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e do Teorema 2.4.2, segue

ns;
meVar .ihlm)

P, 1, quandon — oo,

Assim, (3.34) segue do Teorema do Limite Central.

(i) Provaremos que, quando— o e m= o(n/2) quandon — oo, temos

Vs, IR, - 0, quandon — . (3.36)

m
De fato, temoR, = ZZ (r:) HS, ondeH¢ é definido como na decomposicdo de Hoeffding.
c=

Entéo, pelo Teorema 2.3.4 big’s s&0 n&o correlacionados e

o\ -1
var Hr?:(c) 52,

onded? = Var h(Xy, ..., %), segue que

m m 2 n -1
Var R, = ( ) ( ) 52.
C; c/ \c

Por outro lado, do Corolério 2.2.9 da decomposicao de Hoeffdir@?é, segue que

— m m 2 n -1
-1 _ 2
vara Czl (C> (C) %

nael

n

(3.37)

+Var R,.

Mas, usando a expressao alternativa pamaoy, —1 obtida do Teorema 2.2.6, podemos escrever

—1m
—— /n m\ /n—m
Var oy 1 = > 2
(m> & (C) (m_c> oc
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ondel; = 62 pelo Lema 2.2.8. Entéo

-1 -1 m
— (N m\ /n—m n m\ /n—m
vara = () (D) (- 1)a+ (m) 2,(2)(nc)e e
temos também
n\ 1/m\ /n—m B f 1_m—l 1_m—l 1 m—1
m 1/\m-1/  n n—1 n-2," n-m+1/"
1 . m—1 .
Comom= o(nz) entaom —0,k=1,...,m—1, e dai temos
n\ 1/m\ /n—m f
m 1/\m-1 n’
Assim, comparando (3.37) e (3.38) temos que
M /m\ /n—m
CZZ(C> (m_c) CC
- )
m
¢

Pelo Teorema 2.3.8, temos qie< 52 <. < C_nr: Assim, obtemos

Var R, ~

VarR, ~

IN

IA
=1EN
0
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poisl—m =0(1) quandog — 0.

?C—(ljto(l)).

Var R, < m
Ro < m

Agora, como vimos na prova do Lema 3.4.2, segue do Teorema 3.2.1 que
(2log M)?&m = (2log m)2Var h(Xy, ..., Xm) ~ Var loglY| < e, quandom — oo,

ou seja, paran suficientemente grande
{m VarlogY|
m  m(2log m)?’
e pelo Lema 3.4.2 segue qugr% ~ K{;, para uma certa constarike> 0. Logo, podemos

. U3 «
concluir que, seF — 0 quanda — oo, entdo

mK&

n

Var R, < (1+0(1)),

e assim,
Var R,

'y
n
Dai, segue da Desigualdade de Chebyschev que

Rn

my/ {1

Jn

e, Comos? LN n? ¢y, entdo podemos obter (3.36). Finalmente, de (3.33), (3.34), (3.36) obtemos
(3.36) como queriamos demonstrar. O

m?
—0 se?—>0quandcn—>oo.

_'D>o7
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3.5 Comparacéo com outros estimadores

No artigo de Fan (2004), sdo apresentados os resultados de simula¢g6es numéricas para anal-
isar a performance do estimachxqﬁ1 definido em (2.3). Nesta secdo apresentamos uma breve
analise destes resultados.

Primeiramente, observemos que, embora o estimador com estrutura de U-estatistica tenha
propriedades muito boas, na pratica quando o tamanho da amastra graum € grande, o
calculo deoch inclui a média de(r’;]) termos, podendo ser um processo muito demorado. Uma
solucdo, apresentada por Fan (2004), para esse problema é inicialmente dividir a amostra em
sub-amostras de igual tamanho, podendo-se deletar alguns termos, caso seja necessario, sem
aumentar devidamente a variancia. Para cada sub-amostra, considera-se o estimador com es-
trutura de U-estatistica e a média desses estimadores € um estimador denominado U-estatistica
incompleta. Assim, por motivos computacionais, no caso de amostras grandes, as simulacfes
realizadas no artigo de Fan (2004) séo feitas para o estimador de U-estatistica inca@o\pjeta

obtido através do estimaday; .

Para o caso de estimacao do indice caudal de distribuicdes de cauda pesada no dominio de
atracado de leis-estaveis, foram feitas simulacdes comparando-se a performance do estimador
(Xl/J-; com os estimadores de Hill (1975) e o estimador de Haan e Resnick (1980). Foram
consideradas amostras de tamanh®@6- 1000 e foram realizadas 1000 repeticOes de cada
experimento.

Os resultados computacionais obtidos por Fan (2004) mostram que, em termos do erro mé-
dio quadratico, o estimador com estrutura de U-estatistica tem performance melhor do que os
outros dois estimadores analisados.

Cabe ainda ressaltar que, quando os estimadores sdo usados para estimar o indice caudal de
uma distribuicdo normal, somente o estimador de Fan tem performance muito boa.

Foram feitas simulacdes para o caso de amostras de distribuiggsaveis e a performance
do estimador de Fan foi comparada com os estimadores de Press (1972) e Zolotarev (1986).
Neste caso, quand® < 1 os estimadores de Fan tem performance tdo boa quanto o de Press
e ambos sdo melhores do que o de Zolotarev. Jagaral o estimador de Fan é tdo bom
guanto o de Zolotarev e ambos sdo melhores do que o de Press. No entanto, o estimador de Fan
€ muito mais simples de implementar, enquanto os outros dois apresentam certas restricdes de
implementacéao.
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Embora néo tenha sido objeto de estudo dessa dissertagdo, no mesmo artigo de Fan (2004)
sao apresentados alguns procedimentos alternativos para melhorar a performance do estimador
principal. Um deles baseia-se num procedimento de re-amostragem e é indicado por Fan na
situacdo de amostras de tamanho ndo muito grande. Para mais detalhes, quanto aos aspectos
tedricos e resultados computacionais, vide o referido artigo.
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Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

