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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos limitacoes para autovalores do operador Laplaciano e equagao
de Shrédinger sobre um dominio limitado e conexo do R™ (espago euclidiano n-dimensional),
e em dois casos de subvariedades M contidas na esfera unitaria: quando M é um dominio
com condi¢ao de fronteira de Dirichlet e quando M é uma hipersuperficie minima com-
pacta. Este trabalho é baseado em um artigo de Mark Asbaugh [1], no qual apresenta as
desigualdades de Payne-Polya-Weinberger, Hile-Protter e H.C.Yang estimando o (k + 1)-

ésimo autovalor em funcao dos primeiros k autovalores.



Abstract

In this dissertation, we study bounds on eigenvalues of Laplacian operator and the
Schodinger’s equation on a bounded connected domain of R" (n-dimensional euclidean
space), and in two cases of submanifold M in a unit sphere: when M is a domain with
Dirichlet boundary condition and when M is a compact minimal hipersurface. This work
is based on the Mark Asbaugh’s paper [1] which presents the inequalities of Payne-Polya-
Weinberger, Hile-Protter and H.C.Yang of estimating the (k + 1)-th eigenvalue by the

first k eigenvalues.
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Introducao

Dentre os varios problemas matematicos existentes com aplicacoes fisicas apresentamos

neste trabalho o problema do autovalor para o Laplaciano

—Au = lu em (),

“|Q

(1)

I
o

onde 2 € R™ é aberto conexo e limitado, e A um nimero real chamado o autovalor de
Dirichlet. O estudo deste problema, chamado também as vezes de Problema da Mem-
brana fixa (para n = 2 o problema modela a vibragdo de uma membrana com extremidades
fixas), torna-se importante pois sabe-se que existe uma proporcionalidade entre estes au-
tovalores e o quadrado da autofrequéncia da membrana, além de as autofuncgoes u que
satisfazem (1) descreverem o comportamento desta membrana. A partir dai faz sentido

investigar a respeito de limitacoes para estes autovalores.

Desta forma, em 1956 Payne-Polya-Weinberger [13] (PPW) provaram para o problema
(1) ( para n = 2), a desigualdade

Aky1 — A <

N

k
>N, k=1,2,...,
i=1

a qual para o caso geral (n > 2) fica

k
4
— A\ < — ; =1,2,....
>\k+1 )\k = nk;Au k ) £



Introdugao

Em 1980, Hile e Protter provaram em [10| (prova original) uma desigualdade mais forte
do que a de PPW, a saber

k
ZLz”—k k=1,2,...,
L N — N

a qual chamaremos de desigualdade de HP. E facil ver que substituindo ); do denominador
da desigualdade de HP obteremos a desigualdade de PPW, logo PPW = HP.

A procura de melhores limitagoes, em 1991, Yang [15] deduziu uma desigualdade mais
forte do que as de PPW e HP:

k
4

E (/\k’-i—l_)‘i) (Ak—&—l_/\i <1+—))§0 parakzl,?,....
n

=1

Embora Yang nunca tenha publicado a sua prova original, os métodos utilizados por
ele para tal prova foram publicados por [9]. Observando entao a desigualdade de Yang,
implicada por ela teremos o que chamamos de a segunda desigualdade de Yang (Yang 2),

e que ¢é dada por

1 4 b
Y < (14+= E i k=12 ....
Hl_kz( n)izl " T

Por isso denotamos as vezes a desigualdade de Yang por (Yang 1).
Pouco tempo depois, utilizando de seus métodos, Yang obteve resultados semelhantes

para dominios e hipersuperficies contidos na esfera unitéaria.

Naturalmente a dissertacao estda organizada seguindo a ordem cronolégica com que as
desigualdades foram sendo provadas. No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos e
resultados acerca de autovalores que serao utilizados durante todo o trabalho. No Capi-
tulo 2, exibimos uma prova para as desigualdades de Hile-Protter e Yang conforme [1],
finalizando com a justificativa da implicacao da desigualdade de HP em Yang 1. Para o
Capitulo 3 consideramos um problema um pouco mais geral do que o problema do auto-
valor de Laplace. Em particular consideraremos os operadores de Schédinger: —A + V()
com V > 0 tal que —Au + V(x)u = pAu em Q € R” com p > 0, onde V e p sdo
funcoes reais definidas em €. Provaremos entao a desigualdade de Yang para este caso

obtendo uma extensao para a desigualdade de Yang provada no Capitulo 2, ou seja, tere-
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mos uma generalizacao para as limitagdes do autovalor de Laplace. Por fim, no Capitulo
4 apresentamos a prova da estensao destes resultados para dominios contidos em S™ com
condi¢oes de fronteira de Dirichlet e para hipersuperficies minimas em S"™!, de acordo

com os métodos de Asbaugh [1].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Apresentamos neste capitulo alguns conceitos e resultados que serao utilizados nos

capitulos subseqiientes. No que segue, a palavra diferenciavel significara C'°.

Cosideremos M como sendo uma variedade Riemanniana de dimensao n (n > 1),
conexa e diferenciavel. Para nés, M sempre sera orientada e sua fronteira, M, também
sera diferenciavel. Assim, para cada ponto p € M, o espago tangente a M no ponto p sera
denotado por T,M, e a uniao de todos os espagos tangentes munidos com uma estrutura
diferenciavel natural, chamado de fibrado tangente, sera denotado por T'M. No que segue,
para os capitulos 2 e 3, podemos pensar em {2 como um dominio limitado da variedade

Riemanniana R".

1.1 Operadores Divergente, Gradiente e Laplaciano

Definigao 1.1. Uma aplicagao diferenciavel v : (—€,¢) — M é chamada uma curva
(diferenciavel) em M. Suponha «(0) = p € M com o/(0) = ¢ € T,M, e seja f uma funcao
diferenciavel definida em uma vizinhanca de p. Entao para cada { € T,M associamos a

deriwada direcional de f em p na direcao &, denotada por £ f, definida por

§f = (foa)(0).
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Nao é dificil verificar que da definicao seque diretamente que vale

§(f+h)=&f+¢h

§(fh) = h(&f) + f(&h),

para fungoes f e h diferenciaveis em M.

Para cada p € M a métrica Riemanniana associa um produto interno em 7, M o qual
iremos denotar por (-,-). A norma associada sera denotada por |-|. Desta forma, dizemos
que a métrica Riemanniana ¢é diferenciavel no sentido de que, se X e Y sao campos

vetoriais diferenciaveis em M, entao (X,Y’) é uma funcao real diferenciavel sobre M.

Definicao 1.2. Seja f uma funcao real diferenciavel sobre M. Definimos o gradiente de

f, denotado por V f, como sendo o campo vetorial sobre M satisfazendo

(Vf.&) =¢f,

para todo § € T),M.

Consequentemente, temos as seguintes propriedades sobre o gradiente de fungoes f e h:

i) V(f+h)=Vf+Vh,
i) V(fh)=hNV[)+ f(Vh).

Defini¢ao 1.3. Sejam x(M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em M,

X,Y € x(M). Uma conexao V em M ¢ uma aplicagio

Vi x(M) x x(M) — x(M)
que se indica por (X,Y) R v xY e que satisfaz as seguintes condicoes:
i) VixigvZ = fVxY +gVxY,

i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

iii) Vx(fY) = fVxY + X ()Y,

onde X,Y,Z € x(M) e f, g s@o fungoes diferenciaveis em M.

5
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Observagao 1.1. O campo de vetores VxY também é chamado de derivada covariante.
Embora a definigdo forne¢a uma maneira de derivar campos de vetores em x(M), esta
forma de derivar fica fortemente ligada a escolha da conexao. Todavia, existe um resultado

que diz que a métrica Riemanniana em M determmina uma tnica conexao em M, a saber

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tnica

conexao V em M satisfazendo as condigoes:

i) V € simétrica, isto €, VxY —VyX = [X,Y]| = XY =YX, para todo X,Y € x(M),
it) V é compativel com a métrica Riemanniana (), ou seja, para todo X,Y,Z € x(M)
vale Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VzY).
Uma demonstragao para este fato pode ser encontrada em [6].

Defini¢ao 1.4. Seja X um campo de vetores em x(M). A divergéncia de X, denotada

por divX, é uma funcao diferencidvel em M tal que
(divX)(p) = trago(§ — VeX),

onde § varia em T,M.

Observacao 1.2. Segue diretamente das defini¢oes de derivada covariante e divergéncia,
para X e Y em x(M) e f € C'(M), as igualdades:

i) div(X +Y) = divX + divy,

i1) div(fX) = f(divX)+(V[f, X).

Defini¢ao 1.5. Para qualquer funcio f € C* em M, k > 2, definimos o Laplaciano de
f, denotado por Af, por
Af =div(Vf).

Em razdo das defini¢oes de gradiente e divergente temos, para f,h € C* (k > 2):

i) A(f+h) = Af + Ah,
i) div(h(Vf)) = h(Af) + (VA V),

iii) A(fh) = h(Af) + f(AR) + 2(V f, Vh).
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Observacao 1.3. Para M = R", A coincide com o Laplaciano usual, a saber, Af =
2 . . . 2
S %. Do mesmo modo temos para o divergente e gradiente as respectivas féormulas
T
: : — R di S — (9L ... 2f
usuais conhecidas em M = R": divX = ) " | 5a; © Vf = <8m1’ + 9o |- Para uma
variedade Riemanniana M qualquer, expressoes sobre estes operadores em coordenadas

locais podem ser encontradas em [7].

1.2 Formulas de Green

Enunciaremos nesta secao féormulas que serao utilizadas na maioria das vezes durante
todo este trabalho: as féormulas de Green. Porém, convém primeiro definir uma teoria de

integragao para variedades Riemannianas. Assim comegaremos com algumas defini¢oes.
Definicao 1.6. Seja U, C M uma familia de abertos com U U, = M. Dizemos que a

familia de abertos U, é localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanca V'
de p tal que VN U, # () apenas para um namero finito de indices. Se f ¢ uma funcao

real em M, definimos o suporte de f, denotado por suptf, como o fecho do conjunto dos

pontos onde f é diferente de zero, ou seja, suptf = {x € M; f(x) # 0}.

Defini¢ao 1.7. Uma familia { f,} de fungdes diferenciaveis f, : M — R é uma partigao

diferenciavel da unidade se:

i) Para todo «, f, > 0 e suptf, esta contido em uma vizinhanga coordenada U, de uma
estrutura diferenciavel {(U,,x4)} de M;

i1) A familia {U,} é localmente finita,

i1i) Y., fa(p) =1, para todo p € M.

Neste caso dizemos também que a parti¢ao {f,} da unidade esta subordinada & cobertura
{Ua}-

Teorema 1.2. Uma variedade diferencidvel M possui particao diferencidvel da unidade

se e somente se toda componente conexa de M é de Hausdorf e tem base enumerdvel.

Para uma demonstracao ver [5].
Tendo em maos as defini¢oes acima, podemos entao associar a uma métrica Riemanniana

uma teoria de integragao tal que:
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i) a fun¢ao f : M — R é mensuravel se, para todo sistema de coordenadas x : U C

M — R" em M, fox~! é mensuravel sobre x(U);

i1) para toda cobertura {x, : U, C M — R"} de M por sistemas de coordenadas com

partigdo da unidade {f,}, a medida Riemanniana em M ¢é dada pela densidade
dv =" fo/Gadz) - dal,

onde dzl ---dxz" ¢ a densidade da medida de Lebesgue em x,(U,) C R" e g, é 0

determinante da matriz gj; dada por

o_ [0 0

Do modo como foi construida a teoria de integracao acima em M, temos que a densidade

em um dominio U nao depende do sistema de coordenadas x. Deste modo temos

/ fdx = / fox tdv.
x-1(U) x(U)

Dispondo agora de uma teoria de integracao estamos em condigoes de enunciar o Teo-
rema da Divergéncia e as formulas de Green. Suponhamos que M possui fronteira OM
com meétrica Riemanniana induzida mensuravel e densidade da medida denotada por dA.

Considere v o campo de vetores unitario normal e exterior a OM.

Teorema 1.3 (da Divergéncia I). Seja X uma campo de vetores C* em M com suporte

compacto em M. Entao

/M (divX)dV = / (X, v)dA. (1.1)

oM

Teorema 1.4 (Férmulas de Green I). Sejam f € C'(M) tal que h(V f) possui suporte

compacto em M. Entao

/{hAf+<Vh,Vf>}dV:/ h(vf)dA. (1.2)

oM

Se também tivermos h € C*(M) com ambas f, h com suporte compacto em M, entio

/M{hAf — fARYAV = /8M{h(z/f) — f(vh)} dA. (1.3)
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Dos teoremas acima citados temos as seguintes versoes mais simples para o Teorema

da Divergéncia e para as Formulas de Green:

Teorema 1.5 (da Divergéncia IT). Seja X um campo de vetores C* em M com suporte

compacto. Entao
/ (divX)dV = 0. (1.4)
M

Teorema 1.6 (Férmulas de Green II). Sejam h € C', f € C? fungdes reais em M
tal que h(V f) possui suporte compacto em M. Entdo

/ {hRAf +(Vh,Vf)}dV =0. (1.5)
M
Se também tivermos h € C? com ambas f,h com suporte compacto em M entdo

/ (hAf — fARYAV = 0. (1.6)

1.3 Sobre autovalores do operador Laplaciano

Apresentamos nesta se¢ao alguns resultados importantes sobre o problema do auto-

valor para o operador Laplaciano.

Para tal, iniciamos definindo por L?*(M) o espago das fungoes f mensuraveis em M

tal que
/ |f|?dv < +oo0.
M

Sobre L?(M) temos um produto interno (-,-) : L2(M) x L?*(M) — R e induzido por ele

uma norma || f||*> : L*(M) — R, dados respectivamente por

(= [ s

LFII* = (£, £),

para f,h € L*(M). Temos assim que com este produto interno, L*(M) é um espago de
Hilbert.

Definicao 1.8. Definiremos o delta de Kronecker, d;; como
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1, sei =7
0ij = S,
0, sei#j
Definigao 1.9. Seja f € L*(M). Um conjunto de fungoes {u;};-, é dito uma base

ortonormal de L?(M) se:

i) f pode ser escrita como f = 37" aju; onde a; = (f,u;);
i) (ui, uj) = 0ij.

Existem problemas interessantes envolvendo autovalores, entretanto o foco deste tra-

balho esta nos seguintes problemas:

Problema Fechado: Seja M compacta e conexa. O problema consiste em encontrar todos

os nlimeros reais A para o qual existe uma solucao nao trivial ¢ € C?(M) tal que
Ap = —Ap. (1.7)

Problema de Dirichlet: Seja OM # (), M compacta e conexa. Deseja-se encontrar todos
os nlimeros reais A para o qual existe uma solucdo ndo trivial ¢ € C*(M) N C°(M) de
(1.7), tal que ¢ =0 em OM.

Os nameros reais acima referidos sao chamados de autovalores de A, e o espaco veto-
rial de solugoes de (1.7) para cada A é chamado de autoespago. Os elementos de cada

autoespaco sao chamados de autofungoes.
O proximo teorema nos fornece importantes informacoes a respeito do comportamento dos

autovalores dos problemas acima citados, bem como o comportamento das autofungoes

correspondentes.

Teorema 1.7. Para os problemas de autovalores acima, temos:

i) o conjunto de autovalores consiste em uma seqiéncia crescente de nimeros reais

OS)\1§A2<"'—>OO;
i1) cada autoespago associado tem dimensdo finita.

10
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Apresentamos agora um resultado que é utilizado como principal ferramenta para a

prova de todos os resultados dos préoximos capitulos.

Teorema 1.8 (Desigualdade de Rayleigh). Considere o problema de Dirichlet (ou

Fechado) e seus autovalores
0<A <A< — o0,

onde escrevemos desta forma para dizer que cada autovalor € repetido o numero de vezes
igual a sua multiplicidade. Se f # 0 estd no completamento de C* com f |4, =0 (para o

caso do problema de Dirichlet), ou fM fdx =0 (para o caso do problema fechado), entao

/ V1P de
ns (1.8)
d
e

onde a igualdade ocorre se e somente se f € uma autofuncao de A\i. Além disso, se
{ur,ug, -} € uma base ortonormal de L*(M) tais que u; € uma autofuncio de \;, para

cada j =1,2,---, e f € uma fungcio C*, com f#0 e f |5, =0 tal que
(f7u1):(fau2):”':<f7uk):07 (19)

entao
VP da
Mop1 < =M

/Mdea: 7

onde a tgualdade ocorre se e somente se f é autofungao de Agy1.
Demonstracao: Definamos a; = (f,u;) para f e u; nas hipoteses do teorema acima.

Assim para k > 1, (1.9) é equivalente a oy = -+ = o = 0. Entao para todo k =1,2,...
er=k+1,k+2, ... temos

11
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0 < /M V=Y ), V(= Y aguy) do

j=k+1 j=k+1
- /(Vf,Vf) dr — 2 Z ozj/ (Vf,Vu;) dx + Z ajal/ (Vu;, Vug) do
M ) M lj=k+1 M
= / IV f|? dz + 2 Z a;(f, Auj) — Z ajo(uj, Ay)
M j=h+1 Li=k+1
- / VFPde = ) al);.
M j=k+1
Por outro lado, como / IV f|? dv < 400, temos Z a?)\j < +00. Portanto
M j=k+1
/ IVfPde > > al
M j=k+1
> Akt Z Oé?
j=k+1
= )\k—l-l/ f2 dz,
M
concluindo a demonstracao da Desigualdade de Rayleigh. ¢

1.4 Imersoes Isométricas

Nesta secao introduzimos brevemente alguns conceitos basicos como imersoes e subvar-
iedades minimas tendo como alvo o Capitulo 4 deste trabalho. Para nés, M e N denotarao

variedades Riemannianas de dimensao m e n (m < n, n = m + k), respectivamente.

Definicao 1.10. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N ¢é uma imersao se dy, :
TyM — T, N € injetiva para todo p € M. Se além disso, ¢ ¢ um homeomorfismo sobre
©(M) C N, onde (M) tem topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se
M C N e ainclusao ¢ : M <— N é um mergulho, diz-se que M é subvariedade de N.

Uma conseqiiéncia da definicao é apresentada pela seguinte proposigao:

Proposicao 1.1. Seja p : M — N wuma imersao. Para todo ponto p € M, existe uma

12
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vizinhanga V- C M de p tal que a restrigao ¢, : V. — N € um mergulho.

A demonstracao deste resultado é uma conseqiiéncia do Teorema da Funcao Inversa e

pode ser encontrada em [6].

Temos entao que se f : M — N é uma imersao, existe para cada p € M, uma viz-
inhanga V' C M de p tal que f(V) C N é uma subvariedade de N. Entao existe uma
vizinhanca U C N de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R*, tais que ¢ aplica
difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespago R" C R¥. Simplificamos entdo
a notagao identificando U com f(U) com a intencao de extender um campo local em M

(ou seja, definido em U) a um campo local em N (isto ¢, definido em U).

Denotando por T, M+ o complemento ortogonal de T,M para cada p € M, o produto

interno em 7, N decompoe T,N na soma direta
T,N =T,M & T,M".
Se £ € T,N, podemos assim escrever
£=¢"+¢",

onde (T € T,M e &N € T,M*. Denominamos £¥ a componente tangencial de € e £V a
componente normal de €.

Sejam agora V eV as conexdes de Levi-Civita com respeito as métricas Riemannianas em
M e N, respectivamente. Para todop € M, §{ € T,M e Y um campo de vetores tangentes

em N definido na vizinhanca de p, definimos
VY = (VeY)'

Definicao 1.11. Sejam { e n em T,M, e Y um campo de vetores tangentes que extende
n em uma vizinhanga de p. Considere a aplicagio B : T,M x T,M — (T,M)* definida
por

B(&,n) = (Ver)".

Temos assim que B é uma forma bilinear simétrica, que é chamada a sequnda forma
fundamental de M em N.

13
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Tome agora n € (T,M)*. Temos entdo que a aplicagao H, : T,M x T,M — R dada
por

Hn(fa C) = <B(€a C)v 77>

para £, € T,M, define uma forma bilinear simétrica. Observe que a esta aplicacao
bilinear simétrica fica associada uma aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M

dada por

Com base nestas informagoes temos uma expressao em p da aplicacao linear associada a
segunda forma fundamental em termos da derivada covariante (cf.[6], pg. 142), em outras

palavras, temos

Sy(§) = —=(VeN)™,
para £ € T,M e N uma extensao local de n € (Tp]W)L normal a M.

Definicao 1.12. Uma imersao f : M — N é dita ser minima se para todo n € (TpM)L

tem-se traco .S, = 0.

Tomando Fj,..., Fy um referencial ortonormal de vetores em x(U) onde U é uma

vizinhanga em p na qual f é um mergulho, temos

k

B(£,¢) = Y Hgl(&QE;
=1
k

iil

i=1
Deste modo o vetor normal definido por

k
H = Z(traQOSEi)Ei,
i=1
nao depende do referencial F; escolhido. Este vetor H é chamado o vetor curvatura média
de f. Segue assim que f é minima se e somente se H(p) = 0, para todo p € M.
A razao da palavra minima neste contexto é que tais imersdes minimizam o volume
da métrica induzida do mesmo modo que as geodésicas minimizam o comprimento de

arco. Mais precisamente, se M C N é uma subvariedade minima e D C M um dominio
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

suficientemente pequeno de M com bordo 0D, entdao o volume de qualquer de D na
métrica induzida é menor ou igual ao volume de qualquer outra subvariedade de N com

o0 mesmo bordo.
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Capitulo 2

As desigualdades de Hile-Protter,Yang
e Payne-Poélya-Weinberger

Neste capitulo tratamos as desigualdades de HP, Yang e PPW para o problema do op-
erador Laplaciano, restringindo-nos a provar somente as duas desigualdades inicialmente
citadas por motivos que serao justificados ao longo do capitulo, a saber na segao (2.2) que

trata as implicagoes a respeito de tais desigualdades.

Este é um dos capitulos mais importantes. E neste que estabelecemos o método
para a prova das desigualdades, método que possui como principal referéncia o uso da

desigualdade de Cauchy-Schwarz e que sera utilizado durante todo este trabalho.

2.1 A desigualdade de Hile-Protter (HP)

Teorema 2.1 (Desigualdade de Hile-Protter (HP)). Seja Ay o k-ésimo autovalor

para o problema de Dirichlet (1) em um dominio conexo limitado 2 C R™. Entao vale:
S
— M1 — Ai 4

para k=1,2,....

Demonstracao: Seja ¢ # 0 com ¢ |;, uma funcdo nao trivial ortogonal a w;, i =

16



Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

1,...,k (ortogonal com respeito ao produto interno L?(Q) definido no Capitulo 1) tal
que / uwujdr = 0;5. Pela Desigualdade de Rayleigh
Q
/ p(—Ap)dx
< (2.1)
/ ©idx
Q
Através de escolhas adequadas de ¢, construida através de uq, ..., ug, podemos encontrar
limitacoes para Ap;1 em termos dos autovalores Aq, ..., \;r. Em particular tomamos
k
P =i = zui — Y aiu, 1 <i<k,

j=1

onde x representa qualquer coordenada cartesiana z;, [ =1,...,n.

Assim os a;;’s sao as componentes de zu; ao longo de u;, ou seja,

;j :/xuiujdm.
Q

Como ¢; Lu; para todo 4,j = 1,...,k, temos
k

/ (pl(_ASO”L)dx - / sz()\zxuz - 2u7,34 - Zaijujui)dx
Q Q

j=1

= )\i/xuigpidx—2/uizg0idx,
Q Q

/goi(—Agoi)da:: )\i/gofd:c—Q/uiI(pidx, (2.2)
Q Q Q
8ui

onde denotamos u;, = :

ox

k
/gpfdx = /Ocui%dfﬂ—/zaij“j%dx
Q Q =1

= / rup;de,
Q

k
/<p?d:c = / v*uidr — Zafjdx. (2.3)
Q Q =

donde

Por outro lado,

obtendo

17



Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

Por (2.1) e (2.2) podemos escrever

/\k+1/<ﬂ?d9€ < /%‘(—A%‘)dﬂ?
Q Q

= Ai/sﬁz?dx—/uixA%d%
0 0

(Akg1 — )\i)/gofd:c < —2/ i, dx. (2.4)
0 Q

Como A\, 1 > \; para todo k, em particular concluimos que

e entao

0 < —2/<piuizdx
Q

= —2/(xui—2a,-juj)uimdx
)

j=1

k
= —2/xuiuizdx%—QZaij/ujuizdx
Q Q

J=1

k
= —/x(u?)xdijQZ(zij/ wju;, do.
0 o Je

Denotando b;; = / u;, ujdr, a equagao acima assume a forma
Q

k
_Q/go,;ul-zdm:/u?dx—i—ZZa,-jb,-j_ (2.5)
Q Q

j=1

Agora que encontramos uma expressao para a integral do lado esquerdo acima, procuramos

para a mesma uma espressao que seja conhecida para nés. Para tanto, notemos que por

(—2/Q<piuild:c)2 <4 </ﬂ gpﬂd:c> </ﬂ u?zd:c). (2.6)

—Q/QDiuiIdZE 4/u?xdx
Q < Q
/go?dx /go,;uixd:r.
Q Q

Aqui entendemos que caso p; = 0 ambos os membros sao interpretados como infinito, e

Cauchy-Schwarz:

Assim
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Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

que se / pu;, dr = 0, interpretamos o lado direito da desigualdade acima como sendo

Q
infinito. Deste modo, por (2.4),(2.5) e (2.7), temos

4/ufzd:c
Aep1 — A < —F——

wiu;, dr
Q

/uZ2 dx
xT
Q

% .
1 + 2 Z aijbij
j=1

Procuramos agora uma expressao para os b;;’s em funcao dos a;;’s. Assim

2bij = 2/uzzu]dx
Q
= /(A(xui)—xAui)ujdx
Q

= —/xui(—Auj)dx—/xujAuid:B
Q

Q

= —)\j/xuiujdm+)\i/uiujxdx
Q Q
= (A = Aj)aij,

e entdo (2.8) fica

(Akr1 — A)

k
1+ Zafj()\i — )\j)] < 4/Qufzdx.
j=1

Introduzimos agora o indice | fazendo as seguintes substituicdes: z — z0; ¢, —

0.

i — a5 bij — bl(;). Em particular, (2.9) torna-se

L4 > (0 - m] <4 / (u?)da.

(2.8)

(2.10)

Desde que [,u;dr = 1, a Desigualdade de Rayleight nos diz que \; = [, |Vu,|*dz.

Somando (2.10) em [ de 1 a n obtemos

(A1 — Ai)

19
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Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

onde denotamos i
A= (af))? = Az > 0.
=1

Finalmente dividimos a equagao (2.11) por (Ax11 — A;) € somamos com respeito ao indice

k
i,onde i =1,..., k. Com isto, observamos que Z Z A;j(Ai — Aj) =0, e a desigualdade
i=1 j=1
resultante sera

_— > —. .
Zz: Met1 — A 4 (2.12)

Finalizamos assim a prova da Desigualdade de Hile-Protter. ¢

2.2 Desigualdade de Yang

A prova da desigualdade de Yang utiliza basicamente a mesma estratégia da prova da
Desigualdade de Hile-Protter. Veremos que a diferenca esta no modo de como escrevemos
a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Uma vez feita esta modificagao, resta-nos descobrir
uma maneira de eliminarmos os termos indesejaveis da inequacao resultante utilizando do

que ja sabemos pela se¢ao anterior.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Yang). Seja Ay o k-ésimo autovalor para o problema

de Dirichlet em um dominio conexo limitado 2 C R™. Entao vale:
i 4
Z()\k—i-l - \) ()\k—i-l — A\ (1 + ﬁ)) <0
i=1

para k =1,2,....

Demonstracao: Tomando ¢, e u; como na demonstragao do Teorema 2.1, isto ¢é,

k

© =@ =TU; — E Qi5Uj,
j=1

onde i < 4,7 < k com ¢_Lu; para todo j ainda sobre o produto interno em L?*({2), obser-
vamos que a integral fﬂ w;u;, dr fica inafetada caso subtrairmos de wu;, suas componentes

ao longo das u;’s, para todo ¢,7 = 1,... k.
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Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

Assim escrevemos agora (2.6) de outra forma:

(2 fromar) = (2o (oo dx)Q

J=1

VAN
W
S~
S|
=N
Q.
=
~_
S—~—
VR
£
5]
|
Mk
S
<
QQ
~__—
Y]
QL
S

_ ( /Q gpfdx) ( /Q u?xdx—zk:()\i—)\j)ga?j).

j=1
Pela Desigualdade de Rayleight podemos entao escrever
k

2 2 2
9 / o, dv /Q uf,dr =) (N — y)%aj;
{2 < .

j=1

< (2.13)
/ ldx / Y, dr
Q Q
Logo (2.13) fica
k k
Mot = Aa) |1+ ad( — Aj)] < 4/ ul de = (A = Xj)’aj,
j=1 @ j=1
ou ainda i
()‘k‘-i-l - )\Z) + Z()\k'H - /\])()\Z - )\j)a?j < 4/Qu12xd$ (2.14)

J=1

Adotando a mesma idéia da segao (2.1), atribuimos o indice [ & coordenada z, isto é,
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Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

(2.14) escreve-se

k
Mt = M) + > (ks — = M)l < 4/ up, dr.
J=1 @

Somamos agora em [ com [ = 1,...,n, e em seguida multiplicamos ambos os membros da

desigualdade obtida por (A1 — A;). Desta forma obtemos
k
n(Are1 — N)* + Z A1 = i) A — A (A = Aj) Aij < AN (N — A,
7=1

onde A;; é como definido na se¢ao (2.1). Finalmente somamos em ¢ de 1 até k, observando

que os termos que acompanham os A;;’s se anulam no somatoério em 7. Em outras palvras,
k k
2
n g (M1 — )" < 4 g Ai( Ak — A
=1 i=1
ou seja,

k

> kg1 = A) ()\kH —\ (1 + %)) <0

i=1

para k= 1,2,..., que é a desigualdade desejada. ¢

2.3 Implicagoes entre as desigualdades de Yang, HP e
PPW

Provamos nesta se¢ao como a segunda desigualdade de Yang (e portanto a primeira
desigualdade) implica na desigualdade de HP, e porque esta ultima implica na desigual-
dade de PPW.

Para isto definamos a seguinte fungao:
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Capitulo 2. As desigualdades de Hile-Protter,Yang e Payne-Polya-Weinberger

a qual nao esta definida para todo s =\;, i =1,...,k.

Observe que trata-se de uma funcao estritamente decrescente entre cada \; e em par-

ticular, estritamente decrescente para s > A, com valores que variam de +o0o a 0. Assim

n
existe um unico valor o > )\ satisfazendo F(o) = i Como F' é decrescente,
F(o) < F(M\g11).

Portanto podemos escrever a desigualdade de HP da seguinte forma

o Z )\k+1.
Defina agora a funcao
x
xr) = ,
fla) =
para s > x com s positivo.
T f4 A " 2s ‘ :
E facil ver que f"(z) = ﬁ, mostrando que f é estritamente convexa para r €
s—

(—o0, s). Entao, para s > A\ temos

Flo) = 3

(A4

ol
~
VN
| =
1M
>
~_

onde interpretamos F'(s) como infinito se s = A.

Fazendo agora
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temos que

e

F((l—k%)%i/\) > =

Portanto concluimos que

1\ 1
<(1+2) Y <
>\k+1_( +n>k‘i:1 >\1_O',

o que prova a segunda desigualdade de Yang ser mais forte do que a desigualdade de
Hile-Protter, ou ainda, que ambas as desigualdades de Yang sao melhores do que a de
Hile-Protter.

Observacao 2.1. A desigualdade de HP

b A nk
Sz
— Aep1 — A 4

para k = 1,2,..., é claramete mais forte do que a de PPW. Para tanto, como dito na

introducao, basta substituir A\; na desigualdade de HP por Aj.
Assim temos as seguintes implicagoes:
Yangl = Yang2 = HP = PPW,

para cada k =1,2,....

As implicagoes acima nos levam entao a procurar limitacoes para autovalores através
do método usado para provar a primeira desigualdade de Yang. Por esse motivo, as de-
sigualdades que provaremos daqui em diante serao analogos da primeira (ou da segunda)

desigualdade de Yang.
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Capitulo 3

Extensoes para autovalores do operador

de Schrodinger

Estamos agora interessados em estender alguns resultados das se¢oes anteriores. Para

isto consideremos o problema do autovalor

—Au+V(x)u = Ip(z)u em (2 C R",

\ (3.1)

u |8Q

Aqui, © significa um dominio limitado em R", V' (z) representa um potencial nao negativo,
e p(x) é uma fungao continua positiva também chamada de fungao densidade (as fungdes
p e V recebem estes nomes devido aos seus interesses voltados para a Fisica). O operador
acima —A + V(z) é chamado de operador de Schrodinger. O objetivo deste capitulo é

encontrar limitagdes para o autovalor do problema (3.1).

Porém, antes de iniciarmos pela procura por estas limitacoes, notemos que precisamos

definir um produto interno diferente de todos os outros definidos anteriormente.

Denotaremos por L2(£2, p) como sendo o espaco das fungoes f definidas em Q para as
quais

/ pfidx < +oo.
Q
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Capitulo 3. Extensoes para autovalores do operador de Schrodinger

Desta forma munimos o espago L*(€2, p) de um produto interno

(" ) : LQ(Qap) X LQ(Qap) — R,

o qual induz uma norma || - || : L*(Q, p) — R, dados respectivamente por:
(r.9) = | piote (32)
e
115 = (£, ) (3.3)

onde f, h € L*(Q, p).

Afirmagao 3.1. Em particular, a desigualdade de Rayleight para o problema (3.1), onde
denotamos H = —A + V(x), fica

[ st

Q
M <L (3.4)
NG
Q
isto é, se uq,us, ... sa0 autofuncoes ortonormais correspondendo a Aq, Ag, .. ., respectiva-

mente, f é uma funcdo diferenciavel em €2, com f # 0 e f |, satisfazendo

(f?ul)P: (f7u2>P: T — (f?uk>P:07

temos a desigualdade (3.4). Para provarmos a afirmagao utilizamos a mesma idéia da

prova da a Desigualdade de Rayleigh feita no Capitulo 1. Definamos primeiramente

DIf. f] = /Q F(H f)de.

Desta forma, como

(f?ul),ﬂ: (f7u2>P: = (f>uk)P:0>

desprezamos as k-ésimas componentes de f em L?((, p) e escrevemos, para r = k+ 1,k +
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2,.
0 S D f— Z OéjUj,f— Z QU5
j= k—i—l j=k+1

= fl—2 Z a;D[f,u;] + Z ajou Dy, w]
Jj= k?+1 lj= k+1

= DI[f,f]—2 Z a;jN(f,uj), Z ajou(uj, w),
j=k+1 Lj=k+1
Jj=k+1

Como DIf, f] < oo, temos Z )\ja?- < 00. Assim
j=k+1

f]> Z Aj05 > Mgy Z af = || f]2

j=k+1 j=k+1

Logo vale a afirmagao.

Entao para x representando qualquer coordenada cartesiana x;, 1 <[ < n, tomamos

k
Y =@ =TU — E Qi Uj
j=1

com
/ Ui'LLjp diC = 5@‘
Q
e assim,
@ij = / pruiu; dz, para 1 <4,j < k.
Q
Por outro lado,
k
Hyi = —zAu; —u;Ax — 2uy, + V(x)xu; — Z iU AP
j=1

k
= xHu; — 2u;, — Z aijuj)‘jpa

J=1
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que multiplicado por ; e integrado em (2 fica

/goi(Hgoi)d:E = )\i/gpixpuidx—Q/gpiuizdx
Q Q Q

= )\i/SO?de_Q/SOiUizdl’-
Q Q

(Aky1 — )\i)/gofpdx < —2/ i, dx. (3.5)
Q Q

Assim temos que

Porém, também temos
0 < —2/ Yiu;, dr
Q

k
= —2/(xui — Y auj)u,dr
(03

j=1

k
— —/x(ul)deI—l—Q/Zamujulzda:
k
— /u?dw—l—QZaljbm
Q

Jj=1

onde bij = / uixUdeL' = bﬂ
Q

Afirmacao 3.2. Da maneira como b;; foi definido acima, temos b;; = (A\; — Aj)ai;.

Com efeito,

2b;; = 2/UimUjdx
Q
= /[A(mui)—xAui] ujdx
Q

= —/xui(—Auj)dx+—/a:uj(—Aui)d:E
0

Q
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= — /Q[xuiHuj — V(z)zuujlde + /Q[xujHuZ — V(z)zruuj|dx

= —/:vuiHujdx+/$ujHuida:
Q Q

= (/\i—)\j)/gpxuiujdx

= (N = Aj)ag,

0 que prova a afirmacao.

Segue entao que

k
_2/ YU, dr = / uidr + Za?j()\i — ).
Q Q e

Tentaremos agora utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz como feito no Capitulo
2 (Secao 2.2). Entretanto, para tentar facilitar os célculos, introduzimos a fungao p

apropriadamente como segue:

k
—2/ Y, dr = —2/ goip% [p%uiz — Zbijpéuj] dx.
Q Q

j=1

Estamos agora em condig¢oes de aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz como segue:

2 i 2
(—2/ %’Uizdf) < 4 (/ P@?dx) / [Péuz’z - me’/)%%’] dx
(9] Q Q jZl

k k
Q Q j=1 j=1

Portanto temos

2 k
<—2/ goiuizdx) <4 (/ p(pfdx) / ptu; dx — Zb?j : (3.6)
0 0 0 sy
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Da equagao (3.5) e (3.6) escrevemos entao

k
-1, 2 2 2
_2/ oty d 4/Qp uy dr — Zl()\z — \j) agdx
Aep1 — A < —E———da < ;_ ;
2d
/QW’ ! /Qufdff +> (= Aaj
j=1
ou ainda,
k
(Mer1 — N) / uidx + Z(AkH — ) (N — )\j)a?j < 4/ p~ ' du. (3.7)
Q Q

Jj=1

Como z representa qualquer fungao coordenada em R™, como feito anteriormente, so-

mamos (3.7) em [, 1 <1 <n, obtendo assim

k
Q Q

Jj=1

n

com A;; = Z:(ag-))2 =A;>0e az(é-) = / zpuuide.

=1 L
Multiplicando a equagao (3.8) por (Agy1 — A;) e em seguida somando a desigualdade
resultante em ¢ com 1 < ¢ < k, observamos que o termo do lado esquerdo envolvendo o

somatorio sera igual a zero. Em outras palavras, a desigualdade resultante sera

k k
n Y (k1 — i) /Q wide <4 (A — M) /Q p V| 2de. (3.9)
i=1 =1

A tarefa agora ¢ tentar solucionar o problema da falta da funcao p no integrando do lado
esquerdo da inequacdo, asim como o problema do aparecimento da funcdo p~! no inte-

grando do lado direito da inequagao (queremos que apareca algo como o produto interno
definido em (3.2)).

Remediamos esta situagdo fazendo ppe: = maxp(z) e ppin = minp(x). Desta forma
e xel)

podemos escrever (3.9):
k

k
=1 Q

i=1 Q pmar
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Porém, como V(z) > 0 e /

pu? = 1dx, temos / |Vu,;|*dx < \;. Segue assim a desigual-
Q Q
dade:

k

3 st — M) lAkH - (1 + ﬁp’”‘”‘?) Ail <0, (3.10)

i=1 N Prmin

que é o analogo da desigualdade de Yang para este caso. Em outras palavras, temos o

Teorema 3.1. Considere o probema do autovalor (3.1) onde Q2 € um dominio limitado em
R™, V' € um potencial nao negativo em L>®(Q2), e p é uma fun¢io peso a qual é continua
e positiva em Q. Entdo para cada k = 1,2, ..., os autovalores satisfazem a desiqualdade

(3.10).

Observagao 3.1. De (3.10) temos:

1 2 i
Akp1 < _<1+_pmaz>z)\i+

k T Pyni
pm’LTL 1_1

2 2
4% (1< 4 Prnar ) 1 o 1o
—tmar (2NN — (14 = D Y= P
n? p%nm (k i=1 ) ( +npmin k kzzl

=1

1
2

Assim, como feito no Capitulo 2, podemos deduzir o analogo para a segunda desigualdade
de Yang:

4 1<
Apg1 < (1 + _pmaz) EZ/\Z

N Prmin
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Capitulo 4

Autovalores do Operador Laplaciano

em subvariedades da esfera

Estamos agora interessados em utilizar os métodos usados anteriormente para obter
limitacoes para o autovalor A do o problema de Laplace Au = —Au em uma variedade
subvariedade Riemanniana M contida em uma esfera unitaria. Agora u é uma fungao em
M tal que M é um dominio em S" com u satisfazendo o problema de Dirichlet, ou ainda,
M ¢ uma hipersuperficie minima compacta em S"*! (fatos a mais sobre autovalores para,
estes tipos de problemas podem ser encontrados em [7] e [15]).

Comecaremos enunciando uma proposicao a qual nao demonstraremos e que nos seré tutil

para a prova do Teorema 4.1.

Proposicao 4.1. Se z; com 1 < i < n + 1 representam as R -funcoes coordenadas
de S™, temos que estas fungoes coordenadas formam o autoespaco associado ao autovalor
A =n, ou seja,

—Ax; = nx;.
Considere agora M um dominio em S™ com condigoes de fronteira de Dirichlet, ou

seja, o problema do Laplaciano

—Au = lu em M,
(4.1)

I
=

u ’aM

Observe que neste caso 0 nao é um autovalor do problema acima (a menos que M = S"),
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0 que nos leva ao espectro discreto real

D<A <A< A3 < — 0.

Temos portanto o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Considere o problema do autovalor (4.1). Se \; representa o i-ésimo

autovalor do problema acima, entao

k
4
3020 (e (1 )00 <0

i=1

para k =1,2,....

Demonstragao: Se x1,. .., 7,4 sdo as funcoes coordenadas de R"!, entao definimos

n+1
S" = {(Il,. .. ,I’n+1> S Rn+1;le2 = 1} .

=1

Logo, se ¢ # 0 é uma fungao diferenciavel em M satisfazendo (4.1), temos que vale a

desigualdade de Rayleight. Tomamos assim
k
¥ =i = T — Zaijuj
j=1

com ¢; Lu; (com relagdo ao produto interno(f,g) = [, fgdx) para todo i,j = 1,...,k,

buscando limitagoes para o (k+1)-ésimo autovalor. Pela Proposi¢ao 4.1:
Ax; = —nx;, paral=1,...,n+1. (4.2)

Considere entao uma funcao diferenciavel ¢ # 0 em M. Pela desigualdade de Rayleight

temos que
/ p(—Ap)dx
Ap < =M : (4.3)
/ o dx
M
para @ ortogonal as autofungoes uy,--- ,u, com autovalores Aq,--- , Ay, respectivamente

(com relagao ao produto interno em L?(Q)). Assim, se z representa qualquer fungao
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coordenada padrao de R em S”, para

k
Y=Y =TU; — E Qi5Uj,

J=1

teremos a;; = fM ru;u;dr, e ainda

~Ap; = —A(zuy) — Z ai;(—Auy)
(1.9

k
Nu;x — 2Vu; - Vr + nxu; — Z AijAjU;.

j=1

onde o simbolo - representa o produto interno (), e V representa o operador gradiente.

Entao por (4.3) e (4.4) temos

)\kz+1/ prdr < /%’(—A%)dﬂ?
M M
= /\i/ gp?dx—/ 0i(2Vu; - Vr — nxw;)dz,
M M

ou ainda
(4.5)

(Akt1 — /\Z)/ ldr < —/ ©i(2Vu,; - Vo — nxu;)d.
M M

Desde que ¢; Lu;, para obtermos a desigualdade de Yang subtraimos 22;?:1 biju; da

integral do lado direito de (4.5)

M j=1

k
—/ 0i(2Vu; - Vo — nx)dr = —/ 0i(2Vu; - Vo — nxu; — QZbijuj)da: = w;.
M

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:

X 2
nTu;
() [ (oo ) o
M M j=1

ou seja,
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w;

/ pidx
M

2
4/ (Vui Vo — m:ul wauj> dx (4.6)
M

W;

(M1 —Ai) <

IN

4(72'

)
w;

k 2
nxu;

Entretanto, para continuarmos nossos calculos precisamos também da

onde

Afirmacgao 4.1. Temos que vale: 2b;; = (\; — A;). De fato,

Ajai; = :v)\ uud
ru; A, dx

A(zuy)

I
:\a\s

(w;Az 4+ xAu; + 2V - Vu;)ujde

I
| |
T2

—nau; + 2V - Vu,))u;dr + / Nizuujde
M
= —2b;; + Naj,

isto &, 2b;; = (\; — A;), como afirmado.

Resta-nos agora encontrar expressoes mais simples para o; e w;. Assim

L 2
nIu;
o; = VUZVZE— l— blu
/M( > )
_ 2
= /M(Vul V) + 4/ d:c—l—Zb

— Zb,]/ u;(2Vu; - Vo + u;Az)dx + n/ wx(Vu; - Vr)dr

M

2 1 k
= / (Vu; - Va)2de + — / uir’dr — = Z az.(Ni — N\j)° + n/ Vu? - Vaidz.
M 4 Ju 4= M
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Por outro lado,
w; = —/ 0i(2Vu; - Vo + u;Ax)dx
M

k
= —/ (xu; — Z aiju;)(2Ve - Vu; + w;Az)dx
M

j=1

k
1
- §/M(V - Vu; )dm—l—n/ xQU?dx—i—Zaij()\
j=1

Atribuimos agora o indice [ a fungao coordenada x como feito na Se¢ao 2.1. Em seguida
substituimos w; e o; na equagao (4.6), somando em seguida a desigualdade obtida com

respeito ao indice [, onde [ =1,...,n+ 1.

Afirmagio 4.2. Para todo ponto p € M temos Y1 (Vu; - Vay)? = | V|2
Com efeito, para qualquer campo de vetor Y € T, M temos (Y, Vz;) = Y (z;). Deta forma

n+1 n+1

D (Vui - V) = (Vui(w))? = [(Vui(r), ..., Vui(zaia))”

=1 =1

Mas para p € M e uma curva em M ~: I — M tal que y(t) = (21(¢),...,2,41(t)) com
7(0) = p e 4/(0) = v, temos que

(v(z1),. ., v(Tpar)) =v(T1, .o Tpy) = %(m, s ) (V) Lo
— %(ml(t), o g (1)) [

Assim, (Vus(z1), .., Vig(s1)) = Vi e daf segue que |(Vug(e1), -, Vit (2as1))[2 =
|VU1 |2.

Portanto, como
n+1 n+1

Z(le = |Vu)? Zml =1,
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obteremos i
AN +n? =) (N — M)Ay
(Aks1 — Ai) < = (4.7)
n -+ Z Aij ,
j=1
onde
n+1
Ay = Z(ag)f =A;; >0
=1
Entao (4.7) fica
k k
n(Akr1 — i) + Z(/\k—H — ) (A = Aj) A < AN+ n® — Z(Az - )\j)QAij7
J=1 j=1
ou ainda,
k
(A1 — Ni) + Z Net1 — —Aj)Ai; <4\ + nZ. (4.8)
j=1

Para finalizarmos a demonstragao do teorema, multiplicamos (4.8) por (Az11—A;) somando

em seguida, com respeito ao indice ¢ de 1 a k. Basta entao observar que
kook
D> wrt = A = A) it = Ay) = 0.
i=1 j=1
Conseqiientemente teremos
k k
n> (ke = A)” <) (e — M) (AN +n?),
i=1 i=1
ou equivalentemente,
i 1
> kgr = A) (A,m - (1 + 5) Ai — n) <0, (4.9)
i=1

para k = 1,2, ..., completando a demonstracao do teorema. ¢

Observagao 4.1. Desenvolvendo o somatorio da equagao (4.9) podemos encontrar uma
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limitacao para Agiq:
2\ 1 < n
A < ([14+=)= A + =
1 < (+n)k2 + 5t
k 2 k 2 k
2 n 4\ 1
= a2 (12 )= N - 2
ci(Ene) () s |(B) e

i=1

L (4.10)

De (4.10) podemos também deduzir o anélogo para a segunda desigualdade de Yang,
basta aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz na expressao dentro dos colchetes, isto

¢,
k
1 4
et < 7 (1+E);Ai+n.

Corolario 4.1. O i-ésimo autovalor para o problema (4.1) satisfaz

Demonstracao: Considere a desigualdade (4.8). Substitua (Ag11 — A;j) por (Agt1 — Ai)
e divida a equacao resultante por (Ag11 — A;). O resultado fica provado quando somamos

a desigualdade resultante em ¢, i =1, ..., k. ¢

Proposigao 4.2. Seja M uma hipersuperficie minima compacta na esfera unitdaria n+ 1
dimensional S*1. Se x; com 1 < i < n + 2 representam as R" 2-fungoes coordenadas
de S, temos que estas funcoes coordenadas sio autofuncgoes associadas ao autovalor
A =n, ou seja,

—Ax; = nx;.

De posse da proposicao acima podemos enunciar o segundo e tltimo resultado principal

deste capitulo.

Teorema 4.2. Seja M uma hipersuperficie minima compacta na esfera unitdria n + 1

dimensional S*™. Se N;, i = 1,2,..., € o i-ésimo autovalor do problema Au = —M\u,
entao
i 4
Z()‘k—i-l - i) (/\k+1 - (1 + E) Ai — n) <0,
i=0
para k=1,2,....
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Capitulo 4. Autovalores do Operador Laplaciano em subvariedades da esfera

Demonstragao: Considerando 1, .. ., 2,42 como sendo as funcoes coordenadas de R"+2,

n+2
Sn+1 = {(.Tl, ce 7$n+2) € Rn+2;le2 = 1} .

=1

temos

Temos também que vale, pela Proposigao 4.2,
Ax; = —nx;,, paral=1,....,n+2. (4.11)

Por outro lado, como o problema nao apresenta condigoes de fronteira, concluimos que o

espectro de autovalores apresenta o seguinte comportamento
O:>\0<)\1§)\2§>\3§"'—>OO.

Considere entao uma fungao diferenciavel ¢ # 0 em M para ¢ ortogonal as autofungoes
uy, -+, up com autovalores Ao, - -+ , A, respectivamente (com relagdo ao produto interno
em L*(€)). Novamente, pensando em x como uma funcgao coordenada qualquer padrao

de R"*2 em S"*!, para
k

Y =@ =TU; — E Qi5Uj,
Jj=0

al-j:/ Tuud.
M

Procedendo de forma inteiramente analoga como feito no Teorema 4.1, obteremos o anal-
ogo de (4.8)

teremos

k
Nt — A + > (kg — — N\ Ay < AN +n? (4.12)
7=0

Multiplicamos (4.12) por (Agy1 — A;) somando em seguida, com respeito ao indice i de 0

a k. Basta entao observar que

Z Z()‘k-i-l — )\z)()\z - )\j)()\k+1 - )\]) = 0,

e (4.12) resultara em

i()\kﬂ — i) (Am — (1 + %) N — n) <0, (4.13)

=0
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finalizando a demonstracao do teorema. ¢

Observagao 4.2. E facil ver que (4.13) é uma desigualdade quadratica, isto é,

(k+1)>\k+1—Ak+1i(<2+%) +n> Aﬁi&- <(1+%) +n> <0.

=0

Encontramos assim uma limitacao para Agiq:
1 2\ < n k n i
M1 < k—%—l(1+ﬁ>;/\i+§+ ( k‘+12; 5)
1 k
PaE ( ) (ZA) k+1)z/\

Ainda de (4.14) podemos obter o analogo para a segunda desigualdade de Yang (por
2
Cauchy-Schwarz (Zf:o )\i) <(k+1)XE 0 A7)

(4.14)

[NIE

1 4\ &
A < —— (14 = Ai .
k+1_k+1<+n); +n

Corolario 4.2. Sob as hipdteses do Teorema 4.1, para k = 1,2, ..., temos (nosso andlogo
para a desigualdade de HP):

Z s +n >n(k+1).

Akl —

Demonstracao: Basta substituir na equacao (4.12) acima (Agr1 — Aj) por (Aggy1 — Ai). ¢

Corolario 4.3. Ainda sob as hipdteses do Teorema 4.1, para k = 1,2, ..., temos (nosso

andlogo para a desigualdade de PPW):

k

4
et < A L Y
b SNt amy D

Demonstragao: Substitua \; do denominador da desigualdade do corolario acima por
k. ¢
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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