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Resumo

Apresentamos demonstracdes dos seguintes teoremas,aqaacsitrados em Hoffman,
Osserman e Schoen [11].

SejaSuma superficie completa de curvatura média constant@®ral que a sua imagem
pela aplicacdo de Gauss esta contida em um hemisfério fechatdiaS € um cilindro circular
reto ou um plano.

SejaSuma superficie completa eRf*, com vetor curvatura média paralelo e ndo nulo, tal
gue a sua imagem por qualquer projecao da aplicacdo de Gensmalizada esta contida em
um hemisfério fechado, ent&#é um cilindro circular reto em algui® ¢ R* ou um produto
de circulos.

Palavras-chave:Aplicacdo de Gauss generalizada, quadrica comflexauperficies de cur-
vatura média constante €R? e R%.



Abstract

We proof the theorems below, that are found in Hoffman, Gsaarand Schoen [11].

Let Sbe a complete surface of constant mean curvatulejisuch that the image under its
Gauss map lies in a closed hemisphere, tBeiil be a right circular cylinder or a plane.

Let Sbe a complete surface R* whose mean curvature vector is parallel and non-zero,
such that its image under any projection of the generalizads& map lies in a closed hemi-
sphere, the$is a right circular cylinder in somg2 ¢ R4, or a product of circles.

Keywords: Generalized Gauss map, complex quad¥ic surfaces of constant mean curvature
in R andR*.
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Introducao

A aplicacdo de Gauss classica foi introduzida por Gauss ararigo fundamental sobre a
teoria de superficies, [6]. O presente trabalho abrangst@e relacionadas com a aplicagcéo
de Gauss classica e a aplicacdo de Gauss generalizada ttaddige de Hoffman e Osserman
[10], tendo como objetivo a demonstracao dos seguintesrteas.

Teorema 4.0.2Seja S uma superficie completa orientada de curvatura neaiatante enfR3.
Se a imagem de S pela aplicacdo de Gauss situa-se em um hiEmasirto entdo S € um
plano. Se a imagem pela aplicacdo de Gauss situa-se em ursfbdamfechado entdo S é um
plano ou um cilindro circular reto.

Teorema 4.0.3Seja S uma superficie completa orientadal®fn cujo vetor curvatura média

é paralelo e ndo nulo. Suponha que o Grassmanniano de 2-planentados enik* é repre-
sentado como um produto de esferas<S,. Entdo a imagem de S pela aplicacdo de Gauss
generalizada é tal que nenhuma das proje¢cfes eouSy situa-se em um hemisfério aberto.
Se quaisquer das projecdes situam-se em um hemisfériafgatrtdo S é um cilindro circular
reto em algunR3 ¢ R* ou um produto de circulos.

Nos teoremas acima, o elo fundamental entre Geometria ésaréab seguinte: as hipoteses
sobre a curvatura média implicam que a aplicacdo de Gaussn®hiaa. Tal fato, combinado
com as hipoteses sobre a imagem da aplicacdo de Gauss ese dodipo conforme d§, nos
permite exibir uma demonstracdo dos teoremas a partir déadss classicos sobre funcdes
subharménicas e da ndo existéncia de solucfes de uma agatgieqliferencial parcial encon-
trada no artigo de Fischer-Colbrie e Schoen [5].

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: ritul©ap fazemos referéncia
a alguns fatos classicos que serdo utilizados freqienteraentodo o texto, tais como Grass-
manniano dek-planos orientados e", o qual denotaremos p@j , € aplicagdo de Gauss
generalizada, bem como uma rapida analise relacionandpag@smagem(, 3, de tal apli-



Introducéo

cacao com uma quadrica complexa conveniente.

No Capitulo 2, usando a equivaléncia obtida e@sg e a quadrica complexa, que agora
indicaremos poRQ:, passamos a trabalhar cd& 4 e exploramos algumas propriedades ge-
omeétricas desta quadrica, mostrando que ela pode sefrficktd comS; x S onde cadé&, é
uma esfera padréo eR? de raio 3/v/2.

No Capitulo 3, sao feitas observacfes gerais sobre a aglidac@auss de superficies im-
ersas eniR". Em particular, obtemos expressdes importantes para amcagh que sao funda-
mentais para a demonstracédo do Teorema 4.0.3.

Por fim, no Capitulo 4, usando resultados de Hoffman e Osse@haRischer-Colbrie e
Schoen [5], e Hoffman [12] demonstramos os Teoremas 4.0.2.28.4



Capitulo 1

Aplicacao de Gauss Generalizada

Neste capitulo definimos a aplicacdo de Gauss generaliadBi@ssmanniano deplanos
orientados enR" e identificamos o0 Grassmanniano de 2-planos orientadd&%com a qué-
drica complexa; emCP?, a ser definida na Secéo 1.1, que mostraremos ser topolagitam
equivalente a esfera unitaria. Este capitulo € baseadalmaliio de Hoffman e Osserman [10].

1.1 Aplicacao de Gauss Generalizada

Suponha qué&y , denote o Grassmanniano kiplanos orientados eiR", isto €, o conjunto
de todos subespackslimensionais enk" e sejavl uma subvariedadedimensional orientada
deR", 2<k<n-1. Aaplicacdo

g:M — Gyn

definida por
g(p) = TpM

ondeTpM € o espaco tangenteMaem p, € aaplicagéo de Gauss generalizada

Quandk =n—1,G,_1, pode ser identificado com a esfera unit&ftal, onde a cada hiper-
plano corresponde um vetor normal unitario (com a oriemtagduzida deR"). A aplicacaagy
entdo torna-se a aplicacao de Gauss classica, que atriadagoontg de uma hipersuperficie
M, um vetor normal unitario M emp.

Observacédl.1.1 Estamos usando a convengéo de identifigi®" comR" e assimTpM C
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TpR" é identificado com um subespégalimensional d&k".

Trabalhamos em um contexto um pouco mais geral, com vaesdadmersas definidas
por uma aplicacao
X:M—R"

ondeM é uma variedadk-dimensional orientada.

Neste capitulo trabalharemos somente com propriedadas |podendo entdo considerar nos-
sas imersdes como mergulhos.

E conveniente identifica, , com uma quadrica no espaco projetivo compl&Rs—1. Tal
identificacdo é feita da seguinte maneira: dado um 2-plaiemtadoP em R", sejav,w um
par ordenado de vetores ortonormais geraRgda ordem dependendo da orientacdo. O vetor
complexo
Z=V+iw

atribui um ponto deC" ao planoP. Uma escolha diferente de bases fornece um ponto da
forma€®z. Se passarmos ao espaco projetivo compieR8 1, notamos que a cada plafo
corresponde um Gnico ponto @®". A ortonormalidade do parw implica que o conjunto
de pontos na forma

Z=V+iW <= (71,...,Z7) = (V1 +iW1,...,Vh +iWp),

satisfaz
STz =3 (vi+iwi)? = V2 +2v-w— [w> =0,
pois v e w s&o ortonormais. A equacdo acima define a quaddica em CP" 1. Vamos
verificar que a seguinte aplicacao
y:Gon— Qn-2

tal que

€ uma bijecao.

De fato, dad@ € Q,,_»2, z= v+ iw, ondev e w séo vetores reais linearmente independentes,
o planoP gerado pow ew é tal quey(P) = [z]. Assim a aplicacao é sobrejetora. Para mostrar a
injetividade, suponha quey| = [z]. Assimz = €92, logov; = €%v, ew; = €%w,. Portanto
o planoP; gerado pok1,w; coincide com o plan® gerado pow,, W, e a aplicacao € injetora.
Consequentemente nossa aplicacdo é uma bijecao e destgpfmtaraos identificar a quadrica

4
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Qn-2 com o Grassmanniar®; n. A partir de agora, usaremos livremente esta identificagao.

Dada uma 2-variedade orientadleemR", temos a aplicacdo de Gauss
g:M— Qn_2.

Localmente, séuy,uy) s&o parametros isotérmicos em uma vizinhanga de um popéoten-
cente aM, eM é definida em uma vizinhanca ggor uma aplicacéo

(Ul,UZ) — (Xl, ...,Xn),
entao os vetores

ox  ox
0U1’ 0U2

sao ortogonais e de mesmo comprimento. Segue que a aplidagaausg) pode ser dada

localmente por

oX ox
AT P i pn-1 1.1
(ul,uz)H[du1+|du2]eQn >CC (1.2)

No caso classico de superficies &% sabe-se que esferas e superficies minimas séo carac-
terizadas pelo fato de que suas aplicacfes de Gauss saaxesiwer [19]). Se fixarmos uma
orientacao sobre a esfera unitaria imagem, podemos digtiog dois casos, se a aplicacao de
Gauss preserva ou reverte a orientacao, isto é, é conforaetieconforme.

Vamos relembrar a definicdo da segunda forma fundamental

02x

Bij = <duiduj )N (1.2

onde "N” denota a componente do vetor normal a superficie.
Definicdo 1.1.2.Uma superficie é totalmente umbilica em um ponto se
Bi1=B22, Bi2=0

(ondeus, up, sdo parametros isotérmicos).

Teorema 1.1.3.Seja M uma2-variedade orientada e®R". A aplicacdo de Gauss . gM —
Qn_2 € holomorfa ndo-constante se, e somente se, M é totalmebiBaanConseqlientemente
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situa-se sobre uma-esfera em algun3-espaco afim d&"; a aplicacdo de Gauss g é anti-
holomorfa se, e somente se, M é uma superficie minima.

DemonstracanUma vez que todas as propriedades consideradas sao pmmesnos introduzir
parametros isotérmicos locaisg, u, e assim definir a aplicacdo de Gauss por (1.1). Introduzindo
a notacao

w=up+iuz, ¢(w)=(p1(W),...,Pn(W)),

d(w) = 22 _ 0% _ 0% (1.3)

N 5—W_ 0U1 (9U2’

podemos representar a aplicacado de Gauss por

g:w— [p(w)]. (1.4)

Assimg € holomorfa quando a aplicac&oé anti-holomorfa e a aplicacd@pé anti-holomorfa
quando a aplicaca¢ é holomorfa. Para uma superficie minima & temos que agy
definidas por (1.3) sdo holomorfas, (ver, por exemplo, [18]pnseqientemente a aplicacao

g dada por (1.4) é anti-holomorfa. Reciprocamente, se ¢adaholomorfa segue que é
minima. De fato, temos qud é minima se, e somente se, suas fun¢gdes coordenadas sao har-
moénicas e como mostrado abaixg,é holomorfa se, e somente se, as fun¢des coordenadas sao
harmonicas.

oxX . OX¢ ., OX¢ . OX
($)w = du1u1+|du1uz_l(duzu1 Iduzuz>
- an (?Xk
N aulul 0U2U2
= 0,

poisxy € harmonica.

Para um pontde] do espago projetivo as coordenadasozinhas ndo tém significado; somente
0s quocienteg;/z estdo bem definidos. Por defini¢do, a aplicagde— ¢ é anti-holomorfa

se, e somente se, os quocienpgdw) /¢ (w) séo fungdes holomorfas sempre que os denomi-
nadores ndo se anulam. Uma vez que a supeiaoista imersa, em qualquer pontg, nem
todasgy(wo) se anulam. Facéj(wp) # 0. Entdoyy(w) = ¢x(w)/¢;(w) € holomorfa em uma
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vizinhanca devyg. Fazendqu(w) = 1/¢;(w) entéo pela hipotese de qge& anti-holomorfica

_ Oy _ O[u¢ _ du J¢x
0=%% =~ "ow ~aw™Haw
Assim
won_ b,
Uow ow’

Mas entéo por (1.3) temos que

 49%  _0¢  20u
M= Gwaw ~ Zow ~ pow’v

Escrevamos

20U :
oW f(w) +ig(w) (1.5)

ondef e gsao reais. Uma vez que é real, usando (1.3) e (1.5)

Axe = [f(w)+ig(w)]x
OXk . OXk

= [f(W)+i9(W)][d—ul—la—u2]
0%

X
= f(W)d—ul +g(W)o"—uZ’

ou seja,

X oX

(1.6)

O lado direito de (1.6) representa, em cada ponto, um veigetde aV; masAx € um mualtiplo
escalar do vetor curvatura médig que € normal 8. (ver Osserman [15], Lema 4.1). Segue
queAx =0, logoH = 0. Consequentemenié € minima, o que demonstra a segunda afirmacao
do Teorema 1.1.3. A demonstracéo da primeira parte do teoéeanaloga.
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Suponha que a aplicacdo de Gauss é holomorfa. Novamentes tecalmente uma funcgo
tal que

oy 0<u¢)_ d¢>
T ow ow +¢

Isto implica que as partes real e imaginaria do vetgry/dw sdo combinagdes lineares de
0x/duy, dx/duy, portanto tangentesM. Mas

@ _ 1 0 dx_idx L 0 (0x_idx]
ow 2°0u; du; Jdu Jdu, du; Jdup
1.0%x _ 0% 0%
E[duf_ Idulﬁuz_dug]

entdo por (1.2)
o"'¢ 1 1IN

Bi1—Bo2—2iB12) = <dw) =0,

conseqUentemente,
Bll = 822 e BlZ =0.

Consequentemente, pela Definicdo 1.M2 totalmente umbilica em cada ponto. Mas entéao,
M situa-se sobre um plano ou sobre uma 2-esfera em algum 8eesipa (ver B. Y. Chen [2]).
O primeiro caso corresponde a situacao degenerada, na gpldacdo de Gauss € constante.

Reciprocamente, dada uma 2-esfera em um 3-espaco afitfi, godemos usar o fato de
que a aplicagcdo de Gauss é conforme, junto com a correspnadérre as aplicagdes de Gauss
classica e generalizada. Por exemplo, usando a proje@ieagtafica

u v 1—|wf?

X1 = ——— X —= —m8M— X — ——
1 1—|—|W‘27 2 1—|—|W|27 3 1—{—’W’27

== ..:ano,

temos

5X1 10X1 dX]_

aw — 2tau V)

1 2(1+ |w|?) — 4u? +iduv
2T Az )
1.2(1—u?+ v+ 2iuv)

2T @rweE

(1)

(1+ W22
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Com calculos analogos obtemos

O i(1+w) o 2w
ow  (1+w2)2” ow  (1+w2)?
Logo
ox 1 - . — =
a—vv_m(l—\/\fz,_|(l+vvz)a_zw7ou70)7

e 0s quocienteg; /i séo anti-holomorfos. O que conclui a demonstragéo do teorem [0

O teorema de Ruh-Vilms (ver [17]) afirma que dddauma subvariedadet+dimensional
deRR", a aplicacdo de Gauss & é uma aplicacdo harmdnica se, e somentd/seem vetor
curvatura média paralelo. Este teorema serd de grandeténpi no decorrer do presente
trabalho.

Note que as superficies minimas e as esferas tém vetor wtavaédia paralelo e também
que, as aplicacdes holomorfas e anti-holomorfas sdo haca®rmssim ambas as classes de su-
perficies do Teorema 1.1.3 estdo incluidas em uma classegeral do teorema de Ruh-Vilms.
Note também que para hipersuperficies, vetor curvaturdanpadalelo equivale a curvatura
média constante, e que define a classe de hipersuperfif@egpticacdo de Gauss é harmonica.

Para concluir este capitulo vamos descrever explicitaereebrrespondéncia entre a apli-
cacao de Gauss classica e a aplicacdo de Gauss generalizadaonde uma superficie em
R3. Dado um 2-plano orientad® emR3, suponha que = (V1,V2,V3), W= (Wg,W>,Ws3) for-
mam uma base ortonormal apropriada pRraéEntdo, associado R temos seu vetor unitario
ortonormalv € §* dado por

V=V(P) =V xW=(VaW3 —V3Wp,V3Ws — V1W3,V1Wp — VW)
e 0 ponto[Z] da quadrica); emCP?, comz dado por
z=2(P) =V +iw = (V1 +iw1,Vo+iwp,V3+iwg).

Como

IM(2223) = VoWg —VaWz, 1M(Z321) = Vaws —Viwz, IM(2122) = Viwz — VoW
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logo
V(P) =1m(z2z3, 2321, 21 22).
Assim,

z3=0 & v3z+iwz=0
& vz=w3z=0
& v =(0,0,viwy —Vowq)
< v=(0,0,1) ouv =(0,0,—1),

poisv € unitario. Defina

Qi ={[4 € Quizz #0}.

Parajz| € Qj, seja
(=—+i-. (1.7)

Uma vez quéZ € Q;

a_lq 1 Q:i(u%), (cC =C—-{0}.

Essas equagfes definem uma aplicacao bijetora do plano m@nsntoC* sobre a quadrica
Q;. Usando-as junto com a relagéo entre z, obtemos

28 2n  1-|¢)?
1+ 1+ 012" 142

V= ( ), {=¢&+in, (1.8)

que é a projecao estereogréaficaCesobre a esfera menos dois pon&s De fato, vamos
calcular a terceira coordenadavwle

10
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De
02 = (Vl— in)(Vz—l—iW2) =V1Vo+WiWo + i(Wle—W;LVz),
172 = (ﬂ“é)(é_ié) _ [aP+ 2P +i(za-2z2)
zz 'z |23]2 ’
1 (ﬂ_ié)(éJrié) _ &P+ 1z -i(za-2z2)
(P 'z Tz |23)2 ’
segue que
> 1 2i(zpz1 — 2071)  2i(2ilmzzy) 41m(zz1)
‘Z| 172 = 2 = 2 =052 (2.9)
4 |Z3] 23] 23]
e
1 2(lz2+|2/?
7R+ L = (1z2]* + |2[) (1.10)

2 |zl
Comol|v|=1e|w| =1, logovs=1-Vv?—v3ews;=1-—w?—w3 respectivamente. Assim

2312 = 2— |z1]? — |2|%, ou equivalentementie; |? + | 2|2 = 2 — | z3|%. (1.12)
Substituindo (1.11) em (1.10) segue que

1 22—z
1]? |23)?

177+

Vamos isolafzz|? na igualdade acima

1., 1 2
= T \=_=__1
AU IZ\Z) 232

}(1+\ZI4+\Z!2>_ 2
2 1|2  z)?

1 AtZP? 2
2" 72 Tl

Substituindo o resultado acima em (1.9) segue que

|Z|2_i — _M
HE 2P
2\2
— im(zz) A

145

11
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logo

__1-[¢P

Im(zz;) = .
(221) 1+]Z]2

Com calculos analogos, obtemos = ﬁ%z Vo = 1+2|'7Z‘2. Assim temos a correspondéncia

bijetora
Q—~C'<§

pela variavel intermediarié. Para estender a aplicagéo a t@io note que

73=0524+8=027=+iz,

assimQ, — Qi = [(1,i,0)]u[(1,—i,0)].
Paralz € Qj, se

-1 1 . z1—12
= | = —
4 z 3

= 00
= (—0
=

z— (1,i,0)

usando (1.8). Analogamente, se
z— (1,-i,0)= v —(0,0,-1).

Assim a aplicacao bijetora ent@@ e S* se estende a uma aplicagao bijetora eQe S.

12



Capitulo 2

A Geometria da QuadricaQn_»

Na demonstracdo do Teorema 4.0.3 vamos utilizar a aplicdeddauss de superficies 2-
dimensionais eniR?, que iremos descrever neste capitulo. Vimos no capituleriantque a
imagem pela aplicacédo de Gauss situa-se sobre o Grassma@aia que pode ser identificado
com a quadric®,_» emCP"~1, Mostramos também qu@; é topologicamente equivalente a
<. Neste capitulo vamos obter as expressdes da métrica cardmiCP? e emCP® restritas
a Q; e Qy respectivamente, e mostrar que com a métrica canénidPdeQ, é isométrica
aS(1/v2) x $(1/v2), ondeS*(1/v/2) é a 2-esfera padréo de raig\12. Este capitulo é
baseado no trabalho de D. A. Hoffman e R. Osserman [10].

2.1 A Geometria da QuadricaQ,

A métrica candnica erfP" é a métrica de Fubini-Study, que é dada por

ZAdZ2 Y] jo1 1z — zdz)?

d =2 =
12| [5j-1 712

A seguir vamos obter a expressao desta métricarpard en = 4, que sao 0s casos trabalhados
nas demonstracdes dos dois teoremas principais destbhtraBaran = 3 a métrica de Fubini-
Study é dada por

42 — 22?<k,j:1 |zjdx— zdz?

53113

(2.1)

13



Capitulo 2. A Geometria da QuadriCy_»

Agora vamos utilizar as informacdes obtidas do paramgégobreQ, em (1.7), e fazendo

1 1 1 1
z3=1, 2125(5—2)7 ZZE(Z‘F?), e
logo, 1 1 1 1
dzz =0, dzlzé(dz+52 ), dezﬁ(dZ—ﬁdZ)
Como
> 1 1.1 1
z|” = E(Z_?)E(Z_Z) )
I Y R S 4
e
, 1 1-1-1
z|” = E(Z-Fz)j(Z-F?)
Y I 4
= 4[|Z| +|Z|2+Z+Z]7
concluimos que
2
2|Z| = 222+ |22l + |2zs4° = [ (1212 +|Z\ 5)+1] .

Agora vamos simplificar o numerador de (2.1), substituirlmformacgdes obtidas acima para
2y, 72y €Z73.

3 1,, 1.1 d¢, 1 1.1 dZ.
. 2 —
2 5 Fdac-ads® = 250 )50 - 75) - 5@ 504 )
d d
T SRR 1
B 2d¢ dZ 1 2d¢ dZ
= 2 (ZdZ - Z3) 5= Z3>! +
d d
3+ %)) 1 b0 - %

14
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2
- H%ﬂ (dz+d5>r+ <d5—‘§—§>|]
A d¢. = dg dg, > d
= {m [(Z+Zz)(d5+zz>] Lae ) =)
dZ|? |dZ| dZJ?
= 2 d [ RN
[m <\ 1%+ Z”m )]
L ldzP? |dg|?
[m <| 1%+ m =)
2|d d
1
= \Z\ (\Z—|+ +\Z—|)
1 2
= |d¢
dZ[*(1+ m)
Logo
e dZ <1+m>
331217 +m >+1]
) 4( P Ly)dg| 2
2+(Cf+
oy el
217217+ +1)
o, dzp?
(1+Z2)*

que € a métrica sobre a esfera unitaria dada pela projegeesgtafica sobre ¢-plano com-
plexo.

A estrutura da quadric®, em CP? sera de interesse particular na seqiiéncia. Algebrica-
mente,Q, € uma superficie complexa duplamente regrada, isto €, catta geQ, € a inter-
secao de um par de retas projetivas situadas $phrBor exemplo, considere o ponto

P=1[(1,i,0,0)]

15
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sobre a quadric®,, que é dada pare C* tal que,
LZ+5+2+2=0. (2.2)

O hiperplano enC*
Hy:z1+1220=0

contém o pontd e é tangente @, emP.

De fato, sejda] : (—€,&) — Qz dada pora (t) = (z(t),..., z(t)), tal que[a (0)] = P. Entéo,
emt =0, Zz1 + 2,2+ 2,73+ 7,24 = 0. ComoP = [(1,i,0,0)], segue qué, +iz, = 0. Portanto
o hiperplandH, é tangente &, emP.

Temos que todo ponto d@; N H; satisfazz3 + 23 = 0.

De fato, comdH, : z; +izo = 0, multiplicando ambos os lados da igualdade 736 iz, segue
que
(Zl + iZg)(Zl — iZz) = Z% + Z% =0.

Substituindo em (2.2), segue qm?+ zﬁ = 0. Consequentemente, um tal ponto € H,
situa-se sobre um dos hiperplanos

H;:z3+iz4 =0,

HY :z3—iz4=0.

Assim, verificamos que
Q2NHz = (HNH2) U (H NHy). (2.3)

O lado direito de (2.3) representa a unido de um par de retgetipas sobr&, que se inter-
sectam somente no pon Vamos mostrar qué, = CP! x CP! como segue. Considere o
hiperplano

H:z1—iz,=0

e seja

Q=Q2—H.

Uma vez quéH é o plano tangente@, no ponto|(i, 1,0,0)], pelo argumento precedente, temos
que
Q:NH=L"uL”,

16



Capitulo 2. A Geometria da QuadriCy_»

ondel’ eL” sdo retas projetivas definidas por
L':z1—izp=0, z3—izz=0,
L”:z1—izp=0, z3+izz=0.

Além disso,
L'nL” ={[(i,1,0,0)]}.

Agora dadqgz € Q5, comz= (z1,2,23,2), € fazendo

Z3+1 —Z3+1
W Btz Tz

1= - > — -
71—z’ 1 —izo
entao
Wi — W Z Wy 4 W 2iz4
1—Wp = . 1+Wo =
71—z’ z1—iz2o

Usando (2.2)

(z3+iz4)(—23+1i24)

Wiw, =

(Z]_ — i22)2
(B4 +izzu—izzz
- (Z]_ — i22)2
_ _Z+3
(Zl — iZz)Z
. Z1+12
N 2 — iZz’
conseqguentemente
Z1+izp 27;
1+wiw, =1+ — = —,
V4l Vip) V4l Vi)
z+iz —2iz
1-wiw, =1+ 1+.2= .2.
V4l Vi) V4l V)
Assim

2,25,7 .
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Capitulo 2. A Geometria da QuadriCy_»

Logo, dado(ws,W,) € C?, 0 ponto
(1+W1W2,i(1—W1W2),W1—W2,—i(W1—|—W2)) (2.5)

satisfaz a equacao @, isto €,

2
0 = (2
21—z, (B+Z+4+7)

= (L14+waw2)® + (I(1— Wiwy))? + (W1 — W2)? + (—i (W1 +Wy))?

segue que (2.5) define uma aplicagide C x C emQ, com a propriedade que, solipg, ¢t
€ dada por (2.4). Aimagem deé
Q. —{L'UL"}.

Estamos considerando (2.5) como coordenadas homogéneas plento emCP3. Agora
considerg(wy,wp) € C x C. Note que¢ definida por (2.5), se estende continuamente a uma
bijecdo[¢] de CP! x CP! sobreQ,. A saber, fixadav, € C, dividindo (2.5) pow; e fazendo
w; — o0 temos

Iile_,wW — |imwﬁo‘,[<wi1 +Wz,i<wi1 —wy),1— % i1+ %))}
= [(wgz,—iwz,1,—i)].

O ponto acima pertenceld, e todo ponto d&’ pode ser representado desta forma, exceto
guandazz ou z4 se anulam. Analogamente

: [ (w1, w2)] - 1 1 W wW
My, soo———= = |liMp, soof(— +W,i(— —Wqp), -1+ —, —1(14+—
e vl (w1 — ), =L 2 =i (L))

= [(WL _iW17 _17 _I)]7

que fornece todos os pontosIdéexceto quandas = z = 0. Por fim

. [ (W1, W2)] - R 1 —1 1,1
Wy, Wa W1W> W2 [(W1W2 + WaWq ) W owplwy w W2

= [(17_i7070)]v

que é exatamente o Unico pontoldeL”, pois[(1,—i,0,0)] = [(i,1,0,0)] = P.

Assim obtemos uma aplicac&o continua bijetor&Bé x CP* sobreQ,, mostrando qué,
é homeomorfo £P! x CP?, isto é, as* x S

18



Capitulo 3

Superficies emR"

Neste capitulo tomamos como modelo para o Grassmannianpldads orientados ef"
a quadrica,_, emCP"1 que definimos no Capitulo 1 pela equacéo abaixo

kizﬁ =0.

Para qualquer pont® = (zy, ...,z,) emQp_2, Sez = ax + ibx, obtemos um par de vetores reais
A= (a,...,an) eB = (by,...,by) que satisfazem

AP=al+..+a2=|BP=b2+..+b2eAB =ab; +...+anb, =0. (3.1)

Logo,

(ay -+ iy )2

™M

A
I

M

il
=
il
=

(aﬁ + 2iagby — bﬁ)

I
M s

P
Il

1

8~ bi)
= |AP- |8
= 0.

I
™5
—

Além disso,A e B ndo se anulam, uma vez que as coordenadas homogé@neasz,) de um
ponto emCP"! ndo sio todas nulas. Assim o p& B forma uma base ortogonal de um
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Capitulo 3. Superficies ef"

2-plano orientaddl. Diferentes coordenadas homogénea$ dketerminam o mesmo plano.
Reciprocamente, para qualquer 2-pldh@odemos escolher uma base ortogahaB dell e
colocarz = ax+iby, obtendo um pont® deQp_». Vamos usar a notag&b= |w|, para denotar
o ponto emCP"! correspondendo ao pont= (ws,...,w,) em C" — {0}. Este capitulo é
baseado no artigo de Hoffman e Osserman [8].

3.1 Superficies enR"

Definicdo 3.1.1.Uma superficie de Riemann € um espaco de Hausdorff caivegom uma
estrutura conforme definida por uma famifiale homeomorfismos locais sobi& denotado

por (W, ).

Para maiores explicacdes com relacéo a definicdo acimaly@alfinas 112-114.

Definicdo 3.1.2.Uma superficiSemR" € um par(S, X), ondeS é uma superficie de Rie-
mann eX : § — R" é uma imerséo conforme.

Como nossas superficies estdo imersas, elas tém um plarentarigem definido em cada
ponto. Sez= 39 +i¢ € C é uma coordenada conforme local na superficie de RierSgen
(x1,...,Xn) S@0 coordenadas €Rf, entédo a aplicagao que defiSé dada localmente por

X(z), X =(X1,..,Xn)-

A conformidade da aplicac&o € expressa por

oX
=5 P=2% 20,

IX X

2% 9X. % o
239 09 d¢

O plano tangente § gerado pooX/dd, 0X/d¢, corresponde, como acima, ao ponto

[g—i; +if7_>c(] (3.2)

da quadric®),_». A aplicacdo de GaussdeSé a aplicacédo d& emQ,,_» definida localmente
por (3.2). Usando a definicdo de derivada complexa, isto é,

of 1 .0f  of of 1 0f of

9z 298 'ac” 3z~ 28 Mo
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Capitulo 3. Superficies ef"

podemos escrever a aplicacdo de Gauss na forma

oX
G(2) = [a—z_]'
Por razdes histéricas vamos trabalhar com o complexo cad@udesta aplicacao

Sip— (9% _9X _.OX

(2) = [E] = [ﬁ - Id—C]’ (3.3)

cuja imagem também situa-se €n_». A métrica induzida eng pela imersaX é dada por

X ? X dX X 2
d$ = | IIdz‘f‘I 2@ d—cdé‘d |—| dg/?
= (|d19| +]dg?)
= A?|dZ?

comz= 9 +i¢. Também vamos usar a relagéo

4
(52

Xz=AX=2H, (3.4)
ondeH é o vetor curvatura média dee A é o operador Laplace-Beltrami e
A aplicacdo de Gauss d& em Q,_», pode ser representada localmente na fof#a onde
®(2) = (¢1,...,¢n) € C"— {0} satisfaz
A

S 02(2) =0. (3.5)

K=1
Pela equacéo (3.3), podemos escrever

=y, (3.6)

para alguma funcdo compleya: Sy — C que nao se anula. De (3.4) e (3.6) temos

)\2
7"' = (X)z= Yoz + Yzo.

Da conformidade da aplicac&osegue que

Az 2 _ 2
= |0X /92 = |y[*|of?,
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Capitulo 3. Superficies ef"

consequentemente

DH = Py 470 = Py (log):9. (3.7)

sempre quey # 0.

Lema 3.1.3.Seja Dc R? um dominio simplesmente conexo e sejd — C" uma aplicagéo
CL. Uma condic&o necessaria e suficiente para que exista unizagfib X: D — R" tal que
Xz = @ é qued satisfaca Indz= 0.

DemonstracaoPelo Teorema de Green, a condi¢cao para que a expressao
X(z) = Re/CDdz, ondey(0) =z ey(l)=z d=¢+iy
y

defina uma aplicacao é justamentety= 0. Assumindo isto, verifica-se sem dificuldades que
oX
Z_o
0z
O

Lema 3.1.4.Seja W um vetor e®" da forma W= A+ iB, onde A e B sdo vetores reais nao
nulos satisfazendo (3.1). Sdjho plano gerado por A e B. Para qualquer vetor C &% seja
C" a projecéo de C sobrfl. Para qualquer par de vetores, D emR", seja Z=C+iD € C",

e definaZ =C" +iD". Entdo

w —_ W
ZN = (Z,W) —— +(ZW) ——
< ) > |W’2 +< ) > |W|27
onde( ,) denota o produto Hermitiano usual solt&.
DemonstragapMostrar _
W — W
ZN = (Z,W) —— +(ZW) —
< ) > |W’2 +< ) > |W|27
€ equivalente a mostrar que
A - B
ZN=(Z,A — +(Z,B) —.

Fazendo a identificacd®” = R" x R", A= (A,0) eB= (0,B), ondeA,B € R", com|A| = |B|
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Capitulo 3. Superficies ef"

eA-B =0 segue que

onde usamos o fato de qéeB € R" e a propriedadéX,Y) = (Y, X) do produto Hermitiano
usual sobreC", O

Aplicamos o Lema 3.1.4 coW = &, fazendoll como o plano tangente a nossa superficie e
Z = ®z. Podemos escrever (3.5) corio @ = 0, logo

0= (P D)z=20 P;=2(Pz D).

Assim pelo Lema 3.1.4,

PG
NN =2 " p=no
( Z) ’(D’Z n b
onde
n =z o/|of (3.8)

Além disso, denotamos pbra componente d®z ortogonal d1, e temos que
V =7 (07" = 07— no. (3.9)

Uma vez que o vetor curvatura média é ortogonal ao plandl, obtemos duas equacdes
tomando as componentes tangente e ortogonal de (3.7)

(logy)z=—n. (3.10)

|D2PH =V, (3.11)
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Capitulo 3. Superficies ef"

Teorema 3.1.5.Seja S uma superficie eRf' dada localmente por uma aplicacdo conforme
X :D — R", onde D é um dominio de? simplesmente conexo. Seea aplicacio de Gauss

de S no sentido de(@) = [%] e ‘f,—>2< = PP. Defina as expressoese V ded por (3.8) e (3.9)

respectivamente. Entédo para tode D, temos que
V(z) = R(z)é?®, (3.12)

onde Rz) & um vetor real. Além disso, no conjunto onde)\%4 0, a fungéoda (z) € unicamente
determinada modul@rm, e satisfaz

oz =1m{n;}. (3.13)

DemonstracaoFacamop = || e escrevamos
Y =pe?, (3.14)

ondea é unicamente determinado médula guandop # 0. Entéo (3.11) pode ser escrito
comoV = p|P|?¢9H, o que prova (3.12). Quandb+ 0 precisamos tep # 0, e substituindo
(3.14) em (3.10) obtemos

(logoe™)z = —n
(logp);—iaz = —n.
Assim,
logpz =iaz—n;
e portanto a equacéo (3.13) segue do fato de que|leg oz séo reais. O

3.2 Superficies enR*

Comecamos esta secao relembrando alguns fatos do Capitwdm2gespeito a quadrica
Q, c CP3. A aplicacéiop deC x C dada por

¢ (W, Wo) — (14 wiwop,i(1—wiwa), Wy —Wo, —i(Wy +Wo))
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Capitulo 3. Superficies ef"

tem a propriedade qu? = S¢_, $2 = 0. Logo, [¢] toma valores er, = {[Z] € CP3; 22 = 0}.
Sobreg (C x C), ¢~ é dada por

3+124 —73+iz4
Z;|_—i227 Zl—iZZ ’

(21,22, 23,24) — (W1, W2) = ( (3.15)
Mostramos no Capitulo 2 qug, se estende a uma aplicacid de CP! x CP! sobreQ,,
que é um homeomorfismo. Se consideraf@i®s com a métrica de Fubini-Study de curvatura
holomorfa constante 2, pelo Apéndice A, segue que a métrihazida sobré),, expressa em
termos dgwy, w»), tem a forma

4 — 2|dwy |? 2|dws|?
(I wa?)? (14 [wef2)?

de onde concluimos qug € o produto de duas esferas padrdo de curvatura Gaussiatanten
2. Agora usamos estes resultados para deduzir condicoessaei@s sobre a aplicacao de
Gauss de uma superficie orientada imersaRém Suponha qué& c R* seja uma superficie
cuja aplicacao de Gauss € dada @arS — Q.. Podemos escrev€), como um produto de
esferag, = §; x S, ondeS, € uma esfera padréo de raig\i2. Denote por a projecdo de
Q. sobre cad&, k=1,2. Usando a variavel complexg para parametrizef, ondewy € dada
em termos de coordenadas homogéneas oBfepor (3.15), 0 conjugad@ da aplicacdo de
Gauss pode ser expresso em termos de um parametro confaahzdobreS, por um par de
funcdesw, = f1(2), wo = f2(z). Podemos entéo escrever

onde,

®@2) = $(f().F(2)
— (14 1@ f2),i(1- 1@ f2(2). 1(2) — Fo(2), ~i(F2(2) + F2(2))).

Para enunciar o principal resultado deste capitulo, @ews introduzir fun¢des auxiliares obti-
das das funcdel, f» que descrevem a aplicacao de Gauss. Séo elas

_ Mz 2 (Tl
1+ |fi? 1+ fi|?’

= k=12 (3.16)

O teorema a seguir ser utilizado na demonstragéo do Tedrén3a

Teorema 3.2.1.Seja S uma superficie orientada imersaRfrcuja aplicacéo de Gauss é dada
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localmente por
®(2) = (1+ f1(2)f2(2),i(1 - f1(2) f2(2)), F1(2) — f2(2), —1 (f1(2) + F2(2))),

via um par de funcbes f fo, onde z € um parametro conforme local em S. Entéo
P = |l

DemonstragcapoVamos aplicar o Teorema (3.1.5). Primeiro expressarefimscao
n=oz0/|®|?,
e a funcao a valores vetoriais complexos
V=0;—nNo,
em termos das funcdds e Fj. Uma vez que,
Oz = ((fo)zf2+ fu(f2)z —i((f1)zfa+ fa(f2)2), (f1)z— (f2)z —i((f1)z+ (f2)2))

— (fl)Z(f27_if2717i)+(f2)2(f17_if17_17_i)7

o> = oo
= 2(1+[f) 2+ %),

(fk)z

I:k: )
1+ |f|?
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segue que
n = (@(fz,—ijilii)tﬁ?mz)(fl,—ifl,—l;i))'
(A4 frfa,i(—14 f1f2), f1— fa,i(f1 + f2))
- ﬁ((lef_lf_z)ferfz(—lnLﬂf_sz_rf_z+f_1+f_z)+
+ZZ%EB«I+ﬂ@h+h&4+ﬁ5%4ﬂ+5+ﬂ+6)
= Zziﬁgg(b+zﬂuﬂ?—a+2ﬂy+iziﬁ]§(n+zﬂuﬂ?+zb)
— gifhggzﬂu+¢bﬁy+iz{%3525u+¢nﬁ
= fiF+ R
Logo

n = fiF1 + foFe. (3.17)

Agora vamos definir uma fungéo a valores vetoriais compléxaspor
A= (f2— fl,—i(fz—{— fl),l—l— f1f2,—i(1— flfz))
e vamos mostrar que

V = FA—FRA.

De fato, pela definicdo d@, A e a expressao dg obtida em (3.17) segue que

V = ®7—nod
= Og— (f1F1 4 foF2) (1+ frfo,i(1— fifp), f1 — fo, —i(f1+ f2))

f1f17 fo for . .
= CD——( + )(1+ flfz,l(l—flfz),fl—fz,—l(fl—f—fz))
AR @+ RP)

f1f1z fofoz f1f1z fofor .
= ®7—( )(14 1), ( )(i(1— f1fo),
L A+0P) A+ RP) (1+[f1)?)  (1+]F)?)

fifiz fofoz fifiz fafoz :
i e P ey T
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FacamoA = (A1, A2, A3, A4), V = (V1,V2,V3,V4) e calculemos 0¥} separadamente.

fizfa(1+ | f1|%) — f1fiz(14 f1f2) | farfa(1+] f2?) — fafaz(1+ f1f2)
(1+]ff?) (14]ff%)

fazfo— fifiz  fozfi— fafoz

A+[f1)  (A+]ff?)

faz(fo— f1)  foz(f1— f2)

A+[f1)  (1+]f%)

= FRAI—-FRAL

Vi =

—ifyzfa (14 |f1|?) — frfizi (1 f1f) | itz (14 ] fo[%) — fofosi
(1P ~ (1+]f%)
—ifizfo —ififiz  —ifozfi —ifofor
(1+]2?) (1+]f2/%)
—ifig(fot f1)  —ifar(fr+ f2)
(141 (1+f2)

= RHA—-FRA;.

i1+ f1)?) — fifia(fi— f2)  fos(L+|fo*) + Fafos(fa— f2)
(L+fa?) (1+]F2%)
fir+ fafigfe  fort faforfy
(L+[f]%) (Q+]f)
i1+ fif2)  fo(1+ fofy)
(L+[f]%) 1+

= FA3—FRAs.

—ifa( [ f1°) + il (fit fo) | —ifas(1+[fol) + Fofasi(fa + fo)
A+ B (1+]f)%)
—ifiz+ fifizfo —ifoz+ fofosd(f1 4 o)
1+ (1+f2)
—ifa(—1+ fufp) | —ifax(1— fafy)
(1+f1%) (1+]F2%)
= FA—RA.

PortantoV = F;A — A,
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Temos qued? = 0. Além disso,
AP = 2(1+ [f1?) (1 + | F2?) = ||®|?, (3.18)
logo A ndo pode se anular. Calculando

Vik = (RAj - RA))(FA— FRA)
= |FLPAAH [P PAA] — FIRA A — RFA A (3.19)
= |FLPAA+ |FPAA] — 2Re(FIRA A
= (IF[2®+|F2°)Re(AjA) +i([F|1*+ [F[2%)Im(AjA) — 2ReFIRAA).

Segue de (3.18), (3.19) e #é = 3" | A? =0 que

4 _
vI? = _ZlV,-Vj = ([Fa*+ Rl lIA1?
j=
= 2R+ IR+ f)(L1+]fl?).

Da equagéo acima concluimos qug) = 0 se, e somente sE;(z) = F»(z) = 0 ou equivalen-
temente se, e somente $&,)7(z) = (f2)z(z) = 0. Em particular, sempre qi&z) = 0, temos
que|F1| = |F|. A condicdo que/(z) = €9@R(z) do Teorema 3.1.5, a saber dveé igual a
uma funcéo a valores vetoriais reais multiplicada por umngdo complexa néo nula, sempre
queV (z) # 0, é equivalente a requerer que a matriz hermitiar@¥ TV seja uma matriz real.
De fato,

VT\7 = eia(z)(rb ro,rs, r4)Te7ia(z)(rl7 2,13, r4) € M4(R)

Da expressao das componenteS/;XE( dadas em (3.19) segue q‘uié\7 € uma matriz real se, e
somente se,

(IFL = |FP)Im(AA) =0 jk=1,..,4 (3.20)

Claramente temos que H&a | = |F,| entdo (3.20) é valido.
Mostraremos que (3.20) impligk; | = |F|.

Assumindo quéF;| # |F;| em algum pont@g € D ondeV(z) # 0. Entéo enmg (3.20) é
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equivalente, uma vez qi€'V é hermitiana simétrica, as seis equacdes

IM(Aj(20)A20)) =0 1< j<k<4. (3.21)

Vamos usar a definicao deepara mostrar que (3.21) leva a uma contradicao.

AAo = (fa—f1)(fi+f2)i = i(fifa4|fo2—|f1)?— fif2)
= i(|f2)%— | f1]?+2Im(f1f2)).

Logo, Im(A1Ay) = | f22 — | f1|2.

AAs = (1+ fif2)i(1—fifp)
= (14 2Im(fyfo) —|f1)? f2]2).
Logo, Im(AgAy) = 1— | f1|?| f2|2.
De (3.20) segue quid1(20)|* = | f2(20) |* € | f1(20)|?| f2(20)|* = 1 = | fa(20)| = |f2(20)| = 1.

Vamos encontrar as outras 4 equages de (3.2@) dambrando que vald1(2)| = |f2(2)| =
1.

A1A_\3 = (fz— f_l)(l-i- flf_z)
= fot|fo)?fy — f1— Fo| f4)?
= 2Im(f1+ fp).

Logo, Im(A1Az) = 2Im(fy + fo) =0.

AA, = (fo— f1)i(1— f1fp)
= i[fo—|fa]2fy — f1+ 5| 1|3

= 2iRe(fo— fy).
Logo, Im(A1As) = 2Re( f — 1) = 0.
AoAs = —i(f2+f_1)(1—i-f1f_2)
= —i[fa+|f22f1+ 1+ f2l 2]
= —2iRe(fy+ fo).
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Logo, Im(AxAz) = —2Re( f1 + f,) = 0.

Aoy = —i(fa+fr)i(1—f1fp)
= [fo—|fo?fr+ f1— fo| f1[?]
— 2Im(—f1+ f).

Logo, Im(AxAs) = 2Im(f, — f1) = 0. Assim,

Im(AAs) = 2Im(fy+ fo) =0,

IM(ALAs) = 2Re(fo— f1) =0, (3.22)
Im(AgAs) = —2Re(f1+f2) =0,

Im(Az&) = 2Im(f,—f1) =0, emz,.

De (3.22), temos quéi (7o) + f2(Z0) = f2(20) — f1(20) = 0 = f1(Z) = f2(z0) =0, 0 que é
um absurdo pois supomo$(zp)| = |f2(z0)| = 1. Assim, (3.20) implica quéF| = |R,|, e
consequentemente, (3.20) é equivalente p= |F,|, sempre qu¥ (z) # O. d
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Capitulo 4

Superficies de Curvatura Média Constante
emR3 eR*

Neste capitulo estamos interessados na demonstracaqydases teoremas.

Teorema 4.0.2.Seja S uma superficie completa orientada de curvatura mashatante em
R3. Se aimagem de S pela aplicacéo de Gauss situa-se em um hinaib&to, entdo S é um
plano. Se a imagem pela aplicacdo de Gauss situa-se em ursfeemfechado, entdo S é um
plano ou um cilindro circular reto.

Teorema 4.0.3.Seja S uma superficie completa orientada®tcujo vetor curvatura média

é paralelo e ndo nulo. Suponha que o Grassmanniano de 2-planentados enk* é repre-
sentado como um produto de esferas<&,. Entdo a imagem de S pela aplicacdo de Gauss
generalizada é tal que nenhuma das projecdes eouSs situa-se em um hemisfério aberto.
Se quaisquer das projecdes situam-se em um hemisfériaigat@ao S é um cilindro circular
reto em algunR3 c R* ou um produto de circulos.

Primeiramente vamos fazer algumas consideracdes sol@erestas acima. Notamos que
no caso de superficies minimas um fato muito importante &gaeplicacdo de Gauss é anti-
holomorfa, fato que demonstramos no Teorema 1.1.3. A @dade correspondente para su-
perficies de curvatura média paralela € que sua aplicac&adss é harmonica (ver [17]). O
principal fato que utilizaremos na demonstracdo do TeoreMa é a equacao

Av + ||dv||?v =0, (4.1)
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para a normal unitari& a uma superfici& de curvatura média constante &, onde o co-
eficiente||dv||? pode ser visto como a norma ao quadrado da segunda formanfent de
S

Uma interpretacéo de (4.1) € que a aplicacdo de Gauss € haan6rgue podemos ver pela
observacao a seguir.

Observacaal.0.4 A equacdao (4.1) é um caso especial da equacao
1 2
AX+r—2HdX]| X =0, 4.2)

caracterizando as aplicac6es harménicas de uma sup&éniauma esfera de raicemR". A
saber, se
X:S— R"

é uma aplicacdo cuja imagem situa-se em uma subvariddiaeR", entdo a aplicacaX :
S— R" é harmdnica se, e somente se, em cada pon®ala-vetor AX é normal aN em
X(p). No nosso caso, quandb= S"~1(r), a condic&o se torna

AX = AX, (4.3)

para alguma fungdd emS. Assim (4.2) implica que a aplicacXo. S— S"1(r) é harmonica.

Reciprocamente, se= x-+ iy € um parametro conforme local €ésnentéo uma vez qué- X =
2

r<, temos

Xz‘x :O
e
Como
1 . 1 :
1
Xzz= Z(\|xx||2+ IXy[1?) <= 4%z = X1+ %117 = [|d X%
Assim,

AX X = 8Xg5- X = —4X;- Xz = —||dX]|2. (4.4)
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Portanto, se vale a igualdade (4.3), emd&0 X = A||X||? = Ar? e por (4.4)A = —||dX]]?/r2.
Assim, também vale (4.2).

Este capitulo é baseado no trabalho de Hoffman, Osserméamersfll).

4.1 Demonstracédo do Teorema 4.0.2

Teorema 4.1.1.(Teorema de Uniformizacéo) A superficie de recobrimenteansal de qual-
quer superficie de Riemann é conformemente equivalenteddsigm ao plano ou a esfera.
DemonstracaoVer [1] pagina 181. O

Teorema 4.1.2.(Teorema de Liouville para fungdes subharménicas) Se u éfungdio sub-
harménica no plano inteiro exceto possivelmente na origesa g é uniformemente limitada
superiomente entdo u € uma constante.

DemonstracaoVer [16] paginas 128-130. O
Teorema 4.1.3.(Principio do Maximo para fun¢@es subharmonicas) 2gja> 0 emQ c R",

u € C?(Q) e suponha que exista um ponte Y2 tal que Uy) = sup,u. Ent&o u é constante.
DemonstracaoVer [7] pagina 15. O

Agora estamos em condi¢cdes de demonstrar o Teorema 4.0.2.

DemonstracdnoSejamS uma superficie completa de curvatura média constant®&mS a
superficie de recobrimento universal 8eSe a imagem d& pela aplicagdo de Gauss situa-se
em um hemisfério, entdo o mesmo é valido ffarRelo Teorema de Uniformizacdo temos trés
possibilidades.

Caso 1.5é conforme a uma 2-esfera.

Este caso néo pode ocorrer, uma vez que a imagem de uma edteeplcacdo de Gauss
contém todos os pontos da esfera. Uma demonstracédo desfeot ser encontrada em [3],
pagina 482.

Caso 2.5é conforme ao plano.
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Por hipotese, temos qugtem curvatura média constante. Logo sua aplicacdo de Gauss
€ harmodnica. Assim, conseguimos uma aplicagam plano na esfera unitaria satisfazendo
(4.1). Podemos assumir que o hemisfério contendo a imagetmeéncsfério inferior. Neste
caso,—1 < v3<0. Como por (4.1) temos que

Avz = —|[dv|[*vs,

segue quevs € uma funcdo subharménica limitada. Como a noc¢édo de subhmidede é
invariante por transformacdes conformes, e temos$jéeconforme ao plano, utilizando o
Teorema 4.1.2, segue qug € constante. Observamos quevsee uma constante ndo nula
entdo, pela equacavs = —||dv||?vs, temos que|dv||? = 0. Logo v =constante, o que nos
fornece um vetor fixo na esfera, e consequentem@@éteim plano. Se/z = 0 entdo o vetor
vertical e situa-se no espaco tangent& am todo ponto. Isto implica que por cada ponto de
Spassa uma reta paralelaae situada inteiramente e Assim, S é um cilindro sobre uma
curva plana. Com& tem curvatura meédia constante, a curva plana € um circulonaurata.
PortantaS é um plano ou um cilindro circular reto.

Caso 3.5é conforme ao disco unitario.

Vamos mostrar que este caso ndo pode ocorrer. Vamos usanetéaa equacao (4.1) e
notar que

2
v =5 [Bl?
1]

= [B1a|*+2|Byo|* +|Bpa|?
= |B11+ B22|? + 2(|B12|* — B11B22)
= 4HZ 2K,

ondedv é a segunda forma fundamental §eH é a curvatura média de@e K é a curvatura
gaussiana d8&. Assimyvs satisfaz a equacéo
Avs — 2Kv3 4+ 4H2y3 = 0.

Assumindo novamente que a imagem pela aplicacado de Gawasssino hemisfério inferior,
entdo—1< v3 < 0. Por (4.1) temoAvs = —||dv||?vs. Assimvs é subharménica. Pelo Principio
do Maximo para fun¢des subharmdnicasyse- 0 em qualquer ponto interior entég = 0.
Mas, pelo que vimos no Caso 2, isto implica @f&um plano ou um cilindro circular reto, o que
forcaSser um plano e ndo um disco. Assim concluimos ayé estritamente negativo, pdss
nao é um plano. Mas [5] (corol. 3 pg. 205) demonstra que quEré&a curvatura Gaussiana de
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uma métrica conforme completa no disco unitario, entao ri&tessolucdo negativa da equacao
Avs — 2Kv3 4+ 4H2y3 = 0.

O que completa a prova do teorema. O

4.2 Demonstracéo do Teorema 4.0.3

Na demonstracdo vamos usar 0s seguintes fatos com relaGiassmanniano de 2-planos
orientados enR* e a aplicacéo de Gauss de superficiesRfm O G2 4 pode ser identificado
com o produtc” x S, onde cada fator € uma 2-esfera padréo de raig2l resultado obtido
no Apéndice A. A representacéo produto@gs nos permite associar a aplicagédo de Gayss
de uma superficie orientademR* um par de aplicacday = 1 og e g = T o g, onde cada
gk € uma projecao dgem um fators?.

Sejafy a aplicagédo a valores complexos obtida pela composic@p dem a projecao es-
tereografica. Em [17], temos que uma superf@iem vetor curvatura média paralelo se, e
somente se, sua aplicacdo de Gaudssharmonica, o que € equivalente a cggdser harmonica.

A harmonicidade da aplicac@j pode ser expressa pela equacao

Avi + 2||dvi|[?v = O, (4.5)
ondevg representa o vetor posicado sobre a es&raonsiderada como uma esfera padrao de
raio 1/v/2 emR3,

Utilizaremos véarios fatos com relacéo as aplicagiiesp, e suas fungdes correspondentes
f1 e f. Vamos precisar das funcoBgse F, obtidas em (3.16). Relembrando,

(f)z o _ (fz

Fo=  Ro=
1+ | fi[? 1+ fi?

ondez € um parametro isotérmico local éegnNotamos que sé é composta com uma trans-
formacédo de Mdbius, correspondendo a uma rotacdo da esfes@, as quantidadés| e |/
permanecem invariantes. Assim nao existem singularidadegpontos onddy = o, como
podemos ver pelo seguinte lema.

Lema 4.2.1. Seja W= Rjw| uma transformac&o de M&bius correspondendo a uma rotacéo da
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esfera de Riemann,

aw+b
W=D ondela?+ b2 = 1.
—bw+a

Entdo as quantidadel$| e ]IE\ permanecem invariantes quando trocamos a fungé&e i¥z)
pela fungdo W= R[f (2)].

DemonstragidoVamos mostrar que (W) = F(f) e F(W) = F(f). De fato,

W _af(z+b
W)= 1w oMW = o s
Temos que
W — af{—bf+a)+ (af+b)bfz
- (—bf(2) +a)2
_ fx(la+b?)
(—bf+a)2
- (-bf+@)?
e
1+ W2 = (af+b) (af +b)

(—bf+a) (—bf +a)
laj2(|f|2— 1)+ 1+ 2Reabf)
(—bf+a)(—bf +a)

1+|f?
(—bf+a)(—bf+a)

= 1+

Substituindo os valores obtidos acima pakze 1+ |W|? na expressdo de(W), segue que
Wz

1+wpz
fz  (—bf+a)(—bf +a)

(1+[f]%) 1+|f?

F(f) b

FW) =

(~bf+a&)(—bf +a)
1+]f|2
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Logo

[We?
FE = e

(—bf+a)2(—bf +a)?
(—bf 4+ &)2(—bf +a)2

= [F(H)?

= (D2

Assim |[F(W)| = |F(f)| e, portanto,|F| é invariante por uma transformacgéo de Md&bius cor-
respondendo a uma rotacdo da esfera de Riemann. Analogarientes que}lf| também é
invariante. O

Corolario 4.2.2. Seja § uma superficie de Riemann e sejag — S°(r) uma aplicagéo
diferenciavel de §em uma esfera padrdo. Suponha que g é representada em teemuwsad
coordenada local z sobreg®or w= f(z), onde f assume valores no plano estendido. Entdo
as funcBes associadédB| e |F| definidas por (3.16) s&o fungdes diferenciaveis inclusae n
pontos onde f .

DemonstracdoTemos queF | e |F| sdo diferencidveis sempre qfiet . Em uma vizinhanga
de um ponto ondé = «, fazemos uma rota¢c&@W| levandoc a um ponto finito e usamos a
invariancia dgF| e |F| por uma rotacéo da esfera de Riemann obtida pelo Lema 4.2.10]

Para a demonstracéo do Teorema 4.0.3, os fatos seguintasligaolos na seqiéncia em que
sao apresentados.

(1) See(g) denota a densidade de energia da aplicacéo de @aestio
e(g)=er+e

ondeeg, denota a densidade de energiagde

De fato, usando a definicdo da métrica produto, (ver por ekefdppagina 46), e a ex-
pressao para a densidade de energia da aplicacdo harmg@mciuncdo da métrica dg x S,
(ver [13]), com alguns calculos segue o resultado desejado.

(2) Em termos ddfy,
A e = 2[R+ R, (4.6)

onde a métrica er§ é dada pods® = A?|dZ.

De fato, sef : M — N é uma aplicacéo diferenciavel entre as superfidlesN munidas de
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métricas conformes, dadas localmente g&r= A2|dZ2 emM e do? = p?|dwj> emN, entdo
a densidade de energia fleque é dada por

e(f) = 3[ld f||?,

se decompde nas componentes
e(f) =&al(f)+e(f),

onde )
u

2
au(f) = W ea(f) = 5o wef? @7

e f é representada localmente na fonwa: f(z) (ver [9]).

Vamos tratar o caso particula:= S%(1/+/2), a esfera padréo de raig2. Sew é o parametro
conforme obtido por uma transformag&o conform&dé/+/2) emS?(1) seguido pela projecéo

estereografica entdo
2 1

=BT e
Assim, seg aplicaSemS?(1/+/2), as equacdes (4.7) se reduzem a

2 2 f
€1(9) = 11_2|le|2 _QL
A A% (1412

_ 2 |t

112 2
29 = Xl = e

Portanto,
2 2
U 2 M 2
& = ﬁ\sz| +ﬁ|sz"1

2 |hd® 2 |fd’
2 2 2 2
1+RP)° AT @+ 8P

[IFkI +1Rd,

L

onde a métrica ersé dada pods® = A2|dz?.

(3) SeJk denota o Jacobiano da aplicagipentéo

23 = 2[R~ IR (4.8)
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De fato, o Jacobiand de uma aplicacdo complexa= f(z), ondef = ¢ +iy, é dado por

J = Oxy — Pyl
Como _ _
fo= (B 10) (W ith), e fr= Z(Butity) + (Usctith),
temos que
6 = 218t ) by + B (Buct ) 1~y + )
= %[(¢x+wy>2+<—¢y+wx)2]
= (B3 UG+ 20+ 07+ U — 20y,
analogamente
= 2B 0y +i(dy+ )l W) — 9y + )
= 26w+ Oyt w))
= (83 UG~ 280+ 07+ U+ 20Uk,
Assim,

|21 — |2l = by — dyys=J.

2 . o
Os fatores IA2 e 2/(1+|f|%)", que aparecem eth, provém das parametrizagdes conformes
da superficieSe da esfer&, respectivamente. Assim,

2 (Pt = 2R R

/\2sz
(L+]f1?)

F1| =[R2l (4.9)

Resultado demonstrado no Teorema 3.2.1.
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(5) A curvatura Gaussiana da superfigié dada por
K=J+. (4.10)

Usando a férmula para a curvatura Gaussiana em termos dmgieod isotérmicos, isto é,
K= —A—ZZ(Iog)\ %)z € (4.8), segue que mostrar (4.10) é equivalente a mostear qu

2
A2

2 . R
- (log/\z)zz—=p(|F1|2—|F1|2+|F2|2—|F2|2)
ou seja,

—(logh?)z= |F1f? — |Fa? + | — |2

Vamos mostrar entdo a igualdade acima. SuponhaSgueéada localmente pof(z) ondez

é um parametro conforme local. Entdo a métrica®énda formads® = A?|dZ?, ondeA? =
2|X,|%. Também temos qué, = Y, para alguma fungio compleyaque néo se anula. Entio
A% =2|y|?|P|?, logo

A2 = 4 PP+ 1+ 22). (4.11)

As equivaléncias escritas a seguir serdo combinadas psim a®strarmog5). Pelo Lema
3.1.4, temos que

n = —(logy)z (4.12)
Na demonstragéo do Teorema 3.2.1 obtemos a igualdade abaixo
n = f1F1+ HF. (4.13)

Da expressao dg, em (3.16), omitindo o indick, obtemos

() ()= N e e (4.14)
(1+]f[?)? '
De (3) temos que
23 = 2Rl — IR (4.15)
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Utilizando (4.11) segue que

logA? = logd|y|?(1+ |f1)(1+]f2]?)
= log4+log|y|* +log(1+]f1|?) +log(1+ | f|?).

Assim
(logh®)z = (log|@|*)z+ (log(1+ |f1]*))zz+ (log(1+ |f2[*))z,

Como, por (4.12)

(log|y)®)z = (logyd)z
= (log)z+ (logy)z
= _nz—ﬁi

Concluimos, utilizando (4.13), (4.14) e (4.15) que

(loglA|®)z = —nz—nz+(log(1+|f1*))zz+ (log(1+ | f2|*))z
_ — i fi+fifyg forfo+ fafp,

= —n—Nr+ (1F)z+ (RR)z+ (fF)z+ (f2R)z
= —(f_1F1+ f_2|:2)2+(f_1|31)z‘+(f_2lfz)z—
= R =R +|R2 - R

)z +(

Portanto
K=J+.

(6) SejaH o vetor curvatura média d& Enté@o
H=0se, esomente sy =0eF =0. (4.16)

De fato, em [8] foi provado qu8 é minima se, e somente se, ambas as projegdes), Sao
anti-holomorfas, isto éf; e fo sdo anti-holomorfas. Logf 7= 0 e fo7= 0 se, e somente se,
Fr=0eR =0.

(7) Suponha que a aplicac@p é harmonica. Entdo em qualquer ponto oRge: 0, vale
Alog|F| = 2J, (4.17)
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ondeA é o operador Laplace-Beltrami é8n
A demonstracéo deste fato pode ser encontrada no Apéndice B.

Agora vamos combinar os sete resultados anteriores pamna@ssonstrar o teorema. Uma
vez queStem vetor curvatura média constamte# 0, cadagy € uma aplicacdo harmonica, e
por (4.16) podemos aplicar (4.17) p&ra: 1,2. Combinando (4.9) com (4.17) segue que

231 = AIog|F1| = Alog|F2| = 232 <— N =J. (4.18)
Aplicando novamente (4.9) com (4.15) e (4.18) segue que
Fi| = |Fl. (4.19)

De (4.9), (4.19) e (4.6) segue que
€ = €.

Comoe(g) = e;1 + e = 2e; = 2ey, segue quey = %Hdvk||2 = %e(g). Logo as equacdes (4.5)
assumem a seguinte forma

Avg+2e(g)vk=0,k=1,2. (4.20)

Vamos usar a hipétese de qugee v» situam-se em um hemisfério. Suponhamos que isso ocorra
paravi. Entdo, para algum vetor unitario fixpa funcéou dada por

H=C-V1
satisfaz
u<o0. (4.21)
Por (4.20), segue que
Ap = —2e(g)U. (4.22)

Uma vez que(g) > 0, temos por (4.21) e (4.22) qye é uma fungé@o subharménica, isto &,
Au > 0.

Afirmamos queu = constante.

De fato, sejéSa superficie de recobrimento universalSle fi o levantamento dg aS Entéo
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[t € uma funcao subharmdnica continua limitada superiorm&ataos trés casos a considerar.

Caso 1. S é conforme a uma esfera. Entfioatinge um maximo e, conseqiientemente, é
constante.

Caso 2.5¢é conforme ao plano. Uma vez gfieé subharménica limitada superiormente, temos
pelo Teorema 4.1.2, que ela é constante.

Caso 3.5é conforme ao disco unitario. Neste caso observamos qudioientee(g) em (4.22)
pode ser escrito em termos da segunda forma fundanted&s. Como

2
eg)=IBI*> = Y B?
i,j=1

= |Bual*+ [B12l®+ |Ba1l*+ |B22l?
= [B11]?+2|B12* + [Baol?

= |B11+Boo|? +2(|B12|? — B11B22)
= 4H[*-2K.

Entéo (4.22) assume a forma
Afi +4H|?[i — 2K i = 0. (4.23)

Como na demonstragédo do Teorema 4.0.2, obtemos em [5], @8 (o tem solucdes nega-
tivas para uma métrica conforme completa sobre o discorimitdma vez quei < 0, segue
quefi = 0. Mas pelo Principio do Maximo para fungdes subharméniegsesquei = 0.

Assim concluimos que em quaisquer dos cgsgsecisa ser constante. Pela definicaqude
segue que situa-se sobre um circulo da esféfaMas entadl;, = 0, pois caso contrario temos
pelo Teorema da Funcéo Inversa que expsteStal queJi(p) # 0 e v é um difeomorfismo
local, isto é v, leva, localmente, abertos em abertos. Mg$) ), ondeU é um aberto d&, é um
arco de circulo que ndo é aberto &) logoJ; = 0. Como por (4.18), temos que = J,, logo

J> =0 e de (4.10) concluimos qilfe= 0 sobreS. Finalmente, um teorema de Hoffman em [12],
garante que uma superficie de curvatura média paralel@“%oom curvatura Gaussiana nula
situa-se sobre um cilindro circular reto em algiRhc R* ou sobre um produto de circulos, o
gue conclui a demonstracao do teorema.
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Apéndice A

Vamos obter a expresséo da metrica de Fubini-Studympard, restrita &Q5. Temos que

ela é dada por
Z?<k,j=1’zjdzk_ zdz|?

5417137

ds? =2
em termos das variaver ,w,. Como
z1=1+wiwp, Zp=1i(1—wWiWp), Zz=W;—Wp, Z3= —i(Wp+W>)
temos

dzy =wodwy +Widwe, dz = —i(wodwy+widwe), dz=dwi—dwy, dzz=—i(dwy+dws).

4
S [al? = [P ol
i=

= (14+wiw2)(1+Wiwo) + (1 —WiWz) (1 —WiW2) + (W — Wo) (W1 — Wa) +

+(Wq + W) (W1 + Wa)
= 214 [waw|? + wa |+ [wa ?)
= 2(1+ [we [Pl + [wa |+ [wal?)
(

= 201+ wa[?)(1+ |wal?).

Vamos calcular cada fator da soma abaixo separadamente

4
g |zjdzk—zkdzj\2 = ]zld2—22d21|2+]zld3—23d21|2+]zld4—z4dzl|2+
j<k]j=1

+|zpd3 — 23d22|2+ |zodg — z4d22|2+ |z3d4 — z4d23|2.
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710 —2dzr = —i(1+wiwo)(Wodwg +widwe) —i(1—wywy) (Wodwy + widws)
= —2i(Wodwy +widwy).

12102 — 22dz1 > = A(Wodwy +Wadwe) (W0 + WadWa)

= 4[|wy|?|dWa|? + Wy Vipdwi dwe + Wy wadwa W + [Wa| 2dws ?].

27dz—z3dz; = (1+wiwe)(dwy —dwe) — (Wp — Wa) (Wodwy +widwy)
= (1+wW8)dwi — (1+w2)dwe.

2dz—zdz> = [(1+w3)dwy — (1+w5)dw][(14Wo?)dws — (14 W1 ?)dwy)
= (L+w5)(1+Wo?)|dwal® + (14wg) (1+Wi%) [dwp|* —
—(1+W2) (1 +W?) dwadw — (14 W3) (1+Wa?)dwydwy.

zdzy—zdzg = —i(1+wiwo)(dwy + dwe) + i (Wy +Wo) (Wadwy +widwe)
= (W5 —1)dwy +i(WZ — 1)dwe.

1210, — 24021 |* = [i(W3 — 1)dwg +i (W2 — 1)dwp] [—i (W22 — 1)dwWy — i (W12 — 1)dwip)]
= (Jwaf* — W3 —W5* + 1) |dwa | 4 (WoWn? — W3 — Wi ® + 1)dwadviip +
+(WAWZ — Wo? —WF + 1)dwpdwy + ((wa|* — wE — Wi + 1) [dwal?.

dz—z3dz = i(1—wiwo)(dwy —dwe) +i(wg —wy) (Wadwy +widwe)
= i(1-w3)dwy +i(WZ — 1)dwe.

12023 —22d2> = [i(1—w3)dwy +i(W8 — 1)dwe][—i (1 —Wo2)dwy — i (Wi 2 — 1))
= (1w — w3+ o) [dwy [ 4 (— 1+ w3 — Wi 2wB +wq %) dwidwip +
(W] — WAWR? — 1+ W52 dwadw + (1-+ [wa |* — wWa? — wi) dws .
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2dz— 70z = (1—wiwp)(dwy + dwe) + (Wy + Wo) (Wodwy + Wi dwe)
= (1+w3)dwy + (14w?)dw.

220z — 2402|* = [(1+w3)dwy + (1+W2)dwy][(1+Wo?)dwy + (1+ Wi ?)dwy)]
= (L4+ W12+ W3 + Wi 2w dviipdwy + (1 + [Wo|* + W3 +Wo?) | dwa | +
(14 W2 + Vo2 + W 2W3 ) dwa dws + (14 [wa|* + Wi + w8 |dws|?.

730z —z4dzz = —i(wy —Wo)(dwy +dwe) +i(wg +wp) (dwy — dws)
= 2i(wodwy —widws).

2302z — 24075]* = A(Wodwi —widWwe) (W20W; — WadWp)

= 4[|wo|?|dwy |2 — Wovi dw AW — Wy WodWr dwe + ||| dwe?]

4 ) 12 . . . .
Em 37y j—1/2dZ—2zdz]|", usando os resultados obtidos acima segue que o coeficiente de
dwy |? é

AW |? + 14+ W3 +Wo? + W * + [wa|* — W2 — W2 + 14+ 1— W2 — w3+ w4+ 1+ | * + w3+
_ 2
W2 + 4w | = 4(1+ [wa|?)”.
Analogamente o coeficiente (tiws|? é

2
8lwi|? + 4+ 4wy |* = 4(1+ [we|?)",

o coeficiente delw,dw; é

NP1 2 — 1= Wi — Wp —W1PW5 + W2 — W5 — Wi? + 1 — 14+ W3 —WiPW5 + Wi ? + 1+ Whws ? +
W2 + Wi 2 — dwpwy = 0,

e o coeficiente ddw,dw; é

AW — 1—WE — Wp? — WEWRZ + WoPW2 — W2 — W2 + 1 — 1+ Wo? — WAWR2 + W5 + 1+ Wo?W5 -+
W%+W%—4W—2W1: 0.
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Portanto

42 - 22?<kj:1|zjdzi<_zkd21’2
by
8](1+ wol)°|dwal? + (14 [waf?) “dw?
41+ Wo2)° (14 [y 2)°
2|dwy |? n 2|dwy|?
L+ Wi (14 mel?)

-

Assim a métrica en@, € a métrica produto, onde cada fator tem a métrica sobre uera e
raio 1/+/2 obtida pela projecéo estereografica wee w, planos complexos respectivamente.
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SejamM e M’ superficies de Riemann. SdjaM — M’ tal quef € C*(M). Sejaz= x+iy
uma coordenada complexa local é&me u = u; + iu, uma coordenada local eM’. Sejam
0(2)|dZ? e p(u)|du|? métricas conformes eM e M’ respectivamente. Neste apéndice vamos
expressar a condicdo deser harménica e deduzir a formula local (4.17), isto é,

Alog|F| = 2.

Defina 1-formas locai®¥ = \/o(z)dzemM e w = /p(u)du em M, e escreva a primeira
equacdao de estrutura
df = 6. A0 emM,

dw=wAwemM.

Aqui 6; e w; séo 1-formas de conexdo Riemanniana dadas por

[ _ 0l
g, — 209v/0() > dlogyo(@) . (4.24)
0z 0z
i — 9109VPW) 4o dlogy/p(W) (4.25)
au Ju
As funcdes curvaturas emM e K’ emM’ sdo definidas por
K —
de. = —56 ND,
e
/ J—
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De (4.24) e (4.25), segue que
2 2
46, — 0 Iog\/ d Nz _d Iog\/
dzlog\/

dzndz

dzndz,
logo
2
0 Iog\/i 4207 = — 5 \/Gdzn VG Z
Assim,
«_ 402Iogf
T o 0207
analogamente,
e 49%log,/p
p Qudl

Agora consideramos a aplicacio M — M’ e definimos as primeiras derivadas covariantes
de f pelas equacoes

ffw= u96+u55, (4.26)

ondef* denota o "pull-back” de formas diferenciais pela aplicat&ag, ug, ug, ug séo funcées
definidas localmente. Conjugando (4.26), vemosu.ie: Uy € Ug = Ug. Vamos definir a den-
sidade de energia e 0 Jacobianofdeor

2 12
e(f) = |ug|®+ |ugl®,

J(f) = |ug|* — |ugl*
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respectivamente, ondé¢ denota o valor absoluto de numeros complexos.

Agora definimos as segundas derivadas covariantépedas equacoes

du9+u990—u9f*wczu@96+u9§§, (4.27)

dug 4 ugBe — Uz f* e = Uge 0 + UgaH. (4.28)

Diferenciando exteriormente (4.26), temos por um ladondsd4.27) e (4.28), que

d(f*w) = d(ugb+ugb)

— dug A6+ Upd®+duyA B +uzdo

= (—UgBc+ Ugf* e+ UggB +Uggh) A B + UgdB + ugd6 +
(—UgBe+Ugf*ax+ Uz +Uzgh) A O

= UggBAB+Ugf axA B —UgbhcAB+Ugdh+ugdh+uza0 A0+
Uzt e AB—uzhc A O

— (Ugg—Ugg)OAB+UgfaxAB+ugf e B+ ugdf+uzdo —
—UgB: A B — UGB A B, (4.29)

e por outro

d(f'w) = f*(dw)
= (A w)
= ffueAffw

= f wc A (ugl+ugh)
— Upf A B+uzfraxnb. (4.30)

De (4.29) e (4.30) segue que

0 = (Ugg—Ugg)OAB+Ugdd+ugdd —ughc A B —ughe A O
— (Ugg—Ugg)BAB+UgBAB+Uglc A —UgB A B —UzB:A O
= (Upg—Ugp)O A6,
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Usando o fato de qué; = —6:.Assim
Ugg = Ugg-

Definicéo 4.2.3.Uma aplicaciw € dita harmonica se a seguinte equagao € satisfigijas 0.

Dado um dominid®d C M, a energia integret da aplicacda sobreD € definida por
E(u = / p(u)(uuz+ U + uz—)lédzdz_
= 2/ P(u(2)) (uxuy + uyly)dxdy

Teorema 4.2.4.Uma aplicacéo u € harmonica se, e somente se, € um pont@atdituncional
energia

E(u) = [\ e(u)dViu,

onde d¥; denota o elemento de volume de M.

DemonstragdnVamos procurar pontos criticos Béu). Seu é tal ponto critico, que € continuo,
entdo em coordenadas locais, uma variagéde u pode ser representada po#t¢, onde
¢ :M — N, com¢ € C}(M), de suporte compacto. Se um ponto critico, precisamos ter

d
FE(U+9)0=0.

Logo,

0 = {5 [ PP+ tO)TH )7+ (THB)olu+t8) 2B o
= G [P t90) (F 1) + (Tt B+ 93z

= /P (U+td)[d-(Uz+tdz) + Pz(Uz+td7) + Po(Uz+tdz) + (U + ;)] +
+2p(u+te)(oud + pad)[(U+1t9)(U+td)z+ (U+1d)-(u+1d)zlidzdzi—o

= 1P (@ul+ B+ oz +
2p(pu + pad ) (UzUz + UzUz)id zaz. (4.31)

Se colocamos
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ondey € CY(M), de suporte compacto einc R", com fronteira regular, temos

9, — YP"(Y) — 20 (pull + pitly)
’ p4(u) ’

boe Yzp*(u) — 2¢p(putz + patz)
’ pH(u) ’

,0%(u) — 20p(Pulz + Pitly)
p*(u) ’

N
N
I

Pz0?(u) — 2gp(puliz+ pallz)
p4(u) '

Observacgaal.2.5 Comop é o fator conformep é real.

¢z
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Substituindo os valores encontrados ppyabz, ¢, e pzem (4.31) temos que,

vooG
0 = /[ZP(PUE‘f’PLTE)(UZUZ_"”UZUZ)‘F

Uz (Y7 — 2= (pulz + pilz) )

€0 |g

+Uz( ), — 2—(pyuUz + Pguz))

+Uz(z— 2= (pulz+ pauz))

€ 0[€°

+uz( Pz — ZE(PuuerpmJ—z))]idZdZ_

2 _ _ _ .
= / [5 (PuPuUz+ puiuztz + patPuzUz+ PP UsUz) +

<

+Uz(Yz— 2—(puliz+ Pullz))

€70

+Uz(Pz — 2—(pulz + patz) )

+Uz( Yz — 2= (pulz+ Palz))

e R R She)

+uz(; — 2= (pyUz + pgly) )]idzdz

<°

= / Uz — ZEpuuzuz—+ Uz — Z%Qﬂw_ﬁ Uz — Z%WJ%TZ + Uz, —
—Z%puuzuzﬂidzdz_

= /[(Uz‘-l_’z— Z%Puuzuz)+(uzll72— Z%ﬁ)uuzuz)"’

(Y- Z%ptmn@wz—— 2%p@@>]idzdz‘
—/2Re(u_——g >idzdz- Tue— 22 o id 2
= Uz 2ppuuzuz)|dzdz+/2Re+(uZL,Uz 2ppwguz)|dzdz

Comou € C? podemos integrar por partes as integrais acima e usandodegueay é continua
de suporte compacto obtemos que,

/Uzlﬁidz_z —/Lﬁuzz_dz_v

[ Geiz= - [ iz
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Assim,
0 = /ZRe(uZLﬁz—— Z%puuzuz—)idzdz_Jr/ZReJr (Uzz— Z%pmj_zu_z)idzdz_
= 2/Re(uzz—— Z%puuzuz)Lﬁidzdz_
— 2 [ Re(uz— 2(10gp)uputir) Pidzct,
0 que mostra que a aplicacée@ de fato um ponto critico do funcional energia. O

Teorema 4.2.6.A equagao gy = 0 pode ser explicitamente escrita como

U+ dloL(u(z))uzuz—: 0.

7z U (4.32)

DemonstracaonDe fato, comof *w = ug0 + uge_segue que

d(f*w) = d(f*y/pdu)=./pd(f*du)=/p(udz+ uzdz) = u99+u9—§
= Uupyv/odz+uzy/odz

o) = f*(ﬁlogd\/Jp(U)du—_ 0Iogd\/up(U>du)
dlog\/p(u) . dlog\/p(u) .
T L e e ML

‘9'0907 Vu_p<“)(u—zdz+ 03d2) — 0'0907 Vup(”)(uzdz+ Uyd2).

Assim

dug = (ug)dz+ (ug)zdz

S6 precisamos calcular os coeficientesdzpois estamos interessados egg, que € o coefi-
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ciente def, gue por sua vez dependedie

wo)z= [Pz = (/)i Pz

_ (ﬁ)z‘\/a—ﬁ(ﬁ)z‘uﬁ\/ﬁuzz
(o)

o
( P <Iogf>ﬂuz+\f .
VP)z

p) (
logo a parte que depende deemdug é | i (Iog\/_ 7uz+ [uzz

= |

Pela definicdo da segunda derivada covariante t@enos que
dug +ugB: —ug f*wx = uggO + uege_.

Pelas expressdes obtidas anteriormente vamos enconteaficiente delz.

Uggy/O = [(\F) WP (logv/0) zﬂuz+\/7uzz+\ﬁ 6Iog\/_

\F Vo
/P (dlog\/___dlog\/_ u)
a ou Ju
_ ( )‘ VP, dlogy/p . pdlogy/p ., _
= T(UZZ+ au UzUz)—ﬁ En ouuzUz
S p:, Vo g TOWP o (VPG
“Vo Vo ou TG
_ VP 9logvp
= \/E(UZZ‘f‘ au UzUz).
No ultimo passo usamos o fato de qugp)z = (,/P)alz. Assimugg = 0 equivale a
dlo
Uz+ agu\/ﬁuzuz—: 0.

g

Observamos que do Teorema 4.2.6, seguefgser harménica depende somente da estrutura
conforme deM. Agora calculamos o Laplaciano da fungéo (bem definidgf e |Ug|?> emM.
Antes de fazer isso, precisamos definir as terceiras desvealariantes dé.

dugg + 2Uge B — Ugg f* s = U9996+Ueee_e_, (4.33)
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dugg — uegf*wc = Uggg b + uegge_. (4.34)

De (4.27), segue que

d(dug +ugBc — ug F*ax) = d(Uge B + UggHh).
Como

d(dug+ugb: —ugf ax) = dugA B+ ugdB: —dug A f o — ugd(f*ax)
= (—u99c+u9f*wc+u999+u95§)Aec—gueemﬁ
+(—UgB6+ Uz ¥ ax + UggB + Uza0) A ¥ — Ugd(f* )
= u996/\60+u996_/\(9c—§u96/\§—u999_/\f*wc—

/

—UggB A F*ax+ UgzB + K?u@(f*w)/\(f*oT))

—_— / N
— —gueeA9+KEUe(f*w)/\(f*@ — (Uge8 +Ugg) N Fr e+

+(UgeB +Ugg0) A,

d(UgeB +Uggh) = dugg A B+ UgedB +dugy A B+ Uggdf
— dugg A B +UgeBe AB+dugzAB+Uggbc A O
= (dugg +UgeBc) A O + (dUgg + UgaBe) A 6.

Usando os fatos de qu€ w = ugf + ue—e_e 6_C = —6. consequentemente,

/ —_— —_—

K —~ K
—EUQQ/\G—i-EUQ(f*O))/\(f*a_)) = (u999+u99—9)Af*o)c—(u996+u959)/\ec+

+(dugg +UgaBe) A 8+ (dugg +UgaBe) A B

= O A (dugg+ 2UggB: — Ugpe O — ueege_) +
+6 A (dUgg — Ugggh — UggaB) — (Ug® + Uggh) A B+
(duge -+ UgeBc) A B+ (dUgg -+ Ugghc) A B

= Uee_ee VAN 9_— UQQG_G N 6_,
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na segunda igualdade usamos as expressdesydéwr, e ugy f*w obtidas em (4.33) e (4.34)
respectivamente.

Como
(o)A (ffw) = (ugB+ugB) A (ugb +ugH)
— (uglz—uzlg)O A B
= (f)e/\e.
Logo
K /

2 2

Suponhamos agora qéedenote o Laplaciano e e lembremos que para uma fungéem
M temos quelx = 4xg, ONdexp € X sao definidas paly = xg0 + xg8. Assumindo quéf
satisfaz a Definicdo 4.2.3, obtemos

Dlug|* = 4
= 4

(UpUg)eg

(UggUg + ueuge)
(Ugelg)g
(

= 4 U999U9+|U99| ).

Il
N

Substituindo (4.35) na equacao acima segue que
Alug|? = 4|uge|? + duggg — 2Ug|?K'I(F) + 2ug|?K.
Comougg = 0= Ugge =0, assim
Alug|® = 4|uge|® + 4lug|PK'I(f) + 2|ug|°K.
Se|ug| # 0 entdo a equagéo acima assume a seguinte forma

1
(A|u9]2—4|u99|2)w = —2K'J(f) +2K.
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Temos que

Aloglug|> = 4(loglug|?)gg

’U9|%)_

ug|2”?

_ 4 YssUg

= e

UggaUglUg|?
|ug|*

:4(

= 4 )

_ (_o! - — |U9|2
= 2K\J(f)u9+2u9Ku9)—|u 7
]

= —2K'J(f)+2K.
Analogamente, sfig|? # 0 temos que
log|ug|? = 2K"J(f) + 2K. (4.36)

Observacéaal.2.7. No nosso cas@y faz o papel dd, a saber

)
\/z 9

comK' fazendo o papel da curvatura 8g(1/v'2) e K = —5(logA?)gg = —#E(Iog)\ 2).
Lembramos que no inicio deste apéndice fizemos _\/E% Assim, (4.36) assume a seguinte
forma

Ok : S— S(

|og\f2%|2 = 4+ 2K

1.
A(log2+log|F?> —log|A|?) = Mk—ﬁA(logx\z)
Alog|R|® = 4%
MloglR| = 2%,

usando o fato de qu& = 5/)\2, pois as métricas diferem por um fator conforme, obtemos o
resultado desejado.
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