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Resumo

Apresentamos demonstrações dos seguintes teoremas, que são encontrados em Hoffman,

Osserman e Schoen [11].

SejaSuma superfície completa de curvatura média constante emR3, tal que a sua imagem

pela aplicação de Gauss está contida em um hemisfério fechado, entãoSé um cilindro circular

reto ou um plano.

SejaSuma superfície completa emR4, com vetor curvatura média paralelo e não nulo, tal

que a sua imagem por qualquer projeção da aplicação de Gauss generalizada está contida em

um hemisfério fechado, entãoSé um cilindro circular reto em algumR3 ⊂ R4 ou um produto

de círculos.

Palavras-chave:Aplicação de Gauss generalizada, quádrica complexaQ2, superfícies de cur-

vatura média constante emR3 eR4.
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Abstract

We proof the theorems below, that are found in Hoffman, Osserman and Schoen [11].

Let Sbe a complete surface of constant mean curvature inR3, such that the image under its

Gauss map lies in a closed hemisphere, thenSwill be a right circular cylinder or a plane.

Let S be a complete surface inR4, whose mean curvature vector is parallel and non-zero,

such that its image under any projection of the generalized Gauss map lies in a closed hemi-

sphere, thenS is a right circular cylinder in someR3 ⊂ R4, or a product of circles.

Keywords: Generalized Gauss map, complex quadricQ2, surfaces of constant mean curvature

in R3 andR4.
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Introdução

A aplicação de Gauss clássica foi introduzida por Gauss em seu artigo fundamental sobre a

teoria de superfícies, [6]. O presente trabalho abrange questões relacionadas com a aplicação

de Gauss clássica e a aplicação de Gauss generalizada dada pelo artigo de Hoffman e Osserman

[10], tendo como objetivo a demonstração dos seguintes teoremas.

Teorema 4.0.2Seja S uma superfície completa orientada de curvatura médiaconstante emR3.

Se a imagem de S pela aplicação de Gauss situa-se em um hemisfério aberto então S é um

plano. Se a imagem pela aplicação de Gauss situa-se em um hemisfério fechado então S é um

plano ou um cilindro circular reto.

Teorema 4.0.3Seja S uma superfície completa orientada emR4, cujo vetor curvatura média

é paralelo e não nulo. Suponha que o Grassmanniano de 2-planos orientados emR4 é repre-

sentado como um produto de esferas S1×S2. Então a imagem de S pela aplicação de Gauss

generalizada é tal que nenhuma das projeções em S1 ou S2 situa-se em um hemisfério aberto.

Se quaisquer das projeções situam-se em um hemisfério fechado, então S é um cilindro circular

reto em algumR3 ⊂ R4 ou um produto de círculos.

Nos teoremas acima, o elo fundamental entre Geometria e Análise é o seguinte: as hipóteses

sobre a curvatura média implicam que a aplicação de Gauss é harmônica. Tal fato, combinado

com as hipóteses sobre a imagem da aplicação de Gauss e a análise do tipo conforme deS, nos

permite exibir uma demonstração dos teoremas a partir de resultados clássicos sobre funções

subharmônicas e da não existência de soluções de uma certa equação diferencial parcial encon-

trada no artigo de Fischer-Colbrie e Schoen [5].

O presente trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 1 fazemos referência

a alguns fatos clássicos que serão utilizados freqüentemente em todo o texto, tais como Grass-

manniano dek-planos orientados emRn, o qual denotaremos porGk,n, e aplicação de Gauss

generalizada, bem como uma rápida análise relacionando o espaço imagem,G2,3, de tal apli-
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Introdução

cação com uma quádrica complexa conveniente.

No Capítulo 2, usando a equivalência obtida entreG2,3 e a quádrica complexa, que agora

indicaremos porQ1, passamos a trabalhar comG2,4 e exploramos algumas propriedades ge-

ométricas desta quádrica, mostrando que ela pode ser identificada comS1×S2 onde cadaSk é

uma esfera padrão emR3 de raio 1/
√

2.

No Capítulo 3, são feitas observações gerais sobre a aplicação de Gauss de superfícies im-

ersas emRn. Em particular, obtemos expressões importantes para o cason = 4, que são funda-

mentais para a demonstração do Teorema 4.0.3.

Por fim, no Capítulo 4, usando resultados de Hoffman e Osserman[8], Fischer-Colbrie e

Schoen [5], e Hoffman [12] demonstramos os Teoremas 4.0.2 e 4.0.3.
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Capítulo 1

Aplicação de Gauss Generalizada

Neste capítulo definimos a aplicação de Gauss generalizada,o Grassmanniano dek-planos

orientados emRn e identificamos o Grassmanniano de 2-planos orientados emR3 com a quá-

drica complexaQ1 emCP2, a ser definida na Seção 1.1, que mostraremos ser topologicamente

equivalente à esfera unitária. Este capítulo é baseado no trabalho de Hoffman e Osserman [10].

1.1 Aplicação de Gauss Generalizada

Suponha queGk,n denote o Grassmanniano dek-planos orientados emRn, isto é, o conjunto

de todos subespaçosk-dimensionais emRn e sejaM uma subvariedadek-dimensional orientada

deRn, 2≤ k≤ n−1. A aplicação

g : M −→ Gk,n

definida por

g(p) = TpM

ondeTpM é o espaço tangente aM em p, é aaplicação de Gauss generalizada.

Quandok= n−1,Gn−1,n pode ser identificado com a esfera unitáriaSn−1, onde a cada hiper-

plano corresponde um vetor normal unitário (com a orientação induzida deRn). A aplicaçãog

então torna-se a aplicação de Gauss clássica, que atribui a cada pontop de uma hipersuperfície

M, um vetor normal unitário aM em p.

Observação1.1.1. Estamos usando a convenção de identificarTpR
n com Rn e assimTpM ⊂
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

TpR
n é identificado com um subespaçok-dimensional deRn.

Trabalhamos em um contexto um pouco mais geral, com variedadesM imersas definidas

por uma aplicação

X : M → Rn

ondeM é uma variedadek-dimensional orientada.

Neste capítulo trabalharemos somente com propriedades locais, podendo então considerar nos-

sas imersões como mergulhos.

É conveniente identificarG2,n com uma quádrica no espaço projetivo complexoCPn−1. Tal

identificação é feita da seguinte maneira: dado um 2-plano orientadoP em Rn, sejav,w um

par ordenado de vetores ortonormais gerandoP, a ordem dependendo da orientação. O vetor

complexo

z= v+ iw

atribui um ponto deCn ao planoP. Uma escolha diferente de bases fornece um ponto da

forma eiθ z. Se passarmos ao espaço projetivo complexoCPn−1, notamos que a cada planoP

corresponde um único ponto deCPn−1. A ortonormalidade do parv,w implica que o conjunto

de pontos na forma

z= v+ iw ⇐⇒ (z1, ...,zn) = (v1 + iw1, ...,vn+ iwn),

satisfaz

∑n
i=1z2

i = ∑n
i=1(vi + iwi)

2 = |v|2 +2iv ·w−|w|2 = 0,

pois v e w são ortonormais. A equação acima define a quádricaQn−2 em CPn−1. Vamos

verificar que a seguinte aplicação

γ : G2,n −→ Qn−2

tal que

γ(P) = [z]

é uma bijeção.

De fato, dadoz∈ Qn−2, z= v+ iw, ondev ew são vetores reais linearmente independentes,

o planoP gerado porv ew é tal queγ(P) = [z]. Assim a aplicação é sobrejetora. Para mostrar a

injetividade, suponha que[z1] = [z2]. Assimz1 = eiθ z2, logov1 = eiθ v2 e w1 = eiθ w2. Portanto

o planoP1 gerado porv1,w1 coincide com o planoP2 gerado porv2,w2 e a aplicação é injetora.

Conseqüentemente nossa aplicação é uma bijeção e desta formapodemos identificar a quádrica

4



Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

Qn−2 com o GrassmannianoG2,n. A partir de agora, usaremos livremente esta identificação.

Dada uma 2-variedade orientadaM emRn, temos a aplicação de Gauss

g : M −→ Qn−2.

Localmente, se(u1,u2) são parâmetros isotérmicos em uma vizinhança de um pontop perten-

cente aM, eM é definida em uma vizinhança dep por uma aplicação

(u1,u2) 7−→ (x1, ...,xn),

então os vetores

∂x
∂u1

,
∂x
∂u2

são ortogonais e de mesmo comprimento. Segue que a aplicaçãode Gaussg pode ser dada

localmente por

(u1,u2) 7−→ [
∂x
∂u1

+ i
∂x
∂u2

] ∈ Qn−2 ⊂ CPn−1. (1.1)

No caso clássico de superfícies emR3, sabe-se que esferas e superfícies mínimas são carac-

terizadas pelo fato de que suas aplicações de Gauss são conformes (ver [19]). Se fixarmos uma

orientação sobre a esfera unitária imagem, podemos distinguir os dois casos, se a aplicação de

Gauss preserva ou reverte a orientação, isto é, é conforme ouanti-conforme.

Vamos relembrar a definição da segunda forma fundamental

Bi j = (
∂ 2x

∂ui∂u j
)N (1.2)

onde ”N” denota a componente do vetor normal à superfície.

Definição 1.1.2.Uma superfície é totalmente umbílica em um ponto se

B11 = B22, B12 = 0

(ondeu1,u2 são parâmetros isotérmicos).

Teorema 1.1.3.Seja M uma2-variedade orientada emRn. A aplicação de Gauss g: M −→
Qn−2 é holomorfa não-constante se, e somente se, M é totalmente umbílica. Conseqüentemente
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

situa-se sobre uma2-esfera em algum3-espaço afim deRn; a aplicação de Gauss g é anti-

holomorfa se, e somente se, M é uma superfície mínima.

Demonstração: Uma vez que todas as propriedades consideradas são locais,podemos introduzir

parâmetros isotérmicos locaisu1,u2 e assim definir a aplicação de Gauss por (1.1). Introduzindo

a notação

w = u1 + iu2, ϕ(w) = (ϕ1(w), ...,ϕn(w)),

ϕk(w) = 2
∂xk

∂w
=

∂xk

∂u1
− i

∂xk

∂u2
, (1.3)

podemos representar a aplicação de Gauss por

g : w−→ [ϕ̄(w)]. (1.4)

Assimg é holomorfa quando a aplicaçãoϕ é anti-holomorfa e a aplicaçãog é anti-holomorfa

quando a aplicaçãoϕ é holomorfa. Para uma superfície mínima emRn temos que asϕk

definidas por (1.3) são holomorfas, (ver, por exemplo, [15]). Conseqüentemente a aplicação

g dada por (1.4) é anti-holomorfa. Reciprocamente, se cadaϕk é holomorfa segue queM é

mínima. De fato, temos queM é mínima se, e somente se, suas funções coordenadas são har-

mônicas e como mostrado abaixo,ϕk é holomorfa se, e somente se, as funções coordenadas são

harmônicas.

(ϕk)w =
∂xk

∂u1u1
+ i

∂xk

∂u1u2
− i(

∂xk

∂u2u1
+ i

∂xk

∂u2u2
)

=
∂xk

∂u1u1
+

∂xk

∂u2u2
= 0,

poisxk é harmônica.

Para um ponto[z] do espaço projetivo as coordenadaszk sozinhas não têm significado; somente

os quocienteszj/zk estão bem definidos. Por definição, a aplicaçãow−→ ϕ̄ é anti-holomorfa

se, e somente se, os quocientesϕ j(w)/ϕk(w) são funções holomorfas sempre que os denomi-

nadores não se anulam. Uma vez que a superfícieM está imersa, em qualquer pontow0, nem

todasϕk(w0) se anulam. Façaϕ j(w0) 6= 0. Entãoψk(w) = ϕk(w)/ϕ j(w) é holomorfa em uma
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

vizinhança dew0. Fazendoµ(w) = 1/ϕ j(w) então pela hipótese de queg é anti-holomórfica

0 =
∂ψk

∂ w̄
=

∂ [µϕk]

∂ w̄
=

∂ µ
∂ w̄

ϕk + µ
∂ϕk

∂ w̄
.

Assim

−ϕk

µ
∂ µ
∂ w̄

=
∂ϕk

∂ w̄
.

Mas então por (1.3) temos que

∆xk =
4∂ 2xk

∂w∂ w̄
= 2

∂ϕk

∂ w̄
= − 2

µ
∂ µ
∂ w̄

ϕk.

Escrevamos

− 2
µ

∂ µ
∂ w̄

= f (w)+ ig(w) (1.5)

onde f eg são reais. Uma vez que∆xk é real, usando (1.3) e (1.5)

∆xk = [ f (w)+ ig(w)]ϕk

= [ f (w)+ ig(w)][
∂xk

∂u1
− i

∂xk

∂u2
]

= f (w)
∂xk

∂u1
+g(w)

∂xk

∂u2
,

ou seja,

∆x = f (w)
∂x
∂u1

+g(w)
∂x
∂u2

. (1.6)

O lado direito de (1.6) representa, em cada ponto, um vetor tangente aM; mas∆x é um múltiplo

escalar do vetor curvatura médiaH, que é normal aM. (ver Osserman [15], Lema 4.1). Segue

que∆x= 0, logoH = 0. ConseqüentementeM é mínima, o que demonstra a segunda afirmação

do Teorema 1.1.3. A demonstração da primeira parte do teorema é análoga.
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

Suponha que a aplicação de Gauss é holomorfa. Novamente, temos localmente uma funçãoµ
tal que

0 =
∂ψ
∂w

=
∂ (µϕ)

∂w
= µ

∂ϕ
∂w

+ϕ
∂ µ
∂w

.

Isto implica que as partes real e imaginária do vetor∂ϕ/∂w são combinações lineares de

∂x/∂u1, ∂x/∂u2, portanto tangentes aM. Mas

∂ϕ
∂w

=
1
2
[

∂
∂u1

(
∂x
∂u1

− i
∂x
∂u2

)− i
∂

∂u2
(

∂x
∂u1

− i
∂x
∂u2

)]

=
1
2
[
∂ 2x

∂u2
1

−2i
∂ 2x

∂u1∂u2
− ∂ 2x

∂u2
2

]

então por (1.2)
∂ϕ
∂w

=
1
2
(B11−B22−2iB12) = (

∂ϕ
∂w

)N = 0,

conseqüentemente,

B11 = B22 eB12 = 0.

Conseqüentemente, pela Definição 1.1.2,M é totalmente umbílica em cada ponto. Mas então,

M situa-se sobre um plano ou sobre uma 2-esfera em algum 3-espaço afim (ver B. Y. Chen [2]).

O primeiro caso corresponde à situação degenerada, na qual aaplicação de Gauss é constante.

Reciprocamente, dada uma 2-esfera em um 3-espaço afim deRn, podemos usar o fato de

que a aplicação de Gauss é conforme, junto com a correspondência entre as aplicações de Gauss

clássica e generalizada. Por exemplo, usando a projeção estereográfica

x1 =
u

1+ |w|2 , x2 =
v

1+ |w|2 , x3 =
1−|w|2
1+ |w|2 , x4 = ... = xn = 0,

temos

∂x1

∂w
=

1
2
(
∂x1

∂u
− i

∂x1

∂v
)

=
1
2
(
2(1+ |w|2)−4u2 + i4uv

(1+ |w|2)2 )

=
1
2
(
2(1−u2 +v2 +2iuv)

(1+ |w|2)2 )

=
(1− w̄2)

(1+ |w|2)2 .
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

Com cálculos análogos obtemos

∂x2

∂w
= − i(1+ w̄2)

(1+ |w|2)2 ,
∂x3

∂w
= − 2w̄

(1+ |w|2)2 .

Logo

∂x
∂w

=
1

(1+ |w|2)2(1− w̄2,−i(1+ w̄2),−2w̄,0, ...,0),

e os quocientesϕ j/ϕk são anti-holomorfos. O que conclui a demonstração do teorema. ¤

O teorema de Ruh-Vilms (ver [17]) afirma que dadaM uma subvariedadem-dimensional

deRn, a aplicação de Gauss deM é uma aplicação harmônica se, e somente se,M tem vetor

curvatura média paralelo. Este teorema será de grande importância no decorrer do presente

trabalho.

Note que as superfícies mínimas e as esferas têm vetor curvatura média paralelo e também

que, as aplicações holomorfas e anti-holomorfas são harmônicas. Assim ambas as classes de su-

perfícies do Teorema 1.1.3 estão incluídas em uma classe mais geral do teorema de Ruh-Vilms.

Note também que para hipersuperfícies, vetor curvatura média paralelo equivale à curvatura

média constante, e que define a classe de hipersuperfícies cuja aplicação de Gauss é harmônica.

Para concluir este capítulo vamos descrever explicitamente a correspondência entre a apli-

cação de Gauss clássica e a aplicação de Gauss generalizada no caso de uma superfície em

R3. Dado um 2-plano orientadoP emR3, suponha quev = (v1,v2,v3), w = (w1,w2,w3) for-

mam uma base ortonormal apropriada paraP. Então, associado aP temos seu vetor unitário

ortonormalν ∈ S2 dado por

ν = ν(P) = v×w = (v2w3−v3w2,v3w1−v1w3,v1w2−v2w1)

e o ponto[z] da quádricaQ1 emCP2, comzdado por

z= z(P) = v+ iw = (v1 + iw1,v2 + iw2,v3 + iw3).

Como

Im(z̄2z3) = v2w3−v3w2, Im(z̄3z1) = v3w1−v1w3, Im(z̄1z2) = v1w2−v2w1

9



Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

logo

ν(P) = Im(z̄2z3, z̄3z1, z̄1z2).

Assim,

z3 = 0 ⇔ v3 + iw3 = 0

⇔ v3 = w3 = 0

⇔ ν = (0,0,v1w2−v2w1)

⇔ ν = (0,0,1) ou ν = (0,0,−1),

poisν é unitário. Defina

Q∗
1 = {[z] ∈ Q1;z3 6= 0}.

Para[z] ∈ Q∗
1, seja

ζ =
z1

z3
+ i

z2

z3
. (1.7)

Uma vez que[z] ∈ Q∗
1

⇒ z2
1 +z2

2 +z2
3 = 0⇒ z2

1 +z2
2 = −z2

3 ⇒ (
z1

z3
+ i

z2

z3
)(

z1

z3
− i

z2

z3
) = −1.

Pela expressão deζ segue que

−1
ζ

= (
z1

z3
− i

z2

z3
).

Assim, para[z] ∈ Q∗
1, comζ 6= 0 segue que

z1

z3
=

1
2
(ζ − 1

ζ
),

z2

z3
=

1
2i

(ζ +
1
ζ

), ζ ∈ C∗ = C−{0}.

Essas equações definem uma aplicação bijetora do plano menosum pontoC∗ sobre a quádrica

Q∗
1. Usando-as junto com a relação entreν ez, obtemos

ν = (
2ξ

1+ |ζ |2 ,
2η

1+ |ζ |2 ,
1−|ζ |2
1+ |ζ |2), ζ = ξ + iη , (1.8)

que é a projeção estereográfica deC∗ sobre a esfera menos dois pontosS∗. De fato, vamos

calcular a terceira coordenada deν .
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Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

De

z̄1z2 = (v1− iw1)(v2 + iw2) = v1v2 +w1w2 + i(w2v1−w1v2),

|ζ |2 = (
z1

z3
+ i

z2

z3
)(

z̄1

z̄3
− i

z̄2

z̄3
) =

|z1|2 + |z2|2 + i(z2z̄1− z̄2z1)

|z3|2
,

1
|ζ |2 = (

z1

z3
− i

z2

z3
)(

z̄1

z̄3
+ i

z̄2

z̄3
) =

|z1|2 + |z2|2− i(z2z̄1− z̄2z1)

|z3|2
,

segue que

|ζ |2− 1
|ζ |2 =

2i(z2z̄1− z̄2z1)

|z3|2
=

2i(2iImz2z̄1)

|z3|2
= −4Im(z2z̄1)

|z3|2
, (1.9)

e

|ζ |2 +
1

|ζ |2 =
2(|z1|2 + |z2|2)

|z3|2
. (1.10)

Como|v| = 1 e|w| = 1, logov3 = 1−v2
1−v2

2 ew3 = 1−w2
1−w2

2 respectivamente. Assim

|z3|2 = 2−|z1|2−|z2|2, ou equivalentemente|z1|2 + |z2|2 = 2−|z3|2. (1.11)

Substituindo (1.11) em (1.10) segue que

|ζ |2 +
1

|ζ |2 =
2(2−|z3|2)

|z3|2
.

Vamos isolar|z3|2 na igualdade acima

1
2
(|ζ |2 +

1
|ζ |2) =

2
|z3|2

−1

1
2
(
1+ |ζ |4 + |ζ |2

|ζ |2 ) =
2

|z3|2

1
2
(
(1+ |ζ |2)2

|ζ |2 ) =
2

|z3|2
.

Substituindo o resultado acima em (1.9) segue que

|ζ |2− 1
|ζ |2 = −4Im(z2z̄1)

|z3|2

= −Im(z2z̄1)(
(1+ |ζ |2)2

|ζ |2 ),

11



Capítulo 1. Aplicação de Gauss Generalizada

logo

Im(z2z̄1) =
1−|ζ |2
1+ |ζ |2 .

Com cálculos análogos, obtemosν1 = 2ξ
1+|ζ |2 , ν2 = 2η

1+|ζ |2 . Assim temos a correspondência

bijetora

Q∗
1 ↔ C∗ ↔ S∗

pela variável intermediáriaζ . Para estender a aplicação a todoQ1, note que

z3 = 0⇔ z2
1 +z2

2 = 0⇔ z1 = ±iz2

assimQ1−Q∗
1 = [(1, i,0)]∪ [(1,−i,0)].

Para[z] ∈ Q∗
1, se

z→ (1, i,0) ⇒ −1
ζ

= (
z1

z3
− i

z2

z3
) =

z1− iz2

z3
→ ∞

⇒ ζ → 0

⇒ ν → (0,0,1),

usando (1.8). Analogamente, se

z→ (1,−i,0) ⇒ ν → (0,0,−1).

Assim a aplicação bijetora entreQ∗
1 eS∗ se estende a uma aplicação bijetora entreQ1 eS.
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Capítulo 2

A Geometria da QuádricaQn−2

Na demonstração do Teorema 4.0.3 vamos utilizar a aplicaçãode Gauss de superfícies 2-

dimensionais emR4, que iremos descrever neste capítulo. Vimos no capítulo anterior que a

imagem pela aplicação de Gauss situa-se sobre o GrassmannianoG2,n, que pode ser identificado

com a quádricaQn−2 emCPn−1. Mostramos também queQ1 é topologicamente equivalente a

S2. Neste capítulo vamos obter as expressões da métrica canônica emCP2 e emCP3 restritas

a Q1 e Q2 respectivamente, e mostrar que com a métrica canônica deCP3, Q2 é isométrica

a S2(1/
√

2)×S2(1/
√

2), ondeS2(1/
√

2) é a 2-esfera padrão de raio 1/
√

2. Este capítulo é

baseado no trabalho de D. A. Hoffman e R. Osserman [10].

2.1 A Geometria da QuádricaQ2

A métrica canônica emCPn é a métrica de Fubini-Study, que é dada por

ds2 = 2
|Z∧dZ|2

|Z|4 = 2
∑n

j<k, j=1 |zjdzk−zkdzj |2

[∑ j=1 |zj |2]2
.

A seguir vamos obter a expressão desta métrica paran= 3 en= 4, que são os casos trabalhados

nas demonstrações dos dois teoremas principais deste trabalho. Paran = 3 a métrica de Fubini-

Study é dada por

ds2 = 2
∑3

j<k, j=1 |zjdzk−zkdzj |2

[∑3
j=1 |zj |2]

2 . (2.1)

13



Capítulo 2. A Geometria da QuádricaQn−2

Agora vamos utilizar as informações obtidas do parâmetroζ sobreQ1 em (1.7), e fazendo

z3 = 1, z1 =
1
2
(ζ − 1

ζ
), z2 =

1
2i

(ζ +
1
ζ

), ζ ∈ C∗

logo,

dz3 = 0, dz1 =
1
2
(dζ +

1
ζ 2dζ ), dz2 =

1
2i

(dζ − 1
ζ 2dζ ).

Como

|z1|2 =
1
2
(ζ − 1

ζ
)
1
2
(ζ̄ − 1

ζ̄
)

=
1
4
[|ζ |2 +

1

|ζ |2
− ζ

ζ̄
− ζ̄

ζ
],

e

|z2|2 =
1
2i

(ζ +
1
ζ

)
−1
2i

(ζ̄ +
1

ζ̄
)

=
1
4
[|ζ |2 +

1

|ζ |2
+

ζ
ζ̄

+
ζ̄
ζ

],

concluímos que

[
3

∑
j=1

|zi|2]2 = [|z1|2 + |z2|2 + |z3|2]
2
= [

1
2
(|ζ |2 +

1

|ζ |2
)+1]

2

.

Agora vamos simplificar o numerador de (2.1), substituindo as informações obtidas acima para

z1, z2 ez3.

2
3

∑
j<k, j=1

|zjdzk−zkdzj |2 = 2|1
2
(ζ − 1

ζ
)

1
2i

(dζ − dζ
ζ 2 )− 1

2i
(ζ +

1
ζ

)
1
2
(dζ +

dζ
ζ 2 )|

2

+

+|1
2
(dζ +

dζ
ζ 2 )|

2

+ | 1
2i

(dζ − dζ
ζ 2 )|

2

= 2| 1
4i

(ζdζ − 2dζ
ζ

+
dζ
ζ 3 )− 1

4i
(ζdζ +

2dζ
ζ

+
dζ
ζ 3 )|

2

+

+|1
2
(dζ +

dζ
ζ 2 )|

2

+ | 1
2i

(dζ − dζ
ζ 2 )|

2

14



Capítulo 2. A Geometria da QuádricaQn−2

= 2[| idζ
ζ

|
2

+ |1
2
(dζ +

dζ
ζ 2 )|

2

+
1
2i

(dζ − dζ
ζ 2 )|

2

]

= 2{|dζ |2

|ζ |2
+

1
4
[(dζ +

dζ
ζ 2 )(dζ̄ +

dζ̄
ζ̄ 2

)]+
1
4
[(dζ − dζ

ζ 2 )(dζ̄ − dζ̄
ζ̄ 2

)]}

= 2[
|dζ |2

|ζ |2
+

1
4
(|dζ |2 +2

|dζ |2
ζ 2 +

|dζ |2

|ζ |4
)]

= 2[
|dζ |2

|ζ |2
+

1
2
(|dζ |2 +

|dζ |2

|ζ |4
)]

=
2|dζ |2

|ζ |2
+ |dζ |2 +

|dζ |2

|ζ |4

= |dζ |2( 2

|ζ |2
+1+

1

|ζ |4
)

= |dζ |2(1+
1

|ζ |2
)
2

.

Logo

ds2 =
|dζ |2(1+ 1

|ζ |2)
2

[1
2(|ζ |2 + 1

|ζ |2)+1]
2

= 4[
(1+ 1

|ζ |2)|dζ |

2+ |ζ |2 + 1
|ζ |2

]

2

= 4[
(1+ |ζ |−2)|dζ |

|ζ |−2(2|ζ |2 + |ζ |4 +1)
]

2

= 4
|dζ |2

(1+ |ζ |2)2 ,

que é a métrica sobre a esfera unitária dada pela projeção estereográfica sobre oζ -plano com-

plexo.

A estrutura da quádricaQ2 em CP3 será de interesse particular na seqüência. Algebrica-

mente,Q2 é uma superfície complexa duplamente regrada, isto é, cada ponto deQ2 é a inter-

seção de um par de retas projetivas situadas sobreQ2. Por exemplo, considere o ponto

P = [(1, i,0,0)]
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Capítulo 2. A Geometria da QuádricaQn−2

sobre a quádricaQ2, que é dada porz∈ C4 tal que,

z2
1 +z2

2 +z2
3 +z2

4 = 0. (2.2)

O hiperplano emC4

H2 : z1 + iz2 = 0

contém o pontoP e é tangente aQ2 emP.

De fato, seja[α] : (−ε,ε) −→ Q2 dada porα(t) = (z1(t), ...,z4(t)), tal que[α(0)] = P. Então,

emt = 0, z′1z1+z′2z2+z′3z3+z′4z4 = 0. ComoP = [(1, i,0,0)], segue quez′1+ iz′2 = 0. Portanto

o hiperplanoH2 é tangente aQ2 emP.

Temos que todo ponto deQ2∩H2 satisfazz2
3 +z2

4 = 0.

De fato, comoH2 : z1 + iz2 = 0, multiplicando ambos os lados da igualdade porz1− iz2 segue

que

(z1 + iz2)(z1− iz2) = z2
1 +z2

2 = 0.

Substituindo em (2.2), segue quez2
3 + z2

4 = 0. Conseqüentemente, um tal ponto emQ2∩H2

situa-se sobre um dos hiperplanos

H ′
2 : z3 + iz4 = 0,

H ′′
2 : z3− iz4 = 0.

Assim, verificamos que

Q2∩H2 = (H ′
2∩H2)∪ (H ′′

2 ∩H2). (2.3)

O lado direito de (2.3) representa a união de um par de retas projetivas sobreQ2 que se inter-

sectam somente no pontoP. Vamos mostrar queQ2 = CP1×CP1 como segue. Considere o

hiperplano

H : z1− iz2 = 0

e seja

Q∗
2 = Q2−H.

Uma vez queH é o plano tangente aQ2 no ponto[(i,1,0,0)], pelo argumento precedente, temos

que

Q2∩H = L′∪L′′,
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Capítulo 2. A Geometria da QuádricaQn−2

ondeL′ eL′′ são retas projetivas definidas por

L′ : z1− iz2 = 0, z3− iz4 = 0,

L′′ : z1− iz2 = 0, z3 + iz4 = 0.

Além disso,

L′∩L′′ = {[(i,1,0,0)]}.

Agora dado[z] ∈ Q∗
2, comz= (z1,z2,z3,z4), e fazendo

w1 =
z3 + iz4

z1− iz2
, w2 =

−z3 + iz4

z1− iz2
, (2.4)

então

w1−w2 =
2z3

z1− iz2
, w1 +w2 =

2iz4

z1− iz2
.

Usando (2.2)

w1w2 =
(z3 + iz4)(−z3 + iz4)

(z1− iz2)2

=
−(z2

3 +z2
4)+ iz3z4− iz3z4

(z1− iz2)2

=
z2
1 +z2

2

(z1− iz2)2

=
z1 + iz2

z1− iz2
,

conseqüentemente

1+w1w2 = 1+
z1 + iz2

z1− iz2
=

2z1

z1− iz2
,

1−w1w2 = 1+
z1 + iz2

z1− iz2
=

−2iz2

z1− iz2
.

Assim

(z1,z2,z3,z4)
2

z1− iz2
= (1+w1w2, i(1−w1w2),w1−w2,−i(w1 +w2)).
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Logo, dado(w1,w2) ∈ C2, o ponto

(1+w1w2, i(1−w1w2),w1−w2,−i(w1 +w2)) (2.5)

satisfaz a equação deQ2, isto é,

0 =
2

z1− iz2
(z2

1 +z2
2 +z2

3 +z2
4)

= (1+w1w2)
2 +(i(1−w1w2))

2 +(w1−w2)
2 +(−i(w1 +w2))

2

segue que (2.5) define uma aplicaçãoϕ deC×C emQ2 com a propriedade que, sobreQ∗
2, ϕ−1

é dada por (2.4). A imagem deϕ é

Q2−{L′∪L′′}.

Estamos considerando (2.5) como coordenadas homogêneas deum ponto emCP3. Agora

considere(w1,w2) ∈ C×C. Note queϕ definida por (2.5), se estende continuamente a uma

bijeção[ϕ] deCP1×CP1 sobreQ2. A saber, fixadow2 ∈ C, dividindo (2.5) porw1 e fazendo

w1 → ∞ temos

limw1→∞
[ϕ(w1,w2)]

w1
= limw1→∞[(

1
w1

+w2, i(
1

w1
−w2),1−

w2

w1
,−i(1+

w2

w1
))]

= [(w2,−iw2,1,−i)].

O ponto acima pertence aL′, e todo ponto deL′ pode ser representado desta forma, exceto

quandoz3 ouz4 se anulam. Analogamente

limw2→∞
[ϕ(w1,w2)]

w2
= limw2→∞[(

1
w2

+w1, i(
1

w2
−w1),−1+

w1

w2
,−i(1+

w1

w2
))]

= [(w1,−iw1,−1,−i)],

que fornece todos os pontos deL′′ exceto quandoz3 = z4 = 0. Por fim

limw1,w2→∞
[ϕ(w1,w2)]

w1w2
= limw1,w2→∞[(

1
w1w2

+1, i(
1

w2w1
−1),

1
w2

− 1
w1

,−i(
1

w1
+

1
w2

))]

= [(1,−i,0,0)],

que é exatamente o único ponto deL′∩L′′, pois[(1,−i,0,0)] = [(i,1,0,0)] = P.

Assim obtemos uma aplicação contínua bijetora deCP1×CP1 sobreQ2, mostrando queQ2

é homeomorfo aCP1×CP1, isto é, aS2×S2.
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Capítulo 3

Superfícies emRn

Neste capítulo tomamos como modelo para o Grassmanniano de 2-planos orientados emRn

a quádricaQn−2 emCPn−1 que definimos no Capítulo 1 pela equação abaixo

n

∑
k=1

z2
k = 0.

Para qualquer pontoP = (z1, ...,zn) emQn−2, sezk = ak + ibk, obtemos um par de vetores reais

A = (a1, ...,an) eB = (b1, ...,bn) que satisfazem

|A|2 = a2
1 + ...+a2

n = |B|2 = b2
1 + ...+b2

n eAB = a1b1 + ...+anbn = 0. (3.1)

Logo,

n

∑
k=1

z2
k =

n

∑
k=1

(ak + ibk)
2

=
n

∑
k=1

(a2
k +2iakbk−b2

k)

=
n

∑
k=1

(a2
k −b2

k)

= |A|2−|B|2

= 0.

Além disso,A e B não se anulam, uma vez que as coordenadas homogêneas(z1, ...,zn) de um

ponto emCPn−1 não são todas nulas. Assim o parA, B forma uma base ortogonal de um
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2-plano orientadoΠ. Diferentes coordenadas homogêneas deP determinam o mesmo plano.

Reciprocamente, para qualquer 2-planoΠ podemos escolher uma base ortogonalA, B deΠ e

colocarzk = ak+ ibk, obtendo um pontoP deQn−2. Vamos usar a notaçãoK = [w], para denotar

o ponto emCPn−1 correspondendo ao pontow = (w1, ...,wn) em Cn −{0}. Este capítulo é

baseado no artigo de Hoffman e Osserman [8].

3.1 Superfícies emRn

Definição 3.1.1.Uma superfície de Riemann é um espaço de Hausdorff conexoW com uma

estrutura conforme definida por uma famíliaφ de homeomorfismos locais sobreW, denotado

por (W,φ).

Para maiores explicações com relação à definição acima ver [1], páginas 112-114.

Definição 3.1.2.Uma superfícieS emRn é um par(S0,X), ondeS0 é uma superfície de Rie-

mann eX : S0 → Rn é uma imersão conforme.

Como nossas superfícies estão imersas, elas têm um plano tangente bem definido em cada

ponto. Sez = ϑ + iς ∈ C é uma coordenada conforme local na superfície de RiemannS0 e

(x1, ...,xn) são coordenadas emRn, então a aplicação que defineSé dada localmente por

X(z), X = (x1, ...,xn).

A conformidade da aplicação é expressa por

|∂X
∂ϑ

|2 = |∂X
∂ς

|2 = λ 2 6= 0,
∂X
∂ϑ

· ∂X
∂ς

= 0.

O plano tangente aS, gerado por∂X/∂ϑ , ∂X/∂ς , corresponde, como acima, ao ponto

[
∂X
∂ϑ

+ i
∂X
∂ς

] (3.2)

da quádricaQn−2. A aplicação de GaussG deSé a aplicação deS0 emQn−2 definida localmente

por (3.2). Usando a definição de derivada complexa, isto é,

∂ f
∂z

=
1
2
(

∂ f
∂ϑ

− i
∂ f
∂ς

),
∂ f
∂ z̄

=
1
2
(

∂ f
∂ϑ

+ i
∂ f
∂ς

)

20



Capítulo 3. Superfícies emRn

podemos escrever a aplicação de Gauss na forma

G(z) = [
∂X
∂ z̄

].

Por razões históricas vamos trabalhar com o complexo conjugado desta aplicação

Ḡ(z) = [
∂X
∂z

] = [
∂X
∂ϑ

− i
∂X
∂ς

], (3.3)

cuja imagem também situa-se emQn−2. A métrica induzida emS0 pela imersãoX é dada por

ds2 = |∂X
∂ϑ

|
2

|dϑ |2 +2
∂X
∂ϑ

· ∂X
∂ς

dϑdς + |∂X
∂ς

|
2

|dς |2

= λ 2(|dϑ |2 + |dς |2)
= λ 2|dz|2,

comz= ϑ + iς . Também vamos usar a relação

(
4

λ 2)Xzz̄ = ∆X = 2H, (3.4)

ondeH é o vetor curvatura média deX e ∆ é o operador Laplace-Beltrami emS.

A aplicação de Gauss deS0 em Qn−2, pode ser representada localmente na forma[Φ], onde

Φ(z) = (ϕ1, ...,ϕn) ∈ Cn−{0} satisfaz

n

∑
k=1

ϕ2
k (z) = 0. (3.5)

Pela equação (3.3), podemos escrever

∂X
∂z

= ψΦ, (3.6)

para alguma função complexaψ : S0 −→ C que não se anula. De (3.4) e (3.6) temos

λ 2

2
H = (X)zz̄ = ψΦz̄+ψz̄Φ.

Da conformidade da aplicaçãoX segue que

λ 2

2
= |∂X/∂z|2 = |ψ|2|Φ|2,
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conseqüentemente

|Φ|2ψ̄H = Φz̄+
ψz̄

ψ
Φ = Φz̄+(logψ)z̄Φ, (3.7)

sempre queψ 6= 0.

Lema 3.1.3.Seja D⊂R2 um domínio simplesmente conexo e sejaΦ : D−→Cn uma aplicação

C1. Uma condição necessária e suficiente para que exista uma aplicação X: D −→ Rn tal que

Xz = Φ é queΦ satisfaça ImΦz̄ = 0.

Demonstração: Pelo Teorema de Green, a condição para que a expressão

X(z) = Re
∫

γ
Φ dz, ondeγ(0) = z0 e γ(1) = z, Φ = ϕ + iψ

defina uma aplicação é justamente ImΦz̄ = 0. Assumindo isto, verifica-se sem dificuldades que

∂X
∂z

= Φ.

¤

Lema 3.1.4.Seja W um vetor emCn da forma W= A+ iB, onde A e B são vetores reais não

nulos satisfazendo (3.1). SejaΠ o plano gerado por A e B. Para qualquer vetor C emRn, seja

CΠ a projeção de C sobreΠ. Para qualquer par de vetores C,D emRn, seja Z= C+ iD ∈ Cn,

e defina ZΠ = CΠ + iDΠ. Então

ZΠ = 〈Z,W〉 W
|W|2 + 〈Z,W̄〉 W̄

|W|2 ,

onde〈 ,〉 denota o produto Hermitiano usual sobreCn.

Demonstração: Mostrar

ZΠ = 〈Z,W〉 W
|W|2 + 〈Z,W̄〉 W̄

|W|2 ,

é equivalente a mostrar que

ZΠ = 〈Z,A〉 A
|A|2 + 〈Z, B̄〉 B̄

|B|2 .

Fazendo a identificaçãoCn = Rn×Rn, A = (A,0) e B = (0,B), ondeA,B∈ Rn, com|A| = |B|
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eA·B = 0 segue que

ZΠ = Z ·A A
|A|2 +Z ·B B̄

|B|2

= 〈A, Z̄〉 A
|A|2 + 〈B, Z̄〉 B̄

|B|2

=
〈

Z, Ā
〉 A
|A|2 + 〈Z, B̄〉 B̄

|B|2

= 〈Z,A〉 A
|A|2 + 〈Z,B〉 B̄

|B|2 ,

onde usamos o fato de queA,B ∈ Rn e a propriedade〈X,Y〉 = 〈Y,X〉 do produto Hermitiano

usual sobreCn. ¤

Aplicamos o Lema 3.1.4 comW = Φ, fazendoΠ como o plano tangente a nossa superfície e

Z = Φz̄. Podemos escrever (3.5) comoΦ ·Φ = 0, logo

0 = (Φ ·Φ)z̄ = 2Φ ·Φz̄ = 2
〈

Φz̄,Φ̄
〉

.

Assim pelo Lema 3.1.4,

(Φz̄)
Π =

Φz̄ · Φ̄
|Φ|2 Φ = ηΦ,

onde

η = Φz̄ · Φ̄/|Φ|2. (3.8)

Além disso, denotamos porV a componente deΦz̄ ortogonal aΠ, e temos que

V = Φz̄− (Φz̄)
Π = Φz̄−ηΦ. (3.9)

Uma vez que o vetor curvatura médiaH é ortogonal ao planoΠ, obtemos duas equações

tomando as componentes tangente e ortogonal de (3.7)

(logψ)z̄ = −η . (3.10)

|Φ|2ψ̄H = V, (3.11)

23



Capítulo 3. Superfícies emRn

Teorema 3.1.5.Seja S uma superfície emRn dada localmente por uma aplicação conforme

X : D → Rn, onde D é um domínio deR2 simplesmente conexo. SejaΦ a aplicação de Gauss

de S no sentido de G(z) = [∂X
∂ z̄ ] e ∂X

∂z = ψΦ. Defina as expressõesη e V deΦ por (3.8) e (3.9)

respectivamente. Então para todo z∈ D, temos que

V(z) = R(z)eiα(z), (3.12)

onde R(z) é um vetor real. Além disso, no conjunto onde V(z) 6= 0, a funçãoα(z) é unicamente

determinada módulo2π, e satisfaz

αzz̄ = Im{ηz}. (3.13)

Demonstração: Façamosρ = |ψ| e escrevamos

ψ = ρe−iα , (3.14)

ondeα é unicamente determinado módulo 2π quandoρ 6= 0. Então (3.11) pode ser escrito

comoV = ρ|Φ|2eiαH, o que prova (3.12). QuandoV 6= 0 precisamos terρ 6= 0, e substituindo

(3.14) em (3.10) obtemos

(logρe−iα)z̄ = −η

(logρ)z̄− iαz̄ = −η .

Assim,

logρzz̄ = iαzz̄−ηz

e portanto a equação (3.13) segue do fato de que (logρ)zz̄ e αzz̄ são reais. ¤

3.2 Superfícies emR4

Começamos esta seção relembrando alguns fatos do Capítulo 2, com respeito à quádrica

Q2 ⊂ CP3. A aplicaçãoϕ deC×C dada por

ϕ : (w1,w2) −→ (1+w1w2, i(1−w1w2),w1−w2,−i(w1 +w2))
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tem a propriedade queϕ2 = ∑4
k=1ϕ2

k = 0. Logo,[ϕ] toma valores emQ2 = {[Z]∈CP3;Z2 = 0}.

Sobreϕ(C×C), ϕ−1 é dada por

(z1,z2,z3,z4) 7−→ (w1,w2) = (
z3 + iz4

z1− iz2
,
−z3 + iz4

z1− iz2
). (3.15)

Mostramos no Capítulo 2 queϕ, se estende a uma aplicação[ϕ] de CP1 ×CP1 sobreQ2,

que é um homeomorfismo. Se consideramosCP3 com a métrica de Fubini-Study de curvatura

holomorfa constante 2, pelo Apêndice A, segue que a métrica induzida sobreQ2, expressa em

termos de(w1,w2), tem a forma

ds2 =
2|dw1|2

(1+ |w1|2)2 +
2|dw2|2

(1+ |w2|2)2 ,

de onde concluímos queQ2 é o produto de duas esferas padrão de curvatura Gaussiana constante

2. Agora usamos estes resultados para deduzir condições necessárias sobre a aplicação de

Gauss de uma superfície orientada imersa emR4. Suponha queS⊂ R4 seja uma superfície

cuja aplicação de Gauss é dada porG : S−→ Q2. Podemos escreverQ2 como um produto de

esferasQ2 = S1×S2, ondeSk é uma esfera padrão de raio 1/
√

2. Denote porπk a projeção de

Q2 sobre cadaSk, k=1,2. Usando a variável complexawk para parametrizarSk, ondewk é dada

em termos de coordenadas homogêneas sobreCP3 por (3.15), o conjugadōG da aplicação de

Gauss pode ser expresso em termos de um parâmetro conforme local z sobreS, por um par de

funçõesw1 = f1(z), w2 = f2(z). Podemos então escrever

Ḡ(z) = [Φ(z)],

onde,

Φ(z) = ϕ( f1(z), f2(z))

= (1+ f1(z) f2(z), i(1− f1(z) f2(z)), f1(z)− f2(z),−i( f1(z)+ f2(z))).

Para enunciar o principal resultado deste capítulo, precisamos introduzir funções auxiliares obti-

das das funçõesf1, f2 que descrevem a aplicação de Gauss. São elas

Fk =
( fk)z̄

1+ | fk|2
F̂k =

( fk)z

1+ | fk|2
, k = 1,2. (3.16)

O teorema a seguir será utilizado na demonstração do Teorema4.0.3.

Teorema 3.2.1.Seja S uma superfície orientada imersa emR4 cuja aplicação de Gauss é dada

25



Capítulo 3. Superfícies emRn

localmente por

Φ(z) = (1+ f1(z) f2(z), i(1− f1(z) f2(z)), f1(z)− f2(z),−i( f1(z)+ f2(z))),

via um par de funções f1, f2, onde z é um parâmetro conforme local em S. Então

|F1| ≡ |F2|.

Demonstração: Vamos aplicar o Teorema (3.1.5). Primeiro expressaremos afunção

η = Φz̄.Φ̄/‖Φ‖2,

e a função a valores vetoriais complexos

V = Φz̄−ηΦ,

em termos das funçõesf j eFj . Uma vez que,

Φz̄ = (( f1)z̄ f2 + f1( f2)z̄,−i(( f1)z̄ f2 + f1( f2)z̄),( f1)z̄− ( f2)z̄,−i(( f1)z̄+( f2)z̄))

= ( f1)z̄( f2,−i f2,1, i)+( f2)z̄( f1,−i f1,−1,−i),

‖Φ‖2 = ΦΦ̄

= 2(1+ | f1|2)(1+ | f2|2),

e

Fk =
( fk)z̄

1+ | fk|2
, k = 1,2,
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segue que

η = (
F1

2(1+ | f2|2)
( f2,−i f2,1,−i)+

F2

2(1+ | f1|2)
( f1,−i f1,−1,−i)) ·

·(1+ f̄1 f̄2, i(−1+ f̄1 f̄2), f̄1− f̄2, i( f̄1 + f̄2))

=
F1

2(1+ | f2|2)
((1+ f̄1 f̄2) f2 + f2(−1+ f̄1 f̄2)+ f̄1− f̄2 + f̄1 + f̄2)+

+
F2

2(1+ | f1|2)
((1+ f̄1 f̄2) f1 + f1(−1+ f̄1 f̄2)− f̄1 + f̄2 + f̄1 + f̄2)

=
F1

2(1+ | f2|2)
( f2 +2 f̄1| f2|2− f2 +2 f̄1)+

F2

2(1+ | f1|2)
( f1 +2 f̄2| f1|2 +2 f2)

=
F1

2(1+ | f2|2)
2 f̄1(1+ | f2|2)+

F2

2(1+ | f1|2)
2 f̄2(1+ | f1|2)

= f̄1F1 + f̄2F2.

Logo

η = f̄1F1 + f̄2F2. (3.17)

Agora vamos definir uma função a valores vetoriais complexosA(z) por

A = ( f2− f̄1,−i( f2 + f̄1),1+ f̄1 f2,−i(1− f̄1 f2))

e vamos mostrar que

V = F1A−F2Ā.

De fato, pela definição deΦ, A e a expressão deη obtida em (3.17) segue que

V = Φz̄−ηΦ

= Φz̄− ( f̄1F1 + f̄2F2)(1+ f1 f2, i(1− f1 f2), f1− f2,−i( f1 + f2))

= Φz̄− (
f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)
)(1+ f1 f2, i(1− f1 f2), f1− f2,−i( f1 + f2))

= Φz̄− (
f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)
)(1+ f1 f2),(

f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)
)(i(1− f1 f2),

(
f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)
)( f1− f2),(

f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)
)(−i( f1 + f2))).
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FaçamosA = (A1,A2,A3,A4), V = (V1,V2,V3,V4) e calculemos osVj separadamente.

V1 =
f1z̄ f2(1+ | f1|2)− f̄1 f1z̄(1+ f1 f2)

(1+ | f1|2)
+

f2z̄ f1(1+ | f2|2)− f̄2 f2z̄(1+ f1 f2)

(1+ | f2|2)

=
f1z̄ f2− f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

f2z̄ f1− f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)

=
f1z̄( f2− f̄1)

(1+ | f1|2)
+

f2z̄( f1− f̄2)

(1+ | f2|2)
= F1A1−F2Ā1.

V2 =
−i f1z̄ f2(1+ | f1|2)− f̄1 f1z̄i(1− f1 f2)

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄ f1(1+ | f2|2)− f̄2 f2z̄i

(1+ | f2|2)

=
−i f1z̄ f2− i f̄1 f1z̄

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄ f1− i f̄2 f2z̄

(1+ | f2|2)

=
−i f1z̄( f2 + f̄1)

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄( f1 + f̄2)

(1+ | f2|2)
= F1A2−F2Ā2.

V3 =
f1z̄(1+ | f1|2)− f̄1 f1z̄( f1− f2)

(1+ | f1|2)
− f2z̄(1+ | f2|2)+ f̄2 f2z̄( f1− f2)

(1+ | f2|2)

=
f1z̄+ f̄1 f1z̄ f2
(1+ | f1|2)

− f2z̄+ f̄2 f2z̄ f1
(1+ | f2|2)

=
f1z̄(1+ f̄1 f2)

(1+ | f1|2)
− f2z̄(1+ f̄2 f1)

(1+ | f2|2)
= F1A3−F2Ā3.

V4 =
−i f1z̄(1+ | f1|2)+ f̄1 f1z̄i( f1 + f2)

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄(1+ | f2|2)+ f̄2 f̄2z̄i( f1 + f2)

(1+ | f2|2)

=
−i f1z̄+ f̄1 f1z̄ f2

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄+ f̄2 f̄2z̄i( f1 + f2)

(1+ | f2|2)

=
−i f1z̄(−1+ f̄1 f2)

(1+ | f1|2)
+

−i f2z̄(1− f̄2 f1)

(1+ | f2|2)
= F1A4−F2Ā4.

PortantoV = F1A−F2Ā.
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Temos queA2 ≡ 0. Além disso,

‖A‖2 = 2(1+ | f1|2)(1+ | f2|2) = ‖Φ‖2, (3.18)

logoA não pode se anular. Calculando

VjV̄k = (F1A j −F2Ā j)(F1Ak−F2Āk)

= |F1|2A j Āk + |F2|2AkĀ j −F1F̄2A jAk−F2F̄1Ā j Āk (3.19)

= |F1|2A j Āk + |F2|2AkĀ j −2Re(F1F̄2A jAk)

= (|F |12 + |F|22)Re(A j Āk)+ i(|F |12 + |F|22)Im(A j Āk)−2Re(F1F̄2A jAk).

Segue de (3.18), (3.19) e deA2 = ∑4
i=1A2

j = 0 que

‖V‖2 =
4

∑
j=1

VjV̄j = (|F1|2 + |F2|2)‖A‖2

= 2(|F1|2 + |F2|2)(1+ | f1|2)(1+ | f2|2).

Da equação acima concluímos queV(z) = 0 se, e somente se,F1(z) = F2(z) = 0 ou equivalen-

temente se, e somente se,( f1)z̄(z) = ( f2)z̄(z) = 0. Em particular, sempre queV(z) = 0, temos

que |F1| ≡ |F2|. A condição queV(z) = eiα(z)R(z) do Teorema 3.1.5, a saber queV é igual a

uma função a valores vetoriais reais multiplicada por uma função complexa não nula, sempre

queV(z) 6= 0, é equivalente a requerer que a matriz hermitiana 4×4VTV̄ seja uma matriz real.

De fato,

VTV̄ = eiα(z)(r1, r2, r3, r4)
Te−iα(z)(r1, r2, r3, r4) ∈ M4(R).

Da expressão das componentes deVjV̄k dadas em (3.19) segue queVTV̄ é uma matriz real se, e

somente se,

(|F1|2−|F2|2)Im(A j Āk) = 0 j,k = 1, ...,4. (3.20)

Claramente temos que se|F1| = |F2| então (3.20) é válido.

Mostraremos que (3.20) implica|F1| = |F2|.

Assumindo que|F1| 6= |F2| em algum pontoz0 ∈ D ondeV(z0) 6= 0. Então emz0 (3.20) é
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equivalente, uma vez queVTV̄ é hermitiana simétrica, às seis equações

Im(A j(z0)Āk(z0)) = 0 1≤ j < k≤ 4. (3.21)

Vamos usar a definição deA para mostrar que (3.21) leva a uma contradição.

A1Ā2 = ( f2− f̄1)( f1 + f̄2)i = i( f1 f2 + | f2|2−| f1|2− f̄1 f̄2)

= i(| f2|2−| f1|2 +2Im( f1 f2)).

Logo, Im(A1Ā2) = | f2|2−| f1|2.

A3Ā4 = (1+ f̄1 f2)i(1− f1 f̄2)

= i(1+2Im( f1 f̄2)−| f1|2| f2|2).

Logo, Im(A3Ā4) = 1−| f1|2| f2|2.

De (3.20) segue que| f1(z0)|2 = | f2(z0)|2 e | f1(z0)|2| f2(z0)|2 = 1 =⇒ | f1(z0)| = | f2(z0)| = 1.

Vamos encontrar as outras 4 equações de (3.20) emz0, lembrando que vale| f1(z0)|= | f2(z0)|=
1.

A1Ā3 = ( f2− f̄1)(1+ f1 f̄2)

= f2 + | f2|2 f1− f̄1− f̄2| f1|2

= 2Im( f1 + f2).

Logo, Im(A1Ā3) = 2Im( f1 + f2) = 0.

A1Ā4 = ( f2− f̄1)i(1− f1 f̄2)

= i[ f2−| f2|2 f1− f̄1 + f̄2| f1|2]
= 2iRe( f2− f1).

Logo, Im(A1Ā4) = 2Re( f2− f1) = 0.

A2Ā3 = −i( f2 + f̄1)(1+ f1 f̄2)

= −i[ f2 + | f2|2 f1 + f̄1 + f̄2| f1|2]
= −2iRe( f1 + f2).

30



Capítulo 3. Superfícies emRn

Logo, Im(A2Ā3) = −2Re( f1 + f2) = 0.

A2Ā4 = −i( f2 + f̄1)i(1− f1 f̄2)

= [ f2−| f2|2 f1 + f̄1− f̄2| f1|2]
= 2Im(− f1 + f2).

Logo, Im(A2Ā4) = 2Im( f2− f1) = 0. Assim,

Im(A1Ā3) = 2Im( f1 + f2) = 0,

Im(A1Ā4) = 2Re( f2− f1) = 0, (3.22)

Im(A2Ā3) = −2Re( f1 + f2) = 0,

Im(A2Ā4) = 2Im( f2− f1) = 0, emz0.

De (3.22), temos quef1(z0) + f2(z0) = f2(z0)− f1(z0) = 0 =⇒ f1(z0) = f2(z0) = 0, o que é

um absurdo pois supomos| f1(z0)| = | f2(z0)| = 1. Assim, (3.20) implica que|F1| ≡ |F2|, e

conseqüentemente, (3.20) é equivalente a|F1| ≡ |F2|, sempre queV(z) 6= 0. ¤
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Capítulo 4

Superfícies de Curvatura Média Constante

emR3 eR4

Neste capítulo estamos interessados na demonstração dos seguintes teoremas.

Teorema 4.0.2.Seja S uma superfície completa orientada de curvatura médiaconstante em

R3. Se a imagem de S pela aplicação de Gauss situa-se em um hemisfério aberto, então S é um

plano. Se a imagem pela aplicação de Gauss situa-se em um hemisfério fechado, então S é um

plano ou um cilindro circular reto.

Teorema 4.0.3.Seja S uma superfície completa orientada emR4, cujo vetor curvatura média

é paralelo e não nulo. Suponha que o Grassmanniano de 2-planos orientados emR4 é repre-

sentado como um produto de esferas S1×S2. Então a imagem de S pela aplicação de Gauss

generalizada é tal que nenhuma das projeções em S1 ou S2 situa-se em um hemisfério aberto.

Se quaisquer das projeções situam-se em um hemisfério fechado, então S é um cilindro circular

reto em algumR3 ⊂ R4 ou um produto de círculos.

Primeiramente vamos fazer algumas considerações sobre os teoremas acima. Notamos que

no caso de superfícies mínimas um fato muito importante é quesua aplicação de Gauss é anti-

holomorfa, fato que demonstramos no Teorema 1.1.3. A propriedade correspondente para su-

perfícies de curvatura média paralela é que sua aplicação deGauss é harmônica (ver [17]). O

principal fato que utilizaremos na demonstração do Teorema4.0.2 é a equação

∆ν +‖dν‖2ν = 0, (4.1)
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para a normal unitáriaν a uma superfícieS de curvatura média constante emR3, onde o co-

eficiente‖dν‖2 pode ser visto como a norma ao quadrado da segunda forma fundamental de

S.

Uma interpretação de (4.1) é que a aplicação de Gauss é harmônica, o que podemos ver pela

observação a seguir.

Observação4.0.4. A equação (4.1) é um caso especial da equação

∆X +
1
r2‖dX‖2X = 0, (4.2)

caracterizando as aplicações harmônicas de uma superfícieSem uma esfera de raior emRn. A

saber, se

X : S−→ Rn

é uma aplicação cuja imagem situa-se em uma subvariedadeN de Rn, então a aplicaçãoX :

S−→ Rn é harmônica se, e somente se, em cada ponto deS o n-vetor ∆X é normal aN em

X(p). No nosso caso, quandoN = Sn−1(r), a condição se torna

∆X = λX, (4.3)

para alguma funçãoλ emS. Assim (4.2) implica que a aplicaçãoX : S−→Sn−1(r) é harmônica.

Reciprocamente, sez= x+ iy é um parâmetro conforme local emS, então uma vez queX ·X =

r2, temos

Xz ·X = 0

e

Xz̄z·X +Xz ·Xz̄ = 0⇐⇒ Xz̄z·X = −Xz ·Xz̄.

Como

Xz =
1
2
(Xx− iXy) e Xz̄ =

1
2
(Xx + iXy),

Xz̄z=
1
4
(‖Xx‖2 +‖Xy‖2) ⇐⇒ 4Xz̄z= ‖Xx‖2 +‖Xy‖2 = ‖dX‖2.

Assim,

∆X ·X = 4Xz̄z·X = −4Xz ·Xz̄ = −‖dX‖2. (4.4)
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Portanto, se vale a igualdade (4.3), então∆X ·X = λ‖X‖2 = λ r2 e por (4.4),λ = −‖dX‖2/r2.

Assim, também vale (4.2).

Este capítulo é baseado no trabalho de Hoffman, Osserman e Schoen [11].

4.1 Demonstração do Teorema 4.0.2

Teorema 4.1.1.(Teorema de Uniformização) A superfície de recobrimento universal de qual-

quer superfície de Riemann é conformemente equivalente a umdisco, ao plano ou à esfera.

Demonstração: Ver [1] página 181. ¤

Teorema 4.1.2.(Teorema de Liouville para funções subharmônicas) Se u é umafunção sub-

harmônica no plano inteiro exceto possivelmente na origem ese u é uniformemente limitada

superiomente então u é uma constante.

Demonstração: Ver [16] páginas 128-130. ¤

Teorema 4.1.3.(Princípio do Máximo para funções subharmônicas) Seja∆u≥ 0 emΩ ⊂ Rn,

u∈C2(Ω) e suponha que exista um ponto y∈ Ω tal que u(y) = supΩu. Então u é constante.

Demonstração: Ver [7] página 15. ¤

Agora estamos em condições de demonstrar o Teorema 4.0.2.

Demonstração: SejamS uma superfície completa de curvatura média constante emR3 e S̃ a

superfície de recobrimento universal deS. Se a imagem deSpela aplicação de Gauss situa-se

em um hemisfério, então o mesmo é válido paraS̃. Pelo Teorema de Uniformização temos três

possibilidades.

Caso 1.S̃é conforme a uma 2-esfera.

Este caso não pode ocorrer, uma vez que a imagem de uma esfera pela aplicação de Gauss

contém todos os pontos da esfera. Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em [3],

página 482.

Caso 2.S̃é conforme ao plano.
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Por hipótese, temos queS tem curvatura média constante. Logo sua aplicação de Gauss

é harmônica. Assim, conseguimos uma aplicaçãoν do plano na esfera unitária satisfazendo

(4.1). Podemos assumir que o hemisfério contendo a imagem é ohemisfério inferior. Neste

caso,−1≤ ν3 ≤ 0. Como por (4.1) temos que

∆ν3 = −‖dν‖2ν3,

segue queν3 é uma função subharmônica limitada. Como a noção de subharmonicidade é

invariante por transformações conformes, e temos queS̃ é conforme ao plano, utilizando o

Teorema 4.1.2, segue queν3 é constante. Observamos que seν3 é uma constante não nula

então, pela equação∆ν3 = −‖dν‖2ν3, temos que‖dν‖2 = 0. Logo ν =constante, o que nos

fornece um vetor fixo na esfera, e conseqüentementeS é um plano. Seν3 = 0 então o vetor

verticale3 situa-se no espaço tangente aSem todo ponto. Isto implica que por cada ponto de

Spassa uma reta paralela ae3 e situada inteiramente emS. Assim,Sé um cilindro sobre uma

curva plana. ComoS tem curvatura média constante, a curva plana é um círculo ou uma reta.

PortantoSé um plano ou um cilindro circular reto.

Caso 3.S̃é conforme ao disco unitário.

Vamos mostrar que este caso não pode ocorrer. Vamos usar novamente a equação (4.1) e

notar que

‖dν‖2 =
2

∑
i, j

|Bi j |2

= |B11|2 +2|B12|2 + |B22|2

= |B11+B22|2 +2(|B12|2−B11B22)

= 4H2−2K,

ondedν é a segunda forma fundamental deS, H é a curvatura média deS e K é a curvatura

gaussiana deS. Assimν3 satisfaz a equação

∆ν3−2Kν3 +4H2ν3 = 0.

Assumindo novamente que a imagem pela aplicação de Gauss situa-se no hemisfério inferior,

então−1≤ ν3≤ 0. Por (4.1) temos∆ν3 =−‖dν‖2ν3. Assimν3 é subharmônica. Pelo Princípio

do Máximo para funções subharmônicas, seν3 = 0 em qualquer ponto interior entãoν3 = 0.

Mas, pelo que vimos no Caso 2, isto implica queSé um plano ou um cilindro circular reto, o que

forçaS̃ser um plano e não um disco. Assim concluímos queν3 é estritamente negativo, poisS̃

não é um plano. Mas [5] (corol. 3 pg. 205) demonstra que quandoK é a curvatura Gaussiana de
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uma métrica conforme completa no disco unitário, então não existe solução negativa da equação

∆ν3−2Kν3 +4H2ν3 = 0.

O que completa a prova do teorema. ¤

4.2 Demonstração do Teorema 4.0.3

Na demonstração vamos usar os seguintes fatos com relação aoGrassmanniano de 2-planos

orientados emR4 e a aplicação de Gauss de superfícies emR4. O G2,4 pode ser identificado

com o produtoS2×S2, onde cada fator é uma 2-esfera padrão de raio 1/
√

2, resultado obtido

no Apêndice A. A representação produto deG2,4 nos permite associar à aplicação de Gaussg

de uma superfície orientadaSemR4 um par de aplicaçõesg1 = π1◦g e g2 = π2◦g, onde cada

gk é uma projeção deg em um fatorS2.

Seja fk a aplicação a valores complexos obtida pela composição degk com a projeção es-

tereográfica. Em [17], temos que uma superfícieS tem vetor curvatura média paralelo se, e

somente se, sua aplicação de Gaussg é harmônica, o que é equivalente a cadagk ser harmônica.

A harmonicidade da aplicaçãogk pode ser expressa pela equação

∆νk +2‖dνk‖2νk = 0, (4.5)

ondeνk representa o vetor posição sobre a esferaSk, considerada como uma esfera padrão de

raio 1/
√

2 emR3.

Utilizaremos vários fatos com relação às aplicaçõesg1, g2, e suas funções correspondentes

f1 e f2. Vamos precisar das funçõesFk e F̂k, obtidas em (3.16). Relembrando,

Fk =
( fk)z̄

1+ | fk|2
, F̂k =

( fk)z

1+ | fk|2
,

ondez é um parâmetro isotérmico local emS. Notamos que sefk é composta com uma trans-

formação de Möbius, correspondendo a uma rotação da esfera,então as quantidades|Fk| e |F̂k|
permanecem invariantes. Assim não existem singularidadesnos pontos ondefk = ∞, como

podemos ver pelo seguinte lema.

Lema 4.2.1.Seja W= R[w] uma transformação de Möbius correspondendo a uma rotação da
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esfera de Riemann,

W =
aw+b

−b̄w+ ā
onde|a|2 + |b|2 = 1.

Então as quantidades|F| e ˆ|F| permanecem invariantes quando trocamos a função w= f (z)

pela função W= R[ f (z)].

Demonstração: Vamos mostrar quêF(W) = F̂( f ) eF(W) = F( f ). De fato,

F(W) =
Wz̄

1+ |W|2 , ondeW =
a f(z)+b

−b̄ f(z)+ ā
.

Temos que

Wz̄ =
a fz̄(−b̄ f + ā)+(a f +b)b̄ fz̄

(−b̄ f(z)+ ā)2

=
fz̄(|a|2 + |b|2)
(−b̄ f + ā)2

=
fz̄

(−b̄ f + ā)2
,

e

1+ |W|2 = 1+
(a f +b)

(−b̄ f + ā)

(ā f̄ + b̄)

(−bf̄ +a)

= 1+
|a|2(| f |2−1)+1+2Re(ab̄ f)

(−b̄ f + ā)(−bf̄ +a)

=
1+ | f |2

(−b̄ f + ā)(−bf̄ +a)
.

Substituindo os valores obtidos acima paraWz̄ e 1+ |W|2 na expressão deF(W), segue que

F(W) =
Wz̄

1+ |W|2

=
fz̄

(1+ | f |2)
(−b̄ f + ā)(−bf̄ +a)

1+ | f |2

= F( f )
(−b̄ f + ā)(−bf̄ +a)

1+ | f |2 .
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Logo

|F(W)|2 =
|Wz̄|2

(1+ |W|2)2

= |F( f )|2(−b̄ f + ā)2(−bf̄ +a)2

(−b̄ f + ā)2(−bf̄ +a)2

= |F( f )|2.

Assim |F(W)| = |F( f )| e, portanto,|F| é invariante por uma transformação de Möbius cor-

respondendo a uma rotação da esfera de Riemann. Analogamente, temos que|F̂| também é

invariante. ¤

Corolário 4.2.2. Seja S0 uma superfície de Riemann e seja g: S0 −→ S2(r) uma aplicação

diferenciável de S0 em uma esfera padrão. Suponha que g é representada em termos de uma

coordenada local z sobre S0 por w= f (z), onde f assume valores no plano estendido. Então

as funções associadas|F| e |F̂| definidas por (3.16) são funções diferenciáveis inclusive nos

pontos onde f= ∞.

Demonstração: Temos que|F| e |F̂ | são diferenciáveis sempre quef 6= ∞. Em uma vizinhança

de um ponto ondef = ∞, fazemos uma rotaçãoR[W] levando∞ a um ponto finito e usamos a

invariância de|F| e |F̂| por uma rotação da esfera de Riemann obtida pelo Lema 4.2.1.¤

Para a demonstração do Teorema 4.0.3, os fatos seguintes sãoutilizados na seqüência em que

são apresentados.

(1) See(g) denota a densidade de energia da aplicação de Gaussg, então

e(g) = e1 +e2

ondeek denota a densidade de energia degk.

De fato, usando a definição da métrica produto, (ver por exemplo [4] página 46), e a ex-

pressão para a densidade de energia da aplicação harmônicag em função da métrica deS1×S2,

(ver [13]), com alguns cálculos segue o resultado desejado.

(2) Em termos defk,

λ 2ek = 2[|Fk|2 + |F̂k|2], (4.6)

onde a métrica emSé dada pords2 = λ 2|dz|2.

De fato, sef : M −→ N é uma aplicação diferenciável entre as superfíciesM e N munidas de
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métricas conformes, dadas localmente pords2 = λ 2|dz|2 emM e dσ2 = µ2|dw|2 emN, então

a densidade de energia def , que é dada por

e( f ) = 1
2‖d f‖2,

se decompõe nas componentes

e( f ) = ε1( f )+ ε2( f ),

onde

ε1( f ) =
µ2

λ 2 |wz|2, ε2( f ) =
µ2

λ 2 |wz̄|2, (4.7)

e f é representada localmente na formaw = f (z) (ver [9]).

Vamos tratar o caso particular:N = S2(1/
√

2), a esfera padrão de raio 1/
√

2. Sewé o parâmetro

conforme obtido por uma transformação conforme deS2(1/
√

2) emS2(1) seguido pela projeção

estereográfica então

µ =
2√
2

1
1+ |w|2 .

Assim, seg aplicaSemS2(1/
√

2), as equações (4.7) se reduzem a

ε1(g) =
µ2

λ 2 |w1z|2 =
2

λ 2

| f1z|2

(1+ | f1|2)
2 ,

e

ε2(g) =
µ2

λ 2 |w2z̄|2 =
2

λ 2

| f2z̄|2

(1+ | f2|2)
2 .

Portanto,

ek =
µ2

λ 2 |wkz|2 +
µ2

λ 2 |wkz̄|2

=
2

λ 2

| fkz|2

(1+ | fk|2)
2 +

2
λ 2

| fkz̄|2

(1+ | fk|2)
2

=
2

λ 2 [|Fk|2 + ˆ|Fk|
2
],

onde a métrica emSé dada pords2 = λ 2|dz|2.

(3) SeJk denota o Jacobiano da aplicaçãogk, então

λ 2Jk = 2[ ˆ|Fk|
2−|Fk|2]. (4.8)
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De fato, o JacobianoJ de uma aplicação complexaw = f (z), onde f = ϕ + iψ, é dado por

J = ϕxψy−ϕyψx.

Como

fz =
1
2
(ϕx− iϕy)+

i
2
(ψx− iψy), e fz̄ =

1
2
(ϕx + iϕy)+

i
2
(ψx + iψy),

temos que

| fz|2 =
1
4
[(ϕx +ψy)+ i(−ϕy +ψx)][(ϕx +ψy)− i(−ϕy +ψx)]

=
1
4
[(ϕx +ψy)

2 +(−ϕy +ψx)
2]

=
1
4
(ϕ2

x +ψ2
y +2ϕxψy +ϕ2

y +ψ2
x −2ϕyψx),

analogamente

| fz̄|2 =
1
4
[(ϕx−ψy)+ i(ϕy +ψx)][(ϕx−ψy)− i(ϕy +ψx)]

=
1
4
[(ϕx−ψy)

2 +(ϕy +ψx)
2]

=
1
4
(ϕ2

x +ψ2
y −2ϕxψy +ϕ2

y +ψ2
x +2ϕyψx).

Assim,

| fz|2−| fz̄|2 = ϕxψy−ϕyψx = J.

Os fatores 1/λ 2 e 2/(1+ | f |2)2
, que aparecem emJk, provêm das parametrizações conformes

da superfícieSe da esferaSk, respectivamente. Assim,

λ 2Jk =
2

(1+ | f |2)2(| fz|2−| fz̄|2) = 2[ ˆ|Fk|
2−|Fk|2].

(4)

|F1| ≡ |F2|. (4.9)

Resultado demonstrado no Teorema 3.2.1.
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(5) A curvatura Gaussiana da superfícieSé dada por

K = J1 +J2. (4.10)

Usando a fórmula para a curvatura Gaussiana em termos de parâmetros isotérmicos, isto é,

K = − 2
λ 2(logλ 2)zz̄, e (4.8), segue que mostrar (4.10) é equivalente a mostrar que

− 2
λ 2(logλ 2)zz̄ =

2
λ 2(|F̂1|2−|F1|2 + |F̂2|2−|F2|2)

ou seja,

−(logλ 2)zz̄ = |F̂1|2−|F1|2 + |F̂2|2−|F2|2.

Vamos mostrar então a igualdade acima. Suponha queS é dada localmente porX(z) ondez

é um parâmetro conforme local. Então a métrica emS é da formads2 = λ 2|dz|2, ondeλ 2 =

2|Xz|2. Também temos queXz = ψΦ, para alguma função complexaψ que não se anula. Então

λ 2 = 2|ψ|2|Φ|2, logo

λ 2 = 4|ψ|2(1+ | f1|2)(1+ | f2|2). (4.11)

As equivalências escritas a seguir serão combinadas para assim mostrarmos(5). Pelo Lema

3.1.4, temos que

η = −(logψ)z̄. (4.12)

Na demonstração do Teorema 3.2.1 obtemos a igualdade abaixo

η = f̄1F1 + f̄2F2. (4.13)

Da expressão deFk em (3.16), omitindo o índicek, obtemos

( f̄ F̂)z̄− ( f̄ F)z =
| fz|2−| fz̄|2
(1+ | f |2)2 = |F̂ |2−|F|2. (4.14)

De (3) temos que

λ 2Jk = 2[ ˆ|Fk|
2−|Fk|2]. (4.15)
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Utilizando (4.11) segue que

logλ 2 = log4|ψ|2(1+ | f1|2)(1+ | f2|2)
= log4+ log|ψ|2 + log(1+ | f1|2)+ log(1+ | f2|2).

Assim

(logλ 2)z̄z = (log|ψ|2)z̄z+(log(1+ | f1|2))z̄z+(log(1+ | f2|2))z̄z,

Como, por (4.12)

(log|ψ|2)z̄z = (logψψ̄)z̄z

= (logψ̄)z̄z+(logψ)z̄z

= −ηz− η̄z̄.

Concluímos, utilizando (4.13), (4.14) e (4.15) que

(log|λ |2)z̄z = −ηz− η̄z̄+(log(1+ | f1|2))z̄z+(log(1+ | f2|2))z̄z

= −ηz− η̄z̄+(
f1z f̄1 + f1 f̄1z

1+ | f1|2
)z̄+(

f2z f̄2 + f2 f̄2z

1+ | f2|2
)z̄

= −ηz− η̄z̄+( f̄1F̂1)z̄+( f̄2F̂2)z̄+( f1F̄1)z̄+( f2F̄2)z̄

= −( f̄1F1 + f̄2F2)z+( f̄1F̂1)z̄+( f̄2F̂2)z̄

= |F̂1|2−|F1|2 + |F̂2|2−|F2|2.

Portanto

K = J1 +J2.

(6) SejaH o vetor curvatura média deS. Então

H ≡ 0 se, e somente se,F1 = 0 eF2 = 0. (4.16)

De fato, em [8] foi provado queS é mínima se, e somente se, ambas as projeçõesg1 e g2 são

anti-holomorfas, isto é,f1 e f2 são anti-holomorfas. Logof1z̄ = 0 e f2z̄ = 0 se, e somente se,

F1 = 0 eF2 = 0.

(7) Suponha que a aplicaçãogk é harmônica. Então em qualquer ponto ondeFk 6= 0, vale

∆log|Fk| = 2Jk, (4.17)
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onde∆ é o operador Laplace-Beltrami emS.

A demonstração deste fato pode ser encontrada no Apêndice B.

Agora vamos combinar os sete resultados anteriores para assim demonstrar o teorema. Uma

vez queS tem vetor curvatura média constanteH 6= 0, cadagk é uma aplicação harmônica, e

por (4.16) podemos aplicar (4.17) parak = 1,2. Combinando (4.9) com (4.17) segue que

2J1 = ∆log|F1| = ∆log|F2| = 2J2 ⇐⇒ J1 = J2. (4.18)

Aplicando novamente (4.9) com (4.15) e (4.18) segue que

|F̂1| = |F̂2|. (4.19)

De (4.9), (4.19) e (4.6) segue que

e1 = e2.

Comoe(g) = e1 + e2 = 2e1 = 2e2, segue queek = 1
2||dνk||2 = 1

2e(g). Logo as equações (4.5)

assumem a seguinte forma

∆νk +2e(g)νk = 0,k = 1,2. (4.20)

Vamos usar a hipótese de queν1 eν2 situam-se em um hemisfério. Suponhamos que isso ocorra

paraν1. Então, para algum vetor unitário fixoc, a funçãoµ dada por

µ = c·ν1

satisfaz

µ ≤ 0. (4.21)

Por (4.20), segue que

∆µ = −2e(g)µ. (4.22)

Uma vez quee(g) ≥ 0, temos por (4.21) e (4.22) queµ é uma função subharmônica, isto é,

∆µ ≥ 0.

Afirmamos queµ = constante.

De fato, sejãSa superfície de recobrimento universal deSe µ̃ o levantamento deµ a S̃. Então
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µ̃ é uma função subharmônica contínua limitada superiormente. Temos três casos a considerar.

Caso 1. S̃ é conforme a uma esfera. Entãoµ̃ atinge um máximo e, conseqüentemente, é

constante.

Caso 2.S̃é conforme ao plano. Uma vez queµ̃ é subharmônica limitada superiormente, temos

pelo Teorema 4.1.2, que ela é constante.

Caso 3.S̃é conforme ao disco unitário. Neste caso observamos que o coeficientee(g) em (4.22)

pode ser escrito em termos da segunda forma fundamentalB deS. Como

e(g) = ||B||2 =
2

∑
i, j=1

|B|2

= |B11|2 + |B12|2 + |B21|2 + |B22|2

= |B11|2 +2|B12|2 + |B22|2

= |B11+B22|2 +2(|B12|2−B11B22)

= 4|H|2−2K.

Então (4.22) assume a forma

∆µ̃ +4|H|2µ̃ −2Kµ̃ = 0. (4.23)

Como na demonstração do Teorema 4.0.2, obtemos em [5], que (4.23) não tem soluções nega-

tivas para uma métrica conforme completa sobre o disco unitário. Uma vez quẽµ ≤ 0, segue

queµ̃ = 0. Mas pelo Princípio do Máximo para funções subharmônicas segue quẽµ ≡ 0.

Assim concluímos que em quaisquer dos casosµ precisa ser constante. Pela definição deµ,

segue queν1 situa-se sobre um círculo da esferaS2. Mas entãoJ1 = 0, pois caso contrário temos

pelo Teorema da Função Inversa que existep∈ S tal queJ1(p) 6= 0 e ν1 é um difeomorfismo

local, isto é,ν1 leva, localmente, abertos em abertos. Masν1(U), ondeU é um aberto deS, é um

arco de círculo que não é aberto emR3, logoJ1 ≡ 0. Como por (4.18), temos queJ1 = J2, logo

J2 ≡ 0 e de (4.10) concluímos queK ≡ 0 sobreS. Finalmente, um teorema de Hoffman em [12],

garante que uma superfície de curvatura média paralela emR4 com curvatura Gaussiana nula

situa-se sobre um cilindro circular reto em algumR3 ⊂ R4 ou sobre um produto de círculos, o

que conclui a demonstração do teorema.
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Vamos obter a expressão da métrica de Fubini-Study paran = 4, restrita aQ∗
2. Temos que

ela é dada por

ds2 = 2
∑4

j<k, j=1 |zjdzk−zkdzj |2

[∑4
j=1 |zj |2]

2

em termos das variáveisw1,w2. Como

z1 = 1+w1w2, z2 = i(1−w1w2), z3 = w1−w2, z4 = −i(w1 +w2)

temos

dz1 = w2dw1+w1dw2, dz2 =−i(w2dw1+w1dw2), dz3 = dw1−dw2, dz4 =−i(dw1+dw2).

4

∑
i=1

|zi|2 = |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2

= (1+w1w2)(1+ w̄1w̄2)+(1−w1w2)(1− w̄1w̄2)+(w1−w2)(w̄1− w̄2)+

+(w1 +w2)(w̄1 + w̄2)

= 2(1+ |w1w2|2 + |w1|2 + |w2|2)
= 2(1+ |w1|2|w2|2 + |w1|2 + |w2|2)
= 2(1+ |w1|2)(1+ |w2|2).

Vamos calcular cada fator da soma abaixo separadamente

4

∑
j<k, j=1

|zjdzk−zkdzj |2 = |z1d2−z2dz1|2 + |z1d3−z3dz1|2 + |z1d4−z4dz1|2 +

+|z2d3−z3dz2|2 + |z2d4−z4dz2|2 + |z3d4−z4dz3|2.
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z1dz2−z2dz1 = −i(1+w1w2)(w2dw1 +w1dw2)− i(1−w1w2)(w2dw1 +w1dw2)

= −2i(w2dw1 +w1dw2).

|z1dz2−z2dz1|2 = 4(w2dw1 +w1dw2)(w̄2dw̄1 + w̄1dw̄2)

= 4[|w1|2|dw2|2 +w1w̄2dw̄1dw2 + w̄1w2dw1dw̄2 + |w2|2dw1
2].

z1dz3−z3dz1 = (1+w1w2)(dw1−dw2)− (w1−w2)(w2dw1 +w1dw2)

= (1+w2
2)dw1− (1+w2

1)dw2.

|z1dz3−z3dz1|2 = [(1+w2
2)dw1− (1+w2

1)dw2][(1+ w̄2
2)dw̄1− (1+ w̄1

2)dw̄2]

= (1+w2
2)(1+ w̄2

2)|dw1|2 +(1+w2
1)(1+ w̄1

2)|dw2|2−
−(1+w2

1)(1+ w̄2
2)dw2dw̄1− (1+w2

2)(1+ w̄1
2)dw1dw̄2.

z1dz4−z4dz1 = −i(1+w1w2)(dw1 +dw2)+ i(w1 +w2)(w2dw1 +w1dw2)

= i(w2
2−1)dw1 + i(w2

1−1)dw2.

|z1d4−z4dz1|2 = [i(w2
2−1)dw1 + i(w2

1−1)dw2][−i(w̄2
2−1)dw̄1− i(w̄1

2−1)dw̄2]

= (|w2|4−w2
2− w̄2

2 +1)|dw1|2 +(w2
2w̄1

2−w2
2− w̄1

2 +1)dw1dw̄2 +

+(w2
1w̄2

2− w̄2
2−w2

1 +1)dw2dw̄1 +(|w1|4−w2
1− w̄1

2 +1)|dw2|2.

z2dz3−z3dz2 = i(1−w1w2)(dw1−dw2)+ i(w1−w2)(w2dw1 +w1dw2)

= i(1−w2
2)dw1 + i(w2

1−1)dw2.

|z2dz3−z3dz2|2 = [i(1−w2
2)dw1 + i(w2

1−1)dw2][−i(1− w̄2
2)dw̄1− i(w̄1

2−1)dw̄2]

= (1− w̄2
2−w2

2 + |w2|4)|dw1|2 +(−1+w2
2− w̄1

2w2
2 + w̄1

2)dw1dw̄2 +

+(w2
1−w2

1w̄2
2−1+ w̄2

2)dw2dw̄1 +(1+ |w1|4− w̄1
2−w2

1)|dw2|2.
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z2dz4−z4dz2 = (1−w1w2)(dw1 +dw2)+(w1 +w2)(w2dw1 +w1dw2)

= (1+w2
2)dw1 +(1+w2

1)dw2.

|z2dz4−z4dz2|2 = [(1+w2
2)dw1 +(1+w2

1)dw2][(1+ w̄2
2)dw̄1 +(1+ w̄1

2)dw̄2]

= (1+ w̄1
2 +w2

2 + w̄1
2w2

2)dw̄2dw1 +(1+ |w2|4 +w2
2 + w̄2

2)|dw1|2 +

+(1+w2
1 + w̄2

2 + w̄1
2w2

2)dw̄1dw2 +(1+ |w1|4 + w̄1
2 +w2

1)|dw2|2.

z3dz4−z4dz3 = −i(w1−w2)(dw1 +dw2)+ i(w1 +w2)(dw1−dw2)

= 2i(w2dw1−w1dw2).

|z3dz4−z4dz3|2 = 4(w2dw1−w1dw2)(w̄2dw̄1− w̄2dw̄2)

= 4[|w2|2|dw1|2−w2w̄1dw1dw̄2−w1w̄2dw̄1dw2 + |w1|2|dw2|2]

Em ∑4
j<k, j=1 |zjdzk−zkdzj |2, usando os resultados obtidos acima segue que o coeficiente de

|dw1|2 é

4|w2|2+1+w2
2+ w̄2

2+ |w2|4+ |w2|4−w2
2− w̄2

2+1+1− w̄2
2−w2

2+ |w2|4+1+ |w2|4+w2
2+

w̄2
2 +4|w2|4 = 4(1+ |w2|2)

2
.

Analogamente o coeficiente de|dw2|2 é

8|w1|2 +4+4|w1|4 = 4(1+ |w1|2)
2
,

o coeficiente dedw̄2dw1 é

4w2 ¯w12−1− w̄1−w2− w̄1
2w2

2+w2
2w̄1

2−w2
2− w̄1

2+1−1+w2
2− w̄1

2w2
2+ w̄1

2+1+w2
2w̄1

2+

w2
2 + w̄1

2−4w2w̄1 = 0,

e o coeficiente dedw2dw̄1 é

4w̄2w1−1−w2
1− w̄2

2−w2
1w̄2

2+ w̄2
2w2

1− w̄2
2−w2

1+1−1+ w̄2
2−w2

1w̄2
2+w2

1+1+ w̄2
2w2

1+

w2
2 +w2

1−4w̄2w1 = 0.
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Portanto

ds2 = 2
∑4

j<k j=1 |zjdzk−zkdzj |2

[∑4
j=1 |zj |2]

2

=
8[(1+ |w2|2)

2|dw1|2 +(1+ |w1|2)
2
dw2

2]

4(1+ |w2|2)
2
(1+ |w1|2)

2

=
2|dw1|2

(1+ |w1|2)
2 +

2|dw2|2

(1+ |w2|2)
2 .

Assim a métrica emQ2 é a métrica produto, onde cada fator tem a métrica sobre uma esfera de

raio 1/
√

2 obtida pela projeção estereográfica nosw1 ew2 planos complexos respectivamente.
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SejamM eM′ superfícies de Riemann. Sejaf : M −→M′ tal quef ∈C∞(M). Sejaz= x+ iy

uma coordenada complexa local emM e u = u1 + iu2 uma coordenada local emM′. Sejam

σ(z)|dz|2 e ρ(u)|du|2 métricas conformes emM e M′ respectivamente. Neste apêndice vamos

expressar a condição def ser harmônica e deduzir a fórmula local (4.17), isto é,

∆log|Fk| = 2Jk.

Defina 1-formas locaisθ =
√

σ(z)dz em M e ω =
√

ρ(u)du em M, e escreva a primeira

equação de estrutura

dθ = θc∧θ emM,

e

dω = ωc∧ω emM′.

Aqui θc e ωc são 1-formas de conexão Riemanniana dadas por

θc =
∂ log

√

σ(z)

∂ z̄
dz̄− ∂ log

√

σ(z)

∂z
dz, (4.24)

ωc =
∂ log

√

ρ(u)

∂ ū
dū− ∂ log

√

ρ(u)

∂u
du. (4.25)

As funções curvaturasK emM eK′ emM′ são definidas por

dθc = −K
2

θ ∧ θ̄ ,

e

dωc = −K′

2
ω ∧ ω̄
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De (4.24) e (4.25), segue que

dθc =
∂ 2log

√

σ(z)

∂z∂ z̄
dz∧dz̄− ∂ 2log

√

σ(z)

∂z∂ z̄
dz̄∧dz

= 2
∂ 2log

√

σ(z)

∂z∂ z̄
dz∧dz̄,

logo

2
∂ 2log

√

σ(z)

∂z∂ z̄
dz∧dz̄= −K

2

√
σdz∧

√
σdz̄.

Assim,

K = − 4
σ

∂ 2log
√

σ
∂z∂ z̄

,

analogamente,

K′ = −4
ρ

∂ 2log
√ρ

∂u∂ ū
.

Agora consideramos a aplicaçãof : M −→ M′ e definimos as primeiras derivadas covariantes

de f pelas equações

f ∗ω = uθ θ +uθ̄ θ̄ , (4.26)

e

f ∗ω̄ = ūθ θ + ūθ̄ θ̄ ,

ondef ∗ denota o ”pull-back” de formas diferenciais pela aplicaçãof euθ ,uθ̄ , ūθ , ūθ̄ são funções

definidas localmente. Conjugando (4.26), vemos que ¯uθ = ūθ̄ e ūθ = uθ̄ . Vamos definir a den-

sidade de energia e o Jacobiano def por

e( f ) = |uθ |2 + |uθ̄ |2,

e

J( f ) = |uθ |2−|uθ̄ |2.
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respectivamente, onde| | denota o valor absoluto de números complexos.

Agora definimos as segundas derivadas covariantes def pelas equações

duθ +uθ θc−uθ f ∗ωc = uθθ θ +uθθ̄ θ̄ , (4.27)

e

duθ̄ +uθ̄ θ̄c−uθ̄ f ∗ωc = uθ̄θ θ +uθ̄ θ̄ θ̄ . (4.28)

Diferenciando exteriormente (4.26), temos por um lado, usando (4.27) e (4.28), que

d( f ∗ω) = d(uθ θ +uθ̄ θ̄)

= duθ ∧θ +uθ dθ +duθ̄ ∧ θ̄ +uθ̄ dθ̄

= (−uθ θc +uθ f ∗ωc +uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧θ +uθ dθ +uθ̄ dθ̄ +

(−uθ̄ θ̄c +uθ̄ f ∗ωc +uθ̄θ θ +uθ̄ θ̄ θ̄)∧ θ̄

= uθθ̄ θ̄ ∧θ +uθ f ∗ωc∧θ −uθ θc∧θ +uθ dθ +uθ̄ dθ̄ +uθ̄θ θ ∧ θ̄ +

+uθ̄ f ∗ωc∧ θ̄ −uθ̄ θ̄c∧ θ̄

= (uθθ̄ −uθ̄θ )θ̄ ∧θ +uθ f ∗ωc∧θ +uθ̄ f ∗ωc∧ θ̄ +uθ dθ +uθ̄ dθ̄ −
−uθ θc∧θ −uθ̄ θ̄c∧ θ̄ , (4.29)

e por outro

d( f ∗ω) = f ∗(dω)

= f ∗(ωc∧ω)

= f ∗ωc∧ f ∗ω

= f ∗ωc∧ (uθ θ +uθ̄ θ̄)

= uθ f ∗ωc∧θ +uθ̄ f ∗ωc∧ θ̄ . (4.30)

De (4.29) e (4.30) segue que

0 = (uθθ̄ −uθ̄θ )θ̄ ∧θ +uθ dθ +uθ̄ dθ̄ −uθ θc∧θ −uθ̄ θ̄c∧ θ̄

= (uθθ̄ −uθ̄θ )θ̄ ∧θ +uθ θc∧θ +uθ̄ θ̄c∧ θ̄ −uθ θc∧θ −uθ̄ θ̄c∧ θ̄

= (uθθ̄ −uθ̄θ )θ̄ ∧θ ,
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Usando o fato de quēθc = −θc.Assim

uθθ̄ = uθ̄θ .

Definição 4.2.3.Uma aplicaçãou é dita harmônica se a seguinte equação é satisfeita,uθ̄θ = 0.

Dado um domínioD ⊂ M, a energia integralE da aplicaçãou sobreD é definida por

E(u) =
∫

D
ρ(u)(uzūz̄+ ūz+uz̄)

i
2

dzd̄z

=
1
2

∫

D
ρ(u(z))(uxūx +uyūy)dxdy.

Teorema 4.2.4.Uma aplicação u é harmônica se, e somente se, é um ponto crítico do funcional

energia

E(u) =
∫

M e(u)dVM,

onde dVM denota o elemento de volume de M.

Demonstração: Vamos procurar pontos críticos deE(u). Seu é tal ponto crítico, que é contínuo,

então em coordenadas locais, uma variaçãout de u pode ser representada poru+ tϕ, onde

ϕ : M → N, comϕ ∈C1(M), de suporte compacto. Seu é um ponto crítico, precisamos ter

d
dt

E(u+ tϕ)|t=0 = 0.

Logo,

0 = { d
dt

∫

ρ2(u+ tϕ)[(u+ tϕ)z(ū+ tϕ̄)z̄+(ū+ tϕ̄)z(u+ tϕ)z̄]idzdz̄}|t=0

=
d
dt

∫

ρ2(u+ tϕ)[(uz+ tϕz)(ūz̄+ tϕ̄z̄)+(ūz+ ϕ̄z)(uz̄+ tϕz̄)]idzdz̄|t=0

=
∫

ρ2(u+ tϕ)[ϕz(ūz̄+ tϕ̄z̄)+ ϕ̄z̄(uz+ tϕz)+ ϕ̄z(uz̄+ tϕz̄)+ϕz̄(ūz+ tϕ̄z)]+

+2ρ(u+ tϕ)(ρuϕ +ρūϕ̄)[(u+ tϕ)z(ū+ tϕ̄)z̄+(ū+ tϕ̄)z(u+ tϕ)z̄]idzdz̄|t=0

=
∫

[ρ2(u)(ϕzūz̄+ ϕ̄z̄uz+ϕz̄ūz+uz̄ϕ̄z)+

2ρ(ρuϕ +ρūϕ̄)(uzūz̄+ ūzuz̄)]idzdz̄. (4.31)

Se colocamos

ϕ =
ψ

ρ2(u)
,
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ondeψ ∈C1(M), de suporte compacto emD ⊂ Rn, com fronteira regular, temos

ϕz =
ψzρ2(u)−2ψρ(ρuuz+ρūūz)

ρ4(u)
,

ϕz̄ =
ψz̄ρ2(u)−2ψρ(ρuuz̄+ρūūz̄)

ρ4(u)
,

ϕ̄z =
ψ̄zρ2(u)−2ψ̄ρ(ρuuz+ρūūz)

ρ4(u)
,

ϕ̄z̄ =
ψ̄z̄ρ2(u)−2ψ̄ρ(ρuuz̄+ρūūz̄)

ρ4(u)
.

Observação4.2.5. Comoρ é o fator conforme,ρ é real.
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Substituindo os valores encontrados paraϕz,ϕz̄, ϕ̄z e ϕ̄z̄ em (4.31) temos que,

0 =
∫

[2ρ(ρu
ψ
ρ2 +ρū

ψ̄
ρ2)(uzūz̄+uz̄ūz)+

+uz(ψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

(ρuuz̄+ρūūz̄))

+ūz̄(ψz−2
ψ
ρ

(ρuuz+ρūūz))

+ūz(ψz̄−2
ψ
ρ

(ρuuz̄+ρūūz̄))

+uz̄(ψ̄z−2
ψ̄
ρ

(ρuuz+ρūūz))]idzdz̄

=
∫

[
2
ρ

(ρuψuzūz̄+ρuψuz̄ūz+ρūψuzūz̄+ρūψ̄ūzuz̄)+

+uz(ψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

(ρuuz̄+ρūūz̄))

+ūz̄(ψz−2
ψ
ρ

(ρuuz+ρūūz))

+ūz(ψz̄−2
ψ
ρ

(ρuuz̄+ρūūz̄))

+uz̄(ψ̄z−2
ψ̄
ρ

(ρuuz+ρūūz))]idzdz̄

=
∫

[uzψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄+ ūz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz+ ūzψz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz+uz̄ψ̄z−

−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄]idzdz̄

=
∫

[(uzψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄)+(uzψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄)+

+(ūzψz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz)+(ūzψz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz)]idzdz̄

=
∫

2Re(uzψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄)idzdz̄+
∫

2Re+(ūzψz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz)idzdz̄

Comou∈C2 podemos integrar por partes as integrais acima e usando o fato de queψ é contínua

de suporte compacto obtemos que,

∫

uzψ̄z̄dz̄= −
∫

ψ̄uzz̄dz̄,

e

∫

ūzψz̄dz̄= −
∫

ψūzz̄dz̄.
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Assim,

0 =
∫

2Re(uzψ̄z̄−2
ψ̄
ρ

ρuuzuz̄)idzdz̄+
∫

2Re+(ūzψz̄−2
ψ
ρ

ρūūz̄ūz)idzdz̄

= 2
∫

Re(uzz̄−2
ρu

ρ
ρuuzuz̄)ψ̄ idzdz̄

= 2
∫

Re(uzz̄−2(logρ)uρuuzuz̄)ψ̄ idzdz̄,

o que mostra que a aplicaçãou é de fato um ponto crítico do funcional energia. ¤

Teorema 4.2.6.A equação ūθθ = 0 pode ser explicitamente escrita como

uzz̄+
∂ logρ(u(z))

∂u
uzuz̄ = 0. (4.32)

Demonstração: De fato, comof ∗ω = uθ θ +uθ̄ θ̄ segue que

d( f ∗ω) = d( f ∗
√

ρdu) =
√

ρd( f ∗du) =
√

ρ(uzdz+uz̄dz̄) = uθ θ +uθ̄ θ̄

= uθ
√

σdz+uθ̄
√

σdz̄.

Assim

uθ =

√

ρ
σ

uz e uθ̄ =

√

ρ
σ

uz̄.

f ∗(ωc) = f ∗(
∂ log

√

ρ(u)

∂ ū
dū− ∂ log

√

ρ(u)

∂u
du)

=
∂ log

√

ρ(u)

∂ ū
f ∗(dū)− ∂ log

√

ρ(u)

∂u
f ∗(du)

=
∂ log

√

ρ(u)

∂ ū
(ūzdz+ ūz̄dz̄)− ∂ log

√

ρ(u)

∂u
(uzdz+uz̄dz̄).

duθ = (uθ )zdz+(uθ )z̄dz̄

Só precisamos calcular os coeficientes emdz̄, pois estamos interessados emuθθ̄ , que é o coefi-
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ciente deθ̄ , que por sua vez depende dedz̄.

(uθ )z̄ = (

√

ρ
σ

uz)z̄ = (

√

ρ
σ

)z̄uz+

√

ρ
σ

uzz̄

=
(
√ρ)z̄

√
σ −√ρ(

√
σ)z̄

σ
uz+

√

ρ
σ

uzz̄

= [
(
√ρ)z̄√

σ
− (

√ρ)z̄√
σ

(log
√

σ)z̄]uz+

√

ρ
σ

uzz̄,

logo a parte que depende dedz̄ emduθ é [
(
√ρ)z̄√

σ − (
√ρ)z̄√

σ (log
√

σ)z̄]uz+
√

ρ
σ uzz̄.

Pela definição da segunda derivada covariante def temos que

duθ +uθ θc−uθ f ∗ωc = uθθ θ +uθθ̄ θ̄ .

Pelas expressões obtidas anteriormente vamos encontrar o coeficiente dedz̄.

uθθ̄
√

σ = [
(
√ρ)z̄√

σ
− (

√ρ)z̄√
σ

(log
√

σ)z̄]uz+

√

ρ
σ

uzz̄+

√

ρ
σ

uz
∂ log

√
σ

∂ z̄
−

−
√

ρ
σ

uz(
∂ log

√ρ
∂ ū

ūz̄−
∂ log

√ρ
∂u

uz̄)

= uz
(
√ρ)z̄√

σ
+

√ρ√
σ

(uzz̄+
∂ log

√ρ
∂u

uzuz̄)−
√ρ√

σ
∂ log

√ρ
∂ ū

∂uuzūz̄

= uz
(
√ρ)z̄√

σ
+

√ρ√
σ

(uzz̄+
∂ log

√ρ
∂u

uzuz̄)−
(
√ρ)ū√

σ
uzūz̄

=

√ρ√
σ

(uzz̄+
∂ log

√ρ
∂u

uzuz̄).

No último passo usamos o fato de que(
√ρ)z̄ = (

√ρ)ūūz̄. Assimuθθ̄ = 0 equivale a

uzz̄+
∂ log

√ρ
∂u

uzuz̄ = 0.

¤

Observamos que do Teorema 4.2.6, segue quef ser harmônica depende somente da estrutura

conforme deM. Agora calculamos o Laplaciano da função (bem definida)|uθ |2 e |ūθ |2 emM.

Antes de fazer isso, precisamos definir as terceiras derivadas covariantes def .

duθθ +2uθθ θc−uθθ f ∗ωc = uθθθ θ +uθθθ̄ θ̄ , (4.33)
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e

duθθ̄ −uθθ̄ f ∗ωc = uθθ̄θ θ +uθθ̄ θ̄ θ̄ . (4.34)

De (4.27), segue que

d(duθ +uθ θc−uθ f ∗ωc) = d(uθθ θ +uθθ̄ θ̄).

Como

d(duθ +uθ θc−uθ f ∗ωc) = duθ ∧θc +uθ dθc−duθ ∧ f ∗ωc−uθ d( f ∗ωc)

= (−uθ θc +uθ f ∗ωc +uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧θc−
K
2

uθ θ ∧ θ̄ +

+(−uθ̄ θ̄c +uθ̄ f ∗ωc +uθ̄θ θ +uθ̄ θ̄ θ̄)∧ f ∗ωc−uθ d( f ∗ωc)

= uθθ θ ∧θc +uθθ̄ θ̄ ∧θc−
K
2

uθ θ ∧ θ̄ −uθθ̄ θ̄ ∧ f ∗ωc−

−uθθ θ ∧ f ∗ωc +uθ̄ θ̄ θ̄ +
K′

2
uθ ( f ∗ω)∧ ( f ∗ω̄)

= −K
2

uθ θ ∧ θ̄ +
K′

2
uθ ( f ∗ω)∧ ( f ∗ω̄)− (uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧ f ∗ωc +

+(uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧θc,

e

d(uθθ θ +uθθ̄ θ̄) = duθθ ∧θ +uθθ dθ +duθθ̄ ∧ θ̄ +uθθ̄ dθ̄

= duθθ ∧θ +uθθ θc∧θ +duθθ̄ ∧ θ̄ +uθθ̄ θ̄c∧ θ̄

= (duθθ +uθθ θc)∧θ +(duθθ̄ +uθθ̄ θ̄c)∧ θ̄ .

Usando os fatos de quef ∗ω = uθ θ +uθ̄ θ̄ e θ̄c = −θc conseqüentemente,

−K
2

uθ θ ∧ θ̄ +
K′

2
uθ ( f ∗ω)∧ ( f ∗ω̄) = (uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧ f ∗ωc− (uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧θc +

+(duθθ +uθθ θc)∧θ +(duθθ̄ +uθθ̄ θc)∧ θ̄

= θ ∧ (duθθ +2uθθ θc−uθθθ θ −uθθθ̄ θ̄)+

+θ̄ ∧ (duθθ̄ −uθθ̄θ θ −uθθ̄ θ̄ θ̄)− (uθθ θ +uθθ̄ θ̄)∧θc +

(duθθ +uθθ θc)∧θ +(duθθ̄ +uθθ̄ θc)∧ θ̄

= uθθ̄θ θ ∧ θ̄ −uθθθ̄ θ ∧ θ̄ ,
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na segunda igualdade usamos as expressões deuθθ f ∗ωc e uθθ̄ f ∗ωc obtidas em (4.33) e (4.34)

respectivamente.

Como

( f ∗ω)∧ ( f ∗ω̄) = (uθ θ +uθ̄ θ)∧ (ūθ θ + ūθ̄ θ)

= (uθ ūθ̄ −uθ̄ ūθ )θ ∧ θ̄

= J( f )θ ∧ θ̄ .

Logo

−K
2

uθ +
K′

2
uθ J( f ) = uθθ̄θ −uθθθ̄ . (4.35)

Suponhamos agora que∆ denote o Laplaciano emM e lembremos que para uma funçãoχ em

M temos que∆χ = 4χθθ̄ , ondeχθ e χθ̄ são definidas pordχ = χθ θ + χθ̄ θ̄ . Assumindo quef

satisfaz a Definição 4.2.3, obtemos

∆|uθ |2 = 4(uθ ūθ̄ )θθ̄

= 4(uθθ ūθ̄ +uθ ūθθ̄)θ̄

= 4(uθθ ūθ̄ )θ̄

= 4(uθθθ̄ ūθ̄ + |uθθ |2).

Substituindo (4.35) na equação acima segue que

∆|uθ |2 = 4|uθθ |2 +4uθθ̄θ −2|uθ |2K′J( f )+2|uθ |2K.

Comouθθ̄ = 0⇒ uθθ̄θ = 0, assim

∆|uθ |2 = 4|uθθ |2 +4|uθ |2K′J( f )+2|uθ |2K.

Se|uθ | 6= 0 então a equação acima assume a seguinte forma

(∆|uθ |2−4|uθθ |2)
1

|uθ |2
= −2K′J( f )+2K.
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Temos que

∆log|uθ |2 = 4(log|uθ |2)θθ̄

= 4(
|uθ |2θ
|uθ |2

)θ̄

= 4(
uθθ ūθ̄
|uθ |2

)

= 4(
uθθθ̄ ūθ̄ |uθ |2

|uθ |4
)

= (−2K′J( f )ūθ̄ +2uθ Kūθ̄ )
|uθ |2
|uθ |4

= −2K′J( f )+2K.

Analogamente, se|ūθ |2 6= 0 temos que

log|ūθ |2 = 2K′J( f )+2K. (4.36)

Observação4.2.7. No nosso caso,gk faz o papel daf , a saber

gk : S−→ Sk(
1√
2
),

com K′ fazendo o papel da curvatura deSk(1/
√

2) e K = − 2
λ 2(logλ 2)θθ̄ = − 1

2λ 2 ∆̃(logλ 2).

Lembramos que no início deste apêndice fizemos ¯uθ =
√

2Fk
λ . Assim, (4.36) assume a seguinte

forma

log|
√

2
Fk

λ
|2 = 4Jk +2K

∆(log2+ log|Fk|2− log|λ |2) = 4Jk−
1

λ 2 ∆̃(logλ 2)

∆log|Fk|2 = 4Jk

∆log|Fk| = 2Jk,

usando o fato de que∆ = ∆̃/λ 2, pois as métricas diferem por um fator conforme, obtemos o

resultado desejado.
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