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RESUMO

A finalidade deste trabalho é estudar a tor¢cao no completamento pro-finito de grupos
residualmente finitos e livres de torcao. Consideramos os casos de grupos abelianos e grupos
metabelianos, baseados em [6]. No primeiro caso, o completamento é livre de tor¢ao. No
segundo, se o grupo é finitamente gerado o completamento também ¢é livre de torcao, o que
nao é verdade sem hipdtese de ser finitamente gerado. Exibimos exemplos feitos em [3] que
mostram que, sem esta tultima hipdtese, o completamento contém um elemento de ordem

finita.



Abstract

The purpose of this work is to study the torsion in the pro-finite completion of residually
finite and torsion free groups. We consider the cases of abelian groups and metabelian
groups, based on [6]. In the first case, the completion is torsion free. In the second one, if
the group is finitely generated the completion is also torsion free, what is not true without
the finitely generation condition. We give the examples done in [3] where without the last

hypothesis the completion has an element of finite order.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o completamento pro-finito de grupos metabelianos. Em [2]
Crawley-Boevey, Kropholler e Linnell observaram que era uma questao em aberto se o com-
pletamento pro-finito de um grupo residualmente finito e livre de torcao é necessariamente
livre de tor¢ao. Em tal trabalho sobre a conjectura do divisor de zero, a saber “ Se G é um
grupo livre de tor¢ao e K € um corpo, entao KG é um dominio”, mostraram esta conjectura
para anéis de grupos soluveis livres de tor¢ao e também o seguinte corolario “ O comple-
tamento pro-finito de grupos metabelianos por finito, finitamente gerado e livre de tor¢ao €
lwre de tor¢ao” .

Evans [3], mais tarde foi o primeiro a mostrar que tais completamentos poderiam conter
elementos nao triviais de ordem finita. Apresentou em seu trabalho dois exemplos onde isso

ocorre, que serao os Teoremas:

Teorema 3.7. Para cada primo p, existe um grupo H livre de tor¢ao e residualmente

p-grupo finito que o seu completamento pro-p contém um elemento de ordem p.

Teorema 3.8. Para cada primo p existe um grupo G metabeliano, enumerdvel, livre de
tor¢ao e residualmente finito tal que seu completamento pro-finito contém um elemento de

ordem p.

Observamos que o primeiro teorema nao responde a pergunta, mas da uma idéia de que
se o grupo nao ¢ finitamente gerado o completamento pro-finito podera ter um elemento de
ordem finita.

Posteriormente Lubotzky, em [7], observa que o completamento pro-finito G pode ter
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torgdo mesmo que G seja finitamente gerado (é claro que nao pode ser o grupo metabeliano
enunciado em [2]). De fato, ele apresentou o seguinte teorema “Eriste um grupo G finita-
mente gerado, residualmente finito e livre de torcao, cujo completamento pro-finito contém
uma copia isomorfa de todo grupo pro-finito separdvel. Em particular G contém o produto
cartesiano [ [, F;, onde F; percorre todos os grupos finitos (classes de isomorfismos de grupos
finitos)”. A prova do teorema nao sera tratada neste trabalho, mas é baseada no problema
do subgrupo de congruéncia e algumas de suas propriedades relacionadas.

Baseado em todas estas indagacoes, Kropholler e Wilson em [6] estudaram alguns resul-
tados positivos. Mostraram que nao existem contra-exemplos entre os grupos abelianos por
nilpotentes finitamente gerados, abelianos residualmente finitos e grupos soliveis minimax.
Entretanto entre grupos nilpotentes de classe dois (necessariamente nao finitamente gerado)
e grupos centro por metabeliano finitamente gerado ha contra-exemplo, como mostrado por
Kropholler e Wilson em [6] e por Quick em [8]. N6s vamos nos restringir aos grupos abelianos

residualmente finitos, abelianos por abelianos finitamente gerados, onde mostraremos:

Teorema 3.3. Seja G um grupo abeliano e residualmente finito. Entao t(G) 2 t(@)

Teorema 3.6. Se G € finitamente gerado abeliano por abeliano, entdio t(G) = t(@)

Os resultados apresentados nesta dissertagao estao exatamente na direcao de estudar
quando o completamento de grupos metabelianos residualmente finitos é livre de torcao.
Nossas demonstragoes sdo baseadas em [6].

No Capitulo 1 apresentaremos as definig¢oes e os resultados sobre grupos abelianos livres,
grupos abelianos finitamente gerados, grupos livres, produtos livres, produtos livres com
subgrupos amalgamados, grupos p-nilpotentes e médulos. Recapturaremos também alguns
resultados sobre estes grupos e demonstraremos teoremas essenciais para melhor entendermos

os grupos usados no Capitulo 3, destes se destacam os teoremas:

Teorema 1.47. Se p é um primo e F é um grupo livre, entdo F € residualmente p-grupo
finito.

Teorema 1.50. Seja G o produto livre de dois grupos residualmente p-grupos finitos.

Entao G é residualmente p-grupo finito.

No Capitulo 2 apresentaremos os conceitos de limite inverso (ou projetivo) e completa-
mento pro-C (onde C é uma classe de grupos) e provaremos um resultado interessante para

grupos p-nilpotentes, que serd o Teorema:
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Teorema 2.25. Seja G um grupo p-nilpotente. Entao o completamento pro-p de G pode

ser identificado com um p-subgrupo de Sylow do completamento pro-finito.

Fechamos esta dissertacao com o Capitulo 3, provando os resultados mencionados, onde
veremos que a hipotese de um grupo ser finitamente gerado faz com que em geral o comple-

tamento pro-finito tenha torgao.



CAPITULO 1

Preliminares

Descrevemos, neste capitulo, alguns pré-requisitos necessarios para melhor entendermos
os grupos trabalhados no Capitulo 3. Para isto, apresentaremos os conceitos de grupo
abeliano livre, grupo abeliano finitamente gerado, grupo livre, produto livre, produto livre
com subgrupo amalgamado, grupo p-nilpotente, médulos e também estudaremos algumas
propriedades importantes referentes a estes grupos. Entre estas propriedades podemos
destacar uma muito importante, encontrada em [4], que afirma que o produto livre de
grupos residualmente p-grupo é residualmente p-grupo. Para moddulos, se um A-moddulo

Noetheriano é simples, entao ele é residualmente finito.

1.1 Grupos Abelianos

1.1.1 Soma Direta

Sejam K um conjunto qualquer e { Ay, : k € K} uma familia de grupos abelianos.
Definicao 1.1. O produto direto restrito,
C = Dryeg A,

consiste do grupo formado por todos os “vetores” (ay) com k-componente ay em Ay, tal que
ap = 1y para quase todos os k, onde a operagcao é definida coordenada a coordenada, o
elemento identidade de C' € (1) e (ax)™! = (a; ).

4
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Se os grupos Ay, tiver em notacao aditiva, o produto direto restrito dos A} s é chamado
de Soma Direta e denotado por @, Ax, onde os elementos sao da forma ), . a.

Nas segoes que se referem a grupos abelianos, nos usaremos a notacao de soma direta.

Proposicao 1.2. Seja {Ag : k € K} uma familia de subgrupos do grupo abeliano G, onde

K é um conjunto qualquer. Entao sao equivalentes:

a) G = @kzeK Ay

b) Cada g € G tem um unica expressio da forma
g = Z Qg
keK

onde ay € Ay, os k sao distintos, e ap # 0 somente para um niumero finito de k.
¢) G = (Uper 4x) € para cada j € K, temos A; N (U,; Ax) = 0.

Demonstragao: Mostraremos que a) implica b). Temos que g = Yjexa, para um
nimero finito de k. Basta mostrar que esta forma é tnica. Suponha g = ¥ycxar. Como G

é grupo —Xpegar € G, eentao 0 = g — g = Ypegar — Xpexadr. Com isso,
dk:dk—O:dk—(dk—ak):ak,VkEK.

Agora b) implica ¢). Suponha, por contradicao, que A; N (Uk# Ag) # 0. Com isso,
teremos um elemento de G escrito de duas formas distintas, o que é absurdo. E como cada
elemento de GG tem uma tinica expressao da forma g = 3, . ax, G = (Upex Ar)-

Finalmente ¢) implica a). Definamos ¢ : G — @, A por ¢(ar) = (0,...,ax,...,0).
Assim ¢ ¢ um epimorfismo com nicleo (. cx Ax, como A; N (U,; Ax) = 0, teremos G =
@k’GK Ap. u

Teorema 1.3. Sejam G um grupo abeliano, { Ay, : k € K} uma familia de grupos abelianos e
{ix : Ay — G : k € K} uma famdlia de homomorfismos. Entao G = @, Ar se, e somente
se, dado algum grupo abeliano H e uma familia de homomorfismos {fx : Ay — H : k € K},

existe um unico homomorfismo ¢ : G — H de forma que o diagrama comute para todo
k (eix = fi):
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Demonstracao: Suponhamos G = @keK Ay. Defina i, : Ay — G pela inclusao.
Pelo Proposicao 1.2, cada ¢ € G tem uma unica expressao da forma g = Ypcxag. Defina

v G — H por ¥(g9) = Zrerfr(ar), com isso, ¥ é um homomorfismo e faz o seguinte

N

diagrama comutar para todo k:

Supondo outra ) com a mesma propriedade (i, = fi), teremos 1) = 1, pois (Uper i(Ar)) =
G .

Agora a reciproca. Troque H por @, Ax € fi por i,. Por hipétese, existe um tinica
aplicagao ¢ : G — @, Ak Similarmente, facamos a troca de G por @, Ax no diagrama,
e H = G. Por hipétese existe uma tnica aplicagao ¢ : @, x Ar — G. Assim, temos o
seguinte diagrama:

G

bl

A —+ Brex A

Finalmente, vamos mostrar que ¥ e ¢ sao identidades. De fato, pois ¥p e 14 fazem o

N\

Ay ——~G

digrama comutar

e entdao 1 = lg. Analogamente temos que ) = 1g, _, 4, - ]

1.1.2 Grupos Abelianos Livres

Definicao 1.4. Um grupo abeliano F é abeliano livre se é uma soma direta de grupos ciclicos
infinitos. Mais precisamente, existe um subconjunto X C F de elementos de ordem infinita,
chamada de base de F, com F' = @, y(x), isto ¢, F = P 7.

Admitimos a possibilidade X = &, o que resulta em F' = 0. Notemos que, se um grupo

G é uma soma direta de grupos ciclicos infinitos, ele é abeliano livre.
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Proposicao 1.5. Se F € um grupo abeliano livre em X, cada elemento 0 # u € F tem uma
unica expressao da forma u = Ymgx, onde m, € Z, e m, # 0 somente para um niumero

finito de .

Demonstracao: Segue da Proposicao 1.2. ]

Se X ¢é finito e tem n elementos, dizemos que F' tem posto n.

Definigao 1.6. Sejam F e G abelianos livres em {x;,i € I} e {y;,j € J}, respectivamente.

Entao F e G tém o mesmo posto se I e J tém o mesmo numero de elementos.

Definicao 1.7. A base de um grupo abeliano livre F € chamada de um conjunto livre de

geradores de F.

Teorema 1.8. Sejam F um grupo abeliano livre com base X, G um grupo abeliano arbitrdrio
e f: X — G alguma funcdo. Entao existe um unico homomorfismo ¢ : F — G tal que
o(x) = f(x), para todo x € X .

F

) \\ e
g N
{

Demonstracao: Se u € F, entao hd uma tunica expressao u = Xm,zx. Defina f, :
(x) — G por f.(mz) = mf(xz). Temos que f, é um homomorfismo para todo z € X.

Como (z) < F e F =@, (r) temos, pelo Teorema 1.3, o seguinte diagrama:

F

N

. NP

iz N
N

) G

—,

onde i, ¢é a aplicagao inclusao. Assim ¢ estende cada f,, logo estende f, pois f(x) = f.(z) =
o(ia(7)) = ¢(). u

Corolario 1.9. Cada grupo abeliano G € um quociente de um grupo abeliano livre.

Demonstracao: Seja X um conjunto qualquer. Afirmamos que existe um grupo
abeliano livre F' que tem X como base.
Se X é um conjunto que tem x como um unico elemento, podemos construir o grupo

ciclico infinito (x) que tem x como gerador, assim temos um grupo abeliano livre.
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Se X é um conjunto com infinitos elementos distintos, teremos X = {z; : k € K} onde
cada xj gerard um grupo ciclico infinito (z;). Com isso fazemos F' = @(xy), portanto temos
um grupo abeliano livre F' com base X.

Seja entao F' um grupo abeliano livre com base G, onde G é um grupo abeliano qualquer.

Assim, a aplicagao identidade I : G — G nos da o seguinte diagrama:

Pelo Teorema 1.8, ¢ é unica tal que ¢(g) = I(g), com isso ¢ é sobrejetiva. Entao
F/Ker(p) =G. |

Teorema 1.10. Sejam F = @, x(x) e G = D,y (y) grupos abelianos livres de posto
finito. Entao F = G se, e somente se, | X| = |Y|, onde X eY sdo finitos.

Demonstragao: Suponhamos F' = G. Temos que F = @ Z, C P,y Q. =V,
onde V' é um espago de vetores sobre Q. Similarmente, G = @,y Z, C D,y Q, = W,
onde W é um espaco de vetores sobre Q.

Portanto o isomorfismo f : F — G induz a funcio f : V — W, definida por f (Xqix) =
Yqif(z) onde ¢; € Q e (z) = Z,. Assim, f é um isomorfismo entre V e W, portanto V e W
tém a mesma dimensao. Entao |X| = |Y].

Agora a reciproca. Como |X| = |Y|, existe uma bijecao f: X — Y C G, que podemos
considerar f : X — G. Ja que F é livre com base X, existe um unico homomorfismo
¢ : F — G estendendo f. Analogamente, existe um tnico homomorfismo ¢ : G — F
estendendo f~!: Y — X. A composicio 1y : F — F é um homomorfismo que fixa
X ponto a ponto, isto é, Yy estende a funcao inclusao ¢ : X — F. Mas o homomorfismo
identidade 1z também estende i, e entao, pela unicidade da extensao, temos que Yy = 1p.

Da mesma forma, concluimos que ¢ = 14, e portanto ¢ : ' — G é um isomorfismo. MW

Observamos que o teorema acima, também vale para grupos abelianos de posto infinito,

com demonstracao similar.

Teorema 1.11 (Propriedade Projetiva). Seja 3 : B — C' um homomorfismo sobrejetor

de grupos abelianos. Se F é um grupo abeliano livre e o : F' — C' € um homomorfismo, entao
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existe um homomorfismo v : F'— B de maneira que o diagrama comute (fy = «a):

Demonstracao: Seja X uma base de F'. Para cada x € X, existe um elemento b, € B
com (3(b,) = a(x), pois a(x) € C' e [ é sobrejetiva.
Portanto, temos a fun¢ao f : X — B definida por f(z) = b,. Pelo Teorema 1.8, existe

um tnico homomorfismo 7 : F' — B com v(x) = b, para todo z € X. Assim, temos que

By(x) = B(bz) = a(x). u

Corolario 1.12. Se H < G e G/H ¢€ abeliano livre, entio H é um somando direto de G,
isto 6, G=H® K, onde K <G e K=G/H.

Demonstracao: Sejam F' = G/H e f : G — F a aplicagdo natural. Considere o
diagrama:
F
~ /
// llF
z 0
G ? F — VU,
onde 1p é a aplicacao identidade. Como F' tem a propriedade projetiva, existe um homo-
morfismo v : I — G com 3y = 1p, isso implica que 7 é injetiva. Seja K = Im(y), logo
temos F'/Ker(y) = K, entao F = K.
Agora definamos H = Ker (/) e vamos mostrar que G = H & K.

(i) Ker(B)N K = 0: Seja g € Ker(f) N K, isso implica g € Ker(f) e g € K. Temos
B(g) = 0 e existe € F' tal que y(x) = g. Por este dltimo temos x = 1p(x) = fy(z) =
B(g) = 0. Entao g = v(0) = 0.

(i) G = Ker(B) + K: Todo elemento de G pode ser escrito da forma

9=y9—78(9)+75(g) .
e e Ve
eKer(B) eK

Com (i) e (ii) temos G = H ® K. |

Teorema 1.13 ([11, Teorema 10.18]). Todo subgrupo H de um grupo abeliano livre F é

abeliano livre.
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1.1.3 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Daremos agora teoremas que caracterizam melhor os grupos abelianos finitamente gera-

dos.

Definicao 1.14. Seja G um grupo, o subgrupo de torsao de G é:
t(G) ={g € G : ng =0 para algum inteiro n diferente de zero}.
Definicao 1.15. Um grupo G ¢ dito de torgao se t(G) = G; e livre de torcao se t(G) = 0.

Teorema 1.16. O grupo quociente G/t(G) € livre de tor¢do, e assim, todo grupo G é uma

extensao de um grupo de tor¢ao por um grupo livre de tor¢ao.

Demonstracao: Seja g + t(G) € G/t(G). Suponha que, para algum inteiro n # 0,
tenhamos n(g + ¢(G)) = 0. Entdo ng € t(G), portanto existe um inteiro m # 0 tal que
m(ng) = 0. Como mn # 0, temos que g € t(G), e assim, g + t(G) = t(G). Logo G/t(G) é

livre de torcao. ]
Teorema 1.17. Cada grupo abeliano finito G € uma soma direta de grupos ciclicos finitos.

Demonstracao: Escolhamos n o menor nimero natural tal que G pode ser gerado por
um conjunto de n elementos. Entre todos os conjuntos de geradores {x, ..., z,} de tamanho
n, escolha o que contém um elemento x; de menor ordem e seja k esta ordem.

Agora vamos fazer indugao sobre os geradores. Se n = 1, temos G = (r;) e, com
isso (r1) é finito. Suponha que vale para os n — 1 geradores de G. Assim, um subgrupo
H = (z9,...,2,) de G é uma soma direta de grupos ciclicos, pela hipdtese de indugao.
Vamos mostrar que G = (x1) @ H. Para isso, é suficiente mostrar que (x;) N H = 0, porque
(1) + H=(x1,...,2,) = G.

Suponhamos, por contradicao, que (z1) N H # 0. Seja z € (x1) N H, entdo z = a;x; =
X ,a;z;, para aj,...,a, € Z e 0 < a; < k. Agora seja d o mdc de ay,...,a, e defina
g=—(a1/d)x;+ X 5(a;/d)z;. Primeiro note que g # 0. De fato, o Lema [[11], 6.8] diz: “ Se
G = (x1,...,2,) € ay,...,a, sdo inteiros co-primos, entao existe um conjunto de geradores
de G com n elementos {y1,...,y,} onde y; = X  a;z;”. Entdo, como a,/d, ..., a,/d sdo
co-primos, temos assim um conjunto de geradores de GG de n elementos, onde g pertence a ele.
Entao g # 0, pois caso contrario terfamos um conjunto gerador de G' com n — 1 elementos,
contradigao. Agora observe que a ordem de g é menor do que k, pois dg =0e d < a; < k.

Aplicando o Lema [[11], 6.8] novamente, vemos que isso contradiz a minimalidade de k. W
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Teorema 1.18. Cada grupo abeliano finitamente gerado livre de tor¢ao € abeliano livre.

Demonstracao: Provaremos por indugao sobre n, onde G = (z1,...,x,). Se n = 1,
temos G = (1), logo abeliano livre.

Defina H = {g € G : mg € (x,) para algum inteiro positivo m}. Agora H é um sub-
grupo de G e G/H é livre de torgao. O primeiro fato nao é dificil de ver, ja o segundo serd
mais detalhado. Seja x € G tal que k(z + H) = 0, para algum k. Entdo kx € H, o que
implica m(kx) € (z,), assim x € H. Portanto G/H é abeliano livre, pois pelo Teorema 1.19,
G/H é uma soma direta de ciclicos infinitos.

Pelo Corolario 1.12, G = H & G/H. Agora é suficiente provar que H é ciclico infinito,
pois, caso seja H vai satisfazer a Definicao 1.4. Note que H é finitamente gerado, porque é
um somando direto do grupo G que é finitamente gerado.

Se 0 # g € H, entao mg = kx,, para inteiros m e k diferentes de zero. Defina ¢ : H — Q
por ¢(g) = k/m. E fécil checar que ¢ define um homomorfismo injetor, assim H ¢é isomorfo
a um subgrupo finitamente gerado de Q. Seja H = (a1 /by, ..., a;/b;). Se b =TI'_b;, entdo a
aplicacao ¢ : H — Z dada por 1(h) = bh, é injetiva. Portanto, H é isomorfo a um subgrupo

de Z, sendo entao ciclico infinito. |

Teorema 1.19. Cada grupo G abeliano finitamente gerado é uma soma direta finita de

grupos ciclicos finitos e infinitos, e o numero de somandos diretos depende somente de G.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.18, temos que G/t(G) é abeliano livre. Assim, pelo
Corolério 1.12, temos G = t(G) @ F, onde F' = G/t(G). Como ¢(G) é finitamente gerado
e, todos os elementos tém ordem finita, (G) é finito. Pelo Teorema 1.17, ¢(G) é uma soma
direta de grupos ciclicos finitos.

O nimero de somandos de t(G) depende de sua ordem e o nimero de ciclicos infinitos
depende do posto de G/t(G), assim depende somente de G. |

Quando G nao é finitamente gerado, o teorema acima pode ainda ser verdadeiro, como

podemos ver na proposicao abaixo.

Definicao 1.20. Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G tem expoente finito se existir

algum inteiro positivo n tal que nG=0, ou seja, n é um inteiro que anula todos os elementos
de G.

Proposicao 1.21 ([11, Corolério 10.37]). Se um grupo abeliano G tem expoente finito. Entao

G é uma soma direta de grupos ciclicos finitos.



Cap. 1 e Preliminares 12

1.2 Grupos Livres

Definicao 1.22. Seja F um grupo e X um subconjunto de F. F é dito um grupo livre com
base X se, para todo grupo G e toda aplicacao f: X — G, existe um unico homomorfismo

v F — G tal que p(x) = f(x), para todo x € X, ou seja, de maneira que o diagrama

F

T.\\ Jle
RN

X

—G.

f

abaizo comuta

A definicao acima é formal e abstrata, e nao nos permite garantir a existéncia. Por isso,
faremos uma construcao explicita de um grupo livre com base X. Faremos isso provando
que, dado um conjunto X, existe um grupo livre F' cuja base é X.

Seja X um conjunto e seja X! um conjunto disjunto de X, para o qual existe uma

1

bijecao X — X1, que denotaremos por # — x~!. Chamaremos os elementos de X de

simbolo.

Definicao 1.23. a) Uma palavra sobre X € uma expressio da forma w = x{'x$? ...z

onde os simbolos x; € X, e; € {+1,—1,0} e e, = +1. A palavra que nao contenha

simbolos em X € dita a palavra vazia e € denotada por 1.

b) O comprimento de w = x7'x3?...x¢* é definido como sendo n e o comprimento da

palavra vazia é definido como sendo 0.

1

c) Se w = (xSt .. .xlr € uma palavra sobre X, entdo sua inversa € a palavra w™' =

—e —€n—1 —eq1
.Tn "mnfl e flfl .

Notemos que, se o comprimento de uma palavra w é n, sua inversa w=! também é.

Definicao 1.24. Uma palavra w sobre X é dita reduzida se w € vazia ou escrita na forma

w= 2525 ... 2, onde x; € X, todos 0s e; = +1, e x;,x; ' ndo sio adjacentes.

. n

Exemplo 1.25. Seja X = {x1,79,23}. A palavra u = x3r125 ', € reduzida sobre X,

enquanto a palavra v = xox373 Ty ndo € reduzida sobre X.

Definicao 1.26. Uma sub-palavra de w = x7*x5? ... x

€n

o € a palavra vazia ou uma palavra da

Jorma v =" .z, ondel <i<j<n.
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. . . ~ . _ el .2 e — dl d2 d
Podemos definir uma multiplicacao de palavras: se w = 27'25* ... 20" euw = Y1 ' y5° . ..y,

entdo wu = 522 .. xtryPyd2 | ydm Agora esta multiplicacdo nao define um produto no
conjunto de todas as palavras reduzidas sobre X, pois o produto wu nao é necessariamente
uma palavra reduzida sobre X. Mas podemos definir uma nova multiplicacao de palavras
w e u como sendo a palavra reduzida obtida de wu, apds todos os possiveis cancelamentos.
Mais precisamente, se existe uma sub-palavra (possivelmente vazia) v de w com w = w'v tal

1

que v~ ! é uma sub-palavra de u, com u = v~'u/, de tal maneira que w'v’ é reduzida, entao

definimos o produto wu como sendo:

wu = w''.

Esta multiplicagao é chamada de justaposigao.
Exemplo 1.27. : Sew = 1'23731'11'2_1 eu= xgxl_lxzxgxgxg, entao
_ ~1 -1
wu = (Tox371%5 ) (Tox] ToT3w3T0)
_ -1 -1 _
= Tow3(71 (T X2)T]  )ToX3T3Te = ToT3ToT3T3Ts.

Agora estamos prontos para provar que, dado um conjunto X, existe um grupo livre cuja
base é X. Para isto, vamos utilizar o truque de Van der Waerden, que consiste em mostrar
que o conjunto de todas as palavras reduzidas F' podem ser imersas, via isomorfismo, no
grupo das permutacoes de F. E, assim, provaremos que F' é um grupo com a operacao de

justaposicao.
Teorema 1.28. Dado um conjunto X, existe um grupo livre F' com base X.

Demonstracao: Seja F' o conjunto de todas as palavras reduzidas sobre X. Para cada

r € X, consideremos as fungoes |z|: F — F e |z7}|

e=+1,

: FF— F, definidas como segue: para

€2 e e __ —€1
) xP.asr, se xf = x
on) =

R S i

. n

e|(er e
|z¢| (2 xs? ... s 2 o o

Como as compostas |z¢||x~¢| e |z~¢||z¢| sdo ambas iguais a fung¢ao identidade de F', temos
que |z¢| é uma permutagao de F' cuja permutagao inversa é |z ¢|. Seja Sr o grupo simétrico
sobre F, e seja I o subgrupo de Sy gerado pelo conjunto X = {|z| : # € X}. Observe que
existe uma bijecdo ¢ : X — X, dada por |z| — .

Afirmamos que F é um grupo livre com base X.



Cap. 1 e Preliminares 14

Se 1 # g € F, entao temos que g possui uma fatoracao
g = leP|]aP] .. a7

onde ¢; = +1 e |z{'| e |x;“'| nunca sao adjacentes, pois, do contrario, poderfamos canceld-los.
Uma tal fatoracao de g ¢ unica, pois g(1) = a'a$? ... x&, e ji observamos que a ortografia
de uma palavra reduzida é tinica.

Usemos a definicio de grupos livres dada anteriormente para provarmos que F é um
grupo livre com base X. Suponhamos que G' é um grupo e que f : X — G é um funcéo.
J& que a fatoragdo (1) é tnica, a funcio ¢ : F — G, dada por ¢(|z{!||z3?] ... |z5"]) =
FUzS D f(252]) - .. f(|lzen]), estd bem definida e estende f. J& que X gera F, é suficiente
mostrarmos que ¢ é um homomorfismo, pois, para provarmos que @ é Unico, basta obser-
varmos que dois homomorfismos coincidindo sobre um mesmo conjunto gerador devem ser
iguais.

Sejam w e u palavras reduzidas sobre X. E claro que ¢(wu) = ¢(w)p(u) sempre que a
palavra wu é reduzida. Se a palavra wu nao for reduzida, escrevemos w = w'v e v = v/,

como na definigao de justaposigao, e teremos:

/

p(wu) = o((w'v)(v™)) = p(w'n') = p(w)p(u) =

-1

= p(w)p(v)p) pu) = pw'v)e(v ) = p(w)p(u).

E entao, de fato, ¢ ¢ um homomorfismo. Até agora, mostramos que F' é um grupo livre com

base X. Finalizando, consideremos a aplicacio & : F — F, definida por

xir| - 2Pt a? e,

’|
. "

|27 |25
£ 6 uma bijecdo com £(X) = £(X) = X, e portanto podemos considerar F' como um grupo
isomorfo a F e entdo F é um grupo livre com base X. |

Corolario 1.29. Todo grupo G é um quociente de um grupo livre.

Demonstracao: Seja G um grupo qualquer e consideremos o conjunto X = {z, | g € G}.
Assim, a aplicacao f : X — G definida por f(z,) = ¢g é uma bijecao. Pelo Teorema 1.28,
existe um grupo livre F' cuja base é X, logo existe um homomorfismo ¢ : F' — G estendendo

f, como f é sobrejetiva, temos que ¢ também é. Portanto, G = F//Ker(y). [

Daremos agora uma descrigao do grupo livre a partir de sua apresentagao.
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Definicao 1.30. Sejam X um conjunto e A uma familia de palavras sobre X. Um grupo
G tem geradores X e relagoes A se G = F/R, onde F € o grupo livre com base X e R € o

subgrupo normal de F gerado por A. O par ordenado (X|A) é chamado de apresentacao de
G.

Exemplo 1.31. O grupo ciclico de ordem 4: Cy = {1,z,2* 23}, pode ser visto como o
quociente entre o grupo livre sobre um gerador {x) e o subgrupo normal gerado por x*.

Assim, Cy = (x)/{x?) e uma apresentacio de Cy é (z|z*).

Exemplo 1.32. Um grupo livre € um grupo que tem uma apresentacao da forma (X|@), ou

seja, ele nao possui relagdo(ndo trivial).
Duas conseqiiéncias imediatas sao:
(i) Um grupo livre é livre de torgao, ou seja, ele ndo possui elementos de ordem finita.

(ii) Os geradores de um grupo livre ndo comutam. Logo, se F é um grupo livre com base

X, entao o centro Z(F') de F é nao trivial se, e somente se, |X| = 1.

Teorema 1.33 ([10, 6.1.1]). Todo subgrupo H de um grupo livre F € livre.

1.3 Produto Livre

Definiremos, nesta secao, o conceito de produto livre de grupos, que sera definido como
uma solugao para que um certo diagrama comute. Uma vez estabelecidas a existéncia e
unicidade de produtos livres, daremos uma descricao concreta destes grupos em termos de

seus elementos e de sua apresentacao.

Definigao 1.34. Seja {A; : i € I} uma familia de grupos, onde I é um conjunto de indices
quaisquer. Um produto livre dos A; é um grupo P e uma familia de homomorfismos
ji + Ay — P tais que, para todo grupo G e toda familia de homomorfismos f; : A; — G,
existe um unico homomorfismo ¢ : P — G com j; = f;, para todo i, ou seja, de maneira

que o diagrama abaizo comuta:
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Lema 1.35. Se P é um produto livre de {A; : i € I}, entao os homomorfismos j; sao

1mjetivos.

Demonstracao: Para um indice i fixo, consideremos o diagrama em que G = A, f; é

o homomorfismo identidade e, para k # i, as aplicacoes fr : Ay — A; s@o triviais.

]'A'L

E entao temos que ¢j; = 14,. Portanto, o homomorfismo j; € injetor. ]

Por causa deste lema, as aplicagoes j; : A; — P sao chamadas de imersoes.

Teorema 1.36. Seja {A; : ¢ € I} uma familia de grupos. Se P e @ sdo, cada um deles,
produto livre dos A;, entao P = Q).

Demonstracao: Sejam j; : A; — P e k; : A; — @ as imersoes. Ja que P e Q sdo o
produto livre dos A;, existe um homomorfismo ¢ : P — (@) satisfazendo ¢j; = k;, para todo

1. Similarmente, existe uma aplicagao v : Q — P com k; = j;, para todo 1.

P

gl
A; e Q@
E assim, vemos que
Ji = vk = Y(pii) = (V)i
e também que
ki = @ji = o(Vki) = (ev)ki.
Logo, ¥p = 1p e ¢ = 1g, e portanto, ¢ : P — () ¢ um isomorfismo, ja que ¢ ¢ sua

mversa. u

Pelo Teorema 1.36, podemos nos referir ao produto livre P de {A; : ¢ € I}. Vamos
denoté-lo por
P = x;c1 A;.

Se existir um nimero finito de grupos A;, entao denotaremos o produto livre por

P=A*x...xA,.
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Proposicao 1.37. Assuma que os conjuntos {X; :i € I} sao dois a dois disjuntos. Se F;

€ o grupo livre com base X;, entao P = x;c1F; € o grupo livre com base Uiel X;.

Demonstracao: Queremos provar que, dados um grupo G e uma funcao f : |J,.; X; —

iel
G, existe um tnico homomorfismo ¢ : P — G estendendo f, ou seja, ¢|u,.,x, = f. Para

isso, consideremos funcoes f; : X; — G definidas por f; = f|x,. Como F; é o grupo livre

sobre X, existe ¢; : F; — G satisfazendo ¢;|x, = f;. Entdo o homomorfismo ¢ : P — G,

definido por ¢|x, = ¢;, esta unicamente determinado pelos ja unicos homomorfismos ¢;.

Portanto, ¢|u,.,x, = f e temos que P é o grupo livre com base | J,.; X;. |

Trataremos agora da existéncia de produtos livres.
Teorema 1.38. Dada uma familia {A; : i € I} de grupos, o produto livre P = x;c1 A; existe.

Demonstracao: A prova é similar a prova da existéncia de grupos livres.

Sejam {A; : i € I} uma familia de grupos. Suponhamos que os conjuntos A? = 4, — {1}
sejam dois a dois disjuntos. Chamemos | J,.; A§ U {1} o alfabeto, chamemos seus elementos
de letras, que formam palavras w = ajas . .. a,, onde cada a; estd em algum A;. Uma palavra
w € reduzida se, w = 1 ou se w = ajas...ay, onde cada letra a; € Agj e letras adjacentes
estdo em distintos A?.

Seja P o conjunto de todas as letras de todas as palavras reduzidas sobre | J,; Ag u{1},
e consideremos a operacao de justaposicao sobre os elementos de P da seguinte maneira:
assuma que as palavras w = a;...a, € v = by ...b,, sejam reduzidas. Se a,, e b; estao em
distintos A, definimos

WY =aq ...a,b1 ... by,

pois o lado direito da equacao acima é uma palavra reduzida. Se a,, e b; estao no mesmo Ag
e a,b; # 1, definamos

WU =@y . ..ap_1(apb1 )by ... by,

pois novamente esta é uma palavra reduzida. Se a, e b; estao no mesmo A? e a,by = 1,
entao cancelamos o fator a,b; e repetimos o processo para as palavras w’' = ay...a,_1 €
u' =by...b,. Como o comprimento de uma palavra reduzida é finito, temos que o processo
termina com uma palavra reduzida, que sera justamente o resultado da multiplicacao wu.
Claramente, 1 é a identidade de P e a inversa de uma palavra reduzida é reduzida. Para
verificagao da associatividade, basta usarmos o truque de Van der Waerden como foi feito

antes para grupos livres e, desta forma, esta provado o teorema. |
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Teorema 1.39 (Forma normal). Se g € P =x;c;A; e g # 1, entdo g tem uma fatoragao
unica
g =aiay...an,

onde os fatores adjacentes estio em diferentes A®.

Demonstracao: Na construcao do produto livre feita acima, definimos seus elementos

como palavras reduzidas, que naturalmente ja tém a forma citada acima. |

Assim, ja temos uma descricao completa dos elementos do produto livre *;c; A; dos grupos

A;. Daremos agora uma descricao do produto livre a partir de sua apresentacao.

Teorema 1.40. Seja {A; : i € I} uma familia de grupos cujas apresentagoes sao respecti-

vamente (X; | £\;), onde os conjuntos X; sao dois a dois disjuntos. Entdo a apresenta¢do
de P = xic1Ai € (Ui Xi | User D)

Demonstragao: Pela Proposicao 1.37, se F; é o grupo livre com base X;, entao F' =
x;cr I é o grupo livre com base Uie[ X;. Assim, basta mostrar que *;c;A; =2 F/R, onde R é o
subgrupo normal de F' gerado por J,.; Ai. Pelo Corolario 1.29, temos que A; = F;/R;, onde
R; é o subgrupo normal gerado pelas relacoes A\;, logo existem homomorfismos ¢, : F; — A;
sobrejetivos com Ker(¢;) = R; e, pela definigao de produto livre aplicado a F', deve existir
um homomorfismo ¢ : F' — %, A;, estendendo todos F;, —— A,“—— *;c1A; cujo nicleo

é o subgrupo normal gerado por | J..; A;. Veja o diagrama abaixo.

iel
F
/ \
F; L A, — *icr A

A partir de agora, daremos a definicao de residualmente P e provaremos alguns resul-

tados.

Definicao 1.41. Seja P uma propriedade referente a grupos. Dizemos que um grupo G é

residualmente P, se uma das trés propriedades (equivalentes) abaizo for satisfeita:

(1) Para todo elemento g € G, g # 1, existe um subgrupo normal Ny, QG tal que g ¢ N, e
o grupo quociente G /N, satisfaz P.
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(it) Para cada elemento g € G existe um grupo H, e um homomorfismo ¢, : G — H, tal
que Yy(g) # 1 e Hy satisfaz P.

(11i) A intersecdo de todos os subgrupos normais N <G cujo quociente G/N satisfaz P €

trivial.

Proposicao 1.42. Sejam H <G e w aplica¢ao natural de G em G/H. Se K <G /H, entao
Y K)<G.

Demonstragao: Vamos mostrar que dado g € 7 '(K) e g € G, temos g3 € 7 1(K).
Assim, temos 7 H(K) ={g€ G:7(g9) € K} ={g9 € G: gH € K}. Portanto:

eK
~ =
9 kg =9 "H "Hgx HH 'g = (Hg) " (Hgx)(Hg)H " = (Hgx)H " = gx € 7 '(K).

|
Proposicao 1.43. A soma direta de grupos ciclicos finitos € um grupo residualmente finito.

Demonstragao: Scja G = @, . Ci, onde os C; sao ciclicos finitos. Assim, dado
0 # g € G, temos que g tem um nimero finito de entradas diferentes de zero. Defina N com
a soma direta dos ciclicos, onde as coordenadas de g sao zero. Portanto N < G, g ¢ N e

G/N ¢ isomorfo a uma soma de ciclicos finitos, logo G/N ¢ finito. |

Observe que, se tivermos p-grupos finitos, teremos que a soma direta é residualmente

p-grupo finito.

Proposicao 1.44. Se H tem indice finito em G, entdo (), rHz™t é um subgrupo normal

em G e tem indice finito.

Demonstragao: Vamos mostrar, que para caday € Gek e K = (), .. rHz™ !, temos

kY € K. Notemos que

yKy ' = (YyeH(yx) "' = () gHg ™,
zeG g=yxeG
o que implica kY € K.
Agora, mostraremos que K tem indice finito em G. Antes disto, mostraremos K =
Nio, v Hx; ! onde z; é um certo conjunto de representantes. E facil ver que K C i, z;Hx; L

Seja l € N, z;Hx; ', o que implica z;lz; ' € H para todoi =1,...,n. Fixe g € G. Assim,
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g = kx; para algum j. Uma vez que rdr;' € K parai=1,...,n, temos le:z:;l € K, assim
/{;lexj_lk_l € K, o que implica glg7' € K. Entao gl € Kg, como K ¢é normal gl € gK,
assim [ € K.

Mostraremos o prometido. Definiremos o homomorfismo ¢ : G — (G/x Hzy') x ... %
(G/x,Hx,'). Portanto

G/(wiHa' = (GjaiHay') x ... x (G/x,Hz, "),

i=1

onde cada G /z;Hz; ' sio finitos. Como o lado esquerdo é finito, temos, o que querfamos. W

Proposicao 1.45. Se G > H > K > 1 ¢ uma série de subgrupos, onde cada um é normal
no seu precedente e G/H, H/K sdo p-grupos finitos, entdo K contém um subgrupo L normal

em G e G/L é p-grupo finito.

Demonstracao: Seja L =), ¢ gKg™! e observe que |G : K] =[G : H|[H : K], agora

a demonstracao é analoga a da Proposicao 1.44. |

Lema 1.46. Seja H um subgrupo normal de G tal que G/H € p-grupo finito e H € residual-

mente p-grupo finito. Entao G € residualmente p-grupo finito.

Demonstracao: Para cada 1 # g € G, devemos encontrar um subgrupo K, tal que
g ¢ K,e G/K, é p-grupo finito. Se g ¢ H, seja K, = H. Por outro lado, se g € H, podemos
encontrar K normal em H, tal que g ¢ K e H/K é p-grupo finito. Pela Proposigao 1.45, K

contém L normal em G, tal que G/L é p-grupo finito, assim podemos escolher K, = L. W

Teorema 1.47. Se p é um primo e F € um grupo livre, entao F € residualmente p-grupo
finito.

Demonstracao: Seja A = M, 41)(n+1)(Z/p*Z) o anel das matrizes de dimensao n + 1
sobre o anel Z/p®Z dos inteiros médulo p®, onde p é um primo e av > 1.

Consideremos
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Assim, J é um sub-anel. Além disso, notemos que para M € J, temos

0 ap ... A1(n+1)
M = )
QAn(n+1)
0 ... ... 0
assim,
0 0 Cc13 ... Cl(n+1)
2 _
M” = Cn(n+1)
0
| 0 e 0 |

Entao M™*! = 0, para todo M € J.

Agora vamos mostrar que U(J,Z/p*Z), é um p-grupo finito. Todos os elementos de
U(J,Z/p*Z) sao da forma I + N, onde N € J e I é matriz identidade, ou seja, sdo todas as
matrizes (n+ 1) X (n + 1) triangulares superiores com 1 na diagonal principal. E um grupo

pela respectiva multiplicacao de anel:
) [+ N)I+M)=1I+(N+M+NM)ecU(J,Z/p*Z)
i) I+N) =T+ (-N+N?—...+(=1)"N") e U(J,Z/p°Z).

Aqui é muito relevante o fato de N"*! = (.

Seja (I + M) € U(J,Z/p*Z). Assim, pela multiplicagao acima definida:

*(p* — 1M

(I+M)" =1+p°M+"2 5 M =T M

pois, para todo a € Z/p“Z temos p*a = 0.
Se n > p*, faca
(1 M"Y = (1 My = 1 2™,

e assim por diante até n < p**, para algum k, o que implica (I + M)pka =1.
Logo, para todo (I + M) € U(J,Z/p"7Z), o(I + M)|p'* para algum ¢ > 1. Portanto todo
elemento de U(J, Z/p*Z) tem ordem poténcia de p e, como A é finito, temos que U(J, Z/p*7Z)

é um p-grupo finito.
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Observe que U(J, A) =< D >, onde D C M ,11)(n+1)(Z/p*7Z) € é o seguinte conjunto:

( (110 ... 0] (100 ... 0] 100 ..0]7]
10 : 11 . 10
M, = 1 M, = 1 T 1 0%,
0 0 0 0 0 1
L . L 1_
\ i | )

pois conseguimos gerar a;; = 1 para todo ¢ < j, fazendo a multiplicacao dos elementos de
D. Logo D gera todos os elementos de U(J, Z/p*7Z).

Finalmente, usaremos convenientemente as propriedades do grupo U(.J, A), para mostrar
que todo grupo livre é residualmente p-grupo finito. Seja F livre gerado por X = {z1,...,x,}.
Assim para 1 # x € F, temos x = z;" ... 2], onde 7; € X, my # 0, onde [ = 1...7, e
1y 7 iyr1- HEscolhemos um inteiro positivo m tal que p™ nao divide m; ...m,. Logo, seja
B =Z/p™Z temos assim U(.J, B) é um p-grupo finito gerado por D.

Definamos a funcao ¢ : X — U(J, B) por ¢(x;) = M; parai=1,...,n. Como F é livre
em X, ¢ se estende a um unico homomorfismo ¢ : F' — U(J, B) tal que @|x = ¢. Com isso

Im(®) =U(J, B), pois ¢ é sobrejetiva. O que implica
F/Ker(¢) 2 U(J, B).
Portanto, F' é residualmente p-grupo finito pois, = ¢ Ker (@) pelo fato de que
B(x) = Bla)™ - B )™ = MM £ 1
pois, p™ nao divide m ... m,,. |

Teorema 1.48 ([10, 6.3.1]). [Kurosh, 1934] Seja A; uma familia de grupos. Se H < ;1 A;,
entao H = F * (x xepnH)y) para algum conjunto (pode ser vazio) de indices A, onde F é um

grupo livre e cada Hy € da forma Hy = HN A}

1 )

onde os a; percorrem um certo conjunto de

representantes de classes duplas em H \ H/A,;.

Teorema 1.49. Sejam G; e Gy p-grupos finitos. Entao G1 x Gy € residualmente p-grupo
finito.

Demonstracao: Defina ¢ : Gy * Gy — G X G5 por

Q/J(albl .. anbn) = (CLl .. .an,bl e bn),
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assim ¢ é um epimorfismo. Portanto g;g;) >~ (31 X Gg, onde pelo Teorema 1.48 ker(¢) =
H * (Ker(y) NG * (Ker(y) N G2), no qual H é livre. Se z € (Ker(¢)NGM), 2 = g e

x € Ker(y), logo

(1,1) =¢(z) = w(gih) = w(dflgldl) = (gl,dfldl) = (g1, 1).

Portanto, * = 1. Analogamente, para a outra interse¢do, assim o Ker(y) é livre. Pelo

Teorema 1.47 e Lema 1.46, temos que G * G5 é residualmente p-grupo finito. |

Teorema 1.50. Seja G o produto livre de dois grupos residualmente p-grupos finitos. Entao

G € residualmente p-grupo finito.

Demonstragao: Temos G = G x Go. Qualquer g € G * G5 tem a forma normal
g = aiby...a,b,, onde a; € Gy, b; € Gy e e =0 ou 1. Temos que para cada a; € (G existe
N,, < Gy tal que G1/N,, é p-grupo finito e a; ¢ N,, Assim, fazendo N = (| N,, temos que
N <1Gq e G/N é p-grupo finito. Analogamente para b;, temos M = [ M,,, M <G5 e G5/ M
é p-grupo finito. Temos, pelo Teorema 1.49, que G1/N % Gy/M é residualmente p-grupo
finito.

Agora definimos m : Gy * Go — G1/N * Go/M o homomorfismo sobrejetor e, assim,
dado g € Gy * Gy, temos 7(g) € G1/N x Gy/M. Logo existe K < Gy/N * Gy/M tal que
w(g) ¢ K e w é p-grupo finito.

Defina ¢ : G1 x Gy — w por ¢(g) = m(g) K, temos ¢ um homomorfismo sobreje-
tor. Uma vez que K <1 G/N * G /M temos, pela Proposicao 1.42, 771 K) <1 Gy * Gb.

O ntcleo de ¢ é

Ker(p) ={g€ G:m(g) € K},

que sao exatamente os elementos de 7~ !(K), portanto,

G1 *GQ ~ Gl/N*GQ/M
mI(K) K ’

assim, (G * Gy) /7 Y(K) é p-grupo finito e g ¢ 7~ 1(K) pois, m(g) ¢ K. Entao concluimos

0 que queriamos. |

1.4 Produto Livre com Subgrupo Amalgamado

Estudaremos, nesta se¢ao, o produto livre com subgrupo amalgamado ou produto livre

com amalgamacao. Como no caso de grupos abelianos livres e produto livres, o produto livre
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com subgrupo amalgamado é definido como uma solugao para que um certo digrama comute.

Uma vez estabelecidas a existéncia e unicidade de produtos livre com amalgamagao, daremos

uma descri¢ao concreta destes grupos em termos de seus elementos e de sua apresentacao.
Sejam A, B e C grupos, i : A — B e j: A — C homomorfismos (ndo necessariamente

injetivos).

Definigao 1.51. Uma solugdo dos dados (A, B,C\i,j), € uma terna (G,f,q), onde G é um
grupo e f : B — G e g : C'" — G sao homomorfismos, para os quais o diagrama abaizo
comuta.

‘. R

A
ji lf
CT>G

Definig¢ao 1.52. Um pushout dos dados (A,B,C,i,j), € uma solugao (P,j',i"), tal que, para
toda solug¢io (G.f,g), existe um unico homomorfismo ¢ : P — G satisfazendo f = ¢j' e

g = @i’, ou seja, de maneira que o diagrama abaixo comuta.

AT)B
l. BN
J J
c-t-p \
\\SO
g R
G

Mesmo que um pushout seja uma tripla (P, j’,4"), usualmente chamamos o grupo P um

pushout dos dados.
Teorema 1.53.

a) Para os dadosi: A — B ej: A— C, um pushout (P,j',i') existe e é unico (a

menos de isomorfismo).

b) O pushout P € isomorfo a (B x C)/N, onde N é o subgrupo normal de B x C' gerado
por {i(a)j(a™?) : a € A}. E mais, se C tem uma apresentagio (X | A) e B uma

apresentacao (Y | I'), entdo P tem uma apresentagdo

P={XUY |AUTU{i(a)jla™"):ac A}}
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Demonstracao: Provaremos a). Verifiquemos que (P, j’,4') é uma solugao, onde P =
(B*C)/N, j'(b) =bN, ei'(c) =cN. Seja a € A, entao

(J")(a) = j'(i(a)) = aN e (i'j)(a) = '(j(a)) = j(a)N.
Logo, vemos que (j'i)(a) = (i'j)(a) para todo a € A se, somente se, i(a)j(a™') € N. E pela
prépria definigdo de N, temos entao que j'i = ¢'j e portanto (P, j’,4') é de fato uma solugao

para os dados, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

A—'=B
1~
*C'

Agora, suponha que (G, f, g) seja uma outra solucao dos dados. A defini¢ao de produto
livre nos d& um tnico homomorfismo ¢ : BxC — G com ¥|g = f e ¢|c = g. Logo, se b € B
e ce O, entao ¢(bc) = ¥(b)yY(c) = f(b)g(c). E para todo a € A, temos

U(i(a)j(a™)) = f(i(a))g(j(a™)) =1,

ja que N < Ker(1). Portanto, ¢ induz um homomorfismo ¢ : P — G que satisfaz:

' (b) = ¢(bN) = ¥(b) = f(b)

pi'(c) = p(cN) = ¥(c) = f(c).
Ou seja, 7' = f e pi’ = g. A aplicacao @ é unica, pois P é gerado pelas classes laterais de
BuUC.
Agora suponha que exista um outro pushout (Q,j",i") para os mesmos dados, entdo

teremos o seguinte diagrama

A——=DB
AN
j J\L AN
j//
b N

Portanto ¢ : P — ) é um isomorfismo e sua inversa é ¢ : ) — P .
Finalmente b). Pelas apresentacoes dos grupos B e C' e, pela relagdo do subgrupo N,

esta claro porque P tem a apresentacao citada. |



Cap. 1 e Preliminares 26

Exemplo 1.54. Sejam G = (a|@), H = (b|@), K = (a®|@) e 0 monomorfismo ¢ de K em

H definido por ¢(a®) = b2, tal que identifica a imagem de a® com a imagem da inclusio de K

3

em G que € o préprio a®, ou seja, a®> = b*> = ¢(a®) € H. Portanto, temos uma apresenta¢ao

do produto livre com subgrupo amalgamado K da forma:
P = {a,bla® = b?)
Corolario 1.55.

a) Sei:A— B,j: A— C eC =1, entao o pushout P dos dados é P = B/N, onde
N € o subgrupo normal de B gerado pela Im(i).

b) Se A=1, entdo P = BxC.

Demonstragao: E s6 alterar alguns dados no Teorema 1.53. |
Agora vamos definir o que vem a ser o produto livre com amalgamacao de dois grupos

Al € AQ.

Definigao 1.56. Sejam Ay e As grupos tendo subgrupos isomorfos By e B, respectivamente.
Seja 0 : By — By o referido isomorfismo. O produto livre com amalgamacdo de Ay e Ay
sobre 0 € o pushout

By —— A,

.

Ay

onde i e j sao inclusoes.

Provamos, no Teorema 1.53, que o produto livre com amalgamacao existe e é tinico: ele
é (A * Ay)/N, onde N é o subgrupo normal de A; * A, gerado por {b0(b~') : b € Bi}.

Denotaremos o produto livre com amalgamacao por
Aq xg As.
Um produto livre com amalgamacao, como um pushout, ¢ um tripla ordenada
(Aq %9 A, A1, A2).

As aplicagoes \; : A; — Aj %¢g Ay sdo dadas como no Teorema 1.53; por \;(a;) = a;N.
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A defini¢ao do produto livre com amalgamacao a partir do pushout, nos diz pouco da sua
estrutura. Assim, daremos uma descri¢do mais concreta do produto livre com amalgamacao
a partir da forma normal de seus elementos.

Mas antes, fagamos uma observagao: ja que em A *g Ao, temos que b0(b~') = 1, entao
podemos identificar o elemento b com sua imagem pelo isomorfismo 6. Logo, no produto
livre com amalgamacao, temos b = 6(b) ou 6~1(b) = b.

Escolhamos, para cada i = 1,2, uma transversal a esquerda de B; em A; sujeito somente
a condicao de que o representante da classe lateral B; seja 1. Para a € A;, denotamos o
representante escolhido de aB; por [(a), entao temos que a = [(a)b, para algum unicamente

determinado b € B;, que depende somente de a.

Definicao 1.57. Uma forma normal é um elemento de Ay *g Ay da forma

l(ay)l(ag) .. .l(ay)b,

onde b € By, n > 0, os elementos l(a;) estao nas transversais escolhidas de B;, em AZ»]., e

l(a;) adjacentes estao em distintos A, .

No caso especial em que os B;, sao triviais, o produto livre com amalgamagao ¢ o produto

livre A; * Ay e toda palavra reduzida é uma forma normal.

Teorema 1.58 (Forma Normal). Sejam Ay e Ay grupos com subgrupos isomorfos By e
By respectivamente, e seja 0 : By — By um isomorfismo. FEntao para cada elemento

wN € Aj *¢ Ag, existe uma unica forma normal F(w), como definido anteriormente, com

wN = F(w)N.

Demonstracao: Jé sabemos que Ay %y Ay = (A1 % Az)/N, onde N é o subgrupo normal
de Ay * Ay gerado por {bA(b™') : b € B;}. Cada classe lateral de N tem um representante
w = T1Y; ... T,Y, No produto livre, onde x; € Ay e y; € Ay, e somente os elementos x; e y,
podem ser iguais a 1. Vamos dar agora um algoritimo associando uma forma normal F(w)
a cada classe lateral wN no produto livre generalizado de maneira que F'(w)N = wN.

Seja w = x1y1. Se y; = 1, entdao x1 = l(x1)b = F(w), onde b € By. Se x1 = 1, entdo
y1 = l(y1)b, onde b € By. Agora, da maneira como a forma normal foi definida anteriormente,
nos precisamos que b pertenca a B;. Mas, por uma observacao feita anteriormente, temos
que no produto livre com amalgamacio os elementos b e §71(b) estao identificados. Logo,

podemos simplesmente reescrever:

(y1)b = 1(y1)07' (b) = F(w),
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onde §7(b) € By. Se x1 # 1 e y; # 1, entao
x1y1 = U(x1)byy = U(x1)0(b)y; em Ay xg Ay,
mas z = 0(b)y; € As, e entao z = [(z)by para algum by € Bs. Portanto,
w1y = U(x1)z = W(z)1(2)by = U(x1)1(2)07 1 (by) em Aj g Ay,

onde este tltimo elemento é uma forma normal F'(w) em wN. Este procedimento pode ser
iterado, finalizando com uma classe lateral wN € A; %y Ay. Agora, provemos a unicidade
desta forma normal. Para isto, vamos utilizar novamente do truque de Van der Waerden.
Seja M o conjunto de todas as formas normais de A %4 As, pelo Teorema 1.39, temos que
diferentes formas normais devem ter diferentes ortografias. Se a € A;, defina uma funcao
|a|: M — M por

| a| (l(a)l(ag) ... l(a,)b) = F(al(ay)l(az) .. .l(a,)b).

Se a e l(ay) estiverem em distintos A;, entao al(ay)l(as) . ..1l(a,)b tem forma x1y; ... T,Yn,
e o algoritimo para obtengao da forma normal pode ser aplicado; se a e [(a;) estiverem no
mesmo A;, entdo o algoritimo se aplica a [al(a1)|l(as) ... l(a,)b.

Claramente | 1 | é a funcao identidade sobre M, e considerando os diversos casos (depen-

dendo de onde os fatores inicias estao), podemos mostrar que: se a,a’ € A; U A,y, entao
) /
lalla" |=|ad|.

Portanto, | ™! |= | a | "' e cada | a | é uma permutacio de M. Se Sy é o grupo de todas
as permutagoes de M, entdo a ——| a | é um homomorfismo de A; — Sy, parai =1,2. Em
particular, se b € By < Ay, | b|: M — M esta definido e | b |=| 0(b) |.

A propriedade definidora de produtos livres une estes dois homomorfismos em um tinico
homomorfismo

@:Al*A2—>SM,

definido por ¢(I(a1)l(az) ... l(a,)b) =| l(a1) || l(az) | ... | l(an) || b |. Para todo b € By,
| b |=| 0(b) | nos da que bO(b~') € Kery, e entdo ¢ induz um homomorfismo © : A; g Ay =
(Ay % Ay)/N — Sy, por

O(l(a)l(az) ... l(ay)bN) = @(l(a1)l(az)...l(ay)b)
= [Uar) [[{(az) [ ... [1an) [[ 0]
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Agora,
| {(aa) [ Uaz) | ... [ Uan) [[ 6] (1) = l(a1)l(az) .. . [(an)b,

isto é, ©(wN) : 1 — F(w). Entao se G(w) for uma outra forma normal em wN, teremos
O(wN) : 1 — G(w), e assim G(w) = F(w). Portanto, para cada elemento wN € A; %g Ao,

existe uma unica forma normal F'(w) com wN = F(w). |

Teorema 1.59. Sejam A, e Ay grupos, sejam By e By subgrupos isomorfos de A e As,

respectivamente, e seja 0 : By — Bo um isomorfismo.
a) Os homomorfismos (do pushout) \; : A; — Ay %9 As sao injetivos para i = 1,2;
b) Se A; = )\Z(A’L)7 entao <A/1,A12> = Al *g A2 € All N Aé = )\1(31) = )\Q(BQ)

Demonstracao: A prova de a). Se 1 # a; € A;, entao a forma normal F'(a;) associada
a a; satisfaz: F(a;) # 1. E ainda, se © é a funcdo considerada no teorema anterior, entao
O(a;N) # 1. Mas O(a;N) = pX(a;) # 1, o que implica que \;(a;) # 1, e entdo \; é um
homomorfismo injetor.

Agora de b). J& que Aj % Ay = (A1 x Ay)/N, temos (A}, Ay) = (A;N/N, A;N/N) =
Ay %9 Ay, Se u € AL U A, entdo existe a; € Ay e ay € Ay, tais que ey N = u = aaN. E
assim, F'(a;) = l(a1)b e F(ay) = l(az)l'. Agora, pela unicidade da forma normal, temos que
l(a1) =l(az) e b=10". Mas l(ay) = l(az) pode ocorrer somente quando ambos forem iguais a
1, caso em que temos a igualdade das formas normais distintas I(a)l(as) e {(ag)l(ar). Logo,
1=1(a1) =1l(ag) e bN = a1 N = u = aaN = b'N, e portanto u € A\(B;) = A2(Bs).

Para a inclusao contraria tomemos u € A\;(B;). Como By < Ay, temos que u € A\j(A4;) =
Al E ja que A\(B;) = \a(Bs), temos que u € Aj. Portanto, u € A} N Aj,. |

Corolario 1.60. Seja E = Ay %9 Ay, tendo B como subgrupo amalgamadado. Se yq,...,y, €
E, onde y; € Ay, eij #ij11 e ainda, sey; ¢ B, para todo j, entdo y1yz ..., yn # 1.

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 1.309. |

Teorema 1.61 (Teorema de Torgao). Um elemento em A; %9 Ay tem ordem finita se, e

somente se, ele € conjugado a um elemento de ordem finita em Ay ou As.

Demonstracao: Suponha um elemento de ordem finita em A; e A;. Sem perda de

generalidade podemos supor que o elemento esteja em A;. Assim, seja g € A; %9 Ay tal que
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g= a?, onde a; € Ay e h € Ay %9 Ay. Como a; tem ordem finita e a conjugacao preserva
ordem, temos que g tem ordem finita.

Agora a reciproca. Seja g € A x9 Ay um elemento de ordem finita. Pelo Teorema 1.39
e pela Defini¢ao 1.57, podemos escrever g = l(a1)l(as) . ..l(a,)b. Vamos fazer indugao sobre
comprimento n de g.

Sen =0, entao g = b € By < Ay, assim g = ¢, logo, é conjugado por um elemento de
Aj. Agora, para todo g € A; %y Ay tal que o comprimento de g é menor que n, a implicagao
vale. Seja g = l(ay)l(az) .. .l(an)l(ans+1)b, observe que os l(ay) e I(a,+1) estdo no mesmo A;.

Caso contrario g teria ordem infinita, pelo fato, de que em

g" = 1l(a)l(ay) ... 1(an)l(ane)b.l(a))l(ag) . . . 1(an)l(ansi)b. . ... l(a)l(az) ... l(ap)l(ans1)d,

nao pode haver cancelamentos no lado direito da equagao acima.
Sem perda de generalidade podemos supor que estao em A; pois, se estivessem em A,

trocariamos b = 6(b). Assim

I(a1) tgl(ay) = l(az) ... U an)l(ans1)bl(ay),

com isso z = l(an41)bl(ay) € Ay e portanto

l(a)) tgl(ay) = lay) ... 1(an)l(2)b,

onde b € B pela hipétese de indugao l(a))"gl(a)) = ", onde d; € A; e h € Aj*¢ Ay, entdo

~ -1 ,
g = a;"*)"" temos o que querfamos. |

1.5 Grupos p-Nilpotentes

Vamos introduzir a notagdo (m — grupo). A letra m exprime um conjunto de ntimeros
primos fixados, m pode ser todos os niimeros primos, ou uma pequena parte deles.

Seja m um conjunto de primos fixados. O conjunto de primos que nao estao contidos em
m estdo em 7'. Quando 7 consistir de um primo p, usaremos a notacao p e p’ em lugar da
notagao correta ™ = {p} e 7’ = {p'}, respectivamente, onde p’ sdo todos os primos distintos
de p. Um numero natural n é chamado mw-ntmero, se todo fator primo de n pertence a .
Por defini¢ao, 1 é um 7w-nimero para qualquer 7. Qualquer niimero natural n é representado
unicamente como um produto de 7w-nimeros n, e um 7'-nimero n,, neste caso chamamos

n, de m-componente de n.
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Definicao 1.62. Seja G um grupo. Seja g um elemento de ordem finita. Dizemos que g é
um m-elemento se a ordem de g é um m-numero. Um grupo G é chamado de um mw-grupo se
todos os elementos sao mw-elementos. Quando G é um grupo finito, seja w(G) o conjunto de

todos os numeros primos que dividem a ordem de G.
m(G)={p | o(G) =0 mod p}.

Definicao 1.63. Seja G um grupo de ordem m. Para qualquer p € w(G), temos m=p™m/,

onde p em’ sao co-primos. Um subgrupo de ordem m' € chamado um p-complemento.

Definicao 1.64. Seja p um primo firado. Um grupo finito G é chamado p-nilpotente, se
o(G) = p"m' e G contém um subgrupo normal H tal que o(H) = m’, onde p e m' sao

relativamente primos, isto €, H é um p-complemento para algum subgrupo de G.

Exemplo 1.65. Em S3 temos o(S3)= 6= 2.3 e assim, para p=2, Ss € 2-nilpotente, pois
existe Hy 1S3, onde o(Hs) = 3. Mas S5 nao € 3-nilpotente pois, nao tem um subgrupo

normal de ordem 2.

Proposicao 1.66. Seja G um grupo p-nilpotente. Se P é um p-subgrupo de Sylow, um

p-complemento normal N de G satisfaz:
a) PON = 1;
b) G = PN.

Demonstracao: Mostraremos a). Seja € PN N. Logo o(z) divide a o(P) = p"
e, como xz € N, o(z) divide o(N) = m/. Portanto o(z) divide o mde(p",m’) = 1, e entdo
o(xr) =1 o que implica em x ser o elemento neutro.
Agora b). Como N <G implica em NP < G, mas
| NP _ NP

NP |= =
| | | NN P | 1

=G|

e entao G = PN. [ |

Conseqiientemente, se um grupo G contém um subgrupo normal N que satisfaz as
condigdes a) e b) da proposicao acima, entdo temos que G/N = P e N = O,(G), isto
é, N é o p/-subgrupo normal maximal que contém todos os p’-subgrupos normais de G (um
p/-subgrupo sao os subgrupos que na sua ordem nao ha p). Deste modo, G é p-nilpotente.

Um p-complemento normal é tnico (se existe), e é um subgrupo caracteristico de G.
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Proposigao 1.67. Se o conjunto N de todos os p'-elementos de G formam um subgrupo e

G/N € p-grupo, entio N é um p-complemento normal e G é p-nilpotente.

Demonstracao: E facil ver que N é normal e, como | G/N |= p™, isso implica que, a
ordem de G é o(G) = p™ | N |, onde mdc(p™,| N |) = p™, para algum n € N. Assim, basta
mostrar que p"” = 1. Como |N| = p"m/, ou seja mdc(m/, p™) = 1, devido ao fato de N conter

todos p’-elementos, teremos que para todo y € IV,

A ordem de N é o menor nimero que elevando a qualquer elemento de N é trivial, o que

implica em p" = 1, portanto N é um p-complemento e G é p-nilpotente. |

Definicao 1.68. Um grupo infinito é p-nilpotente se toda imagen finita € p-nilpotente.

1.6 Modulos

Uma das coisas que distingue o tratamento moderno de algebra comutativa é a grande
énfase em moédulos. Os problemas extras que eles trazem fornecem maior clareza e simplici-

dade. Nesta secao damos as defini¢coes e propriedades elementares de mddulos.

1.6.1 Modbdulos e Homomorfismo de Modulos

Seja A um anel (comutativo com unidade). Um A — médulo é um grupo abeliano M
(com notagao aditiva) no qual A tem uma acdo sobre ele, mais precisamente, é um par
(M, ¢), onde M é um grupo abeliano e ¢ é uma aplicacao de A x M sobre M tal que o par

(a,x) é levado em az, satisfeitas as seguintes condigoes:
(i) a(z+y) = ax + ay;
(ii) (a+b)x = ax + bx;
(iii) (ab)zr = a(bz);
(iv) 1z =z,

para todo a,b € A e x,y € M (equivalentemente, M um grupo abeliano junto com um
homomorfismo de anel A — E(M), onde E(M) é o anéis dos endomorfismos do grupo
abeliano M).
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A notacao para um modulo é uma generalizacao comum de vérios conceitos familiares,

como os seguintes exemplos mostrados:
Exemplo 1.69. Todo anel A € um A-mddulo.
Exemplo 1.70. Um ideal I de A é um A-mddulo, pois A C I.

Exemplo 1.71. Se A = Z, entdao um Z-mddulo é um grupo abeliano (definido nx por

rx+...+x
N———r

Sejam M, N A-médulos. A aplicagao f: M — N é um homomorfismo de A-mdédulos

se satisfizer as seguintes condigoes:
(1) flz+y) = flx)+ fy);
(i) f(az) = af(z),

para todo a € A e x,y € M. Assim, f é um homomorfismo para grupos abelianos, o qual
comuta com a acao para cada a € A. Se A é um corpo, um homomorfismo de A-moédulos é
a mesma coisa de uma transformacao linear para um espaco vetorial.

A composicao de homomorfismos de A-moédulos é novamente um homomorfismo de A-

modulos.

1.6.2 Sub-moddulos e Médulos Quocientes

Um sub-médulo M’ de M é um subgrupo de M que é fechado para a multiplicacao de
um elemento de A, ou seja, am’ € M’ para todo a € Aem’ € M'. O grupo abeliano M /M’

herda uma estrutura de A-médulo sobre M, definida por
a(zx + M') =ax + M’

Assim M /M’ é um A-moédulo quociente de M por M'. A aplicagao natural de M sobre M /M’
é um homomorfismo de A-mdédulos. Existe uma correspondéncia bijetora que preserva ordem
entre os sub-médulos de M que contém M’ e os sub-médulos de M” = M /M.

Se f: M — N é um homomorfismo de A-moédulo, o kernel de f, que é o conjunto

Ker(f) ={z e M: f(z) =0},
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é um sub-moédulo de M. A imagem de f

é sub-médulo de N.

Se M’ é um sub-mdédulo de M tal que M’ C Kerf, entao f da origem a um homomorfismo
f: M/M' — N, definido por, se z € M/M' é a imagem de x € M, entdo f(z) = f(z). O
kernel de f é Kerf/M'. O homomorfismo f é dito induzido por f. Em particular, levando

M’ = Ker(f), temos um isomorfismo de A-mddulos

M/Kerf = Imf.

1.6.3 Modbdulos Finitamente (Gerados e Condicao de Cadeia

Para facilitar e obtermos teoremas importantes, precisamos impor algumas condicoes de
finitude. A maneira mais conveniente estda na forma de condi¢oes de cadeia. Ela se aplica a
anéis e modulos, e nesta segao consideraremos o caso de moédulo.

M;, onde cada M; =

A (como um A-médulo). Um A-médulo livre finitamente gerado é portanto isomorfo a

Um A-médulo é livre se é isomorfo a um A-médulo da forma @,
A®...® A (n somandos), com a notagao A™. Convencionaremos, A’ é o zero médulo,

denotado por 0.

Proposicao 1.72. M ¢ um A-mddulo finitamente gerado se, e somente se, M é isomorfo a

um quociente de A", para algum n > 0.

Demonstracao: Suponha M finitamente gerado. Sejam x1,...,z, geradores de M.
Defina ¢ : A™ — M por ¢(ay,...,a,) = ajx1 + ...+ a,z,. Com isso ¢ é um homomorfismo
de A-modulos sobrejetor, entao

A"/ Ker(¢) = M.

Agora a reciproca. Temos um homomorfismo de A-médulos ¢ : A" — M. Se e; =
(0,...,0,1,0,...,0) (1 na coordenada i), entao e; (1 < i < n) geram A". Como ¢ é
sobrejetora, gerador é levado em gerador assim, {¢(e;)} com 1 < i <n gera M, portanto M

¢é finitamente gerado, pois os e; sao finitos. |

Seja ¥ um conjunto parcialmente ordenado pela relagao < ( isto é, < é reflexiva e tran-

sitiva e, se x < y e y < x, isso implica que = = y).
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Proposicao 1.73. As sequintes condicoes em Y sao equivalentes:

(i) Cada seqiiéncia crescente x1 < xo < ... em X € estaciondria ( isto é, existe n tal que

Ty = Tpg1 = ...);
(ii) Cada conjunto ndo vazio de ¥ tem um elemento mazimal.

Demonstragao: Mostraremos que (7) implica (i3). Suponha, por contradi¢do, que
exista um subconjunto diferente de vazio T" em Y que nao tenha elemento méaximo, assim
podemos construir indutivamente uma seqiiéncia estritamente crescente, o que é um absurdo
por hipdtese.

Finalmente (i) implica (7). O conjunto (z,)m,>1 tem um elemento maximal, seja z,, este

elemento. ]

Se ¥ é um conjunto de sub-médulos do médulo M, ordenado pela relagao C, entao (i)
é chamada condigao cadeia ascendente (abreviacdo a.c.c) e (ii) a condi¢do maximal. Um

modulo M que satisfaz uma destas condigoes é dito Noetheriano.
Definicao 1.74. Um anel A € dito Noetheriano, se satisfaz a.c.c em seus ideais.

Exemplo 1.75. O grupo (Z/nZ,+) ={0,...,n — 1} satisfaz a condi¢io a.c.c. Na verdade,

isto ocorre para todo grupo abeliano finito (como Z-mddulo).
Exemplo 1.76. O anel Z (como Z-mddulo) satisfaz a.c.c.

Exemplo 1.77. Seja G um subgrupo de Q/7 constituido de todos os elementos de ordem p",

para um primo fixado. Entao G tem um unico subgrupo G, de ordem p™ para cadan > 0, e
GoCcGycCc...CcG, C...

de forma que G nao satisfaz a.c.c.

Exemplo 1.78. O anel Z é Noetheriano. O anel Z/nZ, para n # 0, é Noetheriano.

Exemplo 1.79. Qualquer corpo é Noetheriano.

Proposicao 1.80. M ¢ um A-modulo Noetheriano se, e somente se, cada sub-mddulo de

M € finitamente gerado.
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Demonstracao: Suponhamos M um A-moédulo Noetheriano. Sejam N um sub-mddulo
e X o conjunto de todos os sub-modulos de N finitamente gerados. Entao, ¥ nao é vazio,
pois 0 € X e portanto existe um elemento maximal, a saber, Ny. Se Ny # N, considere o
sub-médulo, onde x € N e x ¢ Ny, assim temos que Ny + Ax é finitamente gerado e contém
Ny estritamente absurdo, pois Ny é maximal.

A reciproca. Seja My C M, C ... uma cadeia ascendente de sub-mddulos de M. Entao
N =2, M, é um sub-médulo de M, conseqiientemente ¢ finitamente gerado. Assim, seja
gerado por z1,...,z, e x; € M,,. Tome n = max]_, n;, logo z; € M, dessa forma M, = N e

portanto a cadeia é estacionaria. |
A condicao de Noetheriano é justamente a condicao direta de finitude para fazer muitos
dos teoremas trabalhados nesta érea.

“>M g M 0 wma seqiéncia exata de A-

Proposigao 1.81. Seja 0 M’

modulos. Entao
i) M é Noetheriano se, e somente se, M' e M" sao Noetheriano,

Demonstracao: Suponha M Noetheriano. Uma cadeia ascendente de sub-moédulos de
M' é também uma cadeia em M, logo, estaciondria.

Seja
M, /M C My/M' C ... (1.1)

uma cadeia ascendente de sub-mddulos de M”, logo, temos que M’ C M; C My C ... é
uma cadeia de sub-mddulo em M, portanto estacionaria. Como temos uma correspondéncia
biunivoca entre as duas cadeias, entao 1.1 é estacionaria.

Reciproca. Seja (L,),>1 uma cadeia ascendente de sub-médulos de M. Entao (a™*(L,))
é uma cadeia em M’ e (B(L,)) é uma cadeia em M”. Para um n muito grande, ambas sao

cadeias estaciondrias, portanto a cadeia (L,,) é estacionéria em M. |
Corolario 1.82. Se M;(1 <1i < n) sao Noetherianos A-mddulos, entao @;_, M; também €.

Demonstracao: Aplicando inducao na Proposicao 1.81 para a seqiiéncia exata

0—> M, — D, Mi — P} M, —0.
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Proposicao 1.83. Seja A um anel Noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado. Entdo
M é Noetheriano.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.72, temos que M é um quociente de A", logo temos

uma seqiiencia exata da forma

0 K A" M 0,

onde, pelo Corolario 1.82, A™ é Noetheriano.

Assim, pela Proposicao 1.81 obtemos o que queriamos. ]

Definicao 1.84. Seja G um grupo abeliano e R um anel comutativo com unidade, o anel de
grupo RG € definido como o conjunto de todas as somas formais deG r49, ondery € R e

rq # 0 para um nimero finito, junto com a sequintes operagoes:
1) (Bgrgg) + (D2g799) = 229 22g(rg +779)9;
i) (X2g799)(2og799) = 2oy (Xymg Tyr'2)g-
Nao é dificil verificar que com estas regras RG é um anel comutativo com unidade.

Proposicao 1.85 ([10, 15.3.3]). Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e R um anel

comutativo com unidade Noetheriano. Entao o anel de grupo RG é também Noetheriano.

Proposicao 1.86 ([10, 15.4.4]). Se G € um grupo abeliano finitamente gerado. Entao todo
Z.G-maodulo simples M € finito.

Teorema 1.87. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e M um ZG-modulo finita-

mente gerado. Entao M € residualmente finito.

Demonstracao: Temos que mostrar que a intersecgao [N de todos os sub-médulos
de fndice finito de M ¢é trivial. Para isso é suficiente mostrar que para todo m € M — {0}
existe um sub-mdédulo M de indice finito tal que m ¢ M.
Sejam m # 0, onde m € M, e ® ={N < M :m ¢ N}. Temos que ¢ # &, pois {0} € P.
Seja
NyCNyC...CN,C...
uma cadeia de sub-mddulos de @, assim temos que | J N; € . Pelo Lema de Zorn, existe um

elemento maximal M em ®. Vamos mostrar que M /M é finito.
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Note que qualquer sub-modulado M que contém M propriamente, obrigatoriamente
contém m. Portanto existe um tnico menor sub-médulo N de M que contém M e m (o
sub-médulo gerado por {m, x|z € M}). Agora seja N o primeiro sub-médulo que contém

m e M. Com isso construa a cadeia de sub-mddulos
MEN=NC...CN,C...CM

onde N;_1/N; sao simples. Pela Proposigao 1.85, ZG é Noetheriano e portanto, pela Propo-
sicao 1.83, M é Noetheriano. Assim esta cadeia estabiliza. Com isso teremos um nimero
finito de quocientes simples, onde cada quociente é um Z)-mddulo simples com () finitamente
gerado, pela Proposi¢ao 1.86, s@o finitos. Entao, o quociente M /M ¢ finito, conseguimos

um sub-médulo de M que nao contém m e o quociente ¢ finito. |



CAPITULO 2

Grupos Pro-finitos

Neste capitulo, falaremos de limite inverso e completamento pro-C, onde C é uma classe
de grupos abstratos. Mostraremos também um fato interessante para grupos p-nilpotentes,
onde, o completamento pro-p pode ser identificado com um subgrupo do completamento

pro-finito.

2.1 Limite Inverso

Um conjunto dirigido I ¢ um conjunto nao vazio parcialmente ordenado tal que, para

quaisquer 11,49 € I, existe um elemento j € I para o qual i1 < j e iy = 7.

Definigao 2.1. Um sistema inverso (ou projetivo) de espagos (grupos) topoldgicos sobre
I, consiste de uma familia de espagos (grupos) topologicos {X; | i € I}, e uma familia de
aplicagoes continuas (homomorfismos continuos) ¢;; = X; — X, definidos quando i > j,

tal que p; = idx, e os diagramas

comutam para todo i = j = k, ou seja, Qi = ©;kPij-
Denotaremos um sistema inverso por (X;, ¢;;, I), ou simplesmente (X, i;).

39
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Exemplo 2.2. Seja G um grupo finito e I o conjunto {1}. Entdao I é um conjunto dirigido.

Defina a aplicagao identidade
[dll : G1 e Gl
g — g
para todo g € G. Assim, Idyy = idg, e o diagrama,

Idiy
G ———Gy
ICA %:11
Gy

comuta, para todo G = Gy = Gy. Logo (G1,Idy1) € um sistema inverso.

Exemplo 2.3. Sejam (Z,+), I =N e a familia de subgrupos {Z/p'Z : i € N}, onde p é um
primo fixo. Para i > j, onde = é ordem natural >, defina
n+p'Z — n+p7z.
Assim, @i = idy iz, € ik = Qjrpi; para todo Z/p'Z = L/p* L = LJPL. Logo (Z/p'Z, pij) €
um sistema 1nverso.
Exemplo 2.4. Sejam (Z,+), I =N e a familia de subgrupos {Z/iZ : i € N}. Para i > j,
onde > € ordem natural > e j | i, defina
n+iZ —— n+jz
Assim, i = idzz e i = Qi para todo L)iZ = L/kZ = Z/jZ. Logo (L]iZ,p;;) € um
sistema inverso.
Exemplo 2.5. Seja G um grupo e I a familia de subgrupos normais de indice finito (ou
indice poténcia de p) ordenado pela inclusio inversa ( se U; = U; se e somente se U; C U;).
Note que I € dirigido, pois para quaisquer Uy, Uy € I,V =U, NUy € I. Para UXV, defina
ovy - GV — GJU
gV — gU

para todo g € G. Assim, pyy = id e o diagrama

G/U POV G/W
I
GV
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comuta, para todo U=V »=W. Logo (Gu,pvy) € um sistema inverso.

Agora sejam (X, p;;) um sistema inverso e Y um espaco (grupo) topolégico. Vamos
chamar uma familia de aplica¢oes continuas (homomorfismos continuos) {¢; : ¥ — X; |

i € I} de aplicacoes compativeis, se ¢;;1); = 1; sempre que ¢ > j, ou seja, os diagramas

X, Ll X;

N

Y

comutam.

Definigao 2.6. Um limite inverso de um sistema inverso (X, pi;) € um espago (gru-
pos) topolégico X junto com aplicagdes continuas (homomorfismos continuos) compativeis
{gi : X — X, | i € I} que satisfaz a sequinte propriedade universal: se Y € um espago
(grupo) topoldgico e {1; : Y — X;} uma familia de aplica¢oes continuas (homomorfismos
continuos) compativeis, entao existe uma unica aplicagao continua (wm dnico homomorfismo
continuo) ¥ 1Y — X;, tal que ;00 = 1;, para todo i € I. Deste modo requeremos que,
para cada diagrama

Y\

wil \M

X, <2 x

exista uma unica ¢ tal que o diagrama comuta.
Sejam K um conjunto qualquer e {A : k € K} uma familia de grupos.

Definigao 2.7. O produto direto, denotado por [],.x Ak, € 0 grupo onde todos os ele-

mentos sao “vetores”(ay) e tém a sequinte opera¢do

(ax)(bx) = (arby).

Teorema 2.8. Sejam G um grupo, {Ax : k € K} uma familia de grupos e {py : G —
Ay 1 k € K} uma familia de homomorfismos. Entao G = [[,cx Ak se, e somente se, dado
algum grupo H e uma familia de homomorfismos {f : H — Ay : k € K}, existe um unico

homomorfismo ¢ : H — G da forma que o sequinte diagrama comute para todo k:

Ak

G

Pk

T 50/4
/
/

H
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Demonstragao: O argumento é analogo ao Teorema 1.3, basta definir py, : [[,cx Ax —

H como projecao dos vetores sobre a k-ésima coordenada. ]

A proposicao seguinte vai nos mostrar que o limite inverso existe e é tnico.
Propriedade 2.9. Seja (X;, ¢;;) um sistema inverso indexado por I, um congunto dirigido.

a) Se (XM, (,0(1)) e (X®), cpEQ)) sao limites inversos de um sistema inverso (X, p;;), entdo

existe um isomorfismo @ : XM — X®@ de maneira que 301(2)@ = gpgl), para cada i;

b) Seja C = [lie;
em X;. Defina

X; o produto direto e, para cada i, seja m; a aplicacao proje¢ao de C

X ={() € HXi | ij(z;) =x; ¥V i,jcomi>j}

icl
e pi = m; |x para cada i. Entdo (X, ;) € o limite inverso para (X;, ¢i;).

Demonstracao: Mostraremos a). A demonstra¢do de unicidade segue o modelo co-

mum. Primeiramente, aplicando a propriedade universal de (X, 301(1)

) para a familia {302(2)},

temos

X (@)
wml LS

AN
N

X, <2 xm

Com isso obtemos ™ : X® — XM tal que @”wm = 4,0@(-2). Analogamente, aplicando a
(2)

propriedade universal de (X®), ;*) para a familia {gpgl)}, temos

x @
w“)i e
N
X, =2 x(©
Com isso obtemos 1® : XM — X@ tal que g0§2)¢(2) = gogl). Pela propriedade universal
de (X, %(1)) para a familia {gogl)}, existe uma tnica aplicacdo 6 : XM — X tal que
9051)9 = gogl), o que implica em 0 = idyqw. Mas @y XO - X0 também satisfaz
gpl(»l)w@)w(l) = @El). Como a aplicacdo é tnica, obtemos ¢ = idy ). Analogamente,
M@ = id 2. Logo 1® é um isomorfismo e sua inversa é (1),
Agora b) Como p; = m; |x para cada i, temos que @; sdo aplicagoes continuas e a definigao

de X assegura que g;;jp; = ; sempre que 7 = j.
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Agora, suponhamos que {¢; : Y — X} é uma familia de aplicagoes continuas. Vamos
mostrar que existe uma tnica aplicacao continua ¢ : Y — X tal que ;70 = 1; para cada i.

Seja ¢ : Y — C definida por ¥(y) = (¢;(y)). Deste modo m;¢) = v; para cada i, pois
70(y) = m(Yi(y)) = ¥i(y). Temos também que 1 é uma aplicacdo continuas, ji que 1;, a
composicao com a proje¢ao, € continua para cada .

Se ¢ >~ j, entao

7@-@ = ¢j = %‘jﬂa = %‘j%‘ = ij-

Com isso

i (y) = i (y) = b (y) = eumi(Ys(y))) = (Vi) = @i (Wi(y)) = ¥;(y)

eassim¢:Y — X CC.

Agora defina 1 : Y — X por 1(y) = ¥(y) para cada y € Y. Deste modo, ¢ é uma
aplicacdo continua e ;1) = 1y, pois ; = m|x e T = 1;, para cada i. Se tivermos uma
outra aplicacao ¢’ satisfazendo ¢;1' = 1); para cada i e y € Y entdo, para cada entrada de
' (y) em X; teremos 1;(y), o mesmo ocorrendo para cada entrada de 1(y) em X;. Portanto

' (y) = ¥ (y) e entdo existe uma tnica aplicagao continua tal que o diagrama

Y
¥

)
.
X

Pi
i=—X

comuta. ]
O resultado acima mostra que um limite inverso de um sistema inverso (X;, ¢;;) existe e

é tnico, a menos de isomorfismo. Denotaremos por lim (X;, ¢;;), lim X;, ou simplesmente,
iel

lim X;.

%

Definicao 2.10. Um grupo G é um grupo pro — finito se € um limite inverso (h_rn G; de
grupos finitos, onde cada grupo G; tem topologia discreta.

Os grupos pro-finitos sao caracterizados de varias maneiras, como podemos ver abaixo.
Teorema 2.11 (]9, Teorema 2.1.3]). Seja G um grupo topoldgico. Entao sao equivalentes:

a) G € pro-finito;
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b) G é compacto, Hausdorff e a identidade 1 de G admite um sistema fundamental 3 de

vizinhangas abertas tais que (g U = 1 € cada U € um subgrupo normal aberto;

c) A identidade 1 de G admite um sistema fundamental L de vizinhangas abertas tal que

cada U € U € um subgrupo normal aberto de G e G = lim G/U.

Uel

Lema 2.12. Seja G= <ll_m Gy, onde {Gi, pij, I} € um sistema inverso de grupos finitos G;
iel

€ Y G—Gio homomorfismo projetivo para i € I. Entao
{Si | Si=Ker(ei)}
€ um sistema fundamental de vizinhangas abertas do elemento identidade 1 em G.

Demonstracao: Considere uma familia de vizinhancas do 1 em Il;¢c;G;, da forma

(H’L#ll, it Z) {1}11 o X {1}it7

para alguma colegao finita de indices, onde cada {1};, denota um subconjunto de G; aberto,
pois G, € finito na topologia discreta. Como cada G; é discreto, esta familia é um sistema
fundamental de vizinhangas do elemento identidade de (IL;¢;G;).

Agora temos que
GO [(Wigiy,...0Gi) X {1}, X< {1}4]

serd um sistema fundamental de vizinhancas do elemento identidade de G.

Seja i, € I tal que ig = 71,...,7;. Com isso obtemos

GO [(Migar,. 1, Ga) {1}y x .. x {1}:,] = G0 [(iki, Ga) x {1}:,],

pelas @, (15,) = 15, portanto o sistema fundamental de vizinhancas do 1 ¢

G N (Mg Gi) x {1}5,),

finalmente observe que

é A [( 110 ) {1} ] KQT’(QOiO) = Sio'
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Observacgao 2.13. Um grupo discreto € pro-finito se, e somente se, € um grupo finito. Todo
subgrupo aberto de um grupo pro-finito G € fechado. Além disso, um subgrupo fechado de um
grupo pro-finito G é aberto se, e somente se, tem indice finito. Se H é subgrupo fechado de G,
entao H é um grupo pro-finito com a topologia induzida, que consiste nos abertos formados
da intersec¢ao de H com os abertos da topologia de G. Um subgrupo normal de indice finito

serd denota por U <1y G.

2.2 Completamento

Exemplos importantes de grupos pro-finitos vém de completamentos de grupos abstratos.
Seja C denotando a classe de grupos finitos ou p-grupos finitos. Poderiamos definir de
maneira mais geral como uma familia nao vazia de grupos finitos com a propriedade que,
para todo Uy,U; € C, existe um grupo V € G tal que V. < U; N U, (por exemplo, se
C é fechada para subgrupos, quocientes e produto direto finito), mas s6 trataremos das

mencionadas primeiro.

Definicao 2.14. Seja G wm grupo abstrato e considere N = {N <; G : G/N € C}, a
colegdo de todos os subgrupos normais de indice finito N em G tais que G/N € C ordenado
pela inclusao inversa, com no Exercicio 2.5, assim temos um sistema inverso (G/N,onu)

em C. Entao o limite inverso

Gg = lim G/N
NeN

€ chamado o completamento pro-C de G.

Assim, Gz ¢ um grupo pro-finito por ser o limite inverso de grupos finitos em C. Se C ¢é
a familia de todos os grupos finitos, entao Gz = G ¢é chamado de completamento pro-finito
de G. Se p é um primo e C ¢ a classe de todos os p-grupos finitos, entao Gz ¢ chamado de

completamento pro-p de G normalmente denotado por Gjp.

Exemplo 2.15. Seja G um grupo finito e defina um sistema inverso como no Eremplo

2.2 0 completamento pro-finito de G é G= (h_m G1, um grupo pro-finito de G. Observe que
1

G=0G pois, pela Proposicao 2.9

hﬂ Gi={r1 € Gy : Idy1(z1) =21, se 1 = 1} =G.

1
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Exemplo 2.16. Seja G = (Z,+) e defina um sistema inverso como no Ezxemplo 2.3. O

completamento pro-p de G € Z, = hﬂ ZJp"Z, o anel dos inteiros p-dadicos. De fato, pela

neN

Proposi¢ao 2.9

lim Z/p"Z = {(z; +9'Z) € H Z)p"7 : pij(vi + D'L) = x; + P’ 7, se i = j}.
neN neN
Assim, i (2;+D'Z) = x;+P Z parai = j e, por defini¢io p;;(x;+p'Z) = x;+p Z. Portanto,
T+ PZL = x; + pPL = x; = xj(mod P'Z). Entao, podemos escrever o limite inverso da
forma
lim Z/p"Z = {(x;) € [ [ Z/p"Z : 2; = x;(mod p'Z),i = j} = Z,.
neN neN

Exemplo 2.17. Seja G = (Z,+) e defina um sistema inverso como no Exemplo 2.4 o

completamento pro-finito de G é 7 = h£ Z/nZ, o anel pro-finito de G. Observe que 7 =

neN

Hp Z,. De fato, pela Proposi¢ao 2.9,

Z={(x;) € [[2/nZ : gij(x; +iZ) = x; + JZ, se j | i}.
neN
Temos que 7 ¢ pro-nilpotente, pois € o limite inverso de grupos nilpotentes e, pela [12,
Proposicao 2.4.5] 7 = Hp Sp, onde S, sao os pro-p subgrupos de Sylow. No exemplo
anterior, podemos trocar i por p' e j por p’ pois, se vale para i e j, vale também para p* e

p’, portanto

Zy={(xp) € [[ Z/0"Z : Qpips (i + P'T) = 25 + PZ, se p/ | p'},

neN

e temos que 7 < Z.
Seja S um subgrupo pro-p de 7.. Entdo

S = lim Z/p'Z = {(xy) € [ [Z/WZ: o (0 +1'L) = 0y + 9L, se p’ | p'},

i€ICN pel

o que implica S < Z,. Assim, todo subgrupo pro-p de 7 estd em Ly, logo, € maximal, sendo

0s subgrupos pro-p de Sylow de Z tendo o que queriamos.

Exemplo 2.18. Seja G um grupo qualquer. Definimos um sistema inverso {G/U | U <y G}

como no Fxemplo 2.5, e entdo G= (h_m G/U € o completamento pro-finito de G. Notemos
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que, pela propriedade universal, existe um homomorfismo
i G — G
g — (9U).

Observe que i nao é necessariamente injetora, pois o nicleo é Ker(i) = NU e assim, se G é

residualmente finito, Ker(i) = NU = {1} e portanto temos um imersio de G em G.

Exemplo 2.19. Se no exemplo anterior todos os U téem indice p", onde n € N, o grupo

pro-finito G = (h_m G /U é chamado de completamento pro-p de G. Se i : G — G é um

monomorfismo, entao G € residualmente p-grupo finito.

Podemos caracterizar o completamento pro-C de um grupo G abstrato, onde C serd a
classe de grupos finitos ou p-grupos finitos, consistindo de um grupo pro-C Gz e um homo-
morfismo continuo j : G — Gj, com a seguinte propriedade: sempre que 6 : G — H for
um homomorfismo continuo de G em um grupo finito H € C, existe um tinico homomorfismo

continuo 6 : G — H tal que o diagrama

Gg

N
0
SN
Q

G — - H
comuta.
Proposigao 2.20 ([12, Proposicao 1.4.1]). Sejam Gz = lim G/U e a aplicagio j que leva

G em Gg definida por g — (qU). O par (Gg, j) tem a propriedade do completamento pro-C
de G.

Proposigao 2.21 ([12, Proposicao 1.4.2]). Sejam G wm grupo. Suponha que Gz € um grupo
pro-finito e j : G — Gg um homomorfismo continuo. Entao, as sequintes propriedades sao

equivalentes:
(a) (Gg,j) tem a propriedade definida do completamento de G com respectivo conjunto
dirigido I;

(b) Para cada diagrama




Cap. 2 e Grupos Pro-finitos 48

com H pro-finito e 8 um homomorfismo continuo, existe um unico homomorfismo

continuo 0 : Gz — H tal que o diagrama comuta.

Proposicao 2.22 ([12, Proposicao 1.4.3]). Se (Gg),jl),(Gg),jg) sao completamentos de G

com respectivo I, entdo existe um isomorfismo « : GS) — G((?Q) tal que gy = ja.
Proposigao 2.23 ([12, Proposicao 1.4.4]). Seja (G, j) o completamento pro-C de G. Entao

(a) §(G) € denso em Gg;

(b) Ker(j) =Naypec U-

Agora provaremos duas propriedades que nos ajudarao a provar os resultados posteriores.
A primeira vale para qualquer quantidade finita de somandos, mas vamos fazer s6 para dois,
para nao carregar a notacao. A segunda traz o fato interessante mencionado na introducao

para grupos p-nilpotentes.
Proposicao 2.24. Sejam X = lim X; e YV = lim Yj onde {X; | « € I} e{Y; | j € J}

sao familias de conjuntos finitos. Entao X XY = lim X; x Y.

Demonstracao: Sejam {X;, ;;} o sistema inverso com conjunto dirigido I para {X, ¢;} =

lim X; e {Y;,1;;} o sistema inverso com conjunto dirigido I para {Y,v;} = lim ;. De-

fina {X; xY; | (4,j) € I x J}, onde (3,5) = (k,l) & i > kej > [ Assim temos
{X; x Y, \Ilf,lc}, onde \I/f,i = (ik, ¥j1) € um sistema inverso com conjunto dirigido I x J pois,

\I/f,i : X; xY; — Xj x Y], para todo (i,j) = (k,l), e o digrama

ji

X; x Y, L Xp x Y

j l

X, xY,

comuta, para todo (i, ) = (m,n) = (k,1), pois comuta em cada entrada e U% = (@i, ;) =
id. Portanto, lim X; x Y; = (X xY,¥;;) , onde U;; = (p;,1;) pois, dado A x B juntamente

com aplicagdes compativeis fi; = (¢;,1;), temos que existe uma tnica £ = (¢, ) tal que o
diagrama

Ax B

NG

fij ~ f

Xi X Y; ~— X xY

X



Cap. 2 e Grupos Pro-finitos 49

comuta, pois existe uma tnica aplicacao em cada entrada. Portanto, temos o que queriamos.
|

Teorema 2.25. Seja G um grupo p-nilpotente. Entao o completamento pro-p de G pode ser

tdentificado com um p-subgrupo de Sylow do completamento pro-finito.

Demonstracao: Um grupo G é p-nilpotente se suas imagens finitas sao p-nilpotentes, o
que significa que toda imagem finita G/U pode ser fatorada como G/U = (P/U)(H/U), pela
Proposigao 1.66, onde P/U é um p-subgrupo de Sylow de G/U e H/U é um p-complemento.
Assim

~

G = lim G/U = Jim (P/U)(H/U) = lm P/U lm H/U = 5,H,

onde S, ¢ um p-subgrupo de Sylow de G.

Agora considere a diagrama

N
G
Como G é o completamento pro-finito de G, existe uma tnica aplicacao j G — Gy tal

que jj = Jp, pela Proposigao 2.21.

Seja 7 : G — S, a projecao natural (@/H = S5,). Assim, o nosso diagrama torna-se

G

[a¥)

Notemos que G/Ker(j) = Im(j) C Gj. Como a imagem de j é pro-p grupo, entio
@/K@r(j) é pro-p. Mas CA}/H = S, é o quociente pro-p maximal de G. Entdo Ker(j) 2 H.
Defina R
v : G/ H — Gj

~

Como Ker(j) 2 H, ¢ estd bem definida e or = J.
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Vamos mostrar que (S,, 7)) satisfaz a propriedade universal do completamento pro-p de

G, ou seja, para todo diagrama
mj
Sp

onde L é pro-p, existe um tunica aplicacao [ S, — L tal que o diagrama comuta, isto é,

Zﬂj = [
Juntando os diagramas, obtemos

como L é pro-p e G5 é o completamento pro-p de G, existe uma unica l, : G — L tal
que l,j, = 1.
Defina [ = L.

Temos que mostrar que Z(?Tj) = [. De fato,
j 2
> . A~ = . AL .
mj)=10"pm i =1, jj =1lj,=1,

como queriamos.
A unicidade de [. Como j(G) é denso em @, temos que 7j(G) é denso em @/H = S,
[ |

portanto [ é unica.



CAPITULO 3

Completamento de Grupos Livres de

Torcao

Neste capitulo provaremos os resultados mais importantes deste trabalho. Vamos ex-
plorar circunstancias nas quais existe um relacionamento muito préoximo entre a torcao no
completamento pro-finito G de grupos metabelianos e a tor¢ao em G. A nossa atengao sera
restrita aos casos de grupos residualmente finitos pois, com isso, temos que G é imerso em @,
devido ao fato de sempre termos um homomorfismo entre G e G e, como G é residualmente
finito, temos que [ N; = 1, onde N; <y G, como foi mencionado no Exemplo 2.18.

Lembramos que t(G) é o conjunto dos elementos de tor¢ao de G. Se G é residualmente
finito, temos que t(G) C t(@) Se existir um limitante para as ordens dos elementos de
torgao de GG, entao existe um inteiro positivo e tal que g¢ = 1 para todo g € t(G). Com isso,
temos

1(G) C t(G). (3.1)

De fato, temos g € t(G) se, e somente se, para cada vizinhanga U de g, existe um elemento
gu € UNt(G). Assim, podemos construir uma seqiiéncia de abertos Uy 2 Us 2 ... 2 U, 2
... tal que g € U; e existe g; € U; Nt(G) com g; ¢ U;_1, para todo i. Construimos, entao,
uma seqiiéncia {g;} de elementos de t(G) que converge para g. Como ¢gf = 1, para todo i,

o~

segue que g¢ = 1 e portanto g € t(G).

o1
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Exemplo 3.1. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao, pelo Teorema 1.19,

sem torsao parte de torsao

~~ 7 o ~
G= 7' SZ/MLZSLI/NZLS...»ZLInL.

Pela Proposi¢cao 2.24 e FExemplo 2.15, obtemos
G2 QLIMZ®...0 LT
Portanto t(G) = t(G).

No exemplo acima vemos que completamento pro-finito de um grupo abeliano finitamente
gerado livre de torcao é também livre de torgao. O mesmo acontece com grupos livres
finitamente gerados, ja4 que seu completamento pro-finito é um grupo pro-finito livre [12,

Proposigao 5.1.3].

3.1 Completamento de Grupos Metabelianos

Finitamente Gerados

Nesta secao vamos provar que o completamento pro-finito de grupos abeliano por
abeliano, livres de torcao e finitamente gerado é livre de torcao. Também mostraremos
uma generalizacao do resultado mostrado por Zoé Chatzidakis, que apresenta a inclusao
reversa de (3.1) para grupos abelianos. Nas duas proposi¢oes seguintes usaremos a notagao

aditiva.

Lema 3.2. Seja G um grupo abeliano e residualmente finito e h um elemento de tor¢ao de
G de ordem n. Para cada subgrupo U de indice finito em G, existe um elemento g, de torcao

de G tal que U + g, € a imagem de h em G /U, ou seja, h = (g, + U), onde g, € t(G).

Demonstragao: FEscolha g € G tal que g+ U é a imagem de h em G/U. Afirmamos
que ng € nU. Suponha, por contradigao, que ng ¢ nU. Como G/nU tem expoente finito,
pela Proposicao 1.21, ele é soma direta de grupos ciclicos finitos. Portanto, pela Proposicao
1.43, G/nU é residualmente finito. Com isso temos que existe V' <1 G de indice finito tal que
nU <Veng¢V. Note que nU <V NU<UeUNYV tem indice finito em G. Escolha
g1 € G tal que a imagem de h em G/V NU seja g +V NU. Assim ng; € VNU, pois h tem
ordem n. Afirmamos que g; —¢g € U. De fato, seja W =V NU. Como W < U, na relagao de



Cap. 3 ¢ Completamento de Grupos Livres de Torcao 53

ordem temos U < W. Assim, owy (g1 + W) =¢1 + U e, como h € G, temos Qwumw = T
Logo, como my (h) = g1 + W e my(h) = g + U, segue que

g +U=ovwu(g+W)=g+U0,
o que prova a afirmagao. Assim, temos
n(gr—g) e W< V.

Como ng € nU, segue que ng; € V, absurdo. Portanto, ng € nU.
Como ng € nU, existe u € U tal que ng = nu. Seja g, = g —u. Entao g+ U =g, + U,
gu € t(G), pois ng, =0 e h = (g, + U) como queriamos. |

Teorema 3.3. Seja G um grupo abeliano e residualmente finito. Entao t(G) 2 t(CA;)

Demonstracao: Seja h um elemento de torcao de G de ordem n. Para mostrar que
h € m temos que mostrar que existe uma seqiiéncia de elementos em ¢(G) que converge
para h. Pela Proposicao 3.2, temos h = (g, + U) com g, € t(G). Vamos mostrar que {g,}
é seqiiencia desejada.

Pelo Lema 2.12, {h + Ker(my)|U <y G}, onde 7y : G — G/U é a projecao canodnica, é

um sistema fundamental de vizinhanga aberta de h. Fixemos U <y G. Note que
Gu € h+ Ker(my)

pois
mu(h) =g, +U.

Temos que mostrar que g, € h + Ker(ny), para todo U <; G tal que U <V, ou seja,
VCU.

G
De fato,
9o +U = ovu(ge +V) = pvumy(h) = my(h) = g, + U.
Portanto 7y (h) = g, + U = g, + U, de onde concluimos que g, € h + Ker(my). [ |

Vamos dar um exemplo de grupo abeliano residualmente finito onde a inclusao é propria,

—_— o~

ou seja, t(G) 2 t(G).
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Exemplo 3.4. Seja G = @p Z]pZ, onde p percorre o conjunto de todos os primos. Pela
Proposicao 1.43, G € residualmente finito e G = Hp Z)pZ. Observe que t(G) = G. Pela
Proposicio 2.23, G € denso em G logo (G) = G. Assim (G) 2 t(@)

Seja G um grupo finitamente gerado e abeliano por abeliano, ou seja, existe um sub-grupo

normal abeliano M tal que @ = G/M é abeliano. A acao de G sobre M por conjugagao

MxG — M

(m,g) —— m?=g 'mg

dota M com uma estrutura natural de G-mdédulo. Como M ¢é abeliano, a acao de M sobre
M ¢ trivial. Entao temos uma acdo de Q) = G/M em M, dada por

MxQ=G/M — M

(mg) =

(3.2)

0 que estd bem definida, pois § = h se, e somente se, gh~* € M, o que implica moh =m,

assim m9 = mh

. Portanto, d4 a M uma estrutura natural de Z@Q-mdédulo. Além disso,
a topologia pro-finita de G (que é {N | N <; G}) induz em M a topologia pro-finita de

Z@Q-médulo (que é {M NN | M NN <y M}).

Lema 3.5. Seja n > 1 um numero natural e g € G um elemento tal que g" € M. FEntao

M et gt ] ¢ fechado na topologia pro-finita sobre M, onde q denota a imagem de g em

Q.

Demonstragao: Temos que g é um elemento de ordem finita em Q = G/M, pois

g" € M. Notemos que M7 ' +-+at1 < M ¢ invariante pela acao de Q, pois para z € Q

temos
(md" ety = (T m?.m)”®
= (m? ) (m ) ()" ()
= (M (m®) (P (m®)!

em® € M. Com isso temos que M4" ' T+4t1 ¢ um ZQ-sub-médulo de M. Como @ é um
grupo abeliano finitamente gerado e M /M ¢" et ¢y Z()-mébdulo finitamente gerado,
pelo Teorema 1.87, temos que M /M "'+t ¢ pesidualmente finito. Assim a interseccao
de todos os sub-médulos de indice finito que contém M9 +-Fatl & jgual a M7 HetatL

Portanto M4" ' ++4t1 ¢ fechado na topologia profinita de M. |
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Teorema 3.6. Se G ¢ finitamente gerado abeliano por abeliano, entio t(G) = t(G).

Demonstragao: Seja M o subgrupo normal abeliano tal que @) = G/M é abeliano.
Primeiro vamos notar que, como G ¢ finitamente gerado, temos que @ é abeliano finitamente

gerado. Logo, pelo Teorema 1.19,

sem torsao parte de torsao

A~ 7 o ~
Q=2 Z' SL/MZSZL/InZ S ... BL/nZ.

Seja {g;}, onde g; € t(G), e considere g;M € ). Temos que existe um limitante para as
ordens dos elementos de tor¢ao de ), que seria o mmc de ny,ng, ..., ng. Assim, g/ € M e
g"me e t(M), pois g; € t(G). Mas como M ¢ abeliano finitamente gerado, temos que existe

mmc

um limite para as ordens e seja [ esse limite. Assim (¢"™¢)! = 1. Logo temos que existe um

limitante para os elementos de t(G) e entao

_ ~

tHG) C HG).

Agora, suponha que h é um elemento de G tal que h™ = 1, para algum inteiro n > 1.
Temos que mostrar que h € t(G) e para isso basta que, para cada subgrupo K de indice
finito em G, exista um elemento de torgao g, de G tal que K gi seja a imagem de h em G/ K.

Seja Ly a imagem de h em G/K, ou seja,
Tr G — G /K
Seja g1, g, . . . uma seqiiéncia de elementos de Lg que converge para h na topologia profinita.

Note que tal seqiiéncia existe. De fato, considere o diagrama seguinte:

G——@

N

G/K,

onde 7, é projecdo na k-ésima coordenada e 7 a aplicacao natural. Como G = G , temos que
para h € CA?, existe uma seqiiéncia de elementos g; de G que converge para h. Pelo Lema
2.12, hKer(7) é uma vizinhanga de h, portanto existe j tal que g; € hKer(7) para todo
i >j. Assim ¢; K = T, (h) = Lk, o que implica em g; € L.
Como pelo Exemplo 3.1 £(Q) = t(@), podemos assumir que cada g; tem a mesma imagem
q em @, ou seja
G — G/M

gi — q=g;M.
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Isso significa que, dado um g;, todos os outros pertencem a mesma classe g; M. Assim,
fixado g1, temos que g; = g1m;, para algum m; € M, e com isso temos uma seqiiéncia (m;)
de elementos de M e os elementos gymi, gyma, ... convergindo para h. Com isso h = gym,
onde m € M.

Seja M = Uy > Uy > Uy > ... uma base de vizinhancas de 1 na topologia profinita de
ZQ-médulo em M. Assim, podemos considerar uma base de vizinhancas de m que sao os
mU;. Portanto, dado i, existe j tal que para todo k,l > j, temos m;, my € mU;. Logo
mr = m (mod U;) e m;y = m (mod U;) o que implica my = m; (mod U;). Além disso,
(g1m;)™ converge para h" = 1 quando i — 0o, assim existe j’ tal que para todo k > j’, temos
(g1my) € U;. Contudo, podemos pegar uma subseqiiéncia tal que, para todo ¢ > 0 e todo
[ > 1, temos

m; = my (mod U;)

(g1m;)" € U; para todo i.

Vamos observar que

n—1
n__ mn,_q + ..+ g+ 1
(g1mi)" = gym| )

faremos indugao sobre n. Para n = 1 é claro. Suponha agora que vale para n — 1, assim

temos

n—1_ n—1, ¢" %+ .+ g+ 1
(g1m;) =01 my .

Como ¢ = g1 M, temos pela conjugacao definida em (3.2) que m? = m9 . Logo

(g1ma)™ Hgimi) = 9711_1m?n72+ I Y (gimy)
(gma)" = gigr'm? T g,
_ gln(mg”—2+ A 1)glmi
_ g}"‘(mqnﬂ* A 1)qmi
_ g{zm;fb*% ot gt 1

Em particular segue que ¢ € U; M9 +++4+1 para todo i e, como M?" ' +-+a+1 & fechado
pelo Lema 3.5, segue que g7 € M ++atl De fato, suponha por contradicdo, que gt ¢
M Hetatl teremos g € M — { M -4t que é aberto. Considere U;g? uma base

de vizinhanca de g7, assim existe k tal que Upg? C M — {M?" '+-F4t11 o que implica
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i 4 gt 1

%

N n—1 .
Urg? NN = & absurdo, pois ¢gF € UM T+ assim g7 = upm
nly 4 g+ 1

, € com 1sso

-1 n __ q
Uy g1 = My

n=lp  4q+1

Escolha mq tal que g7 = m{ . Agora basta tomar g, = gimg ", pois Kgr = Kg

e temos g; = 1. Concluimos o que queriamos. |

3.2 Contra Exemplos

Nesta se¢ao vamos dar os dois teoremas prometidos.

Teorema 3.7. Para cada primo p, existe um grupo H liwre de tor¢ao e residualmente

p-grupo finito que o seu completamento pro-p contém um elemento de ordem p.

Demonstracao: Sejam X e Y grupos abelianos livres de posto infinito, gerados livre-
mente por x1,T9,23,... € Y1,Y2,Ys3,. . . respectivamente, e seja um primo p. Defina subgrupos
A< X eB<Y por

A= (b2l 2V | k=1,23,..)eB=( |k=1,23,.),

temos A e B s@o abelianos livre pelo Teorema 1.13, gerados livremente. Assim, definindo

0 : A — B
2 k k
p,.p p p
A
com k=1,2,3,... temos um isomorfismo, com isso,

H = (X,Y|x’f:1:§2...mik :yzk;k‘: 1,2,3,...)

é o produto livre de X e Y com A e B amalgamados. Em particular H é livre de torgao,

pelo Teorema 1.61 e, mostraremos que H definido acima é:
(i) residualmente p-grupo finito;

(ii) seu completamento pro-p contém um elemento de ordem p.

. 2 k
Mostraremos (i). Note que os elementos de A podem ser gerados por ¥, x5 ,... 2% , ...,

portanto A = <xf,x§2, ...), como X é abeliano livre, temos X =~ Dryen«(xy), onde Dr

produto direto restrito. Logo X/A ~ Dryen-Cpr, pois basta definir

¢ : DrkzeN* <£L‘k> — DrkGN* (Z/ka)
T — (0,0,...,14,0,0,...).
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Temos um epiomorfismo onde o nucleo de ¢ é A, entao temos:
X/A ~ Dryen+(Z/p"Z) ~ Dryjen-Ci.

Analogamente temos Y/B ~ Dryen-Cpr. Com isso, X/A ~Y/B ~ Drjen- C]’j que, pela

Proposicao 1.43, é residualmente p-grupo finito. Note que
H/A ~ (X/A) = (Y/B),

pois
H/A=(X,Y| xﬁ’xlj...xik = 1,y£k =1k=1,2,3,...)

X/A=(X |2t 2 =1;k=1,2,3,..), Y/B=(Y |/ =1;k=1,2,3,...).

Pelo Teorema 1.50, H/A é residualmente p-grupo finito.

Agora é suficiente mostrar que, para cada 1 # a € A, existe N < H, tal que a ¢ N e
H/N é p-grupo finito. Temos que AN H' = 1, pois nenhum elemento do comutador sera
formado s6 por elementos z; € X, assim z¥ ' ¢ H' para todo 1.

Considere agora a abelianizacao de H
Hoy=H/H = (XY | [X,Y] = 1Latal . .a¥ =y’ k=123 . )

Vamos mostrar que ;2 Hf; = {1}, onde Hf; = { W”'|h € H,}. Para isso, vamos identificar

X e Y com suas copias naturais em H,,. Observe que
Hy/X = (Y |y =1;k=1,2,3,...) = Y/B ~ Dryen-Chy.

Assim,

(Hab/X)pi ~ Op X C'p2 X ... X Cpi—l X {1} X Cpi+1 X Opi+2 R

Portanto (22, (Ha/X )P = 1 e entdo (32, HSZ < X.
Agora, para cada ¢ € N* temos que Hf; NX = XPy?rn X, pois os elementos de Hy,
comutam. Olhando para Y? N X vemos, pelas relacoes de Hyp, que Y7 N X = (yﬁ»’z, vy l |1 <

2 7 2 2 (2 ! !

: ; ; : s ; p,.D b _ P p,.D D p _ ,P
Jj <i,l >1i), pois para j =i el > i, temos ziah .. .2} =yl ezl .2l a2l =y e
; ; i i\ pi—i I\ pi—i
para 1 < j < i podemos escrever y; = (yf7 )P = (aP...2f )P 7. Escrevendo esses geradores

. . ; 2 A
em termos de 1, T, T3, . .., vemos que X? (YP' N X) = (X?' 2fzh .. .2¥). De fato,

@ @ pi+l

sz = <$1177x12917.”> erZmX: <y1171aygl7"'7yzp7yi+1 a"'>7
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. g i—1 g 2\ pi—2 pl 1
e com isso temos y¥ = ()P = 2, yg = (Y5 )P~ = (alah ) = ()P :c2 , € assim
; 2 i ! 2 i il
até i — 1, para i e [ > i, temos yp = afal .ol ey = afal o alal xf, onde

pi+'n . pi p p
Tivy = (Ti4n)" € XP.

Assim, temos que Hfb NX = (X7, a:’fa:gZ . xf} e portanto

Pay 2 Py % Pay i 2 %
(VHEL = (HNX) = (X2l ) = {1},
i=1 i=1 i=1

(o)

observe que para i = n, onde n é um inteiro positivo, temos que o elemento xﬁ’xQQ ..ab
estard em todos os conjuntos gerados para ¢ < n, mas como ¢ vai para infinito nao teremos
nenhum elemento finito que esteja em todos, somente o trivial.

Note que, para cada i, Hg/ Hf; é grupo abeliano de expoente finito. Logo, pelas
Proposicoes 1.21 e 1.43, Hab/ng é residualmente p-grupo finito. Entao Hu, = Hep/ (g HSZ
¢é também residualmente p-grupo finito.

Portanto, H é residualmente p-grupo finito, pois
H=H/ANH =2 H/Ax H/H',

assim concluimos (7).

Agora (i1). Seja N = {N < H | H/N é p-grupo finito } e seja [[(H/N), denotando o
produto direto dos grupos H/N, com N € N. Definimos um elemento (gyN) € [[(H/N)
por

g =1
k-1

2
— P ..D p

se H/N tem expoente p* > 1, ou seja, H? < N e HP'' # N. Identificamos o completa-

mento pro-p de H como limite inverso dos H/N, onde N percorre N/. Temos também que
lim H/N < [](H/N). Vamos mostrar agora que (gyN) € lim H/N.

NeN NeN

Suponha N = M, onde N,M € N e H/N, H/M tendo expoentes p* e p" respectivamente.
Com isso | H/N |>| H/M |, o que implica que k > r e assim podemos escrever

k—1 2 — k—1
P =1 p"

2
PP PP p
gNM = zyapwy .oxy M =mapay L2k x oo, M.
—_————
()
Como (x) € HP", pois x4 128 ,... 2§ 7" € H, temos

r—1

gnM = xlxgx’gz b M= gy M,

T
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pois H?" < M. Logo, como N e M sao arbitrarios, vale para todos N, M € N tais que
N = M. Assim (gyN) € lim H/N. Além disso, (gvN) tem ordem p, pois

2
(gn)P = afxy .oy =y,

como y?" € H" < N, t PeN
Y, € < N, temos (gn)? € N.

Assim concluimos que completamento pro-p contém um elemento de ordem p. |

Teorema 3.8. Para cada primo p, existe um grupo G (de posto enumerdvel) metabeliano,
livre de tor¢ao e residualmente finito tal que seu completamento pro-finito contém um ele-

mento de ordem p.

Demonstracao: Seja p denotando um primo fixado. Vamos construir o grupo G
referido no teorema como o produto central de dois produtos “wreath” X e Y. Conseqlien-
temente, vamos construir primeiro os grupos X e Y, e estabelecer algumas propriedades.

O grupo X

Para cada i € N, denotando por A; o grupo abeliano livre, de posto p gerado por
a;1,0;2,-..,0, Seja A o produto direto restrito dos A;, denotado por A = Dr;cnA;.
Definamos uma acao de (r) = C em A por af; = a;j41, Vi € N, onde j e j + 1 sdo
reduzidos médulo p. Seja X = A x (z) e, observe que A; comuta com todos os elementos
de A, pois é abeliano, e A; é invariante pela agao de (z). Assim A; < X, Vi € N. Além
disso, X é livre de tor¢ao, metabeliano ({1} <<A<1.X) e o centro Z(X) de X é abeliano livre,

gerado livremente por 2?7 e pelos os elementos a;1a;2...a;,, onde ¢ =1,2,3,.... De fato,
a; ;27 = 2Pz Pa; ;2P = 2Pa; j4, = 2Pa; ;,

e os elementos @;1a;2 . . .a;, sS40 os nicos que comutam com os elementos de (x), pois

t

T . t t
( ;1G9 . . -ai7p) = Qit4+1Ait42 - - - Qi p4p, ASSVM Q3152 - . . AjpX = T Aj t41Q5 442 - - - Aj t4p

e, quando fazemos a redugao médulo p nos ¢t + 1 onde [ = 1,2, ..., p, estes voltarao a ser os

numeros 1,2, ...,p em ordem diferente da anterior, mas como A; é abeliano teremos que
t ot
;102 ... A;pT = T A; 1042 ... Qi p-

Portanto,
Z(X) = (2P a;10i2...a;,p 1 =1,2,...).
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Também observamos que os elementos

2 k
(xail),lag,l e aﬁ,l)”,

onde k = 1,2,..., geram livremente um subgrupo R de Z(X). Temos que este elemento
pode ser escrito na forma

2 k k k k
(zaf yab, . .. ai}l)p = aP(a) af .. af ). .. (OL%ICLZ2 . aﬁ’p),

pois
2 k 2 k 2 k 2 k
p D PP yp p D p p P P p D P
(5’7“1,1“271 - -%,1) = (95%,1@2,1 e ak,l)(xal,l%,l e ak,l) e <$a1,1a271 - -%,1)
VT -
p vezes
= (waly )@ ) ) (waal)
= (zayy...ap )@ x)(zay, .. .ap ). (va), ... ap,
k k k k
_p p* 2 p PP —2, 2\ p P P P
= @y, QT ... ak’l(m T )Cmm ey AT Oy
k 2 k k k
_ P P p P p 3 p p* 3.3 p P
e R N T N R AT Al R akvl(a: .. Lxayy .. .ap,
2 k 2 k 2 k
_ P P P p P P P P p* o p
— &171)0,2717 “ e Clk7pa17p_1a27p_1 P G,k’p_l “ e a171a271 “ e ak’ll'
k k k
_ . p(P P p p* p P
= aP(af aiq...ay,) ... (ap ap, .. ay )
O grupo Y

Para cada ¢ € N, denotando por B; o grupo abeliano livre, de posto p’, gerado por
bi,h bi’g, e b

Definamos uma acao de (y) = C., em B por bﬁ{j = bijy1, Vi € N, onde j e j+ 1 sao

ipi- Oeja B o produto direto restrito dos B;, denotado por B = DrenB;.
reduzidos médulo p’. Seja Y = B x (y) e observe que B; comuta com todos os elementos
de B, pois é abeliano, e ¢ invariante pela acao de (y) pela agdo. Assim B; QY, Vi € N.
Além disso, Y é livre de tor¢ao, metabeliano ({1} < B <Y) e o centro

Z(Y) = (bisbis.. . biyii=1,2,3,...)

1,p% s

de Y é abeliano livre gerado livremente, por b;10;2 ... 0; .

Temos que Y/Z(Y) também é livre de torgao. De fato, suponha, por contradigao, que
exista y € Y/Z(Y) tal que y*Z(Y) = Z(Y) para algum inteiro positivo k, onde y ¢ Z(Y).
Portanto y* € Z(Y) absurdo, pois como y nio é gerado somente por elementos de Z(Y),
temos y* ¢ Z(Y') pelo fato de nao haver cancelamentos em Y.

O grupo G
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Construiremos G como o produto central de X e Y, identificando Z(Y) com o subgrupo
R de Z(X) via o isomorfismo
0 : R — Z(Y)

2 k
p D p
(zafjayy .. ap )P = brabra. .. by,

onde k =1,2,.... Assim temos a seguinte apresentagao:
2 k
G=(X,Y | [X,)Y]=1,(za) a5, ...a;,)" =bpibra.. . bpprik=1,2,...).

Podemos ver que G é enumerdvel e metabeliano. O ultimo segue vem da equagao (A.2) no
Apéndice, onde temos G” < [[X, X], [X, X]|[[Y, Y], [Y.Y]], como X e Y sao metabelianos
G" < 1. Além disso, G ¢é livre de torgao, pois G/X = XY/X ~Y/X NY =Y/Z(Y) é livre
de torcao e, como X ¢é livre de tor¢ao, temos o que queremos.

Vamos observar, para uso posterior que, se W é um subgrupo finitamente gerado de G,
entao existe um k£ € N tal que ypk centraliza W, ou seja ypk € Cg(W)e ypk comuta com todos
elementos de W. Isto segue do fato que, para uma quantidade finita de B;, basta tomar k
igual ao produto dos seus sub-indices dos B;. Assim, teremos que ypk comuta com qualquer
elemento de X e com os elementos dos B; que geraram W. De fato, pois bf?k = b; j1pk, asSim

na reducao médulo p® onde i sao os indices dos B;, teremos
k k
O L L
bijy" = y" by

Sabemos, pelo Teorema 2.25, que se o completamento pro-p de um grupo p-nilpotente
contém um elemento de ordem p, o completamento pro-finito também o tem. Agora nosso

teorema segue se provarmos que
(i) G é p-nilpotente;
(ii) G ¢ residualmente finito;
(iii) O completamento pro-p de G contém um elemento de ordem p.

Mostraremos (i). Para isso vamos considerar a Defini¢ao 1.68.

Seja G alguma imagem finita de G' e § denotando a imagem de g € G em G, via o
homomorfismo natural 7 : G — G. Como 2P € Z(G) temos que z° € Z(G). Existe um
subgrupo W finitamente gerado de G' que é levado sobrejetivamente em G via 7, ou seja, tal

que 7(W) = G. Esta existéncia, segue do fato de G ser finito, entdo tem um niimero finito
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de geradores. Tomando a imagem inversa desses geradores e consideramos W o subgrupo
gerado por essas imagens inversas.

Recordamos que existe k € N tal que ypk centraliza W. Assim temos yp’“ € Z(G), pois
comuta com todos os elementos de G. Portanto

M = @3 A B)
é um subgrupo abeliano normal. O fato de M ser abeliano é claro, e normal pois os geradores
de M sdo invariantes via conjugacdo. Note também que G /M ¢é p-grupo finito, pois G =
(X,Y, A, B). Entdo, pela Proposicio 1.67, temos que G é p-nilpotente.

Agora (i7). Para isso é suficiente mostrar que G é residualmente finitamente gerado. De
fato, com isso temos que dado g € G, 3 N, < G tal que G/N, é finitamente gerado e
g ¢ N, Entao 1 +# g € G/N,. Como o quociente de grupo metabeliano é metabeliano
temos, pelo Teorema de Hall [5], que G/N, é residualmente finito. Assim, existe um subgrupo
normal V' de G, que contém N, tal que g ¢ V e G/V é finito. Portanto temos o que G ¢é
residualmente finito.

Agora vamos mostrar que G é residualmente finitamente gerado. Suponha que 1 # g €
G. Assim temos que g € (z,y, Ay, As,..., A, By, By, ..., B,), para algum r € N. Seja
N={(A9,A.3,...,B41,B12,... ). Temos que N <G e g ¢ N. Com isso e o fato de
que G/N ¢ finitamente gerado, concluimos o item (ii).

Finalmente (iii). A prova é bem similar & do Teorema 3.7. Sejam N = {N <G | G/N
é p-grupo finito }, G** = (¢"" | g € G) e [[(G/N) o produto direto dos grupos G/N, com
N € N. Definimos um elemento (gyN) € [[(G/N), por

gc =1

2 k
gy = xd} jah,...a¥ |, se G/N tem expoente p* > 1.

Temos que (gyvN) € lim G/N. Portanto, (gnvN) tem ordem p, pois pela defini¢ao da
NeN
acao de (y) em B temos

2 k
(gn)? = (wa:ll],lag,l - -aig)p

= byabra. . by

7p

= bk,1y_lbk,1yy_2bk’1y2 N -y_(pk_l)bmy(pk_l)
- _ .

= bk,ly lbk,ly 1...bk71yp Y 1

k k

= (bpay )y
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Entao como
g = (beay )"y €GP <N,
temos (gyN)? = N.

Assim concluimos que completamento pro-p contém um elemento de ordem p. Entao,

pelo fato ja mencionado, o completamento pro-finito tem um elemento nao trivial de ordem
- |



APENDICE A

A.1 Lema de Zorn

Seja X um conjunto nao vazio. Uma relagao bindria < em X é uma ordem parcial

satisfazendo:

(i) z < x;
(ii) x <y ey <z, oque implica em = = y;
(i) z <y ey < zoqueimplica em z < z,

para todos x,y,z € X.

O melhor exemplo de um conjunto parcialmente ordenado é os subconjuntos de um
conjunto Y, onde < significa C.

Uma ordem parcial é uma ordem simples (ou ordem total) se para cada =,y € X,
temos x < youy < x.

Se X é um conjunto parcialmente ordenado, uma cadeia é um subconjunto simplesmente
ordenado. Por exemplo, os nimeros racionais dao forma a uma cadeia nos nimeros reais.

Se S é um subconjunto nao vazio de X, um limite superior de S é um elemento
xo € X ( ndo necessariamente em S) tal que s < o para todo s € S. Finalmente, o
elemento maximo em X é um elemento yg, se z € X e yp < z, entao yy = .

H4 conjuntos parcialmente ordenados que possuem muitos elementos maximais, o contrario
também ocorre. Por exemplo, o conjunto dos niimeros reais R considerado como um conjunto

parcialmente ordenado por < nao possui elemento maximal.

65
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Lema A.1 (Lema de Zorn). Se X é um conjunto parcialmente ordenado em que cada

cadeta tem um limite superior, entao existe um elemento maximal em X.

A.2 Algumas Definicoes

Definicao A.2. Seja G um grupo.Um subgrupo A é dito um somando direto se existir B,

um subgrupo de G, tal que G = A @ B.

Defini¢ao A.3. Seja K um subgrupo de G (nao necessariamente normal). Entao o subgrupo
Q@ é um complemento de K em Gse KNQ =1e KQ =G.

Um subgrupo normal K de GG nao necessariamente tem um complemento mas, se tiver,
o complemento é tinico a menos de isomorfismos. Em S3, por exemplo, cada subgrupo
de ordem 2 pode ser um complemento para As. Por outro lado, sdo tnicos a menos de

isomorfismos, pois
G/K=KQ/K=Q/(KNQ)=Q/1=Q.

Se K e () sao normais, K N Q) =1 e G = K(Q isso implica que G é o produto direto de
KeQ.

Definicao A.4. Um grupo G é um produto semi-direto de K por @), denotado por G = K x(Q),
se K 1G e K tem um complemento Q1 = Q).

Note que nao assumimos que ()1 é um subgrupo normal de G.

Definigao A.5. Se Q) é um conjunto e G um grupo, entao Q) um G — conjunto se existi uma

acao de G sobre 2.

Seja Q um Q—conjunto, e { D, : w € Q} uma familia de cépias isomorfas de D, indexadas

por €.

Definicao A.6. Sejam D e Q) grupos, Q2 e K = DryecqD,,, onde D,, = D para todo w € Q.
Entao o produto wreath (ou entrelagado) de D por @), denotado por D1Q (ou por D wr @),
€ o produto semi-direto de K por ), onde @ age sobre K por q.(dy) = (dgw) para ¢ € Q e
(dy) € K. O subgrupo normal K de D Q € chamado de base do produto “wreath”.

Admitiamos a possibilidade de €2 ser infinito, no qual usaremos K = DrycqoDy, onde

Dr ¢ produto cartesiano.
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Exemplo A.7. Se Q = {1,a,a®}, temos K = Dy X D, X Dg2, e entio D¢ = D,, D* =
D2, D%, = Dy. Portanto temos uma acao de Q) sobre K, entao o produto “wreath”de D com

Q € o produto semi-direto K x ().

Definicao A.8. Um grupo G é dito um produto central de subgrupos normais G4, ...,G,
se G =G1Gy.. .G, [Gi, Gyl =1 parai # j e GiN]],,; G = Z(G) para todo i, onde Z(G)
é centro de G. Como Z(G;) < Z(G) e dado g € Z(G) comuta com todos elementos de G,
seque que Z(G;) = Z(G)

Observamos que se G é produto central gerado por dois grupos X e Y, temos:
¢ < [X.X]Y.Y), (A1)
pois [X,Y] = 1, da mesma forma:

G o< XX X XY YL Y V) = XY (A.2)
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