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Resumo

Nesta dissertacao estudamos alguns resultados sobre solubilidade p-adica de pares de
formas aditivas. Iniciamos com a teoria de somas exponenciais e o Teorema de Hasse-
Weil. E concluimos com as teorias de p-normalizacao, coloracao de variaveis e o Teorema
de Meir.

Palavras-chaves : Somas Exponenciais, Teorema de Hasse-Weil, p-normalizacao,

Coloracao de Variaveis, Teorema de Meir.
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Abstract

In this dissertation we study some results about p-adic solubility of pairs of additive
forms. Our starting point is the theory of exponential sums and Hasse-Weil’'s Theorem.
And we conclude this work presenting the theories of p-normalization, coloured variables

and the Meir’s Theorem.

Keywords : Exponential Sums, Hasse-Weil’s theorem, p-normalization, coloured vari-

ables, Meir’s theorem.
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Introducao

O matematico E. Artin, em 1920, conjecturou que “todo polinomio homogéneo de grau
k em n varidveis possui zeros p-ddicos nao triviais desde que n > k*+17. Na tentativa de
verificar a validade desta conjectura, alguns matematicos obtiveram sucesso para valores
particulares de k, como por exemplo: Hasse, em 1924, verificou a validade quando k = 2
e, de maneira independente, foi verificada a validade para k = 3, pelos matematicos Lewis
e Demyanov. Por outro lado, o matematico Terjanian exibiu um polinomio homogéneo de
grau 4 com 18 variaveis que nao possui zeros 2-adicos e assim, verificando que a conjectura

de Artin é falsa. Tais exemplos podem ser encontrados em [10].

Em 1965, os matematicos Ax e Kochen publicaram o seguinte resultado: “para todo
inteiro k existe um congunto finito de primos A = A(k) tal que para todo primo p ¢ A,
uma forma de grau k em n > k* 4+ 1 varidveis sobre os nimeros p-ddicos sempre possui
zeros p-ddicos nao-triviais”, ver [4]. Esse resultado garante que a conjectura é verdadeira
a menos de um conjunto finito de primos. Dessa forma, dizemos que a Conjectura de

Artin é “quase” correta.

No caso de formas aditivas, isto é, formas do tipo a12¥ + - - - + a,, 2, a conjectura foi
) 3 1 n’

verificada por Davenport e Lewis, ou seja, eles provaram que “toda forma aditiva de grau
k, com coeficientes inteiros, emn > k*+1 varidvies sempre possui zeros p-ddicos”, ver [7].
De certo modo, a conjectura de Artin pode ser generalizada, isto é, no caso de um sistema
de r formas aditivas de grau k com coeficientes inteiros racionais é esperado que exista
solucao p-adica nao-trivial, para todo primo p, desde que n > rk?+1. Sendo assim, para o
caso de sistema de duas formas aditivas, é esperado que exista solucao p-adica nao-trivial,
para todo primo p, desde que o niimero de variaveis presente no sistema seja no minimo
2k* + 1.



Introducao

Os primeiros estudos sobre sistema de pares de formas aditivas foram feitos por Dav-
enport e Lewis. Para tal, eles introduziram uma nova técnica, conhecida como p-

normalizacao, que impulsionou os estudos desta éarea.

Com base nesta nova técnica, em 1988, Atkinson e Cook mostraram que “todo sistema
de duas formas aditivas de grau k com coeficientes inteiros racionais possui zero p-dadico
nao-trivial para todo primo p, p > kY, desde que n > 4k”, onde a condicdo sobre o
nimero de varidveis é a melhor possivel. Esse resultado foi generalizado em 1992, por
Atkinson, Briidern e Cook, que provaram que: “todo sistema de r formas aditivas de grau
k e n varidveis possui solucao p-ddica nao-trivial para todo primo p, p > k* 2, desde que

n > 2rk”.

Em 1997, o matematico Meir diminuiu a restricao sobre o conjunto de primos, dado
por Atkinson e Cook, onde se verificava a existéncia de solucao p-adica nao-trivial para
um sistema de duas formas aditivas, isto é, sob as mesmas condicoes sobre o niimero de

variaveis, a solubilidade do sistema é garantida para todo primo p, tal que p > 3k*.

O objetivo desta dissertacao é apresentar o resultado mencionado devido a Meir e
todos os principais pré-requisitos necessarios para entendé-lo. E para isto a dividimos em

dois capitulos.

No Capitulo 1 discutimos a Teoria de somas exponenciais e recorremos a Teoria de
Corpos Finitos, mais especificamente ao Teorema de Hasse - Weil, para obtermos uma

estimativa sobre soma de caracteres multiplicativos.

No Capitulo 2 apresentamos duas técnicas, p-normalizacao e coloracao de variaveis,
que sao utilizadas na demonstracao do Teorema de Meir. Discutimos a relagao do niimero
minimo de varidveis presentes no sistema e a existéncia de solucao nao-trivial. Além disso,

temos a demonstracao do resultado devido a Meir.



Capitulo 1

Somas Exponenciais e o Teorema de
Hasse - Weil

1.1 Somas Exponenciais

Nesta se¢ao discutimos sobre somas exponenciais, que consiste em um método bastante
utilizado em problemas de natureza aditiva. Através deste método obtemos estimativas
que sao bastante utilizadas na demostracao do teorema a ser apresentado no préximo

capitulo, que se deve a Meir.

Definigao 1.1. Seja g uma raiz primitiva médulo p, isto €, g € um gerador de Fy, onde p
¢ um numero primo. Sejam d = mde(k,p—1) e € uma raiz primitiva d-ésima da unidade.

Para s =0,1,...,d — 1 definimos

e se x=4¢g'
Xs(z) = { .

0 se =0

Tal funcao é chamada de cardter multiplicativo modulo p. Em particular, quando s = 0

denominamos xo como sendo o cardter principal ou cardter trivial.

Lema 1.2. x4(1) =1 para s =0,1,...,d — 1.

Demonstracgao: De fato, como 1 = ¢°, segue pela Definicao 1.1 que y,(1) = €** =1,

paras=0,1,...,d— 1. [
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Lema 1.3. x, € uma fungao multiplicativa, isto €, para todo x ey em I, temos que

Xs(zy) = xs(2)xs(y).

Demonstracao: Se x = 0 ou y = 0 a demonstracao é imediata. Sendo assim,
suponhamos que = e y sejam ambos nao nulos. Como g é raiz primitiva, segue que
existem inteiros positivos, m e n, tais que, r = ¢ e y = g" e conseqiientemente xy =

g9t =g

m—+n

. Dai pela Definicao 1.1 obtemos

E(m—&—n)s _ ms_ns

Xs(xy) = € € = Xs(-r)XS(y)

Lema 1.4. Sejam a e b tais que a = b (mod p), entao xs(a) = xs(b).

Demonstracao: Como g ¢ raiz primitiva existem u e v tais que a = g* e b = g¢°.
Logo, pela hip6tese, obtemos g* = g* (mod p), ou seja, g*~¥ =1 (mod p). Utilizando
novamente o fato de g ser uma raiz primitiva temos que u —v =0 (mod p — 1), isto é,

u=v (mod p—1).

Mas d = mdc(r,p — 1), logo, d | (p — 1). Dessa maneira v = v (mod d) e dai segue

imediatamente pela Definicao 1.1 que xs(a) = xs(b). ]
p—1

Lema 1.5. Temos sz(x) =0, desde que s # 0.
=0

Demonstragao: Como s # 0, isto é, x, nao é o carater principal, entao existe a tal

que xs(a) # 1 com mdc(a,p) = 1. Logo

@) 3 ) = 3 (@) = 3 xelar) = 3 xa(a),

onde a segunda e a terceira igualdade acima sao justificadas pelos Lemas 1.3 e 1.4, re-

spectivamente.
p—1 p—1
Assim obtemos (xs(a) —1) Z Xs(z) = 0, de onde concluimos que Z Xs(z) = 0, visto
=0 =0
que xs(a) # 1. =
d—1
d se d|t
Lema 1.6. Temos Xs(T) = onde x = g' e d = mdc(k,p—1).
SZ:(; (@) { 0 se dtt ( )

4
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Demonstragao: Seja x = g'. Suponhamos que d | t, isto é, existe t; € Z tal que

t = t1d. Pela Definicao 1.1 segue que y,(z) = €/ = €19 = 1. E assim

d-1 d-1
ZXS(x) = l=d
s=0 s=0
Por outro lado se d 1 t, entao
d-1 d-1 1 — (etyd
_ ts _ t t\2 tyd—1 _ —

p—1
Defini¢ao 1.7. Sejam p um nimero primo e k € N. Definimos T(b) = Zfbyk, onde &
y=0

€ uma raiz primitiva p-ésima da unidade.

A partir de agora estamos interessados em entender a soma apresentada na Defini¢ao

1.7 quando tivermos mdc(b, p) = 1.

Para cada z, tal que = € {0,1,...,p — 1}, seja m(x) o nimero de solugbes da con-

gruéncia y* =z (mod p).

Dessa maneira, seja ¢ uma raiz primitiva médulo p, entao fixado x, x # 0, existe t tal
que # = ¢'. Fazendo y = g%, conclufmos que resolver y* = x (mod p) é o mesmo que

t

resolvermos em u a congruéncia g** = g* (mod p).

Pelo fato de g ser uma raiz primitiva médulo p temos que g“*~* =1 (mod p), e assim,

uk —t=0 (mod p—1), ouseja, uk =t (mod p—1).

Uma condigao necesséria e suficiente para que uk =t (mod p — 1) admita solugao
¢ que mdc(k,p — 1) | t. E no caso de admitir solu¢do temos que possui exatamente
mde(k,p — 1) solugoes. Tal resultado pode ser encontrado em [11].

mdc(k,p—1) se d|t

Portanto, para x # 0, obtemos que m(x) = { , onde T = ¢'.

0 se dft
Assim, para x # 0, segue pelo Lema 1.6 que
d—1
() = 3 xale). (11)
s=0
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Dai pela relagao (1.1) obtemos

p—1 p—1 p—1 d—1
k
T(b) _ Zgby — m(x)fbx _ + ZX& gbz
y=0 x=0 =1 s=0

= ZZ (1.2)

Definicao 1.8. Seja x um cardter multiplicativo modulo p e a € N. Definimos a Soma
Gaussiana como sendo ,(x) = Z x(x)€
Observacao 1.9. No caso de a ser igual a 1, denotaremos a Soma Gaussiana neste caso

como sendo T(x).

Lema 1.10. Se mdc(a,p) =1 e x € um cardter nao-trivial, entdo x(a)7.(x) = 7(x)-

Demonstracao: Pela Definicao 1.8 segue que

-1 p—1

x(@)ra(x) = x(a) p_ x(@) = >  x(a)x(x)&™,

i

e agora, pelos Lemas 1.3 e 1.4, obtemos que

@) = 3 xan)e = 3 x(@)e = 7(x)

p—1

se a=0 (mod

Lema 1.11. Temos E £ = { Z(; ( P) , onde & € uma raiz primitiva
g c.c.

p-ésima da unidade.

Demonstragdo: Suponhamos que a = 0 (mod p), logo existe a; € Z tal que a = pay.
Dai,

p—1 p—1 p—1

d o= () => 1=p.

=0 =0 =0

Por outro lado, se a Z 0 (mod p), entao
p—1
1 — (¢ayp

I R A e
=0
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Lema 1.12. Se mdc(b,p) = 1, entdo T(b sz , onde x mao € o cardter

S

trivial e d = mdc(k,p — 1) e X, € o cardter conjugado de Xs.

Demonstragdo: Da relagao (1.2) obtemos que

-1 p—1 d—1 p—1 d—1
Z t2 Zﬁ”’” 22 (@)
=1 =1 s=1 rx=1 s=1
p—1
Como mdc(b, p) = 1 segue pelo Lema 1.11 que Zfbx =0 e assim
=0
p—1 d—1 d—1 p—1 d—1
Xs(@)E" =) " xa(@)6 = 7lxa)- (1.3)
z=1 s=1 s=1 x=0 s=1

Aplicando o Lema 1.10 na relacao (1.3) obtemos que

s

-1

T0) = 3 (60) rix) = S0

1

7(Xs),

s

onde a ultima igualdade se deve ao fato que | xs(b) |= 1, ou seja, xs(b)xs(b) = 1, isto é,

(xs(0))™t = x5(b). O que conclui a demonstragao. n
Teorema 1.13. Se x um cardter nao-trivial e a € N tal que mde(a,p) = 1, entao

| 7a(X) |= VP

Demonstragdo: Temos por hipétese que mdc(a,p) = 1 e x é diferente do cardter

trivial. Dessa maneira | x(a) |= 1 e conseqiientemente obtemos pelo Lema 1.10 que

x(a)ma(x) = 7(X), isto &, [ Ta(x) [=[ 7(x) | -

Pela tltima igualdade é suficiente mostrar que | 7(x) |*= p. Como | x(a) |= 1, temos

x(a) = (x(a))™". (1.4)

Ta(X) = (x(a))'7(x). (1.5)

De (1.4) e (1.5) segue
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() = (x(@))™" 7(x) = x(a)7(x)- (1.6)
Através de (1.5) e (1.6) obtemos

Ta(X)7a(x) = TO)T(X) = 7(x) I (L.7)

Pela relagao (1.7) segue

Y 7)) = 00070 + Y [ 700 P

p—1
Mas, pela Definicao 1.8 segue que 19(x) = Zx(x) = 0, onde a tltima igualdade é
—0

r=
devida ao Lema 1.5, pois y nao é o carater trivial.

Assim
S n0m) = S0P = [10PYL = oD, (18

Por outro lado, novamente pela Definicao 1.8 temos que
~1 p-1

7a(X)7a(X) = <2x “””) <Zx_ ) - X(@)x(y)e"e).

=0 y=0

’E
'ﬁ

Dessa maneira,

iTa(X)T

3
3

<_ _x<x>@“y>> sz NS e, (19)

a=0 \z=0 y=0

Pelo Lema 1.11 concluimos que

Zfax W { se x=vy (mod p) . (1.10)

0 c.c.

De (1.9) e (1.10) segue que

Zfa pZX ix(l‘)m—pil—p(p—l)- (1.11)

Comparando as relagoes (1.8) e (1.11) obtemos (p — 1) | 7(x) |*= p(p — 1), ou seja,

| 7(x) |*= p, e assim concluindo a demonstragao. "

8
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p—1

Lema 1.14. Se T'(b) = Zébxk commdc(b,p) =1 ek | (p—1), entio | T(b) |< (k—1)\/p-

=0

Demonstragdo: Temos pela relagao (1.3) obtida na demonstragdo do Lema 1.12 que

T(b) = Z_:Tb(xs). Dal

k—1

Tb(XS)

|T0) | =

< 3 It (1.12)

Mas sabemos pelo Teorema 1.13 que | 7(xs) |= /P, logo em (1.12) obtemos que
k-1 k-1
(TG < D VP = VP 1 = Valk—1),
s=1 s=1

O que conclui a demonstragao.

Lema 1.15. Se T(b) = & com mde(b,p) =1 e k| (p—1), entio

p—1

| T(b) ’=plp —1)(k —1).

i
X

Demonstracao: Por hipdtese segue que

p—

‘ T(b) |2: ZT(b)m _ (Z é.bmk> (Z E_byk> _ fb(mk_yk).
0

b= b=0 b=0 \z=0 y=0 =0 y=0 b=0
(1.13)
Pelo Lema 1.11 temos que
p—1 k k
, -y =0 d
Zgb(mk_yk) _ { p, se x¥—y (mod p) . (1.14)
P 0, c.c.
Assim de (1.14) em (1.13) obtemos que
p—1
| T(b) = pM, (1.15)
b=0

onde M é o nimero de solugdes da equacao ¥ — y* =0 (mod p).

9
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Se x = 0, entdo a congruéncia y* = 0 (mod p) tem apenas uma solucdo, a saber

k

y=0. Sex = a # 0, entdo a congruéncia y* = a* (mod p) tem exatamente mde(k,p—1)

solugbes, ou seja, possui exatamente k solugoes, pois k | (p — 1). Logo

M=1+(p—1)k (1.16)

Por outro lado,

I

3
no

+
g
=
o
T_.\
=
3

S TO) P = |TO)P+ Y| T) P

b=1
visto que T'(0) = p.
Pelas relagoes (1.15), (1.16) e (1.17) obtemos
p—1
PP+ Y1 T0) P=p(1+ (p = 1)k),
b=1
ou seja,
p—1
S IT®) P=p1+ (p— 1)k - p).
b=1
p—1
E portanto Y | T(b) |*= p(p — 1)(k — 1). =
b=1
p—1 p—1
Lema 1.16. Para n inteiro positivo seja S, = Z | T(b) |", onde T(b) = Zﬁbxk e
b=1 =0
k| (p—1). Entio S, < (k—1)""Ipa+!,
p—1 p—1
Demonstragao: Temos que S, = Z | T((b) " = Z | T(b) || T(b) |*. Assim,
b=1 b=1
pelo Lema 1.14, obtemos que
p—1 p—1
_ n2 e
Su< Y (Vo (k=1 |TQ) P = p= (k=12 [TO)*.
b=1 b=1
Em seguida, aplicando o Lema 1.15 temos
n—2 _ n n—
Sa<pz (k=1)""pp—1(k-1)=p2(p—1(k-1)"",

10



Capitulo 1. Somas Exponenciais e o Teorema de Hasse - Weil

ou seja,
Sn S p%-l—l(k o 1)n—1

afinal, p—1 <p. [

Lema 1.17. Sejam a,b e A\ nimeros reais tais que a > 0, b > 0 e 0 < XA < 1. Entao
a*bt* < Xa+ (1= \)b.

Demonstragao: Se b = 0, entao a desigualdade é facilmente verificada, devido as
condigoes sobre a e A. Suponhamos que b # 0. Seja f(t) = t* — M, para todo t > 0.
Derivando f em relagdo a t, obtemos que f’(t) = A(#*~! — 1). Utilizando ferramentas de
calculo, obtemos que 1 é o Unico ponto critico de f e tal ponto é ponto de maximo de f.
Logo

f(t) < f(1), parat >0,
ou seja,
th <M+ (1—)), parat > 0. (1.18)

Como b # 0, segue da relagao (1.18) para t = % que

ORTIORIES

a*' ™ < Aa+ (1 — \)b.

isto é,

Lema 1.18 (Desigualdade de Hoélder). Sejam x; e y; nimeros complexos, entdo

n

n n 1/p 1/q
Z lzy;| < (Z |xi|p> (Z |yi]q> , onde p e q sdo numeros reais tais que p,q > 1
i:i . i=1 i=1

e—+-=1
P q

n

1/p n 1/q
Demonstragao: Consideremos A = Z | ;[P e B= (Z |yi|q> . Se A=0
i=1 i=1
ou B = 0, entao a desigualdade é facilmente verificada. Sendo assim, suponhamos que

A+£0eB#0.

11
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p q

i i 1

Consideremos a = (|Z|> , b= <|yB|> e A = —. Observemos que a > 0, b >0 e
p

0 < A <1, logo pelo Lema 1.17 temos

T <G -0 G)

ou seja,
) . AN\ P 1\ ¢
bl _ 1 (lail\" 1 ()"
A B " p\A g\ B
1
visto que — + — = 1.
Dai,
Z |yl Z |4 Z |yl
=R =GR = NS S S
AB — p Ar qg B P q ’
ou seja,
Z lziys| < AB= <Z ’xi‘p> <Z |yi‘q> ,
i=1 i=1 i=1
provando a desigualdade desejada. [
Lema 1.19. Sejam x1,,...,x, numeros complexos e k inteiro positivo, tal que k > 2.
n n 1/j1 n 1/.7k
Entao Z |zy,xe, .. g, < (Z |m1i|jl> . (Z |$kl|]k) , onde Ji, ..., Jk Sa0
i=1 i=1 i=1
1
numeros reais maiores do que 1 e — +---+ — = 1.
J1 Jk

Demonstragao: A demonstracao segue por indugao sobre k. O caso k =2 é o Lema
1.18. ]

Lema 1.20. Sejam k inteiro positivo e p um nimero primo tais que k | (p—1) e p > k*.
Se abc #0 (mod p), entio a congruéncia ax®+by* +cz* =d (mod p) tem uma solugdo

(x,y, z) tal que xyz Z0 (mod p).

Demonstracao: Considere N o numero de solugoes da congruéncia
az® + by* + cz¥ =d (mod p). Pelo Lema 1.11

p—1 k k k—
u=0

0, c.c

12
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Assim, de (1.19) podemos concluir que N é

1
é-u (azF4-byF +czF —d). (120)

p—1 p—1

’E
H

bS]
|

’@H—‘

8
i
o
i
=)

y=0 2=0 u

Pela Definigao 1.7 obtemos em (1.20) que

p—1 p—1 p—1 p—1
Np _ Z gauwké;buyké;cuzké&fdu _ Z [(Z aux > (Z gbuy ) ( gcuzk> é—du] 7
z,y,z,u=0 =0

u=0 z2=0

Np = ZT(au)T(bu)T(cu)ffd“ = P +ZT‘W T(cu)e,

visto que T'(0) = p.

Logo
p—1 p—1
| Np—p*| = ’ZT(GU)T(bU)T(CU)é‘d“ < D1 T(aw)T(bu)T(cu)e™™ |,
u=1 u=1
ou seja,
p—1
INp—p*| < > | T(aw)T(bu)T(cu) | . (1.21)
u=1

Utilizando a Desigualdade de Hélder no lado direito da relagao (1.21) obtemos que

wl—=

| Np—p’| < {Z | Taw) [Py [ T(0u) P Y| T(ew) I3} : (1.22)

Por hipétese temos que abc Z 0 (mod p). Assim quando u percorre os valores

1,2,...,p— 1 temos que au, bu e cu percorrem estes mesmos valores modulo p. Entao
p—1 p—1
> T Z|Tbu Z|Tcu = > | T(u) . (1.23)
u=1 u=1
Dessa maneira, segue através das relagoes (1.22) e (1.23) que

(1.24)

=
3
|
i
w
AN
VR
1
=
&
Tw
~
w
Lol
I
=
M1
=
E
Tw
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Observe que temos do lado direito de (1.24) o que definimos no Lema 1.16 como sendo

Ss. E aplicando a estimativa de S5 obtida no Lema 1.16 em (1.24) obtemos

INp—p*| < (k—1)%3. (1.25)

De (1.25) temos que

ot

PP (k—1)%% < Np < p*+(k—1)%s.

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por p obtemos

N

pPP—(k—1)7%2 < N < p*+4(k—1)%:. (1.26)

Agora estimamos o nimero de solucdes de ax® + by* + cz*¥ = d (mod p) tal que
xyz =0 (mod p).

Sex =0 (mod p), temos que by* + cz* = d (mod p). Esta equagio possui no
méximo k solugoes para cada valor de y fixado, pois sabemos pela hipdtese que k | (p—1).
Como existem p valores possiveis para y, obtemos que a equagao possui no maximo kp

solucoes.

Repetindo tal processo paray =0 (mod p)e z=0 (mod p), chegamos a conclusao
de que a congruéncia az® + by* + c2* =d (mod p) possui no maximo 3kp solugoes com

xyz =0 (mod p).

Logo para verificarmos se a congruéncia ax® + by* + cz* = d (mod p) possui solucao

com zyz Z0 (mod p) é suficiente mostrar que
p*— (k- 1)2p% > 3kp, (1.27)
onde o lado esquerdo de (1.27) ¢é a cota inferior para N obtida em (1.26).

A relagao (1.27) é verdadeira. De fato, por hipdtese sabemos que p > k*. Logo p% > k?
e assim —3kp~2 > —3k~ L,

Das desigualdades acima obtemos

p? —3kp > k-2 (1.28)

14
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Mas 2k? — k > 3 para todo k > 2, isto é,

2% —1> % (1.29)

De (1.28) e (1.29) obtemos que
pr—3kp 2 >k*—2k+1=(k—1)>~
Multiplicando a desigualdade acima por p% obtemos a relacao desejada, isto é,
p* = 3kp > (k —1)°p2,

ou melhor,
p*— (k— 1)2p% > 3kp.

1.2 Teorema de Hasse - Welil

Esta secao serd devotada a demonstracao de um resultado que nos fornece uma es-
timativa para determinada soma de caracteres multiplicativos. Tal resultado é devido
a Hasse e Weil. A demonstracao é feita tendo como suporte a Teoria de Corpos Fini-
tos, e dessa forma, alguns conceitos (corpos finitos e suas propriedades, norma, cardter
multiplicativo, polindmio caracteristico e outros) desta teoria nao serao tratados neste
momento, mas podem ser encontrados em [6, p. 1-11] e [12]. No final da se¢ao obtemos,
como conseqiiéncia do Teorema de Hasse - Weil, uma estimativa que sera utilizada para

demonstrar o Teorema de I. D. Meir, a ser apresentado no préximo capitulo.

Consideremos A\, A : & — D, uma aplicacao onde ® é o conjunto de polindomios
monicos sobre F, e D = {z € C;| z |[< 1}, tal que A(1) = 1 e A é uma fungao multiplicativa.
Definimos a seguinte série

10 -3 (T o) L.0)
k=0 g€<1>k

onde ®; ¢ o conjunto de polindmios monicos de grau k sobre F,.

1
Observemos que a série L(z) converge absolutamente para | z |[< —.
q

15



Capitulo 1. Somas Exponenciais e o Teorema de Hasse - Weil

Como F,[z] é um dominio de fatorac@o tnica, utilizando o fato de A ser multiplicativa,

obtemos

L(z) :i<2)\ >z —Z)\ ZIraulg

ged
= H (1 +A(F)27 ) N(F2) 29I o \(f3) 2 ) )
(1 + )\(f)zgrau + )\(f)Z 2grau(f + /\(f)3z3gv"au(f) + . )

LA 4 (A= D)2 4 (A2 D) )

1
(=57

onde f sdo os polindémios monicos irredutiveis em F,[z].

I
- \E\E\

Dessa forma,

=9 ([l shen)) - 5o ).

log(L(2)) = Y ~log(1 = A(f)z""),
f
onde a soma ¢ feita sobre todos os polinomios monicos e irredutiveis com coeficientes em

F

isto é,

q-

Dai
Z%ZOQ = z— Z —log(1 — A\(f)z9 )y = 2 Z —dilog(l — A(f) 29y
_ ZZ A(f)gmu(f)zgmu(f)_l Z gmu (f)z9rauld)
o 1— )\(f)zgrau(f) - Zgrau(f) :
E assim,

zilog(L(z)) = Z A(f)grau(f)z0 D) (14 A(f)z ) 4 \(f)?22redD) 4 )

_ Zgrau(f) ()\(f> grau(f + )\(f)Q 2grau(f) + )\(f)?) 3grau(f) +. ) .
!

Agrupando os termos acima segundo a poténcia de z, obtemos
d [ E Ly (1.31)
z—Io 2° .
dz 9(L

16



Capitulo 1. Somas Exponenciais e o Teorema de Hasse - Weil

onde
L= 3" grau( HA(F)7o ), (1.32)

tal que a soma ¢ feita sobre os polinomios monicos e irredutiveis em F, cujo grau ¢ divisor

de s.

Agora, suponhamos que exista ¢, inteiro positivo, tal que Z Ag) = 0, para todo
gEP

k > t. Logo L(z Z (Z A(g > 2F. Observamos que L(z) é um polindmio de grau .
k=0 gedy
Em C podemos fatorar L(z) da seguinte forma:

Liz)=(1—-wz)...(1 —wz),

m=1 m=1
t t w
=2z E —log(1 — wy2) =2z g =
dz 1 — Wm?Z
m=1
t 1 S
:—g 2Wp, :—E 2om(l+wmz+wo 2+ ...)
1—wn,z
m=1
t o] t o]
= — g Wy, E wl 2’ =— g E witltl
m=1 7=0 m=1 j=0
[e%¢) t
_ J+1 ) g+
E Wit 2T
7=0 \m=1

Fazendo s = j + 1, obtemos que

zdilog Z (Z ) (1.33)

s=1

Comparando as relagoes (1.31) e (1.33) temos que

Ly=—wj— - —wj. (1.34)

17
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Definigao 1.21. Sejam f(z) = apz™+a12" '+ +a, e g(x) = boa™ +byx™ 1+ -+ by,
pertencentes a Fq[m], polinomios de grau n e m, respectivamente. Definimos a resultante

a a ... a, 0 0 ... 0 )
0 a a1 ... ay,
m linhas
0 0 ao ay (05} (07%
R(f,g) = det ] 1.35
(hoy=det | | ) \ (135)
0 b b b b
0 1 2 n linhas
0 ... 0 ... bp by ... by | )

Observemos que a matriz acima tem ordem m+n e decorre imediatamente da definicao

que R(f,g) € F,.

Quando conhecemos as raizes de f, ou seja, f(z) = ag(r — ay)...(x — a,,) pode-se

mostrar que a resultante de f e g neste caso é dada por
n
R(f.9) = ag' [ T g(es). (1.36)
i=1

onde m é o grau de g, ver [12].
Lema 1.22. Nas condi¢oes da Defini¢ao 1.21, temos que R(f,g) = (—1)""R(g, f).
Demonstracao: De fato, basta observarmos que o determinante de uma matriz muda

de sinal quando permutamos uma linha. Como queremos permutar m linhas n vezes segue

o resultado desejado. [

Seja W um carater multiplicativo de F, de ordem m, com m > 1. Seja f um polinomio
monico de grau positivo e que nao é uma m-ésima poténcia. A partir de agora, consider-

aremos a seguinte aplicacao
A:® — D, tal que, A(1) =1e A(g) = V(R(g, f)), (1.37)

onde R(g, f) é a resultante de g e f.

18
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Observemos que para g € @, se g(x) = (z —ay) ... (z — ), segue pela relacao (1.36)
que

R(g, f) = flan) ... flag). (1.38)

Substituindo a relagao (1.38) na definigao de A obtemos que

Mg) = V(R(g, f)) = V(f(ar) .- f(em)). (1.39)

A funcao A\ definida acima possui duas propriedades importantes. Tais propriedades

sao a essencia dos proximos dois lemas a serem discutidos.
Lema 1.23. A aplicagio A € multiplicativa, isto €, A(gh) = X(g)A(h), para todo g,h € ®.
Demonstragao: De fato, sejam g,h € @ tais que g(z) = (x — f1)...(x — () e
h(z) = (x — Br41) ... (x — Brys), nos respectivos corpos de decomposicao sobre F,. Assim,
segue que
(gh)($) = (:B - ﬁl) s (:E - ﬁr)(aj - ﬁr—&—l) s (27 - ﬁr-&-s)-

Logo, pela definigao de A e por (1.38) temos que

Agh) =Y (R(gh, [)) =Y(f(B1) - f(B)f (Bria) - - [ (Brs))-

Como ¥ é um carater multiplicativo

Agh) =W (f(B1) - f(B) V(S (Bria) - f(Bris)) = R(g, F)R(D, [) = AMg)A(h),

o que conclui a demonstracao. [

Observacgao 1.24. (Teorema Chinés do Resto) Seja F' um corpo. Sejam fi, ..., f. €
F[z] polindmios nao-nulos que sao coprimos dois a dois. Sejam hy, ..., h, € F|x] polinémios
arbitrarios. Entao a congruéncia g = h; (mod f;), para i = 1,...,r tem solugao e tal

solugdo € unicamente determinada mddulo fy ... f., ver [12].

Lema 1.25. Seja A a aplicagdo definida em (1.37). Seja d o niumero de raizes distintas

de f em seu corpo de decomposi¢ao sobre F,. Logo, Z Ag) =0 para k > d.
9ePy,

Demonstracao: Escrevamos f da seguinte forma, f = fi* ... fo, onde f1,..., f. sao

polinoémios distintos, monicos e irredutiveis sobre F,. Suponhamos que f; tenha grau d;.
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Como f; é irredutivel de grau d;, segue que f; possui d; raizes distintas em uma extensao
E; de F,, com [E; : F,] = d;.

Sendo assim,

€j
r r

R(f,9) =[] ol HH!J vi) =11 {119@) | =11®R 97 (1.40)

(1) J=1(2) J=1 \ (3) j=1

onde em (1.40) temos que (1), (2) e (3) significam que o produto é feito sobre todas as

’ €4 .
raizes de f, f;” e f;, respectivamente.

Dessa maneira, pelo Lema 1.22 temos que

R(g,f) = (=D R(f,q) = (=) R(f1,9)" ... R(f,,q)"". (1.41)

Seja B; uma raiz de f;. Entao todas as raizes de f; sao dadas pelos conjugados de [3;

e assim pela relacao (1.36) temos

R(f;,9) = 9(B)9(8Y) ... g(37" ). (1.42)

Como g é um polinémio com coeficientes em F, e sabemos que z? = x para todo

z € IF,, segue de (1.42) que

R(f;,9) = 9(B;)(9(8;)7 ... (9(8,))™" " = N, e, (9(5;))- (1.43)

Da relagao (1.41) obtemos

Mg) = U(R(g. f)) = T((=1)*"R(f1,9)" ... R(f, 9)),

e como ¥ é multiplicativo segue que

Mg) = T((=1)")U(R(f1,9)" ... T(R(fr, 9))",

donde concluimos pela relagao (1.43) que

Mg) = T ((=1)") ¥ (N, /r,(9(51)) - .- ¥ (N, /e, (9(5:)))-

Fazendo e, = ¥((—1)"") e 7; = ¥% o Ng, p,, obtemos

Mg) = exmi(g(B1)) - 7 (9(5r))- (1.44)
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Defina
I': &, — Fy x---xE,

g = (g(ﬁ1)> cet 79(&7’))

Agora, gostariamos de saber quantos polinomios g em ®;, existem, com k > d, onde d

é o numero de raizes distintas de f, tais que I'(g) = (v1,...,v,).
Seja (vq,...,v,) € Eyx---xE,. Como E; = F,[5], existe h; € F,[z] tal que v; = h;(5;).

Temos que I'(g) = (vy, ..., v,) se, e somente se, g é solucao do sistema de congruéncias
g=h; (mod f;), parai=1,...,r. De fato, suponhamos que I'(g) = (vy,...,v,). Logo
9(06;) = v;, parai =1,...,r. Por outro lado, sabemos que v; = h;(53;), parat =1,...,r.
Sendo assim, obtemos que (¢ — h;)(3;) = 0, parai = 1,...,r. Como f; é o polinémio
minimal de ;, segue que f; | (9 — h;), isto é, g = h; (mod f;), para ¢ = 1,...,7.

Reciprocamente, basta observarmos que h;(3;) = v; e f;(3;) =0 parai=1,... 7.

Dai concluimos, utilizando o Teorema Chinés do Resto, que
g=G (mod fy...f.), com grau(G) < grau(f,...f,)=di+---+d, =d.

Assim, g = f1... f '+ G, para algum polinémio moénico F' € F,[z] com grau(F) = k—d,
visto que grau(g) = k. Dessa maneira, para sabermos quantos polinémios ¢ existem,
basta contarmos quantos polinomios F' existem tais que g = f;... [, + G. Visto que
F ¢ um polindémio ménico de grau k — d com coeficientes em F,, segue que existem ¢*~¢

polinémios. Logo, obtemos para k > d a partir da relagao (1.44) que

Do M9) =Y ameB) . ngB) =ad Y m). (v,

geDy, gePy Vlyeen, Up

v; € B

ou seja,

Z Mg) = epg™? ( Z 7'1(1)1)> ( Z T,,«(Ur)> : (1.45)

gedy vi€E vr€E,

Pela defini¢ao da aplicagao A, sabemos que f nao é uma m-ésima poténcia, logo existe
1 tal que e; nao é multiplo de m. Como ¥ é um carater de ordem m, logo W% nao é o

carater trivial e consequentemente ;.

Dessa forma, Z 7;(v;) = 0.

v;EE;
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Assim, obtemos na relagao (1.45) que

Z Ag) =0, para k > d. (1.46)

gePy

Teorema 1.26. Seja ¥ um cardter multiplicativo de F, de ordem m, com m > 1. Seja
f € F,[z] um polindmio ménico de grau positivo e que nao é uma m-ésima poténcia. Seja
d o numero de raizes distintas de f em seu corpo de decomposicao sobre F,. Suponha que
d > 2. Entdao existem niumeros complexos wi,...,wq_1, dependendo somente de f e U,

tal que para todo inteiro positivo s temos que

STU(f(7) = - - — Wi

YEF s

onde U = T o NF . /F,-

Demonstragao: Consideremos a aplicagdo A : & — D, tal que A(1) = 1 e A(g) =
U(R(g, f)) para g € &, onde f é o polinomio dado pela hipétese. Pelo Lema 1.23 temos

que A é multiplicativa.

Sabemos pelo Lema 1.25 que Z Ag) = 0, para k > d. Aplicando o que foi feito

9Py,
inicialmente nesta secao para esta funcao A que estamos considerando, temos pela relagao

(1.34) que

L= w (1.47)

<.
Il
—

para todo inteiro s > 1.

Por outro lado, pela relacao (1.32), temos Ly = Zgrau(h))\(h)s/gmu(h), onde a soma

h
é feita sobre os polindmios monicos e irredutiveis sobre [F, com grau divisor de s.

Consideremos h um polindmio monico irredutivel sobre F, tal que grau(h) | s. Seja
E = F,. Tome 7 uma raiz de h, logo v € E. Desta maneira, h¥/9"*" ¢ o polinomio

caracteristico de v sobre F,, de onde segue que

hs/gm“(h)(x) =(x—7)(x =77 ...(xr— 7‘13_1). (1.48)
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Por (1.48) e visto que A é multiplicativa temos

)\(h>s/9raU(h) — )\(hs/graU(h)) — q,(R(hs/gmu(h)’f)) _ \If(f(’)/)f(’yq) ,,,f(yqs_l)).

Como os coeficientes de f estao em [F, temos entao que
A(R)*oreet) = W (Ngyg, (f(7))) = ¥(f(), (1.49)
onde ¥ = ¥ o NEg/F,.

Da relagao (1.49) e sabendo que grau(h) é igual ao ntimero de raizes de h temos que

grau()A(R)D =Y AT =y W (f(y). (150)
yeE yeE
h(y) =0 h(y) =0
De (1.50),

Lo = ) > W9(f(y) = Y U(f(9). (1.51)

vyeE ek
h(y)=0

Portanto pelas relagdes (1.47) e (1.51) segue

D V() = el =i

yeE

]
Defini¢ao 1.27. Seja K um corpo. Dizemos que um polinomio f € K[z, y| é absoluta-
mente irredutivel sobre K se € irredutivel sobre qualquer extensdao algébrica de K.

Pelo método de Stepanov e Schmidt, ver [12], obtemos o préximo resultado.

Teorema 1.28. Seja m > 2 um divisor de ¢ — 1 e seja f € F,[x] com grau(f) =k > 1
tal que y™ — f(x) € absolutamente irredutivel. Entdo para ¢ > 100mk?, o nimero N de

solugoes da equagao y™ = f(z) em FZ satisfaz [N — q| < dkm?qz .

Lema 1.29. Seja K um corpo. Seja t um elemento pertencente a uma extensao de K,
onde t" € K, para algum n € N. Se w € o menor inteiro positivo tal que t* € K, entdo

w | u, para todo u € N tal que t* € K.
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Demonstracao: De fato, caso contrario se u = wq; + r1, com 0 < r; < w, entao
i =t = 4 (tW) "9 ou seja, t" € K, visto que, t*,t* € K. Isto é um absurdo, pois

w é o menor inteiro que possui esta propriedade. [

Definigao 1.30. Seja K um corpo. Denotaremos K(x) o corpo de funcgdes racionais

sobre K, isto €, o corpo que consiste das fra¢oes da forma = com [ e g € Klz|, g # 0.
g

Teorema 1.31. Seja K um corpo. Seja f € Klz| com grau(f) > 1 e seja m € N.
Suponhamos f(z) = a(x — 1) ... (x — aq)® € a fatorag¢ao de f no seu corpo de decom-
posi¢ao sobre K, onde a € K e ay,...,aq sdo as raizes distintas de f. Entdao y™ — f(x)

¢ absolutamente irredutivel se, e somente se, mdc(m, ey, ..., eq) = 1.

Demonstragdo: Mostraremos que y™ — f(x) nao é absolutamente irredutivel se, e

somente se, mde(m, ey, ..., eq) > 1.

Suponhamos que y™ — f(z) é redutivel sobre uma extensao algébrica L de K. Sem
perda de generalidade, podemos supor que em L o polinomio y™ — 1 se decompoe. Logo

y"—1=(x—&)...(x — &), onde & sao as raizes m-ésimas da unidade e §; € L.

Como y™ — f(x) é redutivel em L, temos que

y" = fla) = r(z,y)s(z,y), (1.52)

com 7(z,y),s(z,y) € L|x,y], grau(F) > 0 e grau(G) > 0. Consideremos y™ — f(x) como
um polinémio em y com coeficientes em L(z). Se Y é uma raiz de y™ — f(z) no corpo de

decomposicao sobre L(x), entao

y" = flz)=(y—-&Y)...(y = &Y. (1.53)

Observemos que y — &Y, para i = 1,...,m, sao polinomios moénicos e irredutiveis no
corpo de decomposigao de y™ — f(z) sobre L(x). Pela fatoragao tinica, segue das relagoes
(1.52) e (1.53) que

r(z,y) =aly —&,Y) ... (y —§,.Y), (1.54)

para algum ji,...,7, €{1l,...,m}ea#0€ Lcom1<n<m.

Como r(z,y) € Liz,yl, segue de (1.54) que (—1)"a&j, ..., Y™ € L[z], e assim, Y™ €
Llx], visto que (—1)"a§;, ... &;, € L.
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Seja w o menor inteiro positivo tal que Y € L(z). Logo w < n < m.

Como Y é raiz de y™ — f(x) temos que Y™ = f(z), ou seja, Y™ € L(z). Assim pelo

Lema 1.29 temos que w | m.

Considere t =

.Comow <n<m e w|mtemos quet > 1.

Escreva Y% =

e g

, tal que g, h € L[x], com h # 0.
Logo,
t
f=Y"=Y" = (Y") = <%> , ouseja, fh'=g".
Por hipétese, f(z) = a(x — o) ... (2 — ag)®. Assim

alr —ap) .. (7 — ag)h' = ¢,

de onde concluimos que ¢ | ey, ..., t | eq. Dessa maneira, visto que t | m, obtemos
mdc(m, ey, ..., eq) >t > 1.
Reciprocamente, suponhamos que e = mdc(m,eq,...,eq) > 1. Seja K; o corpo de

decomposicao de f sobre K. Como a # 0, em uma certa extensao de K existe um

m ¢ e
elemento 3 tal que 3° = a. Coloque s = — e considere fy(z) = Bz —)* ... (z—ag)*.
e

Dai,
vt f@) = ) = (h@) = @ = L)@y )+ ),
isto é, y™ — f(x) nao é absolutamente irredutivel. ]
Teorema 1.32. Sejam wy, ..., w, numeros complexos. Sejam B e C' constantes positivas

tais que |wi + - - +w| < OB, para todo inteiro positivo s. Entdo |w;| < B, para

j=1...,n.

Demonstracao: Seja z uma variavel complexa, entao

1
log(1 —wj;z) = — E —w:2®, para j=1,...,n,
s
s=1

[e.9]

1
desde que |w;z| <1, isto é, |z] < Wl ver [3]. Dai
Wi

log(1—w12) ... (1—wy2)) = log(l—wiz)+---+log(l—w,z) = — Z (Wi Fws)z®.

®w | =

©
Il
—

(1.55)
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Pela hipo6tese obtemos que

1
‘;(wf+---+w;) < w4+ 4wy < OB (1.56)
1 e
Observemos que para |z| < 5 temos que a série Z B’z converge absolutamente, e
s=1

o
consequentemente a série C' B?z°. Logo da relacao (1.56), concluimos que a série
s )

>

s=1

s=1

1
(Wi + -+ 4+ w;)z® converge absolutamente, para |z| < —.

B

w | =

1
Sendo assim, a fungao log((1 — wyz)...(1 — w,z)) é analitica para |z| < B Dessa

1
maneira, 1 —w;z # 0, para j =1,...,nem |z| < 5
Portanto devemos ter
1 1
— < — j=1,...,n, ouseja, |w;|] < B, j=1,...,n.

Teorema 1.33. Seja ¥ um cardter multiplicativo de F, de ordem m, com m > 1. Seja
f € F,[z] um polindmio ménico de grau positivo e que nao é uma m-ésima poténcia. Seja
d o numero de raizes distintas de f em seu corpo de decomposicao sobre F,. Suponha que
d > 2. Entdo os nimeros complezos wy, . . .,wq—1 do Teorema 1.26 satisfazem |w;| < q%,

para j =1,...,d—1.

Demonstragao: Seja k = grau(f). Escolhamos r € N tal que ¢" > 100mk? e o corpo
de decomposigao de f esteja contido em F,-. Como, por hipétese, f é um polinémio
monico com d raizes distintas, f(z) = (x — 1) ... (z — ay)®, onde oy, ..., qq $30 as

raizes distintas de f.

Consideremos e = mdc(m, e, ..., eq). Como f nao é uma m-ésima poténcia segue que

e # m, pois existe e; tal que m 1 e;. E assim, e é um divisor préprio de m.
Seja g(x) = (x — a1)®/¢ ... (z — ag)®¥/. Observemos que g(z) € Fr[z] e f = g°.

Fixemos s € N. Seja I = [Fyrs. Consideremos os seguintes caracteres, A = P(s) e
7 = \°, definidos sobre E. Como 9 é um carater multiplicativo de ordem m, segue que A

m
tem ordem m e 7 tem ordem n = — > 1.
e
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Dai, como f = ¢g¢ e A é um carater multiplicativo, temos

DAUG) = D oME() = Y oXg() = Y T9()- (1.57)

veE veE yeE veE

Agora, consideremos p uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Para j =0,1,...,n—1,
definimos U; = {a € E; 7(a) = p’}. Fixe £ € U;. Temos que a € Uy se, e somente se,

a7 € U;. Isto decorre imediatamente da defini¢ao de Uj.

Observemos que se a7 € Uy, entao 7(a€7) = 1. Como 7 é um carater de ordem n

segue que a7/ = (" para algum § € E* =TF},..

Definamos A; como sendo o nimero de v € E com g(y) € Uj;, ou seja, pela observacao
feita acima, A; consiste na quantidade de elementos de E tais que £ 7g(y) = (" para
algum § € E* e B; como o nimero de solugoes de y" = £ 7g(x) em E x E*. Pelas
defini¢oes de A; e B; segue que

A =

J

J
B 1.58

Seja N, o nimero total de solugoes de y" = £ 7g(x) em F x E.

Como e = mdc(m, ey, ..., eq), segue que
m e €d . €1 €d
1:mdc<—,—,...,—>,ouseja, mdc(n,—,...,— =1.
e e e e e

Sendo assim, pelo Teorema 1.31 obtemos que o polindémio y"—¢& 7 g(x) é absolutamente

irredutivel.

Agora, como v e T sao caracteres multiplicativos de F, e F,-s, respectivamente, segue

quem | (g—1)en| (¢ —1), visto que ¢ é de ordem m e 7 é de ordem n.

Observemos que ¢"* > ¢" > 100mk? > 100n(grau(g))?, visto que n | m e grau(f) =
k > grau(g). Assim, pelo Teorema 1.28 obtemos

k
|Nj o qrs’ <4 (g) n3/2(qrs)l/2’ (159)

k
pois grau(g) = > devido f = ¢°.

Temos também que
[N; — Bj| <

o |

(1.60)
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De fato, pelas defini¢oes de N; e B;, concluimos que a diferenga N; — B; nos fornece o
. k

numero de solugoes da equagao y™ — &7 ¢g(x) quando y = 0. Como grau(g) = —, obtemos
e

a estimativa desejada.
Das relagoes (1.59) e (1.60) temos

|Bj —q"*| =1|B; — N;+ N; —q¢"°| <|Bj — Nj| +|N; —¢"|

k k k
< -+ 4_,13/2(17"8/2 < 5_n3/2qrs/2’
e e e
ou seja, By
|B; — q"%| < 5=n32¢"*? paraj=0,1,...,n— 1. (1.61)
e
Escrevamos
1
A= Eq” + R;. (1.62)

Logo, pelas relagoes (1.58) e (1.61) temos que

1 TSs 1 Ts 1 k rs
|R;| = ‘Aj —¢”| = ~|Bj—q"| < —5-n?2q"/2,

n e

isto é, L
|R;| < 5-n/2¢"/% paraj=0,1,...,n— 1. (1.63)
(&

Segue da relagao (1.57) que

St = | X et X et

veE Yy EE vy €EE
g(v) € Uo 9(v) € Un—1

S| =

yeEE

n—1 ’

:' S S Y

y€EE ye€EE j=0
g(v) € Uo 9(v) € Up—1

Agora, da relagao (1.62), segue que

n—1 n—1 n—1
Saven| = S (heen)o| = L So s Ere
VEE J=0 j=0 j=0
1 1 pn n—1 n—1 ‘ n—1
=St D R = DR < ) IR
j=0 j=0 Jj=0
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Da relagao (1.63) obtemos que

Z)‘(f(7>>‘ < 5 nl/Q rs/QZl _ 3/2qrs/2' (164)

yeE

Do Teorema 1.26, temos que Z A f() = —wi® — -+ —wj®,. Assim, substituindo
’Ye]Fqu
na relacao (1.64), obtemos

r\s ro\s k r/2\s
(WD) + -+ (wg)’] < 5gn3/2(q 2y,

Do Teorema 1.32, segue entdo que |w}| < ¢/ paraj=1,...,d —1, e assim,

lw;| < ¢'/?, paraj=1,...,d — 1. O que conclui a demonstracio do teorema. ]

Teorema 1.34. ( Teorema de Hasse - Weil ) Seja ¥ um cardter multiplicativo de I,
de ordem m > 1. Seja f € F,[x] um polinémio ménico de grau positivo e que ndo é uma
m-ésima poténcia. Seja d o numero de raizes distintas de f em seu corpo de decomposicao

3 ‘If(af(c))‘ < [@d-1)va.

ceF,

sobre IF,. Entdao para todo o € IF, temos que

Demonstragao: Se d = 1, como f nao ¢é uma m-ésima poténcia, segue que

f=(x—ay)" com mtn.

Assim,

> Wlaf(e) = > U(a)¥U((c—ar)") = V()Y V'(c—a;) = V(a)y U'(d) = 0

celfy cely cely deF,

visto que, ¥ é carater multiplicativo de ordem m e U™ nao é o carater trivial. E assim,

segue o resultado desejado.

Agora, suponhamos que d > 2. Pelo Teorema 1.26 segue que

Y U(af(e) = (@)Y U(f(e) = —Y(a)(wi+ - +wi).

c€ly celFg

lwi |+ 4 | wa |-
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Segue do Teorema 1.33 que

> Y(af(e)

cely

< (d=1Va

Corolario 1.35. Seja p um numero primo e x um carater multiplicativo modulo p de
ordem k diferente do cardter principal, tal que k| (p — 1). Seja B(z) um polinémio do
tipo (x — a1)® ... (x — ap)™, onde a; # a; (mod p) parai # j e 0 < a; < k. Entdo

\%}MB(@)
Iy

< (t—1)y/p, onde z percorre um sistema completo de residuos mddulo

Demonstracao: Decorre imediatamente do Teorema anterior. [

Corolario 1.36. Seja x um carater multiplicativo modulo p de ordem k diferente
do cardter principal. Consideremos a; e b; inteiros satisfazendo as sequintes relagoes:
a;bj —ajb; 0 (mod p) parai+#j ea; 0 (mod p) parai=1,...,t. Sejamry,...,1

ZX (H(CLM + bi)”) <(t-1)y/p+1

A=1 =1

inteiros tais que 0 < r; < k. Entao

Demonstragdo: Sabemos, por hipétese, que x é multiplicativo e a; Z 0 (mod p)

para todo ¢ = 1,...,t. Dessa forma, segue que

\ (H<M>) _ (H o (3 g_z)]”) . (H i (3 b_))

(B2 ) () (10-))

b
Fazendo ¢; = —, temos

1

% (H(ai)\ + bi)”) =X (H a?) X ( (A + cl-)“) ) (1.65)

Observamos que ¢; # ¢; (mod p) para todo i # j. De fato, suponhamos que exista
bi b,
um par de {ndices i e j tais que ¢; = ¢; (mod p). Dessa maneira, — = - (mod p), ou
a; Q;
seja, a;b; —a;b; =0 (mod p), o que é um absurdo devido a hipdtese.
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Dali por (1.65) segue que

p—1 t
A=1 =1

o ) (H >\ <S5 (T o (11

onde a ultima desigualdade decorre da Desigualdade Triangular.

Assim

> x <H (A+ci)”> ‘+1. (1.66)

Observe que temos todas as hipéteses do Coroléario 1.35 satisfeitas e dessa forma segue

de (1.66) que
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Capitulo 2

Solucoes p-adicas para Pares de

Formas Aditivas

2.1 Resultados Preliminares

Nesta secao apresentamos duas técnicas que nos auxiliam na busca de zeros p-adicos
para pares de formas aditivas: a p-normalizagao e a coloracao de variaveis. Dado um
par de formas aditivas f e g de grau k em n variaveis, a primeira técnica mencionada,
consiste em uma maneira de agrupar as variaveis de f e g com determinada propriedade
e saber estimar o niimero minimo de varidveis presentes em cada grupo formado. Agora a
segunda técnica sera aplicada em um dos grupos formados, de tal forma que separaremos
as variaveis deste grupo por cores e obteremos uma condi¢ao para que o par f e g possua

zeros p-adicos. As principais referéncias desta secao sao [5], [9] e [10].

2.1.1 p-normalizagao

Sejam f e g duas formas aditivas de grau k em n variaveis com coeficientes inteiros,

ou seja,

{ [ = aal+- -+ a2k (2.1)

g = blx’f+---+bnxfl'
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Associamos as formas f e g a seguinte funcao
0(f,9) = H (aibj — a;b;),
i#]
isto é, O(f,g) é o produto dos determinantes das possiveis submatrizes 2 x 2 obtidas a

partir da matriz dos coeficientes do sistema.

= f"x, ..., pra,)

, entio O(f*, g*) = p?*=VXvig(f, g).
g* = g<ple17 e 7pvnxn)

Propriedade 2.1. Se{
[r=A+ng

, entdo 0(f*,g*) = (Ao — ,up)n(nfl)g(f7 q).
g =pf+og

Propriedade 2.2. Se{

A demonstracao de tais propriedades podem ser encontradas em [9] e [10].

Definicao 2.3. Dois pares de formas aditivas, com coeficientes inteiros, sao ditos equiva-
lentes se um puder ser obtido do outro por alguma combinagao das operagoes apresentadas
nas hipoteses das Propriedades 2.1 e 2.2, considerando vy,...,v, € Z e A\, u,p,0 € Q,
com Ao — pp # 0.

Observemos que se um par de formas aditivas f e g possui zeros p-adicos, entao todos

os outros pares equivalentes a ele também possuem.

Coloquemos o sistema (2.1) da seguinte forma:

f=rl+ph
g = 9o +Dpg
onde f; e g; sao subformas nas variaveis z; de f e g, para j = 1,2,...,n e cada uma das

variaveis presentes em fy e go tem pelo menos um dos coeficientes nao divisivel por p.

Definicao 2.4. Definimos mgy, como o numero de varidveis presentes no par fo e go. E
definimos qg, como o menor numero de varidveis que aparece com coeficientes coprimos

com p em Afo + pgo, com p nao dividindo X e p simultaneamente.

A partir de agora, restringimos o nosso estudo aos pares de formas aditivas, f e g,
de grau k e n varidvies, tais que 0(f,g) # 0, pois é conhecido que garantir a existéncia
de solucao nao-trivial para sistemas com esta propriedade também nos garante solugao
nao-trivial para sistemas onde a fungao 6 é zero, ver [10]. Com esta restricdo obtemos

estimativas para mg e qo do sistema considerado.
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Definicao 2.5. Um par de formas aditivas f e g € dito ser p-normalizado se for o ele-
mento de sua classe com v,(0(f,g)) minimo, onde v, é a valorizagao p-ddica.

n n
Lema 2.6. Se f e g sao p-normalizados, entdo my > z eqo > —

— 2k’
Demonstragao: Ver [9] e [10]. =

Definicao 2.7. Sejam k wm inteiro positivo e p um primo. FEscreva k = pTky, com

mdc(ko,p) = 1. Defina v da sequinte forma:

7+l se p>2
T+2 se p:Z‘

Lema 2.8. Sejam f e g formas aditivas em n varidveis e de grau k. Seja v como na

Definicao 2.7. Se o sistema

=0 (mod p”
f ( 2 (2.2)
g=0 (mod p")
tem uma solugao (&1,...,&,), onde & € Z, i =1,...,n tal que a matriz
a oo anén
&1 ... b,
tem posto 2 modulo p, entao o par f e g possui um zero p-ddico nao-trivial. Neste caso,
dizemos que (&1,...,&,) € uma solu¢ao nao-singular.
Demonstragao: Ver [9] e [10]. =

2.1.2 Coloragao de variaveis

1 v
Em F? consideremos os vetores ey = € ey = parav=1,...,p.
P 0 1

Definimos L, = {te,;1 <t < p—1} parav = 0,1,...,p. Observamos que L, é um

subconjunto de IFZ%, cujos os elementos sao multiplos de e,.

Lema 2.9. Temos que F \ {(0,0)} ¢ a unido disjunta dos conjuntos L, com v =
0,1,....,p—1.
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p—1
Demonstragio: E facil ver que F2\ {(0,0)} = U L,. S6 resta mostrarmos que
v=0

a
tal uniao ¢é disjunta. De fato, seja ( ) € ]Fﬁ e suponhamos que existam r e s, com

0<r<p,0<s<p e r#s,taisque(Z) ELTe<Z> € L,. Suponhamos r # 0

a r
e s # 0. Assim pela definicdo temos por um lado que ( ) ) = ( | ) e por outro

()-(0)

a=cr b=cy, (2.4)

a = cys b=cy. (2.5)

Assim das relagoes (2.4) e (2.5) obtemos que r = b~'a = s, 0 que contradiz o fato de

r#s.
O caso quando r = 0 ou s = 0 segue de maneira semelhante.

Portanto, dado um elemento de FZ, temos que ele pertence a apenas um dos conjuntos

L,comv=0,1,...,p. [

Seja f e g um par de formas aditivas p-normalizado. A partir de agora, estamos inter-

essados somente nas varidveis presentes nas subformas fy e gyo. Pelo Lema 2.9, sabemos
.. . , . . Q;
que para estas varidveis existe um tnico v = v(j) tal que pertence a L,. Neste

caso definimos v como sendo a cor da variavel z;.

Defini¢ao 2.10. Para v tal que 0 < v < p, definimos I, = {1 < j < mg;v(j) = v}, isto

¢, I, ¢ o conjunto de indices das varidveis presentes em fy e gy cuja cor € v.

Defini¢ao 2.11. Para v tal que 0 < v < p, definimos I, =| I, |, isto €, I, € a quantidade

de varidveis em fy € go que possuem a cor v.
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Exemplo 2.12. Em F; consideremos o sequinte sistema:

2% 44xk 4225 +32h +62F +22F =0
ok 46xk +4xb a2k 432F 432k =0

Observamos que x1 e x5 $ao varidveis de cor 2; xo, T4 € Tg SG0 vVaridveis de cor 3 e T3

é uma varidvel de cor 4.

Lema 2.13. Para todo v, Iy > 1.

Demonstragao: De fato, basta separarmos as variaveis de fy e go por cores. Seja
v # 0 a cor que possui o maior numero de variaveis. Utilizando escalonamento podemos
transformar as variaveis de cor v em variaveis de cor 0. E assim, o novo sistema obtido

possui mais variaveis de cor 0 e é equivalente ao inicial. [

f(x1,...,2,) =0 (mod p)
g(z1, ..., x) =0 (mod p)’
onde v € como na Definicao 2.7. Definimos o suporte como o conjunto de todas as

Definigao 2.14. Seja (&1, ..., &) uma solugdo qualquer de {

varidveis tais que mde(&;,p) = 1.

f(xla"'vxn) =0 (mOd p’y)
g(xla"wxn) =0 (mOd p’y)
como na Defini¢cdo 2.7. Temos que (&1, ...,&,) € uma solugdo nao-singular se, e somente

Lema 2.15. Seja (&4, ..,&,) uma solugdo de { , ondey é

se, o suporte contém duas varidveis com cores diferentes.

Demonstragao: Suponhamos (&1, ...,&,) solugdo nao-singular. Logo existem i e j
tais que (a;b; — a;b;)6:€ 0 (mod p). Assim mde(§;,p) = 1 e mde(&;,p) = 1, ou seja,
x; e x; pertencem ao suporte. Além disso, z; e x; sdo varidveis de cores diferentes pois,

(a;b; —ajb;) #0 (mod p). A reciproca é imediata. n

Definicao 2.16. Uma cor v € dita ser representante de zero se para v como na Definicao

A k ko o ~ L
2.7 as congruéncias E a;x; = E bjx; =0 (mod p7), tem uma solu¢ao primitiva, ou
JEL, Jjely
seja, uma solugcao com pelo menos uma das coordenadas coprima com p.

Lema 2.17. Se duas cores sao representantes de zero, entao as congruéncias

{ fo=0 (mod p)
go =0 (mod p")

possui uma solug¢ao nao-singular.
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Demonstracao: Sejam vy e v, duas cores representantes de zero. Logo pela Definicao

Z a;zh = Z bjzh =0 (mod p7)

2.16 temos que

j€ln jel,
e
k= k= 2
g a;r; = g bjr; =0 (mod p)
JELyy J€ Iy,

tém solugao primitiva. Assim existem uma variavel de cor v; e uma variavel de cor vy que
estao no suporte, ou seja, duas variaveis no suporte com cores diferentes. Portanto, pelo

Lema 2.15, o sistema (2.6) possui solugao nao-singular. [

Lema 2.18 (Olson). Sejam §, o e s niimeros inteiros tais que d > o > 1 es > p’+p°—1.
Sejam aj,b; € Z. Entao, o sistema

(mod p°)

azh + -+ at =
(mod p7) ’

0
bizh + -+ bab =0

possui solucdao ? = (&,...,&), com & € 40,1} para 1 < j <s e algum & # 0.

Demonstragao: Ver [14]. =

Lema 2.19. Sel, > p” + p*~! — 1, entdo a cor v é representante de zero.

Demonstragcao: Suponhamos que 1 < v < p. Para toda varidvel x; de cor v, temos

a; v
que ( b]< ) = A( . ) , isto é, a; = bjv (mod p), ou seja, existe t; € Z tal que
J
aj = vb; + pt;.
Pela Definigao 2.16, devemos mostrar que o sistema Z ajazf = Z bjx;? =0 (mod p")

jEIv jEI’u
possui solucao primitiva. Observemos que este sistema é equivalente ao sistema

thx? =0 (modp™™); ijx;? =0 (modp”).

jel, Jj€ly

Segue pelo Lema 2.18, devido a hipdtese, que o sistema acima possui solu¢ao primitiva

e assim v é representante de zero.

Para o caso v = 0, inverta as linhas do sistema e aplique o raciocinio anterior para a

cor p. [
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Lema 2.20. Seja 2 a uniao de todos I, tais que a cor v nao é representante de zero.

mo mo

Se |2 > 2pY — 1, entao o sistema Zajx;? = ijxf =0 (mod p) tem uma solugdo
=1 j=1

nao-singular.

Demonstracao: Para demonstrarmos o Lema, é suficiente mostrarmos que o sistema
g ajmf = E bjx;‘? =0 (mod p”) tem uma solu¢do primitiva, e isto ocorre devido ao
jEQ jeQ
Lema 2.18, visto que 2| > 2pY — 1.

mo mo

. . ko ko y . ~ , o~

Assim, o sistema E ajr; = E bjx; =0 (mod p”) possui solugao, e esta é nao-
Jj=1 Jj=1

singular pois o suporte contém duas variaveis em cores diferentes. [

mo mo
Lema 2.21. Se gy > 2p” — 1, entao o sistema Zajx;? = ijx;‘? =0 (mod p?) tem
j=1 j=1
uma solucdo nao-singular.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, assumiremos que o sistema possui no
maximo uma cor representante de zero, pois caso houvesse duas cores representantes de

zero, o resultado segue pelo Lema 2.17.

Deste modo, suponhamos que u, u € {0,1,...,p}, é a tinica cor representante de zero

do sistema. Seja §2 a uniao de todos I, com 0 < v < p e v # u. Logo,
Q| =mg — I, > mo — Iy = qo,

visto que Iy > I,, para todo v. Como por hipdtese qo > 2p? — 1 segue entao que
|| > 2p” — 1. Dal, pelo Lema 2.20 obtemos que o sistema possui uma solugdo nao-

singular.

Agora, quando nao existe cor representante de zero, basta utilizarmos novamente o

Lema 2.20 tendo observado que |Q2| = mg e mg > qo. n

Lema 2.22. Sejam s e T inteiros positivos tais que 2° > p*”. Sejam a;,b; € Z. Supon-
S S

hamos que —1 € uma k-ésima poténcia modulo p™. Entao o sistema Z ajx;? = Z bjxf =

j=1 j=1
0 (mod p") tem uma solugdo com x; € {0,1, —1}.

Demonstragao: Ver [8]. =
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Lema 2. 23 Se —1 € uma k-ésima poténcia médulo p? e 29 > p*', entdo o sistema

Z a] Z b; x (mod p”) tem uma solu¢do ndao-singular.

Demonstragao: Suponhamos que exista no maximo uma cor representante de zero.
Pelo mesmo raciocinio da demonstra¢ao do Lema 2.21 obtemos que |Q] > ¢o, onde Q é a

uniao de todos I, tais que v nao é representante de zero.

Por hipétese, temos que —1 é uma k-ésima poténcia médulo p7” e 2% > p*'. Logo

219 > p?7 Assim pelo Lema 2.22 o sistema Zaj ; Zb xk =0 (mod p") possui

JEQ JEQ
solucao primitiva.

0
Dai segue que o sistema Z ajr; = Z bjxf =0 (mod p”) possui solu¢ao nao-singular,

j=1 =1
visto que o suporte contém duas varidveis com cores diferentes.

2.2 Solubilidade de Pares de Formas Aditivas

Nesta secao mencionamos dois resultados sobre zeros p-adicos nao-triviais de formas
aditivas, onde o primeiro é a motivacao para o resultado de Meir. E além disso, apre-
sentamos dois exemplos que nos mostram a relacdo do niimero minimo de varidveis do

sistema com a existéncia de solugao nao-trivial.

E conhecido devido a Atkinson e Cook, ver [2], o seguinte resultado:

Teorema 2.24 (Atkinson e Cook). Sejam k e n inteiros positivos tais que k > 1 e

n > 4k. Entao o sistema de equagoes
azh + -+ a,rk =0
{ bz + ---—l—bnxn:O
com coeficientes aj,b; € Z, tem uma solu¢ao p-ddica nao-trivial para todo primo p, tal

que p > kS.

O resultado acima foi de certa forma generalizado, por Atkinson, Briidern e Cook, ver

1].
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Teorema 2.25 (Atkinson, Briidern e Cook). Sejam r, k e n inteiros positivos tais

que k > 1 en > 2rk. Entao o sistema de equagoes

E(I):azlxllf_}—_{_alnmk 07 izl,...,’l",

n—

com coeficientes a;; € Z, tem uma solugao p-ddica nao-trivial para todo primo p, tal que
p> k22,

O resultado de Meir sera discutido na préxima secao, mas sua relevancia se deve ao
fato de garantir solucao p-adica nao-trivial para um sistema de duas formas aditivas, sob
as mesmas condi¢oes do niimero de variaveis do Teorema 2.24, para todos os primos tais
que p > 3k*, ou seja, tal resultado garante a existéncia de zeros p-adicos nao-triviais para

um conjunto maior de primos do que aquele proposto por Atkinson e Cook.

Um fato importante que podemos destacar é a relacao existente entre o nimero de
variaveis do sistema considerado e a garantia de solubilidade para ele, isto é, garantir
a existencia de solucao p-adica nao-trivial para o sistema para todo primo p, ou para
todo primo suficientemente grande, é necessario no sistema uma quantidade minima de
variaveis. No caso de p suficientemente grande, a melhor cota para o nimero de variaveis
¢ de 4k + 1, onde k é o grau do sistema. Por outro lado, como ¢é esperado pela conjectura
de Artin, para garantir solubilidade para todo primo, veremos que é necessario no minimo

2k? + 1 varidveis e tal cota é a melhor possivel para este caso.

Nas préximas observacoes, apresentamos dois sistemas com 4k e 2k? varidveis que

possuem somente solucao trivial.
Observacao 2.26. Fxemplo de um sistema de duas formas aditivas em 4k varidveis que

possui somente a solucdo trivial.

Consideremos o seguinte sistema de equacoes:

k

F=> 0@ —ayl) =0
. 2.1
g= Z P ED (G ) =0
i=k+1

onde ¢ nao é uma k-ésima poténcia médulo p.
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Suponhamos que o sistema (2.7) possui solugao p-adica nao-trivial. Observamos que
para resolver o sistema (2.7), basta resolvermos as equagoes que o constituem separada-

mente, pois, as equagoes nao possuem variaveis em comum.

H
Dessa maneira, seja & = (&, ..., &) uma solu¢ao nao-trivial para a primeira equagao
do sistema (2.7). Sem perda de generalidade, podemos supor que existe alguma coorde-

nada coprima com p.

H
Assim, f( &) =0, ouseja, &F —qé5 =0 (mod p). Como g ndo é uma k-ésima poténcia

segue que § =& =0 (mod p), ou seja,

& = pé; e & = p&, (2.8)
para algum &] e &.
Por outro lado, temos que
_ k
FOE) =& —a&s + ) (& —a&h) =0. (2.9)
i=2
q
Substituindo (2.8) em (2.9) vemos (<) =0, ou seja, &8 — g€ =0 (mod p).
p
Analogamente concluimos que & = & = 0 (mod p), visto que ¢ nao é uma k-

ésima poténcia. Repetindo este processo obteremos que & é uma solugao com nenhuma
coordenada coprima com p, o que é um absurdo. Logo a forma f possui somente o zero

trivial. Repetindo este mesmo raciocinio, concluimos que g possui somente solugao trivial.

Dessa forma o sistema (2.7) nao possui solugao além da trivial.

Observacao 2.27. Sequndo a Conjectura de Artin, um sistema de duas formas aditivas
de grau k e n varidveis possui zeros p-ddicos nao-triviais desde que n > 2k?. Quando k é
impar a validade de tal conjectura foi verificada por Davenport e Lewis. Embora nao esteja
totalmente verificada sabemos que 2k* € a melhor cota para o mimero de varidveis presente
no sistema pois, existem expoentes para os quais € possivel determinar sistemas com 2k?

variaveis e que nao possuem solucao nao-trivial, como veremos no sequinte exemplo.

Consideremos k € Z tal que k + 1 = p, onde p é um nimero primo. E bem conhecido
que ¥ =0 oul (mod p). Dessa forma, é facil perceber que, a equagao z§ + - - + ¥

possui somente zero trivial médulo p. Sendo assim, consideremos o sistema abaixo:
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k—1
F=) p(ah+-+ua) =0
=0 ok—1 (2.10)
G — Zplfk(mk+...+mk) =0
i=k

Iremos mostrar que F' e G possuem somente solucao trivial, afinal, qualquer solugao do

sistema (2.10) é formada pelas solugoes de F' e G, pois, F e G sao equagoes independentes.

— —
De fato, suponhamos que F' possua zero nao-trivial, isto é, existe & tal que F'( £ ) = 0.

ﬁ
Seja £ = (100,115 -5 &Rty > E1k—1), - - -, Ek(k—1)))- Sem perda de generalidade,

podemos supor que existem indices 7 e j tais que &;; é coprimo com p.

Podemos olhar F' de uma outra maneira, isto €, escrevemos F' da seguinte forma: F' =
k—1
; —
Zp’fi, onde f; = a%. +---+2% parai=0,1,... k—1. Considerando & = (&, .., &),
i=0

parai=0,1,...,k — 1, segue pelo fato de ? ser zero de F' que

F(E) = fo(&) +pfi(&) + - + 0" fer(Ger) = 0. (2.11)

Logo, em (2.11), temos que F(?) =0 (mod p), ouseja, &5 +-+-+&F =0 (mod p),
donde segue pela observagao feita inicialmente que &y =0 (mod p), parai=1,... k,

) = . — N
isto é, { =0 (mod p), ou ainda, & = pwp.
Dessa forma, em (2.11), obtemos que

F(E) = fo(@) +ph(€) + -+ P fu ()

F(€)
yy

Mas,

= 0, ou seja,
FED + P2 fin (&) + 9 fol@) = 0.

Analogamente, obtemos que 5 = pi;. Repetindo este processo, concluimos que
g = pw; parai=1,...,k—1. O que contradiz o fato de ? ser solug¢ao com pelo menos
uma coordenada coprima com p. Portanto F' possui somente solugao trivial. Do mesmo
modo, concluimos que G possui somente solugao trivial. Portanto a tunica solucao do

sistema (2.10) é a trivial.
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2.3 Teorema de Meir

Nesta secao discutimos o resultado sobre zeros p-adicos nao-triviais de pares de formas
aditivas que se deve a Meir, ver [13]. Para isto, utilizamos diversos resultados apresentados

anteriormente.

Lema 2.28. Sejam k € N, p nimero primo e d = mdc(k,p — 1). Entao a congruéncia

k d

x® =m (mod p) tem solugdo se, e somente se, a congruéncia = m (mod p) tem

solugao.

Demonstracao: Para mostrar o lema, basta mostrarmos que toda k-ésima poténcia

modulo p é uma d-ésima poténcia modulo p e vice-versa.

Z
k :Uep—Z}eAd:{xd

Para isto, vamos definir A, = {x

Y/
T € —} Desse modo,
pZ

devemos verificar que A, = Ay.
) Z
Seja x € — com x # 0.
pZ,

Como d = mdc(k,p—1) segue que existem inteiros zg e yp tais que kzg+ (p—1)yo = d.
Logo x? = ghwot(r—lvo = (gro)k(gP=1)wo = (z70)k isto é, x? € Ay, e assim, Ay C Ay
Por outro lado, temos que d | k, isto é, k = dr para algum inteiro r.

k _ ,.dr

Assim 2F = 29" = (27)%, ou seja, 1F € Ay, isto é, A, C Ay

Portanto Ay = Ak, o que conclui a demonstracao. [

Teorema 2.29 (Meir). Sejam n, k inteiros positivos com k > 1 en > 4k. Entdo o

sistema de equagoes

)

flx) = a2+ +azk = 0
g(x) = bk 4+ +buak = 0

com coeficientes a;, b inteiros, tem uma solugdo p-ddica nao-trivial para p > 3k*.

Demonstracao: Pelo Lema 2.28 podemos assumir, sem perda de generalidade, que
kl(p—1).

Como p > 3k* segue que mdc(p, k) = 1 e assim pela Definigao 2.7 temos que v = 1.
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Pela secao anterior, consideramos também que f e g formam um sistema p-normalizado.
Afim de garantir solu¢ao p-adica para o sistema utilizamos o Lema 2.8, isto é, mostramos

que o sistema

(2.12)

{fOEO (mod p)
go =0 (mod p)’

a coe Amg&m
tem uma solugao (&1, ...,&y,) tal que a matriz &1 oo tenha posto 2
bi&r oo bmgéme
modulo p.
., : n 4k
Por hipdtese temos que n > 4k, assim, segue do Lema 2.6 que mg > T > = e
S S 4k .
qo = ok 2k’0u scja,
e
qo = 3. (2.14)

Agora, agrupemos as variaveis presentes no par fy, go segundo suas respectivas cores.
Sabemos pelo Lema 2.13 que podemos considerar Iy > I, para todo v, 0 < v < p. Seja
r = Iy e seja t a quantidade de variaveis do segundo maior grupo de variaveis de mesma

cor, as quais podemos assumir serem da cor p, isto ¢, t = I,,.

Suponhamos que t > 3. Logo devemos ter r > 3. Como p > 3k* > k*, segue pelo
Lema 1.20 que as cores 0 e p sao representantes de zero, donde concluimos pelo Lema

2.17 que o sistema (2.12) tem solugao nao-singular.

Assim podemos supor que t < 2. A partir deste ponto consideraremos, dentre as
mg varidveis, um subsistema com 5 varidveis (se necessario descartando o excesso de
variaveis). Respeitando a condigao (2.14), isto é, gy > 3, chegamos a seguinte conclusao:

r=leqgy=4our=2eqy=3, visto que t < 2.

2.3.1 Caso: r =2

Por um simples argumento envolvendo escalonamento, e apés uma reenumeracao de

variaveis, podemos supor que o sistema tenha a seguinte forma:
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{ fo = af +agxh + asaf + auxf +asaf = 0 (mod p) (2.15)
0 ’ |

o = by} + byl + b5zl = (mod p)

Agora, precisamos mostrar que o sistema (2.15) admite uma solugdo nao-singular.

Como r = 2 podemos constatar no sistema (2.15) que bsbsbs Z 0 (mod p).

Lema 2.30. Sejap=1 (mod k). Ser =2, entdo o sistema (2.15) tem uma solugao de

posto 2 mddulo p, desde que p > k*.

Demonstracdo: Estamos assumindo que p > k* Segue, pelo Lema 1.20, que a
congruéncia bsxk + bya¥ + bszf = 0 (mod p) tem solugdo com zzwaws Z 0 (mod p),

visto que estamos considerando p > k*.

Seja A = azah + asaf + asak. Se A =0 (mod p), entdo basta fazer z; = 79 = 0

para obtermos uma solugdo para o sistema (2.15) e a solugao é de posto 2 médulo p
pois, a solugao (0,0, z3, 24, x5) envolve pelo menos duas colunas de coeficientes em cores

diferentes.
Agorase A#Z0 (mod p), entdo consideramos a seguinte congruéncia
v} + ass + Ay* =0 (mod p),

onde y é uma nova variavel. Aplicando novamente o Lema 1.20, a congruéncia acima
possui solugdo com z1z9y Z 0 (mod p). Dessa maneira (21, xo, Y3, Y24, yTs) é uma
solucdo do sistema (2.15), visto que (x3,24,x5) é solugdo da segunda congruéncia do
sistema. Pelo mesmo motivo do caso A =0 (mod p) temos que a solucao é de posto 2

modulo p. [

2.3.2 Caso:r=1

Por raciocinio andlogo ao caso anterior, podemos supor que neste caso, o sistema possui

a seguinte forma:

{fo = bt +azrk + asrk +asrt = 0 (mod p) (2.16)
0 ’ '

go = ok +byxh 4 by 4 byt = (mod p)
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Dessa maneira, precisamos mostrar que o sistema (2.16) admite uma solugdo nao-

singular.

Observamos que qualquer solugao nao-trivial do sistema (2.16) terd pelo menos duas
coordenadas nao nulas. E esta solugao é de posto 2, pois, envolve pelo menos duas colunas

de coeficientes em cores diferentes, pois estamos assumindo que r = 1.

Seja N o numero de solugoes do sistema (2.16). Assim pelo Lema 1.11 segue que

p—l p—1 2 . =
Z 5u(w’f+a31§+a4xfj+a5x§) gv(m§+b3x§+b4xfj+b5z§) _ { p, se (‘Th s ,.735) ¢ solucao de (216)
u=0

= 0, caso contrario

<

(2.17)

De (2.17) obtemos que

p—1 p—1 p—1 p-1 p-1 p—1 p—1

Np2 _ Z Z Z Z Z ZZgux’f+voc’2“+(a3u+b3v)x§+(a4u+b4v)xif+(a5u+b5v)$’5“' (2‘18)

x1=0 x9=0 x3=0 £4=0 z5=0 u=0 v=0

Fazendo A1 = u, Ay = v, A3 = azu + bsv, Ay = asu + byv e A5 = asu + bsv podemos

reescrever (2.18) como

onde T'(A) é definido em 1.7.

Assim
Np* = P+ ) T(A)T(A)T(As)T(A4)T(As5),

(u,v)7(0,0)
visto que T'(0) = p.
Assim
Np=p° = > T(A)T(A)T(A3)T(A)T(As5). (2.19)
(u,0)#(0,0)

Separemos a soma do lado direito de (2.19) em duas somas: ¥, e ¥, onde ¥; corre-
sponde a soma dos termos onde pelo menos um dos A; é zero médulo p e ¥ corresponde

a soma dos termos onde nenhum dos A; é zero médulo p.
Logo da relacao (2.19) obtemos que

Np* —p° = Yo+ (2.20)
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A partir de agora o nosso objetivo é encontrar uma estimativa para N. Para isto

estimaremos g € 1.

Estimativa de X

Temos que
S = > T(A)T(A)T(A3)T(Ag)T(As). (2.21)
(u,v) # (0,0)
A #0 (mod p)
Pelo Lema 1.12 temos que T'(A Z Xs(Ai)7T(Xs), onde x nao é o cardter trivial,

visto que k | (p — 1) e mdc(A;, p) = 1. Assnn em (2.21) obtemos que

S = > (Z X (M) 7 (X, > - (Z Xrs (M5)7(Xrs ) ,

(u,0) # (0,00 o=t
A #0 (mod p)

ou seja,
5o = > M Xt (A1) o Xos ()T (0) - - T(%0m).
(u,v);é(0,0) T1,...,T5
A #Z0 (mod p) 1<r <k-1
Logo,
So= Y, (). T(%) > XATAZAPARAR),  (2.22)
T1,..5T5 (u,v) # (0,0)
1<r;<k-1 A, Z0 (mod p)

visto que x ¢ multiplicativo.

Seja S = Z X(ATAZAPAPAL). Como A; = au + bv, segue que
(u,v) # (0,0)
Ai #0 (mod p)
5 5 " N
S = Z X(H(au+bv) >= Z X<H<U<ai;+bi>> )7
(o) #(0.0) N7 (wo)#(0.0) N7
A Z0 (mod p) A; #Z0 (mod p)
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onde colocamos v em evidéncia pois, v = Ay Z 0 (mod p). Portanto

5 )
S = Z Y (Ur1+7"2+7“3+r4+7”5 H <a2% + bl> TZ) . (223)

(u,v) # (0,0) =
Ai 0 (mod p)

Comou=A #Z0 (mod p)ev=~Ay Z0 (mod p), podemos em (2.23) substituir o
p—1 p—1
somatdrio Z pelo duplo somatorio, Z Z Afinal se A; =0 (mod p)
(u,v) # (0,0) B
Ai 0 (mod p)
5
para algum j, entao y <H A:) = 0 e este termo nao contribui com a soma.
i=1

Assim em (2.23) temos que

p—1 p—1 5 u .
S = r1+r2+r3+ratrs < L ) ‘ . )
X (v H ai + b; (2.24)
u=1 v=1 i=1
u
Facamos A = —. Para cada v fixado, com v € {1,...,p — 1}, temos que A percorre
v

este mesmo conjunto quando u também o percorre. Dessa forma, juntamente com o fato

de x ser multiplicativo, segue de (2.24) que

p—1 p—1 5
S = Z X(UT1+TQ+T3+T4+T5) X (H(%’A + bi)m) (2.25)
v=1 A=1 i=1

Seja R = ry 4+ ro + 13+ 14 + 15, € suponhamos que R #Z 0 (mod k). Logo, pelo fato

de x ser multiplicativo, temos

p—1 p—1
> X => xfw) =0,
v=1 v=1
onde a tltima igualdade é devido ao Lema 1.5 visto que x* nao é o cardter trivial, pois

X € de ordem k. Neste caso concluimos em (2.25) que

S=0. (2.26)

Agora suponhamos que R =0 (mod k). Assim R = kw, para algum inteiro w. Dai

como X € multiplicativo e tem ordem k segue

p—1 p—1 p—1
S xwM=>"x"v)=> 1=p-1.
v=1 v=1 v=1
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Nessas condigoes obtemos em (2.25) que

S=({p-1) Z X <H(ai)\ + bz’)”) (2.:27)

i=1

Observe que as =0 (mod p) e by =1 (mod p), pois Ay = v. Dessa maneira

5 5

[Jar+v) = [ (ar+0)m. (2.28)

i=1 i=1, i#£2

Assumindo ainda que R =0 (mod k), obtemos de (2.27) e (2.28) que

) X( 11 (am+b,-)”> ‘ (2.29)

i=1, i#£2

IS|=(p-1)

A

Como a; Z0 (mod p) parai=1,3,4,5 e como estamos no caso r = 1, temos que as

hipdteses do Corolario 1.36 sao satisfeitas e entao em (2.29) obtemos

1S < (p-1)Bvp+1). (2.30)

Voltando em (2.22) temos que

20 = > T(Xr) - 7(Xs) S + > () - - 7(%)S.
ri+---+rs=0 (mod k) ri+---4+r5sZ0 (mod k)
1<r <k-1 1<r<k-—1

(2.31)

Por (2.26) obtemos em (2.31) que

Yo = > (7). T(%m) S (2.32)
r+---+r5s =0 (mod k)
1<r; <k-1

Pelo Teorema 1.13 e pela relagao (2.30) obtemos em (2.32) que

5 5
X0 < p2[5] > 1<p2(p=1)(Bvp+1) > 1 (2.33)
ri+---+r5 =0 (mod k) ri+---+r5 =0 (mod k)
1<r; <k-1 1<r; <k-1

Mas #{ri+-+r5=0 (mod k);1<r;<k-1,i=1,....,5} < (k—1% logo

na relacao (2.33) obtemos que
S| < pEp—1)Byp+ (k-1 (2.34)
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Estimativa de >;

Sabemos que ¥; corresponde a soma onde pelo menos um dos A; é zero médulo p.
Observamos que nao podemos ter simultaneamente A; =0 (mod p) e A; =0 (mod p)

para ¢ # j. De fato, caso contrario teremos

au+bv=0 (mod p) e aju+bjv=0 (mod p),

a/ .
que resulta — = b_] (mod p), o que é um absurdo, pois r = 1.
J

S‘I@

Seja X' a parte de ¥; onde em cada parcela ocorre Ay =0 (mod p). Isto é

¥ = > T(0)T(AQ)T (As)T(Ag)T(As).

(u,v) # (0,0)
u=A; =0 (mod p)

Logo, .
-
S =p) (H T(b@) : (2.35)
visto que T'(0) = p.

Como mde(b;,p) = 1 para i = 2,...,5, obtemos da relagao (2.35) utilizando a De-
sigualdade de Holder que

|

i Mﬁ

<H\T bv) < pz_:\T(v)|4. (2.36)

Aplicando o Lema 1.16 para n = 4 em (2.36), obtemos que |¥/| < pp*(k —1)3, ou
seja,
X < plk—1)° (2.37)

Repetindo o mesmo  raciocinio para as somas cujas parcelas possuem algum
A; =0 (mod p), a estimativa a ser obtida ¢ a mesma da relagao (2.37). Sendo assim,
obtemos que

S < stk 1) (2.38)
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Conclusao do caso r =1

Por (2.34) e (2.38) temos estimativas para ¥, e X, respectivamente. Dessa maneira

em (2.20), temos que
IND? —p°| < (Sl +[5] < pip—DBVE+ D)k — 1)t +5p(k —1)%
Logo devemos ter
NPz = pEp = DEVE+ Dk - 1)t = 5p'(k - 1),

de onde segue que se dividirmos ambos os membros por p? obteremos

N > p—pip—DBvp+1)(k—1)' = 5p*(k — 1)*, (2.39)

Afim de que o sistema (2.16) tenha solugao nao-trivial, basta mostrarmos que N > 1.

Para isto, analisando a ordem de grandezas, é suficiente mostrar que

p > palp—1)Byp+1)(k—1)*+5(k—1)>% (2.40)

Iniciemos a verificagdo da relacao (2.40).

k—1)*
Para k € N temos que (k — 1)* < k* < V/3k*, ou seja, ( < k?
que (k — 1) V3 N T
Por hipétese temos que p > 3k*. Logo i < L Assim
p que p Logo —-< ,
—1)* —1)*
(k=1) < (k—1) < k% (2.41)
VP V/3k2
Da relagao (2.41) segue que
1 E—1)*
(3 + —) (k—1* = 3(k—-1D*+ ( - ) < 3(k—1*+ k% (2.42)
VP p?

p—1

Mas < 1, logo em (2.42) obtemos

e

51



Capitulo 2. Solucoes p-adicas para Pares de Formas Aditivas

acrescentando 5(k — 1) em ambos os membros da desigualdade, vemos que

<1%1) (3 T %) (k—=1)*'+5(k -1 < 3(k—1)"+k +5(k—1)"

Agora efetuando a multiplicagao do denominador do lado esquerdo da expressao acima

e desenvolvendo os célculos do lado direito, obtemos

P =B+ D)k =1 +5(k—1° < 3k —TK +4k>+3k—2.  (2.43)

Observe que 7k? + 3k > 0 para todo k € N. Logo 7k?(k — 1) + 3k(k — 1) > 0, e assim
7Tk*(k—1) +3k(k — 1) +2 >0, ouseja, 7k*—4k*—3k+2>0,

isto é,
—Tk* +4K* + 3k —2 < 0. (2.44)

De (2.44) e lembrando que p > 3k? teremos em (2.43) que
p i - DB+ 1)k -1 +5(k—1)° < 3k" < p,
ou seja, a relagao (2.40) é verdadeira.

Assim concluimos o caso r = 1. E portanto o Teorema estd demonstrado. [
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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