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Resumo. Nesta dissertacao, apresentamos o método classico para a de-
terminacao de solugoes invariantes de um sistema de equacoes diferenciais.
Este método é entao aplicado ao problema termo-elastico para o qual varias
solucoes sao encontradas. Para a determinacao destas solugoes invariantes,
calculamos todos os geradores do grupo de simetrias de Lie do sistema e
restringimos nossa busca a sub-algebras de dimensao dois geradas por pares

destes geradores.

Abstract. We present the classical Lie method for determining invariant
solutions for systems of differential equations. The application of this method
enables the determination of several invariant solutions for the thermo-elastic
problem. In order to obtain these solutions, we compute the generators of
the complete symmetry Lie algebra for this system and we restrict ourselves

to 2-dimensional subalgebras generated by pairs of infinitesimal generators.



Capitulo 1
Introducao

A busca de solugoes exatas de equagoes diferenciais advindas da mode-
lagem de problemas praticos tem sido uma preocupacao constante na comu-
nidade cientifica. Mesmo quando estes problemas se apresentam sob forma
de equagoes diferenciais lineares a determinacao de solugoes exatas continua
sendo um problema dificil, apesar da grande quantidade de resultados formais
quanto a integragao deste tipo de sistema. Geralmente, a determinagao de
solugoes de sistemas de equacoes parciais é feita a partir da busca de solugoes
de equacoes ordinarias obtidas do sistema inicial. Mas para conseguir fazer
isso, devemos saber como escolher uma nova variavel independente e as novas
variaveis dependentes. Além disso, é preciso saber se este processo é factivel.

Neste sentido, o matematico Marius Sophus Lie desenvolveu uma teoria
geral que nao sé permite responder estas perguntas mas engloba todos os
métodos conhecidos de solugoes de equacoes diferenciais. De acordo com
[5], Lie procurou montar uma teoria para equagoes diferenciais seguindo o
caminho trilhado por Galois para as equagoes algébricas. Para tanto, Lie
desenvolveu os chamados grupos de Lie, unificando um conceito algébrico
(grupo) e um conceito geométrico (variedade) com o intuito de analisar as
equacoes diferenciais a partir de transformagcoes envolvendo variaveis depen-
dentes e independentes. A idéia basica poderia ser formulada assim: se uma

equacao pode ser transformada em outra equacao cuja solucao geral é conhe-



cida, entao podemos determinar sua solugao geral considerando a aplicacao
da transformacao inversa a solucao conhecida. No entanto, a teoria desen-
volvida por Lie vai além deste tipo de problema e permite a determinacao
de solucoes de um sistema de equacoes com base no conceito de simetrias
deste sistema i.e. transformacoes que o deixam invariante. O objetivo nao
¢ a determinacao direta destas transformacoes, pois este é geralmente um
problema mais dificil do que a resolucao da equacao dada, mas sim dos seus
geradores.

Assim, a grande vantagem do método de Lie esta no fato de reduzir a
busca de solucoes de um sistema de equacoes a resolucao de um sistema so-
bredeterminado de equacoes diferenciais parciais lineares para os geradores
destas simetrias. O leitor poderia pensar que de nada isso adianta se o
problema for encontrar as solucoes de uma equacao linear ou se tivermos
que resolver uma equacao ordinaria. No entanto, a vantagem se apresenta
pelo fato destes sistemas sobredeterminados poderem ser resolvidos de forma
algoritmica. A determinacao destes geradores de simetrias permite a constru-
¢ao de invariantes e de novas equagoes com um nimero reduzido de varidveis.
Sob certas condicoes, este método pode ser aplicado até uma redugao com-
pleta das variaveis independentes, levando assim a solucao do sistema dado.

A partir dos anos 80, com o aparecimento dos manipuladores algébricos,
surgiram varios pacotes computacionais para determinar algebricamente os
geradores infinitesimais de simetrias. Dentre estes pacotes podemos citar o
pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations), escrito no sis-
tema de computacao algébrica MAPLE e desenvolvido pelo grupo de Fisica
Matematica do Instituto de Fisica da Universidade de Brasilia. Com o
uso destes pacotes algébricos, solucoes novas de sistemas fisicos famosos
comegaram a aparecer, acentuando ainda mais as vantagens do método de
Lie e permitindo novos desenvolvimentos.

Em 2004, o Engenheiro Elysio Ruggeri (CTEC-FURNAS) apresentou ao
MAT e, em seguida, ao grupo de Fisica Matematica do FIS/UnB, um pro-

blema: determinar solucoes exatas para o problema termo-eldstico
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Nestas equacoes, u representa o deslocamento , f representa a resultante
das forcas massicas por unidade de massa, o é o tensor das tensoes, E é o
tensor (simétrico) das deformagoes e *G' é um tensor simétrico que permite
relacionar o e F.

O objetivo é determinar solucoes exatas do problema nos varios casos de
isotropia e anisotropia representados por ‘G, para as variadas expressoes de f
e levando em conta as condigoes de contorno impostas em situagoes praticas.

A utilizacao do método de Lie para encontrar solucoes invariantes para
o problema termo-elastico surgiu naturalmente devido a generalidade do
método. O programa SADE foi entao aplicado a este sistema e varias solugoes
invariantes foram obtidas.

O objetivo desta dissertacao é a determinacao de solucoes invariantes
para o problema termo-elastico para o caso isotropico e estatico. Por motivos
pedagdgicos e para fins de comparacao com os resultados dados pela aplicacao
do programa SADE, nenhum programa algébrico para calculo de simetrias
e determinacao de solugoes invariantes foi usado. O manipulador algébrico
MAPLE foi utilizado de forma interativa e algumas rotinas foram desenvolvi-
das pelo autor. Apesar do método permitir o tratamento das condicoes de
contorno, estas nao foram consideradas por questao de tempo e espaco.

Esta dissertagao se apresenta como segue: No capitulo 2 apresentamos
os conceitos basicos através de definicoes e teoremas importantes. Introduzi-
mos também o conceito de simetrias de equagoes diferenciais. Este conceito é
usado no capitulo seguinte onde sao apresentadas e calculadas as solucoes in-
variantes do sistema de equagoes diferenciais da termo-eldstica. Terminamos

a dissertagao com consideracoes finais.



Os célculos desenvolvidos durante este estudo estao no CD anexo.



Capitulo 2

Grupo de Simetria de Equacoes

Diferenciais

2.1 Conceitos Basicos

Definicao 2.1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao m é um conjunto
M e uma familia de aplicacoes biunivocas X, : U, C R™ — M de abertos

R™ em M tais que:
1| X (Ua) =M.

2. Para todo par o, 3 com Xa(Ua) N X/g(Ug) =W # 0, os conjuntos

Xgl(W) e X! (W) sao abertos em R™ e as aplicagoes Xgl o X, sao

diferencidveis.

3. A familia {(Ua, Xa)} ¢ madxima relativamente as condicoes 1. e 2.

Definicao 2.1.2 Um grupo ¢ um conjunto G munido de uma operacao *

com as sequintes propriedades:
1. Para todo par g,h € G tem-se g x h € G;

2. Seg,h,k € G entao (g*h)*xk=gx(hxk);
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3. Erziste um elemento e € G tal que e x g = gx e = g, para todo g € G;

4. Para cada g € G existe um elemento g=' € G tal que

gxg =g lxg=ce

Definicao 2.1.3 Um grupo de Lie a r parametros é um grupo G que também
possui a estrutura de uma variedade diferencidvel de dimensao r de modo que

as duas operacoes do grupo
m:GxG— G, m(g,h)=gx*h,

inv:G— G, inv(g)=g",

sao funcoes suaves.

Definicao 2.1.4 Seja M uma variedade diferencidvel. Um grupo local de
transformacoes agindo em M é dado por um grupo de Lie G, um conjunto

aberto U e uma aplicacao V : U — M, tais que U com
{e} xM CcUCGx M,

¢ o dominio de defini¢ao da acao do grupo, e é a identidade de G e ¥ satisfaz

as sequintes propriedades:
1. Se (h,z) €U, (g, Y (h,x)) €U e também (g h,x) € U, entdo

U(g,¥(h,z)) =V(g*h,z).

2. Para todo v € M,
Ule,x) = x.

3. Se (g,z) el e (g7, ¥(g,2)) €U, entao

V(g ¥(g,z)) = .

11



A partir do conjunto U definido acima como o dominio da agao ¥ define-se

os seguintes conjuntos:

G,={9€G:(g,2) eU}

My={x€ M:(g9,x) eU}.

Definicao 2.1.5 (Orbita) Uma orbita de um grupo local de transformacoes
¢ um subconjunto minimal, nao vazio, da variedade M que € invariante sob a
agao do grupo. Em outras palavras, O C M é uma orbita se forem satisfeitas

as condicoes:

1. Sex € O, g€ G e g-x estd definido, entao g-x € O.

2. Se O C O, e O satisfaz a parte 1. entio, O = 0O ou O =0.

Definicao 2.1.6 Seja X um campo de vetores definido sobre uma variedade
M. O fluxo gerado por X e passando por p € a curva integral maximal pa-
rametrizada V(e,p) tal que, para cada p € M e £ em algum intervalo I,
contendo 0, W(e, p) seja um ponto da curva integral passando porp € M. O

fluzo de um campo de vetores tem as propriedades bdsicas:

1. U5,V (e,p)) =W(0+¢,p), p€ M para todo d,e € R tal que ambos os

lados da equacao estao definidos;

2. U(0,p) =p;

d
3. Eklf(e,p) = X (VU(e,p)) para todo € definido.

Observe que o fluxo de um campo de vetores é uma transformacao de
grupo, onde o grupo de Lie correspondente é o conjunto dos nimeros reais
com a operacao de adicao.

E comum usar-se a notacao exp(eX )z para U(e, z). Deste modo tem-se
0

que a derivada de uma fungao f : M — R ao longo do fluxo de X = E £(x) B
xZ
i=1

12




¢é calculada do seguinte modo:

m

L (erp (eX)2) = D2 (eam (X)) 7 (eap (X)) = X(f)leap(X)a]

de —
Em particular, em ¢ = 0,

d

de

flexp(eX)z Zf &El = X(f)(z).

e=0

Podemos desenvolver f em série de Taylor, obtendo

fleap(eX)x) = f(a) +eX (f)(2)+ TX (@) + -+ k,X’“(f)( )+ 0,

onde X"t (f) = X" (X(f)), para n € N*. Se assumirmos a convergéncia da

série de Taylor em ¢, entao obtemos a série de Lie
k(
flexp(eX)x Z k'X

para a acao do fluxo em f. O mesmo resultado ocorre para funcgoes veto-
riais F : M — R", F(z) = (F'(z),---,F™(x)), onde nés deixamos X agir
componente a componente sobre F: X (F) = (X(F1),---, X(F™)).

Definicao 2.1.7 Sejam X e Y campos de vetores tangentes a variedade

M .O colchete de Lie [X,Y] é o unico campo de vetores em M satisfazendo

(X, Y](f) = X (Y () =Y (X(f)),
para todas as funcoes suaves f: M — R.

Proposicao 2.1.1 Se X, Y e Z sao campos diferencidveis, a e b nimeros
reais e @ e 0 funcoes diferencidveis, entao o colchete de Lie possui as sequintes

propriedades:

1. bilinearidade:
laX +bY, Z] =a[X, Z] +b]Y, Z],

[(X,aY +b0Z) =a[X,Y]+0[X, Z];
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2. Anti-simetria:

3. Identidade de Jacobi:

(XY 2N+ I, (2, X))+ 2, [X, Y]] = 0;

4. [0X,9Y] =00[X, Y]+ 60X ()Y — Y (0)X.

Sendo G um grupo de Lie, para todo g € G define-se a funcao R, : G — G,

de modo que Ry(h) = h - g, conhecida como operagao a direita.

Definicao 2.1.8 Seja G um grupo de Lie e X um campo de vetores sobre
G. X serd dito invariante a direita se d(Ry)n(X(h)) = X(hg) para todo
g,h €G.

Lema 2.1.1 Sejam X e Y campos invariantes a direita num grupo de Lie

G. Entao o colchete de Lie [X,Y] € invariante a direita.

Definicao 2.1.9 A dlgebra de Lie g do grupo de Lie G, € o espago vetorial de
todos os campos de vetores em G que sao invariantes a direita (ou a esquerda

dependendo da conveniéncia).

Definicao 2.1.10 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n. O con-
Junto GU(V') é o conjunto dos operadores lineares invertiveis sobre V e é

conhecido como grupo linear geral.

Definigao 2.1.11 Seja C, : G — G dado por Cy(x) = gxg~'. A repre-
sentagdo adjunta Ad : G — Gl(g), de G em sua dlgebra de Lie g € definida
por Ad(g) = d(Cy)e = d(Lgo Ry-1). = d(Ry-1 0 Ly)..

Definicao 2.1.12 Seja g uma dlgebra de Lie. Sua representa¢ao adjunta é

a aplicacao ad : g — gl(g) definida por
ad(X)(Y) = [X, Y],
onde gl(g) € a algebra de Lie do grupo de Lie Gl(g).

14



Proposicao 2.1.2 Seja G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g, em que
o colchete ¢ dado pelos campos invariantes a direita. Entdo, a representacao
infinitesimal associada a sua representacao adjunta Ad é a representacao

adjunta ad de g. Em outras palavras, valem as formulas:
1. d(Ad).(X) = ad,(X), X € g,
2. Ad(exp(X)) = exp(ad, (X)),

onde ad,. € a representacao adjunta da dlgebra de Lie g dos campos invarian-

tes a direita.

Da parte (2) da proposicao 2.1.2 tem-se

Ad(exp(tX))(Y) = 6£p(adr(X))(Y)
= 3 D (X)) @.1)

=0

3

= Y—t[X,Y]+§[X,[X,Y]] — e

Definicao 2.1.13 Seja g uma dlgebra de Lie e b um subespaco vetorial de g.
h serd uma sub-dlgebra de Lie da dlgebra g se, para todo X,Y € b, tivermos

[X,Y] €b.

2.2 Grupos e equacgoes diferenciais

De modo geral, em um sistema de equacoes diferenciais ., envolvendo p
varidveis independentes x = (z!,---,2P) e ¢ varidveis dependentes
u = (u',--- u?) as solugoes serao da forma u = f(r) ou, em compo-
nentes, u® = f(z',--- 2?), a = 1,---,q. Seja X = RP, com coorde-

nadas x = (z!,---,2P), o espago representando as varidveis independentes

e U = RY, com coordenadas u = (u', -+ ,u9), o espaco que representa as
variaveis dependentes. Um grupo de simetria do sistema . serda um grupo

local de transformacoes , G, agindo em algum subconjunto aberto M C X xU

15



tal que “G transforma solugoes de . em outras solugoes de .. Note que
nos estamos permitindo transformacoes nao lineares arbitrarias de ambas as
variaveis, independentes e dependentes, em nossa definicao de simetria.

De modo mais rigoroso, temos que explicar como uma determinada trans-
formacao g, no grupo G, transforma uma funcao v = f(x). Nés comegamos

por identificar a fungdo u = f(z) com seu grafico
Iy={(z, f(z) e X xU:2z€Q},

onde {2 C X ¢ o dominio de definicao de f. Note que I'y é uma subvarie-
dade de dimensao p de X x U. Se I'y C M,, ¢ o dominio de definicao da

transformacao ¢, entao a transformacao de I'y por g é apenas

g-Ty= {(:ﬁ,&):g-(x,u) : (a:,u) Grf}'

O conjunto g - I'y nao é necessariamente o gréfico de outra funcao @ = f (7).
No entanto, como G age suavemente e o elemento identidade de G deixa I'y
inalterado, encolhendo adequadamente o dominio de definicao 2 de f nés
asseguramos que, para elementos g na vizinhanca da identidade, a trans-
formagao g - I'y = I'y é o gréfico de alguma funcao suave u = f (Z). Noés

escrevemos f = ¢ - f e chamamos a funcao f de transformacao de f por g.

2.3 Prolongamento

Para implementar um método de obtencao de simetrias de equacoes diferen-
ciais, utilizaremos os métodos estudados para equacoes algébricas. Primeiro,
precisamos substituir a nocao de um “sistema de equacoes diferenciais” por
um objeto geométrico concreto determinado pelo anulamento de certas fungoes.
Para isto nés precisamos “prolongar” o espaco X X U, representando as
variaveis independentes e dependentes consideradas, para um espaco que
também represente as varias derivadas parciais que ocorrem no sistema.

Dada uma funcao suave f : X — R de p variaveis independentes, ha

p+k—1
Dr = ( k ) possiveis derivadas parciais distintas de f com ordem k. Nés
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_ O f(x)
tas derivadas. Nesta notagao, J = (ji,- -+ ,Jx) é uma seqiiéncia de k-termos

empregamos a notagao de multi-indice 9, f(x) para es-
inteiros nao ordenados, com entradas 1 < j, < p indicando quais derivadas
estao sendo feitas. A ordem de tais multi-indices, que ndés denotamos por
#J = k, indica a ordem de derivagao. De modo mais geral, se f : X — U
¢ uma funcao suave, v = f(z) = (f'(z),---,f9(x)), hd ¢ - p; nimeros
necessarios para representar todas as diferentes derivadas ug = 9;f*(x) de
ordem k das componentes de f no ponto x. Definimos U, = R%P* como sendo
o espaco euclideano desta dimensao, dotado com coordenadas u§ correspon-
dendo a = 1,---,q e todos os multi-indices J = (jy, - ,jx) de ordem
k. Além disso, definimos U™ = U x U; x --- x U, como sendo o espaco
produto cartesiano, em que as coordenadas representam todas as derivadas
de funcdes u = f(z) de todas as ordens de 0 a n. Note que U™ é um espaco
euclidiano de dimensao ¢+ gpy + - - -+ qpn, = q (p%n> = ¢gp™. Um ponto em
U™ serd denotado por u™. Assim, v tem ¢ - p™ diferentes componentes
u§ onde a« = 1,---,q e J percorre todos os multi-indices nao ordenados
J=(1, k) com 1< <pel<k<n.

O espaco total X x U™ cujas coordenadas representam as varidveis in-
dependentes, variaveis dependentes e as derivadas das variaveis dependentes
de ordem inferior ou igual & ordem n é chamado de espaco de jato de ordem
n do espagco X x U. Muitas vezes, nao estamos interessados em equagoes
diferenciais definidas em todo X x U, mas somente em algum subconjunto
aberto M C X x U. Neste caso, nés definimos o espaco de jato de ordem n
de M como sendo M™ = M x Uy x --- x U,. Se u = f(r) é uma funcdo em
que o grafico estd em M, entdo o n-ésimo prolongamento pr™ f(x) é uma

funcao cujo grafico estd no espaco de jato de ordem n, M,
Sistemas de Equagoes Diferenciais

Definicao 2.3.1 Um sistema de equacoes diferenciais . de ordem n com p

varidveis independentes e q varidveis dependentes € dado por um sistema de

17



equacoes
Al,(x,u(")):O, v=1,---,1,

onde as funcgoes A, sdo todas suaves em seus arqumentos.

Note que as equagoes diferenciais
Az, u™) = (Al(%u(”)), o ,Az(ﬁ,u(”))> =0

determinam uma subvariedade .#A = {(;1:, u(”)) : A(x, u(”)) = O} C XxU™
do espago de jato total. Nos podemos identificar o sistema de equagoes dife-
renciais com sua correspondente subvariedade, realizando assim as relagoes
“abstratas” entre as varias derivadas de u determinadas pelo sistema como
algo concreto: o subconjunto geométrico .#x do espaco de jato X x U™ . Nés
usaremos o mesmo simbolo “A” como taquigrafia para o sistema de equagoes
diferenciais .Zx e a aplicacdo que o determina A : X x U™ — R

Deste ponto de vista, uma solucao suave do sistema dado de equacgoes

diferenciais é uma fungao suave u = f(z) tal que
Al,(x,pr(")f(a:)) =0, v=1,---,1,

onde x estda no dominio de f. Esta condigao equivale a declarar que o grafico
do prolongamento pr™ f (x) esta inteiramente contido na subvariedade .

determinada pelo sistema:
F;n) = {(x,pr(")f(a:))} C Sn = {A(a:,u(”)) =0}.

Nos podemos assim considerar um sistema de equacoes diferenciais de ordem
n como sendo uma subvariedade .#A no espaco de jato de ordem n, X x U™
e uma solugao como sendo uma funcao u = f(z) tal que o gréfico de seu n-

ésimo prolongamento, pr™ f (x), estja contido na subvariedade.
Prolongamento da Acao do Grupo

Seja G um grupo local de transformagoes agindo em um subconjunto

aberto M C X x U do espago das variaveis independentes e dependentes.

18



Existe uma acdo induzida de G no n-ésimo espaco de jato M chamada
de n-ésimo prolongamento da acdo de G e denotada por pr™G. Este pro-
longamento é definido para transformar as derivadas de fungdes u = f(z) em
correspondentes derivadas da funcao transformada u = f (). Mais rigorosa-
mente, suponha que (xo,uén)) seja um ponto em M e escolha qualquer
fungao suave u = f(z) definida em uma vizinhanga de xy, com grafico em
M, e que tenha as derivadas em zy dadas por u(()") = pr™ f (x0).

Seja g um elemento de G suficientemente préximo da identidade de modo
que, pela transformacéo (7,1) = g - (x,u), tenhamos @ = f(#) definida em
uma vizinhanca de Zg ((5:0,220) =g- (xo,uo)). Nos, entao, determinamos a
acao do grupo de transformacéo prolongado pr(™g¢ no ponto (xo,u(()n)) pelo

valor das derivadas da funcao transformada f = ¢- f em 7. Explicitamente,

(n) ~(n)

(n)g : (x(bu(] ) = ('%Oauo )7

pr

onde
2 — ) (0 (7
iy = pr(g- f) (o).

Invariancia de Equacoes Diferenciais

Teorema 2.3.1 Seja M um subconjunto aberto de X x U e considere
Az, u(")) =0, wm sistema de equacdes diferenciais de ordem n sobre M™,
com correspondente subvariedade /» C M™. Seja G um grupo local de
transformacao agindo em M cujo prolongamento deixa A invariante, i.e.,
sempre que (z,u™) € Fa, pr™Wg . (z,u™) € FA para todo g € G e
(z,u™) € M™ tal que pr™g- (z,u™) esteja definido. Entio G é um grupo

de stmetria do sistema de equacoes diferenciais.
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Prolongamento de Campos de Vetores

Definicao 2.3.2 Seja M C X x U um subconjunto aberto de X xU eV um
campo de vetores em M, com correspondente grupo a 1-parametro exp(eV).
O n-ésimo prolongamento de V', denotado por pr™V , é o campo de vetores no
n-ésimo espaco de jato M™ definido como sendo o gerador infinitesimal do
correspondente grupo a 1-pardmetro prolongado pr(™ (ea:p(eV)). Em outras

palavras,
d

x,u(”)) N d_€’520

para qualquer (x, u(”)) e MM,

pr(”)V}( pr™ <6£L’p(€V)) (z,u™),

Invariancia Infinitesimal
Definicao 2.3.3 Seja
Ay (z,u™)y=0, v=1,---,1,

um sistema de equacgoes diferenciais. O sistema € dito ser de posto mazximal

se a matriz Jacobiana

Ia(z,u™) = (aAV 8A,,)

Ozt oug
de A com respeito a todas as varidveis (z,u™), ¢é de posto | onde A(x,u™) = 0.
Teorema 2.3.2 Suponha que

A(z,u™) =0, v=1,---,1,

seja um sistema de equacoes diferenciais de posto maximal definido sobre

M cC X xU. Se G é um grupo local de transformacao agindo em M, e
pr(")V<Al,(a:,u(”))) =0, v=1,---,1, onde A(z,u™) =0,

para todo gerador infinitesimal V' de G, entao G é um grupo de simetria do

sistema.
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A Férmula do Prolongamento

Definigao 2.3.4 (Derivada Total) Seja P(x,u™) uma func¢io suave de
x,u e as derivadas de u até a ordem n, definida em um subconjunto aberto
M®™ c X x U™. A derivada total de P com relagio a ©* é a unica funcdo
suave (DZ-P) (z,u™*)) definida em MV ¢ dependendo das derivadas de u

até a ordem n+ 1, com a propriedade que, se uw = f(x) € uma fungdo suave,

D;P(z,pr™ f(z)) = 8ii {P(x,pr(")f(x)) }

Em outras palavras, D;P € obtido de P pela derivacao de P com relagao a

x' enquanto tratamos todas as u®’s e suas derivadas como fungoes de x.

Proposicao 2.3.1 Dada P(x,u"™), a i-ésima derivada total de P tem a

forma geral

OP OP
D,P = o« 97 2.9
i 2 2 g )
a « akJrl «
onde, para J = (j1," -+, jr), uG; = Y 4 . No sequndo

somatdrio de (2.2), a soma seque sobre todos os J’s de ordem 0 < #J < n,

onde n € a maior ordem das derivadas que aparecem em P.
Esta proposicao decorre da definicao e do uso da regra da cadeia.

Teorema 2.3.3 Seja

auy ) 1 )
V = Zzlﬁ (x,u)% +;¢a(x,u)%

um campo de vetores definido em um subconjunto aberto M C X x U. O

n-ésimo prolongamento de V' é o campo de vetores

q
prWV =V 4 Z Z o2 (z, u(#‘]))a;ia (2.3)

a=1 J J

definido no correspondente espaco de jato M™ C X x U™, o sequndo so-

matorio cobrindo todos os multi-indices J = (j1,--+ ,jk), com 1 < ji < p,
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1 < k < n. As fungées coeficientes ¢ de pr™V sio dadas pela segquinte

formula:

Gala,u™) = Dy (4 Zfl )+ e (2.4)

ou® oug
— eud, = —=.
o’ T O

onde u =

Prova: Provaremos inicialmente a féormula para n = 1.
Sendo (Z, 1) = exp(eV)(z,u) a transformagao, temos que 7' = 7*(z, u, €)
e u* = u*(z,u,e) sao dados pelos seus desenvolvimentos em série de Taylor

por:

F(x,ue) =2’ + €' (z,u) + O(e?) (2.5)
W*(z,u,€) = u® + edo(x,u) + O(?) (2.6)

Usando (2.5) e denotando a derivada total com relagao a i-ésima varidvel

independente por e encontramos que:
x

d"%i. =0t +e <M + i Mu?) +O(e?). (2.7)

dzi ] ozt ou®
a=1

Azt [ da’ ,
Comoz L ( x)zé,@, com¢=1,---,pek =1,---,p, resolvendo o

dad \ dzk
dzi
dik (2.7) teremos
( dek (z,u) 9
1+ 52 dok O(e)
k;éz .
oy se i=1]
x,u)
1 2
L - 52 0@
i )
d
5 (.I u) + 0(52)
da? se 1#£]j
p k J:
T e BT
\ k=1 dz*




Efetuando a divisao das séries e utilizando os termos até a primeira ordem

em ¢ obtemos A
dz® 5 de
Az % i

Com estes resultados podemos calcular

+0(2).

da~ P da> dat
dzi — dxt dii
> .

a dpo(r,u) 2 i d€'(r, u) 2

= Z(Ui—f‘&T—FO(E) 6j_€T+O(€)

x)
i=1

B z”:(u%ﬁg(ézw_uzdf}x] ))+o( ))

=1

d
Como pr(l)V}(%u(l)) = %L:Opr(l) (exp(e\/)) (z,u™M), temos que
d

| (dut
e=0 di‘ﬂ

(4) 1y _—
d)a (‘T7u ) d€

_ Balow) )

dxi dad k

i=1

= <¢axu fou )—i-Zf-TU Ui,

«
_dug

Cdai’
Para provar o teorema para n qualquer, procedemos por inducao obser-

vando que M+ ¢ (M("))(l).

Com este ponto de vista, o procedimento para determinar pr**DV de

onde u

prMV é o seguinte: nés consideramos pr™V como um campo de vetores
em M®™ e pela nossa férmula de prolongamento de primeira ordem, pode-
mos prolonga-lo para (M (”))1. Nos entao restringimos o campo de vetores

resultante para o subespaco M ™+

determinando, assim, o (n + 1)-ésimo
prolongamento pr™*tYV . Agora, as novas coordenadas em M ™+ sio dadas

u
porujk:a—xi, onde J = (j1, -+ ,jn), L <k <pel < a<q. Deacordo

com nossa férmula do prolongamento, temos que o coeficiente de

no
o
ou Tk
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primeiro prolongamento de pr™V é
p
¢2F = Dyl =Y Di' - uf,.
i=1

Agora, basta provar que a férmula geral resolve a relagao de recorréncia

anterior, ou seja:

V4 V4 V4
= {DJ (% —Zfiu?) £y } N D,
1 =1 i=1
P

i=

p p
= DyDy, <¢a - Zgiu? + Z (Di€" - ug; + E'ufy,) — Z Dy€" - uj;
=1 =1 =1

P p
- <¢a - Zﬁi“?‘> £,
=1 =1

0?us
onde uG,, = m Assim, ¢2F é da forma (2.4), o que conclui a demons-
’ ' Ox
tragao por inducao.
O
Propriedade de Campos de Vetores Prolongados

Teorema 2.3.4 Sejam V e W campos de vetores suaves em M C X x U.

Entao seus prolongamentos tém as propriedades
pr(cV + W) = c-prWV 4 ¢ - priWw,
para ¢, ¢ constantes,e
pr WV, W] = [pr™V, prw].

As demonstracoes seguem das férmulas do prolongamento e do colchete
de Lie.

Corolario 2.3.1 Seja A um sistema de equacoes diferenciais de posto ma-
ximal definido sobre M C X x U. O conjunto de todas as simetrias infinite-
simais deste sistema forma uma dlgebra de Lie de campos de vetores em M.
Além disso, se esta dlgebra de Lie é de dimensao finita, o grupo de simetria

correspondente do sistema € um grupo local de transformacoes agindo em M .
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2.4 Calculo do Grupo de Simetrias das Equacoes

Basicas da Teoria Linear da Elasticidade

As equacoes da elasticidade

As equacoes da teoria linear da elasticidade sao:

1. A equagao diferencial vetorial do movimento elastico

32

pf + div(o) (2.8)

=p=>u
patQ )

onde f é a resultante das forcas massicas por unidade de massa, o é
o tensor das tensoes e u = u(zy, xe,x3,t) é o vetor deslocamento que

depende da posicao (1, T2, x3) e do tempo t. O elemento de coordenada

3
j do vetor div(o) 6 dado por (div(o)), = 3 aigij.
)
=1

2. A equacao tensorial das pequenas deformacgoes

1
E=_ (Vu+ V'u), (2.9)
onde E ¢ o tensor simétrico das deformacoes. Os elenéentos do tensor
u.
Vu, em notagio covariante, sao dados por (Vu) =3 L e VTu é seu
7, .CE]
transposto.
3. A lei de Hooke generalizada
o ="G:E, (2.10)
onde *G é o tensor de proporcionalidade entre o e E.
: . - ou
Consideraremos, nesta dissertacao, o caso em que f =0 e 5 0.

Para o meio homogéneo e isotrépico o tensor ‘G pode ser adaptado &

forma:
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(A2 A A0 0 0|
A (A +2p) A 0 O
10— A A (A +2p) 0 O 7

0 0 20 0 0

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2u
onde tal adaptacao s6 é possivel porque *G é simétrico para os dois primeiros
indices e para 0S dois ultimos de modo que
(4G)Z.j o = (4G)ji o = (4G)” n = (4G)ji - Tal adaptagao obedece a

seguinte associagao (4G)Z.j o= (4G) o’ onde identificamos os indices 15 — «
de acordo com: 11— 1,22+ 2,33+ 3,23—4,13+— 5e 12— 6.
Resolvendo algebricamente tal sistema para u teremos o sistema de equacoes

diferenciais abaixo:

Ar=(A+2p) (u1),, + A+ p) (u2),, + A+ M) (u3) .
e (ur)y, +p(u),, = 0

Ap = (A +p) (uz),, + A+ p) (wr),, + (A +2 M) (u2)y, (2.11)
+u(uz),, +p(u2),, = 0

As= A+ p) (u),, + (A+p)(u2),, + (A +2 M) (us),,
+h(uz),, + 1 (ud),, = 0

ou;

onde (x,y,2) = (x1,22,73), u = (u1,uz,u3) e (u;), = a—z, i =1,2,3 (po-
x

dendo ter qualquer outra varidvel independente no lugar de z). O sistema

(2.11) é linear e de ordem 2 e pode ser identificado com a subvariedade em

X x U® determinada por
Ay=0, i=1,23.

O objetivo deste texto é encontrar solucoes invariantes para o sistema
(2.11). Uma fungao é uma solugao invariante do sistema se for invariante sob
a acao de um grupo de Lie de transformacgoes.

A determinagao de solugoes invariantes para (2.11) passa por varias eta-

pas que sao divididas em:
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e Determinagao de um grupo de simetria para o sistema (2.11);
e Determinacao de funcoes invariantes sob a agao do grupo;

e Determinacao de um sistema reduzido de equagoes diferenciais associa-

do ao sistema (2.11).

Para determinar um grupo de simetria de um sistema de equacoes basta
determinar os geradores infinitesimais que formam sua dlgebra de Lie.

A vantagem deste fato é que, além do procedimento ser algoritmico, so-
mos levados a resolver um sistema sobredeterminado de equagoes diferenciais
lineares para a determinacao dos geradores de transformacoes nao necessaria-
mente lineares. [lustramos a seguir este procedimento, aplicando-o ao sistema
(2.11).

Queremos determinar todos os geradores infinitesimais de simetria

;0 0
Z <f Oy +¢ia—ui)

=1

v

que correspondem a um grupo a l-parametro exp(¢V') que seja um grupo de
simetria do sistema. De acordo com o teorema 2.3.2, nés precisamos conhecer

o segundo prolongamento de V'

0
Qv = v+ (¢(w) +¢(y) ¢(Z) e —
prv o a
Z a(u ) ( a)z a(ua):c:c
(xy) 8 9 wy O ) 0
+ o + o + ¢a + ¢a
O(ta)zy I(ta)zz O(ta)yy Ot )ys
(z2)
T ).
Aplicando pr®V nas equacoes do sistema teremos:
OV(A) = (A+2)e +O+ 05+ (A+ g™ + M + M
pr 1 H H H)®3 M H

prOV(As) = (u+ Ny 2 + ug8 + (A + 205" + (A + o™ + pgt™
VA = (it O+ )+ (1t A 1 2
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Cada funcao coeficiente, como ¢§m), deve ser calculada de acordo com
o teorema 2.3.3 e suas respectivas formulas devem ser substituidas nas ex-
pessoes acima.

Como devemos ter pr®V(A;) = 0, i = 1,2, 3, nas solucoes do sistema,

escolhemos isolar (u1),., (ug).. € (u3).. nas equagoes A;, i = 1,2, 3, obtendo

— (A 2p) () gy = A+ ) (ua)y, = A4 ) (ug),, — (),

(ur).. = ;

(). = — N+ 1) (us)y, — A+ ) (wr)y, — (A +2p) (ua),, — o (ua)
2 74 //L

(u3) _ ()\ + N) (U1)$Z — U (U3)ww — ()\ + ,u,) (u2)yz — (u3)yy'

A+2p0

A substituigdo destes resultados (e suas conseqiiéncias diferenciais se
necessario) em pr®V(A;), nos permite obter & e ¢;.

Para tanto, igualamos a zero os varios coeficientes dos monomios das
derivadas parciais de primeira e segunda ordens de w;, ¢ = 1,2,3, pois os
coeficientes sao fungoes que s6 dependem de (z,y, 2, u1, ug, uz), obtendo um
sistema a ser resolvido, num total de 464 equacoes diferenciais. A resolucao
de um tal sistema é impraticavel sem a utilizacao dos recursos da computacao
algébrica. Para efetuar o trabalho de resolugao deste sistema criamos varias
rotinas no manipulador algébrico Maple (Ver CD anexo).

A resolucao do sistema fornece os seguintes geradores infinitesimais que

formam uma &lgebra de Lie de dimensao 8:

0
Vi=as
0
=3,
0
Vs=—5;
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= e T ey T 0 T oy

V—zﬁ— 2—i—u 0 —ui

5 Jy yaz 381@ 28u3

V= 0 N 0 N 0

6= 3u1 2 0u2 U3 3u3

V—xg%— £+Zﬁ+(3ﬂ+)\) U 0 +ui—l—ui
T o yay 0z A+ u You, * Ouy % Qs
B R )

ST %0 Yoz “3au1 ulaug'

No préximo capitulo desenvolveremos os procedimentos necessérios a de-
terminacao de solucoes invariantes. Utilizaremos os geradores infinitesimais
encontrados acima para construir sub-algebras de dimensao dois e encontrar
seus respectivos invariantes diferenciais. Estes invariantes serao usados em

seguida para a determinacao das solugoes desejadas.
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Capitulo 3
Solucoes Invariantes

Invariantes e Dependéncia Funcional

Definigao 3.0.1 Sejam ((z), -+ ,C*(z) fungoes suaves definidas de uma
variedade M em R.

1. ¢t -+, (¥ sdo ditas funcionalmente dependentes se, para cada v € M,

existe uma vizinhanca U de x e uma funcao suave F(z',---, 2%) nao

identicamente nula em qualquer subconjunto aberto de R¥, tal que
para todo x € U.

2. ¢t -, C* sdo funcionalmente independentes se elas nao sao funcional-

mente dependentes quando restritas a qualquer subconjunto aberto U C

M.

Teorema 3.0.1 Seja ¢ = (¢, -+, ¢*) fungoes suaves de M em RE. Entdo
M), -+, CF(x) sdo funcionalmente dependentes se, e somente se, d(C)aC tem

posto estritamente menor que k para todo v € M.

Definicao 3.0.2 Seja G um grupo local de transformagao agindo em M.

1. O grupo G age semi-reqularmente se todas as orbitas O sao de mesma

dimensao, enquanto subvariedades de M .
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2. O grupo G age regularmente se a a¢ao é semi-reqular e para cada ponto
xr € M, existe uma pequena vizinhanca arbitrdria U de x com a pro-
priedade de que cada orbita de G intersecta U em wum subconjunto

conexo por caminhos.

Definicao 3.0.3 Seja G um grupo local de transformacoes agindo em uma
variedade M. Uma funcao F' : M — N, onde N ¢é outra variedade, é
chamada funcao G-invariante se, para todo x € M e todo g € G tal que
g - x esteja definido, F(g-x) = F(x). Se N = R, entio F serd chamada

simplesmente de invariante.

Teorema 3.0.2 Deize G agir semi-reqularmente em uma variedade M (de
dimensao m) com orbitas de dimensao s. Se xy € M, entao existem pre-
cisamente m — s fungoes C*(x),--- (™ *(x) localmente invariantes e fun-
cionalmente independentes definidas em uma vizinhanga de xo. Além disso,
qualquer outra func¢ao invariante pela acao do grupo definida na vizinhanca
de zy € da forma ((z) = F(¢Y(z),- - ,¢(™*(x)) para alguma funcao suave F .
Se a acao de G € reqular, entdo as funcoes invariantes podem ser globalmente

mvariantes na vizinhanca de x.

Proposigao 3.0.1 Deize G agir semi-reqularmente em M e seja (H(z),- -+,
(" %(x) wm conjunto completo de invariantes funcionalmente independentes
definidos em um subconjunto aberto W C M. Se a subvariedade Sr =
{r € M : F(z) = 0} é G-invariante entdo, para cada solu¢io xy € S,
hd wma vizinhanca W C W de zo e uma funcao G-invariante “equivalente”
F(;E) = F(Cl(x), <o, (M (x)) em que o conjunto solu¢ao coincide com o de
F em W:

I NW=FznW={zeW:F('(z), (" *(x)) =0}
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Métodos para Construgao de Invariantes

m
. 0 R
Seja V' = Z & () i um gerador infinitesimal de um grupo a 1-parametro
x
i=1
G, que age em uma variedade M, dado em algum sistema de coordenadas.
Um invariante local de G é uma solucao da equagao diferencial parcial ho-

mogénea de primeira ordem

V(Q) ) = Y o) =0 (3)

=1

O teorema 3.0.2 diz que se VLU # 0, entao existem m—1 invariantes funcional-
mente independentes e, assim, m — 1 solugoes funcionalmente independentes
da equagao (3.1) na vizinhanca de x.

A teoria cléssica de tais equagdes (ver [4]) mostra que a solucao geral de
(3.1) pode ser encontrada integrando o correspondente sistema caracteristico

de equagoes diferenciais ordindrias, que é

da! dx? dx™
= o == (3.2)

(M) &(x) {m(x)
As solugoes de (3.2) tém a forma ¢! (z!, ..., 2™) = ¢y, -+, ("Nt 2™ =
Cm—1, €M qUe €1, ,Cp_1 SA0 as constantes de integracao, e as ('(z) sao
funcdes independentes dos ¢;. E fécil ver que as fungdes ¢!, ---,¢™ ! sdo

solugoes funcionalmente independentes de (3.1). Qualquer outra solugao de

(3.1) serd necessariamente uma fungao de ¢, --- (™1

3.1 Construcao das Solucoes Invariantes

Definicao 3.1.1 Considere um sistema de equacoes diferenciais A definido
sobre um subconjunto aberto M C X x U do espago das varidveis inde-
pendentes e dependentes. Seja G um grupo local de transformacao agindo
em M. Uma solu¢io uw = f(x) do sistema é G-invariante se seu grdfico

'y = (z, f(z)) C M é um subconjuto localmente G-invariante de M.
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Se G é um grupo de simetria de um sistema de equacoes diferenciais
parciais A, entao sob algumas hipdteses adicionais quanto a regularidade da
acao de (G, nés podemos encontrar todas as solucoes G-invariantes para A
através da solucao de um sistema reduzido de equacoes diferenciais, denotado
por A/G, que envolve um nimero menor de varidveis independentes que o

sistema original.

Definicao 3.1.2 Seja G um grupo local de transformacao agindo na varie-
dade M C X x U. Dizemos que G age projetavelmente em M se (T,u) =
g (z,u) = (E4(x), Py(z,u)), isto é, a mudanga nas varidveis independentes

nao depende das varidveis dependentes. [5]

Se um grupo é projetavel, ha uma acao induzida em um subconjunto
aberto Q C X tal que Z = g -2 = Z,(x). N6s consideraremos hipdteses mais
restritivas sobre a regularidade da acao de G em M e da acao induzida de G
em (2, exigindo que as érbitas de cada uma destas agoes tenham dimensao
igual a s, s < p, onde p é a dimensao do espago das variaveis independentes.
Sob estas hipoteses existem p — s invariantes funcionalmente independentes
yt =nl(x), - ,y?~* = nP~%(z) da acdo induzida do grupo em Q C X. Cada
uma destas fungoes é também um invariante da agao completa do grupo GG em
M. Assim precisamos encontrar somente mais ¢ invariantes funcionalmente
independentes da agao de G em M, da forma v' = ¢}z, u), -+ ,v? = (¥(z,u)
para obter um conjunto completo de (¢ + p — s) invariantes funcionalmente
independentes para G em M. Nos escrevemos este conjunto completo de

invariantes concisamente como

y=77($)a UZC(QZ,U).

Na construcao do sistema reduzido de equacoes diferenciais para determi-
nar as solucoes G — invariantes de A, as varidveis y farao o papel das novas
variaveis independentes e as variaveis v, o papel das novas variaveis depen-

dentes.
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A idéia para se verificar que uma solugao G-invariante é a solugao do
sistema reduzido vem de uma correspondéncia biunivoca entre solugoes G-
invariantes de A e solugoes de A/G envolvendo as novas variaveis. Para ex-
plicar esta correspondéncia, nés comecamos utilizando o Teorema da Funcao
Implicita para resolver o sistema y = n(x) para p — s das varidveis in-
dependentes, digamos 7 = (2™, -, x%=*), em termos das novas varidveis
y',---,yP7° e as s varidveis independentes restantes, denotadas como
&= (2, ---  27¢). Assim, nés temos a solucio 7 = ~(Z,y) para alguma
funcao bem definida v. As p — s varidaveis independentes antigas T sao
chamadas de varidveis principais e as s variaveis restantes sao chamadas de
variaveis paramétricas. A escolha das varidveis paramétricas e principais de-
pende da existéncia de uma matriz (9n’ /0z') invertivel do tipo (p—s) x (p—s)
obtida da matriz completa 9n’/dz de modo a aplicar o teorema da fungao
implicita. Caso contrario, a escolha é inteiramente arbitraria. Nés precisamos
levantar a hipétese de que o posto da matriz (9n'/du?, 9 /OuP)T seja igual a
q, para podermos resolver o outro sistema de invariantes v = {(x, u) para to-
das as varidveis dependentes u!,--- ,u? em termos de z!,--- 2P, v, .- 09,

e dai em termos das novas variaveis y, v e as variaveis paramétricas z:
u=0(x,v) =06(&,7(2,y),v) =06(z,y,v)

na vizinhanga de qualquer ponto (zg,ug) € M.
Se v = h(y) é qualquer funcdo suave, entdo as expressoes acima, junta-
mente com as que definem y e v, produzem uma funcao G-invariante corres-

pondente em M, da forma

u=f(z) = (2,n(2), h(n())). (3.3)

Inversamente, se u = f(z) é qualquer fungdo G-invariante em M, entdo nao
é tao dificil ver que existe necessariamente uma funcao v = h(y) tal que f
e a correspondente fungao (3.3) sejam localmente iguais. Assim nés vimos
como a G-invariancia das funcoes serve para diminuir o nimero de variaveis
dependentes (Ver se¢oes 3.4 e 3.5 de [5]).
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Exemplo: Para exemplificar o funcionamento do processo de diminuicao da

quantidade de variaveis, escolhemos os geradores infinitesimais V; = 9 e
x

Vo = ey para serem os geradores do grupo a dois parametros H;.

Prir%leiro, procuramos um conjunto completo de invariantes (observando
que a acdo de H; é projetavel) ou seja, procuramos funges funcionalmente
independentes que satisfacam V;(f)(z,y, z, u1, us,u3) = 0, i = 1,2. Vemos
que w = z, v1 = Uy, V3 = U € v3 = uz formam um conjunto completo de
invariantes. Deste modo, para encontrarmos as solugoes Hi-invariantes para

o sistema (2.11), teremos:
(ui)z = (/Ui)wy 1= 1, 2, 3.

(ui)zz - (Ui)w’wa 1= 17 27 3.

Como queremos encontrar solucoes G-invariantes, as demais derivadas de u;,
1 = 1,2,3 serao todas nulas devido a independéncia de w com relagao as
variaveis x, y.

Substituindo estes resultados no sistema (2.11) obtemos o sistema:

,U(Ul)ww =0
,U(UZ)ww =0
/\(U?))ww = 0

que possui solugao

Ui:aiw+bi, 221,2,3
Voltando as variaveis originais, temos
UZ‘:CLZ‘Z—l-bZ‘, i:1,2,3,

que é uma solucao Hi-invariante do sistema.
O processo para encontrar as solugoes invariantes sob um certo grupo é

algoritmico e segue os passos:

1. Encontre todos os geradores infinitesimais V' do grupo de simetria do

sistema.
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2. Decida-se sobre o “grau de simetria” s das solugoes invariantes. Aqui
1 < s < p correspondera a dimensao das érbitas de algum subgrupo
do grupo completo de simetria. O sistema reduzido dependera de p— s
variaveis independentes. Assim, para reduzir o sistema de equacoes
diferenciais parciais a um sistema de equagoes diferenciais ordinérias,

nos precisamos escolher s = p — 1.

3. Encontre todos os subgrupos GG de dimensao s do grupo de simetria
completo encontrado na parte 1. Isto é equivalente a encontrar todas
as sub-algebras de dimensao s da algebra de Lie completa das sime-
trias infinitesimais V. Para cada tal subgrupo ou sub-algebra havera
um conjunto de solugoes invariantes pelo grupo refletindo as simetrias

inerentes no proprio G.

4. Fixando o grupo de simetria G, nés encontramos um conjunto com-
pleto de invariantes funcionalmente independentes que nés dividimos

em duas classes
y = 771('77’ u)a e aypis = npis(*%u)

vt =CMNayy) vt = (),

correspondendo as novas variaveis independentes e dependentes, res-
pectivamente. Se G age projetavelmente, a escolha das varidveis in-
dependentes e dependentes é determinada de modo preciso pelo fato
dos n"’s serem independentes de u. No caso mais geral, had muita
liberdade na escolha e escolhas diferentes conduzirao a sistemas reduzi-
dos aparentemente diferentes, mas todos estao relacionados por alguma

forma de transformacao “hodogréfica”?.

Como nosso interesse estd em resolver o sistema (2.11), que possui trés
variaveis independentes, queremos encontrar sub-algebras de dimensao 2. A

tabela abaixo ird auxiliar nesta pesquisa de sub-algebras de dimensao 2.

! Transformacao caracterizada pela mudanca na ordem das varidveis
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Vivillvio oo ovovi v v v
Vi 0 0 0 Vs 0 0 Vi Vs
Vs 0 0 o -V Vs 0 Vo, O
Vs 0 0 0 o -V, 0 V5 -V
Vi |- Vi 0 0 Vo0 0 -V
Vi, |0 -V W - 00 V
Ve 0 0 0 0 0 0 O 0
Va -1 -V =V5 0 0 0 O

B |-V5 0 Vi W -V, 0 0 0

3.2 Classificacao de Solugoes Invariantes

Proposicao 3.2.1 Seja G um grupo de simetria de um sistema de equacoes
diferenciais A e seja H um subgrupo a s-parametros. Se u = f(x) é uma
solucao H-invariante para A e g € G € qualquer outro elemento do grupo,
entao a fungao transformada u = f(x) = g-f(x) é uma solugao H -invariante,

onde H= gHg™! € o subgrupo conjugado a H sob g.

Proposicao 3.2.2 Sejam He H subgrupos conexos de dimensao s do grupo
de Lie G, com correspondentes sub-dlgebras de Lie b e 6 da dlgebra de Lie g
de G. EntioH = g-H-g (H e H sdo subgrupos conjugados) se, e somente
se, h = Ad(g9)(h) (h e b sio sub-dlgebras conjugadas).

A demonstracao segue diretamente da definicao e da unicidade do sub-

grupo conexo dada a sub-algebra correspondente.

Definicao 3.2.1 Seja G um grupo de Lie. Um sistema otimo de subgrupos
a s-parametros ¢ uma lista de subgrupos a s-parametros nao equivalentes
por conjugacao com a propriedade de que qualquer subgrupo a s-parametros
¢ conjugado a, precisamente, um subgrupo nesta lista. Similarmente, uma
lista de sub-dlgebras de dimensao s forma um sistema otimo se cada sub-
algebra de g com dimensao s equivale a um unico membro da lista sob algum

elemento da representacio adjunta: b = Ad(g) (f)), geQ@G.
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De acordo com a proposicao 3.2.2 a determinacao de um sistema 6timo de
subgrupos € equivalente a determinacao de um sistema 6timo de sub-dlgebras.

Sendo assim, nos concentraremos agora nas sub-algebras.

Definicao 3.2.2 Um sistema otimo de solucoes de um sistema de equacoes
diferenciais, invariantes por subgrupos a s-parametros é uma cole¢ao de solugoes

u= f(x) com as sequintes propriedades:

1. Cada solugcao na lista é invariante sob algum subgrupo de simetria a

s-parametros do sistema de equacoes diferenciais.

2. Seu = f(z) € qualquer outra solugao invariante sob um subgrupo de
simetria a s-parametros, entao hd uma nova simetria g do sistema que

leva f em uma solugao f =g - f na lista.

Proposicao 3.2.3 Seja G o grupo completo de simetrias do sistema de
equagoes diferenciais parciais A. Seja {H,} um sistema détimo de subgru-
pos a s-parametros do grupo G. Entao, a colegcao de todas as solugoes H,-
invariantes, para H, no sistema otimo, forma um sistema dtimo de solugoes

do sistema A invariantes pelos subgrupos a s-parametros.

A prova segue da proposicao 3.2.1.

De acordo com estes resultados, vemos que para encontrar um sistema
otimo de solucoes invariantes pelos subgrupos a 2-parametros para o sistema
de equagoes (2.11), basta encontrar as solugoes dadas pelo sistema 6timo de
sub-algebras de dimensao 2.

A tabela abaixo nos ajudara a verificar se uma &algebra de dimensao 2 é

adjunta a outra. Esta tabela foi construida a partir da expressao (2.1)

2

Ad(exp(tX))(Y) =Y —t[X,Y] + %[X, (X, Y]] —---.
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Ad Vi Va Vs Vi

Vi Vi Va Vs Vi—eVs

Va Vi Va Vs Vit+eWh

Vs Vi Va Vs Vi

Vi | cos(e)Vi + sen(e)Va  cos(e)Va — sen(e)Vy Vs Vi

Vs Vi cos(e)Va + sen(e)Vs  cos(e)Vs — sen(e)Vy  cos(e)Vy + sen(e)Vy
Ve Vi Va Vs Vi

Vz Vi e Vs Vs Vi

Vs | cos(e)Vh + sen(e)V3 Vo cos(e)Vs — sen(e)Vy  cos(e)Vy — sen(e)Vs
Ad Vs Ve Vz Vs

Vi Vs Vo Vi—eWi Vs —eVs

Va Vs —eVs Vo Vi—ela Vs

Vs Vs +eVa Vo Vi—eVs Vs +eVi

Vi | cos(e)Vs — sen(e)Vs Vi Va cos(e)Vs + sen(e)Vs -

Vs Vs Ve Vz cos(g)Vs — sen(e)Va

Ve Vs Ve Vz Vs

Vz Vs Ve Vz Vs

Vs | cos(e)Vs + sen(e)Vy Vi Vi Vs

Na tabela anterior, cada elemento da linha ocupada pelo vetor V; e coluna
ocupada pelo vetor V; é o resultado de Ad(exp(eV;))(V;).

Como Ad(g - ¢') = Ad(g) o Ad(g') e todo elemento g € G ¢é o produto de
exponenciais dos multiplos reais dos geradores infinitesimais, podemos usar
a tabela acima para aplicar a representacao adjunta do grupo G e descobrir
quando uma algebra é adjunta de outra.

Definimos a seguinte relacao de equivaléncia entre sub-agebras com di-
mensao 2 de g: h é equivalente 6 se, e somente se, existe um g € G tal que
h = Ad(g)(h). Deste modo, encontrar um sistema 6timo de sub-algebras de
dimensao 2 de g se resume a encontrar o conjunto das classes de equivaléncia
da relagao anterior e usar um representante de cada classe para compor o

sistema Otimo.

39



Nosso objetivo, inicialmente, era encontrar um sistema 6timo de solugoes
invariantes pelos subgrupos a 2-parametros. No entanto, por questao de
tempo, nao determinaremos um sistema 6timo de sub-algebras com dimensao
2 e nos restringiremos a sub-algebras de dimensao dois geradas apenas por
pares de geradores.

O que sera feito nesta dissertacao pode ser ilustrado da seguinte maneira:
no exemplo dado na secao 3.1, nés encontramos uma solucao invariante pelo
subgrupo formado pelos geradores infinitesimais V; e V5. Como a sub-algebra
gerada por {V;, V3} é adjunta da sub-dlgebra gerada por {Vi, V5} nao procu-
raremos solugoes que sejam invariantes pelo subgrupo formado pelos gerado-
res infinitesimais 1V, e V3, pois se f é uma solucao invariante pelo subgrupo
formado por V; e V5, entao exp (g . Vg,) - f é uma solucao invariante pelo
subgrupo formado por V; e V3.

Se (V;,V;) é a sub-dlgebra gerada por {V;, V;}, o conjunto

o = {(Vi; Vo), (Vis Vs) , (Vis V), (Vis Ve ), (Vs Vi) (Vs Ve ), (Ve V) 1,

3+ A
At p
sao conjugados um do outro?. Neste caso usaremos apenas as sub-algebras

onde V7 = Vi — Vs, € tal que dois quaisquer de seus elementos nao

pertencentes ao conjunto ./ para encontrarmos nossas solugoes invariantes

por subgrupos a 2 parametros.

20 conjunto &/ é um subconjunto do sistema 6timo de sub-dlgebras de dimensao 2
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3.2.1 Encontrando as Solugoes Invariantes
0 0 0

1. Solugoes invariantes por (Vi;V;), V) = o Vi = Za_y — Y5 +
0 0
Usm— — Up=—.
33U2 28u3

Um conjunto completo de invariantes para Vi e V5 é formado por:

V = (VA1
—u
WL _Ttertyus
Us 2+ U Y
R

= U22 + U32
ro= \Jy>+ 22
Resolvendo este sistema para wui,us e uz em funcao dos invariantes,

podendo deixar as varidveis y e z como variaveis paramétricas, teremos:

uy = Vv
R(Wz+y)
Uy = —————
NEIER D)
R(Wy — z2)
us =

De acordo com a exposicao tedrica escolheremos como nova variavel
independente o invariante r = r(y, 2), ou seja, todos os invariantes
devem ser func¢ao de r. Deste modo teremos V = V(r), W = W(r) e
R = R(r).

Explicitando-se todas as relagoes de dependéncia funcional e substi-
tuindo uy, us e uz nas equagoes (2.11) e usando a expressao r? = y? + 22

para algumas simplificacoes, o sistema se transformara em:

0= ,m“?% (TVT)
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0 = r2(AN+2u) 2RW2 4+ r?RWW,, +2r* R, WW, + 2r? R, W3W,
— 2r2R, W2 — rRW* — r’R,, + ?RW,? — rR, + RW* 4+ rRW3W,
+ rRWW, + r*RW3W,, — 2r? RW*W,? = 2r RW? — r’R,, W'+ R) y
— *u (RrP*W,, W2 4+ 202 R, W, W2 = 3r> RWW,” + r?RW,, + r*R,,W®
+ 2r2RW,4+2r2R W3+ r?R, W +rRW, W? +rR, W° +rR, W
— RW® —2RW3 — RW 4+ 2R, W3 +rRW,) 2

0 = r%u (TZRWTT W2 +2r2RW, W2 —3r2 RWW,? + r2RW,, + r2R,, W®
+ 2r2RW,4+2r2R W3+ r?R, W +rRW, W? +rR, W° +rR, W
— RWS —2RW® — RW +2rR, W3 + rRW,) y + 2 (A + 2 ) (2 RW?
+ RWW,r24+2R WW,r>?+ 2R W3W,r?> =2 R, r’W? — R, rW*
— R, 124+ RW,*r> — R, r + RW*+ RW3W, r + RWW, r + RW3W,, 12
— 2RW*W,*r? —2R,vW? — R, r*W*+ R) z

onde R,, W,, R,.. e W,, sao as derivadas primeiras e segundas de R e

W com relacao a r.

Observamos que a primeira destas trés equagoes é uma equacao diferen-
cial ordinéria para V' (r). As outras duas equagoes sao do tipo 0 = Ay — Bz
e 0= By+ Az, onde A e B sao fungoes de W e R e de suas derivadas
até a ordem dois. Ao eliminarmos as variaveis paramétricas (y e z) nas
outras duas equagoes temos a formagao do seguinte sistema de equagoes

diferenciais ordindrias para W (r) e R(r):

0 = r?u (FPRW? 4+ r*R) W, +r*u (2r*W3 + r2W + r?*W°) R,
— 3% RWW,2 4+ 7%u (272 +2r° W R W, 4+ r?u (rRW? +rR) W,
+ r2u (2rW3 + W +rW3) R, +r*u (—RW — RW® — 2 RW?3)

0 = A+2u)[r? (rP*RW3 + r2RW)Wrr +r? (—r?W* — 27*W? —r?) Rrr
12 (=2r2 RW?2 + r2R)Wr? + 12 (27°W + 272W3) Rr Wr
r2 (rRW3 + RWr)Wr +r*(=2rW? —r —rW*) Rr +r? (2 RW? + RW* + R)].

+ o+
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Resolvendo a equagao diferencial para V(r) temos:
V(T’) = Clln(r) + Cg,

com C] e (5 constantes reais.

Deste modo

ul(I,y,Z) = Olln( V 22 + y2) + C12

RT RTT
Para resolver o sistema para W e R pode-se isolar 3 e N nas duas

equacoes, de modo a obter:

R —r(W24 )W + 2k WW,2 4+ (=W? - D)W, (3.4)
R 2W2+1)Wrr ‘

@

Ry v (W21 W, +202W,2 = 20 W (W2 + ) W,2 43 (W2 +1)° W,

R 2r2 (W2 + 1)> W,

(3.5)

Derivando a equagao (3.4) com relagao a r, temos:

4 (R By (B
dr\R) R R )

Substituindo, nesta tltima equacao, as equagoes (3.4) e (3.5) e simpli-

ficando chega-se a:

3W,2 — 3r°W,,.2 4+ 22 W, W,,, = 0.

Resolvendo a equacao acima e desconsiderando solugoes constantes

obtemos:

037'2+C4 0405
:m, onde Cg,C4,C5€ReC6:CS_8,

para o caso onde C3 # 8 e,

W (r)

8r?

WS Ge e

onde C5,Cy € R*,
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para o caso onde C3 = 8.

Levando-se em conta que C4y = 0 para C3 = 8, podemos escrever:

R (T) _ 07\/(037“2 + 04)2 + (057“2 + 06)27

r

onde C; € R.

Substituindo estes resultados nas equagoes que definem us e uz em

funcao dos invariantes teremos:

C'4z+C'6y

= —C7|C C —_—

us (2, Y, 2) 7( 32 + Csy + 212 )
Cyy — Cg2z

us(z,y,2) = Cr (CSZ/—CsZﬂLgTy;);

nos dando assim uma solucao particular para o sistema que € invariante
pela dlgebra (Vi;Vs), ou seja, estas solugoes nao se alteram (sao inva-

riantes) apés translagdes com relagdo ao eixo Ox e rotagdes no plano

yOz.

. Solugoes Invariantes por (Vi; Vg) (os grupos correspondentes sao uma

translacao com relacao ao eixo Ox, V) = e e uma transformacao de
x
0 0

+u +u .
0u1 28’&2 36U3)
Apesar da acgao ser projetavel, de acordo com a definicao 3.1.2, as

escala em todas as variaveis dependentes, Vg = u;

orbitas da acao induzida nao tém dimensao dois como queremos, pois
637])(5‘/6) - (x,u) = (x, 5u), onde x = (z,y,2) e u = (uy,uz,u3). Um
dos problemas que surge quando a érbita induzida nao tem dimensao
dois é a perda do critério de escolha para o invariante que serd a variavel

independente.

Para esta algebra o conjunto completo de invariantes é formado por:
m=1Y,

T =z,
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U2

N3 =
U1
e
us3
Ny = —,
Uy
nao existindo uma sub-matriz <37]a1- /8ui), com i = 1,2,3 e o; €

{1,2, 3,4}, que tenha posto 3, o que torna impossivel expressar u; em

funcao dos invariantes.

Por todos estes motivos nao temos possibilidades de construir solugoes

invariantes por (Vq; V).

Pelos mesmos motivos nao temos solucoes invariantes para <V6; V7> e
(Vis; Vg).

N 0 0 0 0
. Solugoes invariantes por (V; Vo). Vo= o—+ y—+ 2— e V) = —.
G P < 1 7> 7 o y@y 92 1= 5
Um conjunto completo de invariantes para Vi e V7 é:
z
t=2,
Yy
T = Uy,
Tj2 = U2,
M3 = us.

Ao resolvermos o sistema para uy, us € uz em termos dos invariantes te-
remos u; = 1);, com ¢ = 1,2, 3. Escolhemos o invariante ¢ como variavel
independente, levando a 7n; = 7;(t). Substituindo estes resultados nas

equagoes (2.11) e simplificando obtemos o seguinte sistema:
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0 = (¢ 1d—2 t 2ti t
(+)dt2m()+ N1 (1)

dt
) d? d? d
0 = [(A+2u)t +M]ﬁ772(t)—(/\+M)t@7l3(t)+2(/\+2M)t£772(t)
d
— (A —n3(t
( +u)dt773()
0 = —(A\+ )td—2 (t) + (ut? + A+ 2 )Ol—2 (t) — (A + )i (1)
2ut—mns(t).
+ Mdt%()

Pode-se notar que a primeira equacao é uma equacao diferencial de-

sacoplada do sistema e pode ser resolvida de imediato nos dando:
m (t) = Cy + arctan (t) Cs,

onde C; e (3 sao constantes reais.

d d?
Resolvendo as outras duas equacoes para %ng(t) e ﬁﬁg(?ﬁ), obtemos

dt

d A +2u)t + (Ap?+ 2 ) 2+ A p+2p2\ d?
s (t) = - 2 2 2 _ \2 372 (1)
(WP Ap)t2—2pu2 = X2 =3 \u dt

(A2 )P+ (NP H6Ap+ TRt d 0
2+ )2 — 22— X2 =3\ p "
(3.6)

d—277 (1) = Ap2+2 )83+ (u? = N> =2 pu)t d—27l t)
a2 " P+ A2 =212 — X2 —3Xp ) di2"”

UAp+8p*) 2 =N =2 p—p?\ d (0)
(W2 4+Ap)t2—2pu2 =22 =3 \p at?\
(3.7)

Derivando (3.6) e igualando com (3.7), chega-se & seguinte equagao

diferencial ordinéria:
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0 = [(2/124-/\,[1,)1564-(—2)\/1—)\2)1544—(—2)\2—7)\/1—6/12)752—4)\”
— A2—4u2]j—;n2(t)+[(6)\,u+12u2)t5+(—8)\2—28Au—24u2)t3
+ (—36u2—34/\;1—8)\2)75}5—;7]2(15)—1—[(6)\,u+12,u2)t4+(—48u2
. 48Au—12A2)t2—14Au—12,ﬂ—4v}%ng(t)

que tem como solucao

n2(t) = %:“) {arctan(t) + (t2 i 1)] — % (ﬁ) 1y

onde (3, Cy e Cy sao constantes reais.

Substituindo este resultado em (3.6), e resolvendo a equagao diferencial

para n3(t) vem

ns(t) =

G Marctan(t)—( ! )}—05(““)( ! )+Cﬁ,

2 | (p+AN) t2+1 2/ t2+1
onde Cg é uma constante real.

Retomando as variaveis originais tem-se:

ui(z,y,2) = Cy+ arctan (g) Cy

U2(2,Y, 2 ZmarcamE _AY
0 = S () (27)
_ 7(22+y2)+03

Cs(u+A) [y
20 22 4+ y?




que é uma solugao para o sistema (2.11), invariante sob <V1, V7>.

. Solugdes invariantes por (Vs, V7):Vs = z% _ y(f n 388 “2% .
Vy = a?ng 0 + z 9
"= Yor Yoy T o

Para esta algebra o conjunto completo de invariantes nao é obtido dire-
tamente como nos casos anteriores, de modo que temos que fazer uma

construcao criteriosa de todos os invariantes.

0 0
Os cinco invariantes para V; = x— + y—— + 2— sao dados por:
Ox dy 0z
x
tl —
Yy
z
t2 —
Yy
Uy = uy,
U2 = Uz,
Uz = Us.
O vetor e alente a V: 8 0 as definido
vetor equivalen =z— — Ug—— — Ug——, M ni
d b oy 82 8u2 2(%3
no espaco invariante sob Vs é dado por
0 0 0 0 0
Vs = Vis(t + V5(t + Vi + Vi + V;
s = Valta) g+ Valta) 3 + V(i) o+ Valiia) 5= + Vil 5
Efetuando as substituicoes e simplificacoes devidas tem-se que
0 0 0 8
Vs = —tita—+ (—t3 -1 +1a —u
2ot (-5 )8152 ‘Ouy  Ous
que possui os seguintes invariantes:
t
‘= 1
t3+1
T = Ui,
e = \/ U3+ U3
Ty + tolis
N3 =
Ugly — Us



Deste modo, para se determinar todos os invariantes da algebra <V5, V7>,

basta usar t e n;, 1 = 1,2, 3, nas variaveis originais, obtendo

x
/2 +y27
T = Uy,
N2 = Vua? + us?,
Zuz + Yug
—yuz + zup’

t =

N3 = —

Resolvendo o sistema acima para uq, us € ug tem-se

Uy = M,
sy —2)
Ug = )
V(2 +y2) (1+n3)
- n2 (32 +y)
Uz =

VE+) T +1:2)

Deste modo pode-se expressar o sistema (2.11) em termos dos invarian-

tes, lembrando que 7; = 1;(t), de modo que tal sistema toma a forma:

2

0 =~ (Um0 O ) () S (0 + 30 3+ ) e 0) (om0

2

=2 (s (1) O ) £ (1) S (1) = s (0) (1 s () ) s (1)

/ 5/2

+ e (s @) +(1+n3())

b (L 03 om0

49

(Q,u—i-/\)] d

2

dtgm()



0 = (@ut A ) (1 m (07) 12 1) o (0

(=3 u+ Nt =3u)ns ) ne (1) jtns(ty2
(2 @u+ N8 +2p) (14ns (1)) 2 (1) —ns (1)
(1 (0)7) (204 )t (1) o (1)
(Cp+N) e+ p)ns(2) (1+n3 2)2dt2n2
na (1) (1475 (£)?) (2p+ At nz(t)
— (L+ns t2)5/2(u+k)td22m (1)
(

(t)
Lns (027 (4 A) =y (1) — s () (1415 (02 @+ A ma (8)
(id)

+

+ o+ o+ o+

dt

0 = puns()@+1) (L+n31)7) m2 (1) 5—;773 (t)

— p (P H1) (142 (0)7) 2 (8) (%773 (t))
+ 2ums (t) (2 +1) (1403 (1)) %772 (t) %773 (t)
s 0 (U (02t (1) s (1) = g (62 4 1) (1 s (67)° s (1)

— u (L 0)?) t;inz )+ (L5 (0 ma (1)

(iid)

A ultima equagao pode ser reescrita na forma

20



0 = —u (140 )’

d; (0 (%n ) m (0 om0

Ji+ (1+ (s (1))

(1+t%)

dt

2

—=n3 (t)

(1 + (s

d d
L W OO ) 7
L+ 1+ ()" 1+ (s (£))?

o que ¢ equivalente a

(U ) (14 8) 5P 0+ 5P (0 = F0) =0

onde F (t) = e (1) :
1+ (3 (t))°

Levando em conta que u (1 + (n3 (15))2)5/2 # 0, chegamos a equacao
diferencial ordinéria

O+ﬂ%%F(%H$F()}Wﬂ:Q

possuindo a seguinte solucao

F(t) = at 4+ b\/(1 + t?),
ond a e b sao constantes reais.
Para simplificar as equagdes (i) e (ii) usaremos a func¢ao auxiliar
t t
1+ (93 (1))°
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Isolando 75(t) na equacao acima e substituindo nas equagoes (i) e (ii)

teremos

2

d
— X (t
X (1)

d? d
= — R 2 2 2
0 (u+)\)(tdt2nl()+dt771(t))+(u+ (TR APy

O+ 2p) (t%X (1) — X (t)) ,

2 d2

d d
S ) Ftnmm () =t (n+A) =5

— X (t
dt dt (t):

0 = (Pu+A+2u)

d d
Criando a fungao Y (t) = tEX(t) — X(t), isolando %X(t) e substi-

tuindo nas equagdes anteriores (bem como suas conseqiiéncias diferen-

ciais), teremos

2

d d
(g2 g2 N —
0 = (—t*X—t*n) Tl (t) + (—tA tu)d

t Ly
b2t Y (D)

(8 + (p+28p+8) —

— (2 A d_2 d A d
0= (Pp+A+2p) =5m () +tnzm () +(—p =) =

o Y(t).

d2
Resolvendo algebricamente as duas equagoes anteriores para @m (1)

e iY (t) tem-se:

dt
Be —t (=X + t?p) %m (t)—t(p+AN)Y ()
== gt 22+ 1) ()
g ) () (2 A2y ()
a1 = (22t (x%)

Isolando Y (t) em (x) e substituindo em (*x), chega-se a seguinte equagao:
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3 d
0 = —(#®+268+ 1) pmm () = (“1+ 48 + 58" p—zm (¢)
d
— 3t u—m ().
udtm()

Encontrada n;(t) para a equagao diferencial ordindria anterior, pode-
mos agir recursivamente e encontrar as fungoes 1,(t) e n3(t). Deste

modo teremos as fungoes:

Cit t
m(t) = e + Cy (—m + arcsenh (t)) + O

m(t) = (ot +0/TFP) + (X (1)

X (1)
at + b1+ 2

onde a funcao X (t) é dada por

n3 ()

221+ A)Cy — (B + N)C5]t2 + (3 + A)Cy — 2uCs
(u+A) V1412

X (t) = Cgt —

e C, Cy, C3, C4, Cs5 e Cg sao constantes reais. Retomando as variaveis

originais encontraremos as seguintes solugoes
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011' OQx

ul(way7z) = \/m_ \/m

+  Charcsenh __r +C3
/yQ +22
us(w,y,2) = — (Coy +az)  [-2(2u+N)Cy+ (3p + A)C5] ya?
S P2 (e NVEE ) (P2
N bzy/a2 + y? + 22 N y [—(Bu+ A)Cy + 2uC5]
y2+22 (M‘i‘A) /$2+y2+22
_9 bu~/ 72 21 .2
us(v,y,z) = (31 1+ A)C — 2105 - + AV

(4 N)/2? 4+ y% + 22 y? + 22
[(4p +20)Cy — (Bp + N)Cs] 22 axy Ceszx

L+ @E@ 2D+ 2) P +2 P+

o4



Recapitulando:

e solugoes invariantes sob (Vi; V5)
u(z,y,2) = Crz+Cy
UZ(:B?y?Z) = C3Z+C4

us(z,y,2) = Csz+ Cgy
e solugoes invariantes sob (Vi; Vs)
ul(xv Y, Z) - Olln( V 22 + y2) + C12

z )
UQ(xayvz) - _(O3Z+C422+y2+O5y+0622+y2)

z
u;;(x,y,Z) = (ng+04 _iiy_yQ_CSZ_Ce)ZQ—}-yQ);

22

e solucoes invariantes sob <V1; V7>

u(z,y,2) = C)+ arctan (g) Cy

2
y A+ z “Y
UQ(.T,Z/,Z) = Cg — 04 (722 +y2) +05 |: 2,U, (arctan (;) -+ 22 +y2):|

3+ A 2 2y [+ A y?
usz(x,y,2) = Cy {MﬂL)\ arctan (;) 2 —i—yQ} — (5 [ 2 Zi g + Cs,
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e solugoes invariantes sob <V5; V7>

uy(z,y, 2)

UQ(ZE, Y, Z)

U3(ZE, Y, Z)

+

Ch

Cy

Cs

Cy

Cs

Cs

x
Va2 4+ y?+ 22

+C3

[ T T
arcsenh —
I (va—i—zQ) a2+ y? + 22

—2(2u + \)yz?

—Bu+ Ny

(n+ V@ + 92+ 2) (1 + 22)

(3p + Aya?

+
(1 +A)V@? +y* + 22

2py

(+ V(@ + 52+ 22) (Y2 + 22)

_|._
(1 +A)V/2% +y? + 22

Ty Tz 2y x4+ y? + 22
—— 4+ Cr—— + C,
y2+22+ 7y2+z2+ T
[ (Bu+ Az (A + 2M\)zz ]

_|._
(4 A2+ y% 4 22

—2uz

(+ V(@ +y? + 22) (Y2 + 22)

—(Bu+ Nz

Ty
_y2+z2} o L/Hz?] e

+
(e +A)/x?2+y? + 22

—xz Y

(1 NV/(@? +y? + 22 (2 + 22)

2 4 y? + 22

y2+22

Comparando estas solugoes com as solucoes encontradas pelo pacote SADE,

mencionado na introducao, notamos que todas as solucoes determinadas pelo

SADE sao contempladas, mas com uma ressalva: nas solugdes do pacote

SADE uma solugao pode ser levada na outra por uma transformacao de

grupo, ou seja, tem-se solucoes de uma mesma classe de equivaléncia, en-

quanto que nossas solugoes nao podem ser levadas uma na outra por uma

transformacao de grupo, ou seja, sao solugoes nao equivalentes.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Nesta dissertacao, determinamos algumas solucoes exatas para o sistema
de equagoes diferenciais que modela o problema termo-eldstico estatico e
isotropico, através do uso de simetrias de Lie. As solugoes encontradas sao
solucoes invariantes sob certos subgrupos de simetrias do sistema de equacoes
considerado, de modo que uma solugao nao pode ser levada na outra por uma
transformacao de grupo.

As solugoes determinadas pelo pacote SADE diferem das solugoes encon-
tradas nesta dissertacao apenas pelo fato de varias delas serem equivalentes
sob transformacoes do grupo de simetrias.

Este mesmo método pode ser aplicado a resolugao deste mesmo problema
nos casos nao-isotropicos e nao estaticos.

O método apresentado e utilizado nesta dissertacao permite a incor-
poracao das condigoes de contorno ao problema, apesar de nao as termos
considerado aqui (ver [7]).

Desta forma, a utilizacao deste método permite a resolugao de um proble-
ma concreto. No caso do problema termo-elastico, como para outros proble-
mas, a busca de solucoes exatas é sempre relevante. Essas solucoes, mesmo
que em numero limitado, permitem também calibrar programas numéricos
especificos.

Assim, a determinacao de solugoes exatas de equacoes diferenciais tem

o7



suscitado o desenvolvimento de métodos mais gerais que o chamado método
classico aqui apresentado.

Uma generalizagao do método classico foi desenvolvida por George W.
Bluman e Julian D. Cole [7]. Este método, conhecido como método nao-
classico, consiste em determinar as simetrias, nao classicas, do sistema de
equacoes acrescentado da equacao de superficie invariante. Para entender

este método, tome um sistema A(x,u™) = 0. Pela teoria cldssica o vetor

P q

-0 0
V= Zzlfl—ami + ;¢a—aua ¢ um gerador infinitesimal de simetria do sis-
tema se prV™ (A(x,u™)) =0, onde A(x,u™) = 0. Se u, = f*(x) é uma

P
Ol

solucao invariante por V', entao, V(fa — ua) =0, ou seja &° Z . % =
i=1 ¢

0. O que Bluman e Cole fizeram foi inserir esta ultima equacao, conhe-

cida como equacao de superficie invariante, para se determinar os gera-

dores infinitesimais de simetrias nao classicas. Desta forma, exige-se que
" Ou

prV® (A(x,u™)) =0, onde A(x,u) =0e ¢y —= —¢* =0. Assim, é
=1

possivel encontrar todas as simetrias classicas e, na maioria dos casos, outras

novas, com a ressalva de que as simetrias nao classicas nao precisam formar

uma algebra de Lie.

O grande trunfo dos métodos classico e nao classico é a transformacao
de um sistema de equagoes diferenciais parciais em um sistema de equacoes
diferenciais ordinéarias. Observando tal redugao Peter A. Clarkson e Martin
D. Kruskal apresentaram em [8] um meio para reduzir uma equacao diferen-
cial parcial a uma equagao diferencial ordinaria sem a utilizagao de geradores
infinitesimais. O método apresentado é conhecido como método direto. A
reducao do método direto é feita impondo-se condic¢oes sobre o tipo de solucao

que se quer encontrar. De modo geral, para o sistema (2.11), se procura

solugoes do tipo

ua(x,y,z) =" <:E,y, %, (t(x>y>z))a772 (t(l‘,y,Z)),ﬁg (t(x,y, Z))),

com a = 1,2,3, tal que, quando substituidas no sistema (2.11), este se re-

duza a um sistema de equagoes diferenciais ordindrias nas fungoes 7;(t) (As

o8



redugoes seguem as regras da pagina 2203 de [8]).

Um método mais geral, introduzido por Olver e Rosenau em [9] , con-
sidera uma equacao adicional que nao precisa ser a condicao de superficie
invariante. Assim, dependendo da condicao considerada, simetrias podem
ser determinadas e solucoes invariantes podem ser encontradas. No entanto,
varias questoes referentes a este método ainda sao problemas em aberto,
como por exemplo, a relacao entre a condi¢ao adicional e a existéncia de

simetrias.
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