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Resumo

Neste trabalho, estudamos a convergéncia fraca de processos estocésticos e
apresentamos os limitantes superiores para a Probabilidade de Ruina em
tempo finito de Furrer, Michna e Weron (1997). Em muitas situagoes prati-
cas, envolvendo a teoria de risco, modelamos os processos de risco utilizando
a teoria de caudas pesadas. Deste modo, faremos uso da teoria de processos
de Lévy a-estaveis, que se mostra muito eficaz em situagoes como esta. Os
limitantes sao obtidos por meio de aproximacgoes de processos de risco por
sequéncias de processos de risco convergindo fracamente para processos de

Lévy a-estéveis na topologia de Skorohod.

Palavras chave: Processos de Lévy a-estaveis; Probabilidade de Ruina

em tempo finito; Topologia de Skorohod.



Abstract

In this work, we study the weak convergence of stochastic processes and pre-
sent the upper bounds for the finite-time Ruin Probability of Furrer, Michna
and Weron (1997). In many practical situations, involving the risk theory, we
shape the risk processes using the heavy-tailed theory. In this way, we will
make use of the a-stable Lévy motion theory, which is shown very efficient
in these situations. The bounds are gotten by means of approaches of risk
processes for sequencies of risk processes converging weakly to a-stable Lévy

motion in Skorohod’s Topology.

Key Words: a-stable Lévy motion; finite-time Ruin Probability; Sko-

rohod’s Topology.



Introducao

Neste trabalho vamos aproximar processos de risco por sequéncias de proces-
sos de risco que convergem fracamente para processos de Lévy a- estaveis.
A referéncia bésica deste trabalho é o artigo de Furrer, H., Michna, Z. e We-
ron, A. (1997), Stable Lévy motion approximation in collective risk theory.
Insurance: Mathematics and Economics 20 (1997) 97-114. Vamos motivar
abaixo o que é um processo de risco e sintetizar o estudo feito nos capitulos
seguintes.

Antes da expressao matematica, vamos imaginar uma situacao de risco
e as variaveis associadas. Considere uma companhia de seguros que cobre
seguros como acidentes, satude e previdéncia. Os assegurados pagam regu-
larmente uma certa quantia a companhia a qual denominamos prémio. Os
acidentes, mortes e aposentadorias, por exemplo, ocorrem num certo tempo
aleatorio e a esses incidentes denominamos sinistros. O prémio pago pelo

assegurado, ou prémio de risco total, é calculado pela companhia de modo a



cobrir dois componentes:
(i) Proteger a companhia de grandes desvios da média de sinistros.
(ii) Pagar a chegada de sinistros na média.

Representaremos por u > 0 a componente (i) e o chamaremos de reserva
de risco inicial. Vamos supor que a componente (i7) é paga por unidade
de tempo no valor ¢ > 0. Supomos também que 0s sucessivos sinistros sao
saltos de um processo pontual N = {N(t) : t > 0} e que o valor das sucessivas
indenizagoes pagas pelos sinistros, {Y} : k& € N}, formam uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Assim, um
processo de risco R = {R(t) : t > 0} tem a seguinte forma:

N(t)
R(t)=u+ct— ZY"*
k=1

A probabilidade de ruina de uma companhia de seguros é a probabilidade
de que o processo venha a se tornar negativo. Para isso, definimos o tempo de
ruina da companhia como a primeira vez em que o processo R seja negativo,

ou seja

T(R) =inf{t > 0: R(t) < 0},

se T(R) # 0, e T(R) = co caso contréario.
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De posse do tempo de ruina, definimos a probabilidade de ruina como

P{T(R) < oo},

e a probabilidade de ruina a tempo finito como

P{T(R) <t},

que ¢ a distribui¢ao do tempo de ruina.

O objetivo do trabalho é obter limitantes superiores para a Probabilidade
de Ruina em tempo finito, P{T(R) < t}. Faremos isso via aproximagao de
processos de risco por processos de Lévy a-estaveis.

Inicialmente, definimos uma sequéncia de processos Q™ e mostramos que
este processo converge fracamente para um processo Q(t) que envolve a teoria
de processos de Lévy a-estaveis. Em seguida, mostramos que o funcional T,
tempo de ruina, definido acima, é continuo quase certamente, e mostramos

que T(Q™) converge para T(Q). Consequentemente,

lim P{T(Q™) <t} = P{T(Q) < t}.

n—oo

A partir dai, obtemos os limitantes.
No caso classico , N(t) é um processo de Poisson e a probabilidade de

ruina associada é conhecida. Neste trabalho nao é necessario que {N(t) : ¢t > 0}



seja um processo de Poisson. De forma mais abrangente, veremos que pode
ser um processo de renovacgao arbitrario.

Como queremos aproximar a probabilidade de ruina por sequéncias de
processos de risco, vamos considerar a sequéncia de processos {Q™} dada
por

N (¢)

k=1

As sequéncias u™ e ¢™ sdo deterministicas, logo é natural a hipotese
u™ — u > 0ec™ — ¢ > 0. Pensamos na sequéncia {Yk(”)} como variaveis
aleatorias do tipo Yk(") = Yi/o(n) onde {¢p(n)} sdo constantes normalizantes.
Seguem dai questoes sobre Y e ¢(n).

Se Yj ¢ tal que E(Yy) = p < 0o e E(Y}?) = 0 4+ p? < 00, sabemos pelo

Teorema do Limite Central que

n

— 2 (Vi) =5 N, 1),
Onde =& significa convergéncia fraca.

Isto nos traz algumas idéias para o caso particular ¢(n) = on'/2, ja que

o Teorema de Donsker nos permite aproximar a soma
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N(t)
Yi.
k=1

pelo movimento Browniano B.
Juntamente com a idéia de divisibilidade infinita introduzida no Capitulo

1, a afirmacdo acima sugere que {Q™} converge para

Q(t) =u+ct — B(t).

Em muitas situacoes, as indenizagoes nao possuem segundo momento fi-
nito, E(Y}?) < oo, ou ainda, Y} possui cauda pesada. Precisamos, portanto,
de outros meios para aproximar {Q(”)}. Assim, a teoria de distribuigoes es-
taveis, apresentada no Capitulo 1, torna-se promissora. De fato, em Furrer,
Michna e Weron (1997), esta anélise é feita mediante aproximagao de proces-
sos de risco {Q™} por processos de Lévy a-estaveis. Apresentamos, ento, no
Capitulo 1, a teoria de distribuicoes estaveis e processos Lévy de a-estéveis.

Neste capitulo surgem duas notagoes importantes. Primeiramente,

XiSOé(O-7/8’M)7

para X estavel, onde

0 < a < 2: indice de estabilidade,
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o > 0: indice(parametro) de escala,
|3 < 1: parametro de assimetria ou viés,
W parametro de locagao,
sao constantes que aparecem na funcao caracteristica de X. Em segundo

lugar,

Za(t),

que indica um processo de Lévy a-estavel.

Para o estudo da convergéncia dos processos {Q™}, apresentaremos no
Capitulo 2 o espago D[0, 1] e a topologia de Skorohod desse espago como
motivagao para o mesmo estudo no espaco D = D[0,00). Todos os processos
deste trabalho estao no espago D e como a teoria desse espaco é complexa,
citamos os trabalhos de Stone (1963) e Lindvall (1973) que fazem a extensao
de DJ0,1] para D. Ainda no Capitulo 2, apresentaremos alguns resultados
sobre convergéncia fraca tteis no trabalho, dentre eles destacamos o Teorema
2.3.4 que é conhecido como Teorema da Aplicacao Continua e serd muito util
no Capitulo 4.

No Capitulo 3, o principal resultado é o Teorema 3.0.5, onde mostramos
que, sob certas condi¢des, {Q™} converge para um processo estocastico Q =
{Q(t) : t > 0} dado por

12



Q(t) = u+ ct — NV Z,(t)

onde, novamente, u e ¢ sdo constantes positivas e {Z,(t) : ¢ > 0} é um
processo de Lévy a-estavel; a constante positiva A é explicitada no Teorema
3.0.5.

Finalizamos com o Capitulo 4 onde obtemos alguns limitantes para a
probabilidade de ruina a tempo finito. Fazemos isto mediante aproximacao
por processos de Lévy a-estaveis e utilizamos o estudo feito no Capitulo 3.

Primeiramente mostramos a convergéncia fraca

lim P{T(Q™) <t} = P{T(Q) <t}

mostrando que o funcional T" é continuo quase certamente e utilizando o
Teorema 2.3.4. A partir dai, conseguimos os limitantes superiores para a

probabilidade de ruina a tempo finito nos Teoremas 4.2.4 e 4.2.5.
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Capitulo 1

Distribuicoes estaveis e Processos

de Lévy a-estaveis

Neste capitulo apresentaremos a teoria inicial sobre distribui¢oes estaveis e
processos de Lévy a-estaveis. Como referéncias bésicas deste capitulo cita-
mos Breiman (1968), Feller (1966) e Samorodnitsky e Taqqu (1994).
Distribuicoes e processos gaussianos sao ha muito estudados e sua utili-
dade em modelos estocasticos é bem aceita. Entretanto, analises de financas
e seguros frequentemente indicam a presenca de caudas pesadas, de modo que
0s processos estaveis se mostram como um recurso apropriado para modelos
probabilisticos de cauda pesada. Dessa forma, a teoria apresentada neste
capitulo serd de suma importancia ao desenvolvimento dos Capitulos 3 e 4,
que tratam da probabilidade de ruina de processos de risco por aproximacao

de processos de Lévy a-estaveis.
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Algumas novas terminologias serao apresentadas neste capitulo. Utiliza-
remos as notagoes X 2y e X, =L X para indicar que X e Y possuem a
mesma distribuicao e X,, converge para X em distribuigao, respectivamente.

O teorema do limite central nos diz que se X1, X, ... sao variaveis aleato-
rias independentes e identicamente distribuidas, onde 0 < EX? < oo, entdo
existem sequéncias {¢,}, {d,} com ¢, > 0 tais que:

Sp—d

n L 7~ N(0,1),
Cn

onde S, = X; + -+ X,,.

Questoes imediatas seriam:

e O que acontece com @ em outras condicoes ?

n

e Haveria convergéncia? Em caso positivo, para que variavel convergiria?

Sp—dn 4
Cn -

Se pensarmos que X, para ¢, > 0 e d, real, surge uma nova

classe de distribuigoes, ou ainda, comecamos a pensar num tipo de v.a. X

que, nas condigoes acima, tenha a seguinte representacao para n > 2:

(1.1) Xi4 4 X Z X +dy.

De fato, vamos defini-la adiante como uma v.a. estavel e frequentemente
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vamos nos referir as v.a.’s estaveis simplesmente por sua distribuicao, ou
seja, distribuicao estavel.

Em seguida, vamos definir um v.a. com distribuicao simétrica. A teoria
das v.a.’s com distribuicao simétrica ¢ de fundamental importancia na teoria
de distribui¢oes estaveis, por isso dedicamos uma se¢ao ao estudo de suas
propriedades, Secao 1.1.

De posse da teoria de distribuicoes simétricas, estaremos aptos a nos
aprofundarmos na teoria de distribuigoes estéaveis, Secao 1.2. Nesta secao,
apresentaremos as principais propriedades das distribuigoes estaveis dentre
as quais dois topicos devem ser destacados. Primeiramente, o Teorema 1.2.1,
onde mostramos que ¢,, na equagao (1.1), é determinado e, sob certas con-

dicoes, d,, também:

(a) Existe 0 < a < 2 tnico tal que ¢, = n'/®,

(b) Sea#1, 3bcR tal qued, = —b(n'/* —n).

Em segundo lugar apresentaremos a Defini¢ao 1.2.4 que introduz a prin-
cipal notagao para distribuicoes estaveis e mostraremos que esta definicao é

equivalente a primeira:

X = Su(0, B, ).
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As constantes
0 < a < 2: indice de estabilidade,
o > 0: indice (parametro) de escala,
|B| < 1: parametro de assimetria ou viés,
W parametro de locagao,

surgem na funcao caracteristica da v.a. X e motiva a notagao acima:

ity — o®|t|* [1 — ifsinal(t) tan (%)] , se a# 1,

In @X(t) =
it — olt| [1 + ifsinal(t) In(t)], se a=1.
onde
1 se t >0,
sinal(t) =¢ 0  se t=0,
—1 se t<O.

Na Secgao 1.3, vamos estudar os processos de Lévy a-estaveis. Essa classe
de processos ¢ essencial a teoria apresentada nos Capitulos 3 e 4. Comegamos
definindo uma v.a. com distribuicao infinitamente divisivel e processos de
Lévy, estudando assim a relagao entre ambos. Em seguida definimos um
processo (ou movimento) de Lévy a-estavel donde surge a notagao Z,(t) para

esse tipo de processo, notagao esta que sera utilizada em todo o trabalho:
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Za(t) i Sa(th/av ﬂ7 0)7

onde0<a<2 0c>0e|3 <1
Finalizamos a secao definindo processos auto-similares e mostramos que
os processos de Lévy a-estéveis sao auto-similares.

Comecamos o capitulo de fato definindo uma v.a. estavel:

Definicao 1.0.1. Dizemos que uma varidvel aleatoria X € estavel se, para

n > 2, existem um niumero positivo ¢, e um numero real d, tais que:

X1+"'+Xnich+dn7
onde as v.a.’s X;, i =1,...,n, sao copias independentes de X.
Exemplos:

(1) Seja Z uma v.a. com distribuicdo degenerada, isto ¢, P(Z = ¢) =
1 para alguma constante ¢, e X, Xo,... copias independentes de Z.

Entao, as fungoes caracteristicas satisfazem:

(I)Z(t) — E(eitc) — 6itc’

Dg, (1) = " = P, (t) = g, (t/n) = "

:‘é’l



Portanto, S—rj 2L 7 ou Sh LnZ.

(2) Seja Z uma v.a. com distribuigao N(0,1) e X;, Xy, ... copias indepen-

dentes de Z.

Sabemos que ®4(t) = e /2 de forma que

03, () = 0 (t/v) = [~ =0

n

B

Portanto \S}—% L ZouS, < /nZ.

Se considerarmos Z ~ N (y, 02), é facil ver que S, < /nZ+(nu—/np).

Se d, = 0 na Definigao 1.0.1, dizemos que a distribuicao é estritamente

estavel.

Definicao 1.0.2. Dizemos que X tem distribuicao simétrica se X 2 _X ou

P(X <z)=P(—-X <z)=P(X > —x).

Na secao seguinte, estudaremos algumas propriedades das distribuigoes
simétricas. Logo em seguida, faremos um estudo das distribuicoes estéveis.
Como nas demonstragoes de algumas propriedades das distribuicoes estéveis
faremos uso de propriedades das distribui¢oes simétricas, apresentaremos pri-

meiramente algumas destas propriedades.
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1.1 Propriedades das distribuicoes simétricas

Propriedade 1.1.1. X 2 F, entao F' € simétrica se, e somente se, Px(t)

é real.

Demonstragao. Temos que

by(t) = /cos (tx)dF(x /sen (tx)dF(x
o () = /cos (tx)dF(x /sen (tx)dF(x),
entao
(12) By (t) + B (t) =2 / cos(tx)dF (z)

Como X £ —X, temos Oy (t) = P_x(t). Segue da equagdo (1.2) que,

by (t) = /cos(tx)dF(a:).

Portanto ®,(t) € R.
Por outro lado ®,(t) € RV ¢ se, e somente se, Py (t) = [ cos(tx)dF(z).

Da equagao (1.2) segue que ®x(t) = ¢_x(t) ou ainda X L_X. |

Propriedade 1.1.2. Se U e V sao independentes e simétricas entao U — V'
e U+ V também sao simétricas.
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Demonstragao. Nos temos que U é independente de —V, —U é indepen-
d d
dentede V,U=-UeV =-V.

Portanto —U +V £ U — V', de onde segue que U — V' & simétrico. |

Propriedade 1.1.3. Suponha Xi,---, X, cdpias independentes de X. Se

X € simétrica, temos que S, = X;1 + --- 4+ X,, € simétrica.
Demonstracao. A demonstracao é analoga a da Propriedade 1.1.2.
Propriedade 1.1.4. Se X ¢ simétrica e EX existe, entao EX = 0.

Demonstragao.

EX = /Ooo(l—FX(:v))dx—/O Fy(z)dx

—0o0

_ /OOOP{XZx}dx—/O P{X < 2}dz

[e.e]

_ /OOOP{XZx}dx+/OP{X§ —r}de

[e.o]

_ /OOOP{XZI}dx—/OOOP{Xg—x}dx:()
n

Propriedade 1.1.5. Seja X simétrica, se EX existe e X € estdvel ,entao

Sp=X1+ -+ Xn L, X.

1.2 Propriedades das distribuigoes estaveis

Propriedade 1.2.1. Se X ¢ estdvel, a # 0 e b € R entao aX + b € estdvel.

21



Demonstracao. Sejam Xi, Xy, ... copias independentes de X, ¢, e d, tais
que X1++XniCnX+dn
Entao aX; +b,aXs+0b, ... sao copias independentes de aX + b de forma

que

a(X1 4+ X,)+nd L a(c, X 4+ d,) + nb L cn(aX +b) + ad,, — c,b + nb.
Propriedade 1.2.2. Se X ¢ estdvel entao —X € estdvel.
A Propriedade 1.2.2 é um caso particular da Propriedade 1.2.1.

Propriedade 1.2.3. Se X ¢ estavel e X1, Xa, -+ sao copias independentes

de X entao S,, = X1+ -+ X, € estdvel.

Demonstracao. Seja

Smn:X1++Xn+Xn+l++X2n++X(m—1)n+l++X’mn

Defina
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Vi = Xitoo+ X,

Yo = Xop oo+ Xan,

Y, = X(mfl)nJrl +oe At an7

onde Yi,...,Y,, sdo copias independentes de S,,. Também,

Smn:X1++Xm+Xm+1++X2m++X(n—1)m+1++Xnm7

e defina

Zy = Xit+ X,

Z2 = Xm+1+"'+X2ma

Ly = X(nfl)m+1 +oet Xnma
onde Z1,..., Z, sao copias independentes de S,,.

Agora, sejam Uy, Us, ... copias independentes de X, entao Z; < cmX +
d

dm = CmUj + dm
Assim,
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IES

(Ui + -+ Uy,) +ndyy,

IES

CmSn + dpm
Portanto S,, é estavel. [ |

Propriedade 1.2.4. Se X € estdvel e independente de' Y com'Y 2 X, entao

X =Y € estdvel e simétrica.
Demonstragao. Considere
0O X4+ X, L, X +d,
(I Yy 4+ Y, LY +d,

Como X e Y sao independentes, subtraindo (II) de (I) segue que,

(X1 = Y) 4 (X, = Yo) L ey (X - Y).
Portanto X — Y é estéavel.

Para mostrar a simetria, basta inverter a subtracao. ]

Agora faremos uma analise dos coeficientes ¢, e d,. De fato, eles sao

determinados.
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Teorema 1.2.1. Seja X uma v.a. com distribui¢cao F' estdvel nao degenerada

e sejam Xq,...,X, copias independentes de X. Entao,

(i) Eviste 0 < o < 2 timico tal que ¢, = n*/*, isto €, S, = X1 +---+ X, 4

nYoX +d,.

(i) Se a # 1, existe um b € R tal que d,, = —b(n"/*—n) e b € tal que X —b

possut distribuicao estritamente estdvel.

Demonstragao. Vamos dividir a demonstragao do item (i) em algumas

etapas:

(11) Tome Y < X, X e Y independentes.

Sejam X7, ..., X, copias independentes de X, e Y7, ...,Y,, copias inde-

pendentes de Y. Segue assim que

Xy 4+ X, £ X +d,

Vit +Y, LY +d,.

Temos entao, pela independéncia, que

(X1 = Vi) 4+ (X, = Vo) £ en(X —Y).
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Como (X —Y) tem distribui¢ao simétrica e mesmo coeficiente ¢, po-

demos simplificar o teorema para o caso simétrico, isto é, X é tal que:

Sy=X 4+ +X,Zc,X.

(i2) Seja X L F, F estavel e simétrica. Vamos mostrar que {c,} satisfaz:

d
Cm+nX - cle + CnX27
Cmn = CmCnp.

Considere Sy = X1+ -+ X, + Xog1 + - + Xoin, € defina

Sn:X1+"'+Xn

Sm-l—n - Sn = Xn+1 +- 4+ Xm-‘,—n'

Temos, entao, pela independéncia

S < X 4 cnXo,
d d
Sm+n — Sn = CmX = Cle.

Portanto

d d
Sm+n = Cle + CnXQ = Cm—i—nX-
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Resumindo,

CrntnX 4 cmX1 + cp, Xo.

Se m =n,

CQnX i CnXl + CnXQ = Cn(Xl + Xg) = CnCQX.

Logo ¢, = cacy,.

Mostra-se facilmente, por indugao, que ¢, = CnCp-

(13) Agora um candidato que se torna natural é ¢, = n'/®. Mais que isso,

0 < o <2 é 1inico.

Dado k € N, seja ¢, = kY%, onde o = lfggci.
Sen==Fk,c,=cu=c, = (kl/“)l = (k)" =nltle.
Sev=mlev#k, VI entdo ¢, =m'/? e c, =05

Devemos mostrar que o = [3.

Seja j tal que k7 < m! < K9+, Entao,
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(1.3) cgj/ﬁ <y < k‘l/’gczj/ﬂ.
Para isto, observe que k?/% = [(k:j)l/a]a/’g.
Segue da Equagao (1.3) que

Cki (a/B—1
1<k‘1/ﬂ—]c§€j/ﬁ ),

(Y

Como ¢ — 00, segue que o > (3. Invertendo os papéis de m e k,

obtemos a < (3 e, portanto, a = [3.

(i4) Vamos mostrar agora que « > 0.

a = 0 implica claramente uma indeterminagao. Suponha a < 0, como

cm > 0, temos

(1.4) P{|X| > z} = P{lenX| > ez} = P{|Sn| > cnz}.
Mas o evento {|S,,| > ¢z} contém o evento abaixo:

{( max |X;| > emz, Sm — max |X;|> 0) U ( max |X;| < —cmz, Sm — max |X;| < 0)}
1<j<m 1<j<m 1<j<m 1<j<m
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Logo, pela Equagao (1.4), temos

1 1
P{X| >z} > §P{1%52>7<7JXJ-| > cmz} > §P{‘X’ > Cm2}

1/

Como a < 0, ¢,, = m’/* — 0, quando m — o0.

1
Assim, temos que P{|X| > z} > 3 YV z > 0, o que é uma contradi¢ao.

Resta mostrar apenas que o < 2.

Suponha que « > 2.

1
P{|S,| > c,z} < —P{max | X;| > cnz}

2 1<j2n

(1= P{|X] < cnz})

v
N~ N~

(1 — e n(-PUXISersh))

Onde a ultima desigualdade segue do resultado conhecido,

(1—z™)>1—em2  0<z<l.

Podemos escolher um z € R tal que P{|S,| > ¢ 2z} < 1/4, V n. Segue
assim que n(1— P{|X| < ¢,z}) permanece limitado, ou seja, 3 M < oo

tal que n(1 — P{|X| < c¢,z}) < M.
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Em particular, se n = m® e z = 1, entdo m*(1 — P{|X| < M}) < M <
oo e, portanto, EX? < 0o, o que ¢ uma contradi¢ao (Ver lema 2, V.6,

Feller (1966), Vol .II).

(i)
( d
Sn = CnXl + dm
Sgn - Sn i CnXQ + dn>

Smn - S(mfl)n i CnXm + dn'

\

Segue por independéncia que

Smn i Cn<X1 + o+ Xm) + mdn i CnCmX + Cndm + mdn

Analogamente, obtemos S,,, 4 CmcnX + cpd, + nd,,, de forma que

(cn —n)dm = (¢, — m)dp,.
Sendo assim, basta tomarmos d,, = —b(n'/* —n) .

Como X é estavel, é facil mostrar que X — b é estritamente estavel. De
fato, sabendo que ¢, = n'/® e d,, = —b(n'/® — n) para algum b € R,

entao

X fdy Xy b X,

ou
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noxX oy b L X 4+ Xy L Xy 4+ + X — nb+nb
— MUX - b +nb L (X; —b)+ -+ (Xp—b) +nb

= aMUX = b) L (X —b) + o+ (X — D).

Corolario 1.2.1. Se X possui distribuicao estritamente estdvel, entao, para

algum 0 < a < 2, temos:
sVox; 440X, L (s+1)VX, s>0, t>0.
Exemplos:

(1) Se X ~ N(u,0?) entdo temos ¢, = n'/? e d,, = —pu(/n —n)

ou ainda

Xl—l—-“—i-Xng\/ﬁX—u(\/ﬁ—n).

(2) Se a =1 e X tem distribuigdo de Cauchy,

1 o
Cmo2+ (v —p)?
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Py (t) _ eitu—a\ﬂ

(I)Sn (t) _ eitnu—na|t| .

De forma que,

Observe que X nao é simétrica, pois pu # 0.

Definicao 1.2.1. Dizemos que X tem distribuicao estdvel se dados a > 0 e

b >0, X; e Xy copias independentes de X, existem ¢ >0 e d € R tais que

(1.5) aXi +bXs £ cX +d.
Se d =0, dizemos que X tem distribuicao estritamente estavel.
Proposicao 1.2.1. A Definicio 1.0.1 € equivalente a Definicao 1.2.1.

Demonstracao. Se X é estritamente estavel, pela Definicao 1.0.1 e pelo
Corolério 1.2.1, temos, para s = a® e t = b*, que aX; + bXy = cX, ¢ =
(a® 4+ b*)1/* > 0. Se X ndo é estritamente estavel, seja b € R tal que X — b
é estavel . Entao, do Corolario 1.2.1 segue que
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sYO(XT = b) + (X, — b) £ (s + )/ (X — b).

Tomando novamente s = a® e t = b*, temos

aXy 40Xy L (a® + bM)YX — b [(a® + b)Y — (a+D)] .

Por outro lado, suponha valida a Definicao 1.2.1. Para n = 2, tomando
a=1eb=1, temos

Xl +X2 i CQX +d2
Suponha, por inducao, que para n = k, temos
d
S = e X +dp,.

Para n = k + 1, faga Xy 2V onde V £ X, X e Y independentes.

Entao por independéncia,

Skt 2 Y 4 X + di L 1 X + djys.-

Definicao 1.2.2. Dada uma varidvel aleatoria X com funcao distribuicao

F, definimos o dominio de atrag¢ao de F':

Sn — by,
D(F) = {G : G f.d. tal que para X; 4 G, i > 1, existem a, e b, tais que N X}.

n
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Definicao 1.2.3. Dizemos que uma varidvel aleatoria X tem distribuicao

estdvel se D(F) # ().

Desejamos mostrar a equivaléncia entre as Defini¢oes 1.0.1 e 1.2.3. Para

tal, necessitaremos do lema abaixo.

Lema 1.2.1. Seja V uma varidvel aleatoria nao degenerada.
Se U, L Ve AU, + B, N V', onde A, e B, sao constantes, entao

A,—A>0, B, — B quandon — oo e V' = AV + B.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em 4 partes.

Observe inicialmente a seguinte igualdade:

D4, 0,18, (1) = Py, (Ant)

= [Pa,v,48,(0)] = [Pv, (An)]
Defina o, (t) = ®a,v,+8,(t) € Bu(t) = Oy, (Ant).

(i) {An} nao diverge.

De fato, suponha que existe um subsequéncia {A,,} tal que 4,y — 400

quando n’ — oo. Entao,

o (£)] — @y (t)], quando n — oo.
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(i)

Tome t,, = Z% e |ay (ty)| — |Py:(0)] =1 quando n — oo.
Mas [on (tn)] = [ B (t)| = [®v (1)| quando n — oo

Logo |®y(u)||®y:(0)] = 1, de forma que V é degenerada, o que con-
tradiz nossa hipotese.

Se A, é convergente, entao A, — A > 0 quando n — oc.

Se A =0, entao | Py, (Ant)| — [Py (0)] = 1 quando n — co. Novamente
contradizendo a hipotese.

Sejam A,y — A>0e A, — A > 0.

Vamos mostrar que A = A.

Como ®y;, (t) converge, nos temos Py (At) = ®y (At).

Desse modo, @y (t) = @y (AL) = dy (%t).

Seja A < A. Entao

o (o (3 o ()

quando £ — oo. Temos assim uma contradigao. Segue que lim A, = A > 0.

n—oo

[Py (t)] =

- |®V(O)‘ =1,

Como A, — A, a sequéncia {B,} nao pode divergir, pois A,U, +
d /

B, =V

Se B,y — B e B,y — B, entdo
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Pa v ,4m, () — POy (AL),
Da v 48, (t) — BBy (AL).

Portanto B = B.

Proposicao 1.2.2. A Defini¢ao 1.0.1 e a Definicao 1.2.3 sao equivalentes.

Demonstracao. F é estavel pela Definicao 1.0.1, entao X; + --- + X, K

cn X + d,, com ¢, > 0, ou seja

Cn

X.

Portanto, F' € D(F) = D(F) # 0.
Por outro lado, assuma a Definicao 1.2.3. Logo, para X nao degenerada
com distribuigao F' existe G € D(F).

Sejam Y7, Ys, ... copias independentes de G.

e defina
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SQn_Sn = Yn—i—l"’"'_‘_yén?

Sran — S(mfl)n = Yv(mfl)n+1 + o+ Yo

Sejam também X, Xs, -+, X, copias independentes de X.

Temos G € D(F),Y; £ Ge X; L F.

S, — by,
= X,
an
Sn_Sn bn
(5% ) L X,
an
Smn_Sm— n _bn

e por independéncia

Mas,
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Qn Qn

- _ 1
Amn

n

Sabemos que U, 4 Xe AU, + B, N X1+ -+ X,

Portanto, pelo Lema 1.2.1, A, = b — ¢y >0, By, = ai(bmn —mb,) —

dmEunandon—>oo,eXl—i—---—i—XmicmX—i—dm.

Definicao 1.2.4. Dizemos que X tem distribuicao estdvel se existirem cons-
tantes

0 < a < 2: indice de estabilidade,

o > 0: indice(pardmetro) de escala,

|B| < 1: pardametro de assimetria ou viés,

w: parametro de locagao,

tais que a funcao caracteristica de X € dada por

(1.6) Indy(t) — itp — ot [1 — ifsinal(t) tan (%)} . se a1,

itp — ol|t|[1 + iBsinal(t) In(t)], se a=1.
onde
1 se t >0,
sinal(t) = ¢ 0 se t=0,
-1 se t <.
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Notagao: X £ Sa(o, B, ).
Pode-se mostrar que a Defini¢ao 1.0.1 e a Defini¢ao 1.2.4 sao equivalentes,

ver Breiman (1968). No entanto, esta demonstragao serd omitida neste texto.
Proposicao 1.2.3. A Definicao 1.0.1 e a Definicao 1.2.} sao equivalentes.

Exemplo: Tome uma v.a. X com distribuicao N (u,202).

In(®x (1)) = ity — ot>.

Portanto, por (1.6)

X g SQ(‘Lﬁn“)'

Por outro lado, se tomarmos o = 2 em (1.2.4), obtemos a funcao carac-

teristica da normal com média yu e variancia 202

Propriedade 1.2.5. Sejam X; e Xy varidveis aleatorias independentes com
X; 2 Sa (04, Bis i), i = 1,2. Entao X1 + X 2 Salo, B, 1), onde
prof + Pao3

(o a1/
o= (0] +<72)/ ;5:W7,U:M1+N2-
1 2

Demonstracgao. Primeiramente, vamos verificar para o # 1.

Por independéncia
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In[E(exp(it(X; + X))
= In[E(exp(itX;))] + In[E(exp(itX,))]
= it(py + p2) — (0 + 09) |t|* + i|t|“sinal (t) tan (?) (Brof + B20%)

. Brof + a0y Ta
= it + ) = (oF +08) [t |1 - Z&U;T;QWW tan (7)} |

A prova para a = 1 é analoga. ]

Propriedade 1.2.6. Seja X 2 Sa(o, B, 1) e seja a uma constante real. En-

t&0X+aiSa(a,ﬂ,u+a).

A demonstragao da Propriedade 1.2.6 segue imediatamente da fungao

caracteristica da Defini¢ao 1.2.4.

Propriedade 1.2.7. Seja X 2 Sa(o, B, 1) e a uma constante real nao nula.

Entao
aX £ S.(|alo, sinal(a)B, ap), se a# 1,

2
aX £ 8 <|a|a, sinal(a)B, ap — —a(1n|a|)aﬁ) , sea=1.
7r

Demonstracgao. Pela Definicao 1.2.4, temos para o # 1
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In[E(exp(itaX))]
= iu(ta) — [ta|*o® <1 —ifsinal(at) tan (%))

= i(ua)t — (ola|)*|t| (1 —ifsinal(a)sinal(t) tan (?)) :

A demonstracao para a = 1 é analoga.

Propriedade 1.2.8. Para todo 0 < o < 2,
X i Sa(07 /67 0) — —X i Sa(ga _570)

A demonstragao da Propriedade 1.2.8 segue trivialmente da fungao ca-

racteristica da Defini¢ao 1.2.4.

Propriedade 1.2.9. X 4 Sa(o, B, ) € simétrica se, e somente se, =0 e

pw=0. E simétrica em relacao a p se, e somente se, 3 = 0.

Demonstracao. Pela Propriedade 1.1.1, basta mostrar que a funcao carac-
teristica é real. Pela Definicao 1.2.4, este caso ocorre somente se 3 = 0 e
1= 0. Da Propriedade 1.2.6 segue a segunda afirmagao.

Propriedade 1.2.10. Seja X £ Sa(o, B, 1) com a # 1. Entao X € estrita-
mente estdvel se, e somente se, p = 0.
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Demonstracao. Sejam X; e X5 copias independentes de X e sejam A e B

constantes positivas arbitrarias. Pelas Propriedades 1.2.5 e 1.2.7,

AX, + BX, L 8, <0 (A% + BYY* | 3, pu(A+ B)) .
Devemos fazer ¢ = (A% + B*)"* em (1.5) na Defini¢ao 1.2.1. Pelas Pro-

priedades 1.2.6 e 1.2.7,

CX—{—diSa ((AO&_{_B@)I/OL’ ﬁ; M(AQ+BQ)1/Q+CZ> '
Portanto, nés temos AX; + BX>, L eX+dceomd=0 se, e somente se, 1 = 0.

Propriedade 1.2.11. X 4 Si(o, B, ) € estritamente estdvel se, e somente

se, 3 =0.

Demonstragao. Sejam X; e X5 copias independentes de X e A > 0, B >0

constantes reais arbitrarias. Pelas Propriedades 1.2.5 e 1.2.7,

AX;+BX, £ 3, <(A + B)o, 8, (A+ B)u— zUB(AlnA + Bln B))
m

enquanto,

(A+B)X L5 <(A + B)o, 8, (A+ B)u— %aﬁ(A + B)In(A + B)) .
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Portanto, d = 0 em (1.5) se, e somente se, AX; + BX» 2z (A+ B)X, isto é,

se, e somente se,

B(AlnA+ BInB) = 3(A+ B)In(A+ B),

para quaisquer A > 0 e B > 0. E necessario e suficiente que 5 = 0.

1.3 Processos de Lévy a-estaveis

Nesta secao, apresentaremos a defini¢ao e algumas propriedades basicas dos
processos Lévy a-estaveis. Inicialmente vamos apresentar o conceito de uma

variavel aleatoria com distribuicao infinitamente divisivel.

Definicao 1.3.1. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicao infinitamente
divisivel se para todo n € N existem varidveis aleatorias Xf"), Xén), e ,Xy(ln)
1.1.d. tais que

K3

XLXxW o4 xm,

Daqui em diante diremos que X ¢ infinitamente divisivel se X tiver dis-

tribuicao infinitamente divisivel.

Definicao 1.3.2. Um processo estocdstico X = {X(t) :t > 0} com wvalores
em RY é dito um processo de Lévy se :
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(1) P{X(0)=0}=1 ou X(0) =0 g.c.

(i1) X tem incrementos independentes, isto €, X (t1), X (t2) — X (t1), ...,

X(tp) — X(tx—1) sdo independentes para 0 < t; <ty < -+ < ty.
(i1i) X € temporalmente homogéneo, isto é, X (t+h)—X(t) < X(h),¥Vt>D0.
(iv) X € estocasticamente continua, isto é, tli_gt P{|X(t) — X(to)| > €} =0.
(v) Para quase todo w, X(t,w) é uma trajetoria continua & direita com

limite a esquerda.

Observacoes:

(1) Pode-se provar que, se temos de (i) a (iv), entdo existe uma versio X

satisfazendo (v).

(2) As condigoes (i), (i7) e (i17) equivalem a um processo estacionario com

incrementos independentes.

Proposicao 1.3.1. Se X é um processo de Lévy, entao X (t) possui distri-

buicao infinitamente divisivel.

Demonstragao. Para t > 0, tomando ty = 0 e t; = t, temos
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X(t) £ (X(t) — X(t) + (X(t2) — X(t1)) + -+ + (X(t) — X (t51))
L X(t) — X(to) £ X(t) — X(0).
fazendo t; = j—t,j:0,~~ K

k

X(t;) — X(tj-1) £ X(t)

sao independentes.

Portanto, X (¢) tem distribui¢do infinitamente divisivel. |

Definicao 1.3.3. Dizemos que X € um processo de Lévy se X for estaciond-
rio com incrementos independentes e X (1) possuir distribuicao infinitamente

divisivel.

Pode-se demonstrar que as Defini¢oes 1.3.2 e 1.3.3 sao equivalentes. Enun-

ciamos o teorema abaixo.

Teorema 1.3.1. Se & € uma varidvel aleatoria com distribuicao infinitamente

divistvel, entao existe um processo estocdstico X que satisfaz de (i) a (iv).

Definigao 1.3.4. Dizemos que Z, = {Z,(t) : t <0} € um processo (movi-

mento) de Lévy a-estdvel se:

(i) P{Z,(0) =0} =1 ou Z,(0) =0 q.c.
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(i1) Z. possui incrementos independentes.

(111) Zo(t+h)—Z4(t) 43, (oh'/*,3,0) para 0 < t,h < o0, onde 0 < o < 2,

c>0c¢e|f] <1.

Definigao 1.3.5. Um processo Z,, iniciado em 0, com incrementos indepen-

dentes e estaciondrios, € dito Lévy a-estdvel se

Zo(1) £ Su(0, 8,0).
Proposicao 1.3.2. A Defini¢ao 1.5.4 € equivalente a Definicao 1.3.5.

Demonstracgao. Primeiramente, vamos considerar o processo Z, da De-
finigdo 1.3.4. Pela condicao (iii), temos incrementos estacionarios. Logo,
tomando t =1 e h =0, temos

4

Zo(1) = Su(0, 5,0).

Agora consideremos a Definicdo 1.3.5. As condigoes (i) e (ii) ja estdo
satisfeitas, entdo basta mostrar a condi¢ao (ii).

Nos temos que
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Za(n)

tacionérios, para cada o < i < n, temos Z,(i) — Z,(i — 1)

Za(1) £ Z,(1) = Zoa(0) £ S, (0, B,0).

Pela Propriedade 1.2.5, temos, para U e V' independentes, que se

U i Sa (0U76U70) e V i Soc (O_Vaﬁ\/ao)

entao

U+ VL8, (05 + o9y, 2TV ),
og + oy

Dessa forma, V n € N.

L Z0(n) = Za(n—=1)+ Za(n—1) = Za(n —2) + - + Za(1) = Z4(0)

Como o processo Z, tem, por hipotese, incrementos independentes e es-

4

Sa(0,3,0).

Portanto, Z,(n) L3, (ont/*,3,0).

Também temos,
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Usamos argumentos semelhantes para obter o resultado para os racionais

e reais.

Definigao 1.3.6. Um processo X ¢é dito auto-similar se, dado a > 0, existir

um b > 0 tal que

{X(at) : t >0} L {bX(t): t>0}.
Proposicao 1.3.3. Todo processo Lévy a-estdvel é auto-similar.

Demonstracgao. Pela Propriedade 1.2.7, temos, para ¢ > 0, que

{Za(et) 1t >0} L {7, (t) - ¢ > 0.

Como exemplo vamos tomar o movimento Browniano B = {B(t) : t > 0}.

Sabemos que B é um processo estocastico com incrementos independentes

e estacionarios. Sabemos também que
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B(1) £ N(0,0?) £ S5(/V/2,0,0).

Portanto, pela Defini¢ao 1.3.5, B é um processo de Lévy 2-estavel e pela

Proposicao 1.3.3 ¢ auto-similar, com

B(t) £ t'2B(1),t > 0.
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Capitulo 2

Espaco D e Convergéncia Fraca

Vamos introduzir neste capitulo a idéia basica do espago D no intervalo [0, 1],
podendo ser extendido para o intervalo [0,00). A intencao deste capitulo é
tornar a leitura que se segue na dissertacao mais clara e agradavel, com as
ferramentas iniciais para se entender esse espago nao tao corriqueiro. Para

maiores detalhes sobre o espago D, ver Billingsley (1968).

2.1 O espacgo D|0,1]

O espago D = DJ0, 1] consiste das fungoes = em [0, 1] que sdo continuas a

direita e possuem limite & esquerda. Em outras palavras,

(i) Parat € [0,1], z(t") = lim x(y) existe e z(tT) = z(t).

y—tt

(ii) Parat € [0,1], z(t") = lim 2(y) existe.

y—t—
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Paraz € D e A C [0, 1], faca

(2.1) w,(A) = sup{|z(s) — z(t)| : s,t € A}.

E vamos definir o médulo de continuidade de 2 como sendo

(2.2) we(0) = sup wg[t,t+ 9]
0<t<1-6

Uma fun¢do continua no intervalo [0,1] é uniformemente continua. O

proximo lema nos dara a idéia de continuidade uniforme para os elementos

de D.
Lema 2.1.1. Para cada x € D e cada € positivo, existem pontos tg,t1,--- ,t,
tais que
(23) O=ty<t;<--<t,=1
e
(2.4) Wetioy, t) <€, i=1,2,-- 7.

Demonstragao. Seja 7 o supremo desses ¢ em [0, 1] para que [0, ¢) possa ser
decomposto em infinitos subintervalos [t;_1, ;) satisfazendo (2.4).
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Como z(0) = z(0™), nos temos 7 > 0. Como z(77) existe, [0, 7) pode ser

decomposto. Agora 7 < 1 é impossivel pois neste caso z(7) = (7). |

Podemos retirar algumas consideragoes importantes deste lema. Pri-
meiramente segue que no maximo uma quantidade enumerével de saltos
|z(t) — z(t7)| excedem um positivo dado, em particular que x tem no mé-
ximo uma quantia enumeravel de descontinuidades. Segue também que x é

limitada:

(2.5) Sl;p |z(t)] < oo.

Finalmente, segue que x pode ser uniformemente aproximado por fungoes
simples constantes sobre intervalos, visto que x é Borel-mensuravel.
Vamos introduzir um médulo que represente em D o papel do moédulo de

continuidade em C' (espago das fungoes continuas). Para 0 < § < 1, faga

/ f— ] . .
(2.6) w,(9) = inf max w11, 1),

onde o infimo se extende sobre todos os conjuntos finitos {¢;} de pontos

satisfazendo
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O=ty<t1 <---<t,=1,
(2.7)
ti—ti,1>(5, i:1,2,~~~,r.

O Lema 2.1.1 é equivalente a

(2.8) lim w!,(§) = 0.

5—0
se este vale para todo x € D.

Existem certas condigoes que sao similares entre os médulos de conti-
nuidade para C' e D. A defini¢do de w!,(d) faz sentido mesmo que x nao
esteja em D. Para que z em [0,1] esteja em C é necesséario e suficiente
que (lsi_I% w,(9) = 0. Analogamente, para que x esteja em D, é necessério e
suficiente que satisfaga (2.8).

Como [0,1) pode, para cada § < %, ser decomposto em subintervalos

[ti—lati> com 0 < ti—t,1 < 25, nos temos

(2.9) wh(0) <w,(28), se < %

xT

Nao pode haver uma desigualdade geral no sentido contrario, por causa
de (2.8) e do fato que w,(d) nao tende a 0 com 6 se x tem descontinuidades.

Entretanto, suponha que x € C. Dado ¢, escolha pontos {t;} satisfazendo
(2.7) e
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(2.10) max [t;_1,t;) < w,(0) +e.

0<i<r

Se |s —t| < 0, entdo s e t estdo no mesmo subintervalo [¢;_1,%;) ou em
subintervalos subsequentes. Assim, segue de (2.10) e da continuidade de z

que w,(6) < 2w () + 2¢. Como € é arbitrario,

(2.11) we(0) < 2w (§), se xeC.

Segue assim de (2.9) e (2.11) que os modulos w, () e wl (§) cumprem o

mesmo papel para fungoes continuas x.

2.2 A topologia de Skorohod

Vamos comecar tentando entender a idéia de distancia entre duas funcoes no
espago D. No espago C' duas fungoes z e y estao proximas se o grafico de x(t)
pode ser carregado sobre o grafico de y(t) por uma pequena perturbagao das
ordenadas mantendo fixas as abscissas. No caso do espaco D nao podemos
mensurar o tempo t de uma forma tao precisa, mas também podemos permitir
uma pequena perturbacao na escala do tempo, visto de um ponto de vista

fisico. A topologia seguinte, chamada de Skorohod, tem embutida esta idéia.
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Seja A a classe das fungOes estritamente crescentes e continuas de [0, 1]

sobre [0,1]. Se A € A, entdo A(0) =0e A(1) = 1.

Definigao 2.2.1. Defina d(x,y) como o infimo dos € positivos para o qual

existe em A um X\ tal que

(2.12) sup |A(t) —t| < e
(2.13) sup (1) —y(MD) < e.

Agora vamos mostrar que d(x,y) é uma métrica.

Por (2.5), d(z,y) ¢ finito (tome A(t) =1t ).

Claramente, d(z,y) > 0 e d(x,y) = 0 implica que, para cada t, ou z(t) =
y(t) ou x(t) = y(t—), o que implica z = y.

Se A € A, entdo A\™! também estid. Para mostrar que d(z,y) = d(y,x),

basta observar que

sup [ A~ (£) — ¢] = sup | A(t) — 1]
t t
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sup i (A1(6) = y(t)] = sup [1(0) ~ yAO)].
Falta mostrar apenas a desigualdade triangular. Se A\; e Ay estao em A

entao a composicao Ao A; também estd. A desigualdade triangular segue de

Slip A2 Ai(t) =t < Slip |AL(t) — | + Sl;p | A2(t) — 1|

supla(t) = 2(ahi ()] < sup(t) — y(M ()] +sup y(®) — (a(t))].

Logo, d é uma métrica.

Essa métrica define a topologia de Skorohod. Poderiamos definir a dis-
tancia uniforme entre x e y como o infimo dos e positivos para o qual
sup, |z(t) — y(t)] < e. O X definido em (2.12) e (2.13) representa a pequena
deformagao na escala do tempo mencionada anteriormente.

Sequéncias z,, de D convergem para um limite z na topologia de Skorohod

se, e somente se, existirem funcoes A\, em A tais que

uniformemente em t e
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lim A\, (¢) = t,
n
uniformemente em t.
Se z, converge uniformemente para uma fungdo x, entao converge na
topologia de Skorohod (tome A,t = t). O mesmo nao se aplica ao sentido
contrario. Para tal basta observar que hé convergéncia para

T 21[07%+;) —>£E:[[07

)

D=

na topologia de Skorohod, enquanto z,,(¢) — x(t) falha nesse caso para t = 3.

De

|20 (t) — ()] < |za(t) — (A, D]+ [2(A 1) — 2(2)],

segue que a convergeéncia na topologia de Skorohod implica convergéncia pon-
tual nos pontos de continuidade de z. Se x for (uniformemente) continua em
todo [0, 1], entao convergéncia na topologia de Skorohod implica convergén-
cia uniforme. Evidentemente, a topologia de Skorohod relativa a C' coincide
com a topologia uniforme nesse caso.

Podemos mostrar que o espaco D é separavel, porém nao completo sob

esta métrica. Entretanto podemos definir uma segunda métrica dy o qual
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pode-se mostrar, ver Billingsley (1968 p. 114-115), que é equivalente a mé-
trica d e que sobre esta métrica o espago é completo.

Fizemos um estudo do espago D]0, 1] nestas duas segdes. O maior inte-
resse em escrevé-las foi o de criar melhores condigoes para a compreensao
da convergéncia em um outro espago, o espago D[0,00). A idéia ficara mais
clara nos capitulos posteriores. Entretanto, pode-se estender a teoria apre-
sentada neste capitulo para o espago DI[0,00). Para maiores detalhes sobre

esta extensao, ver Stone (1963) e Lindvall (1973).

2.3 Convergéncia Fraca

Definigao 2.3.1. Sejam F' e {F,,},>1 funcées de distribui¢cio em R. Dizemos
que F,, converge fracamente (ou em distribuicao) para F se F,(x) convergir

para F(z), ¥V x € C(F).

Aqui C'(F') representa o conjunto de todos os pontos de continuidade de

Usaremos a seguinte notagao para indicar a convergéncia fraca de F,, para

F, = F.
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Apresentaremos uma outra notacao em termos das probabilidades corres-
pondentes na Defini¢ao 2.3.3.

Considere as fungoes de distribui¢ao {F),},>1 ¢ F abaixo:

0 se x<%,

Fo(r) =
1 se z>2.
e
0 se <0,
F(z) =
1 se x>0.

Observe que F,,(0) néo converge para F'(0). 0 ¢ o tnico ponto de descon-
tinuidade de F' e para todos os outros pontos, F),, converge para F. Logo,
converge fracamente.

Se pensarmos em termo das probabilidades associadas as distribuigoes
acima, temos que P, {(—oo, %)} nao converge para P{(—o0,0]}. Repre-
sentemos por F,(A) a fronteira de um conjunto A dado. Ent&o, em nosso
caso, F,.((—o00,0]) = {0} e P{0} = 1 > 0. Isto nos motiva algumas novas

definicoes.

Definigao 2.3.2. Dado um espago de probabilidade (2, %, P), dizemos que

um conjunto A € ¥ € P-continuo se P{F.(A)} =0.
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Definicao 2.3.3. Dizemos que {P,},>1 converge fracamente para a proba-

bilidade P se P,{A} convergir a P{A} para todo A P-continuo.

Vamos utilizar a notagao abaixo para convergéncia fraca:

P,= P.

Para os espagos métricos (S,S), onde S representa os borelianos de S
considere,

Cp(S)={¢; ¢:S — R tal que ¢ é continua e limitada}.

Definicao 2.3.4. Se {P,} e P sao probabilidades em (S,S) entao P, L p

se

/gden—>/¢dP, Vb€ Cp(S).
s s

Mostramos abaixo que as Defini¢oes 2.3.3 e 2.3.4 sao equivalentes.
Proposigao 2.3.1. As Definicoes 2.3.3 e 2.3.4 sao equivalentes.

Demonstracao. Comecemos mostrando que da Defini¢ao 2.3.3 segue a De-

finigao 2.3.4.

(i) Suponha P,{A} — P{A}, ¥ A P-continuo, isto ¢, P{F.(A)} = 0.

Vamos mostrar que, para F fechado, temos
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(2.14) limsup P, {E} < P{E}.

Nos precisaremos da Equagao (2.14) mais adiante.

Para f € Cg(S), onde supomos sem perda de generalidade que 0 <

f <1, temos

[rar < Sl <r<i)

VAN
el e
+
| =
-
v
—N
—
vV
=

Similarmente obtemos

Considerando os conjuntos fechados Ej; = { f> %} e tomando-se o

lim sup, temos por (2.14),

limsup/f ap, <
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Portanto,

limsup/f dP, < /f dP.

Podemos aplicar o mesmo raciocinio para —f:

limsup/—f dPng/—f dpP
= —liminf/fdPng—/fdP

— liminf/f dPnz/f dP.

Por fim, basta mostrar a Equacao (2.14).

Para tal, vamos definir £y = {z : p(z, F) < €} com ¢ | 0 tal que Ej
seja P-continuo.
Lembrando que p(z, F) = inf{d(z,y),Y y € F.(E)} é a distancia do

ponto z ao conjunto F, relativa a métrica d.

Como Ej, | E, temos que P,{E} < P,{Ex}. Deste modo,

limsup P,{E} < lim P,{E;} = P{E}.},

onde a ultima desigualdade segue do fato que P, L pe Ey é P-

continuo.
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Da convergéncia Ej, | E segue que P{E,} — P{FE} e, portanto,

limsup P,{E} < P{E}.
(ii) Pode-se encontrar a demonstragao da contrapartida em Billingsley (1968).
|

Segue abaixo uma sequéncia de condigoes equivalentes. Uma ou outra

condicao pode tornar a demonstracao de determinado resultado mais facil.
Teorema 2.3.1. As sequintes condigoes sao equivalentes:
i) liin/gzﬁ ip, — /¢ dP, ¥ < Cp(S).
(ii) limsup P,{F'} < P{F}, V¥V F CS ondeF é fechado.
(111) liminf P,{O} > P{O}, V¥V O C S onde O ¢ aberto.
(iv) liTan P,{A} = P{A}, V A P-continuo.

A demonstracao do Teorema 2.3.1 pode ser encontrada em Billingsley
(1968).

Agora vamos definir e estudar a convergéncia em termos de elementos ale-
atorios, onde consideramos os espagos (2, X, P), (S,S) e variaveis aleatorias
X, X, : Q2 — S, definimos abaixo:
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Definicao 2.3.5. Dizemos que X, =L X se Px, L Px, onde VA € S,

Py{A} = P{X € A} ¢ Py, (A) = P{X, € A}.

A notacao X, =% X também significa convergéncia em distribuigao.

Nesse caso, as func¢oes de distribui¢ao induzidas por suas respectivas v.a.’s.

Teorema 2.3.2. As sequintes condi¢oes sao equivalentes

(i) X, =% X (PXn L P;E)

(1)) E(p(X,)) — E(¢(X)), quando n — oo, ¥V ¢ € Cp(9).
(i1i) Para F fechado, F' C S, limnsup P{X, e F} < P{X € F}.
(iv) Para O aberto, O C S, limninf P{X, € O} > P{X € O}.
(v) ¥ A P-continuo, isto é, Px{F,(A)} =0, temos
1i7rln P{X, € A} = P{X € A}.

A demonstragao do Teorema 2.3.2 pode ser encontrada em Billingsley
(1968).

Mais um tipo de convergéncia muito tutil é definido agora, a convergéncia
em probabilidade. A notacdo X,, = X indicara a convergéncia em probabi-

lidade.

Definicdo 2.3.6. Dizemos que X, > X (converge em probabilidade) em
(S,S) se, dado € >0, P{p(X,,X) > e} — 0, quando n — .
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Aqui, p é a métrica associada ao espago (5, S).
Proposigao 2.3.2. Sejam { X, },>1 e X varidveis aleatdrias.
(i) Se X, & X, entio X, L X.
(i) Seja a € S uma constante. Entio, X,, > a se, e somente se X, 2L q.

Demonstracao. (i) Seja F' fechado, F' C S.
Dado € > 0, defina F, = {z : p(z, F) < €}.

Nos temos que

{X, € F} C{p(X,, X) <e}U{X € F.},

entao

P{X, € F} < P{p(X,,X) < e} + P{X € F.}.

Portanto,

limsup P{X,, € F'} < P{X € F.}.

Como € é arbitrario, segue que
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limsup P{X,, € F} < P{X € F}.
A afirmagao segue do Teorema 2.3.2(ii7).

(ii) Dado € > 0, defina n.(a) = {z : p(z,a) < €}.

Como X, N a, temos pelo Teorema 2.3.2(iv) que

hmninf P{X, € n.(a)} > P{a € n.(a)} = 1.

Portanto,

lim P{p(X,,a) <€} =1.

Proposicao 2.3.3. Se X, N ' p(Xn, Yy) 2,0 entio Y, -4 x.

Demonstracao. A demonstragao é analoga a demonstracao da proposigao

2.3.1(7). Basta observar que

{Y, e F} C{p(X,,X) > e} U{X, € F}.
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Agora vamos apresentar dois dos teoremas mais importantes do capitulo.
Faremos uma anélise do comportamento de fungoes de elementos aleatorios
no que se refere a convergéncia. O Teorema 2.3.4, conhecido como teorema
da aplicacao continua, sera fundamental no Capitulo 4.

Seja h : S — S’ uma fun¢ao mensuravel entre os espagos métricos (5, (.5))
e (9,5, e sejam {X,}n,>1 e X varidveis aleatorias onde X, =2 X. O que
aconteceria com a aplicagao h(X,)? O teorema da aplica¢do continua nos diz

que se o conjunto de descontinuidades da fun¢ao h tem medida nula, entao

Teorema 2.3.3. Sejam {X,,}n,>1 e X varidveis aleatorias e h : S — S’ uma

fungio continua. Se X, == X entio h(X,) L h(X).

Demonstragao. Dado ¢ : S — R, ¢ € Cg(S), sabemos, pelo Teorema

2.3.2(ii), que

X, =5 X & E(6(X,)) — E(6(X)),

quando n — oo, V ¢ € Cg(S).

Deste modo, queremos mostrar que, dado ¢ € Cg(S’),

E@(h(Xn))) — E($(h(X))),
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quando n — oo.
De fato, isto vale pois ¢ o h € Cg(S) e X, L X.

Teorema 2.3.4. Sejam {X, }n,>1 e X varidveis aleatorias e h : S — S’ uma
fun¢ao mensurdvel. Seja D(h) o conjunto dos pontos de descontinuidade de
h e suponha P{X € D(h)} = 0. Nessas condigdes, se X, =L X, entdo

h(X,) == h(X).

Demonstragao. Seja F' C S’, F fechado.

limsup P{h(X,) € F} = limsup P{X, € h"}(F)}

< limsup P{X,, € h~1(F)}

(2.15) < P{X eh (F)}.

Na dltima desigualdade, usamos o fato de que X, =L X e o Teorema

2.3.2(iii).

Como h=(F) C D(h) U h™(F), temos que

P{X eh(F)} < P{Xeh ' (F)}+P{XeD(h)}
= P{Xeh'(F)}
(2.16) = P{n(X)z e F}.
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Na ultima igualdade, usamos a hipotese P{X € D(h)} = 0. Dessa forma,

por (2.15) e (2.16), temos

limsup P{h(X,) € F} < P{h(X) € F},

e novamente pelo Teorema 2.3.2(ii7), segue que h(X,,) N h(X).
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Capitulo 3

Convergéncia Fraca de Processos

de Risco

Um processo de risco ou de reserva R = {R(t) : t > 0} é um processo

estocastico dado por

N(t)
(3.1) R(t)=u+ct—» Y

k=1
onde N = {N(t) : t > 0} é um processo de contagem (podemos tomar o
processo de Poisson como exemplo), {Yx}r>1 ¢ uma seqiiéncia de v.a.’s i.i.d.
e representa o valor da indenizacao quando ocorre o k-ésimo sinistro num
tempo aleatorio 75, u representa o capital ou reserva inicial da seguradora e
¢ representa a taxa de prémio por unidade de tempo. Supomos que a v.a.

N(t)

Y, é nao-negativa, u > 0 e ¢ > 0 tal que ct > F Z Y. | de modo que, em

k=1
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média, o ganho da seguradora ¢é positivo.

No caso classico, N é um processo de Poisson de parametro A > 0 e é
independente do processo {Y;}. Em um caso particular, se Y) tem distribui-
¢ao exponencial de parametro 6 > A, o valor exato para a probabilidade de

ruina é conhecido,

P%MR@<O}=%&M%6—MW

>0
Se Y}’s sao i.i.d., com distribuigao qualquer, e E(Y;) = pu < 00, 0 < 02 =

var(Yy) < oo entdo, pelo Teorema do Limite Central, segue que

(3.2) N ) =L N0, 1),

E variantes do Teorema Funcional do Limite Central de Donsker nos permi-
N(t)

tem aproximar a soma parcial Z Y}, convenientemente normalizado, pelo
k=1

movimento Browniano B = {B(t) : t > 0}. Uma boa referéncia para o

processo de risco classico ¢ o livro de Asmussen (2000).
Dizemos que uma v.a. com distribuicao F' tem cauda pesada com indice

caudal = se

1—F(t
lim (x)

W Yoo
i 1-F(@) T

Pode-se mostrar, também, que uma v.a. com distribuicao F' tem cauda
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pesada se sua fungao geradora de momentos, Mx(s), ndo é finita para qual-
quer s. Logo se X nao possui segundo momento, esta possui cauda pesada.
Na pratica encontramos situagoes em que as indenizagoes nao possuem se-
gundo momento finito, £(Y;?) = oo, ou seja a distribuigao de Y}, possui cauda
pesada. Neste caso, o estudo da probabilidade de ruina do processo de risco
correspondente requer outras técnicas. Em Furrer, Michna e Weron (1997)
esta analise é feita mediante aproximacao de sequéncia de processos de risco
{Q(”)} por processos de Lévy a-estaveis com 1 < a < 2, que seré detalhada
a seguir. A hipotese a > 1 garante a média F(Y};) = p < oo.

Considere a sequéncia de processos de risco {Q(”)} dada por

N ()
(3.3) QW) =u™ + Mt — Ny >0
k=1

Como as sequéncias u™ e ¢™ sao deterministicas, na busca de um processo

limite @ ¢ natural a hipétese u™ — u > 0 e ™ — ¢ > 0. Sendo B(1) <

N(0,1), a convergéncia (3.2) sugere que

n

1

(3.4) ) 2

(Yk - N) g Za(l)v

onde Z,(1) tem distribui¢do estavel com indice de estabilidade 1 < a < 2

e {¢(n)} sdo constantes normalizantes. No caso particular de a = 2, temos
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$(n) = n'?c e a nocao de divisibilidade infinita, introduzida no Capitulo 1,
juntamente com o Teorema de Donsker, indica que se Yk(n) = Yi/¢o(n), entdo

nossa sequéncia dada em (3.3) converge fracamente para

Q(t) =u+ct — B(t).

Dada a motivacao acima, vamos supor Yk(n) = Y./¢(n) onde, novamente,
{Y}} é uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. com média p e assumimos a ocorréncia
de (3.4); a fungdo ¢ sera dada por ¢(n) = n'/*L(n) onde L cresce lentamente

—9 converge a 0 para todo § > 0.

para o infinito, ou seja, L(n)n
Se nao explicitado anteriormente, assumimos pelo restante do trabalho
que 1 < a < 2. Nessas condigoes, Y, é uma v.a. que nao possui segundo
momento e tem distribuicao com cauda pesada.
Agora estamos interessados em mostrar que a sequéncia de processos de

risco dada em (3.3), nas condigoes dadas acima, converge fracamente para o

processo de risco @ = {Q(t) : t > 0} dado por

(3.5) Q(t) = u+ ct — ANV Z,(t)

onde, novamente, u e ¢ sdo constantes positivas e {Z,(t) : ¢ > 0} é um pro-

cesso de Lévy a-estavel; a constante positiva A seré explicitada no Teorema
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3.0.5.
Diferentemente do caso classico, ndo supomos N um processo de Pois-
son em (3.3), veremos adiante que este pode ser um processo de renovagao

arbitrario:

N(t)—max{n:iTk St},

k=1

onde assumimos que os tempos entre chegadas (T} : k € N) s@o variaveis ale-
atorias i.i.d. e positivas. Para maiores detalhes sobre processos de renovacao
ver Ross (1996).

Vamos mostrar a convergéncia fraca de {Q™} para o processo @ no
Teorema 3.0.5. Para tal, necessitaremos da proposicao abaixo onde mostra-

se que a fungdo composi¢ao é continua, ver Whitt (1980).

Proposicao 3.0.4. Seja (Z, : n € N), Z um processo em D e suponha que
Zn Lz Seja (N, : n € N) uma sequéncia de processos com trajetorias
nao decrescentes saindo de 0 tal que N, N A, onde A > 0 e I denota a
fungao identidade em [0,00). Assumimos que para cada n € N, Z, e N,

estao definidos no mesmo espaco de probabilidade. Entao,
(3.6) Zn(Ny) = Z(\I), n — oc.
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Teorema 3.0.5. Seja a sequéncia (Yy : k € N) como acima e considere

(N(”) :n € N) uma sequéncia de processos pontuais tais que

(3.7)

na topologia de Skorohod para alguma constante positiva A. Assuma também

que, para E[Y}] = p, temos

lim (C(") — )\nL> =c¢,  lim «™ = w.

Entao

(3.8) u™ 4 M — —— Yi =L ut ot — Az #), n— oo,
na topologia de Skorohod.

Demonstragao. Sabemos que Q™ (t) tem a seguinte forma:

N ()
1
QM) =u™ + ™t — —— N v
0

Agora, somando e subtraindo o termo

seguinte expressao:
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QM (t) = u™ +t <c(”) - A"ﬁ) —p (N(n) ) - Mt) - > (Vi—p).

Da hipo6tese (3.7) obtemos

NM™@#) — Ant\
u(—(b(n >—>O, n — 00

na topologia de Skorohod.
Segue assim, da hipotese (3.4) e utilizando os mesmos argumentos do

Teorema de Donsker, que

[nt]

1
(3.9) W ;(Yk — 1) N Zy(t), m— o0

na topologia de Skorohod (ver Skorohod, 1957).

Nos temos, por (3.9), que

E pela hipotese (3.7)

N(n;t) = NO (@) =L xnt = 21, A >o0.

Sendo assim, temos, pela Proposicao 3.0.4, que
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Z(N(njt)) =L Z, (M) = N2 Z,(1).

Ou seja,

N (¢

)
1
— 3" () L AZ, (1), n— oo

na topologia de Skorohod.

Como a expressao

W™ g (c“” — An%) K <W>

converge fracamente para u-+ct na topologia de Skorohod, segue a demonstracao.ll

Como vimos anteriormente, no Teorema 3.0.5 nio necessitamos que N
seja um processo de Poisson. De fato, pode ser um processo de renovacao
arbitrario. Para melhor entendimento do trabalho, vamos definir N (t) =
N(n;t) = N(nt) e mostrar na proposigao abaixo que, sob determinadas con-

dicoes, N (t) se aproxima de uma fungao linear na topologia de Skorohod.

Proposicao 3.0.5. Seja (N(t) : t > 0) um processo de renovagao com tempo
entre chegadas (T : k € N) e assuma que existe uma constante positiva \ e

uma fun¢ao L variando lentamente tal que
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1 1\
(3.10) o) k; <T,€ — X) L B(t), n— o,

na topologia de Skorohod, onde ¢(n) = /nL(n). Entao, para 1 < a < 2, nds

temos

N(n;t) — Ant »

H
e 0, n— oo,

(3.11)
na topologia de Skorohod.

Demonstracao. E suficiente mostrar que

sup
0<s<t nlt/o

P{ [N (n; 5) — Ans| >e}—>0, n — o0.

Se

. |N(n;s) — Ans| -
u €
ogsgt nlt/a

entdo existe s € [0,t] com N(n;s) —Ans > en/® ou N(n;s) — Ans < —en'/®,

No primeiro caso, temos

[Ans+enl/]

Z T, < ns.
k=1

De fato, N(n;s) — Ans > en'/® implica,
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[Ans+ent/e]

N(n;s)
k=1 k=1

Mas, como definimos

N(n;s) :max{n:ZTk Sns},

k=1

entao

N(n;s) [Ans+ent/o]
ns > Z Ty > Z T
k=1 k=1

Agora, defina u tal que nu = Ans + en!/®,

1/
nu=ns +en® = L opsyp L
A A
. nu  ent/®
ns =-— —
A A
Entao,
[Ans+enl/e) [nu] [nu]

nu  ent/® nu
=S T, <ns=""_ — S, - Mo
2 M= Tesm= 27

Portanto,
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| . ¢
sup s 12T -3 )Py

0<u<At4enl/a—1 k=1

Observe que, para 1 < o < 2, o supremo acima é tomado num intervalo

limitado. De fato,

1 1/a—1
l<a<2=— —-——-1<0=n — 0, n— oo.
o}

Observe também que ¢(n) = L(n)n=°, § > 0.

Como o < 2 e L(n)n~° converge a 0 para todo d > 0, juntamente com a

hipotese (3.10) temos

nl/a
k=1

[
1 1
(3.12) § (Tk — X) 20, n— oo,

1

na topologia de Skorohod. Se N(n;s) — Ans < —en'/®, obtemos

[Ans—enl/e]

Z T, > ns.
k=1

Para nu = A\ns — en'/®, temos
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Portanto,

[nu]

1 1 €
S —_— T, — = || > —.
ogugxtliljnl/a—l nl/e Z( ‘ )‘> A

Finalmente, da relagao (3.12) segue que

sup
0<s<t nl/e

P{ [V (n: 5) = Ans] >e}—>0, n — oo,

e a demonstragao esta completa.

81



Capitulo 4

Probabilidade da Ruina

Depois de estudar a convergéncia de processos de riscos no Capitulo 3, vamos
estudar a probabilidade de ruina associada a esse processo. Para obter essa
N(t)

probabilidade, dado um processo de risco R(t) = u + ct — ZYk, definimos o
k=1

tempo de ruina associado ao processo R(t) por

(4.1) T(R) =inf{t:t > 0, R(t) < 0},

se{t:t>0,R(t) <0} #0eT(R)= oo caso contrario. Definimos também

a probabilidade de ruina associada ao processo R(t) por

P{T(R) < oo}.

No caso cléssico, N(.) processo de Poisson e F(e'*) < oo para algum ¢ > 0,

temos a desigualdade de Lundberg

82



(4.2) P{T(R) < o0} < e ™,

onde v > 0 é o coeficiente de ajuste. E no caso das indenizagoes Y;'s serem
exponencialmente distribuidas, temos expressoes exatas para a probabilidade
de ruina a tempo finito, P{T(R) < t}, onde, para a exponencial padrao e
para o processo de Poisson com taxa A < 1, temos
f1(6) f2(6)

3(6)

—ye-ne _ L [T 11(0)f2(0)
(4.3) P{T(R) <t} = e - /0 s,

onde

F1(0) = Nexp[2V/ At cos O — (1 4+ M)t 4+ u(v/Ecosd — 1)),
f2(0) = cos(uv/Asenf) — cos(uv/Asenf + 26),

f3(6) =1+ X — 2V Xcosb.

(ver, Asmussen (2000) p. 71 e p. 101).

Neste trabalho, estudamos processos de risco onde as indenizacoes Y}
possuem distribui¢oes de cauda pesada e, portanto, ndao dispomos de (4.2)
ou (4.3) para avaliar a probabilidade da ruina. Porém, vimos no Teorema
3.0.5 que, sob certas condigoes de regularidade, podemos aproximar processos

de risco

83



N (1)
QW) = ul 4 Mt — 3~ v

k=1

por movimentos de Lévy a-estéveis,

Q(t) = u+ct — A\VZ,(t).

A idéia ¢ utilizar essa aproximacio para analisar o tempo de ruina 7'(Q™)
por meio de T'(Q)). Usamos como referéncia bésica deste capitulo o trabalho
de Furrer et al (1997).

Na Secao 4.1.1, mostramos que podemos aproximar os tempos de ruina
associados a sequéncia de processos de risco {Q(”)} pelo tempo de ruina do
movimento de Lévy a-estavel limite. O Teorema 4.1.1 mostrara que temos a

convergéncia fraca

Q™) = T(Q)

e também a aproximacao para a probabilidade a tempo finito

lim P{T(Q™) <t} = P{T(Q) < t}.

n—oo
Na Sec¢ao 4.2, vamos estabelecer algumas cotas superiores para o tempo

de ruina 7'(Q) do processo limite em tempo finito.
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4.1 Aproximacao dos Tempos de Ruina

Nesta seciio, estudamos a aproximacao de T(Q™) por T(Q)

T(Q)=inf{t:t>0,Q(t) <0},

onde o processo @ = {Q(t) : t > 0}, como definido em (3.5), tem a forma

Q) =u+ct—A/Z,(t), u>0,¢>0 A>0

e Zo ={Zy(t) : t > 0} é um movimento de Lévy a-estavel com 1 < o < 2.

As convergéncias

Q™) = T(Q),

lim P{T(Q™) < t} = P{T(Q) <1}

. . (n) 1 .
Jim P @15) <0} = fim P{ inf 0(5) <0f
serao estabelecidas no Teorema 4.1.1. Porém, necessitaremos dos Lemas 4.1.1

e 4.1.2 relacionados abaixo para a demonstracao do mesmo.
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Lema 4.1.1. Seja Z,(t) um movimento de Lévy a-estdvel com indice

1 < a < 2. Entao, podemos representd-lo na forma

o0

(4.4) Zo(t) = C3/* ) (%F{ Y Tzt — ﬁtbga)) :

i=1

onde 0 <t <1.

Aqui (v; : 7 € N) ¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. satisfazendo

Plu=1}=1-Ply=-1} = 5(1+5)
(I; : i € N) é uma sequéncia de tempos de chegada de um processo de
Poisson com taxa de chegada unitaria e (7; : ¢ € N) é uma sequéncia de
v.a.’s i.i.d. com distribuigdo uniforme em [0, 1]. Estas trés sequéncias sao

independentes. C, e bga) sao constantes onde

-«
['(2 — «) cos(ma/2)

Co =

R (iﬁ—(i—nﬁ).

Ca-—1
Os tempos dos saltos (7;) sao distribuidos uniformemente sobre [0, 1], a
diregao do salto é governada por (;) e o tamanho dos saltos, visto em ordem
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decrescente, esta distribuido como a —1/a poténcia do tempo de chegada de
um processo de Poisson com intensidade unitaria.

Em particular, Fl_l/ “ ¢ o tamanho do salto mais alto, I'y /2 4 tamanho
do segundo salto mais alto, e assim por diante.

Para detalhes da demonstracao do Lema 4.1.1, ver Samorodnitsky e
Taqqu (1994), p. 151.

Para o processo () dado em (3.5), seja {7,,} a sequéncia dos tempos de
parada que representa os tempos de salto do processo, isto é, as desconti-
nuidades de ). Assim, o n-ésimo ponto de descontinuidade ocorre no tempo

aleatorio 7, e

(4.5) AQ(r) = Q1) — Q(7,) # 0.

Lema 4.1.2. Seja Q = (Q(t) : t > 0) o processo dado em (3.5) e seja {7,}

a sequéncia de todos os saltos de ). Entao,

(4.6) P{U(Q(Tn‘) = 0)} =0.

n=1
Demonstragao. De fato, basta mostrar que P{Q(7, ) = 0} = 0. Por (4.5)

temos
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P{Q(7;) =0} = P{AQ(7) = Q(7%)}

e por (4.4),

AQ(1x) = C(Tk—T];)—)\l/aCé/a Z %r}/a [](ﬂgm) - I(ngr,:)} FAVecl/a Z 5(Tk—7,;)b§a).
=1 =1

Como os tempos 7;’s tem distribuicao uniforme e P {I (me<rr) = O} =1,

temos que
AQ(7y) = AVeC oy, TV g
€
> 1
Q)= AQ(7) = uteri AN/ CL Brb A2 CH* S |3l Ty — BTt | ac.
=1
i#k

Como os tempos 7;’s sao independentes, condicionando para 7, = t, temos

P{Q(mx) — AQ(7x) = 0|7 =t}

=1
i#k

Por outro lado, por (4.4), se 7, > t,
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Q) = u+ct—N/Z,(t)

n—1 0o
= utct = NOCY T Ty + ANCYD T Bib
i=1 =1

= u+tct— )\1/0‘03/& Z %-F;/af(ngt) + Al/aci/a Z ﬁtbga),

i=1 i=1
i#k

pois P {Z Iir<ty = O} =1

>k

Assim,

P{Q(m) — AQ(1i) = 0] 7 = t} = P{u+ ct — AV Z,(t) = 0] 7 > t}.

Como Z,(t) é uma v.a. continua, u > 0 e ¢ > 0, temos

P{Q(7) — AQ(i) = 0] 7o =t} = 0.

Integrando sobre ¢, segue que

P{Q(7;) = 0} = P{Q(7) — AQ(7x) = 0} = 0.
|
Teorema 4.1.1. Seja T o tempo de ruina definido em (4.1). Se Q"™ = Q

onde Q) € dado em (3.5), entao
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(4.7) T(Q™) = T(Q).

Mais ainda,
(48) li P(T(Q") <t} = P{T(Q) < 1)
e

(4.9) lim P {Oi<nf<tQ(”)(s) < o} = lim P {0i<n£tQ(s) < o} :

n—oo n—oo

Demonstracao. A prova do teorema acima é complexa e pode ser encon-
trada em Furrer et al (1997, Teorema 2). Vamos citar os elementos ma-
teméaticos necessarios e esquematizar sua demonstracao abaixo. A grande
dificuldade é mostrar que o funcional 7' definido em (4.4) é continuo quase
certamente. Segue-se, assim, pelo Teorema 2.3.4, que T(Q™) = T(Q), visto
que Q™ = @ pelo Teorema 3.0.5. Desta convergéncia fraca, temos (4.8) e

(4.9) , pois (4.1) nos diz que
{T(Q) >t} ={Q(s) = 0,s <t}
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(@ <0 ={ jnt Q) <0}

0<s<t

Para a prova da continuidade quase certa de T', é necessario mostrar que,
se x,, e x sao elementos do espago D|0, 00) e x,, — x na topologia de Skorohod,
entdo T'(z,) — T'(z). Suponha por absurdo que 7'(z,) nao converge para
T(xz). Entao existe uma subsequéncia x, tal que T(x,) — to # T(x).
Primeiramente, suponha T'(x) < tg e T(z) < oo. Como T(z) = inf{t :
t > 0,z(t) < 0} é continua pela direita, temos que, para § > 0 pequeno,
z(T(z) +0) < 0. Como o namero de descontinuidades de x é enumeravel,
podemos escolher § suficientemente pequeno de modo que T'(x) + 0 < ¢y e
x(T(x)+6) = x((T(x) + 6)7). Pela continuidade de = em T'(x) 4 §, temos
que T, (T(z) + ) — x(T(x) + 0). Assim, para n’' suficientemente, grande
temos z,/(T(x)+6) < 0. Por outro lado, como T'(z,) — to > T'(x)+ 4, para
n’ suficientemente grande, temos 7'(z,/) > T'(x) + 0. Como T'(x,) = inf{t :
t > 0,2, (t) <0}, ndo podemos ter x,,(T(z) + d) < 0.

Suponha agora ty < T'(z). Também permitimos T(x) = oo. Entao,
(T (zn)) <0 e x,(T(z,)) tende para x(ty) ou z(t, ), pela continuidade a
direita de x,. Logo, x(tg) < 0 ou z(t;) < 0. No caso de z(ty) < 0, usamos
a Propriedade Forte de Markov e o fato de que Z,(t) — ¢t cruza o 0 infinitas

vezes em toda vizinhanga a direita de t = 0 . Isto segue da Lei do Logaritmo
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Iterado para processos estaveis (ver Fristedt, 1974, p. 361; Mijnheer, 1975,
p.45). Para o caso z(t;) < 0, usando o Lema 4.1.2, nés temos z(t,) < 0
para quase todas as trajetorias. Entao, nés podemos encontrar um o > 0 tal

que x(tg — ) < 0, 0 que é uma contradigao. |

4.2 Ruina em Tempo Finito

Vimos na se¢ao anterior que podemos aproximar o tempo de ruina da sequén-

cia de processos de risco Q™ pelo tempo do processo limite Q.

lim P{T(Q™) <t} = P{T(Q) < t}.

n—00

Nesta segao, vamos estabelecer cotas superiores para P{T(Q) < t}, ou
seja, limitantes para a probabilidade da ruina a tempo finito. Primeiramente,
para uma melhor compreensao do trabalho, estabelecemos essas cotas para
movimentos de Lévy a-estéveis simétricos nos Teoremas 4.2.2 e 4.2.3. Em
seguida, generalizamos para movimentos de Lévy a-estaveis arbitrarios nos
Teoremas 4.2.4 e 4.2.5.

Nossa primeira aproximagcao para P{T(Q) < t} sera dada na Proposigao
4.2.1. Entretanto, necessitaremos do lema abaixo que trata do comporta-
mento de caudas de distribuigoes estaveis, ver (Samorodnitsky and Taqqu,
1994, p. 16).
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Lema 4.2.1. Seja X £ Salo, B, 1) com 1 < a < 2. Entao

1
Jim ATP{X > A} = Ca%ﬁao‘,
1 _
Jim APLX < -\} = Co—s B e

A constante C, mencionada acima e na proposicao abaixo é a mesma do
Lema 4.1.1.

A proposicao abaixo é importante para uma melhor compreensao do es-
tudo feito neste trabalho e serve como experiéncia para os resultados poste-

riores. Para duas fungoes f e g, vamos usar a notacao f ~ ¢ para indicar

que lim f(x)/g(x) = 1.

Proposicao 4.2.1. Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy com pardametro

de assimetria —1 < 3 < 1. Entao,

143

(4.10) P{T(u+ cs — \*Z,(s)) <t} ~ CaT)\t(u +ct)™  u— 0.

Demonstragao. Como Z,(t) tem distribuigao a-estavel e toda distribuigao
a-estavel tem cauda variando regularmente a direita, para —1 < ( < 1,

concluimos que (ver Willekens, 1987)

P{T(u+ cs — \Y*Z,(s)) <t} ~ P{ct = \VZ,(t) < —u}, u— oo.

93



Agora,

Plct =\ Z,(t) < —u} = P{-NYZ,(t) < —u — ct}
= P{A\YZ,(t) > u+ct}

= P{Z,(\t) > u+ct}.

Na ultima igualdade, usamos a auto-similaridade de Z,(t).

Pelo Lema 4.2.1, temos

1
140y

(u+ ct)*P{Z,(A\t) > u+ct} — C, quando u — oo,

ou
14+ Cu
P{Z,(\t) > u+ct} — CaTAt(u +ct)™, quando u — oc.
Segue, assim, o teorema. |

Vamos encontrar a primeira cota superior para o caso simétrico. Antes,

precisaremos do Teorema de Bochner. Este nos diz que um movimento de

Lévy a-estavel simétrico pode ser obtido de um movimento browniano por

uma mudanga de tempo aleatério, ver Janick e Weron (1994, p. 33).
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Teorema 4.2.1 (Bochner). Seja X(t) £ S,/ (t*/*,1,0) e B o movimento
Browniano padrao. Suponha ambos independentes e no mesmo espago de

probabilidade. Entao,

(4.11) B(X (1)) £ Za(1)
e B(X(t)) € um movimento de Lévy a-estdavel simétrico.

Para provar o Teorema 4.2.2, também precisaremos do lema abaixo, cha-
mado principio de reflexdo. Definimos o processo S = (S(t) : ¢ > 0) por
S(t) = sup B(s), e o chamamos processo maximo de B. S ¢ um processo

0<s<t

adaptado com trajetorias nao decrescentes. Isto decorre da continuidade de
B.

Agora podemos enunciar o lema, ver Karatzas e Shreve (1988, p.95).

Lema 4.2.2. Seja B = (B(t) : t > 0) o movimento Browniano padrao

(B(0) =0 gq.c.) e S seu processo mdzimo. Paray >0, z > 0,

(4.12) P(B(t) <z—y,S(t)>2)=P(B(t) >y+ 2).

O Lema 4.2.2 e a Equagao (4.11) nos permitem estabelecer o seguinte
principio para movimentos a-estaveis de Lévy simétricos.
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Teorema 4.2.2. Seja Z, um movimento a-estavel de Lévy simétrico, y > 0

e z> 0. Entao,

(4.13) P {Za(t) < z—y, sup Z,(s) > z} < P{Z(t) >y + z}.

0<s<t

Demonstracao. Considere

RGa) = Pz <5y, sup Zu(0) 2 2

0<s<t

= P {B(X(t)) < z-— y,0s<111<)tB(X(s)) > z}

= /DXC [{b(x ))<z—y, supg<s<y b }dM( )dW(b)

B /DdM(x)/ [{b (t))<z—y, supg<s<; b(z(s)) >Z}dW( )

A dltima igualdade decorre da independéncia dos processos X e B. Aqui,
W denota a medida de Wiener no espago C' = C[0, 0o) das fungoes continuas

e M é a medida no espaco D induzida pelo processo X. Entao,
PG = [ P{Ba0) <2y s () 2 v
D 0<s<t

0<s<z(t)

< / P {B(m(t)) <z-—y, sup B(s)> z} dM (z).
D
Agora, usando o Lema 4.2.2 obtemos
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Pyi(z,y) < /DP{B(x(t))>y+z}dM(x)
= /D Cf{b<x<t>>>y+z}dM (z)dW (b)

— PB(X(8) > y+ 2},
o que finda a demonstragao. |

O corolério 4.2.1 torna a leitura um pouco mais facil com relacao ao

limitante para P {supyc,<; Za(s) > z}.

Corolario 4.2.1. Seja Z, um movimento a-estdvel de Lévy simétrico e z

um numero positivo. Entao,

(4.14) P{ sup Z(s) > z} < 2P{Z,(t) > z}.

0<s<t

Demonstragao. Tomando y = 0 em (4.13), temos

P{Za(t) <z, sup Za(s) > z} < P{Za(t) > 2z}
0<s<t

0<s<t

= P{Za(t)<z}+P{ sup Za(s)zz} P{(Za(t)<z)u< sup Za(s)2z>} <
>

= P{ sup Za(s) Zz} < 2P{Z(t) >z}—1+P{(ZQ(t) <z)U < sup Za(s) z)
0<s<t 0<s<t

= P{ sup Za(s) > z} <2P{Z,(t) > z}
0<s<t
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Agora vamos nos concentrar em obter limitantes para a probabilidade
de ruina P{7T(Q) < t} no caso em que Z, ¢ um movimento de Lévy a-
estavel simétrico. Vamos introduzir uma nova notacao. Para X 4 Sa(1,3,0)

vamos denotar por G(x;«, 3) sua funcao de distribuigdo e representaremos

G=1-0G.

Teorema 4.2.3. Seja Z, um movimento a-estdvel de Lévy simétrico. Para

numeros positivos u, ¢ e \, temos

P{T(u+cs — AV Z,(s)) <t} < 2P{Z,(t) > ur~V*} = 2G(u/ (M) *; a, 0).

Demonstracao.
P{T(u+ cs — \Y*Z,(s)) > t}
= P{ inf (u+ cs — A/ Zy(s)) > O}
0<s<t
= P{ sup (—u — cs + A/ Z,(s)) < O}
0<s<t
= 1- P{ sup (—u — cs + A/ Z,(s)) > 0}
0<s<t
> 1- P{ sup Z,(s) > u)\_l/a}
0<s<t
> 1-2P{Z,(s) > u/\_l/a} :

Na ultima desigualdade, usamos o Corolario 4.2.1, e para justificar a
peniltima desigualdade, devemos observar que
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{ sup (—u — cs + A/ Z,(s)) > 0} C { sup Zu(s) < u)\l/a} :

0<s<t 0<s<t

De fato isto ocorre, pois

sup (—u — ¢s + A/ Z,(s)) >0}

0<s<t

u+ sup (—es + A\9Z,(s)) > 0}

{
[
{
{

0<s<t

sup ( cs—l—)\l/aZ (s)) > u}

C < sup (AVZ,(s)) > u}
0<s<t
= { sup Z,(s) > u/\_l/a}.
0<s<t
Segue assim a demonstracao. ]

Adiante vamos estabelecer as cotas superiores para o caso nao simétrico.

Para este fim, faremos uso do lema abaixo que esta demonstrado em Furrer

et al (1997).

Lema 4.2.3. Seja Z, um movimento a-estdvel de Lévy com o # 1 e pard-

metro de desvio |3| < 1. Entao, para z > 0, temos
) 1 1 T
(i) P{Z,(t) >0} = 5 + — arctan <Btan 7) =:p,

(ii) P{ Sup Za(s) > z} < (%) P{Z.(t) > 2.

0<s<t

99



Demonstracao. (i) Como Z, ¢ auto-similar, temos Z,(t) < t/2Z,(1) e

portanto, P{Z,(t) > 0} = P{Z,(1) > 0} = p independente de ¢t. De

Zolatarev (1986, p.79), nos temos

G0 =5 (1-75)
onde (3 é tal que tan (%B?TK(CY)) = Btan%(ﬂa) e K(a) =a—1+

sinal(1 — «) (Samorodnitsky and Taqqu, 1994, p. 8). Segue assim que

1 1
G(0;, B) = 3" 7o arctan <B tan %)

e portanto,

(xe;

P{Z,(t) >0} = P{Z,(1) > 0} = G(0;a, B) = %—i—% arctan <6tan 7) :

Seja T a primeira vez que 0 processo Z, cruza o nivel z, em outras
palavras, 7 = inf{t > 0: Z,(t) > z}. Entdo 7 é¢ um tempo de parada e,

portanto, temos { sup Z,(s) > z} = {r < t}. Logo, podemos escrever
0<s<t
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(4.15)

P{ s 2u(5) = 2

0<s<t

- P{ Sup Zo(s) > 2, Zo(t) > z} + P{ sup Za(s) > 2, Zo(t) < z} .

0<s<t 0<s<t

Como {Z,(t) > z} C { sup Z,(s) > z}, o primeiro termo da soma
0<s<t
no lado direito da Equagao (4.15) se reduz a P{Z,(t) > z}. Defina

ZX(t) = Zo(T+t) — Zo(7).

Como z < Z,(7), temos que

{ sup Za(s) > 2, Zo(t) < z} C { sup Zao(s) > 2, Z5(t — 1) < o}

0<s<t 0<s<t

e assim, usando a Propriedade Forte de Markov, obtemos

P{ Sup Zo(s) > z,Z,(t) < z} < P{r <t}(1 —p).

0<s<t

Entao,

(4.16)

P{ sup Za(s) > z} < P{Z,(t) > 2} + P{ sup Za(s) > z} (1-p)

0<s<t 0<s<t
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ou equivalentemente,

P {osg‘iﬁt Zu(s) > z} < <%> P{Za(t) > 2.

Agora nos obtemos limitantes superiores para a probabilidade de ruina a

tempo finito no caso nao-simétrico.

Teorema 4.2.4. Seja Z, um movimento a-estdvel de Lévy com indice o # 1

e |B] < 1. Para nimeros positivos u, ¢ e X, temos

P{T(u+cs — N/ Z,(s)) <t} < (%) P{Z,(t) > ux"Y*}

_ G)) Tlu) AV a, ).

Demonstragao. Como vimos no inicio da demonstracao do Teorema 4.2.3,

P{T(u+cs — Al/aZa(s)) >t >1-— P{ SUp Za(s) > u)\—l/a} ‘

0<s<t

Portanto, pelo Lema 4.2.3(i7), temos que

P{T(u+cs — \/*Z,(s)) >t} >1— (%) P{Z(t) > u\~Y/}.
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Dai,

1

P{T(u+ cs — A Z,(s)) <t} < (p

) P{Zy(t) > ur~Y}.

Teorema 4.2.5. Seja Z, um movimento a-estdvel de Lévy com indice o # 1

elf| <1oua=1cef=0. Para nimeros positivos u, c e A, temos

wtes— N7 (s G((u+ct)/ (M) a, B)
1 e NiZa(s) <t} < Get/(M) Y a, B)

Demonstragao. Da equagao (4.16) temos que

(4.18)
P {Oilitha(s) > u/\T—/st} <P {Za(t) > U)\T—/st}—l—P {Oiligt Zo(s) > U)\—li-/st} (1—p).
Mas
p= P{Z(t) >0} > P {Za(t) > %tl/a} .
Segue que,

Ctl/a

1—p§1—P{Za(t)>X }
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Combinando as Equagoes (4.18) e (4.2), obtemos

Portanto

t
ot P{ZQW%}
P{supza<s>>“ C}g

0<s<t = AlYe

Observe agora que

P{T(u+ cs — \Y*Z,(s)) > t}

0<s<t

= P{ inf (u+cs — A\YZ,(s)) > 0}
= P{ sup (—u — cs + A2 Z,(s)) < 0}
0<s<t
= 1- P{ sup (—u — s + A/ Z,(s)) > O}
0<s<t
= 1—P{ sup Zu(s) > (u—l—ct)/\_l/"‘}.

0<s<t

Dai segue o teorema. |

Conseguimos assim, os limitantes superiores para a Probabilidade de

Ruina em tempo finito no caso simétrico.
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Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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