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i
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema da probabilidade de rúına para o modelo de

risco de Sparre Andersen (ou modelo de renovação). Primeiramente, apresentamos dois

limitantes superiores para a probabilidade de rúına, usando técnicas recursivas e de mar-

tingales. Depois, consideramos o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusão de

juro composto continuamente sob uma taxa fixa δ > 0. Usando as mesmas técnicas do

modelo original, apresentamos dois limitantes superiores exponenciais para a probabili-

dade de rúına no modelo com juros, os quais foram obtidos por Cai e Dickson(2003).

Palavras-chave: processos de risco, processo de renovação, desigualdade de Lundberg,

coeficiente de ajuste, taxa de juro, modelo de Sparre Andersen, equação integral recursiva,

martingale.
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Abstract

In this work, we study the ruin probability problem in the Sparre Andersen risk model

(or renewal model). Firstly, two exponential type upper bounds for the ruin probability

are presented by using martingale and recursive techniques. After, we consider the Sparre

Andersen model modified by the inclusion of interest on the surplus, proposed by Cai

and Dickson(2004). By using the same techniques as the original model we present two

exponential upper bounds for the ruin probability in the model with interest, which were

obtained by Cai and Dickson(2003).

Key words: risk processes, renewal process, Lundberg’s inequality, adjustment coef-

ficient, force of interest, Sparre Andersen model, recursive integral equation, martingale.
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Introdução

Filip Lundberg foi o pioneiro no desenvolvimento da Teoria Clássica de Risco Coletivo.

Em 1903, na sua tese de doutorado, ele introduziu um conceito completamente novo em

teoria de risco. No modelo apresentado por Lundberg, os contratos de seguro são agrupa-

dos em classes e o superávit da seguradora consiste do capital inicial, do recebimento de

prêmios e das perdas devido ao pagamento de indenizações. O primeiro tratamento subs-

tancial do modelo foi apresentado por Lundberg (1926). No entanto, a base matemática

rigorosa da teoria foi fundamentada por Crámer (1930,1955).

No modelo proposto por Lundberg, conhecido como modelo clássico de risco, assume-

se que o processo de chegadas dos pedidos de indenizações é um processo de Poisson

homogêneo, as quantias de indenizações são variáveis aleatórias independentes e identica-

mente distribúıdas (i.i.d.), independentes dos tempos de ocorrências das indenizações, e

a entrada dos prêmios é linear no tempo.

Sob estas hipóteses, Lundberg apresentou uma desigualdade, que ficou conhecida como

desigualdade de Lundberg, a qual fornece um limitante superior para a probabilidade de

rúına, assumindo-se a existência de um certo coeficiente de ajuste. O termo rúına é

oriundo do problema da rúına do jogador na teoria de probabilidade. No contexto da teoria

de risco, diz-se que ocorre a rúına quando a reserva de capital (superávit) atinge um valor

negativo em algum tempo finito. Somente em alguns casos especiais, como por exemplo,

no caso das quantias de indenizações serem exponencialmente distribúıdas, é posśıvel obter

uma expressão exata para a probabilidade de rúına. Assim, um dos problemas principais
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da teoria de risco é a obtenção de estimativas precisas para a probabilidade de rúına.

Uma extensão natural do modelo clássico é considerar o processo de chegadas dos

pedidos de indenizações como um processo de renovação, ou seja, um processo de contagem

onde os tempos entre as chegadas das indenizações são i.i.d. com distribuição arbitrária.

No caso particular do processo de Poisson esta distribuição é a exponencial. O primeiro a

apresentar o modelo de risco usando o processo de renovação foi Sparre Andersen (1957),

por isto, este modelo tem sido chamado de modelo de Sparre Andersen. Uma equação

integral para a probabilidade de rúına e a extensão da desigualdade de Lundberg para o

modelo de renovação foram obtidas por Sparre Andersen. Desde então vários autores têm

estudado as propriedades deste modelo. Dentre eles, podemos citar Thorin (1970,1971),

Takács (1970), von Bahr (1974) e Malinovskii (1998).

No entanto, no modelo de Sparre Andersen, e em particular no modelo clássico de

Lundberg, a movimentação de capital não é muito realista. Nos dias atuais é natural

considerar, por exemplo, a entrada de rendimentos provenientes do investimento do cap-

ital em aplicações financeiras. Desta forma, variações do modelo original que melhor se

ajustem às necessidades práticas têm sido objeto de estudo dos pesquisadores da área de

risco.

Neste trabalho, nos concentramos no problema da rúına para o modelo de Sparre

Andersen modificado pela inclusão de juro composto continuamemnte, baseados em Cai

e Dickson(2003).

Assim, no Caṕıtulo 1 estudamos o modelo original de Sparre Andersen, que pode ser

descrito como

U(t) = u+ ct+

N(t)∑
k=1

Yk, (1)

onde U(0) = u é o capital inicial, U(t) representa a reserva de capital no instante t, c > 0

é a taxa de entrada de prêmios, Yk é o valor da k-ésima indenização paga e N(t) denota o

número de indenizações ocorridas até o instante t. O processo {N(t), t ≥ 0} é um processo

de renovação, {Yn, n ≥ 1} são v.a.’s i.i.d. não-negativas e independentes do processo de
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chegadas de indenizações.

Uma forma de se estudar os modelos de risco a tempo cont́ınuo é considerar o valor

do capital da empresa apenas nos tempos de chegadas dos pedidos de indenizações, ou

seja, considera-se o processo a tempo discreto, associado ao modelo U(t), definido por

Un = U(Tn)

= u+
n∑

k=1

(
cXk − Yk

)
, (2)

onde Tn =
n∑

k=1

Xk é o tempo de chegada da n-ésima indenização e Xk representa o tempo

entre a chegada da k-ésima e a (k−1)-ésima indenizações. As variáveis {Xk}k≥1 são i.i.d.,

não-negativas e independentes das quantias de indenizações {Yk}k≥1.

Todo o desenvolvimento deste trabalho é baseado nesta estratégia de discretização do

processo a tempo cont́ınuo.

Com isso, apresentamos (Teorema 1.4) a demonstração da desigualdade de Lundberg

para o modelo de Sparre Andersen, utilizando técnicas da teoria de martingales, seguindo

Grandell (1991). Um segundo limitante superior exponencial para a probabilidade de

rúına, mais refinado do que o de Lundberg, é também considerado. A demonstração

utiliza técnicas recursivas e é uma adaptação da prova apresentada em Cai e Dickson

(2003) para o modelo com inclusão de juro. Ambas as estimativas para a probabilidade

de rúına assumem a existência do coeficiente de ajuste de Lundberg e condições suficientes

para a existência e unicidade deste coeficiente são também obtidas.

Finalizando o caṕıtulo, apresentamos uma equação para a probabilidade de rúına do

modelo de Sparre Andersen, que possibilita o cálculo exato da probabilidade de rúına para

alguns casos especiais, como na presença de quantias de indenizações exponencialmente

distribúıdas.

A inclusão de juro composto continuamente é tratada no Caṕıtulo 2. Seguindo Cai e

Dickson (2003) apresentamos o modelo discreto, associado ao modelo cont́ınuo, modificado

pela inclusão de juro. Neste modelo, assume-se que a seguradora recebe juro sobre sua
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reserva de risco a uma taxa de juro constante δ > 0 composto continuamente. Assim, o

processo dos valores acumulados da reserva de capital, calculados nos tempos Tn, n ≥ 1,

de pagamentos das indenizações, é descrito como

U (δ)
n = Uδ(Tn) = U

(δ)
n−1e

δXn +
c(eδXn − 1)

δ
− Yn

= ueδTn +
c(eδTn − 1)

δ
−

n∑
k=1

Ykexp
{
δ

n∑
i=k+1

Xi

}
, (3)

onde adotamos a convenção
b∑
a

= 0, quando b < a. As variáveis {Xk} e {Yk} são como

no modelo original de Sparre Andersen.

Associado ao modelo U
(δ)
n definimos o processo dos valores presentes como sendo:

V (δ)
n = U (δ)

n e−δTn

= u+
c(1− e−δTn)

δ
−

n∑
k=1

Ykexp
{
−δ

k∑
i=1

Xi

}

= u+ caTn −
n∑

k=1

Yke
−δTk , (4)

onde at =
1− e−δt

δ
indica o valor presente de uma anuidade pagável continuamente no

tempo, sob uma taxa δ > 0 de juro composto continuamente.

Com o aux́ılio do processo {V (δ)
n , n ≥ 0} e utilizando técnicas de martingales apresen-

tamos a extensão da desigualdade de Lundberg, obtida por Cai e Dickson (2003), sob a

hipótese da existência de um certo coeficiente de ajuste associado a {V (δ)
n }.

Em seguida, considerando o modelo {U (δ)
n }, apresentamos um segundo limitante su-

perior exponencial para a probabilidade de rúına no modelo de Sparre Andersen com

juros. Este limitante foi obtido por Cai e Dickson (2003) utilizando técnicas recursivas e

assumindo-se a existência de um outro coeficiente de ajuste, associado ao modelo {U (δ)
n }.

Além disso, condições suficientes para a existência e unicidade dos coeficientes de ajuste

associados aos modelos {U (δ)
n } e {V (δ)

n } são também consideradas.
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Finalmente, encerramos este trabalho apresentando a aplicação dos resultados obtidos

ao modelo clássico de risco com juros, onde os tempos entre chegadas de indenizações são

exponencialmente distribúıdos.

Cabe observar que não foi obtido nenhum resultado conclusivo a respeito da melhor

precisão entre as duas estimativas apresentadas. No entanto, uma análise numérica reali-

zada por Cai e Dickson (2003) indica que o limitante superior exponencial obtido usando

técnicas recursivas é mais refinado do que o limitante derivado das técnicas de martingales.
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Caṕıtulo 1

Modelo de Sparre Andersen

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudamos o modelo de risco de Sparre Andersen , que foi originalmente

apresentado por Erik Sparre Andersen em 1957 no International Congress of Actuaries

em Nova York.

Este modelo é uma generalização do modelo de risco clássico de Lundberg, no qual

o processo de chegada de indenizações é um processo de Poisson composto. Ao invés

de assumir que os tempos entre ocorrências de indenizações são variáveis aleatórias i.i.d.

exponencialmente distribúıdas, como no modelo de Lundberg, Sparre Andersen manteve

a hipótese de independência e assumiu que os tempos entre chegadas de indenizações têm

uma distribuição comum arbitrária G(x). Ou seja, o processo de chegadas de indenizações

é um processo de renovação.

Assim, na Seção 1.2 apresentamos alguns conceitos e propriedades básicas de processos

de renovação.

Uma descrição detalhada do modelo de Sparre Andersen é apresentada na Seção 1.3.

Além disso, definimos nesta mesma seção o modelo de risco a tempo discreto associado
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

ao modelo original a tempo cont́ınuo, o qual nos auxiliará na análise da probabilidade de

rúına do modelo a tempo cont́ınuo.

O problema principal no estudo de processos de risco é a obtenção de estimativas

para a probabilidade de rúına. Na Seção 1.4, apresentamos dois limitantes superiores

para a probabilidade de rúına do modelo de Sparre Andersen. O primeiro deles (Teorema

1.4) é fornecido pela mesma desigualdade de Lundberg do caso clássico. A demonstração

apresentada aqui, diferentemente da prova original de Sparre Andersen (1957), utiliza a

abordagem via martingales. A segunda desigualdade (Teorema 1.5) fornece um limitante

superior exponencial mais refinado do que o fornecido pela desigualdade de Lundberg e

sua demonstração utiliza as mesmas técnicas recursivas de Cai e Dickson (2003) para o

modelo com juro, a ser estudado no segundo caṕıtulo.

Para finalizar, apresentamos na Seção 1.5 uma equação, semelhante à obtida para o

modelo de Lundberg, que possibilita em alguns casos o cálculo exato da probabilidade de

rúına para o modelo de Sparre Andersen.

1.2 Processos de Renovação

Nesta seção, relembramos a definição e algumas propriedades básicas de processos de

renovação, que serão úteis para o entendimento do restante do trabalho.

Um estudo mais detalhado sobre processos de renovação pode ser encontrado por

exemplo em Ross (1980) ou Grimmett e Stirzaker (2001).

Definição 1.1. Um processo de contagem N = {N(t) : t ≥ 0} é chamado um processo

de renovação se para cada t ≥ 0

N(t) = max{n : Tn ≤ t},

onde

T0 = 0, Tn =
n∑

i=1

Xi, para todo n ≥ 1
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

e Xm, m ≥ 1 são v.a.’s não-negativas, independentes e identicamente distribúıdas.

Podemos interpretar N(t) como o número de chegadas de eventos (renovações) no

intervalo de tempo [0, t). Desta forma, Tn representa o tempo de chegada do n-ésimo

evento e Xn = Tn − Tn−1 o tempo entre a chegada do (n− 1)-ésimo e o n-ésimo evento.

É posśıvel verificar que as distribuições finitas de um processo de renovação {N(t)}

são especificadas pela distribuição de Xn.

Um exemplo importante é o processo de Poisson com taxa λ > 0, para o qual os

tempos entre chegadas {Xn} têm distribuição exponencial de parâmetro λ.

No teorema a seguir, reunimos dois dos principais resultados sobre o comportamento

assintótico de N(t) e EN(t), quando t −→∞. O resultado do item (b) é conhecido como

Teorema Elementar de Renovação.

Teorema 1.1. Seja {N(t), t ≥ 0} um processo de renovação, com tempos entre chegadas

{Xn, n ≥ 1}. Se EX1 < +∞, então

(a)
N(t)

t

q.c.−→ 1

EX1

, quando t −→∞.

(b)
EN(t)

t

q.c.−→ EX1, quando t −→∞.

Note que N(t) −→ +∞, quando t −→ +∞.

Agora, considere um processo de renovaçãoN(t) com tempos entre-chegadasX1, X2, . . .

e suponha que a cada chegada de renovação esteja associada uma recompensa. Suponha

que os sucessivos valores das recompensas sejam variáveis aleatórias i.i.d. denotadas por

Y1, Y2, . . ., respectivamente.

Dessa maneira, o valor total de recompensas recebidas até um determinado tempo t é

dado por

S(t) =

N(t)∑
k=1

Yk. (1.1)
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Note que os custos são interpretados como recompensas negativas.

Quando as sequências {Xn} e {Yn} são tais que os vetores aleatórios (Xn, Yn) são i.i.d.,

podendo Xn depender de Yn, dizemos que o processo S(t) dado por (1.1) é um Processo de

Recompensa por Renovação. Um exemplo deste tipo de processo aparece, como veremos

mais adiante, na teoria de processos de risco.

No caso em que as variáveis X1, X2, . . . possuem distribuição comum exponencial, ou

seja, N(t) é um processo de Poisson, o processo de recompensa por renovação recebe o

nome de Processo de Poisson Composto.

O teorema a seguir, mostra o comportamento assintótico de S(t) e de sua média

quando t −→∞.

Teorema 1.2. Considere o processo de recompensa por renovação S(t) dado por (1.1).

Se EX1 < +∞, EY1 < +∞, então

(a) lim
t−→∞

S(t)

t
=
EY1

EX1

q.c..

(b) lim
t−→∞

E[S(t)]

t
=
EY1

EX1

q.c..

O primeiro resultado é uma consequência do Teorema 1.1.(a) e de uma variação da

Lei Forte dos Grandes. A prova do item (b) é mais complexa e necessita do conhecimento

de resultados da Teoria Clássica de Renovação.

1.3 Descrição do modelo de Sparre Andersen

Considere a evolução do capital de uma empresa de seguros ao longo do tempo.

Suponha que no instante t = 0 o capital inicial da seguradora é u ≥ 0 e que o rece-

bimento de prêmios seja linear no tempo com taxa c > 0. A chegada dos pedidos de

indenizações ocorre de acordo com um processo de renovação {N(t), t ≥ 0}.
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Sejam X1, X2, . . . os tempos entre-chegadas de pedidos de indenizações e T1, T2, . . .

os tempos de chegadas das sucessivas indenizações. Assim, Tn =
n∑

k=1

Xk é o tempo de

chegada da n-ésima indenização e o número de indenizações até o tempo t é dado por

N(t) = max{n : Tn ≤ t}. O valor da n-ésima indenização será denotado por Yn.

Vamos assumir que {Yn, n ≥ 0} são v.a.’s não-negativas i.i.d. com função de dis-

tribuição comum F (x), onde F (0) = 0. As v.a.’s não-negativas {Xn, n ≥ 0} são i.i.d.

com função de distribuição comum G(x), com G(0) = 0 e independentes de {Yn, n ≥ 0}.

Assumiremos que X1 e Y1 têm esperanças finitas.

Desta forma, o modelo de risco conhecido com modelo de Sparre Andersen, ou modelo

de renovação, é dado por

U(t) = u+ ct+

N(t)∑
k=1

Yk, (1.2)

ou seja, U(t) representa a reserva de capital da seguradora no instante t ≥ 0 e U(0) = u.

Este modelo foi proposto por Sparre Andersen em 1957, como uma generalização

do modelo de risco clássico, introduzido por Lundberg em 1903, no qual a chegada dos

pedidos de indenizações ocorre de acordo com um processo de Poisson.

Um dos principais interesses no estudo de processos de risco, consiste na análise da

probabilidade de que a reserva de capital da empresa atinja valores negativos, ou seja, a

probabilidade de que ocorra a rúına da empresa.

O tempo de rúına no processo dado por (1.2) é definido como

τ(u) = inf{t ≥ 0 ;U(t) < 0}. (1.3)

Assim, a probabilidade de rúına associada ao modelo (1.2) é definida por

ψ(u) = P (τ(u) <∞) = P (inf
t≥0

U(t) < 0) = P
(⋃

t≥0

(U(t) < 0)
)
. (1.4)

Uma hipótese geralmente assumida é que

cEX1 > EY1, (1.5)
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

ou seja, o valor médio dos prêmios recebidos entre um pedido de indenização e outro

é superior ao valor médio das indenizações a serem pagas. Esta condição garante que

ψ(u) < 1, conforme mostraremos no teorema abaixo.

Para isto, podemos observar que o processo das quantias de indenizações agregadas

dado por

S(t) =

N(t)∑
k=1

Xk (1.6)

é um processo de recompensa por renovação, conforme definido na seção anterior. Assim,

o teorema a seguir é uma consequência do Teorema 1.2.

Teorema 1.3. Considere o processo de risco (1.2). Se cEX1 < EY1, então a rúına será

certa, ou seja, ψ(u) = 1. Se cEX1 > EY1, então ψ(u) < 1 para todo u suficientemente

grande.

Demonstração: De (1.2) e (1.6) podemos escrever

U(t) = u+ ct− S(t), t ≥ 0,

então, como S(t) é um processo de recompensa por renovação, do Teorema 1.2, segue que

lim
t−→∞

U(t)

t
= c− EY1

EX1

=
cEX1 − EY1

EX1

.

Assim, como EX1 > 0, se cEX1 < EY1, então lim
t−→∞

U(t) = −∞. Portanto, inf
t≥0

U(t) =

−∞ e ψ(u) = P
(
inft≥0 U(t) < 0

)
= 1.

Por outro lado, se cEX1 > EY1, então lim
t−→∞

U(t) = +∞ e inf
t≥0

U(t) > −∞. Portanto,

para um capital inicial u suficientemente grande teremos ψ(u) < 1.

Uma abordagem que tem sido utilizada para facilitar o estudo da probabilidade de

rúına em processos de risco a tempo cont́ınuo é a discretização do processo. Essa dis-

cretização é feita considerando o valor do capital da empresa apenas nos tempos de

chegada dos pedidos de indenizações, ou seja, considera-se apenas U(T1), U(T2), . . ..

11
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Note que, o capital da empresa sofre perda apenas quando chega um pedido de in-

denização. Logo, a rúına do processo só vai ocorrer em um dos tempos de chegada Tn.

Assim, para estudarmos a probabilidade de rúına no modelo dado por (1.2), podemos

usar o processo a tempo discreto associado ao processo U(t), que é dado por

Un = U(Tn)

= u+ cTn +
n∑

k=1

Yk

= u+
n∑

k=1

(cXk − Yk)

= Un−1 + cXn − Yn, ∀ n = 1, 2, . . . (1.7)

Assim, podemos reescrever o tempo de rúına como

τ(u) = min{n ≥ 1 ;Un = U(Tn) < 0} (1.8)

e a probabilidade de rúına como

ψ(u) = P (τ(u) <∞) = P (min
n≥1

U(Tn) < 0) = P
(⋃

n≥1

(U(Tn) < 0)
)
. (1.9)

Observe que utilizando o processo a tempo discreto Un, temos uma prova alternativa

do Teorema 1.3, aplicando diretamente a Lei Forte dos Grandes Números. De fato, de

(1.7) temos

lim
n−→∞

Un

n
= lim

n−→∞

u+
∑n

k=1(cXk − Yk)

n
.

Logo, como {Xn} e {Yn} são i.i.d. com médias finitas segue que

lim
n−→∞

Un

n
= cEX1 − EY1.

Se cEX1 − EY1 > 0, então lim
n→∞

Un = +∞ e min
n≥1

{U(Tn)} > −∞. Portanto, para um

capital inicial suficientemente grande teremos ψ(u) < 1.

12
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1.4 Estimativas para probabilidade de rúına no mo-

delo de Sparre Andersen

Naturalmente, o cálculo da probabilidade de rúına, ψ(u), depende das distribuições de

X1 e Y1. Mesmo conhecendo tais distribuições, o cálculo exato desta probabilidade pode

não ser simples. Uma alternativa para estes casos é a obtenção de estimativas para ψ(u).

Nesta seção apresentamos dois limitantes superiores diferentes para a probabilidade

de rúına do modelo de Sparre Andersen.

Iniciaremos com o resultado obtido originalmente por Sparre Andersen(1957). Ele

provou para o modelo de renovação (1.2), a mesma desigualdade de Lundberg do modelo

clássico de Poisson. Esta desigualdade apresenta um limitante superior exponencial para

a probabilidade de rúına, sob a hipótese da existência de um coeficiente de ajuste.

A demonstração que apresentaremos a seguir utiliza técnicas da teoria de martingales,

seguindo Grandell(1991). A prova apresentada por Sparre Andersen utiliza métodos re-

cursivos completamente diferentes.

Assim, denote por Zk = cXk − Yk. Então, {Zk, k ≥ 1} é uma sequência de v.a.’s

i.i.d., para a qual estamos supondo EZ1 > 0. Para a obtenção dos limitantes superiores

exponenciais para ψ(u) vamos assumir que existe uma constante R0 > 0 satisfazendo

Ee−R0Zk = 1. (1.10)

Essa constante é chamada coeficiente de ajuste ou coeficiente de Lundberg do processo

de risco U(t) definido em (1.2) ou respectivamente do processo associado Un.

Usando o fato que Zn não depende de U1, . . . , Un−1 e que Un−1 é σ
(
U1, U2, . . . , Un

)
-

13
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mensurável segue

E
(
e−R0Un

∣∣e−R0U1 , . . . , e−R0Un−1
)

=
(
e−R0(Un−1+Zn)

∣∣e−R0U1 , . . . , e−R0Un−1
)

= e−R0Un−1E
(
e−R0Zn

∣∣e−R0U1 , . . . , e−R0Un−1
)

= e−R0Un−1E
(
e−R0Zn

)
= e−R0Un−1 .

Ou seja, e−R0Un é uma martingale. A existência desse coeficiente de ajuste vai depender de

algumas hipóteses sobre as distribuições de X1 e Y1. A seguir, veremos algumas condições

para a existência e unicidade deste R0.

Condição 1.1. Seja MY1(r) = EerY1 a função geradora de momentos da variável Y1.

Suponha:

(a) MY1(r) é finita para todo r, com 0 < r < ξ (podendo ser ξ = +∞);

(b) lim
r−→ξ

MY1(r) = +∞.

Note que a Condição (b) implica em MY1(r) = +∞, para todo r ≥ ξ, pois E
(
erY1

)
≥

E
(
eξY1

)
para r ≥ ξ.

Como a variável Y1 é não-negativa (q.c.), então EerY1 ≤ 1 < ∞ para todo r < 0.

Assim:

MY1(r) = EerY1 < +∞, para todo r ∈ (−ξ, ξ).

Proposição 1.1. Assuma que a Condição 1.1 é satisfeita e E(Y1−cX1) < 0. Se ξ < +∞,

então existe um único R0 > 0 tal que:

Ee−R0(Y1−cX1) = 1. (1.11)

Se ξ = ∞ e P
(
Y1 − cX1 ≤ 0

)
< 1 então (1.11) é válida.

Demonstração: Como consequência da Condição 1.1, temos queMY1(r) < +∞∀ 0 <

r < ξ.

14
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Agora, seja h(r) a função geradora de momentos da variável Z1 = Y1 − cX1, ou seja,

h(r) = E
(
er(Y1−cX1)

)
Como X1 e Y1 são independentes temos

h(r) = EerY1Ee−rcX1 = MY1(r)MX1(−cr).

Mas, MX1(−cr) ≤ 1 para todo r ≥ 0 (pois por hipótese c > 0) e MY1(r) < ∞ para

todo 0 ≤ r < ξ então

h(r) <∞, ∀ 0 ≤ r < ξ.

Então segue que h é uma função cont́ınua em (0, ξ),

h′′(r) = E
[
Z2

1e
rZ1

]
> 0, ∀ 0 < r < ξ

e a sua derivada a direita no zero é

h′+(0) = EZ1 = E(Y1 − cX1) < 0.

Assim, h é uma função cont́ınua, estritamente convexa em [0, ξ) e decrescente em um

intervalo do tipo [0, ξ∗).

Agora, por hipótese temos MY1(r) −→ ∞, quando r −→ ξ. Consideremos separada-

mente os casos ξ <∞ e ξ = ∞.

Caso 1. ξ <∞.

Como h(r) = MY1(r)MX1(−rc) e MX1(−ξc) > 0, então segue

lim
r−→ξ

MY1(r)MX1(−rc) = MX1(−ξc) lim
r−→ξ

MY1(r) = ∞.

Assim, das propriedades da função h obtidas acima podemos concluir que existe R0 > 0

tal que h(R0) = 1. Mais ainda, como observamos anteriormente MY1(r) = +∞ para r ≥ ξ

e como MX1(−rc) > 0 segue que h(r) = ∞ para r ≥ ξ. Portanto o R0 mencionado acima

é o único número positivo satisfazendo h(R0) = 1

15
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Caso 2. ξ = ∞

Neste caso, devemos usar a hipótese adicional que P
(
Y1 − cX1 ≤ 0

)
< 1. Seja

H(z) = P
(
Y1 − cX1 ≤ z

)
a função de distribuição da variável Y1 − cX1. Como H é

cont́ınua pela direita, existe z0 > 0 tal que H(z0) < 1. Segue que

h(r) =

∫ +∞

−∞
erzdH(z) ≥

∫ +∞

z0

erzdH(z) ≥

≥
∫ +∞

z0

erz0dH(z) = erz0(1−H(z0)) −→ +∞, quando r −→ ξ = +∞

Logo h(r) −→ ∞, quando r −→ ξ = ∞. Portanto, das propriedades de h, segue que

existe um único R0 > 0 tal que h(R0) = 1.

No exemplo a seguir determinamos o coeficiente de ajuste R0 no caso particular em

que tanto os valores das indenizações quanto os tempos entre as chegadas dos pedidos de

indenização possuem distribuição exponencial.

Exemplo 1.1. Seja Un o processo a tempo discreto associado a U(t). Suponha que Xn

tem distribuição exponencial de parâmetro µ para todo n ∈ N. Neste caso, U(t) é o modelo

clássico de Lundberg. Vamos supor que Yn tem distribuição exponencial de parâmetro λ,

onde λ > µ
c
.

Primeiro, temos que E(Y1 − cX1) =
1

λ
− c

µ
< 0 e para r < λ

ErY1 =
λ

λ− r
.

Além disso, como Ee−rcX1 =
µ

µ+ cr
segue

lim
r−→λ

Eer(Y1−cX1) = lim
r−→λ

EerY1Ee−rcX1 = lim
r−→λ

λ

λ− r

µ

µ+ cr
= ∞.
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Assim, ficam verificadas as condições para existência do coeficiente de ajuste R0 que

vimos na proposição anterior. Logo, o coeficiente será único em (0,+∞). Este coeficiente

deve satisfazer EeR0(Y1−cX1) =
λ

λ−R0

µ

µ+ cR0

= 1, ou seja, devemos ter

cR2
0 +R0µ− cR0λ = 0 e R0 > 0. (1.12)

Portanto, R0 =
cλ− µ

c
é a única solução positiva de (1.12).

No próximo teorema apresentaremos a desigualdade de Lundberg para o modelo de

Sparre Andersen U(t).

Para isso, considere o modelo discreto Un, dado por (1.7), associado a U(t) e denote

por ψ(u, n) a probabilidade de que, dado o capital inicial u ≥ 0, a rúına ocorra até o

tempo Tn, ou seja,

ψ(u, n) = P
( n⋃

k=1

{Un < 0}|U0 = u
)

= P (τ(u) ≤ n), (1.13)

onde τ(u) = min{n ≥ 1 : Un < 0} é o tempo de rúına do processo Un.

Como os eventos An = {τ(u) ≤ n} formam uma sequência crescente, segue da con-

tinuidade da probabilidade que

lim
n−→∞

ψ(u, n) = ψ(u). (1.14)

Teorema 1.4. Supondo a existência do coeficiente de ajuste R0 > 0 definido em (1.10),

para o modelo de risco discreto (1.7) associado a U(t), temos:

ψ(u) ≤ e−R0u ∀ u ≥ 0 (1.15)

onde ψ(u) é a probabilidade de rúına dada em (1.9).

Demonstração: Por (1.13) e (1.14), temos que a probabilidade de rúına para o

modelo de Sparre Andersen pode ser calculada por
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ψ(u) = lim
n−→∞

P (τ(u) ≤ n) = P
( ∞⋃

k=1

(τ(u) = k)
)
, (1.16)

onde τ(u) é o tempo de rúına definido em (1.8).

Por facilidade de notação, omitiremos os condicionamentos a U0.

Seja {Un} o processo de risco a tempo discreto dado por (1.7). Para cada u ≥ 0, defina

Mu(n) = e−R0Un . (1.17)

Como observamos acima, o processo {e−R0Un} é uma martingale e o tempo de rúına

τ(u) é um tempo de parada para este processo.

Seja n0 ∈ N fixo. Então τ(u)∧n0 = min(τ(u), n) é um tempo de parada limitado para

o processo {Mu(n) = e−R0Un}, desse modo podemos usar o Teorema da Parada Opcional

para Martingales (vide por exemplo Kannan (1979)) e obter

e−R0u = E
(
Mu(0)

)
= E

(
Mu(τ(u) ∧ n0)

)
= E

(
Mu(τ(u))I(τ(u)≤n0)

)
+E

(
Mu(n0)I(τ(u)>n0)

)
. (1.18)

Assim,

e−R0u ≥ E
(
Mu(τ(u))I(τ(u)≤n0)

)
e como Uτ(u) < 0, temos Mu

(
τ(u)

)
≥ 1. Logo

e−R0u ≥ E
(
I(τ(u)≤n0)

)
= P

(
τ(u) ≤ n0

)
Portanto,

P
(
τ(u) ≤ n0

)
≤ e−R0u.

Como n0 ∈ N é arbitrário e o limitante encontrado não depende de n0 podemos concluir

que

ψ(u, n) ≤ e−R0u, para todo n ∈ N

18
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Sendo assim, para cada u ≥ 0,

ψ(u) = lim
n−→∞

P
(
τ(u) ≤ n

)
≤ e−R0u.

No exemplo 1.1 encontramos o valor do coeficiente de ajuste do processo de risco

quando X1 e Y1 são exponenciais. Com isso, podemos encontrar um limitante superior

para a probabilidade de rúına.

Exemplo 1.2. Considere as mesmas hipóteses do exemplo 1.1.

Naquele exemplo, encontramos R0 = λ− µ

c
. Portanto, pelo teorema acima, temos

ψ(u) ≤ e
−
(

λ−
µ

c

)
u
.

Nesta segunda parte da seção apresentaremos uma segunda estimativa exponencial

para a probabilidade de rúına, que pode ser mais refinada que a desigualdade de Lundberg.

Sua demonstração é uma adaptação da demonstração apresentada por Cai e Dickson(2003)

para o modelo de Sparre Andersen com juro, que será apresentada no próximo caṕıtulo.

Preliminarmente, apresentamos uma equação integral recursiva para a probabilidade

de rúına até o tempo Tn, ψ(u, n). Esta equação foi originalmente obtida por Sparre

Andersen em 1957. A prova abaixo segue as idéias de Cai e Dickson(2003).

Lema 1.1. Seja ψ(u, n) a probabilidade de rúına até o tempo Tn, então temos

ψ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

ψ(u+ cx− y, n)dF (y) + F (u+ cx)
]
dG(x), ∀ n ∈ N (1.19)
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Demonstração: Defina os eventos A
(n)
s =

n⋃
k=s

(Uk < 0), s ≤ n. Dessa maneira, temos

ψ(u, n+ 1) = P (A
(n+1)
1 ) = E

[
I
A

(n+1)
1

]
=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

E
[
I
A

(n+1)
1

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y)dG(x)

=

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

E
[
I
A

(n+1)
1

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y) +

+

∫ ∞

u+cx

E
[
IAn+1

1

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y)

]
dG(x).

Usando a definição dos eventos A
(k)
n e o prinćıpio da substituição, segue que

ψ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

E
[
I{(u+cx−y<0)∪A

(n+1)
2 }

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y) +

+

∫ ∞

u+cx

E
[
I{(u+cx−y<0)∪A

(n+1)
2 }

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y)

]
dG(x).

Como o evento A
(n+1)
2 depende apenas de U2, . . . , Un+1, então I{(u+cx−y<0)∪A

(n+1)
2 } é

independente de X1 e Y1. Logo, podemos obter

ψ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

E
[
I{(u+cx−y<0)∪An+1

2 }
]
dF (y) +

+

∫ ∞

u+cx

E
[
I{(u+cx−y<0)∪An+1

2 }
]
dF (y)

]
dG(x). (1.20)

Agora, note que dados Y1 = y, X1 = x, se y > u + cx então U1 < 0 e assim

I{(u+cx−y<0)∪An+1
2 } = 1.

Por outro lado, para y ≤ u+ cx podemos escrever

Un+1 = (u+ cx− y)−
n+1∑
k=2

(Yk − cXk)

e como as variáveis X1, X2, . . . e Y1, Y2, . . . são identicamente distribúıdas então

Un+1
D
= u∗ −

n∑
k=1

(Yk − cXk) = U∗
n, (1.21)
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ou seja, Un+1 tem a mesma distribuição de U∗
n. Note que U∗

n é como o modelo de Sparre

Andersen dado em (1.7), mas com capital inicial u∗ = u+ cx− y.

Assim, se y ≤ u+ cx então

E
[
I{(u+cx−y<0)∪An+1

2 }|X1 = x, Y1 = y
]

= E
[
IAn+1

2

]

= P
( n⋃

k=1

(U∗
k < 0)

)

= ψ(u+ cx− y, n). (1.22)

Portanto, de (1.20) segue

ψ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

ψ(u+ cx− y, n)dF (y) +

∫ ∞

u+cx

dF (y)
]
dG(x) =

=

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

ψ(u+ cx− y, n)dF (y) + F (u+ cx)
]
dG(x)

e (1.19) está provada.

Finalmente, com o aux́ılio do lema anterior, apresentamos a segunda desigualdade

para a probabilidade de rúına.

Teorema 1.5. Considere o modelo clássico de Sparre Andersen, dado por (1.2) e sua

discretização dada por (1.7). Supondo a existência do coeficiente de ajuste R0 > 0 satis-

fazendo (1.10), temos:

ψ(u) ≤ βe−R0u, (1.23)

onde,

β−1 = inf
t≥0

∫∞
t
eR0ydF (y)

eR0tF (t)
≥ 1. (1.24)
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Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar por indução sobre n que

ψ(u, n) ≤ βe−R0u, ∀n ≥ 1. (1.25)

Para isto, note que da definição de β, segue

β−1 ≤
∫∞

t
eR0ydF (y)

eR0tF (t)
, ∀ t ≥ 0.

Dessa forma

F (t) ≤ βe−R0t

∫ ∞

t

eR0ydF (y)

≤ βe−R0tEeR0Y1 ∀ t ≥ 0. (1.26)

Agora, para n = 1, temos por (1.26)

ψ(u, 1) = P
(
Y1 > u+ cX1

)
=

∫ ∞

0

F (u+ cx)dG(x)

≤ βEeR0Y1E
(
exp{−R0(u+ cX1}

)

= βe−R0uEe−R0(cX1−Y1).

Como R0 é o coeficiente de ajuste, dado por (1.10) temos Ee−R0(cX1−Y1) = 1 e assim

ψ(u, 1) ≤ βe−R0u.

Suponha que para algum n ∈ N, temos

ψ(u, n) ≤ βe−R0u ∀ u ≥ 0 (1.27)

e verifiquemos (1.25) para n+ 1.

Do lema anterior podemos obter

ψ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

ψ(u+ cx− y, n)dF (y) + F (u+ cx)
]
dG(x).
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Da desigualdade para F (t) encontrada em (1.26) e da hipótese de indução (1.27), segue

que ∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

ψ(u+ cx− y, n)dF (y) + F (u+ cx)
]
dG(x) ≤

≤
∫ ∞

0

[∫ u+cx

0

βe−R0(u+cx−y)dF (y) + βe−R0(u+cx)

∫ ∞

u+cx

eR0ydF (y)
]
dG(x)

=

∫ ∞

0

[
βe−R0(u+cx)

[∫ u+cx

0

eR0ydF (y) +

∫ ∞

u+cx

eR0ydF (y)
]
dG(x)

=

∫ ∞

0

βe−R0(u+cx)EeR0Y1dG(x)

= βe−R0uEeR0(Y1−cX1). (1.28)

Da definição do coeficiente de ajuste, temos EeR0(Y1−cX1) = 1. Assim, obtemos

ψ(u, n+ 1) ≤ βe−R0u.

Logo,

ψ(u, n) ≤ βe−R0u ∀ n ∈ N.

Agora, por (1.14) temos lim
n−→∞

ψ(u, n) = ψ(u). Portanto, podemos concluir que

ψ(u) = lim
n−→∞

ψ(u, n) ≤ βe−R0u.

Para finalizar, note que para todo t ≥ 0∫ ∞

t

eR0ydF (y)

eR0tF (t)
≥ eR0t(1− F (t))

eR0tF (t)
= 1.

Logo β−1 ≥ 1
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Note que, por (1.24) temos β ≤ 1. Assim, a desigualdade (1.23) melhora a desigual-

dade de Lundberg obtida no Teorema 1.4. No exemplo a seguir, verificamos que para o

modelo de risco clássico de Lundberg com os valores das indenizações exponencialmente

distribúıdos, o limite superior obtido usando (1.23) é estritamente menor que o limitante

derivado da desigualdade clássica de Lundberg, ou seja usando (1.15).

Exemplo 1.3. Considere o modelo de Sparre Andersen e assuma que os valores das

indenizações, {Yn}n≥1, têm distribuição F exponencial de parâmetro λ > 0.

Neste caso, obtemos∫∞
t
eR0ydF (y)

eR0tF (t)
=

λ
∫∞

t
e−y(λ−R0)dy

eR0te−λt
=

=
λ

λ−R0

, para todo t ≥ 0 e λ 6= R0

Logo,

β−1 =
λ

λ−R0

> 1.

Assim, se os tempos entre chegadas {Xn} são tais que cEX1 >
1

λ
e R0 6= λ, então

a condição cEX1 > EY1 é satisfeita. A Condição 1.1 é facilmente verificada para a

distribuição exponencial, logo pelo Teorema 1.5 segue

ψ(u) ≤
(
1− R0

λ

)
e−R0u,

ou seja, o limitante obtido é estritamente mais preciso do que o da desigualdade de

Lundberg. Em particular, se {Xn} são exponencialmente distribúıdas com parâmetro

µ > 0, como no Exemplo 1.1, então se µ < cλ segue R0 = λ− µ

c
< λ e assim

ψ(u) ≤ µ

cλ
e
−
(

λ−
µ

c

)
u
.

Este limitante superior é estritamente menor do que o obtido no Exemplo 1.2.

24



Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

1.5 Uma equação para probabilidade de rúına no mo-

delo de Sparre Andersen

Como foi mencionado anteriormente, o cálculo da probabilidade de rúına pode não ser

simples. Nesta seção, apresentamos uma equação, que permite em alguns casos o cálculo

exato desta probabilidade. As técnicas da demonstração são as mesmas utilizadas na

prova do Teorema 1.4 usando a abordagem de martingales.

Teorema 1.6. Considere o processo de risco a tempo discreto Un dado por (1.7) associado

ao processo a tempo cont́ınuo U(t) definido em (1.2). Suponha que a Condição 1.1 seja

válida e E(Y1− cX1) < 0. Então, temos a seguinte equação para a probabilidade de rúına

ψ(u) =
e−R0u

E
[
e−R0U(τ(u))

∣∣τ(u) <∞
] , (1.29)

onde τ(u) é o tempo de rúına e R0 é o coeficiente de ajuste do processo

Demonstração: Seguindo o mesmo racioćınio da prova do Teorema 1.4, podemos

obter a relação (1.18), ou seja, para n0 ≥ 1 arbitrariamente fixado

e−R0u = E
[
Mu(τ(u))I(τ(u)≤n0)

]
+ E

[
Mu(n0)I(τ(u)>n0)

]
, (1.30)

onde por (1.17) Mu(n) = e−R0Un .

Agora, por um lado, como por hipótese cEX1 − EY1 > 0, então pelas observações

feitas no final da Seção 1.3, da Lei Forte dos Grandes Números segue que

lim
n0−→∞

Un0 = ∞, q.c.

e lim
n0−→∞

Mu(n0)I(τ(u)>n0) = 0, q.c.. Logo, como Mu(n0)I(τ(u)>n0) ≤ 1, qualquer que seja

n0 ∈ N, pelo Teorema da Convergência Dominada obtemos

lim
n0−→∞

E
[
Mu(n0)I(τ(u)>n0)

]
= 0. (1.31)

Por outro lado, temos

0 ≤Mu(τ(u))I(τ(u)≤n0) ↑Mu(τ(u))I(τ(u)<∞), quando n0 −→∞.
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Então, pelo Teorema da Convergência Monótona, segue

lim
n0−→∞

E
[
Mu(τ(u))I(τ(u)≤n0)

]
= E

[
Mu(τ(u))I(τ(u)<∞)

]
. (1.32)

Logo, substituindo (1.31) e (1.32) em (1.30), obtemos

e−R0u = E
[
e−R0Uτ(u)I(τ(u)<∞)

]
= E

[
e−R0Uτ(u) |τ(u) <∞

]
P

(
τ(u) <∞

)
.

Como Uτ(u) < 0 então E
[
e−R0Uτ(u)I(τ(u)<∞)

]
≥ 1.

Portanto, segue que

ψ(u) = P
(
τ(u) <∞

)
=

e−R0u

E
(
e−R0Uτ(u) |τ(u) <∞

) .

Exemplo 1.4. Cálculo da probabilidade de rúına no caso em que Y1 tem distribuição

exponencial de parâmetro λ > 0.

É posśıvel mostrar, usando técnicas de martingales a tempo cont́ınuo, através do

condicionamento à σ-álgebra estritamente à priori Fτ−(u) = σ(X(u) : u ≤ t, t ≥ 0) (vide

Grandell(1991) e Asmussen(2000)) que a distribuição de −Uτ(u), condicionada ao evento

(τ(u) <∞) é também exponencial de parâmetro µ.

Assim,

E
[
e−R0U(Tn)

∣∣τ(u) <∞
]

=

∫ ∞

0

eR0yµe−µydy =

=
µ

µ−R0

.

Dessa forma, pelo teorema acima, temos:

ψ(u) =
e−R0u

E
[
e−R0U(τ(u))

∣∣τ(u) <∞
] =

λ−R0

λ
e−uR0 . (1.33)
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Caṕıtulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Em particular no caso em que X1 também tem distribuição exponencial, mas com

parâmetro λ, vimos no Exemplo 1.1 que R0 = µ− λ

c
.

Logo, de (1.33) segue

ψ(u) =
µ

cλ
e−u

(
λ−µ

c

)
.

Assim, vemos que o limite para ψ(u) encontrado no Exemplo 1.3 é a própria probabilidade

de rúına.
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Caṕıtulo 2

Estimativas para probabilidade de

rúına no modelo com juro

2.1 Introdução

No modelo original de Sparre Andersen a movimentação de capital não é muito realista.

A empresa possui um capital inicial não negativo e conta com a entrada cont́ınua de

dinheiro. No mundo de hoje é normal que até mesmo uma pessoa f́ısica invista seu capital

em algo como poupança e assim sobre este capital principal sejam calculados juros. O

mesmo acontece com d́ıvidas, sobre as quais também são calculados juros. Isso também

deve acontecer com uma empresa de seguros.

Neste segundo caṕıtulo, estudamos o modelo de Sparre Andersen modificado pela

inclusão de juro composto continuamente. Este modelo foi proposto por Cai e Dickson

(2003).

Para estimar a probabilidade de rúına neste caso, usamos dois processos, um a valor

presente e outro a valor acumulado, os quais são descritos na Seção 2.2, que trata da

inclusão de juro no modelo original. Para esses processos foram obtidos, por Cai e Dick-
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son (2003), limitantes para a probabilidade de rúına no modelo com juro, os quais são

apresentados nas Seções 2.3 e 2.4. O primeiro limitante é obtido usando a teoria de mar-

tingales e o segundo usando técnicas recursivas. Para a demonstração desses limitantes

são assumidas a existência de dois coeficientes de ajuste (um para o processo a valor pre-

sente e outro para o processo a valor acumulado). Na Seção 2.5 apresentamos condições

suficientes para existência e unicidade destes coeficientes de ajuste.

Finalmente, na Seção 2.6 os resultados obtidos nas seções anteriores são aplicados ao

modelo de Lundberg modificado pela inclusão de juro composto continuamente.

2.2 Inclusão do juro

Para descrevermos o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusão de juro,

vamos inicialmente fazer algumas considerações sobre o cálculo de juro composto conti-

nuamente.

Como motivação, iniciamos com o caso de juro simples. Suponha que investimos um

certo capital u > 0, chamado principal, durante um peŕıodo de tempo a uma taxa de juro

simples δ > 0 pelo peŕıodo considerado. Então, o valor a ser resgatado no final do peŕıodo

será u + δu = u(1 + δ), que é chamado valor acumulado. Por outro lado, chamamos de

valor presente do pagamento de uma quantia v no final de um peŕıodo de tempo como

sendo o valor do capital principal no ińıcio do peŕıodo para que, com o cálculo do juro,

tenhamos a quantia v no final do peŕıodo. Dessa forma, se a taxa de juro é δ > 0 pelo

peŕıodo considerado, então o valor presente de v será v(1 + δ)−1.

No caso de juro composto, suponha que o principal u é investido a uma taxa de juro

δ > 0 por um certo peŕıodo de tempo (por exemplo, um ano) e que o juro é composto n

vezes durante o peŕıodo, ao final de cada subintervalo de tempo de mesmo comprimento

(por exemplo, a cada mês). Assim, assumindo a proporcionalidade para a taxa de juro, o

valor acumulado no final do peŕıodo considerado será u(1 + δ)n.
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Agora, considere a situação em que o juro é composto continuamente (J.C.C.). Neste

caso, se um capital u é investido a uma taxa δ > 0 de juro composto continuamente por

um peŕıodo de tempo de comprimento t, a idéia é calcular o juro ao final de intervalos de

comprimentos cada vez menores, ou seja, calculamos o juro em n intervalos de tamanho

igual a t/n e fazemos o limite quando os tamanhos destes intervalos vão a zero. Assim o

valor acumulado para o principal u > 0 com J.C.C., é definido como

lim
n−→∞

u(1 + δt/n)n = ueδt.

Da mesma forma, o valor presente do pagamento de um capital v no final de um

peŕıodo t sob J.C.C., com uma taxa de juro nominal δ > 0 é ve−δt.

Por outro lado, suponha que o capital é investido continuamente no tempo, como é o

caso do modelo de Sparre Andersen, a uma taxa de entrada c > 0. Para calcular J.C.C.

neste caso suponha primeiramente a seguinte situação: em um determinado peŕıodo de

tempo de comprimento t recebe-se um capital fixo ct/n no final de cada subintervalo de

tamanho t/n. Dessa maneira, o capital no tempo t/n é ct/n. Sobre este capital vamos

calcular J.C.C. com taxa fixa δ > 0 até o tempo 2t/n. Assim, no tempo 2t/n o capital

será
ct

n
eδt/n + ct/n = c

t

n
(eδt/n + 1).

Do mesmo modo, ao final do k-ésimo subintervalo de tempo k (1 ≤ k ≤ n) o capital

acumulado será
ct

n
(1 + eδt/n . . .+ e(k−1)δt/n)

e o capital no tempo nt/n = t, ou seja, no final do peŕıodo t, que denotaremos por M ,

será

M = ct/n

n−1∑
k=0

ekδt/n.

Note queM é a soma inferior s(f, P ) da função f(x) = ceδx relativa a partição
{
0, t/n, 2t/n, . . . , t

}
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do intervalo [0, t]. Dessa maneira, o valor acumulado no final do peŕıodo t será:

lim
n−→∞

c
( t
n

n−1∑
k=1

ekδt/n
)

= lim
|P |−→0

s
(
ceδx, P

)

= c

∫ t

0

eδxdx = c
(eδt − 1

δ

)
. (2.1)

Para simplificar a notação, denote

cst = c
(eδt − 1

δ

)
e at = ste

−δt. (2.2)

Neste caso, o valor presente de uma quantia pagável continuamente no tempo a uma

taxa c > 0 é dado por

cat = c
(1− e−δt

δ

)
. (2.3)

Voltando ao modelo de Sparre Andersen. Considere as mesmas hipóteses iniciais do

modelo original. Ou seja, X1, X2, . . . denotam os tempos entre chegadas de indenizações,

Tn =
n∑

k=1

Xk denota os tempos de chegada da n-ésima indenização, com T0 = 0 e Yn

representa o valor da n-ésima indenização paga. Assumimos que {Xn, n ≥ 1} e {Yn, n ≥ 1}

são sequências independentes de v.a.’s não-negativas e i.i.d.. A distribuição comum de

{Xn} é G(x) = P
(
X1 ≤ x

)
, com G(0) = 0 e {Yn} tem distribuição comum F (x) com

F (0) = 0. Os prêmios são recebidos continuamente no tempo a uma taxa de entrada

c > 0 e o capital inicial da seguradora é u > 0.

Agora, assuma também que a seguradora recebe juro sobre sua reserva de risco a uma

taxa constante δ > 0 composta continuamente.

Como a rúına ocorre somente nos tempos das indenizações, para a análise da proba-

bilidade da rúına, vamos considerar a inclusão de juro no proceso a tempo discreto imerso

no modelo cont́ınuo. Denote por U
(δ)
n = Uδ(Tn) a reserva de capital da seguradora no

tempo Tn do pagamento da n-ésima indenização.
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Então, como δ > 0 é constante e Uδ(0) = Uδ(T0) = u, de acordo com as observações

feitas no ińıcio da seção, temos que no tempo do pagamento da primeira indenização a

reserva de capital é

U
(δ)
1 = Uδ(T1) = ueδX1 +

c(eδX1 − 1)

δ
− Y1.

Agora, durante o peŕıodo X2 = T2 − T1 entre o pagamento da primeira e segunda in-

denizações, são recebidos prêmios continuamente a uma taxa c > 0, sobre os quais é

calculado juro continuamente a uma taxa δ, e como a reserva de capital no tempo V
(δ)
n é

novamente investida a uma taxa de juro δ > 0 composto continuamente, então a reserva

de capital da seguradora no tempo do pagamento da segunda indenização será

U
(δ)
2 = U

(δ)
1 eδX2 +

c(eδX2 − 1)

δ
− Y2

= ueδ(X1+X2) +
c(eδ(X1+X2) − 1)

δ
− Y1e

δX2 − Y2

= ueδT2 +
c(eδT2 − 1)

δ
− Y1e

δX2 − Y2.

E assim, sucessivamente, a reserva de capital da empresa no tempo de pagamento da

n-ésima indenização será dada por

U (δ)
n = Uδ(Tn−1)e

δXn +
c(eδXn − 1)

δ
− Yn

= ueδTn +
c(eδTn − 1)

δ
−

n∑
k=1

Ykexp
{
δ

n∑
i=k+1

X1

}
, (2.4)

onde adotamos a convenção
b∑
a

= 0 quando a > b.

Além disso, considere o valor presente no tempo Tn da reseva de capital U
(δ)
n , que é

dada por

V (δ)
n = U (δ)

n e−δTn .
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Assim, por (2.4) e usando a notação em (2.2) podemos escrever

V (δ)
n = u+

c(1− e−δTn)

δ
−

n∑
k=1

Ykexp
{
−δ

k∑
i=1

Xi

}

= u+ caTn −
n∑

k=1

Yke
−δTk , (2.5)

onde Vδ(0) = Vδ(T0) = u.

Note que V
(δ)
n < 0 se, e somente se, U

(δ)
n < 0. Assim, definimos a probabilidade de

rúına para o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusão de juro como sendo

ψδ(u) = P
(
τδ(u) <∞

)
= P

( ∞⋃
n=1

(
U (δ)

n < 0
))

= P
( ∞⋃

n=1

(
V (δ)

n < 0
))
, (2.6)

onde τδ(u) = inf{n : U
(δ)
n < 0} = inf{n : V

(δ)
n < 0} indica o tempo de rúına do modelo

com juro.

Mais ainda, assim como fizemos no caṕıtulo anterior, se definirmos a probabilidade de

que a rúına ocorra até o pagamento da n-ésima indenização

ψδ(u, n) = P
( n⋃

k=1

(
U (δ)

n < 0
))

= P
( n⋃

k=1

(
V (δ)

n < 0
))
, (2.7)

então

lim
n−→∞

ψδ(u, n) = ψδ(u). (2.8)

2.3 Estimativa Obtida Usando Martingales

Nesta seção, apresentamos um limitante superior para a probabilidade de rúına no

modelo com juro (2.4) usando a teoria de martingales (super-martingales). O resultado é

devido a Cai e Dickson(2003). Para isto, é usado o processo auxiliar V
(δ)
n dado em (2.5).

Para o processo V
(δ)
n , também definimos um coeficiente de ajuste, como sendo o número

real positivo R1 que satisfaz:

E
[
eR1(Y1e−δX1−caX1

)
]

= 1. (2.9)
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Diferentemente do que t́ınhamos para o modelo original, este coeficiente R1 transforma

o processo e−R1V
(δ)
n em uma super-martingale, como veremos mais adiante. Na Seção 2.4

apresentaremos condições suficientes para a existência e unicidade de R1. Por enquanto,

assumimos a existência e unicidade deste coeficiente de ajuste.

Assim, no próximo teorema, usando argumentos semelhantes aos usados na prova da

desigualdade de Lundberg para o modelo sem juro (Teorema 1.4), adaptados à super-

martingales, obtemos um limitante superior exponencial para a probabilidade de rúına

ψ(u).

Teorema 2.1. Considere o processo V
(δ)
n dado em (2.5). Suponha a existência do coefi-

ciente de ajuste R1 > 0 satisfazendo (2.9). Então:

ψδ(u) ≤ e−R1u ∀u ≥ 0.

Demonstração: Primeiramente, por (2.5) e pela definição (2.3) temos

V
(δ)
n+1 = u−

n+1∑
k=1

Yke
−δTk + caTn+1

= u−
n+1∑
k=1

Yke
−δTk + c

(1− e−δTn+1

δ

)

= u−
n∑

k=1

Yke
−δTk +

c

δ

(
1− e−δTn

)
+
c

δ

(
e−δTn − e−δTn+1

)
− Yn+1e

−δTn+1

= V (δ)
n +

c

δ

(
e−δTn − e−δTn+1

)
− Yn+1e

−δTn+1

Como Tn+1 = Tn +Xn+1, usando (2.3) temos

V
(δ)
n+1 = V (δ)

n + e−δTn
(
caXn+1 − Yn+1e

−δXn+1
)
. (2.10)

Agora, considere a σ-álgebra Fn = σ
(
T1, T2, . . . , Tn

)
. Usando (2.10) vamos mostrar

que {e−R1V
(δ)
n+1 , n ≥ 0} é uma super-martingale com respeito a Fn.
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De fato, por (2.10), como V
(δ)
n é Fn-mensurável segue que

E
[
e−R1V

(δ)
n+1

∣∣Fn

]
= e−R1Vδ(Tn)E

[(
exp

{
−R1

(
caXn+1 −

− Yn+1e
−δXn+1

)})e−δTn ∣∣Fn

]
(2.11)

Temos que 0 ≤ e−δTn ≤ 1, então como {Tn} é independente de {Yn}, usando o Prinćıpio

da Substituição e a Desigualdade de Jensen (funções côncavas) para esperança condicional

obtemos

E
[
e−R1V

(δ)
n+1 |Fn

]
≤ e−R1V

(δ)
n

[
E

(
exp

{
−R1

(
caXn+1 − Yn+1e

−δXn+1
)})∣∣Fn

]e−δTn

e como Xn+1 e Yn+1 são independentes de Fn, segue

E
[
e−R1V

(δ)
n+1 |Fn

]
= e−R1V

(δ)
n

[
E

(
exp

{
−R1

(
caXn+1 − Yn+1e

−δXn+1
)})]e−δTn

. (2.12)

Pela definição do coeficiente de ajuste R1, temos

E
(
exp

{
−R1

(
caXn+1 − Yn+1e

−δXn+1
)})

= 1

Assim, substituindo em (2.12) obtemos

E
[
e−R1V

(δ)
n+1

∣∣Fn

]
≤ e−R1V

(δ)
n . (2.13)

Isso mostra que, assumindo a existência do coeficiente de ajuste R1, temos que o processo

e−R1V
(δ)
n é uma super-martingale.

Seja τδ(u) o tempo de rúına no processo com juro. Do mesmo modo que t́ınhamos

para o modelo sem juro, aqui também τδ(u) é um tempo de parada para o processo

e−R1V
(δ)
n . Também, se fixarmos n0 ∈ N, então τδ(u) ∧ n0 = min{τδ(u), n0} será um tempo

de parada limitado para o processo. Dessa forma, usando a versão para super-martingales

do Teorema da Parada Opcional (vide por exemplo Kanann(1979)), como V δ
0 = u, segue

que:

E
[
e
−R1V

(δ)
(τδ(u)∧n0)

]
≤ E

[
e−R1V

(δ)
0

]

= e−R1u. (2.14)
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Por outro lado, como a variável e
−R1V

(δ)
(τδ(u)∧n0) é não negativa e no tempo τδ(u) temos

que V
(δ)
(τδ(u)) < 0 obtemos

E
[
e
−R1V

(δ)
(τδ(u)∧n)

]
≥ E

[
e
−R1V

(δ)
(τδ(u)∧n)I{τδ(u)≤n}

]

= E
[
e
−R1V

(δ)
τδ(u)I{τδ(u)≤n}

]

≥ E
[
I{τδ(u)≤n}

]
= P

(
τδ(u) ≤ n

)
= ψδ(u, n), (2.15)

onde ψδ(u, n) é a probabilidade de que a rúına ocorra até o tempo Tn definida em (2.7).

Assim, de (2.14) e (2.15) podemos concluir que

ψδ(u, n) ≤ E
[
e−R1Vδ(τδ(u)∧n0)

]
≤ e−R1u. (2.16)

Como n0 fixado foi qualquer, temos que (2.16) vale para todo n0 ∈ N. Da mesma

maneira que vimos no caso do processo sem juro, temos que lim
n−→∞

ψδ(u, n) = ψδ(u).

Portanto, de (2.16), segue

ψδ(u) = lim
n−→∞

ψδ(u, n) ≤ e−R1u.

2.4 Estimativa Obtida Usando Técnicas Recursivas

Agora, vamos apresentar um limitante superior diferente para ψδ(u), desta vez usando

o processo U
(δ)
n e técnicas recursivas. Este limitante também foi encontrado por Cai e

Dickson(2003).

Aqui, definimos um outro coeficiente de ajuste como sendo o número real positivo R2

que satisfaz:

E
[
eR2(Y1−csX1

)
]

= 1. (2.17)
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Na Seção 2.5, também veremos condições suficientes para a existência e unicidade

deste coeficiente de ajuste R2.

Assim como fizemos para o modelo de Sparre Andersen sem juro (Lema 1.1), vamos

primeiramente obter uma equação integral recursiva para a probabilidade de rúına até o

tempo Tn, ψδ(u, n).

Lema 2.1. Para o processo U
(δ)
n dado em (2.4), temos

ψδ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ ueδx+csx

0

ψδ(ue
δx + csx − y, n)dF (y) +

+ F (ueδx + csx)
]
dG(x), ∀ n ∈ N,

onde ψδ(u, n) é a probabilidade de que ocorra rúına até o tempo Tn.

Demonstração: Da mesma forma que foi feito no Lema 1.1, definimos os eventos

An
s =

n⋃
k=s

(Uδ(Tk) < 0), s ≤ n.

Condicionando às variáveisX1 e Y1, usando o prinćıpio da substituição para esperanças

condicionais e a independência de An+1
2 , X1 e Y1 podemos obter

ψδ(u, n+ 1) = P (An+1
1 ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

E
[
IAn+1

1

∣∣X1 = x, Y1 = y
]
dF (y)dG(x)

=

∫ ∞

0

[∫ ueδx+csx

0

E
[
I{ueδx+csx−y<0}∪An+1

2

]
dF (y) +

+

∫ ∞

ueδx+csx

E
[
I{ueδx+csx−y<0}∪An+1

2

]
dF (y)

]
dG(x). (2.18)

Agora, dados Y1 = y, X1 = x, se y > ue−δx + cax então I{ueδx+csx−y}∪An+1
2

= 1. Por

outro lado, usando os mesmos argumentos da prova do Lema 1.1 para a obtenção de

(1.19), dados Y1 = y e X1 = x, podemos escrever

U
(δ)
n+1 = (ueδx + csx − y)exp

{
δ
(n+1∑

k=2

Xk

)}
+
c

δ

(
exp

{
δ
(n+1∑

k=2

Xk

)}
− 1

)
−

n+1∑
k=2

Ykexp
{ n+1∑

i=k+1

Xi

}
D
= u∗eδTn +

c(eδTn − 1)

δ
−

n∑
k=1

Ykexp
{
δ

n+1∑
i=k+1

Xi

}
= U δ∗

n ,
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onde
D
= indica igualdade em distribuição e u∗ = ueδx + csx − y. Assim, {U δ∗

n } é como o

modelo (2.4), mas com capital inicial u∗.

Logo, se y ≤ uδx + csx então

E
[
I{ueδx+csx−y<0}∪An+1

2

∣∣X1 = x, Y1 = y
]

= E
[
IAn+1

2

]

= P
( n⋃

k=1

(U δ∗

k < 0)
)

= ψδ(ue
δx + csx − y, n).

Portanto, de (2.18) segue

ψδ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ ueδx+csx

0

ψδ(ue
δx + csx − y, n)dF (y) + F (ueδx + csx)

]
dG(x)

Este lema é usado na demonstração do próximo teorema o qual fornece um outro

limitante para probabilidade de rúına no modelo com juro.

Teorema 2.2. Considere o processo U
(δ)
n dado em (2.4). Suponha a existência do coefi-

ciente de ajuste R2 satisfazendo (2.17). Nestas condições, temos:

ψδ(u) ≤ βE
[
eR2Y1

]
E

[
exp

{
−R2

(
ueδX1 + csX1

)}]
, (2.19)

onde,

β−1 = inf
t≥0

∫∞
t
eR2ydF (y)

eR2tF (t)
≥ 1. (2.20)

Demonstração: Primeiramente, vamos usar indução sobre n para mostrar que

ψδ(u, n) ≤ βE
[
eR2Y1

]
E

[
exp

{
−R2

(
ueδX1 + csX1

)}]
, ∀ n ∈ N. (2.21)
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De fato, para n = 1 temos

ψδ(u, 1) = P
(
Y1 > ueδX1 + csX1

)

=

∫ ∞

0

P
(
Y1 > ueδX1 + csX1

∣∣X1 = x
)
dG(x)

=

∫ ∞

0

F
(
ueδx + csx

)
dG(x) (2.22)

Seguindo o mesmo racioćınio para obtenção de (1.23) na demonstração do Teorema

1.5 podemos obter

F (t) ≤ βe−R2t

∫ ∞

t

eR2ydF (y) ≤ βe−R2tEeR2Y1 , ∀ t ≥ 0 (2.23)

Assim, ∫ ∞

0

F
(
ueδx + csx

)
dG(x) ≤

≤
∫ ∞

0

βEeR2Y1E
(
exp{−R2(ue

δx + csx)}
)
dG(x) =

= βeR2Y1Ee−R2(ueδX+csX). (2.24)

Logo, de (2.22) e (2.24) segue

ψδ(u, 1) ≤ βeR2Y1Ee−R2(ueδX1+csX1
).

Agora, suponha que para n ∈ N, tenhamos:

ψδ(u, n) ≤ βE
[
eR2Y1

]
E

[
exp

{
−R2

(
ueδX1 + csX1

)}]
∀ u ≥ 0. (2.25)

Como eδx > 1, ∀ x ≥ 0, a desigualdade na hipótese de indução implica em

ψδ(u, n) ≤ βE
[
eR2Y1

]
E

[
exp

{
−R2

(
u+ csX1

)}]

= βe−R2uE
[
eR2(Y1−csX1

)
]

= βe−R2u, ∀ u ≥ 0. (2.26)
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Vamos verificar que vale (2.21) para n+1 e assim encerrar a demonstração por indução.

Usando o Lema 2.1, a desigualdade (2.23) e a hipótese de indução (2.25) e (2.26)

podemos obter

ψδ(u, n+ 1) =

∫ ∞

0

[∫ ueδx+csx

0

ψδ

(
ueδx + csx − y, n

)
dF (y) + F

(
ueδx + csx

)]
dG(x)

≤
∫ ∞

0

[∫ ueδx+csx

0

βe−R2(ueδx+csx−y)dF (y) +

+ βe−R2(ueδx+csx)

∫ ∞

ueδx+csx

eR2ydF (y)
]
dG(x)

=

∫ ∞

0

βe−R2(ueδx+csx)
[∫ ueδx+csx

0

eR2ydF (y) +

+

∫ ∞

ueδx+csx

eR2ydF (y)
]
dG(x)

=

∫ ∞

0

βe−R2(ueδx+csx)EeR2Y1dG(x)

= βEeR2Y1E
[
exp

{
−R2(ue

δX1 + csX1)
}]
.

Portanto, (2.19) é válido para todo n ≥ 1.

Como já vimos, ψδ(u, n) −→ ψδ(u), quando n −→ ∞, como o limitante encontrado

acima para ψδ(u, n) não depende de n, podemos concluir

ψδ(u) ≤ βEeR2Y1E
[
exp

{
−R2(ue

δX1 + caX1)
}]
.

Observe que da definição de β−1 em (2.20) temos que[
EeR2Y1

]−1 ≤ β ≤ 1. (2.27)
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Como consequência do teorema anterior, podemos obter uma desigualdade simplifi-

cada, como a obtida no Teorema 1.5 do modelo sem juro, mas que fornece um limitante

superior mais fraco do que este dado em (2.19).

Corolário 2.1. Nas condições do Teorema 2.2, temos:

ψδ(u) ≤ e−R2u, ∀ u ≥ 0.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2 temos a desigualdade (2.19). Como X1 é não-

negativa temos eδX1 ≥ 1 e como X1 e Y1 são independentes, de (2.19) segue

ψδ(u) ≤ βEeR2Y1E
[
exp

{
−R2(ue

δX1 + csX1

}]

≤ βEeR2Y1E
[
exp

{
−R2(u+ csX1)

}]

= βEeR2uE
[
exp

{
R2(Y1 − csX1)

}]
(2.28)

Pela definição do coeficiente de ajuste R2 temos

E
[
exp

{
R2(Y1 − csX!

)
}]

= 1

e com β ≤ 1, de (2.28) obtemos

ψδ(u) ≤ βe−R2u ≤ e−R2u

Note que, podemos verificar que, fazendo δ ↓ 0 na equação (2.17), o coeficiente R2

reduz-se ao coeficiente R0 do modelo sem juro. Logo, o Teorema 2.2 é uma generalização

da Desigualdade de Lundberg do modelo de Sparre Andersen sem juro.
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2.5 Existência e unicidade dos coeficientes de ajuste

no modelo com juro

Nesta seção apresentamos condições suficientes para a existência e unicidade dos coefi-

cientes de ajuste R1 e R2 considerados na seção anterior.

Vamos iniciar mostrando a existência e unicidade do coeficiente R1.

Proposição 2.1. Assuma que a Condição 1.1 é satisfeita e E
[
Y1e

−δX1 − caX1

]
< 0. Se

ξ <∞, então existe um único R1 > 0 que satisfaz

E
[
exp

{
R1(Y1e

−δX1 − caX1)
}]

= 1. (2.29)

Se ξ = ∞ e P
(
Y1e

−δX1 − caX1 ≥ 0
)
> 0, então existe um único R1 > 0 satisfazendo

(2.29).

Demonstração: Defina a seguinte função

k(r) = E
[
exp

{
r(Y1e

−δX1 − caX1)
}]
,

ou seja, k é a função geradora de momentos da variável Y1e
−δX1 − caX1 . Como aX1 ≥ 0,

temos e−rcaX1 ≤ 1 para r ≥ 0. Além disso, como X1 e Y1 são não-negativas e e−δX1 ≤ 1,

temos

k(r) = E
[
erY1e−δX1e−rcaX1

]
≤ EerY1 .

Pela Condição 1.1.(a) temos que EerY1 < ∞, para todo r tal que 0 ≤ r < ξ. Sendo

assim, k também é finita para todo r em [0, ξ). Logo, das propriedades de função geradora

de momentos (ver Ash(2000)), segue que k é cont́ınua em (0, ξ) e

k′+(0) = E(Y1e
−δX1 − caX1), k

′′(r) = E
(
(Y1e

−δX1 − caX1)
2er(Y1e−δX1−caX1

)
)
, ∀ r ∈ (0, ξ).

Mas, por hipótese, temos E
[
Y1e

−δX1 − caX1

]
< 0, então P

(
Y1e

−δX1 − caX1 6= 0
)
> 0.

Logo

k′′(r) > 0, ∀ 0 < r < ξ e k′+(0) < 0.
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Assim, k é uma função estritamente convexa em [0, ξ) e localmente decrescente em algum

intervalo do tipo [0, ξ∗).

Agora, consideremos separadamente os casos ξ < +∞ e ξ = +∞.

Caso 1. ξ <∞.

Como EX1 < +∞, então existe b > 0 tal que G(b) > 0. Por outro lado, temos

aX1 =
1− e−δX1

δ
≤ 1

δ
. Assim, podemos obter

k(r) = E
[
erY1e−δX1e−rcaX1

]
≥ e−rc/δE

[
erY1e−δX1

]

= e−rc/δ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

erye−δx

dG(x)dF (y)

≥ e−rc/δ

∫ ∞

0

∫ b

0

erye−δb

dG(x)dF (y)

= G(b)e−rc/δ

∫ ∞

0

erye−δb

dF (y)

= G(b)e−rc/δEerY1e−δb

. (2.30)

Agora, da Condição 1.1(b) temos que EerY −→ ∞, quando r −→ ξ então como

G(b) > 0, de (2.30) segue

lim
r−→ξeδb

k(r) = ∞.

Dessa forma, podemos concluir que existe R1 > 0 tal que k(R1) = 1.

Agora, defina ε = inf{t : lim
r−→t

k(r) = ∞}, então ε ≥ ξ, k(ε) = ∞ e k(r) < ∞ para

todo 0 < r < ε. Dessa forma, k é estritamente convexa e cont́ınua em (0, ε) e k(r) = ∞

para r ≥ ε. Portanto, segue a unicidade de R1.

Caso 2. ξ = ∞.

Basta considerar H como a função de distribuição da variável Y e−δX − caX e repetir

os mesmos argumentos usados na demonstração da Proposição 1.1, no caso ξ = ∞ e o
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resultado segue.

Na próxima proposição trataremos da existência e unicidade do coeficiente de ajuste

R2.

Proposição 2.2. Assuma que a Condição 1.1 é válida e E(Y1 − cX1) < 0. Se ξ < ∞,

então existe um único R2 > 0 tal que

E
[
exp

{
R2(Y1 − csX1)

}]
= 1 (2.31)

Se ξ = ∞ e P
(
Y1 − csX1 ≥ 0

)
> 0, então vale (2.31) para um único R2 > 0.

Demonstração: Primeiramente, considere a função geradora de momentos da variável

Y1 − csX1

h(r) = E
[
exp

{
r(Y1 − csX1)

}]
.

Da independência de X1 e Y1, e como sX1 =

∫ X1

0

eδtdt ≥ X1, com X1 não-negativa temos

h(r) = EerY1Ee−rcsX1

≤ EerY1Ee−rcX1 ≤ EerY1

Pela Condição 1.1(a) temos que EerY é finita para todo r em (0, ξ) então h(r) é finita

em (0, ξ). Logo, podemos usar as propriedades da função geradora de momentos e obter

h′+(0) = E(Y1 − csX1), h
′′(r) = E

(
(Y1 − csX1)

2er(Y1−csX1
)
)
, ∀ r ∈ (0, ξ).

Agora, novamente como sX1 ≥ X1, temos E(Y1 − csX1) ≤ E(Y1 − cX1). Da hipótese

E(Y1 − cX1) < 0 segue E(Y1 − csX1) < 0. Logo, h′+(0) < 0 e, portanto, h é decrescente

em um intervalo do tipo (0, ξ∗). Além disso, segue que P
(
Y1 − csX1 6= 0

)
> 0 e então
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podemos concluir que h′′(r) = E
(
(Y − csX)2er(Y−csX)

)
> 0 para todo r ∈ (0, ξ), ou seja,

h é estritamente convexa em (0, ξ).

Para mostrarmos que h(r) −→∞ quando r −→ ξ, considere inicialmente que ξ <∞.

Neste caso, como E
(
e−ξcsX1

)
> 0 e pela Condição 1.1(b) MY1(r) −→ ∞ quando r −→ ξ,

temos

lim
r−→ξ

h(r) = lim
r−→ξ

EerY1Ee−rcsX1 =

= Ee−ξcsX1 lim
r−→ξ

EerY1 = +∞.

Dessa forma, existe um único R2 > 0 tal que h(R2) = 1.

No caso em que ξ = ∞, tomamos H como sendo a função de distribuição da variável

Y − csX e argumentamos do mesmo modo que foi feito na demonstração da Proposição

1.1 e o resultado segue.

2.6 Modelo de Lundberg com juro

Aqui, fazemos aplicações dos resultados obtidos nas seções anteriores para o modelo

de Lundberg (ou modelo de Poisson composto) com juro, o qual é um caso particular do

modelo de Sparre Andersen.

Nesse modelo, os pedidos de indenização chegam de acordo com um processo de

Poisson, ou seja, um processo de renovação cujos tempos entre chegadas de renovações,

{Xn}n≥1 têm distribuição exponencial.

O modelo de Poisson modificado pela inclusão de juro tem sido estudado por muitos

autores. Dentre eles podemos citar Dickson e Waters(1999), Sundt e Teugels(1995,1997)

e Vázquez-Abad(2000)
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Os resultados desta seção são devidos a Cai e Dickson(2003).

Considere o modelo (2.5) e suponha que {Xn}n≥1 têm função de distribuição G(x) =

1− e−λx, para x ≥ 0 e G(x) = 0 para x < 0, onde λ > 0.

Primeiramente, considere a equação (2.9) que define o coeficiente R1, ou seja,

E
[
exp

(
Y1e

−δX1 − caX1

)]
= 1.

Note que, como X1 e Y1 são independentes então (2.9) reduz-se a

1 = E
[
E

(
exp

{
R1Y1e

−δX1
}
exp

{
−R1caX1

})∣∣X1

]

= E
[
exp

{
−R1caX1

}
MY1

(
R1e

−δX1
)]
,

onde MY1(t) é a função geradora de momentos de Y1.

Particularmente, para X1 com distribuição Exp(λ), temos

E
[
exp

{
−R1caX1

}
MY1

(
R1e

−δX1
)]

=

∫ ∞

0

exp
{
−R1cax

}
MY1

(
R1e

−δx
)
λe−λxdx.

Como ax =
1− e−δx

δ
, fazendo a substituição y =

c(1− e−δx)

δ
, segue que

E
(
exp

{
R1(Y1e

−δX1)
}
exp

{
−R1caX1

})
=
λ

c

∫ c/δ

0

e−R1y
(
1− δy

c

)λ/δ−1
MY1

[
R1

(
1− δy

c

)]
dy.

Assim, a equação (2.9) para o modelo de Lundberg com juro é equivalente a∫ c/δ

0

e−R1y
(
1− δy

c

)λ/δ−1
MY1

[
R1

(
1− δy

c

)]
dy =

c

λ
. (2.32)

Suponha que cEX1 −EY1 =
c

λ
−EY1 > 0. Para o caso X1 exponencial de parâmetro

λ temos

Ee−δX1 =
λ

λ+ δ
.
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Logo,

E
(
Y1e

−δX1 − caX1

)
=

λ

λ+ δ
EY1 −

c

δ
+

cλ

δ(λ+ δ)

=
δλEY1 − cλ− cδ + cλ

δ(λ+ δ)

=
δ(λEY1 − c)

δ(λ+ δ)
.

Como
c

λ
> EY1, então

δ(λEY1 − c)

δ(λ+ δ)
< 0 e assim a condição E

(
Y1e

−δX1 − caX1

)
< 0 fica

verificada. Portanto, pela Proposição 2.1, segue que existe um único R1 > 0 satisfazendo

(2.32).

Se indicarmos por ψ∗δ (u) a probabilidade de rúına para o modelo de Lundberg com

juro, segue então do Teorema 2.1 que com R1 solução de (2.32) temos

ψ∗δ (u) ≤ e−uR1 .

Por outro lado, considere o coeficiente R1 > 0 definido na equação (2.17), ou seja,

[
EeR2Y1

]
E

[
e−R2csX1

]
= 1,

ou ainda,

[
EeR2Y1

]−1
= E

[
e−R2csX1

]
. (2.33)

Novamente, para X1 exponencial de parâmetro λ > 0,

E
[
e−R2csX1

]
=

∫ ∞

0

e−R2csxλe−λxdx
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e como sx =
eδx − 1

δ
, fazendo a substituição y =

c(eδx − 1)

δ
, segue que

E
[
e−R2csX1

]
= λ

∫ ∞

0

e−R2ye−
λ
δ

ln(1+δy/c) dy

c
(
1 + δy

c

)
=

λ

c

∫ ∞

0

e−R2y
(
1 +

δy

c

)−λ/δ(
1 +

δy

c

)
dy

=
λ

c

∫ ∞

0

e−R2y

(1 + δy/c)λ/δ+1
dy. (2.34)

Portanto, para o caso do modelo de Lundberg com juro, a equação (2.17) é equivalente

a [
Eer2Y1

]−1

=
λ

c

∫ ∞

0

e−R2y

(1 + δy/c)λ/δ+1
dy. (2.35)

Suponha que
c

λ
> EY1, ou seja cEX1 > EY1. Assim, ficam verificadas as hipóteses da

Proposição 2.2, logo, existe um único R2 > 0 satisfazendo (2.35).

Assim, do Teorema 2.2 obtemos que

ψ∗δ (u) ≤ βE
(
eR2Y1

)[
exp

{
−R2(ue

δX1 + csX1

)]

= βE
(
eR2Y1

) ∫ ∞

0

exp
{
−R2

(
ueδx + c

(eδx − 1

δ

))}
λe−λxdx =

= βE
(
eR2Y1

)λ
c

∫ ∞

0

exp
{
−R2

[
u
(
1 + δy/c

)
+ y

]}(
1 + δy/c

)−λ/δ−1
dy =

= βE
(
eR2Y1

)λ
c

∫ ∞

0

e−R2ue−R2y(1+δu/c)

(1 + δy/c)λ/δ+1
dy.

Portanto, segue que

ψ∗δ (u) ≤ βE
(
eR2Y1

)λ
c
e−R2u

∫ ∞

0

e−R2y(1+δy/c)

(1 + δy/c)λ/δ+1
, (2.36)

onde R2 > 0 é a solução de (2.33) e β−1 = inf
t≥0

∫∞
t
eR2ydF (y)

eR2tF (t)
.
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Mais ainda como (1 + δy/c)λ/δ+1 > 1, então∫ ∞

0

e−R2y(1+δu/c)

(1 + δy/c)λ/δ+1
dy ≤

∫ ∞

0

e−R2y(1+δu/c)dy

=
1

R2(1 + δu/c)
.

Assim, de (2.36) obtemos o seguinte limitante superior simplificado para a probabili-

dade de rúına no modelo de Lundberg com juro

ψ∗δ (u) ≤ βE
(
eR2Y1

) λ

cR2

e−R2u

1 + δu/c
.

Note que o limitante acima decai a zero muito mais rapidamente do que o limitante

exponencial e−R1u quando fazemos u −→∞.

Para finalizar, Cai e Dickson(2003) realizaram algumas simulações numéricas onde

foram comparados os limitantes para probabilidade de rúına no modelo de Lundberg com

juro obtidos por técnicas de martingales e por técnicas recursivas. Nestas simulações,

considerou-se valores diferentes de δ e as distribuições de indenizações avaliadas foram

a Gamma e a Exponencial. Em ambas, verificou-se que o limitante obtido por técnicas

recursivas era melhor do que o derivado por técnicas de martingales para valores cada vez

maiores do capital inicial u.

No caso dos valores das indenizações exponencialmente distribúıdos, os autores também

compararam os limitantes com os valores exatos da probabilidade de rúına. Para o cálculo

exato, eles usaram a equação

ψ∗δ (u) =
Γ
(
λ/δ, c/δµ+ u/µ

)
Γ
(
λ/δ, c/δµ

)
+ (δ/λ)(c/λµ)e−c/δµ

,

onde Γ(a, z) =

∫ ∞

z

ya−1e−ydy, a ≥ 0, z ≥ 0. Esta equação pode ser encontrada em

Sundt e Teugels(1995). Neste caso, também observou-se que o limitante superior obtido

por técnicas recursivas foi o mais próximo do valor exato da probabilidade de rúına.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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