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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema da probabilidade de ruina para o modelo de
risco de Sparre Andersen (ou modelo de renovacao). Primeiramente, apresentamos dois
limitantes superiores para a probabilidade de ruina, usando técnicas recursivas e de mar-
tingales. Depois, consideramos o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusao de
juro composto continuamente sob uma taxa fixa 6 > 0. Usando as mesmas técnicas do
modelo original, apresentamos dois limitantes superiores exponenciais para a probabili-

dade de ruina no modelo com juros, os quais foram obtidos por Cai e Dickson(2003).

Palavras-chave: processos de risco, processo de renovacao, desigualdade de Lundberg,
coeficiente de ajuste, taxa de juro, modelo de Sparre Andersen, equagao integral recursiva,

martingale.
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Abstract

In this work, we study the ruin probability problem in the Sparre Andersen risk model
(or renewal model). Firstly, two exponential type upper bounds for the ruin probability
are presented by using martingale and recursive techniques. After, we consider the Sparre
Andersen model modified by the inclusion of interest on the surplus, proposed by Cai
and Dickson(2004). By using the same techniques as the original model we present two
exponential upper bounds for the ruin probability in the model with interest, which were

obtained by Cai and Dickson(2003).

Key words: risk processes, renewal process, Lundberg’s inequality, adjustment coef-

ficient, force of interest, Sparre Andersen model, recursive integral equation, martingale.
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Introducao

Filip Lundberg foi o pioneiro no desenvolvimento da Teoria Cléssica de Risco Coletivo.
Em 1903, na sua tese de doutorado, ele introduziu um conceito completamente novo em
teoria de risco. No modelo apresentado por Lundberg, os contratos de seguro sao agrupa-
dos em classes e o superavit da seguradora consiste do capital inicial, do recebimento de
prémios e das perdas devido ao pagamento de indenizacoes. O primeiro tratamento subs-
tancial do modelo foi apresentado por Lundberg (1926). No entanto, a base matematica

rigorosa da teoria foi fundamentada por Cramer (1930,1955).

No modelo proposto por Lundberg, conhecido como modelo cldssico de risco, assume-
se que o processo de chegadas dos pedidos de indenizagoes é um processo de Poisson
homogéneo, as quantias de indenizagoes sao variaveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.), independentes dos tempos de ocorréncias das indenizagoes, e

a entrada dos prémios é linear no tempo.

Sob estas hipdteses, Lundberg apresentou uma desigualdade, que ficou conhecida como
desigualdade de Lundberg, a qual fornece um limitante superior para a probabilidade de
ruina, assumindo-se a existéncia de um certo coeficiente de ajuste. O termo ruina é
oriundo do problema da ruina do jogador na teoria de probabilidade. No contexto da teoria
de risco, diz-se que ocorre a ruina quando a reserva de capital (superavit) atinge um valor
negativo em algum tempo finito. Somente em alguns casos especiais, como por exemplo,
no caso das quantias de indenizagoes serem exponencialmente distribuidas, é possivel obter

uma expressao exata para a probabilidade de ruina. Assim, um dos problemas principais



da teoria de risco é a obtencao de estimativas precisas para a probabilidade de ruina.

Uma extensao natural do modelo classico é considerar o processo de chegadas dos
pedidos de indenizacoes como um processo de renovagao, ou seja, um processo de contagem
onde os tempos entre as chegadas das indenizagoes sao i.i.d. com distribuicao arbitraria.
No caso particular do processo de Poisson esta distribuigao é a exponencial. O primeiro a
apresentar o modelo de risco usando o processo de renovagao foi Sparre Andersen (1957),
por isto, este modelo tem sido chamado de modelo de Sparre Andersen. Uma equagao
integral para a probabilidade de ruina e a extensao da desigualdade de Lundberg para o
modelo de renovacao foram obtidas por Sparre Andersen. Desde entao varios autores tém
estudado as propriedades deste modelo. Dentre eles, podemos citar Thorin (1970,1971),
Takécs (1970), von Bahr (1974) e Malinovskii (1998).

No entanto, no modelo de Sparre Andersen, e em particular no modelo classico de
Lundberg, a movimentacao de capital nao é muito realista. Nos dias atuais é natural
considerar, por exemplo, a entrada de rendimentos provenientes do investimento do cap-
ital em aplicacoes financeiras. Desta forma, variagdes do modelo original que melhor se
ajustem as necessidades praticas tém sido objeto de estudo dos pesquisadores da area de

risco.

Neste trabalho, nos concentramos no problema da ruina para o modelo de Sparre
Andersen modificado pela inclusao de juro composto continuamemnte, baseados em Cai

e Dickson(2003).

Assim, no Capitulo 1 estudamos o modelo original de Sparre Andersen, que pode ser

descrito como
N(t)
Ult) =u+ct+» Y, (1)

k=1
onde U(0) = u é o capital inicial, U(t) representa a reserva de capital no instante ¢, ¢ > 0
¢ a taxa de entrada de prémios, Y}, é o valor da k-ésima indenizacdo paga e N(t) denota o
nimero de indenizagoes ocorridas até o instante ¢. O processo {N(t),t > 0} é um processo

de renovagao, {Y,,n > 1} sdo v.a.’s i.i.d. ndo-negativas e independentes do processo de



chegadas de indenizagoes.

Uma forma de se estudar os modelos de risco a tempo continuo é considerar o valor
do capital da empresa apenas nos tempos de chegadas dos pedidos de indenizagoes, ou

seja, considera-se o processo a tempo discreto, associado ao modelo U(t), definido por
U, = U(T,)

= u-+ (ch—Yk), (2)
k=1
n
onde T}, = Z X} é o tempo de chegada da n-ésima indenizacao e X representa o tempo
k=1
entre a chegada da k-ésima e a (k —1)-ésima indenizacoes. As variaveis { Xy }x>1 sdo i.i.d.,

nao-negativas e independentes das quantias de indenizagoes { Y} }r>1.

Todo o desenvolvimento deste trabalho é baseado nesta estratégia de discretizacao do

processo a tempo continuo.

Com isso, apresentamos (Teorema 1.4) a demonstragao da desigualdade de Lundberg
para o modelo de Sparre Andersen, utilizando técnicas da teoria de martingales, seguindo
Grandell (1991). Um segundo limitante superior exponencial para a probabilidade de
ruina, mais refinado do que o de Lundberg, é também considerado. A demonstragao
utiliza técnicas recursivas e é uma adaptacao da prova apresentada em Cai e Dickson
(2003) para o modelo com inclusao de juro. Ambas as estimativas para a probabilidade
de ruina assumem a existéncia do coeficiente de ajuste de Lundberg e condigoes suficientes

para a existéncia e unicidade deste coeficiente sao também obtidas.

Finalizando o capitulo, apresentamos uma equacao para a probabilidade de ruina do
modelo de Sparre Andersen, que possibilita o calculo exato da probabilidade de ruina para
alguns casos especiais, como na presenca de quantias de indenizagoes exponencialmente

distribuidas.

A inclusao de juro composto continuamente é tratada no Capitulo 2. Seguindo Cai e
Dickson (2003) apresentamos o modelo discreto, associado ao modelo continuo, modificado

pela inclusao de juro. Neste modelo, assume-se que a seguradora recebe juro sobre sua

3



reserva de risco a uma taxa de juro constante 6 > 0 composto continuamente. Assim, o
processo dos valores acumulados da reserva de capital, calculados nos tempos 7T,,,n > 1,

de pagamentos das indenizagoes, é descrito como

6 Xn 1
U9 = Uy = v e+ 02Dy
c(eTn —
= w2 ZYkexp{5 Z X} (3)
i=k+1

b
onde adotamos a convencao Z = 0, quando b < a. As varidveis {X;} e {Y};} sdo como

no modelo original de Sparre Andersen.

. s .
Associado ao modelo U definimos o processo dos valores presentes como sendo:

Ve — Ué(s)e_dTn

n

c(l—e

= U+ —" ZYkexp{ 52)(}

= u-+cagp, — Z Ve 0Tk, (4)

1—e™ . . .
onde a; = —5 indica o valor presente de uma anuidade pagavel continuamente no

tempo, sob uma taxa § > 0 de juro composto continuamente.

Com o auxilio do processo {Vn(é), n > 0} e utilizando técnicas de martingales apresen-
tamos a extensao da desigualdade de Lundberg, obtida por Cai e Dickson (2003), sob a

hipdtese da existéncia de um certo coeficiente de ajuste associado a {Vn(é)}.

Em seguida, considerando o modelo {U}fs)}, apresentamos um segundo limitante su-
perior exponencial para a probabilidade de ruina no modelo de Sparre Andersen com
juros. Este limitante foi obtido por Cai e Dickson (2003) utilizando técnicas recursivas e
assumindo-se a existéncia de um outro coeficiente de ajuste, associado ao modelo {U,Sa)}.
Além disso, condicoes suficientes para a existéncia e unicidade dos coeficientes de ajuste

associados aos modelos {U,(f)} e {Vn(a)} sao também consideradas.
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Finalmente, encerramos este trabalho apresentando a aplicacao dos resultados obtidos
ao modelo clédssico de risco com juros, onde os tempos entre chegadas de indenizagoes sao

exponencialmente distribuidos.

Cabe observar que nao foi obtido nenhum resultado conclusivo a respeito da melhor
precisao entre as duas estimativas apresentadas. No entanto, uma analise numérica reali-
zada por Cai e Dickson (2003) indica que o limitante superior exponencial obtido usando

técnicas recursivas é mais refinado do que o limitante derivado das técnicas de martingales.



Capitulo 1

Modelo de Sparre Andersen

1.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos o modelo de risco de Sparre Andersen , que foi originalmente
apresentado por Erik Sparre Andersen em 1957 no International Congress of Actuaries

em Nova York.

Este modelo é uma generalizagao do modelo de risco classico de Lundberg, no qual
o processo de chegada de indenizacoes é um processo de Poisson composto. Ao invés
de assumir que os tempos entre ocorréncias de indenizacoes sao variaveis aleatérias i.i.d.
exponencialmente distribuidas, como no modelo de Lundberg, Sparre Andersen manteve
a hipdtese de independéncia e assumiu que os tempos entre chegadas de indenizagoes tém
uma distribui¢do comum arbitraria G(x). Ou seja, o processo de chegadas de indenizagoes

¢ um processo de renovacao.

Assim, na Secao 1.2 apresentamos alguns conceitos e propriedades béasicas de processos

de renovagao.

Uma descri¢ao detalhada do modelo de Sparre Andersen é apresentada na Secao 1.3.

Além disso, definimos nesta mesma secao o modelo de risco a tempo discreto associado
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ao modelo original a tempo continuo, o qual nos auxiliard na analise da probabilidade de

ruina do modelo a tempo continuo.

O problema principal no estudo de processos de risco é a obtencao de estimativas
para a probabilidade de ruina. Na Secao 1.4, apresentamos dois limitantes superiores
para a probabilidade de ruina do modelo de Sparre Andersen. O primeiro deles (Teorema
1.4) é fornecido pela mesma desigualdade de Lundberg do caso cldssico. A demonstracao
apresentada aqui, diferentemente da prova original de Sparre Andersen (1957), utiliza a
abordagem via martingales. A segunda desigualdade (Teorema 1.5) fornece um limitante
superior exponencial mais refinado do que o fornecido pela desigualdade de Lundberg e
sua demonstragao utiliza as mesmas técnicas recursivas de Cai e Dickson (2003) para o

modelo com juro, a ser estudado no segundo capitulo.

Para finalizar, apresentamos na Secao 1.5 uma equagao, semelhante a obtida para o
modelo de Lundberg, que possibilita em alguns casos o calculo exato da probabilidade de

ruina para o modelo de Sparre Andersen.

1.2 Processos de Renovacao

Nesta se¢ao, relembramos a definicao e algumas propriedades basicas de processos de

renovacao, que serao uteis para o entendimento do restante do trabalho.

Um estudo mais detalhado sobre processos de renovacao pode ser encontrado por

exemplo em Ross (1980) ou Grimmett e Stirzaker (2001).

Defini¢ao 1.1. Um processo de contagem N = {N(t) : t > 0} € chamado um processo

de renovagao se para cada t > 0
N(t) = max{n: T, <t},

onde

To=0, T, = ZXi’ para todo n > 1

=1
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e X, m > 1 sao v.a.’s nao-negativas, independentes e identicamente distribuidas.

Podemos interpretar N(¢) como o ntumero de chegadas de eventos (renovagdes) no
intervalo de tempo [0,t). Desta forma, T, representa o tempo de chegada do n-ésimo

evento e X,, =T, — T,,_1 o tempo entre a chegada do (n — 1)-ésimo e o n-ésimo evento.

E possivel verificar que as distribuicoes finitas de um processo de renovacao {N(t)}

sao especificadas pela distribuicao de X,.

Um exemplo importante é o processo de Poisson com taxa A > 0, para o qual os

tempos entre chegadas {X,} tém distribuigdo exponencial de parametro .

No teorema a seguir, reunimos dois dos principais resultados sobre o comportamento
assintético de N(t) e EN(t), quando t — oo. O resultado do item (b) é conhecido como

Teorema Elementar de Renovacao.

Teorema 1.1. Seja {N(t),t > 0} um processo de renovagao, com tempos entre chegadas

{X,,n>1}. Se EX; < 400, entdo

N(t) ge 1
(a) % 2, X quando t — 0.
EN(t)

2% EX,, quando t — o0.

(b)

t
Note que N(t) — +o0, quando t — +oc.

Agora, considere um processo de renovacao N (t) com tempos entre-chegadas X1, Xo, . ..
e suponha que a cada chegada de renovagao esteja associada uma recompensa. Suponha
que os sucessivos valores das recompensas sejam variaveis aleatorias i.i.d. denotadas por

Y1,Ys, ..., respectivamente.

Dessa maneira, o valor total de recompensas recebidas até um determinado tempo t é

dado por

N()

St)=> Y (1.1)

8



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Note que os custos sao interpretados como recompensas negativas.

Quando as sequéncias { X, } e {Y,,} sdo tais que os vetores aleatérios (X,,,Y,) sdo i.i.d.,
podendo X,, depender de Y,,, dizemos que o processo S(t) dado por (1.1) é um Processo de
Recompensa por Renovagao. Um exemplo deste tipo de processo aparece, como veremos

mais adiante, na teoria de processos de risco.

No caso em que as variaveis X7, X, ... possuem distribuicao comum exponencial, ou
seja, N(t) é um processo de Poisson, o processo de recompensa por renovacao recebe o

nome de Processo de Poisson Composto.

O teorema a seguir, mostra o comportamento assintético de S(t) e de sua média

quando t — oc.

Teorema 1.2. Considere o processo de recompensa por renovagao S(t) dado por (1.1).

Se EX; < 400, EY; < 400, entdao

. S(t)  EYV
(a) tlirgoT = EX, q.c..
. EIS@)] _ EY
(b) tlilgo T EX, q.c..

O primeiro resultado é uma consequéncia do Teorema 1.1.(a) e de uma variagao da
Lei Forte dos Grandes. A prova do item (b) é mais complexa e necessita do conhecimento

de resultados da Teoria Classica de Renovagao.

1.3 Descricao do modelo de Sparre Andersen

Considere a evolucao do capital de uma empresa de seguros ao longo do tempo.
Suponha que no instante ¢ = 0 o capital inicial da seguradora é u > 0 e que o rece-
bimento de prémios seja linear no tempo com taxa ¢ > 0. A chegada dos pedidos de

indenizagoes ocorre de acordo com um processo de renovagao {N(t),t > 0}.
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Sejam X7, Xo,... os tempos entre-chegadas de pedidos de indenizagoes e 17,75, . ..
n

os tempos de chegadas das sucessivas indenizacoes. Assim, T, = E X é o tempo de
k=1
chegada da n-ésima indenizacao e o nimero de indenizagoes até o tempo t é dado por

N(t) = max{n: T,, < t}. O valor da n-ésima indenizagao serd denotado por Y,,.

Vamos assumir que {Y,,,n > 0} sdo v.a.’s ndo-negativas i.i.d. com funcdo de dis-
tribuigdo comum F(z), onde F(0) = 0. As v.a.’s nao-negativas {X,,n > 0} sado i.i.d.
com fun¢ao de distribuigdo comum G(z), com G(0) = 0 e independentes de {Y,,,n > 0}.

Assumiremos que X; e Y] tém esperancas finitas.

Desta forma, o modelo de risco conhecido com modelo de Sparre Andersen, ou modelo

de renovagao, é dado por
N(t)
Ult)=u+ct+ ) Y, (1.2)

k=1

ou seja, U(t) representa a reserva de capital da seguradora no instante ¢t > 0 e U(0) = u.

Este modelo foi proposto por Sparre Andersen em 1957, como uma generalizacao
do modelo de risco classico, introduzido por Lundberg em 1903, no qual a chegada dos

pedidos de indenizacoes ocorre de acordo com um processo de Poisson.

Um dos principais interesses no estudo de processos de risco, consiste na andlise da
probabilidade de que a reserva de capital da empresa atinja valores negativos, ou seja, a

probabilidade de que ocorra a ruina da empresa.

O tempo de ruina no processo dado por (1.2) é definido como

7(u) = inf{t > 0 ;U(t) < 0}. (1.3)

Assim, a probabilidade de ruina associada ao modelo (1.2) é definida por

Y(u) = P(r(u) < 00) = Pinf U(t) < 0) = P(|_J(U(t) < 0)). (1.4)

>0
>0
Uma hipétese geralmente assumida é que

cEX, > EY, (1.5)

10



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

ou seja, o valor médio dos prémios recebidos entre um pedido de indenizacao e outro
é superior ao valor médio das indenizagoes a serem pagas. Esta condicao garante que

Y(u) < 1, conforme mostraremos no teorema abaixo.

Para isto, podemos observar que o processo das quantias de indenizacoes agregadas

dado por

N(t)
S(t)=> X (1.6)

é um processo de recompensa por renovacao, conforme definido na segao anterior. Assim,

o teorema a seguir é uma consequéncia do Teorema 1.2.

Teorema 1.3. Considere o processo de risco (1.2). Se cEX, < EY1, entdo a ruina serd
certa, ou seja, P(u) = 1. Se cEX; > EYi, entao ¥ (u) < 1 para todo u suficientemente

grande.

Demonstragao: De (1.2) e (1.6) podemos escrever
Ult)=u-+ct—S(t), t >0,

entao, como S(t) é um processo de recompensa por renovagao, do Teorema 1.2 segue que

. U®) EY, c¢EX,—FEY;
lim —= =c¢— = )
t—oo t EX, EX;

Assim, como EX; > 0, se cEX; < EY), entao tlim U(t) = —oo. Portanto, 115r>1£ U(t) =
—o0 e ¢h(u) = P(infso U(t) < 0) = 1. .

Por outro lado, se cEX; > EY7, entao tlim U(t) =40 e ;1:r>1£U(t) > —o0. Portanto,

para um capital inicial u suficientemente grande teremos 9 (u) < 1.

Uma abordagem que tem sido utilizada para facilitar o estudo da probabilidade de
ruina em processos de risco a tempo continuo é a discretizacao do processo. Essa dis-
cretizagao é feita considerando o valor do capital da empresa apenas nos tempos de

chegada dos pedidos de indenizagoes, ou seja, considera-se apenas U(T}), U(T5), . . ..

11



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Note que, o capital da empresa sofre perda apenas quando chega um pedido de in-
denizacao. Logo, a ruina do processo sé vai ocorrer em um dos tempos de chegada T,,.
Assim, para estudarmos a probabilidade de ruina no modelo dado por (1.2), podemos

usar o processo a tempo discreto associado ao processo U(t), que é dado por

U, = U(Tp)

= u—i—cT,ﬁ—iYk

k=1

= u-+ Z(CXk — Yk)
k=1

= Upi+cX,—Y,, Vn=12... (1.7)

Assim, podemos reescrever o tempo de ruina como
7(u) =min{n > 1;U, = U(T,) < 0} (1.8)
e a probabilidade de ruina como

¥(u) = P(r(u) < 00) = P(min U(T;) < 0) = P(|J(U(T:) < 0)). (1.9)
B n>1
Observe que utilizando o processo a tempo discreto U,,, temos uma prova alternativa
do Teorema 1.3, aplicando diretamente a Lei Forte dos Grandes Numeros. De fato, de

(1.7) temos

lim % = lim Ut 2 (X — Yk).

n—oo N n—-0o00 n

Logo, como {X,} e {Y,,} sdo i.i.d. com médias finitas segue que

lim % =cEX, — EY].

n—oo M

Se cEX, — EY; > 0, entdao lim U, = +oo e m>11£1{U(Tn)} > —o00. Portanto, para um

n—oo

capital inicial suficientemente grande teremos 1(u) < 1.

12



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

1.4 Estimativas para probabilidade de ruina no mo-

delo de Sparre Andersen

Naturalmente, o célculo da probabilidade de ruina, ¥ (u), depende das distribuigoes de
X7 e Y]. Mesmo conhecendo tais distribuicoes, o calculo exato desta probabilidade pode

nao ser simples. Uma alternativa para estes casos é a obtengao de estimativas para 1(u).

Nesta secao apresentamos dois limitantes superiores diferentes para a probabilidade

de ruina do modelo de Sparre Andersen.

Iniciaremos com o resultado obtido originalmente por Sparre Andersen(1957). Ele
provou para o modelo de renovacao (1.2), a mesma desigualdade de Lundberg do modelo
classico de Poisson. Esta desigualdade apresenta um limitante superior exponencial para

a probabilidade de ruina, sob a hipotese da existéncia de um coeficiente de ajuste.

A demonstracao que apresentaremos a seguir utiliza técnicas da teoria de martingales,
seguindo Grandell(1991). A prova apresentada por Sparre Andersen utiliza métodos re-

cursivos completamente diferentes.

Assim, denote por Zy = cXj — Y. Entao, {Z;,k > 1} é uma sequéncia de v.a.’s
i.i.d., para a qual estamos supondo EZ; > (0. Para a obtencao dos limitantes superiores

exponenciais para 1(u) vamos assumir que existe uma constante Ry > 0 satisfazendo
EefoZk — 1, (1.10)

Essa constante é chamada coeficiente de ajuste ou coeficiente de Lundberg do processo

de risco U(t) definido em (1.2) ou respectivamente do processo associado U,,.

Usando o fato que Z,, nao depende de Uy,...,U,_1 e que U,_1 é O’(Ul, Us,..., Un)-

13



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

mensuravel segue

E(e*RoUn "B*RoUl7 N e*ROUn—l) (e*Ro(Un—ﬁan) ‘6*R0U1’ ) efRoUn—1)

.y cey

e—RoUnflE(e—R()Zn |6—R0U1 e_ROUnfl)

g 000y

— e_ROUn—lE(e_ROZn) — ¢ RoUn—1

Ou seja, e foUn ¢ uma martingale. A existéncia desse coeficiente de ajuste vai depender de
algumas hipéteses sobre as distribuicoes de X; e Y7. A seguir, veremos algumas condicoes

para a existéncia e unicidade deste Rj.

Condigao 1.1. Seja My, (r) = Ee™ a fungdo geradora de momentos da varidvel Y.

Suponha:
(a) My, (r) € finita para todo r, com 0 < r < £ (podendo ser & = 4+00);
(b) lim5 My, (r) = 4o0.
Note que a Condigao (b) implica em My, (r) = +oc0, para todo r > &, pois E(e™) >
E(e8) para r > €.

Como a varidvel Y] é nao-negativa (q.c.), entdao Fe™ < 1 < oo para todo r < 0.
Assim:

My, (r) = Ee™ < +oo, para todo r € (—¢,€).

Proposicao 1.1. Assuma que a Condic¢ao 1.1 € satisfeita e E(Y1—cX7) < 0. Se & < +00,

entao existe um unico Ry > 0 tal que:
Ee~Fo(Yi—eX1) — 1 (1.11)
Se & =00 e P(Y) —cX; <0) <1 entao (1.11) € vdlida.
Demonstragao: Como consequéncia da Condigao 1.1, temos que My, (1) < 400V 0 <
r<¢.

14



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Agora, seja h(r) a fungdo geradora de momentos da varidavel Z; = Y] — cXj, ou seja,

h(r) = E(er(yl_cxl))

Como X; e Y; sao independentes temos
h(r) = Ee™ Ee "t = My (r)Mx, (—cr).
Mas, Mx,(—cr) < 1 para todo r > 0 (pois por hipétese ¢ > 0) e My, (r) < oo para

todo 0 < r < & entao

h(r) <oo, VO<r<E&.
Entao segue que h é uma func¢ao continua em (0, ),
W'(r)y=E[Z{e?] >0, VO <r<¢
e a sua derivada a direita no zero é
R (0) = EZ; = E(Y, —cX;) < 0.
Assim, h é uma fungao continua, estritamente convexa em [0, §) e decrescente em um
intervalo do tipo [0, £*).

Agora, por hipétese temos My, (r) — oo, quando 7 — . Consideremos separada-

mente os casos £ < o0 e £ = 00.
Caso 1. £ < o0.
Como h(r) = My, (r)Mx,(—rc) e Mx,(—&c) > 0, entdo segue
Tlii{lE My, (r)Mx,(—rc) = Mx, (—&c) Tli_n}g My, (r) = 0.
Assim, das propriedades da funcao h obtidas acima podemos concluir que existe Ry > 0
tal que h(Ry) = 1. Mais ainda, como observamos anteriormente My, (r) = +oo parar > ¢

e como My, (—rc) > 0 segue que h(r) = oo para r > £. Portanto o Ry mencionado acima

¢ o unico numero positivo satisfazendo h(Ry) =1
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Caso 2. £ =00

Neste caso, devemos usar a hipdtese adicional que P(Y1 —cX; < O) < 1. Seja
H(z) = P(Yl —cX; < z) a funcao de distribuicdo da variavel Y; — ¢X;. Como H é
continua pela direita, existe zy > 0 tal que H(zp) < 1. Segue que

hir) = /_ () > / e (z) >

o) 20

+oo
> / e"*dH(z) = €™ (1 — H(z)) — 400, quando r — £ = 400
20

Logo h(r) — oo, quando r — £ = oo. Portanto, das propriedades de h, segue que

existe um unico Ry > 0 tal que h(Ry) = 1.

No exemplo a seguir determinamos o coeficiente de ajuste Ry no caso particular em
que tanto os valores das indenizacoes quanto os tempos entre as chegadas dos pedidos de

indenizacao possuem distribuicao exponencial.

Exemplo 1.1. Seja U, o processo a tempo discreto associado a U(t). Suponha que X,
tem distribuicao exponencial de parametro p para todon € N. Neste caso, U(t) é o modelo

classico de Lundberg. Vamos supor que Y, tem distribuicdo exponencial de parametro A,

onde A > £.
. 1 ¢
Primeiro, temos que E(Y; — cX;) = 173 <0Oeparar <\
1
A
ET'Y1 — )
A—r
Além disso, como Ee X1 = segue
n—+cr
: r(Y1—cX1) : rY) —rcX : A H
lim Fe™ "1™ = lim Fe"''Fe = lim = 00.
r—A r—A r—AAN—7rpu+cr
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Assim, ficam verificadas as condigoes para existéncia do coeficiente de ajuste Ry que

vimos na proposigao anterior. Logo, o coeficiente serd tinico em (0, +00). Este coeficiente

A
deve satisfazer Feffo(i—cX1) — a =1, ou seja, devemos ter
A — Ry + cRy
cR3 + Rojt — cRoA =0 e Ry > 0. (1.12)
A —

Portanto, Ry =

¢ a unica solugao positiva de (1.12).
c

No préximo teorema apresentaremos a desigualdade de Lundberg para o modelo de

Sparre Andersen U (t).

Para isso, considere o modelo discreto U,,, dado por (1.7), associado a U(t) e denote
por ¥ (u,n) a probabilidade de que, dado o capital inicial u > 0, a ruina ocorra até o

tempo T,,, ou seja,
P(u,n) = P(U{Un < 0}Uy = u) = P(r(u) < n), (1.13)
k=1
onde 7(u) = min{n > 1: U, < 0} é o tempo de ruina do processo U,,.

Como os eventos A, = {7(u) < n} formam uma sequéncia crescente, segue da con-

tinuidade da probabilidade que

lim ¢(u,n) = (u). (1.14)

n——oo

Teorema 1.4. Supondo a existéncia do coeficiente de ajuste Ry > 0 definido em (1.10),

para o modelo de risco discreto (1.7) associado a U(t), temos:
Y(u) <e UV u>0 (1.15)

onde (u) € a probabilidade de ruina dada em (1.9).

Demonstragdo: Por (1.13) e (1.14), temos que a probabilidade de ruina para o

modelo de Sparre Andersen pode ser calculada por

17



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Y(u) = lim P(r(u) <n) = P(|J(r(u) = k), (1.16)

n—-—:uoo

onde 7(u) é o tempo de ruina definido em (1.8).
Por facilidade de notagao, omitiremos os condicionamentos a U.

Seja {U,} o processo de risco a tempo discreto dado por (1.7). Para cada u > 0, defina

M, (n) = e HoUn, (1.17)

Como observamos acima, o processo {e U} ¢ uma martingale e o tempo de ruina

7(u) é um tempo de parada para este processo.

Seja ng € N fixo. Entao 7(u) Ang = min(7(u),n) é um tempo de parada limitado para

— o~ FRoUn

o processo {M,(n) }, desse modo podemos usar o Teorema da Parada Opcional

para Martingales (vide por exemplo Kannan (1979)) e obter
e v = E(M,(0))
= E(M,(r(u) Anp))

= B(Muy(7(u)) I(r(wy<ng)) +E (Mu(10) Iz (uy>no) ) (1.18)

Assim,

eiRou > E(MU(T<U))I(T(U)STL())>

e como U, < 0, temos M, (T(u)) > 1. Logo

e Hou > E([(T(u)gno)) = P(T(u) < nU)

Portanto,

Como ng € N é arbitrério e o limitante encontrado nao depende de ng podemos concluir
que

Y(u,n) < e " para todon € N

18
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Sendo assim, para cada u > 0,

Ylu) = lim P(r(u) <n) < e fov

n—:aoo

No exemplo 1.1 encontramos o valor do coeficiente de ajuste do processo de risco
quando X; e Y; sdo exponenciais. Com isso, podemos encontrar um limitante superior

para a probabilidade de ruina.

Exemplo 1.2. Considere as mesmas hipoteses do exemplo 1.1.

Naquele exemplo, encontramos Ry = \ — ay Portanto, pelo teorema acima, temos
c

Nesta segunda parte da secao apresentaremos uma segunda estimativa exponencial
para a probabilidade de ruina, que pode ser mais refinada que a desigualdade de Lundberg.
Sua demonstragao é uma adaptagao da demonstragao apresentada por Cai e Dickson(2003)

para o modelo de Sparre Andersen com juro, que sera apresentada no préximo capitulo.

Preliminarmente, apresentamos uma equacao integral recursiva para a probabilidade
de ruina até o tempo T, ¥ (u,n). Esta equagao foi originalmente obtida por Sparre

Andersen em 1957. A prova abaixo segue as idéias de Cai e Dickson(2003).

Lema 1.1. Seja ¥(u,n) a probabilidade de ruina até o tempo T, entdao temos

Wl +1) = /Ooo [/Oumwu e —yn)dF() + Flu+ o) dG(), ¥ n e N (1.19)
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Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

n

Demonstragcao: Defina os eventos Al = U(Uk < 0), s <n. Dessa maneira, temos

k=s
(u,n+1) = PAMY) = E[]A§n+l)j| = / / E[IA§n+l)‘X1 =1,Y) = y|dF(y)dG(z)
o Jo
o] u+tcx
— / [/ E[IAgnH)‘Xl:x,ley}dF(y)—l—
o o

T / " B[l | X1 = 2.Yi = y]dF(y)|dG(z).

“+cx

Usando a definicao dos eventos A%k) e o principio da substituigao, segue que

e’} u+cx
1/’(“7 n + 1) = /0 |:/Ov E [I{(u+cx—y<0)UA<2n+l>} ‘Xl =7, }/1 = y] dF<y) +

+ /u E[I{(ch_y@)uA;nH)}‘Xl =1z, =y] dF(y)} dG(x).

“+cx

Como o evento A(2n+1) depende apenas de Us,...,U, 1, entao I{(HC%KO)W‘?H)} é

independente de X; e Y;. Logo, podemos obter

00 u+cx
wwn+1) = [ Pl yeouge)aFe) +
+ / E[I{(u+cm_y<0)uA;+1}}dF(y)]dG(Q;). (1.20)
u+cx

Agora, note que dados Y} = y, X; = z, se y > u + cx entao U; < 0 e assim

I{(u+cxfy<0)UA;+l} =L

Por outro lado, para y < u + cx podemos escrever

n+1
Unir = (u+cx—y) = > (Vi — cXy)
k=2
e como as variaveis Xq, X, ... e Y7, Y5, ... sao identicamente distribuidas entao
Unir Zu” = (Vi — eXy) = U, (1.21)

k=1
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ou seja, U,41 tem a mesma distribuicao de U:. Note que U,y é como o modelo de Sparre

Andersen dado em (1.7), mas com capital inicial u* = u + cx — y.
Assim, se y < u + cx entao

E[[{(u+0$*y<0)UA;+1}|X1 =T, Yi = y] = E[[Ag+1}

= Y(u+cr—y,n). (1.22)

Portanto, de (1.20) segue

lun+1) = /Ooo[/oumw(u+cx—y,n>dF(y)+/uoo dF(y)]dG(:v):

+cx

— /UOO [/OIH—C:C V(u+cx —y,n)dF (y) + F(u+ cm)}dG(m)

e (1.19) estéd provada.

Finalmente, com o auxilio do lema anterior, apresentamos a segunda desigualdade

para a probabilidade de ruina.

Teorema 1.5. Considere o modelo classico de Sparre Andersen, dado por (1.2) e sua

discretiza¢ao dada por (1.7). Supondo a existéncia do coeficiente de ajuste Ry > 0 satis-

fazendo (1.10), temos:

P(u) < ge=for, (1.23)

onde,

*© cRoy |
G = gl W) (1.24)
t>0  elol F'(t)
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Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar por indugao sobre n que

Y(u,n) < Be 0" Wn > 1. (1.25)

Para isto, note que da definicao de (3, segue

1 [ efovdF(y)

B < t>0.

cRtF(t) T

Dessa forma

=
=
IA

e Fot / VA F (y)
t

< PeRotEefoY1 v ¢ >0, (1.26)

Agora, para n = 1, temos por (1.26)

Y(u,1) =P(Y1 >u+cXy) = /OO F(u+ cx)dG(x)
0
< ﬁEeROYlE(exp{—Ro(u + CXI})

. ﬂefRouEefRo(chle)'

Como Ry é o coeficiente de ajuste, dado por (1.10) temos Eefo(cX1=Y1) — 1 ¢ assim
Y(u,1) < Be v,
Suponha que para algum n € N, temos
Y(u,n) < Be 0"V u >0 (1.27)

e verifiquemos (1.25) para n + 1.
Do lema anterior podemos obter
o} u-+tcx
P(u,n+1) = / [/ Y(u+cx —y,n)dF(y) + F(u+ cx)|dG(x).
o o
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Da desigualdade para F(t) encontrada em (1.26) e da hipétese de inducdo (1.27), segue

que

/Ooo [/Oqucx Y(u+cx —y,n)dF(y) + F(u+ CQ;)} dG(z) <

IA

[e’¢) u+cx [e’¢)
/ |:/ ﬁe—Ro(u—&-c:Jc—y)dF(y) + 66—Ro(u+cx)/ eRode(y)} dG(l’)
0 0 u

“+cx

_ /Ooo [56—1%0(“—&—090) [/;HCI eMVdF (y) + /uoo eROde(y)]dG(x)

—+cx

= /oo fe~Toluter) peRoYi g (x)
0

= fe foupeRoizcXy) (1.28)

Ro(Y1

Da definicao do coeficiente de ajuste, temos Ee —eX1) = 1. Assim, obtemos

Ylu,n +1) < ge o,

Logo,
Y(u,n) < Pe UV neN.

Agora, por (1.14) temos lim ¥ (u,n) = ¢(u). Portanto, podemos concluir que

n—-aoo

() = lim u,n) < Gehon.

n—-—aoo

Para finalizar, note que para todo t > 0

/t HEG) gy iy
FAF(D)  © R

Logo 37t >1
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Note que, por (1.24) temos < 1. Assim, a desigualdade (1.23) melhora a desigual-
dade de Lundberg obtida no Teorema 1.4. No exemplo a seguir, verificamos que para o
modelo de risco classico de Lundberg com os valores das indenizacoes exponencialmente
distribuidos, o limite superior obtido usando (1.23) é estritamente menor que o limitante

derivado da desigualdade classica de Lundberg, ou seja usando (1.15).

Exemplo 1.3. Considere o modelo de Sparre Andersen e assuma que os valores das

indenizagoes, {Y, }n>1, tém distribuicao F' exponencial de pardametro A > 0.

Neste caso, obtemos

ftoo eROde(y) A ftoo e—y(A—Ro)dy

eRotF(t) - eRot p—Xt

A
= )\_—Ro,paratodotz()e)\#Ro

Logo,
A

> 1.
A— Ry

5 =

1
Assim, se os tempos entre chegadas {X,} sdo tais que cEX; > " e Ry # )\, entao
a condicao cEFX; > EY) é satisfeita. A Condigao 1.1 é facilmente verificada para a

distribuicao exponencial, logo pelo Teorema 1.5 segue
R
lu) < (1= 7)o,

ou seja, o limitante obtido é estritamente mais preciso do que o da desigualdade de
Lundberg. Em particular, se {X,} sd@o exponencialmente distribuidas com parametro

>0, como no Exemplo 1.1, entao se u < c\ segue Ry = A — K < A e assim
c
]
By
< — .
v < L

Este limitante superior é estritamente menor do que o obtido no Exemplo 1.2.
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1.5 Uma equacgao para probabilidade de ruina no mo-

delo de Sparre Andersen

Como foi mencionado anteriormente, o calculo da probabilidade de ruina pode nao ser
simples. Nesta secao, apresentamos uma equagao, que permite em alguns casos o célculo
exato desta probabilidade. As técnicas da demonstracao sao as mesmas utilizadas na

prova do Teorema 1.4 usando a abordagem de martingales.

Teorema 1.6. Considere o processo de risco a tempo discreto U, dado por (1.7) associado
ao processo a tempo continuo U(t) definido em (1.2). Suponha que a Condi¢ao 1.1 seja

vdlida e E(Yy —cX1) < 0. Entao, temos a sequinte equagdo para a probabilidade de ruina

e—Rou

E[e*RoU(T(“))‘T(u) < oo} ’

() =

(1.29)

onde T(u) € o tempo de ruina e Ry € o coeficiente de ajuste do processo

Demonstragao: Seguindo o mesmo raciocinio da prova do Teorema 1.4, podemos

obter a relagao (1.18), ou seja, para ng > 1 arbitrariamente fixado
G*Rou = F [Mu(7-<u)>l(7(u)§no)} + E[Mu(no)[(q.(u)>n0)}, (130)
onde por (1.17) M,(n) = e~ foUn,

Agora, por um lado, como por hipdtese cEX; — EY; > 0, entao pelas observagoes

feitas no final da Secao 1.3, da Lei Forte dos Grandes Numeros segue que

lim U,, = o0, q.c.

ny—00

e lim My(n0)I(zw>no) = 0, ¢.c.. Logo, como M, (1)l (r@w)>ne) < 1, qualquer que seja

ng—00

ng € N, pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

lim  E[M,(n0)I(@wsn] = 0. (1.31)

ng—00
Por outro lado, temos
0 < Mou(7(u)) L7 (wy<ng) T Mu(7 ()] (r(w)<o0), quando ng — oo.

25



Capitulo 1. Modelo de Sparre Andersen

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, segue

lim FE [MU(T(U))](T(U)SnO)] = E[MU(T(U))I(T(U)<OO)] (1.32)

ng—00

Logo, substituindo (1.31) e (1.32) em (1.30), obtemos
e = Ele U [ (o] = Ele” ™0 |7(u) < 0o] P(7(u) < 00).
Como UT(u) < 0 entao E[eiRoUT(“)I(T(u)<OO)} > 1.

Portanto, segue que

U(u) = P(T(u) < oo) =

Exemplo 1.4. Cadlculo da probabilidade de ruina no caso em que Yy tem distribuicao

exponencial de parametro A > 0.

E possivel mostrar, usando técnicas de martingales a tempo continuo, através do
condicionamento a o-algebra estritamente a priori F,-(,) = o(X(u) : v <t, t > 0) (vide
Grandell(1991) e Asmussen(2000)) que a distribuicao de —U,(,), condicionada ao evento

(7(u) < 00) é também exponencial de parametro .
Assim,

E[e’ROU(T”)|T(u)<oo] = / ey e dy =
0

_ H
p— Ry
Dessa forma, pelo teorema acima, temos:
u) = = e ", 1.33
vl E[e~BoUw) |7 (u) < oo A (1.33)
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Em particular no caso em que X; também tem distribuicao exponencial, mas com

A

parametro A, vimos no Exemplo 1.1 que Ry = p — —.
c

Logo, de (1.33) segue
o e—u()\—%).

Y(u) = Y

Assim, vemos que o limite para 1(u) encontrado no Exemplo 1.3 é a prépria probabilidade

de ruina.
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Capitulo 2

Estimativas para probabilidade de

ruina no modelo com juro

2.1 Introducao

No modelo original de Sparre Andersen a movimentacao de capital nao é muito realista.
A empresa possui um capital inicial nao negativo e conta com a entrada continua de
dinheiro. No mundo de hoje é normal que até mesmo uma pessoa fisica invista seu capital
em algo como poupanca e assim sobre este capital principal sejam calculados juros. O
mesmo acontece com dividas, sobre as quais também sao calculados juros. Isso também

deve acontecer com uma empresa de seguros.

Neste segundo capitulo, estudamos o modelo de Sparre Andersen modificado pela
inclusao de juro composto continuamente. Este modelo foi proposto por Cai e Dickson

(2003).

Para estimar a probabilidade de ruina neste caso, usamos dois processos, um a valor
presente e outro a valor acumulado, os quais sao descritos na Secao 2.2, que trata da

inclusao de juro no modelo original. Para esses processos foram obtidos, por Cai e Dick-

28



Capitulo 2. Estimativas para probabilidade de ruina no modelo com juro

son (2003), limitantes para a probabilidade de ruina no modelo com juro, os quais sdo
apresentados nas Segoes 2.3 e 2.4. O primeiro limitante é obtido usando a teoria de mar-
tingales e o segundo usando técnicas recursivas. Para a demonstragao desses limitantes
sao assumidas a existéncia de dois coeficientes de ajuste (um para o processo a valor pre-
sente e outro para o processo a valor acumulado). Na Secdo 2.5 apresentamos condigoes

suficientes para existéncia e unicidade destes coeficientes de ajuste.

Finalmente, na Secao 2.6 os resultados obtidos nas se¢oes anteriores sao aplicados ao

modelo de Lundberg modificado pela inclusao de juro composto continuamente.

2.2 Inclusao do juro

Para descrevermos o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusao de juro,
vamos inicialmente fazer algumas consideracoes sobre o calculo de juro composto conti-

nuamente.

Como motivacao, iniciamos com o caso de juro simples. Suponha que investimos um
certo capital © > 0, chamado principal, durante um periodo de tempo a uma taxa de juro
simples § > 0 pelo periodo considerado. Entao, o valor a ser resgatado no final do periodo
serd u + du = u(l + §), que é chamado valor acumulado. Por outro lado, chamamos de
valor presente do pagamento de uma quantia v no final de um periodo de tempo como
sendo o valor do capital principal no inicio do periodo para que, com o céalculo do juro,
tenhamos a quantia v no final do periodo. Dessa forma, se a taxa de juro é 6 > 0 pelo

perfodo considerado, entao o valor presente de v serd v(1 + §)~L.

No caso de juro composto, suponha que o principal u é investido a uma taxa de juro
d > 0 por um certo periodo de tempo (por exemplo, um ano) e que o juro é composto n
vezes durante o periodo, ao final de cada subintervalo de tempo de mesmo comprimento
(por exemplo, a cada més). Assim, assumindo a proporcionalidade para a taxa de juro, o

valor acumulado no final do periodo considerado sera u(1 + 9)™.
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Agora, considere a situagao em que o juro é composto continuamente (J.C.C.). Neste
caso, se um capital v é investido a uma taxa 0 > 0 de juro composto continuamente por
um periodo de tempo de comprimento ¢, a idéia é calcular o juro ao final de intervalos de
comprimentos cada vez menores, ou seja, calculamos o juro em n intervalos de tamanho
igual a t/n e fazemos o limite quando os tamanhos destes intervalos vao a zero. Assim o
valor acumulado para o principal u > 0 com J.C.C., é definido como

lim (14 6t/n)" = ue’.

n—-—aoo

Da mesma forma, o valor presente do pagamento de um capital v no final de um

periodo ¢ sob J.C.C., com uma taxa de juro nominal § > 0 é ve™®.

Por outro lado, suponha que o capital é investido continuamente no tempo, como é o
caso do modelo de Sparre Andersen, a uma taxa de entrada ¢ > 0. Para calcular J.C.C.
neste caso suponha primeiramente a seguinte situacao: em um determinado periodo de
tempo de comprimento ¢ recebe-se um capital fixo ¢t/n no final de cada subintervalo de
tamanho t/n. Dessa maneira, o capital no tempo t/n é ct/n. Sobre este capital vamos
calcular J.C.C. com taxa fixa § > 0 até o tempo 2t/n. Assim, no tempo 2¢/n o capital

sera

C—te&/” +ct/n = ci(e&/” +1).
n n

Do mesmo modo, ao final do k-ésimo subintervalo de tempo & (1 < k < n) o capital

acumulado sera

C—t(l + et/ ek D)at/n)
n

e o capital no tempo nt/n = t, ou seja, no final do periodo ¢, que denotaremos por M,

sera

n—1
M = ct/nz erot/m.
k=0

Note que M é a soma inferior s(f, P) da fungao f(z) = ce’® relativa a particao{0,¢/n, 2t/n, . ..
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do intervalo [0, ¢]. Dessa maneira, o valor acumulado no final do periodo t sera:

3
,_.

ek&/”) = lim s(ce‘sm,P)

lim c(
1 |P|*>O

t
n—-00 n

B
Il

t ., eét_l
= C/o " dr = ¢ 5 ). (2.1)

Para simplificar a notagao, denote

et — 1
)

T c( ) e ap = s 0. (2.2)
Neste caso, o valor presente de uma quantia pagavel continuamente no tempo a uma

taxa ¢ > 0 é dado por

_ oot
cap = c(lT) (2.3)

Voltando ao modelo de Sparre Andersen. Considere as mesmas hipdteses iniciais do

modelo original. Ou seja, Xi, Xs, ... denotam os tempos entre chegadas de indenizacoes,
n

T, = ZXk denota os tempos de chegada da n-ésima indenizacao, com Ty = 0 e Y,
k=1
representa o valor da n-ésima indenizagao paga. Assumimos que {X,,,n > 1}e{Y,,n > 1}

sao sequéncias independentes de v.a.’s nao-negativas e i.i.d.. A distribuicdo comum de
{X,} ¢ G(z) = P(X; < z), com G(0) = 0 e {Y,} tem distribuicdo comum F(z) com
F(0) = 0. Os prémios sao recebidos continuamente no tempo a uma taxa de entrada

¢ > 0 e o capital inicial da seguradora é u > 0.

Agora, assuma também que a seguradora recebe juro sobre sua reserva de risco a uma

taxa constante d > 0 composta continuamente.

Como a ruina ocorre somente nos tempos das indenizagoes, para a analise da proba-

bilidade da ruina, vamos considerar a inclusao de juro no proceso a tempo discreto imerso
. 5 .

no modelo continuo. Denote por Ul = Us(T),) a reserva de capital da seguradora no

tempo T}, do pagamento da n-ésima indenizagao.
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Entao, como 6 > 0 é constante e Us(0) = Us(Ty) = u, de acordo com as observagoes
feitas no inicio da se¢ao, temos que no tempo do pagamento da primeira indenizacao a

reserva de capital é

c(e?®1 —1) v
2y

U = Us(Ty) = ue® + 5

Agora, durante o periodo Xy = Ty — T entre o pagamento da primeira e segunda in-
denizacoes, sao recebidos prémios continuamente a uma taxa c¢ > 0, sobre os quais é
calculado juro continuamente a uma taxa d, e como a reserva de capital no tempo VAR
novamente investida a uma taxa de juro 0 > 0 composto continuamente, entao a reserva

de capital da seguradora no tempo do pagamento da segunda indenizacao sera

6Xo 1
U2(5) _ U1(5)€6X2 i c(e : ) —Y,
S(X14+X
= yeltXe) 4 e 1+5 - — Y12 Y,
ST
— uedTe w — Ve Y,

J

E assim, sucessivamente, a reserva de capital da empresa no tempo de pagamento da

n-ésima indenizacao sera dada por

0Xn __ 1
U = Us(Thoy)e™ + % - Y,
6Tn 1 n n
= ue™ 4 C@T) — ZYkeIp{(s Z Xl}, (2.4)
k=1 i=k+1

b
onde adotamos a convengao Z = 0 quando a > b.

a

Além disso, considere o valor presente no tempo 7, da reseva de capital U,g‘;), que €
dada por
VO — () —0Tn.
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Assim, por (2.4) e usando a notagao em (2.2) podemos escrever

c(l—e JT"

VO = oy ZYkexp{ 52)(}

= u+cagp, — Z Ve 0Tk, (2.5)

k=1

onde V5(0) = V5(Tp) = u

Note que Vn(é) < 0 se, e somente se, Uy) < 0. Assim, definimos a probabilidade de
ruina para o modelo de Sparre Andersen modificado pela inclusao de juro como sendo
Ys(u) = P(rs(u) < 00) = P(U (U® < o)) — P(U (V. < 0)), (2.6)
n=1 n=1
onde 75(u) = inf{n : U < 0} = inf{n : v < 0} indica o tempo de ruina do modelo

com juro.

Mais ainda, assim como fizemos no capitulo anterior, se definirmos a probabilidade de

que a ruina ocorra até o pagamento da n-ésima indenizacao

Ws(u, n) zp(O(U,@ <0)) :P<O(Vn(5) <0)). (2.7)

k=1 k=1
entao
Jim_vs(u,m) = vis(w). (2.8)

2.3 Estimativa Obtida Usando Martingales

Nesta secao, apresentamos um limitante superior para a probabilidade de ruina no
modelo com juro (2.4) usando a teoria de martingales (super-martingales). O resultado é

devido a Cai e Dickson(2003). Para isto, é usado o processo auxiliar V. dado em (2.5).

s , . : . ,
Para o processo Vvl ), também definimos um coeficiente de ajuste, como sendo o niimero

real positivo R que satisfaz:
E[efaie?meax)] — 1, (2.9)
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Diferentemente do que tinhamos para o modelo original, este coeficiente R; transforma

_Ry®
O processo e RaVn

em uma super-martingale, como veremos mais adiante. Na Se¢ao 2.4
apresentaremos condicoes suficientes para a existéncia e unicidade de R;. Por enquanto,

assumimos a existéncia e unicidade deste coeficiente de ajuste.

Assim, no préximo teorema, usando argumentos semelhantes aos usados na prova da
desigualdade de Lundberg para o modelo sem juro (Teorema 1.4), adaptados a super-

martingales, obtemos um limitante superior exponencial para a probabilidade de ruina

(u).

Teorema 2.1. Considere o processo Vi dado em (2.5). Suponha a existéncia do coefi-

ciente de ajuste Ry > 0 satisfazendo (2.9). Entdo:

Ps(u) < ety > 0.

Demonstragdo: Primeiramente, por (2.5) e pela defini¢ao (2.3) temos

n+1

@)  _ —8Ty,

Vo = u—g Yie % + car, .,
k=1

n+1

1_ —0Tn+1
T i)

k=1

R Z Yioe 0Tk g(l _ e—éTn) n §<6—5Tn _ 6—6Tn+1) Y, e T
k=1

C _ _ _
— Vﬂ(&) + —(6 0Tn e 5Tn+1) _ Yn+1€ 0T h+1

)
Como Ty41 =T, + Xy, usando (2.3) temos

Vn(i)l =V 4 7T (cax,,, — Ypyre %), (2.10)

n

Agora, considere a o-dlgebra F, = 0<T1,T2, . ,Tn>. Usando (2.10) vamos mostrar

~R VY

5
que {e +1,n > 0} é uma super-martingale com respeito a F,.
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De fato, por (2.10), como V? ¢ F,-mensuréavel segue que

E[ R1V+1|f] _ 6—R1V5(Tn)E[(ea:p{—Rl(CaXnﬂ_

— Y et }) \]—"n} (2.11)

Temos que 0 < e~Tn < 1, entdo como {T},} é independente de {Y,,}, usando o Principio
da Substituigao e a Desigualdade de Jensen (fungoes concavas) para esperanga condicional

obtemos

e—5Tn

e R e T

e como X, 1 e Y11 sao independentes de F,,, segue

—6Th

E[ ~RiV, % | Fo } e~ RV’ [E <exp{—R1 (cax,,, — Ynpre ) })} o (2.12)

Pela definicao do coeficiente de ajuste R;, temos

FE <exp{—R1 (caxn+1 — Ynﬂe"SX”“) }) =1

Assim, substituindo em (2.12) obtemos
Ble Vi F,| < e, (2.13)

[sso mostra que, assumindo a existéncia do coeficiente de ajuste R;, temos que o processo

RV .
e = ¢ uma super-martingale.

Seja 75(u) o tempo de ruina no processo com juro. Do mesmo modo que tinhamos
para o modelo sem juro, aqui também 75(u) é um tempo de parada para o processo
e="Vi” | Também, se fixarmos no € N, entio 7s5(u) A ng = min{7s(u), no} serd um tempo
de parada limitado para o processo. Dessa forma, usando a versao para super-martingales

do Teorema da Parada Opcional (vide por exemplo Kanann(1979)), como V{ = u, segue

que:

_ (%) 5
E[e Rl‘/w(umo)} < E[e—RlVo”]

= et (2.14)
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®)

iy ~R1V, [~ .

Por outro lado, como a varidvel e ' (s(Am0) é nao negativa e no tempo 75(u) temos
(9)

que V(Té(u)) < 0 obtemos

) ®)
—RV, —R1V,
E[e 1 (m<u>m)] > E[e RGEOZY F gn}}

_ (%)
= E[e Rlvf““’f{m(u)sm}

> E[I{Tg(u)ﬁn}] = P(7s(u) < n) =s(u,n), (2.15)

onde 15(u, n) é a probabilidade de que a ruina ocorra até o tempo 7,, definida em (2.7).

Assim, de (2.14) e (2.15) podemos concluir que

Ys(u,n) < E|e FVsmsino) | < g=Riu, (2.16)

Como ng fixado foi qualquer, temos que (2.16) vale para todo ng € N. Da mesma
maneira que vimos no caso do processo sem juro, temos que lim ts(u,n) = s(u).
n——-~o0

Portanto, de (2.16), segue

Ys(u) = lim Ys(u,n) < e~ fe,

n—:eoR

2.4 Estimativa Obtida Usando Técnicas Recursivas

Agora, vamos apresentar um limitante superior diferente para 1s5(u), desta vez usando
0 Processo U e técnicas recursivas. Este limitante também foi encontrado por Cai e

Dickson(2003).

Aqui, definimos um outro coeficiente de ajuste como sendo o ntiimero real positivo R

que satisfaz:
BlefMimex)] = 1. (2.17)
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Na Secao 2.5, também veremos condicoes suficientes para a existéncia e unicidade

deste coeficiente de ajuste Rs.

Assim como fizemos para o modelo de Sparre Andersen sem juro (Lema 1.1), vamos
primeiramente obter uma equacao integral recursiva para a probabilidade de ruina até o

tempo T, ¥s(u,n).

Lema 2.1. Para o processo U dado em (2.4), temos

[e’e) ue‘sIJrcsz
wstwn+1) = [C[ [0 st 4 s - () +
o o
+ F(ue® + csx)}dG(x), VneN,

onde s(u,n) € a probabilidade de que ocorra ruina até o tempo T, .

Demonstracao: Da mesma forma que foi feito no Lema 1.1, definimos os eventos
n

Ar = JWs(Ti) < 0), s <n.

S
k=s
Condicionando as variaveis X; e Y7, usando o principio da substituicao para esperancas

condicionais e a independéncia de A3 X e Y] podemos obter

dslwn 1) = PP = [ [ E[Lga]X = 2.3 = y]dF()dG(
0 0
00 ue‘h-‘rcsw
= /0 [/(; E[I{ue5x+cszfy<0}uAg+1] dF(y) +

+ / E [I{ue5z+csx—y<O}UAg+l] dF(y>i| dG(.’L‘) (218)

e‘sz—s—csm

Agora, dados Y] =y, X| = x, se y > ue °* + ca, entdo ]{ueéucsry}uAg“ = 1. Por
outro lado, usando os mesmos argumentos da prova do Lema 1.1 para a obtencao de

(1.19), dados Y7 = y e X; = x, podemos escrever

Ur(izl _ (ueéa: + ¢Sy — y)exp{é(z Xk)} + g(exp{5(z Xk)} — 1) — ZYkel’p{ Z Xi}
k=2 =2 k=2 i=k+1
85T, n n+1
2 et 4 w _ ZYkefp{CS Z Xi} _ U;f*,
k=1 i=k+1
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D. ... o : .
onde = indica igualdade em distribuigao e u* = ue®® + cs, — y. Assim, {U2"} é como o

modelo (2.4), mas com capital inicial u*.

Logo, se y < u’® + cs, entdo

Portanto, de (2.18) segue

0o ue‘sz+csz
Ys(u,n+1) = /0 [/0 Vs (ue®® + csy — y,n)dF (y) + F(ue®® + csx)] dG(x)

Este lema é usado na demonstracao do préximo teorema o qual fornece um outro

limitante para probabilidade de ruina no modelo com juro.

Teorema 2.2. Considere o processo U dado em (2.4). Suponha a existéncia do coefi-

ciente de ajuste Ry satisfazendo (2.17). Nestas condigoes, temos:
Ys(u) < BE [eRQYl]E [e:vp{—Rg (ue‘sx1 + chl) }} , (2.19)

onde,

B! =inf ftoo eV F (y)

e = :
T > 1 (2.20)

Demonstragcao: Primeiramente, vamos usar indugao sobre n para mostrar que

Ys(u,n) < GF [eRQYl]E[exp{—Rg(ue‘le + csxl)}}, VvV neN. (2.21)
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De fato, para n = 1 temos

bs(u,1) = P(Yi > ue™ + csy,)
= / P(YI > ue®X 4+ CSX1|X1 = $)dG(x>
0

= /oo F(ue” + cs,)dG(x) (2.22)

Seguindo o mesmo raciocinio para obtencao de (1.23) na demonstragdo do Teorema

1.5 podemos obter

F(t) < Be ! / efVdF (y) < Be ™ Eef2Y vt >0 (2.23)

t
Assim,

/ F(ue&” + cs$)dG(x)§
0

IN

/000 BE" B (exp{—Ry(ue® + cs,)})dG(x) =

= Befe¥i pe Ralue’tesx) (2.24)

Logo, de (2.22) e (2.24) segue

Ps(u, 1) < BeReVs FemRatue™ 1 esxy).

Agora, suponha que para n € N, tenhamos:
Ys(u,n) < BFE [eRQYl}E[exp{—Rg (ue6X1 + CSXI) }}V u> 0. (2.25)
Como €% > 1, ¥V x > 0, a desigualdade na hipétese de inducao implica em

vs(u,m) < PE [eRQYI} E [exp{—RQ (u + CSX1) }]

= fe Reup[efeMimex)] = ge~Rau vy 4 > 0, (2.26)
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Vamos verificar que vale (2.21) para n+1 e assim encerrar a demonstragao por indugao.

Usando o Lema 2.1, a desigualdade (2.23) e a hipétese de indugao (2.25) e (2.26)

podemos obter

00 ue‘;m-‘rcsx o
Ys(u,n+1) = /0 [/0 Vs (ue’ + cs, —y,n)dF (y) + F(ue’™ + csx)] dG (z)

IA

00 ue‘s“UrcsI
0 0

[e.9]

+ /Be—RQ(u66I+CSz) / eRdeF(y)] dG(l’)

edT 4 sy

0o ue‘sercsz
_ / 667R2(u65’“+csz) |:/ €R2de(y) 4
0

0

+ / N eRwdF(y)} dG(z)

ST 4 csy

— /OO ﬁeng(ue‘strcsz)EeRng dG(ﬂ?)
0

= [BEe™NME [exp{—Rg(ueXm + Csxl)}] .

Portanto, (2.19) é vélido para todo n > 1.

Como ja vimos, ¥s(u,n) — s(u), quando n — oo, como o limitante encontrado

acima para ¥s(u, n) nao depende de n, podemos concluir

s(u) < ﬁEeRQYlE[e:vp{—Rg(ueXm + Caxl)}} .

Observe que da defini¢ao de 37! em (2.20) temos que
(B <p<1. (2.27)
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Como consequéncia do teorema anterior, podemos obter uma desigualdade simplifi-
cada, como a obtida no Teorema 1.5 do modelo sem juro, mas que fornece um limitante

superior mais fraco do que este dado em (2.19).

Corolario 2.1. Nas condi¢oes do Teorema 2.2, temos:

Ps(u) < e T2v 4 > 0.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2 temos a desigualdade (2.19). Como X; é nao-

negativa temos ¢°*! > 1 e como X; e Y] sdo independentes, de (2.19) segue

Ys(u) < ﬁEeRQYlE[eazp{—RQ(ue‘SXl + csxl}]
< pBEe™ME [exp{—Rz(u + CSXJ}}

= [EefE [exp{RQ(Yl — chl)}} (2.28)
Pela definicao do coeficiente de ajuste Ry temos
E[exp{RQ(Yl — ch!)}} =1
e com 3 <1, de (2.28) obtemos

wé(u) S /Be*Rzu S engu

Note que, podemos verificar que, fazendo § | 0 na equacao (2.17), o coeficiente R
reduz-se ao coeficiente Ry do modelo sem juro. Logo, o Teorema 2.2 é uma generalizagao

da Desigualdade de Lundberg do modelo de Sparre Andersen sem juro.
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2.5 Existéncia e unicidade dos coeficientes de ajuste

no modelo com juro

Nesta secao apresentamos condigoes suficientes para a existéncia e unicidade dos coefi-
cientes de ajuste Ry e Ry considerados na secao anterior.
Vamos iniciar mostrando a existéncia e unicidade do coeficiente R;.

Proposicao 2.1. Assuma que a Condicao 1.1 € satisfeita e E[Yle_‘sxl — caXl] < 0. Se

& < 00, entao existe um unico Ry > 0 que satisfaz

E[exp{Rl(Yle_éXl - caXl)}} =1 (2.29)

Se& =00 ¢ P(Yle_5X1 —cayx, > O) > 0, entao existe um unico Ry > 0 satisfazendo

(2.29).

Demonstracao: Defina a seguinte fungao
k(r)y=F [exp{r(Yle_‘le - caXl)}} ,

ou seja, k é a funcdo geradora de momentos da variavel Y;e %%t — cay,. Como ay, > 0,
temos e %1 < 1 para r > 0. Além disso, como X, e Y] sdo nao-negativas e e 0%t < 1,

temos

k(r) _ E €TY1€76X1 efrcaxl] S EeTY1'

Pela Condigao 1.1.(a) temos que Ee™ < oo, para todo 7 tal que 0 < r < £. Sendo
assim, k também ¢ finita para todo r em [0, £). Logo, das propriedades de fungao geradora

de momentos (ver Ash(2000)), segue que k é continua em (0,¢) e

K(0) = B(Yie™ = cax,), K'(r) = B((Vie™™ — cax, )2 0 M ey e (0,€).

Mas, por hipétese, temos E[Yie %1 — cay,] < 0, entdo P(Yie™**1 — cax, # 0) > 0.
Logo
K'(r)>0,VO<r<¢&ekl(0)<O.

42



Capitulo 2. Estimativas para probabilidade de ruina no modelo com juro

Assim, k é uma fungao estritamente convexa em [0, £) e localmente decrescente em algum

intervalo do tipo [0, £*).
Agora, consideremos separadamente os casos £ < +00 e £ = 400.
Caso 1. £ < .

Como EX; < +00, entdo existe b > 0 tal que G(b) > 0. Por outro lado, temos

|
ax, = —— < 5 Assim, podemos obter

J

]{7(7”) - B 67‘Y1€76X1 e—rcaxl] > 6—7‘0/5E |:€TY16*6X1i|

em/‘s/ / e " dG(2)dF (y)
o Jo
o b
e_Tc/5/ / erye_ébdG(a:)dF(y)
o Jo

v

= G(b)e " / e " dF (y)
0

= Gb)e "B (2.30)

Agora, da Condi¢dao 1.1(b) temos que Fe™ — oo, quando r — £ entdo como
G(b) > 0, de (2.30) segue
rirgﬁb k(r) = oo.
Dessa forma, podemos concluir que existe Ry > 0 tal que k(R;) = 1.
Agora, defina ¢ = inf{t : limtk(r) = o0}, entao € > &, k(e) = oo e k(r) < oo para
todo 0 < r < e. Dessa forma, k ¢é estritamente convexa e continua em (0,¢) e k(r) = oo

para r > €. Portanto, segue a unicidade de R;.
Caso 2. £ = 0.

Basta considerar H como a funcdo de distribuicao da varidvel Ye %X — cax e repetir

os mesmos argumentos usados na demonstragao da Proposi¢ao 1.1, no caso £ = co e o
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resultado segue.

Na proxima proposicao trataremos da existéncia e unicidade do coeficiente de ajuste

Rs.

Proposicao 2.2. Assuma que a Condi¢ao 1.1 é vdlida e E(Y] — cX;1) < 0. Se £ < o0,

entao existe um unico Ry > 0 tal que

E[exp{Rg(Yl - chl)}} =1 (2.31)
Se & =00 ¢ P(Y1 —cSx, > O) > 0, entdo vale (2.31) para um unico Ry > 0.

Demonstragao: Primeiramente, considere a fungao geradora de momentos da variavel
Y, —csx,

h(r) = E[exp{T(Yl — chl)}].
X1
Da independéncia de X; e Y7, e como sy, = / e’'dt > X, com X ndo-negativa temos
0

h(r) = Ee™MEe %

< EerYl Ee—rch < Ee'rYl

Pela Condicao 1.1(a) temos que Ee™ é finita para todo r em (0, &) entdo h(r) é finita

em (0,¢). Logo, podemos usar as propriedades da funcao geradora de momentos e obter

W (0) = E(Yy — esx,), h'(r) = B((Y1 — esx,)%e" M) W r € (0,€).

Agora, novamente como sx, > X1, temos E(Y; — csx,) < E(Y; — ¢X;). Da hipdtese
E(Y1 — cXi) < 0 segue E(Y; —csx,) < 0. Logo, I/ (0) < 0 e, portanto, h é decrescente

em um intervalo do tipo (0,&*). Além disso, segue que P(Y1 —cSx, # O) > 0 e entao
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podemos concluir que h”(r) = E((Y — csx)?e"¥ %)) > 0 para todo r € (0,&), ou seja,

h é estritamente convexa em (0, &).

Para mostrarmos que h(r) — oo quando r — &, considere inicialmente que £ < oo.
Neste caso, como E (e ***1) > 0 e pela Condi¢ao 1.1(b) My, (r) — oo quando r — ¢,

temos

lim h(r) = lim Ee™MEe "% =

r—¢ r—¢

= FEe X1 lim Ee™ = +o00.

r—¢&

Dessa forma, existe um tnico Rs > 0 tal que h(Rs) = 1.

No caso em que £ = oo, tomamos H como sendo a fungao de distribuicao da variavel
Y — csx e argumentamos do mesmo modo que foi feito na demonstracao da Proposicao

1.1 e o resultado segue.

2.6 Modelo de Lundberg com juro

Aqui, fazemos aplicagoes dos resultados obtidos nas se¢oes anteriores para o modelo
de Lundberg (ou modelo de Poisson composto) com juro, o qual é um caso particular do

modelo de Sparre Andersen.

Nesse modelo, os pedidos de indenizacao chegam de acordo com um processo de
Poisson, ou seja, um processo de renovacao cujos tempos entre chegadas de renovagoes,

{X, }n>1 tém distribuicdo exponencial.

O modelo de Poisson modificado pela inclusao de juro tem sido estudado por muitos
autores. Dentre eles podemos citar Dickson e Waters(1999), Sundt e Teugels(1995,1997)
e Véazquez-Abad(2000)
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Os resultados desta se¢ao sao devidos a Cai e Dickson(2003).

Considere o modelo (2.5) e suponha que {X,,},>1 tém fungao de distribuicdo G(x) =

1—e?® parax >0e G(z) =0 para x < 0, onde X > 0.

Primeiramente, considere a equacao (2.9) que define o coeficiente Ry, ou seja,
E[exp(Yle_‘;Xl — caXl)} =1.
Note que, como X; e Y] sao independentes entao (2.9) reduz-se a

1 = E[E(exp{RlYle_‘sxl}emp{—RlcaXI})‘Xl]

= E[exp{—Rlcaxl}Myl (Rle"SXl)},
onde My, (t) é a fungao geradora de momentos de Y;.

Particularmente, para X; com distribuicao Exp(\), temos

E[%p{—Rlcaxl}MYI (RleiéXl)] _/ cxp{—Rica, } My, (Rie™*") \e *du.
0

1 _ =0z 1 _ =0z
Como a, = Te’ fazendo a substituicao y = i 56 , segue que
A [0 Y\ A5 5
E(exp{Rl(Yle_éxl)}efp{—Rlcaxl}) — _/ e_Rly(]_ _ _y))\/5 1]\4)/1 |:R1 (1 _ _y)i|dy
¢ Jo c c

Assim, a equagdo (2.9) para o modelo de Lundberg com juro é equivalente a

c/d 5 3 5
[ 2t - ) =
0

C C

T (2.32)

Suponha que cEX; — EY; = § — EY; > 0. Para o caso X; exponencial de parametro

A temos

A
E —6X1 - -
c A+0
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Logo,

E (Y16_6X1 —cax,) = ——EY)— -4+ ———

ONEY] — ch — ¢d + cA

S(A+0)
~ O(AEYI —¢)
(A +9)
c _ 0(ARY, —c ) -
Como 3 > FEY, entao ﬁ < 0 e assim a condicao F (Yle_éx1 — caxl) < 0 fica

verificada. Portanto, pela Proposicao 2.1, segue que existe um tnico R; > 0 satisfazendo

(2.32).

Se indicarmos por ¥} (u) a probabilidade de ruina para o modelo de Lundberg com

juro, segue entdo do Teorema 2.1 que com R; solucao de (2.32) temos

Uy (u) < e

Por outro lado, considere o coeficiente R; > 0 definido na equagao (2.17), ou seja,
[EeRﬂl}E[e_RZ“Xl] =1,
ou ainda,

[Eef] ™! = ple-Teex], (2.33)

Novamente, para X; exponencial de parametro A > 0,

oo
E |:6_R2CSX1:| — / €—R2CSx )\e—Ade
0
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ox ox
-1 -1
¢ 5 fazendo a substituicao y = (e 5 )

€ como S, = , segue que

E[e—Rgcsxl} _ /\/0 o B2y o3 zn(1+5y/c)c(1ﬁiy6_y)

[

_ A7 (g 4 Oy Y
_ C/Oe (140 (14 L)ay

AT e 2.34
- E/o oy ™ (2.34)

Portanto, para o caso do modelo de Lundberg com juro, a equagao (2.17) é equivalente

pem] A [T, 2
r2Y1 _ -
[ e } C/o T 09/ y. (2.35)

c
Suponha que " > FY7, ou seja cEX; > EY;. Assim, ficam verificadas as hipdteses da

Proposigao 2.2, logo, existe um unico Ry > 0 satisfazendo (2.35).

Assim, do Teorema 2.2 obtemos que
Yi(u) < BE(eM) [eavp{—Rg(ue‘SX1 + CSXI)]

0 or __
= ﬁE(eRQYl)/ exp{—Rg(ue&”—l—c(e 5 L

0

) fre Mdx =
= ﬁE(eRQYI)% /000 exp{—RQ [u(1+dy/c) +y] } (1+ (5y/c)_/\/5_1dy —

A 00 67R2u67R2y(1+6u/c)

= 5E(6R2Y1)E/O 5 g/ dy.

Portanto, segue que

oy A " 00 6732y(1+§y/c)
“(u) < BE (Y1) ZeFon 2.36
V5(u) < B (e )Ce /0 (1 + oy /c)/orL (2.36)

* Ry
. _ e y
onde Ry > 0 é a solugado de (2.33) e f7 = %Izl(f) (D)
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Mais ainda como (1 + dy/c)**! > 1, entdo
oo —Roy(14+du/c) S
e
d < —R2@l(1+5u/c)d
|, G < e ’

1
Ro(1+ ou/c)

Assim, de (2.36) obtemos o seguinte limitante superior simplificado para a probabili-

dade de ruina no modelo de Lundberg com juro

w*(u) < ﬁE(eRzYl)ii
o= cRy 1+ 0u/c

Note que o limitante acima decai a zero muito mais rapidamente do que o limitante

exponencial e 1% quando fazemos u — 0.

Para finalizar, Cai e Dickson(2003) realizaram algumas simula¢oes numéricas onde
foram comparados os limitantes para probabilidade de ruina no modelo de Lundberg com
juro obtidos por técnicas de martingales e por técnicas recursivas. Nestas simulagoes,
considerou-se valores diferentes de ¢ e as distribuicoes de indenizagoes avaliadas foram
a Gamma e a Exponencial. Em ambas, verificou-se que o limitante obtido por técnicas
recursivas era melhor do que o derivado por técnicas de martingales para valores cada vez

maiores do capital inicial w.

No caso dos valores das indenizagoes exponencialmente distribuidos, os autores também
compararam os limitantes com os valores exatos da probabilidade de ruina. Para o calculo
exato, eles usaram a equagao

T'(\/6,c/dp+u/p)
N8, ¢/8p) + (8/A)(c/Ap)e=e/on”

o)
onde I'(a,z) = / Yy leVdy, a > 0, z > 0. Esta equacdo pode ser encontrada em

Sundt e Teugels(1995). Neste caso, também observou-se que o limitante superior obtido

por técnicas recursivas foi o mais préximo do valor exato da probabilidade de ruina.
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