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Resumo

Neste trabalho, estudamos as propriedades assintoticas das caudas de somas de variaveis
aleatorias, independentes e com funcgao de distribuicao comum subexponencial, pondera-
das aleatoriamente. Além disso, apresentamos uma aplicacao ao problema da probabili-

dade de ruina no tempo finito de um modelo de risco a tempo discreto.

Palavras Chave: Relacoes assintéticas, subexponencial, cauda pesada, soma ponde-

rada, processo de risco, probabilidade da ruina.
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Abstract

In this work we study asymptotic properties of the tail probability of the randomly weigh-
ted sums of independent random variables with common subexponential distribution func-
tion. Moreover, an application to the finite time ruin probabilit problem in a discret time

risk model is presented.

Key-Words: Asymptotic relations, subexponential, heavy-tailed, weighted sums, risk

process, ruin probabilities.



Introducao

Somas de variaveis aleatérias ponderadas aleatoriamente tém um importante papel em
varios problemas tedricos e aplicados. No campo da teoria de filas, por exemplo, somas
ponderadas podem ser usadas para representar a producao total de um usuario servido
por um determinado niimero de maquinas. Em estatistica, na analise de séries temporais,
0s processos lineares, incluindo os processos de média moével, sao somas ponderadas de
variaveis aleatorias. Em atudaria, particularmente na teoria de risco, somas de variaveis
aleatorias ponderadas sao utilizadas na modelagem do superavit de uma empresa de

Seguros.

Assim, o estudo de diversos modelos encontrados na literatura baseia-se nas proprie-

dades de somas parciais do tipo
Sh=> Xy, m=12-n, (1)
k=1

onde X, 1 < k < n sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.), O, 1 < k < n sdo varidveis aleatérias positivas e as sequéncias { Xy} e {0} s@o

mutuamente independentes.

O comportamento limite de SY quando m — oo, incluindo a sequéncia normalizada,
tem sido amplamente investigado na literatura (vide por exemplo, Taylor et al (1984),
Rosalsky e Sreehari (1998) e Hu et al (2001), dentre muitos outros). No entanto, o
comportamento assintético da cauda da distribuicio da soma S? ainda necessita ser

devidamente estudado.



O caso particular em que as variaveis X}, tém distribuicao de cauda pesada é de grande
interesse. Em problemas praticos, nas mais variadas areas de aplicacao, em particular em
modelos de seguros, observa-se a presenca de dados ajustados por distribuicoes de cauda
pesada, ou seja, distribuigdes cujas caudas (a direita) decaem a zero mais lentamente do

que qualquer exponencial e~**, ¢ > 0.

Dentre a classe de distribuicoes de cauda pesada, as distribuicoes subexponenciais,
merecem destaque. Precisamente, uma funcao de distribuigao F', concentrada em [0, 00),

é subexponencial se sua cauda F(r) = 1 — F(z) satisfizer

T
lim T@:n,VnEQ, (2)
onde F*" = F % ---x F denota a n-ésima convolucao de F. A classe de distribuicoes

subexponenciais inclui a grande maioria das distribuicoes de cauda pesada utilizadas na
literatura, tais como: Pareto, Loggamma, Weibull com parametros 0 < r < 1 e ¢ > 0,

entre outros.

Uma interpretacao para a relagdo (2) pode ser dada considerando-se uma amos-
tra aleatéria (Xi,---,X,) da distribuicdio F e definindo-se S, = Y ' X; e M, =
max{Xy,---,X,}. Desta forma, a relacao (2) indica que a cauda das distribuigdes de S,

e M, sao assintoticamente da mesma ordem, ou seja,

P(S,, > x) ~ P(M, > z), quando x — o0. (3)

Em modelos de risco, por exemplo, podemos interpretar X, --- , X,, como as respecti-
vas quantias de indenizacoes pagas em n periodos sucessivos de tempo, a soma parcial S,
representa a quantia total das indenizacoes pagas e M,, o maior valor pago nos n periodos
considerados. Assim, a relagao (3) indica uma forte influéncia da maior indenizacao paga

sobre a quantia total das indenizagoes.

Nosso interesse neste trabalho, baseados em Tang e Tsisiashivili (2003), refere-se ao
comportamento assintGtico da cauda das distribuigoes das somas S? quando as varidveis

X}, tém distribuicao subexponencial.



Assim, no Capitulo 1 apresentamos inicialmente uma caracterizacao das distribuigoes
de cauda pesada como sendo aquelas cujas fungoes geradoras de momentos sao infinitas
em todo ponto. Definimos as principais classes de distribuicoes de cauda pesada e demons-
tramos as relagoes de inclusao entre elas. Finalizamos o capitulo apresentando algumas
propriedades assintoticas envolvendo caudas de distribuicoes subexponenciais que serao

uteis para o desenvolvimento do restante do trabalho.

Basicamente no Capitulo 2 apresentamos os resultados de Yang e Tsitsiashvili (2003)
sobre o comportamento assintotico de caudas de somas de variaveis aleatérias subex-
ponenciais ponderadas aleatoriamente. Inicialmente, demonstramos dois resultados pre-
liminares, envolvendo somas e maximos de variaveis aleatérias ponderadas. A seguir,

demonstramos, no Teorema 2.1, o resultado principal que estabelece as seguintes relagoes

assintoticas
0 0
P(lrgriggn Sy, >x) ~ P(S; > ) P(lrél]?él 0, Xy > 1) E P(0p Xy > ), (4)

k=1
quando x — 00 e sob a hipdtese que as X, tém distribuicao subexponencial e as variaveis
{0k,1 < k < n} satisfazem P(a < 6y < b) = 1 para alguns 0 < a < b < oco. No en-
tanto, nenhuma hipétese quanto a estrutura de dependéncia da sequéncia {0, 1 < k < n}
¢ assumida. Note que a relacdo (4) indica que a relacdo de definigdo (3) de varidveis
subexponenciais também é mantida na situacao em que as variaveis sao ponderadas ale-
atoriamente. Casos especiais, envolvendo subclasses das distribuigcoes subexponenciais

como as de variagao regular, também sao apresentados.

Finalmente, apresentamos uma aplicagao de (4) a teoria da ruina. Mais precisamente,
consideramos o modelo de risco a tempo discreto
n n n
Ry=z, Ry=Ro[[&->_ X [[ & n=1.2.-- (5)
i=1 k=1 i=k+1
onde, Ry = x é o capital inicial de uma companhia de seguros, R,, representa a reserva de
capital de risco da seguradora no final do periodo de tempo n, X = Z,—Wj, kK > 1 com Z
e W} denotando, respectivamente, as quantias totais de prémios recebidos e indenizacoes

pagas pela empresa no k-ésimo periodo considerado e &, denota o coeficiente relativo ao



retorno estocastico do investimento financeiro realizado no periodo (k—1, k), denominado

coeficiente de inflagao.

As hipdteses basicas do modelo sao que os pares (W, Zy), k> 1sdo iid., &, k>1
sdo v.a.’s positivas e as sequéncias {&, k > 1} e {(Wy, Zx), k > 1} sdo mutuamente

independentes.

Consideramos a probabilidade de ruina num horizonte finito n > 1 definida por

U(z,n) = P( min R, <0|Ry=uz),

1<m<n

que consiste na probabilidade de que a reserva de capital da seguradora atinja um valor

negativo em algum dentre os n primeiros periodos de tempo considerados.

Sob a hipédtese de que a distribuicao das quantias agregadas X = Z, — W}, é subex-
ponencial e o coeficiente de inflacao é limitado obtemos a seguinte aproximacgao para a

probabilidade de ruina W(x,n) quando o capital inicial = torna-se suficientemente grande

n k
U(z,n) ~ ZP(Xkl_If;l > ).
k=1 i=1

Outros casos particulares também sao considerados.

No caso especial em que & = 1+ I, onde I; > 0 representa a taxa de juro referente
ao k-ésimo periodo e as variaveis X, tém distribuicao regularmente variante no infinito

com expoente o obtém-se como consequencia do Teorema 2.1 que

(1+1;)"~

k
=1

k
Y(z,n) ~ P(X; > ) ZE
k=1 j
Este resultado estende os resultados obtidos por Cai e Dickson (2004), que consideraram as

taxas de juros {/;, 7 > 1} como uma cadeia de Markov. Nos resultados apresentados neste

trabalho considera-se uma estrutura de dependéncia arbitraria da sequéncia {,, n > 1}.



Capitulo 1

Distribuicoes Subexponenciais

1.1 Introducao

Em problemas praticos nas mais diversas areas, como atudria, financas, fisica, entre
outras, as distribui¢oes com cauda pesada sao as que melhor ajustam os dados observados.
Em modelos de risco, por exemplo, na pratica, os dados relativos as quantias de inde-
nizacoes pagas sao na sua grande maioria modelados por distribui¢oes de caudas pesada

como Pareto, loggamma, lognormal ou Weibull (de cauda pesada).

Dentre as distribuicoes de cauda pesada, destaca-se a classe das distribuicoes subex-
ponenciais, que engloba grande parte das distribuigoes utilizadas por modelos nas mais

diferentes areas de aplicagao, em especial nos modelos de seguros e financas.

Nosso interesse especial neste capitulo refere-se ao comportamento assintético da cauda

de distribui¢oes subexponenciais.

Assim, na Secao 1.2 caracterizamos formalmente o conceito de cauda pesada e de-
finimos as classes mais importantes de distribuicoes de cauda pesada encontradas na

literatura. As relacoes entre estas classes de distribuicoes sao apresentadas na Secao 1.3.



Finalmente, na Segao 1.4 apresentamos propriedades assintéticas das caudas de dis-
tribuicoes subexponenciais que sao relevantes para o estudo de somas ponderadas de

variaveis aleatdrias a ser tratado no capitulo seguinte.

1.2 Distribuicoes de Caudas Pesadas

Nesta secao apresentamos o conceito de distribuicao de cauda pesada (a direita) e
definimos as principais subclasses de distribuicoes deste tipo que aparecem na literatura

(vide por exemplo, Embrechts et al (1997), Asmussen (2001) e Embrechts e Goldie (1980)).
Primeiramente, vamos apresentar alguns conceitos e notagoes que usaremos com freqiiéncia:
Defini¢ao 1.1. (a) Dadas duas fungoes positivas A(x) e B(z) se

lim sup g((:p;
T—00 X

< 1, entdo escrevemos A(z) ~ B(x)

B
lim sup Exi
T—00 x

< 1, entdo escrevemos B(z) ~ A(x).

<

(b) Dizemos que A(z) e B(x) sio assintoticamente iguais se A(x) ~ B(z) e B(x) ~

A(z), entdo escrevemos A(x) ~ B(x).

(c) a(z) = O(b(x)) com x — xg, quando limsup,_,, |a(z)/b(x)] < oo

e a(z) = o(b(x)) com x — xy, quando lim,_,,, a(z)/b(z) = 0.

Podemos classificar a cauda (a direita) de uma fungao de distribuicdo comparando a
velocidade do seu decaimento a zero com o da cauda da distribuicao exponencial, que tem

um decaimento rapido.

Definigao 1.2. Dizemos que uma fungao de distribui¢ao (f.d.) F tem cauda leve a direita

se para algum & > 0 temos F(x) = O(e™%), ou seja,

F
lim sup _(x) < 00. (1.1)
e ET

r—00




=

.. . X . \
Caso contrdrio, se lim sup — = 400, Ve >0, dizemos que F tem cauda pesada a

x—s00 €

direita.

Como todo o nosso estudo baseia-se no comportamento a direita das caudas das dis-

tribuigoes, diremos simplesmente cauda pesada ou cauda leve.

Note que uma condicdo necessdria para que F tenha cauda pesada é que F(x) > 0

Vel

O comportamento da cauda de uma funcao de distribuicao esta relacionado com a
existéncia da fungao geradora de momentos

F(s) = / h e dF (z) = Fe*~, (1.2)

[e.e]

ou equivalentemente, com a transformada de Laplace a (—s). Eo que mostramos na

proposicao a seguir.

Proposicao 1.1. Seja F' uma funcao de distribuicao com func¢ao geradora de momentos
associada ﬁ(s) Entdo F(x) = O(e™*%) para algum € > 0, se e somente se, ﬁ(s) é finita

para algum s > 0.

Demonstragdo: Primeiramente suponha que F(x) = O(e™*%) para algum ¢ > 0,

F(x) } < Me =",

entao existe M > 0 e xo > 0 tal que V x > x,



Assim, para 0 < s < £ temos

ﬁ(s) = /000 P(e* > y)dy

Logo, ﬁ(s) < 4oo para 0 < s < e.
Por outro lado, suponha que ﬁ(s) = / e**dF(z) é finita para algum s > 0.
0

Entao da desigualdade de Chebyschev podemos obter

F(r) = P(X >u)

F(i) < F(s) < co. Logo F(z) = O(e™*).

Assim, lim sup

r—00 e

Como conseqiiéncia da proposicao anterior, temos a seguinte definicao alternativa:

Definicao 1.3. Uma f.d. F tem cauda leve a direita se ﬁ(s) < +o0 para algum s > 0.

Caso contrdrio, se 1/7’\(3) = +o00, V s >0 dizemos que F' tem cauda pesada a direita.
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Exemplos de distribui¢oes de cauda leve sao:

(a) Distribuicio Exponencial cuja densidade é definida por f(x) = de~% paraz >0 e

f(z) =0, caso contrario.

P
(b) Distribuicao Gamma de parametros p, § > 0 com densidade f(z) = ——a? 'e™%%,

L'(p)
z > 0.

(c) Distribuicao Hyperexponencial definida como composi¢ao finita de distribuigoes
P
exponenciais, isto é, f(z) = Zai@e—‘sim, z>0onde ! ;=1 0< o <1, i=
i=1
1, ,p.

Exemplos de distribuicoes de cauda pesada:

(a) Distribuigao Weibull que originou-se na teoria da confiabilidade, onde

Flr)=e® 2>0com0<r<lec>0.

(Inx — p)°
262 2> 0com

(b) Distribui¢ao Lognormal, cuja densidade é f(x)
peR 6>0

1
B \2mox ‘

(¢) Distribuicio Benktander - tipo I, cuja cauda é F(z) = e #™?” — (¢ 4+ 1) Inz,
x> 1,onde a, 3> 0.

(0% —Oé.’L'ﬂ

(d) Distribuicdo Benktander - tipo II, cuja cauda é F(x) = eBp==-Be [ , x> 1,
onde a« >0, 0 < @ < 1.

B

(e) Distribuicao Loggamma, cuja densidade é f(z) = % (Inz) ﬁflx"kl, x> 1, com
a, §>0.

— k
(f) Distribuigao Burr, cuja cauda é F(z) = <ﬁ>’ x> 0,onde o, k, r> 0.
x’l"
. . = Eo\e
(g) Distribuicao Pareto, cuja cauda é F(x) = <ﬁ> , x>0 com a, k> 0.
x

Podemos encontrar mais exemplos destas classes de distribui¢oes em Asmussen (2001)



e Embrechts et al (1997).
Denote por K o conjunto das distribuicoes de cauda pesada.

Questoes envolvendo o comportamento da cauda de funcgoes de distribuicao aparecem,
por exemplo, na analise da ocorréncia de eventos extremos. Para entender eventos desta
natureza, surge a necessidade de se construir modelos matematicos apropriados para expli-
car eventos que, embora tenham uma probabilidade de ocorréncia relativamente pequena
influenciam significativamente o comportamento do modelo todo. Uma discussao mais

detalhada sobre o assunto pode ser encontrada em Embrechts et al (1997).

Eo caso, por exemplo, dos modelos de reserva de capital de risco de uma empresa se-
guradora. Uma questao relevante é estabelecer a inter-relacao entre os valores individuais
das indenizacoes pagas e a quantia total paga ao final do periodo de tempo considerado.
Em particular, surge o interesse em estabelecer hipdteses sob as quais o valor da maior

indenizacao determina o valor total das indenizagoes pagas.

Neste contexto, podemos interpretar Xi, Xo, - -+, X,, como varidveis aleatorias (v.a.’s)
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com f.d. F, representando as respecti-
vas quantias das indenizagoes pagas em cada um de n periodos de tempos (por exemplo,
anos); a soma parcial S, = Xj + -+ + X,, representa a quantia total das indenizagoes

pagas e M,, = max{Xy,---,X,} o maior valor pago nos n periodos considerados.

Assim, procuramos fungoes de distribuicao F' para as quais as caudas das distribuicoes

da soma S, e do maximo M,, sejam assintoticamente da mesma ordem, ou seja,
P(S,, > x) ~ P(M, > z), quando x — o0, (1.3)

o que indicaria a forte influéncia da maior indenizagao paga sobre a quantia total de

indenizacoes.

10



Agora, observe que

P(M,>z) = 1—F"(x)

k=0

Entao, se 0 < F(z) < 1 segue, para qualquer n > 2,
P(M, > x) ~nF(z), quando * — o0. (1.5)

Mas, por outro lado, P(S, > z) = F**(z), onde F*" é a n-ésima convolugao de F, ou

seja, F*(z) = F e F*(x) = F*""D s F = / F=D (g — t)dF(t).

—00

Logo (1.5) é equivalente a

F*(z) ~ nF(x), quando x — oo0. (1.6)

A discussao acima motiva a seguinte subclasse de distribuicoes de cauda pesada.

Defini¢ao 1.4. Uma func¢ao de distribui¢cao F' concentrada em [0,00) pertence a classe

subexponencial, denotada por S, se

im F_ () =n,Vn>2, (1.7)
T——+00 F(ZL‘)

onde F** = F x ---x F denota a n-ésima convolucdo de F. Se F estiver concentrada

em (—o00,00) diremos que F' pertence a S se sua parte positiva F*(z) = F(2)](9<z<oo) €

subexponencial. E possivel mostrar que se FT € subexponencial entao temos (1.7).

Na préxima secao mostraremos que de fato as distribuicoes subexponenciais sao de
cauda pesada, ou seja, suas caudas decaem a zero mais lentamente do que qualquer

EX

exponencial e ¢*  para € > 0, o que justifica o nome subexponencial. Além disso, veremos

que a condicao (1.6) é na verdade equivalente a,

F x F(x) ~ 2F (), quando 2 — oo. (1.8)

11



Exemplos de distribuigoes subexponenciais sao: Pareto, Burr, Loggamma, Weibull, Benk-

tander tipos I e Il e Lognormal, entre outros.

Uma subfamilia importante de distribuigoes subexponenciais é a das distribuigoes cujas
caudas sao de variagao regular, ou seja, assintoticamente comportam-se como funcgoes

potencias x~%, a > 0.
Definigao 1.5. Uma funcao de distribuicao F sobre [0, 00) tem cauda de varia¢ao regular,

se 30 < a< oo tal que

lim F_(xy)
= F()

=y % para todo y > 0. (1.9)

Denote por R o conjunto das distribuigoes com caudas de variacao regular.

Sao exemplos de distribuigoes deste tipo: lognormal, Benktander - tipo I, Benktander

- tipo II, Weibull.

Note que, se F satisfaz (1.9) denotamos F € R_, e dizemos que F é de variacio
regular com expoente «, ou a-variante no infinito. Em particular, se a = 0 dizemos que

F' é lentamente variante.

O caso especial o = +00 no limite (1.9) é tratado em separado e da origem as distri-

buicoes com caudas rapidamente variante, conforme definimos abaixo.

Definicao 1.6. Uma funcdo de distribuicao tem cauda de variag¢ao rdpida, se

lim _(:Ey) =0, para todo y > 1.

e T(2)

ol

Denote por R_,, o conjunto das distribuicoes com cauda de variacao rapida.

Mais detalhes sobre as propriedades e aplicagoes das fungoes de variacao regular e

variacao rapida podem ser encontradas em Bingham et al (1987).

Duas outras subfamilias de distribuigoes de caudas pesadas, relacionadas com as dis-

tribuicoes subexponenciais, merecem destaque e sao definidas a seguir.

12



Defini¢ao 1.7. Dizemos que uma fun¢ao de distribuicao F' concentrada em [0,00) € de

cauda longa, se

lim ——— =1, para todo y > 0. (1.10)

Denote por £ o conjunto das distribui¢oes com cauda longa.

E possivel mostrar que basta verificar a relagao (1.10) para algum y > 0 (vide Chistya-

kov (1964)).

Flr —
Note que o limite (1.10) é também equivalente a lim % =1, para cada y > 0.
T—00 T

Definicao 1.8. Uma func¢ao F € de variagao dominada, se

F
lim sup f(xy) < 00, para todo 0 <y < 1,

T—>00 33')

ou equivalentemente para algum 0 <y < 1.

Denote por D o conjunto das distribui¢oes de variagao dominada.

1.3 Relacoes entre as Subclasses de Cauda Pesada

Nesta secao, apresentamos as relacoes de inclusao entre as classes de distribuicoes definidas

na secao anterior, a saber, a classe das distribui¢oes de cauda pesada:

K = {F:Féfd e F(e) =0, Ve >0}

F
~ (P Fetd elimsup ) Cove s o),
00 e EXT

as distribuicoes subexponenciais:

S = {F f.d. sobre (0,00): F*"(z) ~ nF(x) quando r — oo};

as distribuicoes com cauda de variacao regular:
R = {F f.d. sobre [0,00) e F' € R_,, para algum 0 < a < 0o}

13



— F
onde F' € R_, se lim _(xy) =y S Vy>0;

e T (2)

as distribuicoes de cauda longa:

L ={F: f.d. sobre [0,00): lim M =1,Vy>0}
F(x)

r—00

e as distribuicoes de variagao dominada:

F
D = [F: £d. sobre [0, +00): Tim Y <o vo<y<1}.

e F(a)

Para mais detalhes sobre as classes de distribuicoes de cauda pesada e como elas se
relacionam, o leitor podera consultar Embrechts et al (1997) que foi nossa principal fonte

de pesquisa para esta secao.
Assumiremos que F(0) =0e F(z) <1,V 2 >0.

Primeiramente, vamos mostrar algumas propriedades das distribui¢oes subexponenci-

ais. Iniciamos com a relacao entre S e L.

Proposicao 1.2. Se F € S, entao

F
lim le,‘v’y>0.

= F(2)

Mais ainda, o limite acima € uniforme sobre todo compacto em (0, 00).

Antes de demonstrar o teorema vamos enunciar um resultado auxiliar com o qual
garantiremos a convergéncia uniforme do limite acima. Sua prova sera omitida e pode ser

encontrada em Bingham et al (1987) (Teorema 1.2.1, pag 6).

Lema 1.1. Se a funcao positiva h € Ry, ou seja, h é lentamente variante, entdo temos

uniformemente em t € [a,b], com 0 < a < b < 0.
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Demonstracao da Proposicao 1.2:

Primeiramente, observemos que

FrmiD(z) 1= F* () - F(z) — F* ()
F(z) F(x) F(x)

Assim,
Frth () F(x _F*(”+1)(x)_ S| o T F(x — 2) .
R Chn ekl - LCR B ma e
Logo,
Frot) () T1— (- 2) B
o _1+/0 Ty G (L11)

Agora, seja y > 0 fixo. Entao para > y obtemos de (1.11)

F2(x) Y F(x — 2) *Flx —2)
Fr Y i TRl A TP

> 1+/OyalF(z)—i—/:D %aﬁ(z),

onde a ultima desigualdade segue do fato de F ser ndo-decrescente. Como F'(0) = 0 temos

P2 (x) F(z—y)
T2) > 1+ F(y) + W(F@) — F(y)).

Mas, como F(y) < 1, V y e F(400) = 1, entdo podemos considerar z suficientemente

grande, tal que, F'(z) > F(y) e dai obtemos

F(z—y)

. [P
Fo)

[F(z) = F(y)] ™"

15



Logo, da hipétese que F' € S, temos F*2(x) ~ 2F (z), quando * — oo e daf segue

Flx—y) 2-1-F(y)

lim sup — < = 1.
i—oo  F(x) 1—F(y)
. F(x —vy) .
Por outro lado, como y > 0 e F' é nao-crescente, temos ﬁ > 1,V x, concluindo
x
F
que lim M = 1, para cada y > 0.
F F F(x —
Mas, (_x+y) = = (z+y) . Portanto, do limite acima, lim M =1,
F(x) F((z+y) —y) v F(x)

para cada y > 0.

Para mostrar a uniformidade do limite, considerando t > 0, temos

| — lim F(l£x+lnt) ~ im an:pt)’
z—o0  F(lnx) z—o0  F(1)

ou seja, Floln € R, e pelo lema acima concluimos a demonstracao do teorema.

Usando o resultado anterior, podemos mostrar que basta verificar a relagao (1.7) da
definicao de subexponencialidade para n = 2, ou seja, temos a seguinte caracterizacao de

distribuicoes subexponenciais.

Proposicao 1.3. F € S se, e somente se

lim_ F;(ii()x) — 9. (1.12)

Demonstragdo: Se F' € S temos a relacao de defini¢cao (1.7) , em particular, para

n = 2.

FxF
Por outro lado, se lim ;fgx) = 2, mostraremos por indugao que F' satisfaz (1.7)
r—00 T

para todo n > 2.

16



F*m
Suponha o (z) — m com xr — 00, para algum inteiro m > 2. Entao, dado € > 0
x

Frfa)
F(2)

podemos escolher y de tal forma que

—m| < e, para T > y.

De (1.11), temos:

F*m+1) (1) T (g —2) F(x
e 1/

Ty — z) Fr— 2)
+ /w Te—d) T dF (2). (1.13)
Mas,
vy —2) F(z — 2) v Frm(y) 1
A;ijx—z) T2) dF@>f§uLﬂ3£ Fo) T L@

F@@{/z dF(z)
(

T 20 F) Juy P
g I F@) — P —y)
v>0 F(v) F(x)
_ W[ Fe-y)
- % Fo) [1+ F@)] |

quando x — o0.

Também, pela hipdtese de indugao e (1.11), temos:

17



F(z —2) F(z) o F(ai) B
— mto(e) | & *2(%)(;)F @) _ / ) F (_x(;)z) dF(2)
= (m+o(e)) 1%?;? —1- / S f (Fx(;)z)dF(z)
> (m+0(e)) F;zg)_1_/i d;((;)

Entao,

_ ———dF(z) — (m+0(c))[2 — 1] = (m + o(e)),

/“”_y F(x — 2) F(z —2)
0 F(z —2) F(z)

quando x — oo.

Substituindo os resultados acima em (1.13), imediatamente obtemos

F*(erl)
lim _7(96) =1+m+o(e).
T )

Pela arbitrariedade de € a demonstracao estd concluida .

A seguir, mostraremos que distribuicoes cujas caudas sao assintoticamente equivalentes

a caudas de distribuicoes subexponenciais também sao subexponenciais.

Proposicao 1.4. Suponha F' e G fungdes de distribuicao sobre [0,00). Se F' € S e

lim g(x) = ¢, onde c € (0,00), entdo G € S.

Demonstracao: Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes com funcao de

distribuicoes G.
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Para v > 0 fixo e > 2v temos

{X+Y >z} = (X<, X+Y >z} U{Y <v,X+Y >z}U

U {v<X<z—-0,X4+Y>z}U{Y >v,X>z—v}

onde os eventos acima sao disjuntos. Logo, podemos obter

G*2(x) _ PX+Y >ux)
G(x) G(x)

— @) / "Cle — y)dG(y) + @) / "Cle — y)dG(y) +

G(x) () G(x)
= ILi(z,v) + L(z,v) + I3(z,v). (1.14)
s ) F(x —)
Como F' € §, da Proposicao 1.2 segue que lim T =1, Vv >0 e como por
T—>00 T
hipotese lim E(x) = ¢ > ( temos
5 F(x)

Logo, podemos obter

26() < I(x,v) = 2 /0 v%d(;(y) < 2% /0 " dG(y) = 2G ()
o seja,
L(z,0) "= 2G(v) (1.15)
e também
I(x,v) — G(v),com x — oo. (1.16)
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Por outro lado, por hipétese segue que dado € > 0 existe xg dependendo de ¢, tal que,

para todo x > x( vale o seguinte:

<c+e. (1.17)

Consequientemente, para v suficientemente grande

[TV G(r—y)
Iy(z,v) = /U W dG(y)

cte [TV Flz—y)
< 0—5/v WdG(y)'

Agora, usando integracao por partes, para integrais de Riemann-Stieltjes, obtemos

c+e 1 - = — — v _
L(z,v) < == F) [G(v)F(w—v)—G(w—v)F(v)—F/v G(:E—t)dF(t)}

_cte[Flr—v)4 — Gz —v) G(z) VG —t) Flr —1t)
= c—e{ o) G(v) — F(v) ) T )—i—/v Fa_1) F dF(t)] .

Logo, por (1.17) segue que para v suficientemente grande e = > 2v

cre [F(x — U)E(v) — F(v) G(j —v) ;(

hle) 0 C)

c—¢

G
Usando a hipo6tese lim _Exi = ¢, a Proposicao 1.2 e também o Teorema da Con-
T—00 T

vergéncia Dominada, temos

hraisololp I(z,v) < i i_ Z [@(v) — F(v)e+ (c+¢) /UOO im %dl’(zﬁ)
= - i - [GW) = Fw)e+ (c+ ) F(0)] . (1.18)
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Logo, de (1.15), (1.16) e (1.18) podemos concluir que:

Yars)
lim sup G_ (z) < 2G(v) — cre
T—00 G(ZL‘) c—¢&

[cF(v) = G(v) — (c+€)F(v)] + G(v) — 2.

Portanto, G € § concluindo a demonstragao.

Finalmente, provaremos as relagoes de inclusao entre as subclasses de distribuicoes

citadas acima.

Teorema 1.1. As sequintes relagoes sao validas:
(e) RCSCLCKeRCD

(b)) LD CS

(c) DZSeS¢gD

(d) S # L.

Para a demonstracao do teorema necessitaremos ainda do seguinte lema, cuja demons-

tragao sera omitida e pode ser encontrada em Embrechts (1997).

Lema 1.2. Se I} e F; sao duas funcoes de distribuicao com cauda de variagao reqular,
tais que Fi(z) = 7 °Li(z) paraa > 0 e L; € Ry, i = 1,2, entdo a convolugio G = Fy* I,

possui cauda de variacdo reqular, onde G(x) ~ 27%(Ly(x) + Lo(x)) para x — oo.

Demonstracao do Teorema 1.1:

(a)
(i) Segue imediatamente da Proposi¢ao 1.2. que § C L.

F _
(ii) Para verificar que R C D, tome F' € R, entdao lim _(:cy) =y % ouseja I' € R,

para algum a. Note que o limite acima é sempre finito para algum «, concluindo-se que

FeD.
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(iii) Para mostrar que £ C I, considere F' € L. Devemos mostrar que e**F'(x) — 00

quando xr — oo.

Da definicao de F' € L, V¢t > 0, temos que

| = q Fnetnt o, Flnzt)
z—oo  [(lnz) z—oo [(Inx)

ou seja, Foln € Ry. Assim, para qualquer € > 0 segue que z°F (Inz) € R..

Agora, é possivel mostrar que se uma fungao real positiva G é tal que G € R., onde

e >0, entdo lim G(z) = oo (vide Proposi¢ao 1.5.1 em Bingham et al (1987)).

Tr—00

Logo, lim 2°F(Inz) = oo e conseqiientemente, lim e F(z) = oo.
T—00 T—00

(iv) R C S.

Seja FF € R entdo F € R_, para algum «, ou seja, existe L € Ry tal que F(z) =
x~*L(x) (vide Teorema de Karamata em Binghamm et al (1987)). Assim, por indugao

sobre n segue do Lema 1.2.
F(x) ~ 2 *[L(x) + - -+ L(z)] = 2 *nL(z) = nz"*L(x).
Logo, F**(x) ~ nF(z), o que implica F € S.
Entao, com os resultados acima, (a) estd demonstrado.
(b) Seja F' € L. ND. Queremos mostrar que F' € S.

Usando o mesmo raciocinio para a obtencao de (1.14) (com v = §) na demonstragao

da Proposigao 1.4. podemos obter, para x > 0

o) 2/5 P& =9 ipiyy + 73 EE)

el

)

N8

F(x) F(x) F(z)
_ : F(3) .=
Entao, como F' € D, temos limsup o) < o0 e como lim F(i) = 0 segue que
T—00 T T—00
_x F(&
lim F(f)_(Z) = 0.



2 2 F(x —
Assim podemos escrever (z) = 2/2 %dﬁﬂ@) + o(1).
0

F(z) ()
F(z — F(2
Agora, para todo 0 <y < z entao (;70 v) < _(2).
. F(z —y)
Como F' € D, segue que existe M > 0 tal que ﬁ.lmé](y) < M para todo =
x
suficientemente grande, V y > 0.
. Fz—vy) B .
Agora, como F € L, lim ﬁ.l[oé}(y) =1, Yy > 0, entao segue do Teorema da
Tr—>00 y
Convergéncia Dominada que L
)
lim — =

concluindo a demonstracao de (b).

(¢) Omitiremos os cdlculos, porém para maiores detalhes o leitor poderd consultar as
referéncias que citaremos a seguir. Para mostrar que D ¢ S Goldie (1978) exibe um
exemplo cujo problema basico consiste no famoso paradoxo de St. Petersburg. Considere
um jogo onde o primeiro jogador (Pedro) lan¢a uma moeda honesta até que o primeiro
tempo termine. Em seguida ele recebe do segundo jogador (Paulo) 2% pedras, onde k
¢ arbitrario. A f.d. obtida pelo jogador no langamento da moeda é dada por F(z) =

Z 27% 2 > 0, mais conhecida por distribuicdo de ‘Peter and Paul’.
{k:2k<z}

F(2% -1
Com esta distribuicao Goldie mostra que ﬁ = 2 e, pela definicao de L, conclui
que F' ¢ L, conseqiéntemente F' ¢ S. Por outro lado, mostra-se também que
F(z
{ _(2) =2Vax2>2,
F(x)

deduzindo que F' € D.

Para mostrar que S ¢ D Goldie (1978), (utilizando resultados de Tegels (1975)),
considera a f.d. F(z) = 1 — e V*, z > 0 para mostrar que F € S e para mostrar que

F ¢ D utiliza-se da prépria definicao.
(d) Como verificamos que S C L, basta mostrar que £ # S. Para isto considere {a,}
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n , . . 1
uma seqiiéncia de nimeros positivos satisfazendo a,, — oo, a, < é(n + 1)!. Defina a

cauda de F' como sendo
1, —co <z <2

m, m+ ) +na, <z<n+2),n=12---

Podemos verificar que F' € £ mas F' ¢ S. Os detalhes dos calculos serdo omitidos e

podem ser encontrados em Embrechts e Goldie (1979), segao 3.

1.4 Relacoes Assintéticas com Distribuicoes Subex-

ponenciais

Nesta secao, estabelecemos algumas propriedades assintéticas envolvendo caudas de
distribuigoes subexponenciais que serao importantes para o desenvolvimento do préximo

capitulo. Para um estudo mais detalhado sobre o assunto, vide Embrechts e Goldie (1980).
Por toda esta segao vamos considerar fungdes de distribuigao sobre [0, +00).

Primeiramente, da Defini¢ao 1.4 e Proposicao 1.3 temos que uma f.d. é subexponencial,

se e soO se,
F x F(x) ~ F(z) + F(z), quando z — oo. (1.19)
Isto equivale a dizer que se X; e X5 sao variaveis aleatérias i.i.d. com f.d. F € § entao
P(X1+ X5 > z) ~ P(max{Xy, X3} > x)quando x — oc. (1.20)

X e X5 sao independentes com f.d. F} e F), respectivamente, entao, usando um raciocinio
andlogo ao utilizado para obter (1.3) e (1.5) (se¢@o 1.2), podemos mostrar que, quando

r — 00,

Fi(2) + Fy(2) ~ Fi(2) + Fy(2) — Fi(2)Fy(z) = P(mar{X,, Xy} > ).
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Assim, neste caso a relagdo (1.20) é equivalente a

Fy x Fy(z) ~ Fy(z) + Fy(x), quando x — oo. (1.21)

Fungoes de distribuicao Fj e Fy que satisfazem a relagao (1.21) também sdo chamadas
distribuigoes max-soma-equivalentes e denota-se I} ~,; F,. Em particular, vemos que

FeSse esése, F~y F.

Uma questao importante sobre o espaco S das fungoes de distribuicao subexponenciais
é se ele é fechado sob convolugoes, ou seja, se Fi, Fy € S temos I x [, € §. Mais ainda,

sob quais condigdes sobre as f.d.’s Fy e F temos a relagao (1.21).

Na proposicao a seguir apresentamos condigoes suficientes para que estas relagoes
sejam satisfeitas. A demonstracdo serd omitida e pode ser encontrada em Cline (1986)

(ou sob condigoes mais restritas em Embrechts e Goldie (1980)).

Proposicao 1.5. Sejam Fy e Fy funcgoes de distribuicio concentradas em [0, +00). Se
FL €S8, F e L eFyr)=0(F(x)), entio Fi * Fy € S e F| ~y Fy, ou seja, (1.21) é

satisfeita.

Em particular, note que, como & C L, entao se Fy, F5 € S temos Fy x F5 € S.

Recentemente, Tang e Tsitsashvili (2003) obtiveram um resultado um pouco mais
forte, que serd demonstrado a seguir. Este resultado foi utilizado pelos autores para
a obtencao de propriedades assintoticas de somas ponderadas aleatoriamente de v.a.’s

subexponenciais e que apresentaremos no capitulo seguinte.

Proposicao 1.6. Sejam X; e Xy duas v.a.’s independentes com distribuicio Fy e Fy,
respectivamente, concentradas em [0,00) . Se Fy € S e Fy € L, onde Fy(z) = O(F,(z)),

entao, para 0 < a <1 fizado, a relagao assintotica

P(X, + Xy > 1) ~ Fy (@) + Fo(2) (1.22)

o8

vale uniformemente para ¢ € [a,1] e a uniformidade € entendida como
P(X1 +cXs > 33')

lim sup |—= = —1/=0. (1.23)
T cgla,l] Fl(x) + FQ(E)
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Demonstrag¢ao: Primeiramente, observe que para A > 0 arbitrario e z > A, temos

[t - [t [

Fi(@) gy AR

oo F4(2)
Fi(z—1)
- /x Fi(z) ()

(1.24)
Agora, como F; € § segue, diretamente da definigao

< Fi(x—t
lim RS (@ )

Jm e =2 (1.25)

Fi(z—t
Como § C L, temos lim L

—= 1 para t # 0, como F; é ndo-crescente segue que
e Ty ()
Fi(z—t
lim inf L >1

T—00 Fl(l')

Assim, pelo Lema de Fatou obtemos

lim inf / i %dﬂ(o > / ! dF (1)

[e.e]

= Fi(A). (1.26)

Por outro lado, podemos escrever

*Fi(x—t 1 >
/ @b p gy =1 — / Fi(z — t)dFy(t)
«  Fifz) Fi(z) Jo
e usando a Formula de integragao por partes para integrais de Rieman-Stieltjes temos
Fi(z—t Fi(0)F, O Fi(x—t
[BeYg - 14 BOAE [ B
x Fl(x) Fl( ) —0 Fl(x)

dF (1)

L R 1) 1) /° Fe 1)

— — dF(t)
Fl(.fL') Fl(l') o0 Fl(.fL')
_F (o)+/0 File =81 )
Fi(x—t Fi(z—t
Mas, para t < 0, lim M =1le L < 1. Entao pelo Teorema da Con-
v—oo Fy(z) Fi(z)
vergéncia Dominada segue
F
T L Gl R
z—00 [ Fl(l')

(1.27)
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Assim, substituindo (1.25), (1.26) e (1.27) em (1.24) obtemos

limsup/ P& =D p) <2— F(A)—1=1— Fy(A),
Tr—>00 A Fl(l’)

e como A > 0 é arbitrario segue que

*Fi(z—t
lim sup lim sup / F@ =050 <. (1.28)
A—oc0 x—00 JA Fl(ZL‘)
Fi(A) — Fi(0
Logo de (1.28) e como Alim 1 F) (0)1( ) = 1, dado ¢ > 0 fixado arbitrariamente
o \

podemos escolher A; > 0 suficientemente grande tal que

Fi(4) — F1(0) > (1 —&)F,(0) (1.29)
e simultaneamente,
/:D Fi(x —t)dF(t) < eFi(x). (1.30)

Agora, considerando este A; > 0 convenientemente escolhido acima, podemos escrever

[e.e]

_ /Ofg(x_t)dFl(t) +/Al FQ(x;t)dFl(t)

0o C

+ / Fo (XY arm () + /OO (= YYar (1)

A; c
= Ji+h+J3+ J4 (1.31)

Vamos estimar cada uma das integrais que aparecem como parcelas da soma anterior.

Por hipoétese, seja 0 < a < 1 fixo.

(i) Comecemos com J;. Primeiramente, como F, € L, entdo para todo t < 0

Fy(x —ta™! Fy(x —ta™!
lim M =1 e como F, é ndo-crescente M

r—oo Fy(x) Fy(x)

Logo, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, obtendo

<1,parat<0,Vz€R.
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o F _ -1 0 A g1
im [ 2Bt e = / im 2280 ey R (0),
z—00 J_ o F2 (3;) g TT00 F2 (x)

Assim, dado € > 0 fixado acima, existe Ay > 0 tal que V x > Ay e ¢ € [a, 1], temos

I o= /O E(f—%) dF (1)

o c

- [ R an
- () [ Omen o
> E(%)u — )R (0).

Por outro lado, para ¢ < 0 temos
0

J1:/0 F2<x;t)dF1(t)g/ FQ<%>dF1(t):F2<%>F1(O).

—00 —00

Logo, para todo x > As, vale as desigualdades abaixo:

(1-@@(%)5(0) < J < fz<%>F1(O). (1.32)

(ii) Para limitar .J, observe que por (1.29) segue que

Jo = /OAl E(x . t)dFl(t)

T (%) /0 N an (1)

_ E(%) [F1(A)) — F(0)]

v

> (1- g)E(f)E(O). (1.33)



Por outro lado, para todo ¢ € [a, 1] temos

VAN
o\
&

&
A~
| &8

|
&
~—

QL

N

< 2 [
_ E(% — %)E(O). (1.34)

a F F
Mas, como por hipdtese Fy(x) = O(F(x)), ou seja, limsup ’FQ(l'i
Tr—>00 1 X

’g]\/[,com0<

M < oo, entao

. oy [2E = )12 = )T (2)
limsup —=——<"= = limsup [_ A — = m]
700 F2<—> r—oo LFW(T—22) Fu(D) Fa(D)
c
— A
r(2- 4
< lim & a
c

Agora, temos Fy € § entao pela Proposigao 1.2, temos lim —————<5+ =

c
— [T A2
(=) R |
Como ——=——<"= > 1, segue que F2<— — —) ~ F2<—>. Logo existe A3 > 0 tal que
F2<—) c a c
c
para xr > Az

Fa(2-2) <1+ om (D)

c a

e voltando em (1.34) temos para todo x > As e ¢ € [a, 1]

Jo < (1+ 5)F2(%)F1(0). (1.35)
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Logo, de (1.33) e (1.35) concluimos que, para = > max{As, A3}

(1- 5)F2<%>F1(0) <, <(1 +5)F2(%>F1(0)- (1.36)

_ . 7
(iii) Agora para limitar J3, como Fs(z) = O(F1(x)), seja D = sup _Q(x) < 0.
x>0 F1 (l’)

Logo, ¥V > A; e ¢ € [a, 1], temos

0<Jy — /xﬂ(g” “Yar)

< /A Fo—y e =R

Aq

Assim, de (1.30) segue que

Portanto, 0 < J; < DeF(z). (1.37)

(iv) Para limitar J; primeiramente observe que

Jy = /OO E(x . t)dFl(t) < /OO dF(t) = Fi(2).

T

Por outro lado, utilizando a Férmula de Integracao por Partes para integrais de Rie-

mann Stieltjes, obtemos

Jy = 1—/OOF2(x;t>dF1(t)

= Fy0)F(x)+ /0 Fi(z — ct)dFy(t)

> Fo(0)Fy(2) + / : Fi(z — t)dF(t).

Fl (l’ — t)

Como fizemos anteriormente para provar (1.32), temos para t < 0, que Fi() <le
1\
. F1 (x - t) . N .
lim Fi() =1, pois F} € § C L. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
T—00 1(x
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segue que

lim <F2(0)F1(x)+ / 0 Fl(x—t)ng(t)) = T(0) + / "l me)d%@

T—00 N —o0 T Fl(x)

- E(0)+/0 dFy(t) = 0,

Deste modo, existe um Az > 0, suficientemente grande, tal que parax > As e ¢ € [a, 1]
0< J, < Fi(x). (1.38)

Finalmente, seja M = max{As, A3, Ay, A5}, entdo para Vx> B e ¢ € [a, 1], substituindo
(1.32), (1.36), (1.37) e (1.38) em (1.31), obtemos:

P(Xi+cXo>a) > (1- &—)FQ(%)R(O) T(1- &—)FQ(%)E(O) +(1—e)Fi(2)

— (1—¢)F, (f) 1 —F,(0)] + (1—2)F, (f)E(O) +(1—e)Fi(e)

C

= (1-¢) <F1(:c) +F2(5>>

P(X, +cXo > 1) < F2<%>F1(O) T+ g)E(f)E(m +eDFy(2) + Fa()

C

X

= (1+ De)F;(x) + F2< )(1 + F1(0)) + (1 + 6)F2<£>F1(0)

C

c
Como ¢ é arbitrario, combinando as desigualdades acima e fazendo ¢ — 0, obtemos
P(X1 +cXy > ) ~ Fi(x) +F2<%>,
como queriamos demonstrar.
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A seguir apresentaremos dois resultados que sao conseqiiéncias direta da proposicao
anterior.

Corolario 1.1. Sejam X; e X5 v.a.’s independentes distribuidas por Fy € S e Fy, € L,

respectivamente. Para 0 < a < b < oo fizados, se Fg(%) = O(F1(x)) entdo a relagdo

P(Xi+cXy>x) ~ Fl(x) +F2(E)

1.39
c (1.39)
¢ valida uniformemente para c € |a, b].

Demonstracao: Sejam 0 < a < b < oo fixos. Basta considerarmos

xXp=
c
d gx
z 7
Neste caso teremos Fy(x') = O(Fj(z')), on

de F| é afd. de Xy e P(X| 4 Xy > x)
P(X{+ Xy > ).

Assim, da Proposicao 1.6 segue que

_ _ X b
P(X|+ Xy > ') ~ Fi(7) +F2(%) = P(3> %) +P(Xy > % )

= P(X1 >.I')+P(X2 > E),
c
uniformemente para ¢ € [g, 1].

Portanto, (1.39) vale uniformemente para ¢ € [a, b].

No préximo resultado, assume-se que as funcgoes de distribuicao F; e F, possuem
caudas assintoticamente equivalentes a cauda de uma distribuicao subexponencial e como

conseqiiéncia da Proposicao 1.6 obtém-se a relagao do Corolario anterior.
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Corolario 1.2. Sejam X; e X5 v.a.’s independentes distribuidas por Fy e F;, respectiva-

mente. Se existir uma f.d. F € S tal que Fi(z) ~ ;F(x), para algum l; > 0, i = 1,2.

Entao, para 0 < a < b < o0 fizados a relagio (1.39) é vdlida uniformemente para c € [a, b].
Fi(x)

Demonstragdo: Por hipétese, F € S e Fyi(z) ~ [;F(z), ou seja lim T =1; €
T—00 T

(0,00). Entao, pela Proposicao 1.4, podemos garantir que F; € S C L, para i = 1, 2.

Além disso, segue imediatamente que Fo(x) = O(Fy(x)).

(i) Se b < 1, pela Proposicao 1.6 temos que P(X; + cXy > 1) ~ Fi(x) + FQ(E),
c
uniformemente para ¢ € [a, 1] e o resultado estd demonstrado.
(ii) Suponha agora que a <1 < b.
Queremos mostrar que
P(X Xy >
lim sup X +eXp>o) 1’ = 0. (1.40)

r— cefap) | F1(z) + Fa(%)
Mas,

su
c€la,b

P(X; + Xy > x) 1
}’ Fi(z)+ Fo(%) ’

P(X1+CX2>.I') - ‘

< | sw + sup || Fi(z) + Fa(2)

c€la,1]  ce(1,b]

= Kl +K2

Por (1.23) da Proposigao 1.6, segue que dado ¢ > 0 e z > 0, suficientemente grande,

obtemos K; < e.

. A SV
Por outro lado, se considerarmos ¢ = — e x = — entao podemos escrever
c c

)P(X1+§X2 > 2 _1‘

Ky, = sup ==
cetny ! Fi(5) + Fao(2)
P(EX,+ Xy > 1)
= sup = = ’
cetyy ! Fi(5) + Fa(a')
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Logo, aplicando novamente a Proposi¢ao 1.6, obtemos para z’ > 0, suficientemente
x .
grande, Ky < e. Como 2/ = —, temos o mesmo resultado para x > 0 suficientemente
c

grande.

Assim, para x > 0 suficientemente grande obtemos

P(X1 +cXy > 33')
sup

— —— — 1] < 2¢,
celad)  F1(x)F2(%)

para € > 0 arbitrario. Portanto, segue (1.39).
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Capitulo 2

Relacoes Assintéticas de Somas

Ponderadas Aleatoriamente

2.1 Introducao

A modelagem de muitos problemas praticos e tedricos em varios campos de estudo
baseia-se em somas ponderadas de variaveis aleatérias. Especificamente, considere uma
sequéncia de varidveis aleatérias {X;, 1 < k < n} independentes e identicamente dis-
tribuidas e a cada varidvel X}, associe uma varidvel aleatéria positiva {0, 1 < k < n}
onde as sequéncias { Xy, 1 <k <n} e {0, 1 <k <n} sao independentes uma da outra.

Estamos interessados nas propriedades das somas parciais

Sh=>_ 0 Xy (2.1)
k=1

Existe uma ampla literatura dedicada ao estudo de propriedades relacionadas a este
tipo de somas, em especial, o comportamento limite de S’ bem como da sequéncia
normalizada, quando m — oo tem sido sistematicamente investigado por um grande
nimero de autores, dentre eles citamos Taylor et al (1984), Rosalsky e Sreehari (1998) e

Hu et al (2001).
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Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos por Tang e Tsitsiashvili (2003) sobre
o comportamento assintético da cauda das somas S?, m = 1,--- ,n e de seus respectivos

mMaximos
M? = maz{S°, 1 <m <n}, (2.2)

sob a hipétese das varidveis { Xy, 1 < k < n} terem distribuigdo comum subexponencial.
Como citamos anteriormente, distribuicoes de cauda pesada, como as subexponenciais,

sao de grande interesse na modelagem de problemas aplicados as mais diferentes areas.

Assim, na Secao 2.2 apresentamos alguns resultados auxiliares envolvendo somas e

maximos de variaveis aleatorias ponderadas.
O resultado principal é apresentado na Secao 2.3 e estabelece as relagoes assintoticas

P(M? > z) ~ P(S? > x) ~ ZP(Qka > ), quando z — 00, (2.3)
k=1

assumindo que as variaveis X, tém distribuicao subexponencial e os pesos aleatérios
{0k, 1 < k < n} satisfazem P(a < 6 < b) =1, para alguns 0 < a < b < 00, V k =

1,---,n. Além disso, alguns casos especiais da relagao (2.3) também sao apresentados.

Para finalizar, apresentamos na Segao 2.3 uma aplicagao de (2.3) para a obtengao de
uma aproximacao da probabilidade de ruina, num horizonte finito, para um modelo de

risco a tempo discreto.

2.2 Resultados Auxiliares

Os resultados apresentados nesta se¢ao nos auxiliarao para a obtengao das proprieda-
des assintoticas de caudas de somas ponderadas aleatoriamente apresentadas na préxima

secao.
Usamos com freqiiéncia alguns tipos de limitagoes que listamos na seguinte defini¢ao.
Defini¢ao 2.1. Dada a seqiiéncia de v.a.’s © = {0, 1 < k < n} dizemos que
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(i) © ¢é limitada do tipo I se P(a <0 <b) =1, para 0 < a <b < oo;
(i1) © ¢é limitada do tipo II se P(0 < 6, <b) =1, para 0 < b < oo;
(111) © € limitada do tipo III se P(a < 0 < 00) =1, para 0 < a < 00;

onde 1 <k <n.

O primeiro resultado é um caso mais geral da Proposigao 1.6 visto no capitulo anterior
e estabelece, basicamente que a cauda de somas de v.a.’s subexponenciais ponderadas por
constantes ¢ assintoticamente igual a soma das caudas de cada distribuicao das v.a.’s

ponderadas.

Proposicao 2.1. Sejam Xi, 1 <k <n v.a.’s i.i.d. com funcao de distribuicao comum

F € S. Entao, para 0 < a < b < oo fixrados temos

P(Yaxi>a)~ 37 (7) 2.0

k=1
uniformemente para c, € |a,b]"”, onde ¢, = (c1,- -+, cn).
Demonstracao: A demonstracao da proposicao sera feita por inducao.
(i) para n = 1 o resultado segue imediatamente, pois ¢; > 0 e
x —/x
P(eX) > z) = P(X1 > —) - F(—)
C1 C1

(ii) Suponha que (2.4) é verdadeira para algum inteiro n = m > 0.

(iii) Vamos mostrar que

m+1 m+1
Ck
k=1 k=1

uniformemente para c¢,,; € [a, b]™ .

Sem perda de generalidade, podemos assumir ¢, ;1 = 1. Caso contrario basta consi-
Ck

’ X
JA1<k<mexz = . Neste caso, como ¢ € [a,b], k=1,--- m+1,
Cm+1 Cm+1

/
derar ¢, =
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entdao 0 < — < ¢, < — < oo para todo 1 < k < m e a relagdo (2.5) torna-se

b
a

Sal RS

m m ’
P X+ X > 0') ~ D P(X> Z) 4 P(Xnia > @),
k=1 k=1 k

Assim, nosso trabalho se resume em provar a seguinte relacao assintética:

P<Zm:cka X1 > @) ~ if(i) +F(). (2.6)

k=1 —1 Ok
Como, chXk e X,,11 sao independentes, entao
k=1
P(chXk 4 X1 > x) _ / P(chXk >a— t)dF(t). (2.7)
k=1 o k=1

Mas, pela hipétese de inducao, temos

P<iCka>l'—t>Nif< )IiP<Cka>l'—t>
k=1 k=1 k=1

Ou seja, dado € > 0 existe uma constante B; > 0 tal que

P(iCka >{L‘—t>

k=1

rx—t
Ck

<l+e¢ (2.8)

uniformemente para c¢,, € [a,b]™ e x > By.

Agora para B; > 0, suficientemente grande, escolhido acima por (2.7), podemos es-

crever

P(Zm:cka—i—XmH>x> - /x_BlP(Zm:cka>x—t>dF(t)+

k=1 > k=1

+ /Oo P(icka > x—t)dF(t)

—Br k=1
= L1 -+ L2.
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Primeiramente vamos analisar L.

Por (2.8) temos

r—B1 m
L, = / P(chXk>x—t>dF(t)
k=1

—0o0

IN

(1+e) / o fj P(ciXy > o — t)dF (1)

k=1

— (1—1—5)%/_36BlP(ckX/,:r >z —t)dF(t)

Agora, pela independéncia das varidveis { X} segue

NE

Ly < (1+¢) P(ckX/,:r + X1 > o, X < — Bl)

i

1

NE

= (1+¢e))y PlaXi+ Xmp1 > 2, X <)

B
Il

1

= (1+4¢)

NE

<P(ckX,j + Xpsr > 2) — P(uX] + Xngs > 7, Xong1 > :c))

B
Il
—

NE

— (1+¢) <P(clej b X1 > @) — P(Xppn > x))

T
I

NE

= (1+¢)Y PlaXf+ X1 >12)— (14+e)mF(z). (2.9)

B
Il
—

Por outro lado, analogamente, por simetria, segue de (2.8) e da independéncia das
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varidveis { X} que

I > (1—¢) /zBl fj P(cxXp > @ — £)dF (1)
ke

1

= (1-2)> PlaX{ + Xp > 2, Xp <z — By)

> (1-2)Y  [P(aXf + X1 > 2) = P(Xpiy > 7 — By)]

k=1
= (1-2)> PlaX{ + Xp1 > ) — (1 —e)mF(z — By). (2.10)
k=1
Agora, para x > 0, temos F(z) = P(q.X;" > 1) = P Xy > x) = F(£> Assim,
Ck

Fi(z) ~ F(x).
Como F € S e Fi(x) ~ F(z), aplicando o Coroldrio 1.2, com X; = X,,, e Xy = cx Xy,

obtemos
lim P(ikX,j + Xppi1 > ) —1,
z—o0 Py X, > x) + P(Xpq1 > 1)

uniformemente em ¢, € [a, b].

F(zx—B
Além disso, como F' € § C L entao lim M =

Logo, existe B, > 0, suficientemente grande, tal que

(1—¢) m(j—k) +F(@)] < PlaX; + Xpa > 1) <

< (1+¢) [F(j—k) +F(x)], (2.11)
(1—e)F(x) < F(x— By) < (1+¢)F(x) (2.12)

uniformemente para ¢, € [a,b]™ e x > Bs.

Tomando = > max{B;, By} e substituindo (2.11) em (?7), obtemos

Li>(1—¢)? if(%) ~ (e — )mF(z) (2.13)

k=1
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e substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10) segue

> 1—52§;F( ) (e — e )ymF(x). (2.14)

Agora, vamos analisar Ls. Por um lado temos

L, = / chXk>x—t)dF()

/z OOB dF(t)

= F(z - B)

IN

Por (2.12), segue que para x > By

Ly < (1+¢)F(x). (2.15)
Por outro lado, como X > min{Xy,0} <0ec € [a,b], k=1,---,m temos
Ly > / P(b> min{X;,0} >z — t)dF(t) (2.16)
=B k=1

Agora, podemos escolher C' > 0 suficientemente grande tal que

P<imin{Xk,0} > —C) > (1-¢). (2.17)
k=1

Como F € S C L, dado € > 0, existe By > 0, de tal forma que para todo x > Bs
Flx+C)>(1—¢)F(x). (2.18)

Logo, para C' > 0 e Bs > 0, ambos escolhidos acima, segue de (2.16), (2.17) e (2.18) que
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para x > B3

Ly > /OO P(bzm:mm{Xk,O}>x—t>dF(t)

+C k=1

> /OO P(bzmjmm{xk,()} > —C)dF(t)

k=1

= P(bimm{Xk,O} > —C>F(IE+C)

k=1

> (1-¢)?F(a), (2.19)

uniformemente para c,, € [a, b]™.

Entao, tomando x > max{Bs, B4}, obtemos, por (2.15) e (2.19),
(1—e)?F(x) < Ly < (14 ¢)F(x), (2.20)
uniformemente para ¢, € [a, b]™.

Para concluir, seja B = maz{Bs, B3, B4}, entdo combinando (2.13), (2.14) e (2.20)

com (2.7), segue que

P(ickxk + X >2) = (1- s)2§:F<—) — (e —)mF(@) + (1 - ) F(x)

k=1 k=1

P(fj o Xp + X1 > x) < (1-e)? if(f) 4 (e + eymF(z) + (1 + ) F(2)

k=1 =1 K
— (1—5)QZF<£> - [m5+m52—|—5—1—1 F(x),
=1 Gk

valendo uniformemente para ¢, € [a,b]™ e x > B. Como tomamos ¢ > 0 arbitrério,

podemos concluir que

P(icka b Xyt > x) ~ ZF(:—I) + F(x).

m
k=1 k=1

42



O segundo resultado abaixo apresenta uma propriedade assintética da cauda da dis-

tribuicao do maximo de varidveis aleatérias ponderadas aleatoriamente.

Proposicao 2.2. Sejam Xj,1 < k < n v.a.’s independentes com P(X; > x) > 0 para
todox >0el < k<nebyl<k<noutras n v.a.’s que sao limitadas do tipo I e

independentes de {X,1 < k <n}. Entao,

P< max 0, X, > :L‘) ~ PO Xy > x).

1<k<n

P< max 0, X; > x)

Demonstracao: Queremos mostrar que lim nlgkgn =1.
k=1
Temos para cada x > 0,
P<1I£I?§Xn0ka > ZL‘) = P(H(Qka > x)) (2.21)
Entao, por um lado, é claro que
P<1r£1]?<x 0, X, > :c) < S PO.X, > 2). (2.22)
== k=1

Por outro lado, considere a desigualdade de Bonferroni para n eventos quaisquer

A17A27"' 7An

P<0Ak> > iP(Ak)— Y P(ANA).

k=1 1<k#£l<n

Entao, aplicando esta desigualdade em (2.21) segue, para cada x > 0, que

P< max 0, X > l‘) > ZP(Gka > .’L’) — Z P(Hka > x,@le > l‘)
k=1

1<k<n
1<k#£l<n
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Mas, por hipétese 0,1 < k < n sao limitadas do tipo /1, entao existe 0 < b < oo tal que,
para 0 < 6 < b com probabilidade um, segue que

P< max 0. X > :1:) > anp(ekxk >z)— Y P:Xy>z,bX, > )

1<k
k=1 1<k#£I<n

_ 1<k#£I<n

n

POLXy > 2)(1— > P(bX) > ).
1=1,1#k

AV
M-

Mas, Z P(bX;, > ) — 0 quando & — o0, entao dado € > 0, existe zo > 0 tal
1=1,1#k
que V x > x,

n

1<k<n
k=1

Portanto de (2.22) e (2.23) segue o resultado.

2.3 Comportamento Caudal Assintético de Somas Pon-

deradas de v.a.’s

Seja { Xk, 1 < k < n} uma seqiiéncia de v.a.’s i.i.d. com funcao de distribuicdo comum
F e assuma que a cada variavel X esta associada uma variavel aleatéria positiva 6y,
k=1,---,n, onde as seqiiéncias {X, 1 < k < n}e {0, 1 <k < n} sdo mutuamente
independentes. Considere as somas parciais S? , m = 1,--- ,n e seus respectivos maximos

MY¢ definidos em (2.1) e (2.2) respectivamente.

Utilizando os resultados preliminares obtidos nas Proposigoes 2.1 e 2.2 demonstraremos

a seguir as relagoes assintéticas envolvendo a cauda das somas ponderadas SY, e a cauda do
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méaximo M. Em especial, estabelecemos que a relacao de definicao de varidveis aleatérias

subexponenciais é mantida na situacao em que as variaveis sao ponderadas aleatoriamente.

Teorema 2.1. Se F € S e as varidveis {0, 1 < k < n} sao limitadas do tipo I, entdo

P(M® > z) ~ P(8° > 1) ~ P< max 6, X; > x) ~ 3" P(0LX > w). (2.24)
k=1

1<k<n

Demonstracao: Note que, limitacao do tipo I implica em limitagao do tipo I1, entao

a relagao P(1I£1ka<x 0. X > x) ~ ZP(@ka > x) é imediata da Proposi¢ao 2.2. Assim,
= k=1

basta mostrar

n

P(S) > x) ~ ) P(6,Xy > ) (2.25)
k=1
[§
P(M’ > )~ PO.X; > ). (2.26)
k=1

Para mostrar (2.25), como as varidveis {6y, 1 < k < n} sao limitadas do tipo I e sao

independentes de { X}, 1 <k < n} segue que

P(Sﬁ >x) = / P<chXk > x}@l =i, 0, = Cn>dGe(C1,~- . Cn)
[a.b]" k=1

n

= /[mb]n P<ZCka > l‘)dGa(Cl,' o ,Cn)

k=1

onde Gy(cy, -+ ,¢,) é a fungao de distribuicao conjunta de 6y, -+ ,6,,.

Agora, como P<chXk > x) <1,Vk=1,---,n e pela Proposicao 2.1,
k=1

P<chXk > x) ~ ZF(;) uniformemente para ¢, = (¢1,- -+, ¢,) € [a,b]", segue do
ke
k=1 k=1

Teorema da Convergéncia Dominada que dado € > 0, existe xg > 0 tal que para z > x

3 F(i)ng(cl, cee )

Ck

(1—5)/[ | i?(f)dag(cl,...,cn) < P(S°>1) < (1+5)/
ab]™ =1

Ck [a,b]" k=1
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ou seja, para T > Ty

(1—¢)) POXr>z)<P(S’>2)<(1+)Y PO.Xy> )
k=1 k=1

e (2.25) estd provada.
Por outro lado, como X, < X;" e as v.a.’s {0, 1 < k < n} sdo ndo negativas, segue

que

1<m<n

m
M? < max Z@kX;
n=1

e como S < MY segue

SE< M <Ny 0 X[ (2.27)

Imediatamente da desigualdade acima, temos

P(S° > 1) < P(M > ) < P(iekX,j > :c) (2.28)

k=1

Note, que de maneira andloga a prova de (2.25), podemos mostrar que quando x — oo

PO 0. X >x) ~ > PORXS >x) =) P(:X; > ).
k=1

k=1 k=1

Portanto, (2.26) segue de (2.25) e (2.28).

Alguns casos especiais do Teorema 2.1 sao apresentados a seguir.

Corolario 2.1. Se F € LND e {0, 1 <k <n} élimitada do tipo I1, entdo o resultado

do Teorema 2.1. ainda vale.
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Demonstracao: A relacao

1<k<n
k=1

segue imediatamente da Proposicao 2.2.

Como {6, 1 < k < n} é limitada do tipo I existe b € R com 0 < b < 0o, tal que
P(0 < 6 <b) =1. Podemos entao escolher o, € (0,b] tal que para qualquer 0 < § < dy,
temos P(0y >0) >0,Vk=1---,n

Seja entao 0 < § < dy arbitrariamente fixo, entao podemos escrever:

P(SY > 1) = P(Sg >, J(0 <6, < 5)) +P<S§ >, Jo <o < b))
k=1 k=1

= L(5) + L(5). (2.30)

Mas, como as v.a.’s 6, sao nao-negativas e X < X,j entao

L) = P[i@ka > 1, O(o <6 < 5)} < P[iQkX,j >z, O(o <6 < 5)]
k=1 k=1 k=1 k=1

[ZbX+>xUO<9k<5] (ZbX+>x> U(O<‘9k<5)’

k=1 k=1

onde a tltima igualdade segue da independéncia das varidveis { X} e {0}

Para ¢, = b, segue da Proposicao 2.1

. nF(3)
lim sup

r—o0  F(x) ' <

Dai, obtemos

lim sup o) < MP( O(O <O < 5))
e k=1

Como 0 < § < Jg € arbitrario, segue que

11(9)

lim limsup =—— = 0. (2.31)

0—0 z— 00 (l’)
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Por outro lado, pelo Teorema 1.1 LND C §. Logo, imediatamente do Teorema 2.1, segue

L(5) ~ ip(ekxk > 1, ﬁ((s <0, < b))
k=1 k=1

k=1 k=1

P(0,X, > ) — I(9). (2.32)

I
NE

k=1

De maneira analoga ao que fizemos para [;, podemos obter

I
lim lim sup L0 (2.33)
00 700 F(ZL‘)

Assim, como I3(d) > 0, segue

lgﬂ[)llimsup — £10) =1. (2.34)
S P(@ka > l‘)
k=1
Portanto de (2.30), (2.31) e (2.34) obtemos
P(S) > x) ~ ) P(0LXy > ). (2.35)

k=1
Finalmente, da relagao (2.31) e (2.35) segue que
P(M] > z) ~ ) P(0: Xy > 1),

k=1

concluindo a demonstragao do corolario.

Seja X uma v.a. com funcao de distribuicao F' € D. Vamos definir as seguintes

fungoes auxiliares

fe(y) = lim zEfm Ff(zcy)) e  f*(y) =lm sup %, para y > 0. (2.36)
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Seja 0 outra v.a. independente de X, satisfazendo

P0O<60<b)=1,para0<b < oo.

E possivel mostrar (vide Cline e Samorodnitsky (1994)) que

0 < B0 <lim inf DUX>T) oy gy POX >0

s P(X > 2) S P s E[f*(671)] < 00(2.37)

Esta equagao nos auxiliara na demonstracao dos préximos resultados que sao conseqiiéncias

do Teorema 2.1.

Corolario 2.2. Suponha que as varidveis {0, 1 < k < n} sdo limitadas do tipo I1.
(i) Se F € LND, entio

n

F(a) Z Ef.(6;)ZP(M! > 2) ~ P(S! > 2)ZF(2) Y Ef*(6; ). (2.38)

(i) Se F' € R, ou seja, F € R_,, para 0 < a < 00, entdo

P(M? > x) ~ P(S? > 2) ~ F(x) iE@,‘j (2.39)

Demonstragao: (i) Como F € LND e {b, 1 <k < n} sdo limitadas do tipo I1,

pelo Corolério 2.1, temos

P(M? > z) ~ P(S? > ). (2.40)

n

Por outro lado, por (2.37) temos

lim inf —=—, >1e limsup —=— <1 (2.41)
F(a) > E(f.00,)) T F@) Y E(6:Y)

k=1 k=1
Entao, para ¢ > 0 e x suficientemente grande segue

n

F(a) Y B(f(6, )L =) <Y PO:Xe > ) < F(a) ) B(f"(6,")(L +e). (2.42)

— k=1
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Portanto, por (2.42) obtemos (2.38).

(ii) Agora F € R, entdo F € R_,, para algum «, ou seja,

. F(%) . P(Op Xy > )
lim — = lim ———=
T—>00 F(l’) z—00 P(Xk > lL‘)

— £62.

Logo, Y  P(6xXy > x) ~ F(x) > Ebf.
k=1 k=1

Assim, como, pelo Teorema 1.1, R C LN D, (2.39) segue do Corolédrio 2.1.

Para finalizar, consideremos o caso de variagao rapida.

Para isto, denote por 6 o ponto extremo superior da v.a. #, ou seja,

0 =sup{y: P( <y) <1} < oo.

Temos entao a seguinte conseqiiéncia do Teorema 2.1.

Corolario 2.3. Suponha que F € SNR_o e que {Og, 1 < k < n} é uma seqiéncia de

v.a.’s limitadas do tipo I. Se P(0x = 0;) = pr > 0, para 1 < k < n, entdo temos
n o e n
P(M’ > z) ~ P(S° > 2) ~ Zka(g—> ~ F(;) > el s,
k=1 k k=1
onde 6 = maz{0, : 1 < k < n}.

Demonstragao: Como F € S e {0, 1 < k < n} é limitada do tipo I, do Teorema

2.1 segue que

P(M? > z) ~ P(S? > z) ~ iP(Gka > ). (2.43)

k=1
Mas, como por hipétese P(6y = 0) = pr, > 0 e {X;} e {0} sdo independentes podemos

escrever

Pode=a_ [ "6 i6iy) +
(Ovak) >

F(Z) F(2)
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onde Gy, é a f.d. de 6. Note que Gi(y) =1,V y > 0;.

Assim, como F' € R_,, temos por (1.9) que para todo 0 < y < 8y,

F(z F(z)
lim _(i) = lim _kay =
rTee F(a) rTee F(a)

e como 7<£> < F(%), YV 0 <y < 0y, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada
k

Yy
que
].lm # — pk
rTee F(@)
Logo,
P(0,X; > 1) ~ Zp,f(i). (2.44)
k=1 k=1 O

Por outro lado, podemos escrever
"z " _/x
I (j) > nF <g—)f<ek<é>
k=1 k _ 1y k=L k .
sz n o n
F(?) Zpkf(gkzg) F(é\_) Zpk](gkzg)
k=1 k™ k=1

(2.45)

F(i)

Mas, novamente, como F € R_., para todo k, tal que 0, < 5, segue lim ﬁ = 0.
0

Logo, de (2.45) obtemos

ipﬁ(%) ~ f(%) Zn:pkl(gzg). (2.46)
k=1

Portanto, de (2.43), (2.44) e (2.46) o corolario estda demonstrado.

2.4 Uma Aplicagao a Teoria da Ruina

Considere a movimentacgao financeira de uma empresa seguradora em sucessivos periodos

de tempon=1,2,---
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Sejam W, e Z, as quantias totais de prémios recebidos e indenizagoes pagas, res-
pectivamente, pela empresa durante o n-ésimo periodo considerado. Suponha que as
indenizagoes sao pagas no final de cada periodo n e os prémios sao recebidos no inicio de

cada periodo.

Suponha que a empresa, em cada periodo de tempo, investe seu capital corrente em
uma certa aplicagao financeira. Denote por £, o coeficiente estocastico relativo ao re-
torno do investimento realizado no periodo (n — 1,n), que serd denominado coeficiente de

inflagdo. Assume-se que P(§, >0)=1, Vn > 1.

Assumiremos que os pares (W, Z,), n > 1 sdo i.i.d. e que as seqiiéncias {&,,n > 1}

e {(Whp, Z,),n > 1} sdo mutuamente independentes.

O valor do capital da empresa no final do periodo n sera denotado por R,. Assumindo
que a empresa possui um capital inicial x > 0, entao a reserva de capital de risco da

companhia de seguros ao final do periodo n satisfaz a seguinte equacgao recursiva

R() = T
R, = &LRua+W,—2,), n=1,2,---

(2.47)

Em particular, para &, =1, ¥ n > 1, o modelo (2.47) é o conhecido modelo de risco de
renovagao ou modelo de Sparre-Andersen a tempo discreto (vide por exemplo, Asmussen

(2000)).

O problema principal da teoria da ruina, consiste em obter estimativas para a pro-
babilidade da ruina da empresa, ou seja, a probabilidade de que o capital da seguradora

torna-se negativo em algum instante de tempo.

Assim, para o modelo de risco (2.47) definimos a probabilidade de ruina horizonte

finito n > 1 por

U(z,n) = P( min R, <0|Ry=x), (2.48)

0<m<n

ou seja, a probabilidade de que a ruina ocorra em algum dentre os n primeiros periodos
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de tempo.

A probabilidade da ruina num horizonte infinito é definida por

U(z) =P(minR, <0 | Ry =z).

m>0

Note que, ¥(z,n) < V(r,n+1),Vn>1le lim ¥(zx,n)= V().

n—:aoQ

O modelo (2.47) tem sido estudado por muitos autores. Sob a hipétese que {&,,n > 1}
¢ uma seqiiéncia de v.a.’s i.i.d, Nyrkinen (1999 e 2001) e Tang e Tsitsiashvili (2003), por
exemplo, investigaram o comportamento assintético das probabilidades da ruina num
horizonte finito e infinito. J& Cai (2002) considerou o caso em que {,,n > 1} apresenta
uma estrutura autoregressiva e estabeleceu limites exponenciais (tipo Lundberg) para a
probabilidade de ruina num horizonte finito, na presenca de distribuicoes de indenizagoes
de cauda leve. Resultados semelhantes foram recentemente obtidos por Cai e Dickson

(2004) sob a hipétese que {&,,n > 1} é uma cadeia de Markov.

Nesta segao, apresentamos os resultados obtidos por Tang e Tsitsiashvili (2003) que
obtiveram estimativas para a probabilidade da ruina num horizonte finito, sob uma es-
trutura de dependéncia arbitraria da seqiiéncia {,,n > 1}, como uma aplicagdo dos

resultados apresentados na secao anterior.

Para isto, denote X,, = Z,, — W,,, n > 1, que sob as hipdteses anteriores, sao v.a.’s
i.i.d e seja F sua distribuigdo comum. Assim, desenvolvendo a equagao recursiva (2.47)
obtemos

ROIJZ', Rn:ROﬁgz_iXk ﬁ &, 77,:1,2,"' (249)
1=1 k=1

i=k+1

-1

—+, n > 1 como sendo o fator de desconto do periodo n—1

Agora, considerando Y,, =

a n entao os valores descontados de R,, sao dados por

R():l'
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e paran > 1,

n k
= - X][& (2.50)
k=1 =1

Assim, como R, <0 se, e s6 se, R, <0, entdao de (2.50) obtemos

V(z,n) = P( min §m<0‘§0:x)

0<m<n

= P(R,, <0, para algum m = 0,1, - - - ,n’féo:gg)

m k
— P(ZX"CHYi > z, para algum m =0,1,--- >n}§o=x).

k=1 i=1

Logo,

1<m<n

U(z,n) = P( max Zm:XkHYZ- > ). (2.51)

k
Observe que, considerando 6, = HYZ" 1 < k < n, entao a probabilidade da ruina

=1
acima reduz-se a cauda da distribuicao do maximo de somas ponderadas aleatoriamente,

ou seja,

Portanto, como uma aplicacao direta do Teorema 2.1 e corolarios, podemos obter as

seguintes aproximagoes para ¥(x,n), quando o capital inicial x tende ao infinito.

Corolario 2.4. Considere o modelo de risco descrito em (2.47) e n > 1.

(a) Se F €S e {&,1 <k <n} élimitada do tipo I, entdo
n k
U(z,n) ~ Y PXJ[Yi> ). (2.52)
k=1 i=1
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(b) Se F € R_, para algum 0 < a < 00 e {&, 1 < k < n} € limitada do tipo II1,

entao

U(z,n) ~ F(x)ZEHYf‘. (2.53)

(c) Se F € SNR_o, {&,1 < k < n} € limitada do tipo I e P(©, = Oy) = pp > 0

para 1 < k < n, entao
T n
U(z,n) ~ F(g) > el 6 (2.54)
k=1

onde O, = sup{y : P(© < y) <1} < 00 ¢ © = max{Oy, 1 <k < n}.

Demonstragdo: Basta observar que se {&, 1 < k < n} sado limitadas do tipo
I/11 entdo as varidveis O, k = 1,--- ,n sao limitadas do tipo I/II entao as varidveis

Or; k={1,---,n} sao limitadas do tipo I/I1.

Assim, (a) segue imediatamente do Teorema 2.1, (b) segue do Coroldrio 2.2 e (c) é

conseqiiéncia do Corolario 2.3.

Note que, por (2.53) temos que a probabilidade da ruina num horizonte finito é as-
sintoticamente determinada pela distribuicao F', quando esta possui cauda regularmente

variante.

Em particular, considere o modelo (2.49) com coeficiente de inflagdo & = 1+ I, onde
I, > 0 representa a taxa de juro referente ao k- ésimo periodo e {I;, k > 0} sdo v.a.’s

nao negativas .

Como & =1+1,>1, Vk=1--- nentao &, 1 <k <n sao limitadas do tipo III.
Logo, pelo Corolario 2.4(b), se F' € R_, segue que

n

U(x,n) ~ F(z)) EH(l + 1)

k=1
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Este resultado é uma extensao do resultado obtido por Cai e Dickson (2004) (Cololario
2.1), onde foi assumido que a seqiiéncia de taxas de juros {Iz, £ > 0} é uma cadeia
de Markov. No nosso caso, nenhuma hipétese quanto a estrutura de dependéncia de

{Ix, k > 0} é assumida.
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