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Resumo

SejaF um grupo livre, com baseX = {xi | i = 1,2, . . .}. Sejau= u(x1, . . . ,xn)∈ F. Dizemos

queu≡ 1 é umaidentidadeem um grupoG, seu(g1, . . . ,gn) = 1, para todosg1, . . . ,gn ∈ G.

A variedade de gruposV definida pelo conjunto de identidades{vi ≡ 1 | i ∈ I} é a classe de

todos os grupos que satisfazem a cada uma das identidades deste conjunto, chamado de uma

basede identidades deV. Por exemplo, a identidade[x1,x2]≡ 1, define a variedadeA de todos

os grupos abelianos.

Nesta dissertação, faremos um estudo de duas variedades de grupos que não possuem ne-

nhuma base finita, ou seja, não podem ser definidas por nenhum conjunto finito de identidades.

A primeira variedade, consiste de todos os grupos que são extensões de um grupo de expoente

4 por um grupo de expoente2. A segunda variedade é uma variedade de grupos centro-por-

abeliano-por-nilpotente. Esta dissertação foi baseada nos trabalhos de Bryant [5], Kleiman [11]

e de Bryant e Krassilnikov [4], e também no capítulo 7 do livro de Bahturin [2].

Palavras-chave: Identidades em grupos, variedades de grupos, propriedade da base finita.
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Abstract

Let F be a free group with a basis{xi | i = 1,2, . . .}. Let u = u(x1, . . . ,xn) ∈ F. We say that

u≡ 1 is an identity in a groupG if u(g1, . . . ,gn) = 1 for all g1, . . . ,gn ∈G. A variety of groups

V defined by a set of identities{vi ≡ 1 | i ∈ I} is the class of all groups satisfying each identity

of this set. The set{vi ≡ 1 | i ∈ I} is called abasisof identities ofV. For example, the identity

[x1,x2]≡ 1 defines the varietyA of all abelian groups.

In this dissertation, we study two varieties of groups which are not finitely based, that is,

they cannot be defined by a finite set of identities. The first variety consists of all the groups that

are extensions of a group of exponent 4 by a group of exponent 2. The second variety is a variety

of centre-by-abelian-by-nilpotent groups. The dissertation was based on the works of Bryant

[5], Kleiman [11], Bryant and Krassilnikov [4] and also on the chapter 7 of the Bahturin’s book

[2].

Keywords: Identities in groups, varieties of groups, finite basis property.
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Introdução

Para falar sobre o Problema da existência de uma base finita para variedades de grupos,

precisamos antes de algumas definições. SejaF um grupo livre, com baseX = {xi | i = 1,2, . . .}.
A definição precisa de grupo livre será dada no capítulo 1. Sejau = u(x1, . . . ,xn) ∈ F. Dizemos

queu≡ 1 é umaidentidadeem um grupoG, seu(g1, . . . ,gn) = 1, para todosg1, . . . ,gn ∈ G.

Assim, avariedade de gruposV definida pelo conjunto de identidades{vi ≡ 1 | i ∈ I} é a

classe de todos os grupos que satisfazem a cada uma das identidades deste conjunto, chamado

de umabasede identidades deV. Podemos citar alguns exemplos de variedades de grupos,

como a variedadeA de todos os grupos abelianos, que é definida pela identidade[x1,x2]≡ 1 e a

variedade de BurnsideBn de expoenten, de todos os grupos de expoente divisor den, definida

pela identidadexn≡ 1.

Diremos que uma variedade de gruposU possuibase finita, seU pode ser definida por

algum conjunto finito de identidades. A questão sobre a existência de variedades de grupos que

não possuam uma base finita, foi inicialmente feita por B. H. Neumann em 1937 [14]. Uma

maneira de se enunciar esta questão é a seguinte:

Toda variedade de grupos pode ser definida por um conjunto finito de identidades?

Esta questão ficou sem resposta até 1970. Neste ano, Olshanskii [17] mostrou que exis-

tem variedades de grupos que não possuem nenhuma base finita. No mesmo ano, Adian [1] e

Vaughan-Lee [20], exibiram exemplos de variedades de grupos sem nenhuma base finita. Mas

outros problemas sobre a existência de base finita para várias variedades de grupos continuavam

sem resposta. Por exemplo, o problema 11 do livro de H. Neumann [15], que foi enunciado da

seguinte forma:

A variedadeB4B2 possui uma base finita de identidades?

A variedadeB4B2 é a variedade produto deB4 eB2, podendo ser definida como a variedade
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Introdução

de todas as extensões de grupos deB4 por grupos deB2, ou seja, um grupoG∈ B4B2 se existe

N ¢ G tal queN ∈ B4 e G/N ∈ B2. Este problema, que será o assunto principal do capítulo 2

desta dissertação foi resolvido de forma independente por R. M. Bryant [5] e Ju. G. Kleiman

[11] em 1973.

Outro problema que ficou sem resposta por muitos anos é o seguinte:

Existe uma variedade satisfazendo a identidade

[[x1,x2,x3], [x4,x5,x6],x7]≡ 1, (1)

que não possui uma base finita?

Um grupoG satisfazendo a identidade acima é chamado centro-por-abeliano-por-nilpotente

(de classe no máximo2), isto é,G/Z(G) é uma extensão de um grupo abeliano por um nilpo-

tente de classe no máximo2. Em 1995, C. K. Gupta e A. N. Krassilnikov [6], mostraram que a

variedade definida pela identidade (1) e pelas identidades

un = [x8, [x1,x2], . . . , [x4n−3,x4n−2],x8]≡ 1, n≥ 1,

não possui nenhuma base finita. Na verdade eles mostraram um fato ainda mais forte, que a

variedade definida pela identidade (1), porx128≡ 1 e pelas identidadesun, n≥ 1, não possui

base finita.

Alguns anos depois, em 2000, R. M. Bryant e A. N. Krassilnikov [4] mostraram que a

variedade definida pela identidade (1) e pelas identidades

vn(x,x1, . . . ,x2n) = [(x8)[x1,x2][x3,x4]...[x2n−1,x2n],x8]≡ 1

não possui base finita. Este resultado será o assunto principal do capítulo 3 desta dissertação.

Mais tarde em 2003, A. N. Krassilnikov [12] construiu uma variedade de grupos sem base finita

satisfazendo a identidade (1) ex8≡ 1.

Outros resultados e problemas que ainda estão em aberto nesta área, podem ser encontrados

no livro de Bahturin e Olshanskii [3] e no artigo de Gupta e Krassilnikov [7].

Depois destas considerações históricas sobre o problema da existência de bases finitas, mos-

traremos os objetivos e a forma em que foi estruturado o trabalho.

O objetivo principal desta dissertação é realizar um estudo sobre variedades sem base finita.

2



Introdução

Nos basearemos nos trabalhos de Bryant [5] e Kleiman [11] e no capítulo 7 do livro de Bahturin

[2], para mostrar queB4B2 não possui uma base finita de identidades. O trabalho de Bryant

e Krassilnikov [4] será a base de nosso último capítulo, no qual construiremos uma variedade

centro-por-abeliano-por-nilpotente sem base finita.

No primeiro capítulo, introduziremos conceitos básicos em teoria de grupos, como por

exemplo grupos nilpotentes e grupos livres. Faremos um estudo mais detalhado, sobre vari-

edades de grupos, subgrupos verbais, grupos relativamente livres e definiremos o produto de

variedades de grupos. Esta parte sobre variedades de grupos tem como base o livro de Hanna

Neumann [15].

No capítulo 2 mostraremos que a variedade de gruposB4B2 não possui nenhuma base finita.

Para isto, construiremos uma família de grupos que satisfaz algumas das identidades que defi-

nemB4B2, mas não satisfaz as demais. Com base nesta construção demonstraremos o teorema

2.2 que é o principal resultado do capítulo.

O último capítulo, será dedicado à construção de uma variedadeV, de grupos centro-por-

abeliano-por-nilpotente sem base finita, ou seja uma variedade que satisfaz a identidade (1).

Esta demonstração, como no capítulo anterior, necessita primeiro da construção de uma família

de grupos que satisfaz algumas das identidades que definem a variedadeV, mas não a todas.

A construção desta família de grupos é mais complicada que a do capítulo 2. Concluímos o

capítulo com a demonstração de que a variedadeV não possui base finita.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Grupos e Apresentações de Grupos

Nesta seção apresentaremos alguns resultados conhecidos da teoria de grupos. Iniciaremos

falando sobre grupos abelianos livres e nilpotentes. No final da seção falaremos sobre grupos

livres e apresentações de grupos, isto nos possibilitará desenvolver a teoria sobre variedades

de grupos. Os resultados desta seção serão em sua maioria apresentados sem demonstração,

faremos apenas referência a livros em que o leitor poderá consultar as demonstrações.

Grupos Abelianos e Nilpotentes

Definição 1.1.Um grupoA é chamadoabeliano livrese ele for a soma direta de grupos cí-

clicos infinitos. Em outras palavras,A é abeliano livre, se existe um subconjuntoX ⊂ A de

elementos de ordem infinita, chamado umabasedeA, tal queA = ∑
x∈X
〈x〉, ou sejaA∼= ∑

x∈X
Z. A

cardinalidade do conjuntoX será chamadapostodeA.

Proposição 1.2.Todo grupo abeliano é um quociente de um grupo abeliano livre.

Demonstração: Ver [19, p. 313]. ¤

Proposição 1.3.Todo subgrupo de um grupo abeliano livre também é abeliano livre.

Demonstração: Ver [9, p. 52] e [19, p. 316]. ¤
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Capítulo 1. Preliminares

Definição 1.4.SejaG um grupo. O menor inteiro positivon tal quegn = 1, para todog∈G, se

existir, é chamado deexpoentedeG.

Definição 1.5.Sejap um número primo. Então ump-grupo abeliano elementarG é um grupo

abeliano de expoentep.

Observamos, que seG é um p-grupo abeliano elementar entãoG∼= ∑
i∈I
Zp, ondeI é uma

família de índices.

Definição 1.6.Um grupoG é chamadonilpotentese possui uma série de subgrupos

1 = G0≤G1≤ ·· · ≤Gc = G,

tal queGi−1 ¢ G, Gi/Gi−1 ⊂ Z(G/Gi−1), para todoi = 1, . . . ,c. Tal série de subgrupos é cha-

madasérie centraldeG. O menor de todos os comprimentos das séries centrais deG é chamado

declasse de nilpotênciado grupoG.

SejaG um grupo. Sejamx1,x2, . . . ∈G. Relembramos que ocomutadordex1 ex2 é:

[x1,x2] = x−1
1 x−1

2 x1x2 = x−1
1 xx2

1 ,

ondexx2
1 é o conjugado dex1 por x2. Definiremos umcomutador simplesde peson≥ 2, de

forma recursiva por:

[x1,x2, . . . ,xn] = [[x1,x2, . . . ,xn−1],xn].

Por convenção, teremos:[x1] = x1.

A proposição abaixo mostra algumas propriedades básicas de comutadores de demonstração

direta.

Proposição 1.7.SejamG um grupo ex,y,z∈G. Então:

1. xy= yx[x,y];

2. [x,y] = [y,x]−1;

3. [xy,z] = [x,z]y[y,z] e [x,yz] = [x,z][x,y]z.

SejamX1,X2, . . . subconjuntos não-vazios de um grupoG. Definiremos o subgrupo comuta-

dor deX1 eX2 por:

[X1,X2] = 〈[x1,x2] | x1 ∈ X1, x2 ∈ X2〉.

5



Capítulo 1. Preliminares

Mais geralmente, temos que:

[X1,X2, . . . ,Xn] = [[X1,X2, . . . ,Xn−1],Xn].

Pelo ítem 2 da proposição acima, temos que[X1,X2] = [X2,X1].

Daremos agora algumas caracterizações alternativas de nilpotência. Estas caracterizações

serão através de duas séries centrais bastante conhecidas.

Definiremos uma nova série de subgrupos, por:

γ1(G) = G,

γk(G) = [γk−1(G),G].

Esta série é chamada desérie central inferiorde G. É fácil verificar queγi(G)/γi+1(G) ⊂
Z(G/γi+1(G)) e queγi(G) é subgrupo completamente invariante deG.

Definiremos também asérie central superior,da seguinte forma:

Z0(G) = 1,

Z1(G) = Z(G),
Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)).

Proposição 1.8.Seja1 = G0 ≤G1 ≤ ·· · ≤Gn = G uma série central em um grupo nilpotente

G. Então:

1. γi(G)≤Gn−i+1, para todoi, e assimγn+1(G) = 1;

2. Gi ≤ Zi(G), para todoi, e assimZn(G) = G;

3. A classe de nilpotênciac de G é igual ao comprimento da série central inferior, que

também é igual ao comprimento da série central superior.

Demonstração: Ver [18, p. 125]. ¤

Proposição 1.9.Todo subgrupo e todo quociente de um grupo nilpotente de classecé nilpotente

de classe menor ou igual ac.

Demonstração: Ver [19, p. 115]. ¤

6



Capítulo 1. Preliminares

Proposição 1.10.SejaG um grupo arbitrário. SejaM um conjunto gerador deG. Entãoγi(G)
é gerado porγi+1(G) e todos os comutadores simples de pesoi, [x j1,x j2, . . . ,x j i ], comx jk ∈M.

Demonstração: Ver [8, p. 152] e [9, p. 118]. ¤

Proposição 1.11.SejaG um grupo. SejaM um conjunto gerador deG. EntãoG é nilpotente

de classe no máximoc se, e somente se,[x1,x2, . . . ,xc+1] = 1, para todosx1,x2, . . . ,xc+1 ∈M.

Demonstração: Ver [10, p. 39]. ¤

Grupos Livres e Apresentações de Grupos

Definição 1.12.SejamF um grupo eX um sub-conjunto deF. Diremos queF é umgrupo livre

combaseX, se para todo grupoG e toda funçãof : X −→ G, existe um único homomorfismo

ϕ : F −→G que estendef .

X

f ÂÂ?
??

??
??

?
Â Ä ı // F

ϕ
²²

G

Notação:F = F(X).

A construção e a prova da existência de grupos livres, podem ser encontradas em

[18, p. 45] e [19, p. 343].

Teorema 1.13 (Nielsen-Schreier).Todo subgrupoH de um grupo livreF também é livre.

Demonstração: Ver [18, p. 159] e [19, p. 383]. ¤

Proposição 1.14.SejaG um grupo. EntãoG é um quociente de algum grupo livreF.

Demonstração: SejamX = {xg | g∈G} e f : X −→G, uma aplicação tal quef (xg) = g. Obvi-

amentef é uma bijeção. SeF é livre com baseX, então existe um homomorfismoϕ : F −→G

que estendef . Temos queϕ é sobrejetivo, poisf é sobrejetiva. Assim, segue queG∼= F/kerϕ.

¤
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Capítulo 1. Preliminares

Definição 1.15.SejamF um grupo livre com baseX e ∆ ⊂ F. Diremos que um grupoG tem

geradoresX e relações∆ seG∼= F/R, ondeR é um subgrupo normal deF gerado (como um

subgrupo normal) por∆. O par ordenado〈X | ∆〉 chama-se umaapresentaçãodo grupoG.

Geralmente, utilizaremos a notação:〈X | δ = 1,δ ∈ ∆〉.
Exemplo1.16. O grupo cíclico de ordemn, Cn, possui geradorx e relaçãoxn = 1. LogoG pode

ser apresentado comoG = 〈x | xn〉;
Exemplo1.17. O grupo cíclico infinitoC, possui geradorx e nenhuma relação. Desta forma,

G = 〈x |〉, ou aindaG = 〈x | /0〉;
Exemplo1.18. O grupoG = C×C, possui geradoresx1 e x2, e relação[x1,x2] = 1. Assim,

G = 〈x1,x2 | [x1,x2] = 1〉.

O teorema de von Dyck abaixo, mostra que se um grupoH tem os mesmos geradores que

um grupoG e satisfaz a todas as relações deG, entãoH é um quociente deG.

Teorema 1.19 (von Dyck).SejaG = 〈x1,x2, . . . ,xn | r j(x1,x2, . . . ,xn), j ∈ J〉. Suponhamos que

H é um grupo gerado pory1,y2, . . . ,yn er j(y1,y2, . . . ,yn) = 1, para cadaj ∈ J. Então existe um

homomorfismo sobrejetivoµ : G−→ H tal queµ(xi) = yi , para todoi = 1,2, . . . ,n, ou seja,H

é um quociente deG.

Demonstração: SejaF um grupo livre com baseX, ondeX = {x1,x2, . . . ,xn}. SejaR o sub-

grupo normal deF gerado porr j(x1,x2, . . . ,xn), j ∈ J. Assim temos queG∼= F/R. Definamos

ϕ : F −→ H um homomorfismo tal queϕ(xi) = yi , i = 1,2, . . . ,n. Claramente temos queϕ
é sobrejetivo. SejaN = kerϕ. Temosϕ(R) = 1, pois H satisfaz as relaçõesr j , j ∈ J. Logo

R≤ kerϕ = N. Assim segue que:

H ∼= F/N∼= (F/R)/(N/R)∼= G/(N/R).

Desta forma, obtemos o resultado. ¤

1.2 Variedades de Grupos e Subgrupos Verbais

Utilizaremos nesta seção as ferramentas introduzidas na seção anterior. Assim, desenvolve-

remos alguns resultados importantes sobre variedades de grupos e grupos relativamente livres.

8



Capítulo 1. Preliminares

Definição 1.20.SejaF(X) um grupo livre, com conjunto de geradores livresX = {xi | i =
1,2, . . .}. Um elementou de F(X) é umaidentidade(ou lei) em um grupoG, se para qual-

quer homomorfismoϕ : F(X) −→ G, temosϕ(u) = 1. Usaremosu ou u≡ 1 para denotar a

identidade.

Observemos que seu∈F(X), entãou= u(x1, . . . ,xn). Seg1, . . . ,gn∈G, então consideremos

a aplicaçãoα : xi −→ gi , i = 1,2, . . . ,n. Pela definição de grupo livre existe um homomorfismo

ϕ : F(X)−→G, que estendeα . Seu≡ 1 é uma identidade no grupoG, então temos que:

ϕ(u) = ϕ(u(x1, . . . ,xn)) = u(ϕ(x1), . . . ,ϕ(xn)) = u(g1, . . . ,gn) = 1,

para todosg1,g2, . . . ,gn ∈G. Assimu≡ 1 é uma identidade emG, seu(g1,g2, . . . ,gn) = 1, para

todosg1,g2, . . . ,gn ∈G. Como conseqüência disto, temos a seguinte observação.

Observação1.21. Um elementow= w(x1,x2, . . . ,xn) de um grupo livreF é uma identidade em

um grupoG se, e somente se,w(G) = 1, ondew(G) = {w(g1,g2, . . . ,gn) | gi ∈G, i = 1,2, . . . ,n}.

Definição 1.22.A classeU de todos os grupos satisfazendo um dado conjunto de identidades

será chamada umavariedade de grupos.

O conjuntoV de todas as identidades em um grupoG, é um subgrupo deF(X). Note que

seu,v∈ F(X), são identidades em um grupoG, então temos queuv−1 também é identidade em

G. De fato, sejamgi1, . . . ,gik1
,g j1, . . . ,g jk2

∈G. Comou(gi1, . . . ,gik1
) = 1 ev(g j1, . . . ,g jk2

) = 1,

u(gi1, . . . ,gik1
)v(g j1, . . . ,g jk2

)−1 = 1,

para todosgi1, . . . ,gik1
,g j1, . . . ,g jk2

∈G, e portantouv−1 é uma identidade emG.

Além disso,V é um subgrupo completamente invariante, ou seja,V é invariante por endo-

morfismos deF(X). Com efeito, sejau = u(x1, . . . ,xk) uma identidade em um grupoG, e seja

ϕ : F(X) −→ F(X) um endomorfismo deF(X), tal queϕ(xi) = vi , i = 1,2, . . . . Logo, temos

que sevi = vi(xi1, . . . ,xini
), entãovi(gi1, . . . ,gini

) = hi ∈G, para todogi j ∈G e assim,

ϕ(u(x1, . . . ,xn)) = u(v1(x11, . . . ,x1n1
), . . . ,vk(xk1, . . . ,xknk

)).

Comovi(gi1, . . . ,gini
) = hi ∈G, para todogi j ∈G, temos que:

ϕ(u(g1, . . . ,gn)) = u(h1, . . . ,hn) = 1.

9
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Logo ϕ(u) também é identidade emG.

Definição 1.23.SejaF = F(X) um grupo livre com base enumerávelX = {xi | i = 1,2, . . .}. Se

u = xl1
i1

xl2
i2

. . .xlr
ir
∈ F e g1,g2, . . . ,gr são elementos de um grupoG, definimos ovalor de u em

(g1, . . . ,gr) poru(g1, . . . ,gr) = gl1
i1

gl2
i2

. . .glr
ir
.

Definição 1.24.SejamF um grupo livre com base enumerávelX e G um grupo qualquer. Seja

U um subconjunto não-vazio deF. O subgrupoU(G) deG gerado por todos os valores emG

de elementos deU é chamadosubgrupo verbaldeG determinado porU,

U(G) = 〈{u(g1,g2, . . . ,gnu) | gi ∈G, u∈U}〉.

Subgrupos verbaisU(F(X)) de um grupo livreF(X) serão denotados apenas porU. Deve-

mos notar que o conjunto de todas as identidadesU de um grupoG é um subgrupo verbal do

grupo livreF(X), poisU consiste de todos os valores emF(X), de elementos emU.

Proposição 1.25.Todo subgrupo verbal de um grupo é completamente invariante.

A demonstração deste fato é imediata. A recíproca desta proposição em geral não é válida,

mas vale o seguinte resultado.

Proposição 1.26.SejaF um grupo livre. SejaU um subgrupo deF. EntãoU é um subgrupo

verbal deF se, e somente se,U é um subgrupo completamente invariante deF.

Demonstração: SeU é subgrupo verbal deF, pela proposição anterior, segue queU é comple-

tamente invariante. Inversamente, vamos supor queU é completamente invariante. Sejau =
u(x1,x2, . . . ,xr)∈U, comxi ∈X, ondeX é uma base deF. Sejamf1, . . . , fr ∈ F. Assim, comoF

é livre, existe um homomorfismoα : F −→F, tal queα(xi) = fi , entãoα(u) = u( f1, . . . , fr)∈U,

poisU é completamente invariante. Assim, segue queU contém todos os valores deu em F,

qualquer que sejau∈U. PortantoU é subgrupo verbal deF. ¤

Proposição 1.27.SejaV a variedade definida pelo conjunto de identidadesV. SejaG um grupo.

EntãoG∈ V se, e somente se,V(G) = 1.

Demonstração: SejamG∈ V e v∈V. Pela observação 1.21, temos quev é uma identidade em

G se, e somente se,v(G) = 1. Assim, segue o resultado. ¤

Proposição 1.28.SejaV uma variedade de grupos. Um grupoG está emV se, e somente se,

G é um quociente deF/V(F), ondeF é um grupo livre.

10
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Demonstração: SeG é um quociente deF/V(F), claramente temos queG satisfaz todas as

identidades deV. Portanto, temos queG∈V. Inversamente, vamos supor queG∈V. Queremos

mostrar queG é um quociente deF/V(F). SejaM um conjunto gerador deG. SejaX um

conjunto com a mesma cardinalidade queM. Sejaα : X −→ M uma aplicação sobrejetiva.

ComoF é um grupo livre, entãoα pode ser estendida a um epimorfismoϕ : F −→ G. Como

V(F) é completamente invariante, temos queϕ(V(F)) = V(ϕ(F)) = V(G) = 1, pois G ∈ V.

Logo, obtemos queV(F)⊂ kerϕ se, e somente se,V(G) = 1. Portanto temos que:

G∼= F/kerϕ ∼= (F/V(F))/(kerϕ/V(F)).

O que conclui nossa demonstração. ¤

Proposição 1.29.Existe uma correspondência1− 1 entre as variedadesV e os subgrupos

completamente invariantesV do grupo livreF(X), ondeX = {xi | i = 1,2, . . .}.

Demonstração: Ver [15, p. 12]. ¤

Corolário 1.30. SejaF um grupo livre de posto enumerável. SejamU e V dois subgrupos

verbais deF. SejamU e V as variedades de grupo definidas pelo conjunto de identidadesU e

V, respectivamente. Então, seU ⊂V temos queU⊃ V.

SejaV uma variedade de grupos. Pela proposição 1.28 temos que todo grupoG deV é um

quociente deF/V(F), ondeV(F) é o conjunto de todas as identidades deV. Assim, faz sentido

a seguinte definição:

Definição 1.31.O grupoF/V(F) será chamado degrupo livreda variedadeV.

Grupos Relativamente Livres

Definição 1.32.Um grupoG é chamadorelativamente livrese possui um conjunto de gera-

dores tal que toda aplicação do conjunto de geradores no grupoG pode ser estendida a um

endomorfismo.

Proposição 1.33.Um grupoG é relativamente livre se, e somente se,G∼= F/R, ondeR é um

subgrupo verbal de um grupo livreF.

Demonstração: Ver [15, p. 9]. ¤

11
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A proposição seguinte relacionará os grupos relativamente livres com os grupos livres de

variedades.

Proposição 1.34.SejaG um grupo.G é um grupo relativamente livre se, e somente se,G é o

grupo livre de posto apropriado de alguma variedadeV.

Demonstração: Vamos inicialmente supor queG é relativamente livre. Pela proposição 1.33

temos queG ∼= F/V, ondeV = V(F) é um subgrupo verbal do grupo livreF. Agora, pela

proposição 1.29 temos queV(F) é o subgrupo verbal correspondente à variedade de gruposV.

Assim,G∼= F/V(F) é o grupo livre da variedadeV.

Reciprocamente, seG é o grupo livre da variedadeV, temos por definição queG∼= F/V(F),
F é um grupo livre eV(F) é o subgrupo verbal correspondente aV. Assim, temos pela propo-

sição 1.33 queG é relativamente livre. ¤

SejaG um grupo abeliano. Diremos queG é abeliano livre de expoentem, seG for relati-

vamente livre de expoentem.

Proposição 1.35.SejaG um grupo abeliano livre de expoentem. EntãoG é produto direto de

subgrupos cíclicos de ordemm.

1.3 Produto de Variedades

SejamU eV duas variedades de grupos. SejamU eV o conjunto de todas as identidades de

U e V respectivamente, logoU eV são subgrupos verbais de um grupo livreF = F(X), onde

X é enumerável. Consideremos a classeUV de todos os gruposG tais que existeN¢G,N ∈ U

e G/N ∈ V. Mostraremos queUV é uma variedade de grupos, que definimos como sendo a

variedade produtodeU porV.

Proposição 1.36.Seja

W = {w∈ F |w = u(v1,v2, . . . ,vk), comu = u(x1,x2, . . . ,xk) ∈U, ev1,v2, . . . ,vk ∈V}.

EntãoUV é a variedade de grupos definida pelo conjunto de identidadesW.

Demonstração: SejaW a variedade de grupos definida pelo conjunto de identidadesW. Quere-

mos mostrar queUV = W, ou seja, seG é um grupo, entãoG∈W se, e somente se,G∈ UV.

12
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Vamos supor inicialmente queG ∈ UV. Assim, por definição temos que existeN ¢ G tal

que,N ∈U eG/N ∈ V, e portantoU(N) = {1} eV(G/N) = {1}. A segunda igualdade implica

emV(G)⊂N, conseqüentementeU(V(G))⊂U(N) = {1}. LogoW(G) = U(V(G)) = {1}, ou

seja,G∈W.

Inversamente, seG∈W entãoU(V(G)) = {1}. Observemos que seN = V(G), temos que

U(N) = {1}, isto é,N ∈ U. Mas temos também queN¢G, e assim,V(G/N) = V(G/V(G)) =
{1}, ou seja,G/N ∈ V.

Assim, concluímos queG ∈ UV. Desta forma, temos queW = UV, e portantoUV é a

variedade de grupos definida pelo conjunto de identidadesW = U(V(F(X))). ¤

1.4 O Problema da Existência de uma Base Finita

Definição 1.37.Sejamu≡ 1 e v≡ 1 duas identidades em um grupoG. Diremos queu é con-

seqüênciadev, se sempre quev for satisfeita em um grupoG implicar queu é satisfeita emG.

Diremos queu ev sãoequivalentesseu é conseqüência dev ev é conseqüência deu.

Definição 1.38.SejamU uma variedade de grupos eβ um conjunto de identidades deU. Dire-

mos queβ é umabasedeU se o conjunto de todas as identidades deU é conseqüência deβ ,

ou seja,U pode ser definida porβ .

Observemos que identidades obtidas uma da outra pelo renomeamento de variáveis são

equivalentes.

Definição 1.39.Diremos que uma variedadeU possui umabase finitase o conjunto de todas as

identidades deU é conseqüência de um subconjunto finito de identidades deU, ou seja,U pode

ser definida por um conjunto finito de identidades.

O problema sobre a existência de uma base finita, foi proposto por B. H. Neumann em 1937

[14], sendo formulado da seguinte forma:Toda variedade de grupos possui uma base finita?

Alguns exemplos de variedades com a propriedade da base finita:

1. A variedadeA de todos os grupos abelianos, definida pela identidade[x,y]≡ 1;

2. A variedadeNc de todos os grupos nilpotentes de classe menor ou igual ac, definida pela

identidade[x1,x2, . . . ,xc+1]≡ 1;

13
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3. A variedadeBn de todos os grupos de expoente divisor den, também chamada devarie-

dade de Burnsidede expoenten, definida pela identidadexn≡ 1.

Devemos ressaltar que as variedades vistas no ítens 1 e 2 além de possuírem base finita, tem

a propriedade de toda sua subvariedade também ter base finita, conforme veremos abaixo. Isso

em geral não ocorre, por exemplo, com variedades de Burnside, conforme veremos no capítulo

2.

Proposição 1.40.Toda variedadeV de grupos abelianos possui base finita.

Demonstração: Sabemos que[x,y] ≡ 1 é identidade emV. Sejam o menor inteiro positivo, se

existir, tal quexm≡ 1 é identidade emV. Sejaw= w(x1,x2, . . . ,xn)≡ 1 uma identidade qualquer

deV.

Casom exista, mostraremos que qualquer identidadew = w(x1,x2, . . . ,xn) ≡ 1 de V é

conseqüência das identidades[x,y] ≡ 1 e xm ≡ 1. ComoF/F ′ é abeliano, temos quewF′ =
xs1

1 xs2
2 . . .xsn

n F ′ e portanto,w= xs1
1 xs2

2 . . .xsn
n w′, ondew′ ∈ F ′. SejamG∈V eg um elemento qual-

quer deG. Fazendox1 = g, x2 = x3 = · · · = xn = 1 temos quew′ = 1 e quew(g,1,1, . . . ,1) =
gs1 = 1 para todog∈G, assimxs1

1 ≡ 1 é identidade emG, qualquer que sejaG∈ V. Portanto a

identidadexs1
1 ≡ 1 é válida emV. Comomé minimal, segue quem | s1 e por raciocínio análogo

segue que,xsi
i ≡ 1 é identidade emV e m | si , i = 1,2, . . . ,n. Por outro lado,w′ é produto de co-

mutadores, e portantow′ ≡ 1 é conseqüência[x,y]≡ 1. Logo,w≡ 1 é conseqüência dexm≡ 1

e [x,y]≡ 1, qualquer que sejaw.

Note que semnão existe, temos quesi = 0, para todoi. Portanto,w= w′ que é conseqüência

de [x,y] ≡ 1. Assim, w ≡ 1 é conseqüência de[x,y] ≡ 1, qualquer que sejaw. Logo V é a

variedade de todos os grupos abelianos.

Assim, concluímos que a variedade de grupos abelianosV possui uma base finita. ¤

Proposição 1.41.Toda variedadeV de grupos nilpotentes de classe no máximoc possui base

finita.

Demonstração: Ver [15, p. 89]. ¤

Proposição 1.42.SejaU uma variedade de grupos. EntãoU possui uma base finita de iden-

tidadesu1 ≡ 1,u2 ≡ 1, . . . ,uk ≡ 1 se, e somente se, toda baseβ deU possuir um subconjunto

finito equivalente aβ .
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Demonstração: Observemos que se toda baseβ deU é equivalente a um subconjunto finito de

β entãoU possui uma base finita.

Inversamente, seja{u1,u2, . . . ,uk} uma base finita deU. Sejaβ = {v j | j = 1,2, . . .} uma

base qualquer deU. Notemos que cadaui , pertence a um subgrupo gerado por um número finito

de elementosvi1,vi2, . . . ,vi li
, para alguml i ≥ 1. Assim, temos que cadaui ≡ 1, i = 1,2, . . . ,k

é conseqüência de um número finito de identidadesvi1 ≡ 1,vi2 ≡ 1, . . . ,vi li
≡ 1, para algum

l i ≥ 1. Assim, a base finita é conseqüência de um número finito de identidadesv j , j = 1,2, . . . ,s

e também qualquer outra identidade emU. Logo, a base de identidadesβ = {v1,v2, . . .} é

conseqüência de seu subconjunto finito{v j | j = 1,2, . . . ,s} e portanto são equivalentes. ¤
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Uma Variedade sem Base Finita

SejaBn, n≥ 2 a variedade de grupos que é definida pela identidadexn ≡ 1. Esta variedade

de grupos, também chamada de variedade de Burnside de expoenten, contém todos os grupos

de expoente divisor den. Consideremos a variedadeB4B2, de todas as extensões de grupos de

B4, por grupos deB2. O conjunto de identidades deB4B2 éV4(V2(F(X))), ondeV4 eV2 são os

subgrupos verbais correspondentes aB4 eB2, respectivamente.

Observemos queun = (x2
1x2

2 . . .x2
n)

4≡ 1, é uma identidade deB4B2, qualquer que sejan≥ 1.

Proposição 2.1.O conjunto de identidades:

u1≡ 1,u2≡ 1, . . . ,un≡ 1, . . . (2.1)

é uma base paraB4B2.

Demonstração: SejaU a variedade de grupos definida pelas identidades (2.1). ComoB4B2

satisfaz todas as identidades (2.1), temos queB4B2⊂U. Vamos mostrar queU⊂B4B2, portanto

U = B4B2.

SejaG∈ U um grupo satisfazendoun(G) = {1}, para todon = 1,2, . . . . SejaN = 〈g2 | g∈
G〉. ClaramenteN ¢ G. De fato, sejamf ∈ N e g∈ G. Assim, temos quef = g2

1g2
2 . . .g2

k, com

gi ∈G, i = 1,2, . . .k, para algumk≥ 1. Portantof g = (gg
1)

2(gg
2)

2 . . .(gg
k)

2∈N. Observemos que

f 4 = 1, poisuk(G) = {1}. Assim,N satisfazx4≡ 1 e portantoN ∈ B4.

Consideremos agoraG/N, e sejagN∈ G/N. Temos que(gN)2 = g2N = N. Logo, x2
1 ≡ 1

é identidade emG/N e portanto,G/N ∈ B2. Como existeN ¢ G tal queN ∈ B4 e além disso
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G/N ∈ B2, segue queG ∈ B4B2. Concluímos assim queU ⊂ B4B2, portantoU = B4B2. Em

outras palavras, as identidades (2.1) definemB4B2, sendo desta forma uma base paraB4B2. ¤

Nosso objetivo neste capítulo é demonstrar o seguinte teorema de Bryant [5] e Kleiman

[11]:

Teorema 2.2.A variedade de gruposB4B2 não possui nenhuma base finita.

Como visto na proposição 1.42, é suficiente mostrar que uma base qualquer não é con-

seqüência de nenhum subconjunto finito desta base. Assim, mostraremos que o conjunto de

identidades (2.1) não é conseqüência de nenhum subconjunto finitoui1 ≡ 1,ui2 ≡ 1, . . . ,uik ≡ 1,

de identidades. Temos queum≡ 1 é conseqüência deun ≡ 1, para qualquern≥m, e por isso,

o subconjuntoui1 ≡ 1,ui2 ≡ 1, . . . ,uik ≡ 1, é equivalente a uma única identidadeun ≡ 1, onde

n = max{i1, . . . , ik}. Assim, para mostrar queB4B2 não possui base finita, é suficiente mostrar

que para todon≥ 1 o sistema (2.1) não é conseqüência da identidadeun ≡ 1, ou seja, existe

l > n tal que a identidadeul ≡ 1 não é conseqüência da identidadeun≡ 1.

Para demonstrar o teorema 2.2, construiremos para todon≥ 1 um grupoCm, ondem =
m(n) tal queun ≡ 1 é identidade emCm, masCm não satisfaz a identidadesul ≡ 1, para algum

l > n. O grupoCm será definido como um produto semi-direto de dois gruposAm e Bm, que

construiremos nas próximas seções.

2.1 Construção do grupoAm

SejaAm um grupo, definido por geradores e relações, da seguinte forma:

Am = 〈a1,a2, . . . ,a2m | a2
i = 1, [ai ,a j ,ak] = 1, i, j,k = 1,2, . . . ,2m〉.

Inicialmente faremos a realização deAm, para em seguida demonstrarmos algumas propriedades

importantes sobre a estrutura deAm. SejaR o anel de polinômios não-comutativo nas variáveis

x1,x2, . . . ,x2m sobreZ2. Seja

I = { f ∈ R | f =
2m

∑
i=1

µix
2
i + f1, µi ∈ Z2, f1 não contém monônios de grau menor que3}.

É fácil verificar queI é um ideal deR.
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Consideraremos agora o anel quocienteR/I . Observemos que cada elementoR/I contém

exatamente um polinômio na formaf = α +∑
i

βixi +∑
i 6= j

γi j xix j . De fato, suponhamos que exista

g∈ f + I tal queg = α ′+∑
i

β ′i xi + ∑
i 6= j

γ ′i j xix j . Comog∈ f + I entãog = f +∑
i

µix
2
i + f1, ou

seja,g− f = ∑
i

µix
2
i + f1 e portantog = f caso contráriog possui monômios da formax2

i ou

monômios de grau maior que2, uma contradição.

SejaU (R/I) o grupo multiplicativo deR/I . Seja f ∈ R; escreveremosf = f + I ∈ R/I .

Temos claramente que1+xi ∈U (R/I), onde1+xi = (1+xi)+ I . De fato,

(1+xi)(1+xi) = 1+2xi +xi
2 = 1,

portanto1+xi é inversível. SejaGm = 〈hi | hi = 1+xi , i = 1, . . . ,2m〉.

Proposição 2.3.SejamGm e Am como descritos acima. EntãoGm satisfaz as relações que

definemAm.

Demonstração: Sejamhi ,h j ,hk ∈Gm; i, j,k = 1, . . . ,2m. Então:

h2
i = (1+xi)(1+xi) = 1+2xi +xi

2 = 1

[
hi ,h j

]
= (1+xi)(1+x j)(1+xi)(1+x j)
= (1+xi +x j +xix j)2

= 1+xi +x j +xix j +xi +xi
2 +xix j +xi

2x j +x j +x jxi +x j
2 +x jxix j

= 1+xix j +x jxi .

Notemos que[hi ,h j ]2 = (1+xix j +x jxi)2 = 1 e portanto,[hi ,h j ]−1 = [hi ,h j ]. Assim, temos

que:
[hi ,h j ,hk] = [[hi ,h j ],hk]

= (1+xix j +x jxi)(1+xk)(1+xix j +x jxi)(1+xk)
= (1+xk +xix j +x jxi)2

= 1+xk +xix j +x jxi +xk +xix j +x jxi

= 1.

Desta forma, mostramos queGm satisfaz as relações deAm. ¤

Observemos queAm
∼= Gm. De fato, comoGm satisfaz as relações deAm, temos pelo teo-

rema de von Dyck queGm é isomorfo a um quociente deAm por algum subgrupo normalM.
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Mostraremos queM = {1} e portantoAm
∼= Gm. Sejag∈ Am, g 6= 1. ComoAm/A′m é abeliano,

podemos escreverg da seguinte forma:

g = ai1ai2 . . .aik[a j1,a j2][a j3,a j4] . . . [a j2l−1,a j2l ],

ondei1 < i2 < · · ·< ik, e como cada comutador tem ordem2, podemos escolhe-los da seguinte

forma: j2r−1 < j2r e ( j2r−1, j2r) 6= ( j2s−1, j2s). Vamos supor queg∈ M. Sejaψ o homomor-

fismo tal queψ : Am−→Gm, ondeψ(ai) = hi , comkerψ = M. Comoψ(g) = 1, segue que:

ψ(g) = ψ(ai1ai2 . . .aik[a j1,a j2][a j3,a j4] . . . [a j2l−1,a j2l ])
= hi1hi2 . . .hik[h j1,h j2][h j3,h j4] . . . [h j2l−1,h j2l ]

=
k

∏
r=1

(1+xir )
l

∏
r=1

(1+x j2r−1x j2r +x j2r x j2r−1).

Devemos observar que:

k

∏
r=1

(1+xir ) = 1+
k

∑
r=1

xir + ∑
1≤r<s≤k

xir xis,

e além disso, temos,

l

∏
r=1

(1+x j2r−1x j2r +x j2r x j2r−1) = 1+
l

∑
r=1

(x j2r−1x j2r +x j2r x j2r−1).

Desta forma, obtemos:

ψ(g) =

(
1+

k

∑
r=1

xir + ∑
1≤r<s≤k

xir xis

)(
1+

l

∑
r=1

(x j2r−1x j2r +x j2r x j2r−1)

)

=

(
1+

k

∑
r=1

xir + ∑
1≤r<s≤k

xir xis +
l

∑
r=1

(x j2r−1x j2r +x j2r x j2r−1)

)
.

Agora, como os geradoresai1, . . . ,aik na expressão deg são distintos e os comutadores

[a j1,a j2], . . . , [a j2l−1,a j2l ] também são distintos, o mesmo ocorre comψ(g). Assim, temos que

ψ(g) 6= 1, qualquer que sejag∈ Am, g 6= 1. Logo,M = {1} e portanto,Am
∼= Gm.

ComoAm
∼= Gm, identificaremos os geradoresai deAm, com os geradoreshi deGm.

Proposição 2.4.A′m é um2-grupo abeliano elementar com base:

β = {[ai ,a j ] | i < j, para todosi, j = 1,2, . . . ,2m},
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ou seja,A′m∼= Zm(2m−1)
2 , ondeZm(2m−1)

2 = Z2⊕·· ·⊕Z2︸ ︷︷ ︸
m(2m−1) vezes

.

Demonstração: Como Am é nilpotente de classe2, temos que[Am,A′m] é trivial. Portanto,

[A′m,A′m] também é trivial, ou seja,A′m é abeliano. Pela proposição 1.10,γ2(Am) = A′m é ge-

rado pelos comutadores simples de peso2, [ai ,a j ], para todosi, j = 1,2, . . . ,2m e porγ3(Am).
ComoA′m é nilpotente de classe2, γ3(Am) é trivial. Logo,

A′m = 〈[ai ,a j ] | i, j = 1,2, . . . ,2m〉,

mas[ai ,a j ]−1 = 1+ xix j + x jxi = [ai ,a j ], portanto todo gerador deA′m tem ordem2. Logo A′m
é um 2-grupo abeliano elementar. Resta determinar a base deAm. Como [ai ,a j ] = [a j ,ai ],
podemos considerar queA′m = 〈[ai ,a j ],1≤ i < j ≤ 2m〉. O conjuntoβ acima geraA′m, restando

apenas verificar queβ é um conjunto linearmente independente. De fato,

∏
1≤i< j≤2m

[ai ,a j ]ci = 1, ci ∈ {0,1}

se, e somente se,

1+ ∑
1≤i< j≤2m

ci(xix j +x jxi) = 1,

o que implica queci = 0, para todoi = 1, . . . ,2m. Observemos que o conjuntoβ possui
(2m

2

)
=

m(2m−1) elementos, mostrando assim queA′m∼= Zm(2m−1)
2 . ¤

Proposição 2.5.Am/A′m∼= Z2m
2 , ondeZ2m

2 = Z2⊕·· ·⊕Z2︸ ︷︷ ︸
2m vezes

.

Demonstração: Uma apresentação deAm/A′m, pode ser obtida da apresentação deAm pela adi-

ção das relações[ai ,a j ] = 1, para todosi, j = 1,2, . . . ,2m. Ou seja,

Am/A′m = 〈a1,a2, . . . ,a2m | ai
2 = 1, [ai ,a j ] = 1, i, j = 1,2, . . . ,2m〉.

Logo,Am/A′m∼= Z2m
2 . ¤

Proposição 2.6.A′m = Z(Am) = A2
m, ondeA2

m = 〈a2 | a∈ Am〉.

Demonstração: Mostraremos primeiro queA′m= Z(Am). ComoA′m= 〈[ai ,a j ] | i, j = 1, . . . ,2m〉 e

[ai ,a j ,ak] = 1, temos que[ai ,a j ] ∈ Z(Am). Logo,A′m≤ Z(Am). Para verificar queZ(Am)⊂ A′m,

mostraremos que sef 6∈ A′m então f 6∈ Z(Am). Seja f ∈ Am tal que f 6∈ A′m, logo f A′m 6= A′m.
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Por outro lado, comoAm/A′m∼= Z2m
2 = 〈a1A′m〉× 〈a2A′m〉× · · ·× 〈a2mA′m〉, temos que:f A′m =

al1al2 . . .alsA
′
m,s≥ 1, ou melhor,f = al1al2 . . .alsc,c∈ A′m. Parak 6= l1, consideremos

[ f ,ak] = [al1al2 . . .alsc,ak]
= [al1,ak][al2,ak] . . . [als,ak].

Note que usamos conseqüências do fato deAm ser nilpotente de classe2, ou seja,[ab,c] =
[a,c][b,c], e [ai,a j ] = [a j ,ai ]. Como[al1,ak] 6= 1, poisl1 6= k, e o conjunto dos comutadores não-

triviais do produto[al1,ak][al2,ak] . . . [als,ak] é linearmente independente,[ f ,ak] 6= 1. Portanto,

f 6∈ Z(Am). Assim, temos queZ(Am)≤A′m, concluindo a prova da primeira parte da proposição.

Resta mostrar queA′m = A2
m. É fácil ver queA′m≤ A2

m. De fato, para um grupoG qualquer

temos queG′ ≤ G2, pois G/G2 é um grupo abeliano. Logo,A′m ≤ A2
m. Pela proposição 2.5,

temos queAm/A′m é de expoente2, portantog2A′m = A′m, para cadag∈ Am. Logo,g2 ∈ A′m, para

todog∈ Am, ou seja,A2
m≤ A′m. Isto conclui o restante do proposição. ¤

2.2 Construção do grupoBm

Recordemos que:

Am = 〈a1,a2, . . . ,a2m | a2
i = 1, [ai ,a j ,ak] = 1, para todoi, j,k = 1,2, . . . ,2m〉.

Fixemosa∈ A′m, a 6= 1 e definamosρ : A′m−→ {0,1}, da seguinte forma:

ρ(g) =

{
1, seg = a

0, seg 6= a.

Parag∈ Am, denotaremosg = gA′m. DefinamosBm como sendo o grupo gerado pelos sím-

bolosbg,ck , ondeg∈ Am, k∈ Am/A′m, com as seguintes relações:

(bg)2 = (ck)2 = 1, para todog∈ Am, k∈ Am/A′m; (2.2)

[bg1,bg2] = 1, seg1 6= g2; (2.3)

[bg1,bg2] = (cg1)ρ(g1g−1
2 ), seg1 = g2; (2.4)

[ck,bg] = 1, ondeg∈ Am, k∈ Am/A′m. (2.5)
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Investigaremos agora a estrutura do grupoBm. Antes disso, temos por (2.4) queBm pode ser

gerado apenas pelos elementosbg, g∈ Am. Além disso, (2.3) e (2.4), implicam queB′m é gerado

pelos elementosck, k∈ Am/A′m.

SejaAm= {g1,g2, . . . ,gN}. Note que podemos introduzir uma ordem linear< nos elementos

deAm. Consideremos agora o anel de polinômios não-comutativoR nas variáveisygi sobreZ2,

ondegi ∈ Am. Estabeleceremos a seguinte notação:

ygi = yi .

Considere agora o idealI deR definido por:

I = { f ∈ R | f = ∑
i

µiy
2
i + f1, µi ∈ Z2, onde f1 não contém termos de grau menor que 3}.

Assim,R/I = {(α0 +∑
i

βiyi +∑
i, j

γi, jyiy j)+ I , para todoα0,βi ,γi, j ∈ Z2}. Tomemos o sub-

grupoD deR/I tal queD = 〈1+yi | para todogi ∈Am〉, onde1+yi = (1+yi)+ I . Denotaremos:

1+yi = di ,

lembrando quedi depende do elementogi deAm.

Proposição 2.7.D satisfaz as relaçõesd2
i = 1 e [di ,d j ,dk] = 1, para todosgi ,g j ,gk ∈ Am.

Demonstração: De fato,d2
i = (1+yi)2 = 1+2yi +yi

2 = 1. Observemos que:

[di ,d j ] = [1+yi ,1+y j ]
= (1+yi)−1(1+y j)−1(1+yi)(1+yi),(1+yk)
= (1+yi)(1+y j)(1+yi)(1+y j) = (1+yi +y j)2

= 1+yiy j +y jyi .

Logo, temos que:

[di ,d j ,dk] = [1+yiy j +y jyi ,(1+yk)]
= (1+yiy j +y jyi)(1+yk)(1+yiy j +y jyi)(1+yk)
= (1+yk +yiy j +y jyi)2

= 1.
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¤

Observemos queD possui as mesmas propriedades queAm, diferindo apenas no número de

geradores, mas podemos encontrarm′ tal queD∼= Am′ . Portanto, os mesmos resultados válidos

paraAm valem também paraD.

Agora introduziremos emD a relação[di ,d j ] = 1, segi 6= g j . Sabemos queD′ é 2-grupo

abeliano elementar com base{[di ,d j ], i ≤ j}.

SejaN≤ D tal queN = 〈[di ,d j ] | gi 6= g j〉. Temos queN¢D, poisN≤ D′ = Z(D).

Proposição 2.8.D′/N é2-grupo abeliano elementar com base{[di ,d j ]N | gi = g j , i < j}.

Demonstração: ComoD′ é2-grupo abeliano elementar, segue queD′/N também é um2-grupo

abeliano elementar. Observemos que[di ,d j ]N = N, segi 6= gi e assim{[di ,d j ]N | gi = g j , i < j}
geraD′/N. Resta então verificar que{[di ,d j ]N | gi = g j , i < j} é linearmente independente. Se

g∈ D′/N, entãog = ∏
i< j

[di ,d j ]l i N, l i ∈ {0,1}; mas os termos{[di ,d j ]N | gi 6= g j} são triviais,

assimg = ∏
i< j

gi=gj

[di ,d j ]l i N, l i ∈ {0,1}. Suponhamos que:

∏
i< j

gi=gj

[di ,d j ]l i N = N, l i ∈ {0,1}.

Assim, devemos ter necessariamente:

∏
i< j

gi=gj

[di ,d j ]l i ∈ N.

Portanto,

∏
i< j

gi=gj

[di ,d j ]l i = ∏
i< j

gi 6=gj

[di ,d j ]ni .

Logo,

∏
i< j

gi=gj

[di ,d j ]l i ∏
i< j

gi 6=gj

[di ,d j ]ni = 1

e como[di ,d j ], i < j é uma base deD′, isto implica quel i = ni = 0, para todoi. E assim,

concluímos que{[di ,d j ]N | gi = g j , i < j} é linearmente independente. ¤

Consideremos agoraC = 〈ck | k∈ Am/A′m〉, um 2-grupo abeliano elementar com base{ck |
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k∈Am/A′m}. SejaD×C o produto direto deD eC. Observemos queZ(D×C) = Z(D)×Z(C) =
D′×C, poisZ(D) = D′ eC é abeliano.

SejaN1 o subgrupo deD×C, gerado porN e por{[di ,d j ](cgi)ρ(gig
−1
j )}. Observemos que

N1 ¢D×C, pois o conjunto de geradores deN1 está contido emD′×C = Z(D×C), por isso,

N1≤ Z(D×C).

Proposição 2.9.O quocienteD′N1/N1 tem base:

β = {ck | k∈ Am/A′m}.

Demonstração: ComoD′ eN1 são são subgrupos deD′×C, que é um2-grupo abeliano elemen-

tar, temos queD′N1 e seus quocientes são2-grupos abelianos elementares. Observemos queN1

possui base:

{[di ,d j ] | gi 6= g j , i < j}∪{[di ,d j ](cgi)ρ(gig
−1
j ) | gi = g j , i < j}.

Temos que[di ,d j ]∈N1, comi < j,gi = g j , gig
−1
j 6= a, poisρ(gig

−1
j ) = 0. Como[di ,d j ]cgi ∈N1,

segig
−1
j = a, segue que[di ,d j ]cgi N1 = N1, ou seja,[di ,d j ]N1 = cgi N1.

Sejamd ∈ D′N1, d = d′n, d′ ∈ D′, n∈ N1. ComonN1 = N1, temos que:

dN1 = d′N1 = ∏
i< j,gi=gj

gig
−1
j =a

[di ,d j ]ei N1 ∏
i< j,gi=gj

gig
−1
j 6=a

[di ,d j ] fi N1

= ∏
i< j,gi=gj

gig
−1
j =a

[di ,d j ]ei N1

= ∏
k∈Am/A′m

(ck)lkN1,

ondeei , fi , lk ∈ {0, 1}.

ComockN1, k∈ Am/A′m geramD′N1/N1, resta mostrar que o conjunto{ckN1, k∈ Am/A′m}
é linearmente independente. De fato, vamos supor que:

∏
k∈Am/A′m

(ck)l i N1 = N1.
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Isto ocorre se, e somente se,

∏
k∈Am/A′m

(ck)l i ∈ N1

se, e somente se,

∏
k∈Am/A′m

(ck)l i = ∏
gi 6=gj

i< j

[di ,d j ]ni ∏
gi=gj

i< j

([di ,d j ](cgi)ρ(gig
−1
j ))si .

Podemos assim, concluir queni = 0, para todoi. Portanto, temos que:

∏
k∈Am/A′m

(ck)l i ∏
gi=gj

i< j

([di ,d j ](cgi)ρ(gig
−1
j ))si = 1.

Como

∏
gi=gj

i< j

([di ,d j ](cgi)ρ(gig
−1
j ))si = ∏

i< j,gi=gj

gig
−1
j =a

([di ,d j ](cgi))s′i ∏
i< j,gi=gj

gig
−1
j 6=a

[di ,d j ]s
′′
i ,

temos ques′′i = 0, para todoi. Logo,

∏
k∈Am/A′m

(ck)lk ∏
i< j,gi=gj

gig
−1
j =a

([di ,d j ](cgi))s′i = 1.

Assim, temos ques′i = 0, para todoi. Como{ck, k∈ Am/A′m} é uma base deC, devemos ter

necessariamentelk = 0, para todok. Logo, temos queβ é uma base paraD′N1/N1. ¤

Como nosso objetivo é construirBm, consideremos o grupoDN1/N1, que é gerado pelos

elementosdiN1, ondedi = 1+yi , comyi = ygi , indexado pelos elementosgi ∈ Am. Identificare-

mosbgi , comdiN1, e os elementosck,k ∈ Am/A′m, com os elementosckN1 deDN1/N1. Assim

temos que os elementos deDN1/N1 satisfazem as relações (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), que definem

Bm. Então, pelo teorema de von Dyck, temos queDN1/N1 é isomorfo a um quociente deBm,

por algum subgrupo nomalN. Por raciocínio análogo ao feito na seção anterior, concluimos que

N = 1. E assim, temos queDN1/N1
∼= Bm.
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2.3 Construção do grupoCm

SejaG é um grupo qualquer. SejamN¢G eα um endomorfismo deG. Observemos que se

α(N)⊂ N entãoα induz um endomorfismoα : G/N−→G/N tal queα(gN) = α(g)N.

Consideremos agoraF um grupo livre, com geradores livresbgi , gi ∈ Am e ck, k ∈ Am/A′m.

Sejag ∈ Am. Sejaαg a aplicação do conjunto de geradores livres deF, tal que: αg(bg1) =
bg1g, gi ∈ Am eαg(cgi) = cgig. Observemos queαg define um endomorfismo deF. Notemos que

Bm
∼= F/R, ondeR é gerado como subgrupo normal deF pelos conjuntos:

{(bg)2, g∈ Am},

{(ck)2 | k∈ Am/A′m},

{[bg1,bg2] | g1 6= g2},

{[bg1,bg2](cg1)ρ(g1g−1
2 ) | g1 = g2}

{[ck,bg] | g∈ Am, k∈ Am/A′m}.

Podemos facilmente ver queαg(N) ⊂ N. Portanto, temos queαg induz um endomorfismo

αg deF/R∼= Bm. Denotaremos, a partir de agora,αg por αg. Usaremosαg, como sendo endo-

morfismo deBm. Devemos observar queαg é sobrejetivo, pois todo geradorbgi deBm é imagem

de bgig−1 ∈ Bm. ComoBm é finito e o endomomorfismoαg é sobrejetivo, segue queαg é um

automorfismo.

Consideremos agora a função do produto cartesiano de conjuntosBm×Am emBm, definida

por:
ϕ : Bm×Am −→ Bm

(x,g) 7−→ αg(x) = xg.

Observemos que

ϕ(bgi ,g1g2) = bgi(g1g2) = b(gig1)g2 = ϕ(bgig1,g2).

Portanto,

ϕ(x,g1g2) = ϕ(ϕ(x,g1),g2),

qualquer que sejax ∈ Bm. Além disso,ϕ(bgi ,1) = bgi . Logo ϕ(x,1) = x, para todox ∈ Bm.

Assim,ϕ define uma ação deAm emBm.
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DefinamosCm = AmnBm como sendo o produto semi-direto deAm e Bm, segundo a ação

ϕ . Se (a1,b1),(a2,b2) ∈ Cm então o produto é definido da seguinte forma(a1,b1)(a2,b2) =
(a1a2,αa2(b1)b2). Usaremos a notação(a,b) = ab e o produto comoa1b1a2b2 = a1a2ba2

1 b2.

ComoAm
∼= H1≤Cm,Bm

∼= H2 ¢Cm, consideraremos queAm≤Cm,Bm¢Cm.

SejamDm = A′mBm ed∈Dm. Entãod = gbg1bg2 . . .bgn, ondeg∈A′m, gi ∈Am, i = 1,2, . . . ,n.

Lema 2.10. SejamDm e Bm, definidos anteriormente. EntãoD4
m⊂ B′m, ondeD4

m = 〈d4 | d ∈
Dm〉.

Demonstração: Sejad = gbg1bg2 . . .bgn, g∈ A′m, gi ∈ Am, i = 1,2, . . . ,n. Assim temos que:

d2 = (gbg1bg2 . . .bgn)(gbg1bg2 . . .bgn)

= g2(bg1bg2 . . .bgn)g(bg1bg2 . . .bgn)

= bg1gbg2g . . .bgngbg1bg2 . . .bgn. (2.6)

Daí, segue que:

d4B′m = (bg1gbg2g . . .bgngbg1bg2 . . .bgn)(bg1gbg2g . . .bgngbg1bg2 . . .bgn)B′m
= (bg1g)2(bg2g)2 . . .(bgng)2(bg1)2(bg2)2 . . .(bgn)2B′m
= B′m.

Portanto,d4 ∈ B′m, que conclui a demonstração do lema. ¤

Lema 2.11. A relaçãod4 = 1 é válida se, e somente se,ρ(g) = 0 ou se para cadak∈ Am/A′m
o número de elementosgi tal quegi = k na expressão ded é par.

Demonstração: Do lema anterior temos qued4 = ck1ck2 . . .ckr , parak1,k2, . . . ,kr ∈ Am/A′m.

ComoB′m é um2-grupo abeliano elementar, os elementosck’s são independentes e obtidos por

comutadores[bg′,bg′′ ], ondeg′ = g′′ = k. Além disso, seg′ 6= g′′ então[bg′,bg′′ ] = 1. Por isso,

é suficiente considerar apenas o caso em qued = gbg1bg2 . . .bgn, comg1 = g2 = · · · = gn = k.

Notemos que[bgi bgig,bg j bg jg] = 1, para todoi 6= j. De fato,

[bgi bgig,bg j bg jg] = [bgi ,bg j bg jg][bgig,bg j bg jg]
= [bgi ,bg j ][bgi ,bg jg][bgig,bg j ][bgig,bg jg]

= (ck)ρ(gig
−1
j )(ck)ρ(gigg−1

j )(ck)ρ(gigg−1
j )(ck)ρ(gigg−1g−1

j ), (g = g−1 poisg∈ A′m)

= (ck)2ρ(gig
−1
j )(ck)2ρ(gigg−1

j )

= 1.
(2.7)
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Por (2.6), temos qued2 = bg1g . . .bgngbg1 . . .bgn = bg1bg1g . . .bgnbgngc, ondec é produto de co-

mutadores emB′m. Comoc∈ Z(Bm) ec2 = 1, segue que:

d4 = (bg1bg1g . . .bgnbgngc)(bg1bg1g . . .bgnbgngc)
= bg1bg1g . . .bgnbgngbg1bg1g . . .bgnbgng.

Usando a igualdade (2.7), obtemos que:

d4 = (bg1bg1g)2 . . .(bgnbgng)2.

Por outro lado, temos que(bg′)2 = 1, qualquer que sejag′ ∈ Am. Assim, segue que:

d4 = (bg1)−1(bg1g)−1bg1bg1g . . .(bgn)−1(bgng)−1bgnbgng

= [bg1,bg1g] . . . [bgn,bgng]
= (ck)ρ(g1gg−1

1 ) . . .(ck)ρ(gngg−1
n ).

Comog∈A′m = Z(Am), temos qued4 = (ck)ρ(g) . . .(ck)ρ(g) = (ck)nρ(g). Desta forma, temos que

d4 = 1 se, e somente se,n é par ouρ(g) = 0. Ficando assim concluída a demonstração do lema.

¤

Lema 2.12. un ≡ 1 é uma identidade emCm se, e somente se, o elemento fixadoa∈ A′m não é

representável na formaa = g2
1g2

2 . . .g2
n, comg1,g2, . . . ,gn ∈ Am.

Demonstração: Vamos inicialmente supor quea não pode ser escrito na formag2
1g2

2 . . .g2
n para

todosg1,g2, . . . ,gn ∈ Am. Sejamg1,g2, . . . ,gn ∈ Am eb1,b2, . . . ,bn ∈ Bm. Então

un(g1b1,g2b2, . . . ,gnbn) = ((g1b1)2(g2b2)2 . . .(gnbn)2)4 = (g2
1g2

2 . . .g2
nb̃)4,

ondeb̃∈ Bm. Pelo lema 2.11, obtemos

un(g1b1,g2b2, . . . ,gnbn) = 1,

uma vez queρ(g2
1g2

2 . . .g2
n) = 0, poisa não é representável na formag2

1g2
2 . . .g2

n. Assim, como

un(g1b1,g2b2, . . . ,gnbn) = 1, para todogi ∈ Am, bi ∈ Bm, i = 1,2, . . . ,n, concluímos queun≡ 1

é uma identidade emCm.

Inversamente, seun ≡ 1 é identidade emCm, queremos mostrar quea 6= g2
1g2

2 . . .g2
n, para

todogi ∈ Am, i = 1,2, . . . ,n. Vamos supor por absurdo que existemg1,g2, . . . ,gn ∈ Am tais que

a = g2
1g2

2 . . .g2
n. Nestas condições,gi não pertence aA′m, para algumi. De fato, segi ∈ A′m, para
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todo i = 1,2, . . . ,2m, teríamosg2
i = 1 e portantoa = 1, um absurdo. Sem perda de generali-

dade vamos supor quegn 6∈ A′m. Assim, un(g1,g2, . . . ,gn−1,gnb1) = (g2
1g2

2 . . .g2
n−1(gnb1)2)4 =

(g2
1g2

2 . . .g2
n−1g2

nbgnb1)4. Temos quea= g2
1g2

2 . . .g2
n, eρ(a) = 1. Além disso, sabemos quegn 6= 1,

poisgn 6∈ A′m. Logo, pelo lema 2.11, segue que:

un(g1,g2, . . . ,gn−1,gnb1) = (abgnb1)4 6= 1,

um absurdo, pois, por hipótese, temos queun≡ 1 é identidade emCm. Concluímos então quea

não é representável na formag2
1g2

2 . . .g2
n, para todogi ∈ Am, i = 1,2, . . . ,n. ¤

2.4 Demonstração do Teorema 2.2

Como foi visto no início do capítulo, é suficiente mostrar que para todon, existe um grupo

Cm, ondem= m(n) tal queun(Cm) ≡ {1}, e portantouk(Cm) ≡ {1}, para todok≤ n, masCm

não satisfaz a identidadeul ≡ 1, para alguml > n.

Sejan≥ 1. Tomemosm = m(n) = n+ 1, paran≥ 1, arbitrário. Primeiramente mostra-

remos que existea ∈ A′m tal quea não é representável na formag2
1g2

2 . . .g2
n, com gi ∈ Am,

ondei = 1,2, . . . ,n. ComoA′m∼= Zm(2m−1)
2 , temos queA′m possui2m(2m−1) = 2(n+1)(2(n+1)−1) =

22n2+3n+1 elementos. Sejag = ai1ai2 . . .air ∈ Am. Para o cálculo deg2, basta considerar apenas

osai ’s distintos, pois podemos escreverg= al1
1 al2

2 . . .al2m
2m.c, ondec∈ A′m = Z(Am), e l i ∈ {0,1},

e assimg2 = (al1
1 al2

2 . . .al2m
2m.c)2 = (al1

1 al2
2 . . .al2m

2m)2. Temos também que seσ ∈ Sr , entãog2 =
(ai1ai2 . . .air )

2 = (aiσ(1)aiσ(2) . . .aiσ(r) .c̃)
2, ondec̃ ∈ A′m = Z(Am). Logo, g2 = (ai1ai2 . . .air )

2 =
(aiσ(1)aiσ(2) . . .aiσ(r))

2, qualquer que sejaσ em Sr . Desta forma, para determinar o número de

elementos da formag2, basta determinar o número de subconjuntos do conjunto de geradores

{a1,a2, . . . ,a2m}, uma vez que a ordem em que aparecem os geradores na expressão deg não

altera o quadrado. Os geradores que aparecem um número par de vezes emg podem ser descon-

siderados e os que aparecem um número ímpar de vezes podem ser contados apenas uma única

vez. Assim, o número de quadrados distintos emAm é menor que22m = 22(n+1) = 22n+2 (é me-

nor, pois os quadrados dos geradores são triviais). Portanto, o número de possíveis elementos

na formag2
1g2

2 . . .g2
n é menor que(22n+2)n = 22n2+2n. Notemos que o número de elementos na

formag2
1g2

2 . . .g2
n é menor que o número de elementos deA′m = A2

m, isto é,22n2+n < 22n2+3n+1.

Assim é possível escolhera∈ A′m tal quea não é da formag2
1g2

2 . . .g2
n.

Agora, pelo lema 2.12, temos que para estea escolhido, o grupoCm correspondente satisfaz
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a identidadeun≡ 1.

Finalmente mostraremos queCm não satisfaz a identidadeul ≡ 1, para alguml > n. De

fato, sejaa 6= 1 escolhido na primeira parte da demonstração. Observemos quea∈ A′m = A2
m,

então existel tal quea = g2
1g2

2 . . .g2
l , com gi ∈ Am, para todoi = 1,2, . . . , l . Agora pelo lema

2.12, temos queul ≡ 1 não é identidade emCm. Assim, concluímos queB4B2 não possui a

propriedade da base finita.
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Capítulo 3

Uma Variedade

Centro-por-abeliano-por-nilpotente

SejaF um grupo livre com baseX = {x}∪ {xi | i = 1,2, . . .}. Sejan um inteiro positivo

arbitrário. Definamos:

un = un(x,x1, . . . ,x2n) = [(x8)[x1,x2][x3,x4]...[x2n−1,x2n],x8]≡ 1

e

[[x1,x2,x3], [x4,x5,x6],x7]≡ 1. (3.1)

Nosso objetivo neste capítulo é mostrar que a variedade definida pelas identidadesun ≡ 1,

n = 1,2, . . . e (3.1) não possui base finita. Para todon, construiremos uma família de grupos

Gn, tal queGn satisfaz as identidades (3.1) eun≡ 1, mas não satisfazun+1≡ 1.

3.1 Construção do grupoGn

SejaA o grupo definido da seguinte forma:

A = 〈y1,y2, . . . | y8
i = [yi ,y j ]4 = [yi ,y j ,yk] = 1, para todoi, j,k = 1,2, . . .〉.

Observemos queA é nilpotente de classe2.

Observação3.1. Sejama,a1,a2 ∈ A. Entãoa8 = [a1,a2]4 = [a2
1,a

2
2] = [a4

1,a2] = 1.
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De fato, suponhamos quea = yi1yi2 . . .yir . Assim, temos que:

a2 = (yi1yi2 . . .yir )
2

= y2
i1y

2
i2 . . .y2

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik],

e portanto,

a4 =


y2

i1y
2
i2 . . .y2

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik]




2

= y4
i1y

4
i2 . . .y4

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[y2
i l ,y

2
ik][yi l ,yik]

2

= y4
i1y

4
i2 . . .y4

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik]
4[yi l ,yik]

2

= y4
i1y

4
i2 . . .y4

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik]
2.

Logo, concluímos que:

a8 =


y4

i1y
4
i2 . . .y4

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik]
2




2

= y8
i1y

8
i2 . . .y8

ir ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[y4
i l ,y

4
ik][yi l ,yik]

4

= ∏
l ,k=1,...,r

l<k

[yi l ,yik]
20

= 1.

Agora, sejama1 = yi1yi2 . . .yis1
e a2 = y j1y j2 . . .y js2

. ComoA é nilpotente de classe2, temos

que:
[a1,a2] = [yi1yi2 . . .yis1

,y j1y j2 . . .y js2
]

= ∏
1≤l≤s1
1≤k≤s2

[ai l ,a jk].
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Desta forma, obtemos:

[a1,a2]4 =


 ∏

1≤l≤s1
1≤k≤s2

[ai l ,a jk]




4

= ∏
1≤l≤s1
1≤k≤s2

([ai l ,a jk])
4

= 1. (3.2)

Também, temos que[a2
1,a

2
2] = [a1,a2

2]
2 = [a1,a2]4 = 1 e que[a4

1,a2] = [a1,a2]4 = 1.

Lema 3.2. O grupoA é relativamente livre eA/A′ é abeliano livre de expoente8.

Demonstração: SejaY = {yi | i = 1,2, . . .}. ComoA possui a apresentação:

A = 〈y1,y2, . . . | y8
i = [yi ,y j ]4 = [yi ,y j ,yk] = 1, i, j,k = 1,2, . . .〉,

entãoA = F(Y)/R, ondeR é gerado como subgrupo normal deF(Y) pelo conjunto:

{y8
i , [yi ,y j ]4, [yi ,y j ,yk] | i, j,k = 1,2, . . .}.

Queremos mostrar inicialmente queA é relativamente livre. Pela proposição 1.33, é sufici-

ente mostrar queR é subgrupo verbal deF(Y), ou seja,R é invariante por endomorfismos de

F(Y). Sejaα : F(Y)−→ F(Y) um endomorfismo, tal queα(yi) = ai , para todoi = 1,2, . . . . É

suficiente verificar queα aplicada nos elementos do conjunto gerador{y8
i , [yi ,y j ]4, [yi ,y j ,yk] |

i, j,k = 1,2, . . .} de R pertence aR. Observemos queα(y8
i ) = a8

i . Pela observação 3.1 temos

quea8
i R= (aiR)8 = R, e assima8

i ∈ R. Temos também pela observação 3.1 queα([yi ,y j ]4)R=
[ai ,a j ]4R = ([ai ,a j ]R)4 = R, e portanto[ai ,a j ]4 ∈ R. Além disso, como[yi ,y j ,yk]R = R, para

todo i = 1,2, . . . , segue da proposição 1.11 queF(Y)/R é nilpotente de classe2 e portanto

[ai ,a j ,ak]R= R, para todosai ,a j ,ak ∈ F. Logo, temos queα([yi ,y j ,yk])R= [ai ,a j ,ak]R= R.

Desta forma,α(R)⊂Re assim,Ré subgrupo verbal deF(Y). Portanto,A é relativamente livre.

Resta mostrar queA/A′ é abeliano livre de expoente8. Sabemos queA é de expoente8,

portantoA/A′ também é de expoente8, gerado porxi = yiA′, i = 1,2, . . . . Assim,

A/A′ = 〈x1,x2, . . . | x8
i = [xi ,x j ] = 1, para todoi, j = 1,2, . . .〉,

e por raciocínio semelhante ao anterior, segue queA/A′ é relativamente livre. Portanto,A/A′ é
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abeliano livre de expoente8, com geradores livres{yiA′, i = 1,2, . . .}. ¤

Lema 3.3. A′ é um grupo abeliano livre de expoente4, com conjunto de geradores livres

{[yi ,y j ] | i > j}.

Demonstração: Consideremos o grupoH definido da seguinte forma:

H = 〈h1,h2, . . . | [hi ,h j ]4 = [hi ,h j ,hk] = 1, para todoi, j,k = 1,2, . . .〉.

Sejaµ : H −→ A o homomorfismo tal queµ(hi) = yi , i = 1,2, . . . . Observemos queH ′ é um

grupo abeliano livre de expoente4, com geradores livres{[hi ,h j ] | i > j}. Isto pode ser verifi-

cado, fazendo a realização do grupoF/γ3(F), como no capítulo anterior para o grupoAm, onde

F é o grupo livre com basex1,x2, . . . . Basta para isto, considerar o anelR de polinômios não-

comutativo sobreZ nas variáveisδ1,δ2, . . . e o idealJ de R gerado por todos o monômios de

grau maior ou igual a3. Assim, conseguimos mostrar queF/γ3(F) é isomorfo a um subgrupo de

U (R/J), ondeU (R/J) é o subgrupo multiplicativo deR/J. Assim, podemos mostrar também

queF ′/γ3(F) é abeliano livre com base{[xi ,x j ] | i < j}, ondexi = xiγ3(F). Portanto, temos que

F ′/γ3(F)/(F ′/γ3(F))4 é abeliano livre de expoente4, com base{[xi ,x j ](F ′/γ3(F))4 | i < j}.
Assim, com auxílio do teorema de von Dyck, mostramos que:

F ′/γ3(F)/(F ′/γ3(F))4∼= H ′.

Portanto,H ′ é abeliano livre de expoente4, com geradores livres{[hi ,h j ] | i > j}.

SejaK = 〈h4
i | i = 1,2, . . .〉. Notemos queK ⊂ Z(H). De fato, seh ∈ H, então[h4

i ,h] =
[hi ,h]4 = 1, para todoi. Sejag 6= 1, g ∈ K. Entãog = h4n1

i1
h4n2

i2
. . .h4ns

is
, onden j é um inteiro

não-nulo e1≤ i1 < · · ·< is. Agora, seϕ é o homomorfismo canônico deH emH/H ′, então

ϕ(g) = h4n1
i1

h4n2
i2

. . .h4ns
is

H ′ 6= H ′,

pois g 6= 1. Assim, temos queK ∩H ′ = {1}. Sejaa ∈ H\{1}. Se a ∈ kerµ entãoa ∈ K,

pois µ(a) = µ(hl1
i1

hl2
i2

. . .hlr
ir
) = yl1

i1
yl2

i2
. . .ylr

ir
= 1. Portanto,l j = 8k j , j = 1,2, . . . , r, e assim,a =

h8k1
i1

h8k2
i1

. . .h8kr
i1

. Logo, a ∈ K e portanto,kerµ ⊂ K. Agora, comoK ∩H ′ = {1} e kerµ ⊂ K,

temos quekerµ∩H ′ = {1}. Logo, obtemosH/kerµ ∼= A e portanto(H ′ kerµ)/kerµ ∼= A′. Por

outro lado,(H ′ kerµ)/kerµ ∼= H ′/(H ′∩kerµ)∼= H ′, poiskerµ ∩H ′ = {1}. PortantoA′ ∼= H ′.
ComoH ′ é abeliano livre de expoente4 com geradores livres{[hi ,h j ] | i > j}, segue o resultado.

¤
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SejaB o grupo com a seguinte apresentação:

B = 〈zg, g∈ A | (zg)16 = [zg1,zg2,zg3] = 1, g,g1,g2 ∈ A〉.

Observemos queB é nilpotente de classe2. A seguir mostraremos alguns fatos sobre a estrutura

deB. Utilizaremos a notaçãoz= z1.

Lema 3.4. B′ é abeliano livre de expoente16, com base:

{[zg1,zg2] | g1 > g2, g1,g2 ∈ A}.

Demonstração: ComoB é nilpotente de classe2, temos queB′ é abeliano. Além disso, temos

[bg1,bg2]16 = [(bg1)16,bg2] = 1, ondeg1,g2 ∈ A. Logo,B′ é abeliano de expoente divisor de16.

Consideremos agora, o grupoL definido com a seguinte apresentação:

L = 〈hg1,hg2, . . . | [hgi ,hg j ]
16 = [hgi ,hg j ,hgk] = 1, para todogi ,g j ,gk ∈ A〉.

Notemos queL′ é um grupo abeliano livre de expoente16, com geradores livres{[hgi ,hg j ] |
gi > g j}. Este fato pode ser verificado de maneira semelhante ao feito para o grupoH ′ no lema

3.3. Definamos o homomorfismoϕ : L −→ B por ϕ(hgi) = zgi . ConsideremosJ = 〈h16
gi
| gi ∈

A〉. Claramente,J ⊂ Z(L), pois seh ∈ L então[h16
gi

,h] = [hi ,h]16 = 1, para todogi ∈ A. Seja

f ∈ J, f 6= 1. Então f = h16n1
gi1

h16n2
gi2

. . .h16ns
gis

, ondegi1 < gi2 < · · · < gis, para algums. Assim,

f L′ = h16n1
gi1

h16n2
gi2

. . .h16ns
gis

L′ 6= L′, se f 6= 1. Logo J∩L′ = {1}. Sejaa∈ L, a 6= 1. Suponhamos

quea ∈ kerϕ. Entãoϕ(a) = ϕ(hl1
gi1

hl2
gi2

. . .hlr
gir

) = (zgi1)l1(zgi2)l2(zgir )lr = 1. Portanto16 | l i , o

que implica quea ∈ J. Assim, kerϕ ⊂ J. Como J∩ L′ = {1}, segue quekerϕ ∩ L′ = {1}.
Desta forma, temos queL/kerϕ ∼= B e conseqüentemente(L′ kerϕ)/kerϕ ∼= B′. Por outro lado,

(L′ kerϕ)/kerϕ ∼= L′/(kerϕ ∩L′)∼= L′. LogoL′ ∼= B′, o que conclui a demonstração. ¤

Lema 3.5. B tem expoente32.

Demonstração: Sejab∈ B. Então,b = zg1zg2 . . .zgs, comgi ∈ A, i = 1,2, . . . ,s, para algums e

b2 = (zg1)2(zg2)2 . . .(zgs)2 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ].
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Elevando-se novamente ao quadrado, obtemos:

b4 = (zg1)4(zg2)4 . . .(zgs)4 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)2,(zg j )2][zgi ,zg j ]2

= (zg1)4(zg2)4 . . .(zgs)4 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]4[zgi ,zg j ]2

= (zg1)4(zg2)4 . . .(zgs)4 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]6.

Continuando o processo, temos:

b8 = (zg1)8(zg2)8 . . .(zgs)8 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)4,(zg j )4][zgi ,zg j ]12

= (zg1)8(zg2)8 . . .(zgs)8 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]16[zgi ,zg j ]12

= (zg1)8(zg2)8 . . .(zgs)8 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)16,zg j ][zgi ,zg j ]12

= (zg1)8(zg2)8 . . .(zgs)8 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]12.

Isto implica que:

b16 = (zg1)16(zg2)16. . .(zgs)16 ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)8,(zg j )8][zgi ,zg j ]24

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]64[zgi ,zg j ]24

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)16,zg j ]4[zgi ,zg j ]24

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]16[zgi ,zg j ]8

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]8.
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Assim, concluímos que:

b32 = ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)8,(zg j )8][zgi ,zg j ]16

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[zgi ,zg j ]64[zgi ,zg j ]16

= ∏
i, j=1,...,s

i< j

[(zgi)16,zg j ]4[(zgi)16,zg j ]

= 1.

Logo, B tem expoente divisor de32. Sejab ∈ B, b = zg1zg2, ondeg1,g2 ∈ A e g1 > g2. Pelo

cálculo feito acima, temos que:

b2 = (zg1)2(zg2)2[zg1,zg2] 6= 1.

Continuando o mesmo processo, obtemos que:

b16 = [zg1,zg2]8 6= 1,

pois B′ é abeliano livre de expoente16 e [zg1,zg2] é um elemento da base deB′, portanto tem

ordem16. Assim, segue queo(b) = 32eB tem expoente32. ¤

Definamos a ação deA em B por (zg)g′ = zgg′ , para todog,g′ ∈ A. ConsideremosW =
BoA, segundo a ação acima. A partir de agora, usaremos o fato queA é a união disjunta dos

subconjuntosA\A′, A′\(A′)2 e(A′)2. ComoA′ tem expoente4, podemos escolherT ⊂A′\(A′)2,

tal queT ∩T−1 = /0 eT ∪T−1 = A′\(A′)2.

SejaU1≤ B′, tal queU1 é gerado por:

{[zg1,zg2], comg1,g2 ∈ A, eg1g−1
2 ∈ A\A′∪ (A′)2}.

Observemos queU1 ¢W. De fato, sew = ab,a ∈ A,b ∈ B então[zg1,zg2]w = [zg1,zg2]ab =
[zg1a,zg2a]b = b−1[zg1a,zg2a]b∈U1.

Lema 3.6. B′/U1 é abeliano livre de expoente16com base:

{[zt ,z]gU1 | t ∈ T,g∈ A}.
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Demonstração: Pelo lema 3.4, temos queB′ é abeliano livre de expoente16com base

{[zg1,zg2] | g1 > g2, g1,g2 ∈ A}.

Também temos queg1g−1
2 6∈ A′ se, e somente se,g2g−1

1 6∈ A′ e g1g−1
2 ∈ (A′)2 se, e somente se,

g2g−1
1 ∈ (A′)2, quaisquer que sejamg1,g2 ∈ A. Podemos então concluir que:

U1 = 〈[zg1,zg2] | g1,g2 ∈ A, g1g−1
2 ∈ (A\A′)∪ (A′)2,g1 > g2,〉.

Assim,B′/U1 é um grupo abeliano livre de expoente16, com base

{[zg1,zg2]U1 | g1,g2 ∈ A,g1 > g2,g1g−1
2 ∈ A′\(A′)2}.

Notemos que seg1g−1
2 ∈ A′\(A′)2 entãog1g−1

2 ∈ T ou g1g−1
2 ∈ T−1. Seg1g−1

2 ∈ T não temos

nada a demonstrar. Agora, seg1g−1
2 ∈ T−1, entãog2g−1

1 ∈ T. Mas [zg1,zg2] = [zg2,zg1]−1, e

portanto[zg2,zg1]U1 também é um elemento da base. Assim, temos queB′/U1 possui base

{[zg1,zg2]U1 | g1,g2 ∈ A,g1g−1
2 ∈ T}. Agora, fazendot = g1g−1

2 eg = g2, segue que:

B′/U1 = 〈[zg1,zg2]U1 | g1,g2 ∈ A,g1g−1
2 ∈ T〉

= 〈[zg1g−1
2 ,z]g2U1 | g1,g2 ∈ A,g1g−1

2 ∈ T〉
= 〈[zt ,z]gU1 | g∈ A, t ∈ T〉.

Portanto, temos queB′/U1 é um grupo abeliano de expoente16, com base:

{[zt ,z]gU1 | g∈ A, t ∈ T}.

¤

SejaU2≤ B′, U2 gerado por:

U1∪{[zg1,zg2]g[zg1,zg2]−1, ondeg,g1,g2 ∈ A}.

Sejaw∈W, w = ab,a∈ A,b∈ B. Então:

([zg1,zg2]g[zg1,zg2]−1)w = ([(zg1)a,(zg2)a]g[(zg1)a,(zg2)a]−1)b

= [(zg1a),(zg2a)]g[(zg1a),(zg2a)]−1 ∈U2,

o que significa queU2 ¢W.
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Observações:

1. [zg1,zg2]gU2 = [zg1,zg2]U2, quaisquer que sejamg,g1,g2 emA;

2. [zg1,zg2]U2 = [zt ,z]gU2, para algumt ∈ T, g∈ A.

Lema 3.7. B′/U2 é abeliano livre de expoente16, com base:

{[zt ,z]U2 | t ∈ T}.

Demonstração: Primeiramente, notemos que

U2/U1 = 〈[zt ,z]g[zt ,z]−1U1 | t ∈ T, g∈ A〉.

Além disto,

B′/U2 = 〈[zg1,zg2]U2 | g1,g2 ∈G, g1g−1
2 ∈ T,〉.

Assim, usando as observações anteriores, segue queB′/U2 é abeliano livre com base:

{[zt ,z]U2 | t ∈ T}.

¤

Lema 3.8. B′/U2 é subgrupo deZ(W/U2). Além disso,W/U2 satisfaz(3.1).

Demonstração: Para a primeira afirmação, basta verificar que cada gerador deB′/U2 pertence

ao centro deW/U2. De fato, seja[zt ,z]U2, t ∈ T um gerador deB′/U2 e sejaw∈W,w = ab, a∈
A,b∈ B. Assim, obtemos:

[[zt ,z]U2,wU2] = [[zt ,z],ab]U2

= [zt ,z]−1b−1a−1[zt ,z]abU2

= [zt ,z]−1b−1[zt ,z]abU2

= [zt ,z]−1[zt ,z]aU2

= [zt ,z]−1[zt ,z]U2

= U2

e portantoB′/U2⊂W/U2.
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Resta agora mostrar queW/U2 satisfaz (3.1). Notemos que é suficiente verificar que

[x1,x2,x3]U2 ∈ B/U2, para todoxi ∈W, i = 1,2,3,

pois assim,[[x1,x2,x3], [x3,x4,x5]]U2 ∈ B′/U2 que está contido no centro deW/U2. Sejamx1 =
a1b1, x2 = a2b2, x3 = a3b3, ai ∈ A, bi ∈ B. Então

[x1,x2] = b−1
1 (a−1

1 b−1
2 )a−1

2 a1(b1a2)b2

= b−1
1 (b−1

2 a−1
1 [a−1

1 ,b−1
2 ])a−1

2 a1(a2b1[b1,a2])b2

= b−1
1 b−1

2 a−1
1 ([a−1

1 ,b−1
2 ]a−1

2 a1a2)b1[b1,a2]b2

= b−1
1 b−1

2 a−1
1 (a−1

2 a1a2[a−1
1 ,b−1

2 ][[a−1
1 ,b−1

2 ],a−1
2 a1a2])b1[b1,a2]b2

= b−1
1 b−1

2 [a1,a2][a−1
1 ,b−1

2 ][[a−1
1 ,b−1

2 ],a−1
2 a1a2]b1[b1,a2]b2.

Como B ¢ W, [a−1
1 ,b−1

2 ], [[a−1
1 ,b−1

2 ],a−1
2 a1a2] e [b1,a2] são elementos deB e portanto,

[[a−1
1 ,b−1

2 ],a−1
2 a1a2]b1[b1,a2]b2 = b∈ B. Assim [x1,x2] = b−1

1 b−1
2 [a1,a2]b. Agora:

[x1,x2,x3] = [b−1
1 b−1

2 [a1,a2]b,a3b3]
= b−1([a1,a2]−1b2b1b−1

3 )a−1
3 (b−1

1 b−1
2 [a1,a2])ba3b3, fazendob2b1b−1

3 = b′

= b−1b′[a1,a2]−1[[a1,a2]−1,b′]a−1
3 [a1,a2]b−1

1 b−1
2 [b−1

1 b−1
2 , [a1,a2]]ba3b3.

ComoB¢W, temos que[[a1,a2]−1,b′] = b′′ ∈ B eb−1
1 b−1

2 [b−1
1 b−1

2 , [a1,a2]]b = b′′′ ∈ B. Assim,

[x1,x2,x3] = b−1b′[a1,a2]−1b′′a−1
3 [a1,a2](b′′′a3)b3

= b−1b′[a1,a2]−1b′′a−1
3 [a1,a2]a3b′′′[b′′′,a3]b3

= b−1b′[a1,a2]−1b′′[a1,a2]b′′′[b′′′,a3]b3

= b−1b′[a1,a2]−1b′′[a1,a2]b′′′[b′′′,a3]b3 ∈ B.

Devemos notar que[a1,a2]−1b′′[a1,a2] = b̃∈ B, poisB¢W. Assim, concluímos que:

[x1,x2,x3] = b−1b′b′′′[b′′′,a3]b3 ∈ B.

Consequentemente,[x1,x2,x3]U2 ∈ B/U2. Portanto,

[[x1,x2,x3], [x4,x5,x6]]U2 ∈ B′/U2⊂ Z(W/U2).

Daí, concluímos que (3.1) é satisfeita emW/U2. ¤
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Consideremos agora,U3 ¢B′, tal queU3 é gerado por:

U2∪{[zgd,z]8[zg,z]8 | g∈ A,d ∈ (A′)2}. (3.3)

Sejamg∈ A, ec1,c2 ∈ A′ tais quec1 = c2, ou ainda,c1 = c2.d, d ∈ (A′)2. Assim,

[zgc1,z]8U3 = [zgc2d,z]8U3 = [zgc2,z]8U3.

Portanto,[zgc,z]8U3, c ∈ A′\(A′)2 é um elemento bem definido deB′/U3. Logo sez1,z2 são

elementos quaisquer deB, então[zc
1,z2]8U3, ondec ∈ A′/(A′)2, também é um elemento bem

definido deB′/U3.

Lema 3.9. (B′)8U3/U3 é um2-grupo abeliano elementar com base:

{[zc,z]8U3 | c∈ A′\(A′)2, c 6= 1}.

Demonstração: Sejamg∈ A e d ∈ (A′)2. Temos dois casos a considerar: o primeiro seg 6∈ A′

oug∈ (A′)2, e o segundo, seg∈ A′\(A′)2.

Seg 6∈A′ oug∈ (A′)2, temos quegd 6∈A′ ougd 6∈ (A′)2. Logo, [zgd,z] e [zg,z] são elementos

deU1. Portanto,[zgd,z]8[zg,z]8 também pertence aU1, sendo assim, trivial móduloU3.

Seg∈ A′\(A′)2, então temos que:

[zgd,z]8U2 = ([z,z(gd)−1
]gd)8U2

= ([z,z(gd)−1
])8U2

= ([z(gd)−1
,z]−1)8U2

= [z(gd)−1
,z]8U2.

Desta forma,[zg,z]8U2 = [zg−1
,z]8U2. Portanto é suficiente considerarmosg∈ T. Diante disto,

segue queU3/U2 é gerado por:

{[zt1,z]8[zt2,z]8U2},

com t1, t2 ∈ T, t1t
−1
2 ∈ (A′)2, e portantot1(A′)2 = t2(A′)2. Pelo lema 3.7, temos queB′U2/U2

é abeliano livre de expoente16, com base{[zt ,z]U2 | t ∈ T}. Portanto,(B′)8U2/U2 é 2-grupo

abeliano elementar com base{[zt ,z]8U2 | t ∈ T}. Observemos que:

{t(A′)2 | t ∈ T}= {c∈ A′/(A′)2 | c 6= 1}.
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Agora,(B′)8U2/U3 é um2-grupo abeliano elementar com base:

{[zc,z]8U3 | c∈ A′/(A′)2,c 6= 1}.

Resta observar que(B′)8U2 = (B′)8U3. De fato, é fácil ver que(B′)8U2 ⊂ (B′)8U3, e seg ∈
(B′)8U3, entãog = b8u, ondeb∈ B′ e u∈U3. Masu = x8.u′, ondex∈ B′ e u′ ∈U2, portanto,

g = (b8x8)u′ ∈ (B′)8U2. Logo (B′)8U2 = (B′)8U3. Assim, temos que(B′)8U3/U3 é um2-grupo

abeliano elementar com base{[zc,z]8U3 | c∈ A′/(A′)2,c 6= 1}. ¤

Lema 3.10.Sejamz1,z2 ∈ B, a∈ A, c∈ A′/(A′)2. Então

[((z1z2)a7
. . .(z1z2)a(z1z2))c,z1z2]8U3 = [(za7

1 . . .za
1z1)c,z1]8[(za7

2 . . .za
2z2)c,z2]8U3.

Demonstração: Primeiramente mostraremos que para todok = 1,2, . . .7, temos que

[zakc
2 ,z1]8U3 = [za−kc

1 ,z2]8U3. De fato, sez1 = zh1zh2 . . .zhs e z2 = zg1zg2 . . .zgr , onder e s são

inteiros positivos. Então

[zakc
2 ,z1]8U3 = [(zg1zg2 . . .zgr )akc,zh1zh2 . . .zhs]8U3

= ∏
i, j

[zgiakc,zh j ]8U3

= ∏
i, j

([zgi ,zh j (akc)−1
]a

kc)8U3, masc = c−1

= ∏
i, j

[zgi ,zh ja−kc]8U3

= ∏
i, j

[zh ja−kc,zgi ]8U3

= [(zh1zh2 . . .zhs)a−kc,zg1zg2 . . .zgr ]8U3

= [za−kc
1 ,z2]8U3.

Agora, temos que:

[((z1z2)a7
. . .(z1z2)a(z1z2))c,z1z2]8U3 = [(za7

1 za7

2 . . .za
1za

2z1z2)c,z1z2]8U3

= [(za7c
1 za7c

2 . . .zac
1 zac

2 zc
1zc

2,z1z2]8U3

=
7

∏
i=1

[zaic
1 ,z1]8[zaic

1 ,z2]8[zaic
2 ,z1]8[zaic

2 ,z2]8U3.
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Observamos que[zaic
2 ,z1]8 = [za−ic

1 ,z2]8. Assim,

[((z1z2)a7
. . .(z1z2)a(z1z2))c,z1z2]8U3 =

7

∏
i=1

[zaic
1 ,z1]8[zaic

1 ,z2]8[za−ic
1 ,z2]8[zaic

2 ,z2]8U3

=
7

∏
i=1

[zaic
1 ,z1]8[zaic

2 ,z2]8U3

= [(za7

1 . . .za
1z1)c,z1]8[(za7

2 . . .za
2z2)c,z2]8U3.

¤

Agora, terminaremos a construção do grupoGn, para todon > 1. Isto nos possibilitará a

demonstração do teorema principal deste capítulo.

Sejan um inteiro positivo. ConsideremosCn o subconjunto deA′/(A′)2 consistindo de

produtos de no máximon comutadores. SejaDn o subgrupo deB′ contendoU3, definido

anteriormente, tal queDn/U3 é gerado pelo conjunto{[zc,z]8U3 | c ∈ Cn}. Agora, definamos

Gn = W/Dn.

3.2 O Teorema Principal

Nesta seção, mostraremos que a variedade centro-por-abeliano-por-nilpotente definida abaixo,

não possui nenhuma base finita. Para isso, usaremos os fatos que foram demonstrados na seção

anterior. O teorema a seguir, que é nosso principal resultado deste capítulo, foi demonstrado

por Bryant e Krassilnikov [4] em 2000.

Sejamun = un(x,x1, . . . ,x2n) = [(x8)[x1,x2][x3,x4]...[x2n−1,x2n],x8]≡ 1, n = 1,2, . . . .

Teorema 3.11.A variedade definida pelas identidadesun ≡ 1, n = 1,2, . . . e pela identidade

(3.1), não possui base finita.

Demonstração: Convém notar queum ≡ 1 é conseqüência deun ≡ 1, para qualquern ≥ m.

Assim, por raciocínio análogo ao feito no capítulo anterior, para mostrar que o conjunto de

identidades{v}∪{ui | i = 1,2, . . .} não é conseqüência de nenhum subconjunto finito de iden-

tidades, é suficiente mostrar quev≡ 1 e un ≡ 1 são identidades emGn, masun+1 ≡ 1 não é

identidade emGn, para todon inteiro positivo.

Sejan um inteiro positivo. Devemos observar queGn satisfaz a identidade (3.1). De fato,
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como a identidade[[x1,x2,x3], [x4,x5,x6],x7]≡ 1 é satisfeita emW/U2, temos que:

[[g1,g2,g3], [g4,g5,g6],g7] ∈U2⊂ Dn,

para todogi ∈W, i = 1,2, . . . ,7. PortantoGn também satisfaz a identidade (3.1).

Agora, mostraremos queun(Gn) = {1}. Sejamw,w1,w2, . . .w2n ∈W, ondew = ab, wi =
aibi , ai ∈ A,bi ∈ B, i = 1,2, . . .2n. Temos quew8 = ba7

ba6
. . .bab. De fato,

w2 = (ab)2abab= a2bab,

e portanto,

w4 = (a2bab)2 = a4(bab)a2
bab = a4ba3

ba2
bab.

Finalmente, temos que:

w8 = a8(ba3
ba2

bab)a4
ba3

ba2
bab.

ComoA tem expoente8,

w8 = ba7
ba6

. . .bab.

Observemos que:

[wi ,wi+1] = [aibi ,ai+1bi+1] = b−1
i a−1

i b−1
i+1a−1

i+1aibiai+1bi+1 = [ai ,ai+1]b,

ondeb∈ B. Logo,

[w1,w2][w3,w4] . . . [w2n−1,w2n] = [a1,a2][a3,a4] . . . [a2n−1,a2n]b̃ = cb̃,

comb̃∈ B ec = [a1,a2][a3,a4] . . . [a2n−1,a2n]. Agora, calculandoun(w,w1, . . . ,w2n), obtemos:

un(w,w1, . . . ,w2n) = [(w8)[w1,w2][w3,w4]...[w2n−1,w2n],w8]
= [(ba7

. . .bab)[a1,a2][a3,a4]...[a2n−1,a2n]b̃,ba7
. . .bab]

= [(ba7
. . .bab)cb̃,ba7

. . .bab]
= [((ba7

. . .bab)c)b̃,ba7
. . .bab]

= [b̃−1(ba7
. . .bab)cb̃,ba7

. . .bab]
= [(ba7

. . .bab)c[(ba7
. . .bab)c, b̃],ba7

. . .bab]
= [(ba7

. . .bab)c,ba7
. . .bab][[(ba7

. . .bab)c, b̃],ba7
. . .bab].

ComoB é nilpotente de classe2, o segundo termo do produto acima é trivial e consequente-
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mente,

un(w,w1, . . . ,w2n) = [(ba7
. . .bab)c,ba7

. . .bab].

Por outro lado, para cadak = 1,2, . . .7, temos

[(ba7
. . .bab)c,bak

]U2 = [(ba7
. . .bab)c,bak

]a
−k

U2

= [(ba7
. . .bab)a−kc,b]U2

= [(ba7−k
. . .ba1−k

ba−k
)c,b]U2

= [(ba7
. . .bab)c,b]U2.

Diante disto,

un(w,w1, . . . ,w2n)Dn = [(ba7
. . .bab)c,ba7

. . .bab]Dn

= [(ba7
. . .bab)c,ba7

] . . . [(ba7
. . .bab)c,ba][(ba7

. . .bab)c,b]Dn

= [(ba7
. . .bab)c,b]8Dn,

ondec = c(A′)2. Convém lembrar que seb ∈ B, entãobDn é um produto de elementos na

formazgDn, comg∈ A. Mas pelo lema 3.10, temos que[(ba7
. . .bab)c,b]8Dn é um produto de

elementos na forma[(zga7
. . .zgazg)c,zg]8Dn, comg∈ A. Sejaa′ = gag−1. Assim,

[(zga7
. . .zgazg)c,zg]8Dn = ([(zga7

. . .zgazg)c,zg]8)g−1
Dn

= [(zga7g−1
. . .zgag−1

zgg−1
)c,zgg−1

]8Dn

= [(z(a′)7
. . .za′z)c,z]8Dn.

Vamos separar nosso cálculo em dois casos:

1. Se(a′)4 = 1 então temos que:

[(z(a′)7
. . .za′z)c,z]8Dn = [(z(a′)7

z(a′)6
z(a′)5

z(a′)4
)c,z]8[(z(a′)3

z(a′)2
za′z)c,z]8Dn

= [(z(a′)3
z(a′)2

za′z)c,z]8[(z(a′)3
z(a′)2

za′z)c,z]8Dn

= [(z(a′)3
z(a′)2

za′z)c,z]16Dn

= Dn,

poisB′ tem expoente16.

2. Caso contrário, se(a′)4 6= 1, entãoa′ 6∈ A′, pois A′ tem expoente4. Logo (a′)k 6∈ A′,
k = 1,2, . . . ,7. Portanto, segue que[z(a′)kc,z] ∈U1. De fato,(a′)k ∈ A\(A′) ec∈ A′, o que
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implica que(a′)kc∈ A\(A′). Diante disso, temos que:

[(z(a′)7
. . .za′z)c,z]8Dn = [(z(a′)7

. . .za′z)c,z]8Dn

= [z(a′)7c,z]8 . . . [za′c,z]8[zc,z]8Dn.

Como[z(a′)7c,z]8, . . . , [za′c,z]8, [zc,z]8 ∈ U1, segue que:

[(z(a′)7
. . .za′z)c,z]8Dn = Dn.

Dos ítens 1 e 2, segue queun(w,w1, . . . ,w2n)Dn = Dn, para todow,wi ∈W, i = 1,2, . . . ,2n,

ou seja,un ≡ 1 é identidade emW/Dn = Gn, concluindo a primeira parte da demonstração do

teorema.

Mostraremos agora queGn não satisfaz a identidadeun+1≡ 1. Primeiramente, verificaremos

que para todom inteiro positivo, existe um elemento deA′/(A′)2 que não pode ser escrito

como um produto de um número menor ou igual amde comutadores emA/(A′)2. Para mostrar

este fato, utilizaremos um argumento de contagem, como em [16]. SejaAk < A, tal queAk =
〈y1,y2, . . . ,yk〉. Assim,A′k/(A′k)

2 é um2-grupo abeliano elementar com base{[yi ,y j ](A′k)
2 | i >

j}, que possui
(k

2

)
= k(k−1)

2 elementos, logo| A′k/(A′k)
2 |= 2

k(k−1)
2 . Agora, segi = g′i modA2,

então

[g1,g2] . . . [g2m−1,g2m](A′)2 = [g′1,g
′
2] . . . [g

′
2m−1,g

′
2m](A′)2.

De fato, temos que:

[g′1,g
′
2] . . . [g

′
2m−1,g

′
2m](A′)2 = [g1δ1,g2δ2] . . . [g2m−1δ2m−1,g2mδ2m](A′)2, δi ∈ A2.

Além disto,
[g′i ,g

′
i+1](A

′)2 = [giδi ,gi+1δi+1](A′)2

= [gi ,gi+1][δi ,gi+1][gi ,δi+1][δi ,δi+1](A′)2

= [gi ,gi+1](A′)2,

pois[δi ,gi+1], [gi ,δi+1], [δi ,δi+1] ∈ (A′)2. Portanto,

[g′1,g
′
2] . . . [g

′
2m−1,g

′
2m](A′)2 = [g1,g2] . . . [g2m−1,g2m](A′)2.

Assim, o número de produtos na forma[g1,g2] . . . [g2m−1,g2m](A′)2 em Ak/(A′k)
2 é menor ou

igual a2k2k . . .2k︸ ︷︷ ︸
2m vezes

= 2mk. Por outro lado,|A′k/(A′k)
2 |= 2

k(k−1)
2 e existem no máximo2mk elemen-

tos que podem ser escritos como produto demcomutadores. Assim, existek0, tal que para todo
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k > k0,
k(k−1)

2 > mk. Logo existe um elemento deA′/(A′)2 que não pode ser escrito como um

produto de um número menor ou igual am de comutadores emA/(A′)2.

Agora, mostraremos que[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2 ∈ A/(A′)2, não pode ser escrito como

um produto de um número menor ou igual an de comutadores emA/(A′)2. Vamos supor por

contradição que

[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2 = [ f1, f2] . . . [ f2s−1, f2s](A′)2,

com s≤ n. ComoA/(A′)2 é relativamente livre com geradores livresy1(A′)2,y2(A′)2, . . . , te-

mos que toda aplicação do conjunto de geradores{yi(A′)2 | i = 1,2, . . .} emA/(A′)2 pode ser

estendida a um endomorfismo deA/(A′)2. Sejaψ uma aplicação do conjunto de geradores em

A/(A′)2, tal queψ(yi) = di ,di . Assim, temos que:

ψ([y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2) = ψ([ f1, f2] . . . [ f2s−1, f2s](A′)2),

e portanto,

[d1,d2] . . . [d2n+1,d2n+2])(A′)2 = [ψ( f1),ψ( f2)] . . . [ψ( f2s−1),ψ( f2s)](A′)2.

Então, todo elemento deA′/(A′)2 que é escrito como produto den+ 1 comutadores pode ser

escrito como produto de no máximon comutadores emA/(A′)2. Por indução, segue que todo

elemento deA′/(A′)2 pode ser escrito em no máximon comutadores emA/(A′)2. Um ab-

surdo, pois mostramos que para todom inteiro positivo, existe um elemento deA′/(A′)2 que

não pode ser escrito como um produto de um número menor ou igual am de comutadores em

A/(A′)2. Desta forma, concluímos que[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2 ∈ A/(A′)2, não pode ser

escrito como produto de um número menor ou igual an de comutadores emA/(A′)2, ou seja,

[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2 6∈Cn.

Vamos calcularun+1(y1z,y1,y2, . . . ,y2n+2) emGn. Recordemos que:

un+1(y1z,y1,y2, . . . ,y2n+2) = [((y1z)8)[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],(y1z)8]
= [(zy7

1 . . .zy1z)[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],zy7
1 . . .zy1z]

=
7

∏
i, j=1

[zyi
1[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],zy j

1].
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Notemos que sei 6= j, comoy1 6∈ A′,

yi
1[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2]y

− j
1 = yi− j

1 [y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2] 6∈ A′.

Portanto,[zyi
1[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],zy j

1] ∈U1. Assim, segue que:

un+1(y1z,y1,y2, . . . ,y2n+2)Dn =
7

∏
i, j=1
i= j

[zyi
1[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],zy j

1]Dn

= [z[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],z]8Dn.

Pelo que vimos acima,[y1,y2] . . . [y2n+1,y2n+2](A′)2 6∈Cn. Logo, pelo lema 3.9 temos:

[z[y1,y2]...[y2n+1,y2n+2],z]8 6∈ Dn,

isto é, a identidadeun+1 não é satisfeita emGn. ¤
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