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Resumo

SejaF um grupo livre, com basé = {x; | i =1,2,...}. Sejau = u(xy,...,X,) € F. Dizemos
queu = 1 é umaidentidadeem um grupdG, seu(ds,...,0n) = 1, para todogys,...,0n € G.
A variedade de grupo¥ definida pelo conjunto de identidadég = 1|i €|} é a classe de
todos os grupos que satisfazem a cada uma das identidades deste conjunto, chamado de uma
basede identidades d¥. Por exemplo, a identidadey,x;] = 1, define a variedada de todos
0S grupos abelianos.

Nesta dissertacdo, faremos um estudo de duas variedades de grupos que nao possuem ne-
nhuma base finita, ou seja, ndo podem ser definidas por nenhum conjunto finito de identidades.
A primeira variedade, consiste de todos 0s grupos que sado extensdes de um grupo de expoente
4 por um grupo de expoent A segunda variedade é uma variedade de grupos centro-por-
abeliano-por-nilpotente. Esta dissertagéo foi baseada nos trabalhos de Bryant [5], Kleiman [11]

e de Bryant e Krassilnikov [4], e também no capitulo 7 do livro de Bahturin [2].

Palavras-chave: Identidades em grupos, variedades de grupos, propriedade da base finita.



Abstract

Let F be a free group with a bas{s; | i =1,2,...}. Letu=u(xy,...,Xn) € F. We say that
u=1is an identity in a grous if u(gs,...,gn) = 1forall gi,...,gn € G. A variety of groups
V defined by a set of identities; = 1| i € |} is the class of all groups satisfying each identity
of this set. The sefv; =1|i €|} is called abasisof identities ofV. For example, the identity
[x1,X%2] = 1 defines the varieti of all abelian groups.

In this dissertation, we study two varieties of groups which are not finitely based, that is,
they cannot be defined by a finite set of identities. The first variety consists of all the groups that
are extensions of a group of exponent 4 by a group of exponent 2. The second variety is a variety
of centre-by-abelian-by-nilpotent groups. The dissertation was based on the works of Bryant
[5], Kleiman [11], Bryant and Krassilnikov [4] and also on the chapter 7 of the Bahturin’s book

2].

Keywords: Identities in groups, varieties of groups, finite basis property.
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Introducao

Para falar sobre o Problema da existéncia de uma base finita para variedades de grupos,
precisamos antes de algumas defini¢cdes. ISeja grupo livre, com basé = {x; |i=1,2,...}.
A definigéo precisa de grupo livre sera dada no capitulo 1..5€ja(xy,...,xn) € F. Dizemos
queu = 1 é umaidentidadeem um grupdG, seu(gs,...,0n) = 1, para todosys,...,0n € G.
Assim, avariedade de grupo¥ definida pelo conjunto de identidad¢g =1|i €1} é a
classe de todos os grupos que satisfazem a cada uma das identidades deste conjunto, chamado
de umabasede identidades d¥. Podemos citar alguns exemplos de variedades de grupos,
como a variedadA de todos os grupos abelianos, que é definida pela identidadg =1e a
variedade de Burnsid®, de expoenta, de todos os grupos de expoente divisonddefinida
pela identidade" = 1.

Diremos que uma variedade de grupdgpossuibase finita se U pode ser definida por
algum conjunto finito de identidades. A questédo sobre a existéncia de variedades de grupos que
nao possuam uma base finita, foi inicialmente feita por B. H. Neumann em 1937 [14]. Uma
maneira de se enunciar esta questao é a seguinte:

Toda variedade de grupos pode ser definida por um conjunto finito de identidades?

Esta questéo ficou sem resposta até 1970. Neste ano, Olshanskii [17] mostrou que exis-
tem variedades de grupos que ndo possuem nenhuma base finita. No mesmo ano, Adian [1] e
Vaughan-Lee [20], exibiram exemplos de variedades de grupos sem nenhuma base finita. Mas
outros problemas sobre a existéncia de base finita para varias variedades de grupos continuavam
sem resposta. Por exemplo, o problema 11 do livro de H. Neumann [15], que foi enunciado da
seguinte forma:

A variedadeB4B, possui uma base finita de identidades?

A variedadeB4B, € a variedade produto & e B,, podendo ser definida como a variedade
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de todas as extensdes de grupo8gi@or grupos dd3,, ou seja, um grup& € B4B- se existe

N <G tal queN € B4 e G/N € B,. Este problema, que serd o assunto principal do capitulo 2
desta dissertacao foi resolvido de forma independente por R. M. Bryant [5] e Ju. G. Kleiman
[11] em 1973.

Outro problema que ficou sem resposta por muitos anos € o seguinte:

Existe uma variedade satisfazendo a identidade

[[X1, %2, %3], [X4, X5, X6], X7] = 1, (1)

gue nao possui uma base finita?

Um grupoG satisfazendo a identidade acima é chamado centro-por-abeliano-por-nilpotente
(de classe no méxima), isto é,G/Z(G) é uma extensédo de um grupo abeliano por um nilpo-
tente de classe no maxin2oEm 1995, C. K. Gupta e A. N. Krassilnikov [6], mostraram que a
variedade definida pela identidade (1) e pelas identidades

Uy = [XB, [X17X2]7 sy [X4n—3ax4n—2],X8] = 17 n> 17

nao possui nenhuma base finita. Na verdade eles mostraram um fato ainda mais forte, que a
variedade definida pela identidade (1), p&f® = 1 e pelas identidades,, n > 1, ndo possui
base finita.

Alguns anos depois, em 2000, R. M. Bryant e A. N. Krassilnikov [4] mostraram que a
variedade definida pela identidade (1) e pelas identidades

Vn(X, X1, . .., Xon) = [(xB)Xxelbxexa].-Den-10n] 38] = 1

nado possui base finita. Este resultado sera o assunto principal do capitulo 3 desta dissertacao.
Mais tarde em 2003, A. N. Krassilnikov [12] construiu uma variedade de grupos sem base finita
satisfazendo a identidade (1x&= 1.

Outros resultados e problemas que ainda estdo em aberto nesta area, podem ser encontrados
no livro de Bahturin e Olshanskii [3] e no artigo de Gupta e Krassilnikov [7].

Depois destas consideracgdes histéricas sobre o problema da existéncia de bases finitas, mos-
traremos o0s objetivos e a forma em que foi estruturado o trabalho.

O objetivo principal desta dissertacao é realizar um estudo sobre variedades sem base finita.

2



Introducéo

Nos basearemos nos trabalhos de Bryant [5] e Kleiman [11] e no capitulo 7 do livro de Bahturin
[2], para mostrar qu4B, ndo possui uma base finita de identidades. O trabalho de Bryant

e Krassilnikov [4] sera a base de nosso ultimo capitulo, no qual construiremos uma variedade
centro-por-abeliano-por-nilpotente sem base finita.

No primeiro capitulo, introduziremos conceitos basicos em teoria de grupos, como por
exemplo grupos nilpotentes e grupos livres. Faremos um estudo mais detalhado, sobre vari-
edades de grupos, subgrupos verbais, grupos relativamente livres e definiremos o produto de
variedades de grupos. Esta parte sobre variedades de grupos tem como base o livro de Hanna
Neumann [15].

No capitulo 2 mostraremos que a variedade de grBgBs ndo possui nenhuma base finita.
Para isto, construiremos uma familia de grupos que satisfaz algumas das identidades que defi-
nemB4B», mas ndo satisfaz as demais. Com base nesta construcdo demonstraremos o teorema
2.2 que é o principal resultado do capitulo.

O dltimo capitulo, sera dedicado a construcdo de uma variedade grupos centro-por-
abeliano-por-nilpotente sem base finita, ou seja uma variedade que satisfaz a identidade (1).
Esta demonstracdo, como no capitulo anterior, necessita primeiro da construcao de uma familia
de grupos que satisfaz algumas das identidades que definem a vaNgdads n&o a todas.

A construcdo desta familia de grupos € mais complicada que a do capitulo 2. Concluimos o
capitulo com a demonstracdo de que a variedad@o possui base finita.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupos e Apresentacdes de Grupos

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados conhecidos da teoria de grupos. Iniciaremos
falando sobre grupos abelianos livres e nilpotentes. No final da secéo falaremos sobre grupos
livres e apresentacdes de grupos, isto nos possibilitara desenvolver a teoria sobre variedades
de grupos. Os resultados desta secdo serdo em sua maioria apresentados sem demonstracao,
faremos apenas referéncia a livros em que o leitor podera consultar as demonstracées.

Grupos Abelianos e Nilpotentes

Definicdo 1.1.Um grupoA é chamadabeliano livrese ele for a soma direta de grupos ci-
clicos infinitos. Em outras palavraé, & abeliano livre, se existe um subconjuxtaC A de
elementos de ordem infinita, chamado uvagedeA, tal queA = Z<<x>, ou SejaA = Z(Z. A

Xe Xe

cardinalidade do conjuntd sera chamadpostode A.

Proposicéo 1.2.Todo grupo abeliano € um quociente de um grupo abeliano livre.

DemonstracaoVer [19, p. 313]. O

Proposicéo 1.3.Todo subgrupo de um grupo abeliano livre também é abeliano livre.

DemonstracaoVer [9, p. 52] e [19, p. 316]. O
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Definicédo 1.4.SejaG um grupo. O menor inteiro positivotal queg” = 1, para toda € G, se
existir, € chamado dexpoentale G.

Definicdo 1.5.Sejap um namero primo. Entdo umgrupo abeliano elementas € um grupo
abeliano de expoent

Observamos, que €8 € um p-grupo abeliano elementar ent&o= ZZp, ondel é uma
le
familia de indices.

Definicao 1.6.Um grupoG é chamadmilpotentese possui uma série de subgrupos
1=Gp<G1 <+ <G =G,

tal queGi_1 <G, Gj/Gj_1 C Z(G/Gj_1), paratodd = 1,...,c. Tal série de subgrupos é cha-
madasérie centradeG. O menor de todos os comprimentos das séries centr@sddhamado
declasse de nilpoténcido grupoG.

SejaG um grupo. Sejamy, Xy, ... € G. Relembramos que comutadordex; e x; é:
1,1 -1
[X1,X2] = X{ X5 KXo = X{ X2,

ondex’{2 € 0 conjugado de; por xp. Definiremos umcomutador simplesle peson > 2, de
forma recursiva por:

[X17X27 cee axn] - [[X17X27 s axn—l]axn]-

Por convencéao, teremosq | = X;.

A proposicao abaixo mostra algumas propriedades basicas de comutadores de demonstracéo
direta.

Proposicéo 1.7.SejamG um grupo &, Y,z € G. Entao:

1. xy=yxx,y];
2. [}yl =[x

3. xy.4 =[x2"ly.4 e[xyZ = [x,Z[x y]*

SejamXj, X, ... subconjuntos ndo-vazios de um grupaDefiniremos o subgrupo comuta-

dor deX; e Xy por:
[X]_,Xg] = <[X17X2] | X1 € X1, X2 € X2>'

5
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Mais geralmente, temos que:
[X1>x27--~7xn] = [[X1>x27~-~,xn—1]>xn].

Pelo item 2 da proposi¢éo acima, temos peXp| = [Xo, X1].

Daremos agora algumas caracterizag0es alternativas de nilpoténcia. Estas caracterizagbes
serdo através de duas séries centrais bastante conhecidas.

Definiremos uma nova série de subgrupos, por:

w(G) = [K-1(G),Gl.

Esta série € chamada dérie central inferiorde G. E facil verificar quey(G)/y1(G) C
Z(G/yi+1(G)) e quey (G) é subgrupo completamente invarianteGle

Definiremos também série central superioda seguinte forma:

L(G) = 1,
Zi(G)/Z-1(G) = Z(G/Zi-1(G)).

Proposicao 1.8.Sejal = Gy < G; < --- < G = G uma série central em um grupo nilpotente
G. Entéo:

1. %(G) < Gn_j+1, para todoi, e assimyy1(G) = 1;

2. Gj < Z(G), para todoi, e assimZ,(G) = G;

3. A classe de nilpoténcia de G é igual ao comprimento da série central inferior, que

também é igual ao comprimento da série central superior.

DemonstracaoVer [18, p. 125]. O
Proposicéo 1.9.Todo subgrupo e todo quociente de um grupo nilpotente de adassigpotente

de classe menor ou iguala

DemonstracaoVer [19, p. 115]. O
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Proposicao 1.10.SejaG um grupo arbitrario. SejaM um conjunto gerador d&. Entdoy(G)
€ gerado pory1(G) e todos os comutadores simples de ge$q,, Xj,,. . .,X;j], comx;j, € M.
DemonstracaoVer [8, p. 152] e [9, p. 118]. O
Proposicédo 1.11.SejaG um grupo. SejaM um conjunto gerador d&. EntdoG € nilpotente

de classe no maximose, e somente spg, X, ..., Xc+1] = 1, para todosxy, X, ..., Xe+1 € M.

DemonstracaoVer [10, p. 39]. O

Grupos Livres e Apresentacoes de Grupos

Definicdo 1.12.SejamF um grupo eX um sub-conjunto dé. Diremos qué- € umgrupo livre
combaseX, se para todo grupG e toda funcad : X — G, existe um Unico homomorfismo
¢ : F — G que estendé.

Notagdo:F = F(X).

A construcdo e a prova da existéncia de grupos livres, podem ser encontradas em
[18, p. 45] e [19, p. 343].

Teorema 1.13 (Nielsen-Schreier)Todo subgrupdd de um grupo livre= também é livre.

DemonstracaoVer [18, p. 159] e [19, p. 383]. O

Proposicao 1.14.SejaG um grupo. Entads € um quociente de algum grupo livike

DemonstragénSejamX = {Xq | g€ G} e f : X — G, uma aplicacéo tal qué(xg) = g. Obvi-
amentef € uma bijecdo. SE é livre com bas&, entdo existe um homomorfisngo: F — G
que estendé. Temos quep é sobrejetivo, poid € sobrejetiva. Assim, segue 9B F /ker¢.
U



Capitulo 1. Preliminares

Definicdo 1.15.SejamF um grupo livre com bas¥ e A C F. Diremos que um grupG& tem
geradoresX erela¢desA seG = F /R, ondeR é um subgrupo normal de gerado (como um
subgrupo normal) pak. O par ordenaddX | A) chama-se umapresentacaado grupoG.

Geralmente, utilizaremos a notacd®: | 6 = 1,0 € A).

Exemplal.16 O grupo ciclico de ordem, C,, possui geradax e relacao = 1. LogoG pode
ser apresentado con@®= (x | x");

Exemplol.17. O grupo ciclico infinitoC, possui geradox e nenhuma relacéo. Desta forma,
G = (x|), ou aindaG = (x| 0);

Exemplo1.18 O grupoG = C x C, possui geradore®; e xp, e relag@o[xs,xp] = 1. Assim,
G = (X1,X2 | [X1,X2] = 1).

O teorema de von Dyck abaixo, mostra que se um gkigem os mesmos geradores que
um grupoG e satisfaz a todas as relacdeGientdoH é um quociente dé.

Teorema 1.19 (von Dyck).SejaG = (X1,X2,...,%n | Ij(X1,X2,...,%n), ] € J). Suponhamos que
H € um grupo gerado poy, Yz, ...,Yn€rj(y1,Y2,...,¥n) = 1, para cadaj € J. Entéo existe um
homomorfismo sobrejetiyo: G — H tal queu(x) =i, paratodoi = 1,2,...,n, ou sejaH

€ um quociente dé.

DemonstracéoSejaF um grupo livre com bas¥, ondeX = {Xg,%,...,%}. SejaR o sub-
grupo normal dé= gerado por (X, X2,...,%n), j € J. Assim temos qué& = F /R. Definamos
¢ : F — H um homomorfismo tal que (x) =vi,i = 1,2,...,n. Claramente temos qug
€ sobrejetivo. SejiN = kerg. Temos¢(R) = 1, poisH satisfaz as relagdes, j € J. Logo
R < ker¢ = N. Assim segue que:

H=F/N=(F/R)/(N/R)=G/(N/R).

Desta forma, obtemos o resultado. O

1.2 Variedades de Grupos e Subgrupos Verbais

Utilizaremos nesta secéo as ferramentas introduzidas na se¢do anterior. Assim, desenvolve-
remos alguns resultados importantes sobre variedades de grupos e grupos relativamente livres.
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Definicdo 1.20.SejaF (X) um grupo livre, com conjunto de geradores livbés= {x | i =
1,2,...}. Um elementou de F(X) € umaidentidade(ou lei) em um grupoG, se para qual-
quer homomorfism@ : F(X) — G, temos¢ (u) = 1. Usaremosu ou u = 1 para denotar a
identidade.

Observemos que se= F(X), entdou = u(Xy,...,X). Seds,...,0n € G, entdo consideremos
a aplicacaa : x; — gj, i = 1,2,...,n. Pela definicdo de grupo livre existe um homomorfismo
¢ : F(X) — G, que estende. Seu= 1 é uma identidade no gruf®, entdo temos que:

¢(u) = P (U(XL- -, %n)) =U(P(Xa),..., 0 (X)) = U(G1,-..,0n) =1,

para todo);, 0y, . ..,0n € G. Assimu = 1 é uma identidade ef@, seu(g1,dz,-.-,0n) = 1, para
todosgs, g, - .. ,0n € G. Como consequéncia disto, temos a seguinte observacao.

Observacad.21 Um elementav = w(xy, X2, ...,Xn) de um grupo livré= € uma identidade em
um grupoG se, e somente s&(G) = 1, ondew(G) = {W(91,02,...,0n) |G €G,i=1,2,...,n}.

Definicdo 1.22.A classeU de todos os grupos satisfazendo um dado conjunto de identidades

sera chamada umariedade de grupos.

O conjuntoV de todas as identidades em um gri@poe um subgrupo dé (X). Note que
seu,v e F(X), sdo identidades em um grufo entdo temos quev—! também ¢é identidade em
G. De fato, sejang, ..., i, , 9js: - - -, 9ji, € G- Comou(g,, ..., g, ) = 1ev(gj;,...,9j,) =1,

u(gi17 cee 7gikl>V(gj1, . ’gjkz)_l = 1’
para todosiy., .., Giy » Gjy - - -»9j, € G, € portantauv* € uma identidade ef@.

Além disso,V é um subgrupo completamente invariante, ou 3£j&,invariante por endo-
morfismos dd=(X). Com efeito, sejal = u(xy, ..., %) uma identidade em um gruf®, e seja
¢ : F(X) — F(X) um endomorfismo d& (X), tal qued(x) =vi,i = 1,2,.... Logo, temos
que sev; = Vi (Xiy, ... 7Xini)7 entaovi (gi,, . - - ,gini) = hi € G, para todag;; € G e assim,

G (U(XL,- -, X)) = U(VL(Xag,s - X1y )5 Vie(Xigs - -5 Xy ) -
Comovi(9i,,- .- ,gini) =h;j € G, para todcgij € G, temos que:

¢(u(g1,---,0n)) = u(hg,...,hn) =1.
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Logo ¢ (u) também € identidade e@®

Definicdo 1.23.SejaF = F(X) um grupo livre com base enumera¥et= {x; |i=1,2,...}. Se
u= x!ix,'; . x,'[ € F eqg;,02,...,0r sdo elementos de um gruf® definimos ovalor deu em
(Q1.-.-,0r) poru(gy,....gr) = gi'g2...g".

Definicdo 1.24.SejamF um grupo livre com base enumeravet G um grupo qualquer. Seja
U um subconjunto ndo-vazio de O subgrupdJ (G) de G gerado por todos os valores &
de elementos dd € chamadsubgrupo verbatle G determinado pou,

U(G) = ({u(91,92,---,0n,) | €G,ucU}).

Subgrupos verbald (F (X)) de um grupo livreé= (X) serdo denotados apenas porDeve-
mMOos notar que o conjunto de todas as identidafle®® um grupds € um subgrupo verbal do
grupo livreF (X), poisU consiste de todos os valores &1tX), de elementos ertd.

Proposicao 1.25.Todo subgrupo verbal de um grupo € completamente invariante.

A demonstracédo deste fato é imediata. A reciproca desta proposicdo em geral ndo é valida,
mas vale o seguinte resultado.

Proposicéo 1.26.SejaF um grupo livre. Sejd) um subgrupo dé&. EntdoU é um subgrupo
verbal deF se, e somente gg,é um subgrupo completamente invariante-de

DemonstracanSeU é subgrupo verbal dé, pela proposicéo anterior, segue di€ comple-
tamente invariante. Inversamente, vamos suporlgj@gecompletamente invariante. Seja-
u(Xg,Xo,..., %) € U, comyx € X, ondeX é uma base de. Sejamfy, ..., f, € F. Assim, comad~
é livre, existe um homomorfisnmw: F — F, tal quea (x;) = fi, entdoa (u) = u(fy,..., fr) €U,
poisU é completamente invariante. Assim, segue dueontém todos os valores deem F,
qualquer que sejac U. PortantdJ é subgrupo verbal de. O

Proposicéo 1.27 SejaV a variedade definida pelo conjunto de identidadeSejaG um grupo.
EntdoG € V se, e somente 9¢(G) = 1.

DemonstracaonSejamG € V ev € V. Pela observagéo 1.21, temos qu&uma identidade em
G se, e somente sg(G) = 1. Assim, segue o resultado. d

Proposicao 1.28.SejaV uma variedade de grupos. Um gruf®esta enV se, e somente se,
G é um quociente de /V (F), ondeF é um grupo livre.

10
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DemonstracdnSe G € um quociente d€& /V(F), claramente temos qu® satisfaz todas as
identidades d¥ . Portanto, temos qué € V. Inversamente, vamos supor die V. Queremos
mostrar queG € um quociente d& /V(F). SejaM um conjunto gerador d&. SejaX um
conjunto com a mesma cardinalidade dde Sejaa : X — M uma aplicacéo sobrejetiva.
ComoF é um grupo livre, entda pode ser estendida a um epimorfisgnoF — G. Como
V(F) é completamente invariante, temos qu&/(F)) =V (¢(F)) =V(G) =1, poisG € V.
Logo, obtemos qu¥ (F) C ker¢ se, e somente s&(G) = 1. Portanto temos que:

G=F/kerpg = (F/V(F))/(kerg /V(F)).

O gue conclui nossa demonstracao. O
Proposicao 1.29.Existe uma correspondéncia— 1 entre as variedade¥ e os subgrupos
completamente invariant&do grupo livreF (X), ondeX = {x |i=1,2,...}.
DemonstragaoVer [15, p. 12]. O

Corolario 1.30. SejaF um grupo livre de posto enumeravel. Sejdne V dois subgrupos
verbais deF. SejamU eV as variedades de grupo definidas pelo conjunto de identidddes
V, respectivamente. Entéo, BeC V temos quéJ D V.

SejaV uma variedade de grupos. Pela proposicéo 1.28 temos que todo@dgid € um
quociente dé& /V (F), ondeV (F) é o conjunto de todas as identidaded/dé\ssim, faz sentido
a seguinte definigdo:

Definicdo 1.31.0 grupoF /V (F) sera chamado dgrupo livreda variedad&/.

Grupos Relativamente Livres

Definicdo 1.32.Um grupoG é chamadaelativamente livrese possui um conjunto de gera-
dores tal que toda aplicagédo do conjunto de geradores no @uypule ser estendida a um
endomorfismo.

Proposicao 1.33.Um grupoG é relativamente livre se, e somente G&Z F /R ondeR é um
subgrupo verbal de um grupo livie

DemonstracaoVer [15, p. 9]. O

11
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A proposicéo seguinte relacionara os grupos relativamente livres com os grupos livres de
variedades.

Proposicéao 1.34.SejaG um grupo.G € um grupo relativamente livre se, e somenteé,o
grupo livre de posto apropriado de alguma variedade

DemonstracanVamos inicialmente supor qué é relativamente livre. Pela proposicdo 1.33
temos queG = F /V, ondeV =V (F) é um subgrupo verbal do grupo livfe Agora, pela
proposicéo 1.29 temos & F) é o subgrupo verbal correspondente a variedade de gkipos
Assim,G = F /V(F) é o grupo livre da variedadé.

Reciprocamente, <8 é o grupo livre da variedadé, temos por definicdo que=F /V (F),
F é um grupo livre &/ (F) é o subgrupo verbal correspondenté.aAssim, temos pela propo-
sicdo 1.33 qué& é relativamente livre. O

SejaG um grupo abeliano. Diremos q@é abeliano livre de expoent®, seG for relati-
vamente livre de expoenta.

Proposicao 1.35.SejaG um grupo abeliano livre de expoente EntdoG é produto direto de
subgrupos ciclicos de ordem

1.3 Produto de Variedades

SejamU eV duas variedades de grupos. SejdraV o conjunto de todas as identidades de
U eV respectivamente, lodd eV sdo subgrupos verbais de um grupo lifre= F(X), onde
X é enumeravel. Consideremos a cladsede todos 0s grupds tais que exist®N <G,N € U
e G/N € V. Mostraremos qué&V é uma variedade de grupos, que definimos como sendo a
variedade produtale U porV.

Proposicéo 1.36.Seja
W ={we F|w=u(vy,Va,...,Vk), COMU=U(X1,X2,...,X) €U, evy,vo,..., vk € V}.

EntdoUV é a variedade de grupos definida pelo conjunto de identide#des

DemonstracanSejaW a variedade de grupos definida pelo conjunto de identidAt€xuere-
mos mostrar que&lV = W, ou seja, s& é um grupo, enta® € W se, e somente s€,c UV.

12
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Vamos supor inicialmente qu@ € UV. Assim, por definicdo temos que existex G tal
que,N e UeG/N €V, e portantdJ (N) = {1} eV(G/N) = {1}. A segunda igualdade implica
emV(G) C N, consequentemente(V(G)) CU(N) = {1}. LogoW(G) =U (V(G)) = {1}, ou
seja,GeW.

Inversamente, s& € W entdoU (V(G)) = {1}. Observemos que $¢=V(G), temos que
U(N) = {1}, isto ¢,N € U. Mas temos também qu¢< G, e assimV (G/N) =V (G/V(G)) =
{1}, ousejaG/N € V.

Assim, concluimos qué& € UV. Desta forma, temos qu&/ = UV, e portantoUV é a
variedade de grupos definida pelo conjunto de identidatlesU (V (F(X))). O

1.4 O Problema da Existéncia de uma Base Finita

Definicdo 1.37.Sejamu = 1 ev = 1 duas identidades em um grufo Diremos queu é con-
sequéncialev, se sempre quefor satisfeita em um grup@ implicar queu € satisfeita ent.
Diremos queu e v sdoequivalenteseu é conseqiéncia deev é consequéncia de

Definicdo 1.38.SejamU uma variedade de grupogBeum conjunto de identidades &k Dire-
mos quel é umabasede U se o conjunto de todas as identidadedJd& conseqiiéncia d@,
ou sejaU pode ser definida pgs.

Observemos que identidades obtidas uma da outra pelo renomeamento de variaveis sao
equivalentes.

Definicdo 1.39.Diremos que uma variedatiepossui umdase finitase o conjunto de todas as
identidades d& é consequéncia de um subconjunto finito de identidadés da sejalU pode
ser definida por um conjunto finito de identidades.

O problema sobre a existéncia de uma base finita, foi proposto por B. H. Neumann em 1937
[14], sendo formulado da seguinte fornfada variedade de grupos possui uma base finita?

Alguns exemplos de variedades com a propriedade da base finita:

1. A variedadeA de todos os grupos abelianos, definida pela identifiagie= 1;

2. A variedadeN; de todos os grupos nilpotentes de classe menor ou iguaedinida pela
identidadexy, Xo, ..., Xc11] = 1;

13
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3. A variedadeB,, de todos 0s grupos de expoente divisondeEambém chamada derie-
dade de Burnsidde expoent®, definida pela identidade' = 1.

Devemos ressaltar que as variedades vistas no itens 1 e 2 além de possuirem base finita, tem
a propriedade de toda sua subvariedade também ter base finita, conforme veremos abaixo. Isso
em geral ndo ocorre, por exemplo, com variedades de Burnside, conforme veremos no capitulo
2.

Proposicéo 1.40.Toda variedad®/ de grupos abelianos possui base finita.

DemonstracdnSabemos qué&,y|] = 1 é identidade env. Sejam o0 menor inteiro positivo, se
existir, tal quex™ = 1 é identidade erW. Sejaw = w(x1, X2, ..., Xn) = Luma identidade qualquer
deV.

Casom exista, mostraremos que qualquer identidade w(xy,Xo,...,X3) =1 deV é
consequéncia das identidadesy] = 1 e x™ = 1. ComoF /F’ é abeliano, temos queF’' =
Xix2 ... XIF' e portantow = x3*x% ... xw/, ondew’ € F/. SejamG € V eg um elemento qual-
quer deG. Fazendog =g, X = X3 = --- = X, = 1 temos quer = 1 e quew(g,1,1,...,1) =
g™ = 1 paratoday € G, assimxi1 = 1 é identidade en®, qualquer que sej@ € V. Portanto a
identidadeq’l = 1 é vélida enV. Comom € minimal, segue qua | s; e por raciocinio anélogo
segue quegiS = 1 é identidade eV em|s,i = 1,2,...,n. Por outro ladoy é produto de co-
mutadores, e portant@ = 1 é conseqléncig,y] = 1. Logo,w = 1 é conseqiiéncia d&'= 1
e[x,y] =1, qualquer que seja.

Note que senndo existe, temos qe= 0, para toda. Portantow = w que é consegiiéncia
de [x,y] = 1. Assim, w = 1 é consequéncia dg,y|] = 1, qualquer que seja. Logo V é a
variedade de todos os grupos abelianos.

Assim, concluimos que a variedade de grupos abeligrusssui uma base finita. O
Proposicéo 1.41.Toda variedadd/ de grupos nilpotentes de classe ho maxmpmssui base
finita.

DemonstracaoVer [15, p. 89]. O

Proposicao 1.42.SejaU uma variedade de grupos. Ent&bpossui uma base finita de iden-
tidadesu; =1L, u, = 1,...,uc = 1 se, e somente se, toda bgsele U possuir um subconjunto
finito equivalente .
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DemonstracanObservemos que se toda b@sde U é equivalente a um subconjunto finito de
B entdoU possui uma base finita.

Inversamente, sejgu,up,..., U} uma base finita d&. Seja = {v; | j =1,2,...} uma
base qualquer dd. Notemos que cada, pertence a um subgrupo gerado por um nimero finito
de elementoml,viz,...,vi,i, para alguml; > 1. Assim, temos que cada =1,i=1,2,...,k
€ consequéncia de um namero finito de identidagles: 1,v;, = 1,...,v =1, para algum
li > 1. Assim, a base finita € consequéncia de um nimero finito de identidages 1,2,...,s
e também qualquer outra identidade &€mLogo, a base de identidad@s= {vi,v,...} €
consequéncia de seu subconjunto fifitp| j = 1,2,...,s} e portanto séo equivalentes. [
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Uma Variedade sem Base Finita

SejaBn, n > 2 a variedade de grupos que é definida pela identiddeel. Esta variedade
de grupos, também chamada de variedade de Burnside de exppenit¢ém todos 0s grupos
de expoente divisor de Consideremos a varieda&gB,, de todas as extensdes de grupos de
B4, por grupos dd,. O conjunto de identidades @B, éV,(V2(F(X))), ondeV, eV, séo os
subgrupos verbais correspondent®&sy & B,, respectivamente.

Observemos que, = (x3x3...x2)* = 1, é uma identidade d&4B,, qualquer que seja> 1.

Proposi¢éo 2.1.0 conjunto de identidades:
u=1lLuw=1....u=1... (2.1)

€ uma base par84B,.

DemonstracanSejaU a variedade de grupos definida pelas identidades (2.1). ByBg
satisfaz todas as identidades (2.1), temosByB> C U. Vamos mostrar que C B4B,, portanto
U = B4B».

SejaG € U um grupo satisfazendg,(G) = {1}, paratodan=1,2,.... SejaN = (g? | g €
G). ClaramenteN < G. De fato, sejanf € N e g € G. Assim, temos qué = g2g3...g2, com
gi € G,i=1,2,...k, paraalgunk > 1. Portantof9 = (g9)%(g9)?. .. (gf)? € N. Observemos que
f4 =1, poisug(G) = {1}. Assim,N satisfazx* = 1 e portantoN € By.

Consideremos agoia/N, e sejagN € G/N. Temos quegN)? = g°N = N. Logo, x=1
é identidade en/N e portantoG/N € B,. Como existeN <1 G tal queN € B4 e além disso
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G/N € By, segue qués € B4B,. Concluimos assim que C B4B,, portantoU = B4B5. Em
outras palavras, as identidades (2.1) defilBB,, sendo desta forma uma base pa;8,. [J

Nosso objetivo neste capitulo € demonstrar o seguinte teorema de Bryant [5] e Kleiman
[11]:

Teorema 2.2.A variedade de grupoB4B» ndo possui nenhuma base finita.

Como visto na proposicao 1.42, é suficiente mostrar que uma base qualquer ndo é con-
sequéncia de nenhum subconjunto finito desta base. Assim, mostraremos que 0 conjunto de
identidades (2.1) ndo é consequéncia de nenhum subconjuntasfjritd, u, = 1,...,u, =1,
de identidades. Temos qug = 1 € consequéncia dg = 1, para qualquen > m, e por isso,

0 subconjuntayj, = 1,ui, = 1,...,uj, = 1, € equivalente a uma Unica identidage= 1, onde
n=maxis,...,ix}. Assim, para mostrar qu&,B; n&o possui base finita, é suficiente mostrar
que para toda > 1 o sistema (2.1) ndo € consequéncia da identidade 1, ou seja, existe

| > ntal que a identidade; = 1 ndo é consequéncia da identidage= 1.

Para demonstrar o teorema 2.2, construiremos parantegdd um grupoC,,, ondem =
m(n) tal queun = 1 é identidade erngy,, masCy, ndo satisfaz a identidades= 1, para algum
| > n. O grupoC, sera definido como um produto semi-direto de dois gruke® By, que
construiremos nas proximas secoes.

2.1 Construcédo do grupoAn

SejaAn um grupo, definido por geradores e relagdes, da seguinte forma:
Am=(a1,8,...,8m| & =1 [&,aj,a] = 1,i,j,k=1,2,...,2m).

Inicialmente faremos a realizacdoAg, para em seguida demonstrarmos algumas propriedades
importantes sobre a estruturadlg. SejaR o anel de polinbmios ndo-comutativo nas variaveis
X1,X2, ..., Xom SObreZ,. Seja

2m
l={feR|f= Zuixi2+ f1, Ui € Zp, f1 ndo contém monodnios de grau menor §ye
i=

E facil verificar qud é um ideal deR.
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Consideraremos agora o anel quocieRf{é. Observemos que cada elemeRd contém

exatamente um polindmio na fornfia= a + Z Bixi + ; ¥jXiX;j. De fato, suponhamos que exista
] i#]

ge f+1talqueg=a'+% B%+ ; ¥jxixj. Comoge f 41 entdog= f + ZUiXiz-i- f1, ou
I 1] I
seja,g— f = 2 uixi2+ f e portantog = f caso contrarig possui monémios da forme ou

|
mondmios de grau maior que uma contradicao.

Seja% (R/1) o grupo multiplicativo deR/I. Sejaf € R; escreveremos$ = f +1 € R/I.
Temos claramente quet+ X € % (R/1), ondel+X% = (1+ ;) +1. De fato,

(14%)(14%) = 14 2% +%2 = 1,

portantol + X € inversivel. Sej@&m = (hj |hi=1+X,i=1,...,2m).

Proposicéo 2.3.SejamGy, e Ay, como descritos acima. Entd8, satisfaz as relacdes que
definemAn,.

DemonstracaoSejamhj, hj,hy € G i, j,k=1,...,2m. Ent&o:

e = (1+%)(1+%) =1+2Xx+%°=1

lhi.hj] = (2

Notemos quéh;, hj]? = (1+XXj +Xj%)? = 1 e portanto/h;, hj]~ = [hj, hj]. Assim, temos
que:
lhi, by, = [[hi ] hy]
= (1+%% +X%) (14 %) (1+ %% +X%) (14 %)
= (1+%+ %X +X5%)2
= 1R+ XX + XX+ R+ KX + X%
= 1

Desta forma, mostramos q@g, satisfaz as relactes dg,. O

Observemos quény, = Gy, De fato, comoGy, satisfaz as relagbes dg,, temos pelo teo-
rema de von Dyck qu&p, € isomorfo a um quociente dig, por algum subgrupo norma.
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Mostraremos qu# = {1} e portantoAm = Gn,. Sejag € An, g # 1. ComoAn/A;, € abeliano,
podemos escreverda seguinte forma:

g=4aa,... aik[ailvaiz] [aisvai4] e [ajzlfl’ aJ'2|]’

ondei; < iy < --- <k, € como cada comutador tem ord@npodemos escolhe-los da seguinte
forma: jor 1 < jor € (jor—1,j2r) # (j2s-1, j2s). Vamos supor qug € M. Sejay o homomor-
fismo tal quey : Am — Gm, ondey (&) = hj, comkery = M. Comoy(g) = 1, segue que:

Y = w(ailaiz . ”aik[ailvajz][ajavah] e [ajzplvajz])
hilhiz e hik[hj17 hjz] [h137 hj4] e [h1'2|—17 h12|]
k |

= I_l(l—i_x_lr) r!(l_{—Xerleer +Xj2rxj2r—1)‘
r= r=

Devemos observar que:

k k
|1(1+>ﬁ_'r) =1+ ZXTHr > %%
r= r= 1<r<s<k

e além disso, temos,

| |
I_L<1+Xj2rflxj2r +Xj2rxj2r—1) =1+ Z\(ijlszr +Xj2rxj2r—1)'
r= r=

|
> ( Z XJZr1Xj2r+Xj2er2r1)>

Xlrx|s z XJ2r—1Xj2r +Xj2rxj2r1>> .

Desta forma, obtemos:

=~

() =

[EEN
_|_

=
X
_|_

=

L\

/\

U)

IN

=

= |l

I
H
_|_
ﬂ\
>
+

1<r<s<k

Agora, como os geradores,,...,a, na expressdo dg sdo distintos e os comutadores
[@j,,8j,],---,[aj, 4,8j,) também s&o distintos, 0 mesmo ocorre oy). Assim, temos que
Y(9) # 1, qualquer que sejga€ Am, g # 1. Logo,M = {1} e portanto Ay = Gn.

ComoAnm = Gy, identificaremos os geradorasde Ay, com 0s geradords de G,

Proposicéo 2.4.A,, € um2-grupo abeliano elementar com base:
B ={lai,aj] |i < j, paratodos,j=1,2,...,2m},
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2m-1) (2m-1)

ou seja Ay, = Z2?™ Y ondez) =Z2® - ®Ls.

m(2m—1) vezes

Demonstracdo Como A, € nilpotente de class2 temos quelAm,Ar,] € trivial. Portanto,
[Al, A, também é trivial, ou sejay,, € abeliano. Pela proposicao 1.38(Am) = A, € ge-
rado pelos comutadores simples de p2s@,aj|, para todos, j = 1,2,...,2me porys(Am).
ComoA/,, é nilpotente de class® y;5(An) € trivial. Logo,

An=(lai,aj] |i,j=1,2,...,2m),

mas|a,aj] ! = 1+ XXj + XjX = [, a;], portanto todo gerador d&,, tem orden. Logo A},
€ um 2-grupo abeliano elementar. Resta determinar a bas&nd€omo [a;,a;] = [a;,a],
podemos considerar qé&, = ([aj,aj],1 <i < j <2m). O conjuntoB acima gera\,, restando
apenas verificar qu@ é um conjunto linearmente independente. De fato,

[&,aj]“ =1,¢ €{0,1}

1<i<j<2m
se, e somente se,
1+ Gi (XX +X%) = 1,
1<i<j<2m
0 que implica que; = 0, paratodd = 1,...,2m. Observemos que o conjunﬁ)possui(zg‘) =
m(2m— 1) elementos, mostrando assim q\jg= Z3*™ Y. O

Proposi¢&o 2.5.Am/A, =2 Z2™ ondeZ3™ = Z, @ - - & Zy.

2mvezes

DemonstracdoUma apresentacao de,/A;,,, pode ser obtida da apresentacdddgela adi-
¢do das relacogs;,aj| = 1, para todos, j = 1,2,...,2m. Ou seja,

An/AL = (31,3, %m | & =1, [@ 3] = 1,i,j = 1,2,...,2m).
Logo, Am/Ap = Z5™. -

Proposicdo 2.6.A,, = Z(Am) = A2, ondeAZ, = (a® | a c Ay,).

DemonstracaoMostraremos primeiro qui, = Z(Am). ComoAy, = ([a,aj] |i,j=1,...,.2m) e
[ai,aj,a] = 1, temos quda;, aj] € Z(Am). Logo, A}, < Z(An). Para verificar qué&(Am) C Ap,
mostraremos que sk¢ A, entdof ¢ Z(An). Sejaf € Ay tal quef ¢ A, logo fA, # Al
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Por outro lado, comad\,/Al, = Z3™ = (a1Al,) x (Al X -+ X (agmAl,), temos que:fA,, =
a,a,...aAnS> 1, oumelhor,f =a,a,...a.,cc A, Parak # |1, consideremos

fa] = [a,a,.. a&.C a]
= la,adfa,.ad .. [agal.

Note que usamos conseqiéncias do fatdgeser nilpotente de classz ou seja,[ab,c|] =
[a,c][b,cl, eai,aj] = [aj,a]. Como[a,,a] # 1, poisly # k, € 0 conjunto dos comutadores néo-
triviais do produtday,, ay|[ay,,ay . . . [a,, a € linearmente independentd, a;] # 1. Portanto,

f & Z(An). Assim, temos qué&(Anm) < A, concluindo a prova da primeira parte da proposi¢ao.

Resta mostrar qu&/,, = AZ.. E facil ver queA/,, < A2 De fato, para um grupG qualquer
temos queG’ < G?, pois G/G? é um grupo abeliano. Logdy,, < AZ. Pela proposicéo 2.5,
temos que\n/A, € de expoent®, portantog?A,, = A, para cad@ € An,. Logo,g? € A, para
todog € Am, ou sejaAZ, < A, Isto conclui o restante do proposicao. O

2.2 Construcéo do grupoBn,

Recordemos que:
Am=(ag,ay,...,8m| a1-2 =1,[a,a;,a) =1, paratodd, j,k=1,2,...,2m).

Fixemosa € A}, a # 1 e definamo® : A, — {0,1}, da seguinte forma:

J 1, seg=a
p(g)—{ 0, seg#a.

Parag € A, denotaremog = gA,,. DefinamosBy, como sendo o grupo gerado pelos sim-
bolosh?, ¢k, ondeg € Am, k € Am/A.,, com as seguintes relacdes:

(b9)2 = (cX)? = 1, para today € Am, k € An/Al; (2.2)
[b%,b%] = 1, seqy # 0; (2.3)

b9 b = (¢%)P9% ), segi =G (2.4)

[, b9 = 1, ondeg € An, k € An/Al. (2.5)
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Investigaremos agora a estrutura do grBpoAntes disso, temos por (2.4) qBg, pode ser
gerado apenas pelos elemerti®sg € Any,. Além disso, (2.3) e (2.4), implicam qu3, € gerado
pelos elementos’, k € Ay/Al,.

SejaAm=1{01,92,...,9n }. Note que podemos introduzir uma ordem linearos elementos
de An. Consideremos agora o anel de polindbmios ndo-comutRtivas variaveiyg, sobreZs,
ondeg; € An. Estabeleceremos a seguinte notacgao:

Yo = Yi-

Considere agora o idehde R definido por:

l={feR|f= z Liy? + f1, i € Zy, ondef; ndo contém termos de grau menor que 3
!

Assim,R/l = {(ap+ z Giyi + Z ¥.iyiyj) +1, paratodano, B, i,j € Zp}. Tomemos o sub-
I ]

grupoD deR/I tal queD = (1+V | 7para today, € Am), ondel+y; = (1+vy;)+1. Denotaremos:
1+y =di,

lembrando quel; depende do elementp de An,.

Proposicao 2.7.D satisfaz as relagﬁaﬂqz = le|[d;,dj,di] = 1, para todosg;, gj, Ok € Am.
Demonstrag&oDe fato,d? = (1+ ;)% = 1+ 2yi + ;i* = 1. Observemos que:

[di,dj] = [1+Vi,1+Y]j]
= (1+%) 1+ A+ A+, (1+ %)
= (14+WA+YDA+HA+Y) = 1+%+%))?
= 1+VYj+YiVi-

Logo, temos que:

di,dj,d] = [14+%Y]+ViVi, (1+¥K)]

(L+ VY +Vivh) (L +Yi) (1 + YY) + V%) (1 + Vi)
= (L+V%+Vyj+Yiv)?

- 1
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i

Observemos qub possui as mesmas propriedades Agediferindo apenas no niumero de
geradores, mas podemos encontnatal queD = A,,y. Portanto, os mesmos resultados validos
paraAmy valem também par.

Agora introduziremos er® a relacéod;,d;] = 1, seTi # Jj. Sabemos qu®’ é 2-grupo
abeliano elementar com bafel,d;j],i < j}.

SejaN < D tal queN = ([d;, d;] | G # Tj). Temos quéN <D, poisN <D’ = Z(D).

Proposicéo 2.8.D"/N é 2-grupo abeliano elementar com bagel, d;]N | g7 = Tj,i < j}.

DemonstracadoComoD’ é 2-grupo abeliano elementar, segue @igN também é un2-grupo

abeliano elementar. Observemos ¢pjedj|N = N, segj # i e assiny{ [d;, djIN | Gi =Tj, i < j}

geraD’/N. Resta ent&o verificar qygd;,d;|N | Gi = j, i < j} é linearmente independente. Se

g€ D’/N, entdog = rl[di,dj]'iN, li € {0,1}; mas os termog[d;,dj]N | G # Tj} sdo triviais,
<]

assimg = |_| [di7dj]|iN, li € {0,1}. Suponhamos que:

1<)
gi=gj

[ [d di"N =N, I € {0,1}.

1<)

9i=9;j

Assim, devemos ter necessariamente:

I_I [di,dj]li e N.
1<)
=9
Portanto,
I—I dla ]ll_ I_I d|7
1<)
G=0j @ g*
Logo,
[ [ch i) [ [ch,dj]™ =1
1<] 1<)
g=0j GAT}

e como(d;,dj],i < j é uma base d®’, isto implica quel; = nj = 0, para todoi. E assim,
concluimos qud[di,dj]N | Gi =Tj, i < j} € linearmente independente. O

Consideremos ago@= (¢ | k € Ay/Al,), um 2-grupo abeliano elementar com bgg |
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ke An/Al,}- SejaD x C o produto direto d® eC. Observemos qué(D xC) =Z(D) x Z(C) =
D’ x C, poisZ(D) = D' eC é abeliano.

SejaN; o subgrupo dé x C, gerado poN e por{[di,dj](cq)p(gigi_l)}. Observemos que
N; <D x C, pois o conjunto de geradores Ng esta contido end’ x C = Z(D x C), por isso,
N; < Z(D xC).

Proposicéo 2.9.0 quocientedD’N; /N; tem base:

B ={c" | ke An/Ap}.

DemonstracdoComoD’ e N; sdo sdo subgrupos @& x C, que é un2-grupo abeliano elemen-
tar, temos qu®’N; e seus quocientes sdayrupos abelianos elementares. ObservemodNgue
possui base:

(dhdj] | T £ 35,1 < J}U{[dh,dj](cD)PE%) | g =17, < j}.

Temos quéd;, d;] € Ny, comi < j, T =0j, Gig; - # &, poisp(gig; ") = 0. Como[di, dj]c% € Ny,
segigj*1 = a, segue quéd;, d;]c¥N; = Ny, ou sejad;,dj]N; = cIN;.

Sejamd € D’'Ny, d =d'n, d’ € D/, n € N;. ComonN; = Ny, temos que:

dNy =d'N; = I_l [di7dj]qN1 |_| [divdj]fiNl
i<j.g=0j <], g=gj
gigjflza gigfl#a
= ] AN
i<j,g7=9j
gig; *=a
keAm/An

ondee, fi,lx € {0, 1}.

ComockNy, k € Anm/A;,, geramD’N; /N;, resta mostrar que o conjun{ckNl, ke An/AL}
é linearmente independente. De fato, vamos supor que:

(Ck)Ii N; = Nj.
keAm/ Ay
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Isto ocorre se, e somente se,
(Ck)li € Ny
k€Am/A
se, e somente se,

() = [ [d.di]™ T] ([di’dj](cﬁy(gigj’l))s.
keAm/An G#9) Gi=9j

i<j i<j

Podemos assim, concluir qne= 0, para todd. Portanto, temos que:

()" T (d.di)(®)P997)s = 1.
KEAm/Am 9%
i<j

Como
— a1 ~ !
(ch, dj)(€)P@GNS = [ ([ dj)(@)S [ [ch, )T,
gi=9j i<j,g7=9j <o =gy
i< gigjflza gigjl#a

temos ques’ = 0, para todd. Logo,

(& 1 ([ di)(c™))% = 1.
keAm/An <j.g =9}
gig; 1=a

Assim, temos qug = 0, para todad. Como{ck ke Am/A;n} € uma base d€, devemos ter
necessariamentg = 0, para todd. Logo, temos qu¢8 é uma base paia’N; /Nj. O

Como nosso objetivo € constriBg,, consideremos o grupPN; /N;, que é gerado pelos
elementosliNy, onded; = 1+ ¥, comy; = yy;, indexado pelos elementgsc An,. Identificare-
mosh%, comd;Ny, e os elementosX. k ¢ An/A,, com 0s elementos‘N; de DNz/Nj. Assim
temos que os elementos D&l; /N; satisfazem as relagdes (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), que definem
Bm. Entdo, pelo teorema de von Dyck, temos @, /N; € isomorfo a um quociente dgy,
por algum subgrupo nomal. Por raciocinio analogo ao feito na se¢éo anterior, concluimos que
N = 1. E assim, temos queN; /N; = By,
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2.3 Construcéo do grupoCn,

SejaG € um grupo qualquer. Seja<i G e a um endomorfismo d&. Observemos que se
a(N) C N ent&oa induz um endomorfisma : G/N — G/N tal quea(gN) = a(g)N.

Consideremos agofa um grupo livre, com geradores livré§, gi € Aneck k e An/ A
Sejag € An. Sejaag a aplicagéo do conjunto de geradores livresFdéal que: ag(b%) =
b%8, g € Ameagy(c¥) = c99. Observemos quey define um endomorfismo de Notemos que
Bm = F /R, ondeR é gerado como subgrupo normal@égelos conjuntos:

{09 g An},

{()? |k € Am/A},
{[b%,b%] |1 # 2},
{[0%, b%] (cT)P(@% ") | g7 = g5}
{[c,09] | g € Am, k € Am/Ar}.

Podemos facilmente ver qug(N) C N. Portanto, temos queg induz um endomorfismo
ag deF /R= Bny. Denotaremos, a partir de agorg, por ag. Usaremosyg, como sendo endo-
morfismo deBy,,. Devemos observar qur; é sobrejetivo, pois todo geradaff deBpy, € imagem
de b9 € By, ComoBn, € finito e o endomomorfismay € sobrejetivo, segue qurg € um
automorfismo.

Consideremos agora a fungéo do produto cartesiano de congtod\, emBy,, definida

por:
¢: BnxAm — Bn
(x,9) +—— ag(x)=x9.

Observemos que
¢ (b9 g1gp) = b9(9%) — p(E9% — ¢ (9% g,).

Portanto,

¢ (X,0102) = ¢(9(X,01),92),

qualquer que seja € By, Além disso,¢ (b%,1) = b¥%. Logo ¢(x,1) = X, para todox € By,
Assim, ¢ define uma acéo d&, emBy,.
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DefinamosC,, = Am X By, como sendo o produto semi-direto Ag e By, segundo a acao
¢. Se (a1,by), (ap,b2) € Cyy entdo o produto é definido da seguinte forfag by )(az,by) =
(aqa@p, aa,(b1)b2). Usaremos a notagd@, b) = ab e o produto coma@ybiaxb, = alazb"i‘zbz.
ComoAn = Hy < Cy, B = Hy <Gy, consideraremos quiy, < Cy, By <tCh.

SejamDy, = A/ Bm ed € Dy, Entdod = gh¥tb% .. .b% ondeg e A, gi € Am, i =1,2,...,n

Lema 2.10. SejamDy, e B, definidos anteriormente. Entany, Bl ondeD} = (d* | d e
Din).

DemonstragaoSejad = gh%b%...b% ge A, g € Am, i =1,2,...,n. Assim temos que:

d? = (gb¥b% .. b%)(gh¥1b% .. hon)
gz(bglbgz_”bgn)g(bglbgz._'bgn)
— p99p%29 | p9n9pdipdz | b, (2.6)

Dai, segue que:

d4B;n = (bglgbgzg .. pb99p91p92 . bgn) (bglgbgzg ... pb99pY91p%2 . bgn) Bfn
= (b919)2(h%9)2 . (b99)2(h91)?(h%)2. .. (b%)2B/,
= B,

Portantod* € B, que conclui a demonstrag&o do lema. O

Lema 2.11. A relagdod* = 1 é vélida se, e somente g&g) = 0 ou se para cad& € Ay/A,
o0 numero de elementgstal queg; = k na expresséo de € par.

DemonstracdoDo lema anterior temos qué® = cacke...cv, paraky, ko,... .k € An/An.
ComoB., € um2-grupo abeliano elementar, os elemendfis sdo independentes e obtidos por
comutadore$b? ,b¥"], ondeq’ = g’ = k. Além disso, saf +# g” entdo[b?,b%"] = 1. Por isso,

é suficiente considerar apenas o caso emdgaegh®1b% ... b% comgi=g; = =0, =k
Notemos queb%b¥9 b9ihd%i9 = 1, para todad # j. De fato,

(09099, p9ik%i9] =  [bY, b9ib%i9] [H%9, b9 p9i9]
09, bgj][bgi b9i9] (099, 1| 0919, K9]
(ckyP (Gig} (Ck)p(giggfl)(Ck)p(giggfl)(Ck>p(gigg‘lgjl)’ (g=g ! poisg € Al)
— (koG (Ck)Zp(giggjl)
= 1
2.7)
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Por (2.6), temos qué? = b%9 . . pI9pd  ho = p91p%d . bIbh%Ic, ondec é produto de co-
mutadores erB},. Comoc € Z(Bn,) ec? = 1, segue que:

d4 — (bgl h919 . bgnbgngc)(bglbglg .. p9n bgngc)
h91p919  pOnpIn9n91n919  ph9np9ng,

Usando a igualdade (2.7), obtemos que:
d* = (bglbglg)Z' - (bgnbgng)Z_
Por outro lado, temos qu&? )2 = 1, qualquer que sejg € Ay. Assim, segue que:

d4

(b%)~1(h%9)~1pdip%d, . (p9n)~1(p9nd)~1ponp9nd
= [b%,b%9] .. [b%, b9ng]
()P@In ™) | (ck)P(ongg ),

Comog € A, = Z(An), temos quea* = (cK)P(9 . . (cK)P9 = (¢)"%(9), Desta forma, temos que
d* = 1se, e somente se £ par oyp(g) = 0. Ficando assim concluida a demonstragéo do lema.
U

Lema 2.12.u, = 1 é uma identidade e, se, e somente se, 0 elemento fixadoA/,, ndo é
representavel na forma= g2g3. .. g2, cOMJ1, 92, - .., € Am.

DemonstragcapVamos inicialmente supor quenéo pode ser escrito na forrg%g%. .02 para
todosgi, 92, . ..,0n € Am. Sejamgy, 92, ...,0n € Amebs, by, ... by € By Entéo

Un(91b1, Goba, ..., Gnbn) = ((91b1)(g2b2)2. .. (gnbn)®)* = (g203. .. g2b)*,

ondeb € By, Pelo lema 2.11, obtemos

Un(g1b1,G2b2, ..., 0nbn) =1,

uma vez quep(gig3...g2) = 0, poisa ndo é representavel na forrg#gs. .. g2. Assim, como
Un(01b1,092b2, . ..,0nbn) = 1, para today, € Am, bj € By, i =1,2,...,n, concluimos que, =1
€ uma identidade e

Inversamente, s&, = 1 é identidade enCm, queremos mostrar que+ g2g3. .. g2, para
todogi € Am, i =1,2,...,n. Vamos supor por absurdo que existgimgy, ...,dn € An tais que
a=g?g5...g2. Nestas condi¢des; ndo pertence A, para algumi. De fato, segj € A, para
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todoi = 1,2,...,2m, teriamosg? = 1 e portantoa = 1, um absurdo. Sem perda de generali-
dade vamos supor qu ¢ Al ASSim, Un(01,92, - --,0n-1,0nb?) = (9303...92_;(gnb)?)* =
(0203...92 ,02b%bl)* Temos que=g2g3...92, ep(a) = 1. Além disso, sabemos qag # 1,
poisgn ¢ Al,. Logo, pelo lema 2.11, segue que:

Un(gla 92,...,0n-1, gnbl) = (abgnb1)4 7£ 17

um absurdo, pois, por hipotese, temos gyes 1 € identidade er€,. Concluimos entdo que
ndo é representavel na formgy3 . .. g2, para today € Am, i =1,2,...,n. O

2.4 Demonstracao do Teorema 2.2

Como foi visto no inicio do capitulo, é suficiente mostrar que paramodgiste um grupo
Cm, ondem = m(n) tal queun(Cr) = {1}, e portantou(Cy) = {1}, para toddk < n, masCp,
nao satisfaz a identidadg = 1, para algum > n.

Sejan > 1. Tomemosm = m(n) = n+ 1, paran > 1, arbitrario. Primeiramente mostra-
remos que exista € A, tal quea ndo é representavel na forngdgs... g2, com g € An,
ondei = 1,2,...,n. ComoA/, = Z?(Zm_l), temos quey,, possui2™@m-1) — p(n+1)(2n+1)-1) —
220*+31+1 glementos. Sejg= a,ai,...a, € Am. Para o célculo dg?, basta considerar apenas
0sg;’s distintos, pois podemos escrege+ a'lla'z2 e a'z?g.c, ondec € Al,=Z(An), eli € {0, 1},
e assimg? = (afa?...a".c)2 = (aa?...a2")2. Temos também que se € S, entdog? =
(a,ai,...a,)° = (i) Bigz) ...aig(r).(”:)z, onde€ € A, = Z(An). Logo, &% = (a,&,...&,)° =
(@igq) @i ...aiam)z, qualquer que seja em S. Desta forma, para determinar o numero de
elementos da formg?, basta determinar o nimero de subconjuntos do conjunto de geradores
{a1,a,...,am}, Uma vez que a ordem em que aparecem 0s geradores na expregsinde
altera o quadrado. Os geradores que aparecem um numero par de vezasdem ser descon-
siderados e 0s que aparecem um numero impar de vezes podem ser contados apenas uma unica
vez. Assim, o nimero de quadrados distintosfgng menor qu@2™ = 22("+1) — 22142 (& me-
nor, pois os quadrados dos geradores sao triviais). Portanto, o nimero de possiveis elementos
na formag2g2...g2 é menor qug22™+2)" = 220*+2n Notemos que o nimero de elementos na
formag2g2. .. g2 € menor que o nimero de elementosAe= A2, isto &,227°+n < p2*+3n+1,
Assim é possivel escolharc A}, tal quea n&o ¢ da forma?3gs. . . g2.

Agora, pelo lema 2.12, temos que para @stscolhido, o grup@, correspondente satisfaz
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a identidadeu, = 1.

Finalmente mostraremos @, ndo satisfaz a identidade = 1, para algum > n. De
fato, sejaa # 1 escolhido na primeira parte da demonstragio. Observemas qué, = A2,
entdo existd tal quea = g2g3...g7%, comg; € Am, para todoi = 1,2,...,1. Agora pelo lema
2.12, temos que, = 1 ndo € identidade er@,,. Assim, concluimos qu,B, ndo possui a
propriedade da base finita.
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Capitulo 3

Uma Variedade
Centro-por-abeliano-por-nilpotente

SejaF um grupo livre com basX = {x} U{x | i =1,2,...}. Sejan um inteiro positivo
arbitrario. Definamos:

Uy = un(x, X1, .- ,X2n) = [(XS)[XLXZ][X37X4}~~-[X2n—17X2n],XB] =1

[[X17X27X3]7 [X47X57X6]7X7] =1 (31)

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar que a variedade definida pelas identigadds
n=12... e (3.1) ndo possui base finita. Para tag@onstruiremos uma familia de grupos
Gn, tal queGy, satisfaz as identidades (3.14e= 1, mas nao satisfaz,. 1 = 1.

3.1 Construcéo do grupoGy,

SejaA o grupo definido da seguinte forma:

= (Y1,Y2,--- | Y2 = i, y)* = Vi, ¥}, W] = 1, paratodd, j,k=1,2,...).

Observemos quA é nilpotente de classz

Observacd®.1 Sejama,ay,a; € A. Entdoa® = [ay, ap]* = [a2,a3] = [af, &) = 1.
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De fato, suponhamos q&e=yi,Vi, . ..Yi,. Assim, temos que:

a2 = (YiYip---Yir)?

= VYo ¥e ] Diovids

I.k=1,...,r

e portanto,

at = (yzy2 y2|k|'| y..,y.k)
= V... y4|k|:| V2. V2 ViiJ?

.....

= yﬁlYéYﬁ I_l [yi|7yik] [yil’yik]

I,k=1,....r

= YﬁYf;Yﬁ I_l [yiwyik]z'

I,k=1,...,r

Logo, concluimos que:

a® = (y4y4 y4|k£| y|7y|k]>

= Yy .. y8|k|'| v Ve[ i
- 1 bl
_ 1.I<k

Agora, sejamay = VYi,Yi, .. VYis, €82 =VYjYj,---Yjs,- COMOA € nilpotente de class® temos
que:
[a1,82] = [YirYip---Vis>YisYiz - - - Yisy)
= I_l CCTE

1<I<s;
1<k<sy
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Desta forma, obtemos:

4
[a1732]4 = |_| TN
1<I<sg
1<k<sp
= |_| ([ai|7ajk])4
1§|§51
1<k<sy
—- 1 (3.2)
Também, temos que?, a3] = [a;, 3] = [a1,a]* = 1 e quefat, ap] = [ag, 8] = 1.

Lema 3.2. O grupoA é relativamente livre &/A’ é abeliano livre de expoeng&

DemonstracéoSejaY = {y; | i = 1,2,...}. ComoA possui a apresentacao:

= (Yn,Y2,- | Y2 = Vi, yil = WY W = L0, k=1,2,...),

entdoA = F(Y)/R, ondeR é gerado como subgrupo normaliér’) pelo conjunto:

{f;? [yl?yj]47 [y|7y17yk] | i7j7k: 1727"'}'

Queremos mostrar inicialmente géeé relativamente livre. Pela proposi¢ao 1.33, é sufici-
ente mostrar qu& é subgrupo verbal de(Y), ou sejaR € invariante por endomorfismos de
F(Y). Sejaa : F(Y) — F(Y) um endomorfismo, tal que(y;) = a, paratodd =1,2,.... E
suficiente verificar quer aplicada nos elementos do conjunto gera@ér [yi,yil%, [vi, Vi, ¥l |
i,j,k=1,2...} deR pertence &R. Observemos que (y?) = a8. Pela observac&o 3.1 temos
quea®R= (aR)® = R, e assime® € R. Temos também pela observacao 3.1 qug, yj]*)R=
[&,aj]*R= ([&,3j]R)* = R, e portanto[a;,a;]* € R. Além disso, comdy;,yj, V| R= R, para
todoi =1,2,..., segue da proposi¢do 1.11 qb€Y)/R é nilpotente de class2 e portanto
[a;,aj,a¢R= R, para todos, aj,ax € F. Logo, temos quex ([yi,yj,¥k])R= [&,aj,a&]R=R.
Desta formag (R) C Re assimR é subgrupo verbal d&(Y). Portanto A é relativamente livre.

Resta mostrar qua/A’ é abeliano livre de expoen& Sabemos qué é de expoent&,
portantoA/A’ também é de expoen& gerado pox; = y;A, i =1,2,.... Assim,

AN = (x1,%, ... | @ =[x,x]] = 1, paratodd,j =1,2,...),
e por raciocinio semelhante ao anterior, segueAj¢ é relativamente livre. Portantd/A’ é
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abeliano livre de expoen& com geradores livregyiA', i =1,2,...}. O

Lema 3.3. A é um grupo abeliano livre de expoente com conjunto de geradores livres
{vi,yjl [1> ]}

DemonstracapnConsideremos o grugd definido da seguinte forma:
H = (h,hp,... | [hi,hj]* = [h,hj,h] = 1, paratodd, j,k=1,2,...).

Sejap : H — A o homomorfismo tal que(h)) =y, i =1,2,.... Observemos quel’ é um
grupo abeliano livre de expoenecom geradores livre§lhi, hj] | i > j}. Isto pode ser verifi-
cado, fazendo a realizacao do grupoys(F ), como no capitulo anterior para o grupg, onde

F € o grupo livre com base, Xy, .... Basta para isto, considerar o aietle polinbmios néo-
comutativo sobré nas variavei®y, d, ... e o ideald de R gerado por todos o0 mondémios de
grau maior ou igual 8 Assim, conseguimos mostrar qeeys(F) € isomorfo a um subgrupo de
% (R/J), onde7 (R/J) é o subgrupo multiplicativo dB/J. Assim, podemos mostrar também
queF’/ys(F) é abeliano livre com badéx;,Xj] | i < j}, ondex; = x;y5(F ). Portanto, temos que
F'/ya(F)/(F'/ys(F))* é abeliano livre de expoente com base{[%, Xj](F'/ys(F))* | i < j}.
Assim, com auxilio do teorema de von Dyck, mostramos que:

F'/ys(F)/(F'/ya(F))* = H".
PortantoH’ é abeliano livre de expoende com geradores livrefh;, hj] |i> j}.

SejaK = (h* | i =1,2,...). Notemos queK C Z(H). De fato, seh € H, entdo[h? h] =
[hi,h]* = 1, para todoi. Sejag # 1, g € K. Entdog = hflnlhf‘znz...hf;”s, onden; é um inteiro
ndo-nulo el <iy < --- <is. Agora, sep € o homomorfismo candnico #d€emH /H’ entdo

¢(g) = himhi  hSH £ H

pois g # 1. Assim, temos qu&K NH’ = {1}. Sejaa € H\{1}. Sea € keru entdoa € K,
pois u(a) = u(h:ih:g...h!;) = y!i éy:; = 1. Portantol; = 8kj, j =1,2,...,r, e assima =
h¥apde. . .h¥ . Logo, a € K e portantokerp C K. Agora, comoK NH’ = {1} ekerp C K,
temos qué&eruNH’ = {1}. Logo, obtemo$d / keru =2 A e portantoH' kerp) / kerp = A'. Por
outro lado,(H keru)/keru = H'/(H Nkerp) = H’, poiskerunH’ = {1}. PortantoA’ =~ H'.
ComoH’ é abeliano livre de expoerdecom geradores livregh;, hj] | i > j}, segue o resultado.
U
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SejaB o grupo com a seguinte apresentagao:
B=(Z,geA|(B)°=[A,2,2=1,90.0cA).

Observemos quB € nilpotente de class® A seguir mostraremos alguns fatos sobre a estrutura
deB. Utilizaremos a notacdp= z*.

Lema 3.4. B’ é abeliano livre de expoenié, com base:

{[Z,2%] | 91> 92, 91,2 € A}

DemonstracaoComoB é nilpotente de class® temos queB’ € abeliano. Além disso, temos
(b9, b%)16 — [(p91)16 K9] = 1, ondeg;, g, € A. Logo, B’ é abeliano de expoente divisor Hié
Consideremos agora, o grupalefinido com a seguinte apresentacao:

L= (hg,, N, .. | [ng, g, ]*® = [hg, hg,, hg,] = 1, para todag;, gj, ok € A).

Notemos que.’ € um grupo abeliano livre de expoerit®, com geradores livreg[hg, hg] |
gi > gj}. Este fato pode ser verificado de maneira semelhante ao feito para oHfrapdema
3.3. Definamos o homomorfismp: L — B por ¢ (hy) = 2. Consideremos = (hi8 | gi
A). Claramente,) C Z(L), pois seh € L ent&o[hz® h] = [h,h]*® = 1, para todog; € A. Seja
fed f+#1 Entdof = hg hg?.. .hi%% ondeg, < g, < - < g, para algums. Assim,
fL/ = héﬁ“lhég‘z : ..hég”SL’ #L',sef #1 LogoJNL' = {1}. Sejaa € L, a# 1. Suponhamos
quea € kerg. Entdod(a) = ¢(hg hg ...h ) = (Z1)"1(F2)'2(r ) = 1. Portantol6| I;, o
que implica quea € J. Assim, ker¢ c J. ComoJNL’ = {1}, segue quekerdp NL' = {1}.
Desta forma, temos queg’ kerg = B e conseqiientemente’ ker¢ ) /ker¢ = B'. Por outro lado,
(L'ker¢)/kerg = L'/(kerp NL") = L'. LogoL’' = B, o que conclui a demonstragdo. [

Lema 3.5. B tem expoent82.

DemonstracaoSejab € B. Entdo,b = 791729 ...2% comg € A, i =1,2,...,s, para algunse

02 = (E)PE)2. (2 [] P.A]
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Elevando-se novamente ao quadrado, obtemos:

b4

Continuando o processo, temos:

b8 =

Isto implica que:

b16

36
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Assim, concluimos que:
02 = [ [(2)°@)%)B. B
= (29, 204, 2]

=[] [E)©2%(),2]

Logo, B tem expoente divisor d82. Sejab € B, b = 2%12%  ondeg;,g92 € Ae g1 > g. Pelo
calculo feito acima, temos que:

b = ()2(22)2[2%, 22 £ 1.
Continuando 0 mesmo processo, obtemos que:
b'e = [, 228 £ 1,

pois B’ é abeliano livre de expoent e [, 2%2] é um elemento da base 8 portanto tem
ordem16. Assim, segue que(b) = 32 e B tem expoent82. O

Definamos a acéo d& em B por (2)9 = 29, para todog,g’ € A. ConsideremosV =
B x A, segundo a acdo acima. A partir de agora, usaremos o fatd §ueunido disjunta dos
subconjunto&\A’, A\ (A')? e (A')%. ComoA’ tem expoentd, podemos escolhdr ¢ A'\ (A')?,
talqueTNT1=0eTUT1=A\(A)2

SejaU, < B/, tal queU, é gerado por:
{[2.2%], comgy, gz € A, equgy T € A\A U (A)?).

Observemos qui); <W. De fato, sew = ab,a € A /b € B entfo [, 22]W = [A1, 22]20 —
[212, 023]D — =13 A ¢ Uy,

Lema 3.6. B’ /U1 € abeliano livre de expoenfgs com base:

{[Z2,2% [t € T,g e A}.
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DemonstracéoPelo lema 3.4, temos qu&é é abeliano livre de expoent& com base

{2, 2%] | 91> Q2, 91,2 € A}

Também temos qugig, ™ ¢ A’ se, e somente sgzg; L ¢ A' e gig,* € (A')? se, e somente se,
929I1 € (A)?, quaisquer que sejagy, gz € A. Podemos ent&o concluir que:

U= ([2,72] | 91,00 €A 010, ' € (A\A)U(A)?, 01> Gp,).
Assim,B’ /U1 é um grupo abeliano livre de expoeid® com base
{[2,22)U1 | 91,92 € A 01 > 02,0109, - € A\ (A)?}.

Notemos que sg19,* € A'\(A')? entdogig,* € T ougig,* € T Segig,* € T ndo temos
nada a demonstrar. Agora, geg,* € T~1, entdogyg;* € T. Mas [, 2] = [, 1)1 e
portanto[z%2,791]U; também é um elemento da base. Assim, temosRBjylg; possui base
{[2,22)U1 | 01,02 € A, glggl € T}. Agora, fazendd = glggl e g = gy, Segue que:

B/Up = ([2,2%2)U1|01,02€A 010, €T)
(7%, 2%0; | g1, 00 € A iy € T)
= ([Z,7%U1]|geAteT).

Portanto, temos qu# /U; é um grupo abeliano de expoeri& com base:

{[Z,2%; |geAteT}.

SejaU, < B', U, gerado por:
UgU{[2, 22)9[A, 2], ondeg, 91,0, € A}.
Sejaw e W, w=ab,ac A b € B. Entéo:

([0, 22]0[2, 2] 7)Y = ([(2)2,(22)%)9[(2)%, (%)% H)°
= [(29),(22)]9[(2%2), (222)] * € Ug,

0 que significa quél, <W.
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Observagoes:

1. [B,792]9U, = [A1,92]U,, quaisquer que sejamigr, g2 emA,;
2. [, 22U, = [2,29%,, paraalgum € T, g € A.

Lema 3.7. B’ /U, é abeliano livre de expoeniié, com base:

{[Z,4U |t € T}.

DemonstracaoPrimeiramente, notemos que
U2/Ul = <[zt7z]g[ztvz]_lul ‘ te T7 ge A>

Além disto,
B'/Us = ([2,22)Uz | 91,02 € G, g, " € T,).

Assim, usando as observagdes anteriores, segug’ dugé abeliano livre com base:

{[Z,2Uz |t € T}.

Lema 3.8. B’ /U, é subgrupo d&(W /U,). Além dissoW /U, satisfaz(3.1).

DemonstracéoPara a primeira afirmagao, basta verificar que cada geradg//de pertence
ao centro d&V /U,. De fato, sejdZ,ZU,,t € T um gerador dB'/U; e sejav € W,w=ab,ac
A,b € B. Assim, obtemos:

[2,2U,wl,] = [[Z,2),abjU,
.7 ta"1[Z,Zabu,
2

z
Zt7 lb 1[2t Z]abUZ
z
z

e portantdB’ /U, C W /U,.
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Resta agora mostrar guWé/U, satisfaz (3.1). Notemos que é suficiente verificar que
[X1,X2,X3]U2 € B/Uy, paratodog e W, i=1,2,3,

pois assim|[x1, X2, X3], [X3, X4, X5]]U2 € B'/U» que esté contido no centro W/U,. Sejamx; =
aiby, Xo = axhy, X3 = agbs, @ € A, bj € B. Entdo

x1,%] = bri(artbyaytas(map)b,
= byl(by e [ar b by M)ay tay (agbs by, az))be
= by, e ([ay b by ay tarag) by by, ag)be
= by'bytay (ay tasapfay T by M ([ag b by Y, ap tanag] by by, &)y
= by by Yan,ap)fart, by Ylar b by 1, &, tanas]bs by, aglbe.

Como B<W, [a;t,byY], [[a;t byt 8 aa] e [by,ap] sdo elementos dB e portanto,
[agt, by 1], a5 tasag] by [by, ap)by = b € B. Assim [xq,xo] = by *by*[ay, ap]b. Agora:

X1,%,%s] = [by b, [a1,az]b,ashs]
= b ([ay, @] thobibyt)agt(by tby Y[ay, ap])baghs, fazendaybibyt = 1Y
= b‘lb’[al, az]‘l[[al, az]_l, b’]agl[al, 8.2] bIlel[bilbgl, [al, az]]bagbg.

ComoB <W, temos qué[ag, a1, 0] = b’ € B eb; *h, H by th, 1, [a1, a)]b = b” € B. Assim,

X1, %, %3] = bi0'[ag, @) th’ay [ay, &) (b as)bs

ag]” |
= b b[a,a]” 1b”a3 (a1, ax]agb” [, ag]bs
_ 1b/[a1,a2] 1b [al,az] b’”[b”’,ag]
= 1b’[a1,a2] 1y’ [al,ag]b’”[b’” ag|bs € B.
Devemos notar quigy, a] 1b”[a;,a;] = b € B, poisB <tW. Assim, concluimos que:
[X1, %2, %3] = b~ 1'b” [b"  ag]bs € B.
Consequentement, X2, x3]U» € B/U,. Portanto,

[[X1,%2, %3], [X4, X5, Xg]]U2 € B /U2 C Z(W/Uy).

Dai, concluimos que (3.1) é satisfeita &miU.. O
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Consideremos agortlg <1B’, tal queUs é gerado por:

U U {29 282,28 | ge Ad e (A)?). (3.3)
Sejamg € A, ecy,C, € A tais quety = Ty, ou aindag; = ¢p.d, d € (A')2. Assim,

(9%, 7803 = [2%Y, 2803 = [A%, 78U,

Portanto,[2°,Z8U3, T € A'\(A)? é um elemento bem definido d&/Usz. Logo sez;,z sdo
elementos quaisquer @& entio[Z,2|8Us, ondec € A'/(A')?, também é um elemento bem
definido deB’ /Us.

Lema 3.9. (B')8Us/U3z € um2-grupo abeliano elementar com base:

{[£,2803|ce A\(A)% T#1}.

DemonstragipnSejamg € A e d € (A')2. Temos dois casos a considerar: o primeirg geA
oug € (A')?, e 0 segundo, sge A\ (A)?.

Seg¢ A oug € (A)?, temos quegd ¢ A' ougd ¢ (A')?. Logo, [, Z e [#, 7] s&o elementos
deU;. Portanto 29, 78, Z® também pertenceldy, sendo assim, trivial modulds.

Seg € A\ (A')?, entdo temos que:

[ng7 Z]8U2 =

Desta forma[z, 28U, = [# ", Z8U,. Portanto é suficiente considerarnps T. Diante disto,
segue quéJz /U, é gerado por:

{[#+,28[22,28U,},

comty,tp € T, tit, + € (A)2, e portantd; (A')? = to(A')2. Pelo lema 3.7, temos qu&U,/U;
é abeliano livre de expoent, com base{[Z,ZU; |t € T}. Portanto,(B)8U,/U, é 2-grupo
abeliano elementar com ba§e', 78U, |t € T}. Observemos que:

{tA)?[teT)={ceA/(A)?|c#1}).
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Agora, (B')8U,/Uz € um2-grupo abeliano elementar com base:
{[#,2%03 | ce A/(N)?T#1}.

Resta observar qu@')8U, = (B')8Us. De fato, é facil ver quéB’)8U, c (B')8U3, e seg €
(B')8Us, entdiog = bBu, ondeb € B' eu € Uz. Masu = x8.u’, ondex € B e U € Uy, portanto,
g= (8 € (B")8U,. Logo (B')8U, = (B')8Us. Assim, temos qué¢B’)8Us/Usz € um2-grupo
abeliano elementar com bafe’, 78Uz |t e A'/(A)?,T # 1}. O

Lema 3.10. Sejanmzy, z, € B,ac A t € A/(A)?. Entdo

7

[((2122)a7 . (lez)a(Z]_Zz))é, 2122]8U3 = [(2?7 . Z‘;i_‘Z]_)C7 21]8[(23 .. .2322)6, 22]8U3.

Demonstracadp Primeiramente mostraremos que para tdde= 1,2,...7, temos que
[zg‘kc,zl]SU;a, =& ‘ 2,]8U3. De fato, sezy = Z17% ... e z, = P14 ... 2 onder e s sd0
inteiros positivos. Entao

(B 2]BUs = [(22%...20)3C g AsjBu,
_ H[Zgiaké,ZhJ]E;U
1]

([, 2@ EC)8y, masc=c1

I
—

|

= I_I[
)]

= [

)]

(2. 2%)2 T S A8,

ke

= [ " 2)%s.

Zgl Zhja kC] 8U3

Zh' ac Zg']8U3

—

Agora, temos que:

(2122)% ... (2122)%(2122))%, 2122]8U5

I
N
S
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Observamos quEg®, z)]8 = [ ¢, z]8. Assim,

7 ) ) ) )
(22)¥ ... (a2)%72)% 12U = r![z’fc, 2[4 24, 2)°4° 2)°Us

if
7

- r![zi“ﬂzﬂﬁzz“c,zzﬁus

= (& ...32)%2)%(Z ... B2)° 2|%s.
O

Agora, terminaremos a construcao do gri@p para todon > 1. Isto nos possibilitara a
demonstracao do teorema principal deste capitulo.

Sejan um inteiro positivo. Consideremd, o subconjunto deV /(A')? consistindo de
produtos de no maxima comutadores. Sej®, 0 subgrupo deB’ contendoUs, definido
anteriormente, tal quB,/Uz é gerado pelo conjuntfZ,78Us | T € C,}. Agora, definamos
Gn=W/Dh.

3.2 O Teorema Principal

Nesta se¢cao, mostraremos que a variedade centro-por-abeliano-por-nilpotente definida abaixo,
nao possui nenhuma base finita. Para isso, usaremos os fatos que foram demonstrados na secéo
anterior. O teorema a seguir, que € nosso principal resultado deste capitulo, foi demonstrado
por Bryant e Krassilnikov [4] em 2000.

Sejamun = Un(X, Xy, . . ., Xon) = [(x8)Parelxexal-pen-1xn] x8) =1 n=1,2,....
Teorema 3.11.A variedade definida pelas identidadgs= 1, n=1,2,... e pela identidade

(3.1), n&o possui base finita.

DemonstracanConvém notar quel, = 1 € consequéncia da, = 1, para qualquen > m.
Assim, por raciocinio analogo ao feito no capitulo anterior, para mostrar que o conjunto de
identidadeg v} U{u; |i =1,2,...} ndo é consequéncia de nenhum subconjunto finito de iden-
tidades, é suficiente mostrar ques 1 e u, = 1 séo identidades ei,, masu,.; = 1 ndo é
identidade ent,,, para todm inteiro positivo.

Sejan um inteiro positivo. Devemos observar gGg satisfaz a identidade (3.1). De fato,
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como a identidad@xy, X2, X3|, [Xa, X5, Xs], X7] = 1 € satisfeita erV /U,, temos que:

[91,92,93], (04,05, 96), 97] € U2 C Dp,

paratoday e W, i =1,2,...,7. PortantoG, também satisfaz a identidade (3.1).

Agora, mostraremos qué(Gy) = {1}. Sejamw,wy, W, ...Woq € W, ondew = ab, w; =
aibi, & € A b €B,i=12,...2n. Temos qua\8 = b3 b?°...b3b. De fato,

w? = (ab)?abab= a?b?b,

e portanto,
W = (a2b%h)2 = a*(b?h)* b2 = a*b® b¥ b3b.

Finalmente, temos que:
w8 = a8(b?’b?bPh)? b? b bD.

ComoA tem expoents,
w8 = b b? .. b,

Observemos que:

(Wi, Wit a] = [aibi, & 1bisa] = by e by e aibiaiabig = [ai, &b,

ondeb € B. Logo,

(W1, Wo] [ W3, Wa] . .. [Won_1,Wan] = [4, ap][ag, @] . . . [Bn—1, n]D = Cb,
combeBec= [a1,ap][as, a4l . . . [@2n—1,@2n)- Agora, calculandai,(w,wy, . .., Wy ), Obtemos:

(W8) W1, Wp] [Wa,Wa)...[Won_1,Wan] WS]

7

Un(W,W1,...,Won) = |

(0% ... bAp)as2ellas.aal- [2en-1.820/b b’ pap
( ba7 .bb) cb ba7 b

= [((b¥"...b?p)° )b b2 ... b2b]
[
[
[

b1(b?...b%)%h, b2 ... b?h]
7

..bAD)S[(b?" ... b?0)C, b], b?" ... b?h]
.b?0)C, b3 ... bA][[(b? ... b%0)C, b], b2 ... bh).

ba
7

(
(b*..

ComoB é nilpotente de class® o segundo termo do produto acima é trivial e consequente-
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mente,
Un(W, W, ..., Wor) = [(b? ... b%0)C, b ... b2D).

Por outro lado, para cade=1,2,...7, temos

7

(b2 ... 0%)¢,b¥|U, = [(b?...b%h)C b3 2"
= [(0¥...b3b)3 ¢ b)U,
_ [(ba7 k al kb&rk)c,b]U2
= [0 bab) ,b]Us.
Diante disto,
Un(W, Wi, ...,Won)Dpn = [(b¥...b%)C,b?" ... b%0]D,,

= [(b?"...b%)C,b%]...[(b?"...b%)C, b3 [(b?" ... b%b)C, b]Dp
(b2 ... b*b)C, b)8Dp,

ondet = c(A')2. Convém lembrar que se c B, entdobD, € um produto de elementos na
formazD,,, comg € A. Mas pelo lema 3.10, temos qlL(é)a7 ...b?b)¢, b|®Dy, € um produto de
elementos na formg2%?’ ... 9229)¢, A]8D,,, comg € A. Sejaa = gagL. Assim,

(29 ... 938)° ABD, = ([(29...29%8)%, #)8)9 ‘D,
= [(AF9. ARG ATT A 8D,
[(2@)"... 2 2)C, 28D,

Vamos separar nosso calculo em dois casos:

1. Se(a)* = 1 entdo temos que:

[(Z(a/)Y o Za/Z)C, Z]SDn _ Z(a/)7z(a/)62(al)5 (a/)4)c, 2]8[(2(3.,)32(31)228.,

It z 2)°,2°Dn
= [(Z@PA)*A 7T Z8](Z& A A7) 78D,
It ¢

poisB’ tem expoentd6.

2. Caso contrario, s¢a')* # 1, entdoa §Z A, pois A’ tem expoentet. Logo (a)k & A,
k=1,2,...,7. Portanto, segue CIL[E(a ,Z] € U;. De fato,(a )k € A\(A') ecc A, 0 que
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implica que(a)kc € A\ (A'). Diante disso, temos que:

(28" ... A2, 28D,
[2@)7¢ 78, . [AC 78]F, 48D,

(23" ... A2 28D,

Como|[z@)7¢ 78, ... [AT, 28, [£, 28 € Uy, segue que:

(Z&)"...22)%, 28Dy, = Dn.

Dos itens 1 e 2, segue qug(W, Wy, ...,W2n)Dp = Dy, para todow,w; e W, i = 1,2,...,2n,
ou sejau, = 1 é identidade eriV /Dy, = Gy, concluindo a primeira parte da demonstragéo do
teorema.

Mostraremos agora qu&, nao satisfaz a identidadg, 1 = 1. Primeiramente, verificaremos
que para todan inteiro positivo, existe um elemento &é/(A')2 que ndo pode ser escrito
como um produto de um nimero menor ou igual de comutadores e/ (A')2. Para mostrar
este fato, utilizaremos um argumento de contagem, como em [16] AgejaA, tal queAy =

Y1,Y2,....Yk). Assim, é um2-grupo abeliano elementar com i i >
; / I\2 A beli [ b J I\2 | i
i}, que possui¥) = k(k—z’l) elementos, logo A, /(A,)? |= 2 Agora, segi = g modAZ,

entao

[01.92] - - - [Gom-—1, Gom] (A)? = (01, G5) - - - [Gpm_1, O] (A)2.

De fato, temos que:

[9/179/2] e [g/Zm—LgIZm] (A/)Z =[0161,02%)] . . . [@2m-102m—1, Gom2m] (A/)Z; g € A2,

Além disto,
0,9 4](A)? = [0&,0+1841](A)?
= [01,Gi+1)[8,9i+1] (01, & 1][&, &1 1) (A)?
= [6i,Gi+1](A)?,

pois (&, i1 [Gi &+1], [8,841] € (A')2 Portanto,

(91, 95] - [Gom-1, %o (A)? = 01,92 - - [Gom-1, Gom] (A)2.
Assim, o nimero de produtos na forrwg, gz] . . . [gom-1, 9om] (A')2 em A/ (AL)? é menor ou
igual a242% ... 2X = 2™ Por outro lado] Al /(AL)? |= 27" e existem no maxima™ elemen-
—

2mvezes
tos que podem ser escritos como produtodmmutadores. Assim, exiskg, tal que para todo
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(A')? que n&o pode ser escrito como um
produto de um ndmero menor ou iguahale comutadores ed/ (A')?.

Agora, mostraremos qu, Y| ... [Yoni 1, Yoni 2] (A)? € A/(A)?, ndo pode ser escrito como
um produto de um nimero menor ou iguat de comutadores ery/(A')2. Vamos supor por
contradicao que

V1, Y2] .- Vot 1, Yoni 2] (A)% = [f1, f2] .. [fs1, Tos] (A)?,

coms < n. ComoA/(A)? é relativamente livre com geradores liviggA' )2 yo(A)?,. .., te-
mos que toda aplicacdo do conjunto de geraddyg®V)? | i =1,2,...} emA/(A)? pode ser
estendida a um endomorfismo A¢(A')2. Sejay uma aplicagéo do conjunto de geradores em
A/(A)2, tal quey(y;) = di,d;. Assim, temos que:

WYYz - Vonis, Yoni2l (A)?) = ([ f1, T2 ... [fas_1, Fod (A)?),

€ portanto,

[da, 0] ... [dont1, Oon2] ) (A)? = [W(F1), W(F2)]. .. [Y(Fas—1), W( Fas)] (A2

Entdo, todo elemento d& /(A')? que é escrito como produto aet 1 comutadores pode ser
escrito como produto de no maximccomutadores em/(A')2. Por indug&o, segue que todo
elemento de? /(A')? pode ser escrito em no maximmocomutadores erd/(A)2. Um ab-
surdo, pois mostramos que para tadanteiro positivo, existe um elemento @¢/(A')? que
nao pode ser escrito como um produto de um ndimero menor ou igadeacomutadores em
A/(A)?. Desta forma, concluimos que, Y| ... [Yoni1,Yons2] (A)2 € A/(A)?, ndo pode ser
escrito como produto de um nimero menor ou igualde comutadores e/ (A')?, ou seja,

V1,Y2] .. Yot 1, Yoni2] ()2 & Ch.

Vamos calculatn;1(y1Z,Y1,Y2, - - ., Yoni2) €MGh. Recordemos que:

Uni1(Y1Z,Y1,Y2: -+, Yoni2) = [((Y1Z) Yyl [YanaYonec] (ylz)]
— [( y Zle) V1,Y2].--[Yont-1,Yon+2] Zyl Zylz]

7
— I_l [Zyll [V1.Y2]-.-[Y2n+1,Yon+2] 7 Zyl] _

i,j=1
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Capitulo 3. Uma Variedade Centro-por-abeliano-por-nilpotente

Notemos que se+# j, comoy; € A/,

ViYL Yol Yoni 1, Yane2lVp ) = Vi Y Yol - [Yoni 1, Yon 2] € A’

Portanto [2Abyel--Veneayane2l 1] € Uy. Assim, segue que:

Unt1(Y1Z,Y1,Y2; - -, Yoni2)Dn = |—| Zvlylyz [Yan+1.y2n+2] zyl]Dn

7
=1

i

— [nyl yol--lyans1¥ani2l 718D

Pelo que vimos acimayi, Y] . .. [Yon+1, Yon+2] (A’)2 ¢ C,. Logo, pelo lema 3.9 temos:

[Z[Yl7y2]-~[y2n+l7YZn+2] ’ 2]8 ¢ Dp,

isto €, a identidada,,, 1 ndo é satisfeita er@,.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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