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Resumo

Nesta dissertação1 apresentamos três demonstrações da não existência de uma su-

perf́ıcie completa M, com curvatura Gaussiana constante negativa, isometricamente

imersa em R
3. Estes resultados foram publicados em artigos de D. Hilbert, M. E.

Holmgren, J. D. Moore e T. K. Milnor, em livros de J. J. Stoker, M. P. do Carmo

e M. Spivak. Também apresentamos uma demonstração da existência de superf́ıcie

não anaĺıtica com curvatura Gaussiana constante negativa admitindo em cada ponto

regular as derivadas de qualquer ordem. Este resultado foi publicado em artigo por M.

E. Holmgren.

1Palavras-chave: superf́ıcie completa; curvatura Gaussiana constante negativa; imersão.



Abstract

In this work1 we show three proofs of the non existence of a complete surface, with

constant negative Gaussian curvature, isometrically immersed in R
3. These results

were published in papers by D. Hilbert, M. E. Holmgren, J. D. Moore and T. K. Mil-

nor, in books by J. J. Stoker , M. P. do Carmo and M. Spivak. We also show that

there exists a non analytic surface with constant negative Gaussian curvature which in

each regular points has all its derivatives. This result was published in a paper by M.

E. Holmgren.

1Key-words: complete surface; constant negative Gaussian curvature; immersion.
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i



Introdução

Durante o século XIX, os matemáticos tentaram encontrar variedades Riemannianas

bidimensionais completas, com curvatura Gaussiana constante negativa isometrica-

mente imersa no R
3, para representar o plano de Lobachewsky inteiro (plano onde,

dada uma reta e um ponto fora dela, pode-se encontrar infinitas retas distintas pas-

sando pelo ponto e que sejam paralelas à reta dada). Mas no ińıcio do século XX,

em 1901, D. Hilbert pôs fim a tal busca, mostrando que uma variedade Riemanni-

ana bidimensional completa com curvatura Gaussiana constante negativa não pode

ser isometricamente imersa em R
3, ver [6]. Este ficou conhecido como o Teorema de

Hilbert.

Neste trabalho, procuramos catalogar as diferentes demonstrações do Teorema de

Hilbert. Nesta procura, deparamos-nos com algumas demonstrações, sendo que essen-

cialmente existem somente duas demonstrações diferentes, a de D. Hilbert, ver [6], e

a de M. E. Holmgren, ver [7]. As demais encontradas, ver [16], [10], [4] e [3], pouco

diferem das iniciais. Assim, apresentamos neste trabalho três destas, ver [10], [3], [4],

sendo que duas destas, [10] e [3], representam as duas demonstrações originais, e a

terceira, [4], se destaca por utilizar a teoria de formas diferenciais. Todas, apesar de

utilizarem técnicas diferentes, fizeram uso do fato de se poder parametrizar a superf́ıcie

completa M , com curvatura Gaussiana constante negativa, por curvas assintóticas, for-

mando uma rede de Tschebyscheff. E também utilizaram a equação de sine-Gordon,

∂2f

∂u∂v
= sin f, (1)
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onde f(u, v) é uma função diferenciável que representa o ângulo entre as curvas assintó-

ticas. Esta equação está diretamente relacionada com superf́ıcies de curvatura Gaus-

siana constante negativa.

A equação de sine-Gordon (1) aparece também no estudo de diversos fenômenos

f́ısicos e pertence a uma classe de equações não lineares de grande importância atual.

A importância dessas equações em f́ısica deve-se ao fato de que têm soluções que se

propagam sem perder a forma e emergem de uma colisão com tais soluções mantendo

forma e velocidade.

No Caṕıtulo 1, faremos um resumo sobre alguns tópicos de geometria diferencial e

Riemanniana relacionados com o nosso trabalho. Estes resultados serão utilizados na

demonstração dos principais resultados dos Caṕıtulos 2 a 4.

No Caṕıtulo 2, apresentaremos uma demonstração do Teorema de Hilbert que foi

originalmente feita po M. E. Holmgren em 1902, ver [7], cuja idéia básica foi utilizada

por T. K. Milnor, em [10], ver também [15] e [16]. Esta demonstração se baseia no

estabelecimento de dois fatos:

(A) Suponha que a superf́ıcie completa, com curvatura Gaussiana constante ne-

gativa, M pode ser imersa em R
3. Então existe uma rede de Tschebyscheff global

n : R
2 → M , de todo o plano R

2 em M , e uma função ω, definida em todo R
2, que

fornece o ângulo entre as curvas coordenadas, que são curvas assintóticas, satisfazendo

∂2ω

∂s∂t
= sinω, 0 < ω < π.

(B) Não existe função ω : R
2 → R satisfazendo

∂2ω

∂s∂t
= D sinω, 0 < ω < π, (2)

onde D > 0 é uma constante qualquer.

Em outras palavras, o Teorema e Hilbert é demonstrado, mostrando que existe uma

singularidade que tem distância finita de algum ponto fixo na superf́ıcie.
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No Caṕıtulo 3, apresentaremos uma demonstração do Teorema de Hilbert, ver [4],

cuja idéia foi extráıda da tese de J. D. Moore, ver [11], que utiliza o método do triedro

móvel. Esta demonstração se baseia na construção de uma parametrização para a

superf́ıcie completa M , com curvatura Gaussiana constante negativa, imersa em R
3,

por curvas assintóticas, chegando, com isso, que a área da superf́ıcie é finita. E para

concluir a demonstração utiliza-se o fato da aplicação exponencial, neste caso, ter a

propriedade de “aumentar comprimento”, chegando que a área da superf́ıcie é infinita.

Em toda esta argumentação utiliza-se formas diferenciais.

No Caṕıtulo 4, iremos apresentar a demonstração do Teorema de Hilbert que pode

ser encontrada no livro de M. P. do Carmo, ver [3], ou de J. J. Stoker, ver [16].

A parte local desta demonstração é essencialmente igual à do trabalho original de

Hilbert, ver [6], mas a parte global no entanto, é substancialmente diferente. Esta

demonstração trata da existência de uma parametrização da superf́ıcie completa M ,

com curvatura Gaussiana constante negativa, por curvas assintóticas. Também utiliza-

se do fato da superf́ıcie em questão ser globalmente isométrica ao plano hiperbólico H2,

que tem área infinita. Contudo, com a possibilidade de se parametrizar a superf́ıcie por

curvas assintóticas, obtemos que esta tem área finita. Nesta demonstração utilizamos

elementos da teoria clássica de Geometria Diferencial.

No Caṕıtulo 5, exibiremos uma demonstração da existência de superf́ıcies não

anaĺıticas com curvatura Gaussiana constante negativa admitindo em cada ponto re-

gular as derivadas de qualquer ordem, de autoria de M. E. Holmgren, ver [7]. Para isso

mostraremos que a equação de derivadas parciais

∂2w

∂u∂v
= sinw,

admite solução local C∞, mas que não é anaĺıtica.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, faremos um resumo sobre alguns tópicos relacionados com o nosso

trabalho. Utilizaremos os resultados abaixo enunciados na demonstração dos principais

resultados dos caṕıtulos 2 a 4. Os conceitos e propriedades aqui mencionados são bem

conhecidos, podendo ser encontrados nos livros clássicos de Geometria Diferencial e

Riemanniana, tais como [3], [5].

1.1 Resultados gerais de Geometria Diferencial e

Riemanniana

Definição 1.1. Uma variedade Riemanniana M , é denominada completa se, para todo

p ∈ M , a aplicação exponencial, expp : V ⊂ TpM → M , está definida para todo

v ∈ TpM , isto é, se as geodésicas g : I ⊂ R → M , que partem de p, estão definidas

para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

Definição 1.2. Uma aplicação diferenciável ϕ : M → R
3, de uma variedade Riema-

nniana M , com métrica 〈, 〉, é uma imersão se a diferencial dϕp : TpM → TpR
3 é

4
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injetiva. Se, além disso,

〈dϕp(v), dϕp(w)〉ϕ(p) = 〈v, w〉p,

∀v, w ∈ TpM , ϕ é dita uma imersão isométrica.

Definição 1.3. Um campo de direções r, num conjunto aberto U ⊂ R
2, é uma corres-

pondência que associa a cada ponto p ∈ U uma reta r(p) em R
2 passando por p.

Definição 1.4. Uma curva regular conexa C ⊂ U é uma curva integral de um campo

de direções r, definido em U ⊂ R
2, se r(q) é a reta tangente a C em q, ∀q ∈ C.

Teorema 1.1. Seja X um campo de vetores C∞ em M uma variedade bidimensional,

com X(p) 6= 0. Então existe um sistema de coordenadas Y : U → M , Y (u1, u2), na

vizinhança de p, tal que X = ∂
∂u1

, em U .

Demonstração. Ver [14], Teorema 7, página 205.

�

Teorema 1.2. Sejam X1, X2 campos de vetores linearmente independentes em uma

vizinhança do ponto p em uma superf́ıcie M . Então existe um difeomorfismo

h : U →M,

onde U ⊂ R
2 é um aberto e p ∈ h(U), cuja i-ésima curva coordenada é uma curva

integral de Xi.

Demonstração. Ver [15], Teorema 17, página 321.

�

Corolário 1.1. Seja p um ponto de uma superf́ıcie M ⊂ R
3. Se a curvatura Gaussiana

em p é K(p) < 0, então existe um difeomorfismo h : U → M , com p ∈ h(U), onde as

curvas coordenadas são linhas assintóticas.
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Demonstração. Ver [15], Corolário 18, página 322.

�

Dada uma parametrização Y : U ⊂ R
2 →M de uma vizinhança Y (U) na superf́ıcie

M temos que as funções

E(u, v) = 〈Yu, Yu〉p, F (u, v) = 〈Yu, Yv〉p, G(u, v) = 〈Yv, Yv〉p,

onde 〈, 〉p é o produto interno no plano tangente TpM induzido pelo produto interno

natural do R
3, são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {Yu, Yv} de

TpM . Temos também que dada esta parametrização, podemos escolher, para cada

ponto de Y (U), um vetor normal unitário

N(q) =
Yu × Yv

|Yu × Yv|
(q), q ∈ Y (U).

Desta forma obtemos as funções

e = 〈N, Yuu〉, f = 〈N, Yuv〉, g = 〈N, Yvv〉,

que são chamadas de coeficientes da segunda forma fundamental na base {Yu, Yv}.

Proposição 1.1. Se as curvas coordenadas são linhas assintóticas temos, e = g = 0,

e as equações de Codazzi-Mainardi são dadas por

fs =
[1
2
(EG− F 2)s + FEt − EGs]

EG− F 2
f

ft =
[1
2
(EG− F 2)t + FGs −GEt]

EG− F 2
f.

Demonstração. Ver [15], Lema C, página 323.

�

Definição 1.5. Para toda variedade Riemanniana bidimensional M (não necessaria-

mente imersa em R
3), uma parametrização h : (a, b) × (c, d) → M é dita uma rede de

Tschebyscheff se todas as curvas coordenadas são parametrizadas pelo comprimento de

arco.



1.1 Resultados gerais de Geometria Diferencial e Riemanniana 7

Proposição 1.2. Quando as curvas coordenadas constituem uma rede de Tschebyscheff

é posśıvel reparametrizá-las de tal forma que

E = G = 1 e F = cosθ,

onde θ é o ângulo entre as curvas coordenadas.

Demonstração. Ver [3], página 100.

�

Teorema 1.3. A curvatura Gaussiana K de uma superf́ıcie M é invariante por isome-

tria local.

Demonstração. Ver [3], página 234.

�

Dada uma parametrização Y : U ⊂ R
2 →M de uma vizinhança Y (U) na superf́ıcie

M obtemos a seguinte relação para a curvatura Gaussiana

−EK = (Γ2
12)s − (Γ2

11)t + Γ1
12Γ

2
11 − Γ1

11Γ
2
12 + (Γ2

12)
2 − Γ2

11Γ
2
22, (1.1)

onde

Γ1
11 =

GEs − 2FFs + FEt

2(EG− F 2)
, Γ1

12 =
GEt − FGs

2(EG− F 2)
, Γ1

22 =
2GFt −GGs − FGt

2(EG− F 2)
,

Γ2
11 =

2EFs − EEt − FEs

2(EG− F 2)
, Γ2

12 =
EGs − FGt

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGt − 2FFt + FGs

2(EG− F 2)
,

são os śımbolos de Christoffel, e E, F , G são os coeficientes da primeira forma funda-

mental de Y . A equação (1.1) é dita equação de Gauss.

Teorema 1.4. Quaisquer duas superf́ıcies que têm curvatura Gaussiana constante são

localmente isométricas. Mais precisamente, sejam M1, M2 duas superf́ıcies com cur-

vatura Gaussiana constante K. Escolha pontos p1 ∈ M1, p2 ∈ M2, e bases ortogonais

e1, e2 ∈ Tp1
M1, f1, f2 ∈ Tp2

M2. Então existem vizinhanças V1 de p1, V2 de p2 e uma

isometria ψ : V1 → V2 tal que dψ(e1) = f1, dψ(e2) = f2.
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Demonstração. Ver [3], Teorema Minding, página 288.

�

Proposição 1.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f : M → N

um difeomorfismo local sobre uma variedade Riemanniana N que possui a seguinte

propriedade: para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM , tem-se |dfp(v)| ≥ |v|. Então f é uma

aplicação de recobrimento.

Demonstração. Ver [5], Lema 3.3, página 150.

�



Caṕıtulo 2

Primeira Demonstração

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma demonstração do Teorema de Hilbert que foi ori-

ginalmente feita po M. E. Holmgren em 1902, ver [7], cuja idéia básica foi utilizada

por T. K. Milnor, em [10], ver também [15] e [16]. Esta demonstração se baseia no

estabelecimento de dois fatos:

(A) Suponha que a superf́ıcie completa, com curvatura Gaussiana constante ne-

gativa, M pode ser imersa em R
3. Então existe uma rede de Tschebyscheff global

n : R
2 → M , de todo o plano R

2 em M , e uma função ω, definida em todo R
2, que

fornece o ângulo entre as curvas coordenadas, que são curvas assintóticas, satisfazendo

∂2ω

∂s∂t
= sinω, 0 < ω < π.

(B) Não existe função ω : R
2 → R satisfazendo

∂2ω

∂s∂t
= D sinω, 0 < ω < π, (2.1)

onde D > 0 é uma constante qualquer.

Em outras palavras, o Teorema e Hilbert é demonstrado, mostrando que existe uma

singularidade que tem distância finita de algum ponto fixo na superf́ıcie.

9
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2.1 Alguns Resultados Importantes

Nesta seção apresentaremos alguns resultados, com suas respectivas demonstrações, de

suma importância para a demonstração do Teorema de Hilbert que será apresentada

neste caṕıtulo. Como por exemplo, a existência de uma rede de Tschebyscheff em uma

superf́ıcie do R
3, com curvatura Gaussiana constante negativa.

Lema 2.1. Seja M uma superf́ıcie imersa em R
3 com curvatura Gaussiana constante

K < 0. Então para cada p ∈ M existe um difeomorfismo h : (−ε, ε) × (−ε, ε) → M ∈

R
3, h(0, 0) = p, cujas curvas coordenadas são linhas assintóticas parametrizadas pelo

comprimento de arco.

Demonstração. Do Corolário 1.1 temos que para cada p ∈ M existe um difeomor-

fismo sobre a imagem, h : (−ε, ε) × (−ε, ε) → M , com h(0, 0) = p, tal que as curvas

coordenadas são linhas assintóticas. Por uma reparametrização adequada obtemos duas

curvas coordenadas passando por p = h(0, 0) que são parametrizadas pelo comprimento

de arco. Assim temos

E(s, 0) = 1, G(0, t) = 1. (2.2)

Agora vamos provar que todas as curvas coordenadas estão parametrizadas pelo

comprimento de arco. De fato, temos pela Proposição 1.1 que as equações de Mainardi-

Codazzi podem ser escritas da seguinte forma:

(f 2)s = 2
[1
2
(EG− F 2)s + FEt − EGs]

EG− F 2
f 2,

(f 2)t = 2
[1
2
(EG− F 2)t + FGs −GEt]

EG− F 2
f 2.

(2.3)

Pela equação de Gauss temos que

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

−f 2

EG− F 2
,

logo f 2 = (−K)(EG − F 2), onde K é uma constante. Substituindo f 2 na primeira
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equação de (2.3), obtemos

(−K)(EG− F 2)s = 2(−K)[
1

2
(EG− F 2)s + FEt − EGs],

que reduz-se a

EGs − FEt = 0.

Analogamente, substituindo f 2 na segunda equação de (2.3), temos

−FGs +GEt = 0.

Como EG − F 2 6= 0 (determinante da matriz dos coeficientes da primeira forma fun-

damental), o sistema de equações lineares é satisfeito somente se Et = 0 e Gs = 0.

Juntamente com (2.2), conclúımos que E = 1 e G = 1, ∀p ∈M .

�

O Lema 2.1 mostra que sempre existe uma rede de Tschebyscheff local em superf́ıcies

do R
3, com curvatura Gaussiana constante negativa.

Lema 2.2. Seja M uma variedade Riemanniana bidimensional e seja h : (a, b) ×

(c, d) →M uma rede de Tschebyscheff. Defina uma aplicação diferenciável ω : (a, b)×

(c, d) → R que a cada ponto (s0, t0) associa o único número ω(s0, t0) tal que 0 <

ω(s0, t0) < π, e ω(s0, t0) é o ângulo entre

d

ds
h(s, t0)

∣

∣

∣

∣

s=s0

e
d

dt
h(s0, t)

∣

∣

∣

∣

t=t0

.

Então ω satisfaz a equação diferencial

∂2ω

∂s∂t
= −K sinω. (2.4)

Demonstração. Temos pela Proposição 1.2 que podemos considerar E = G = 1,

F = cosω e W = EG − F 2 = sin2 ω. E temos que W 6= 0, pois a métrica é positiva

definida. Usando a equação de Gauss (1.1) obtemos

−K = − ∂

∂t
(
− sinω ∂ω

∂s

W
) + (

− sinω ∂ω
∂s

W
)(
− sinω cosω ∂ω

∂t

W
) =

∂2ω
∂s∂t

sinω
.
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Assim

∂2ω

∂s∂t
= −K sinω.

�

A equação diferencial (2.4) é dita equação de sine-Gordon.

Uma rede de Tschebyscheff assintótica é uma rede de Tschebyscheff constrúıda

como no Lema 2.1, cujas curvas coordenadas são linhas assintóticas.

2.2 Demonstração do Teorema de Hilbert

Nesta seção apresentaremos a demonstração do Teorema de Hilbert.

Teorema 2.1. Uma superf́ıcie completa M , com curvatura Gaussiana constante K <

0, não pode ser isometricamente imersa em R
3.

Demonstração. Sem perda de generalidade assumiremos que a curvatura Gaussiana

K ≡ −1. Esta demonstração dependerá do estabelecimento de dois fatos:

(A) Suponha queM pode ser imersa em R
3. Então existe uma rede de Tschebyscheff

global n : R
2 → M , de todo o plano R

2 em M , e uma função ω, definida em todo R
2,

que fornece o ângulo entre as curvas coordenadas, que são curvas assintóticas, satis-

fazendo

∂2ω

∂s∂t
= sinω, 0 < ω < π.

(B) Não existe função ω : R
2 → R satisfazendo

∂2ω

∂s∂t
= D sinω, 0 < ω < π, (2.5)

onde D > 0 é uma constante qualquer.

Prova de (A): Escolha um ponto p0 ∈ M . Considere C : R → M uma linha

assintótica, parametrizada pelo comprimento de arco s, com C(0) = p0. Esta pode ser

realmente definida para todo R, uma vez que C é uma curva integral de um campo
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de vetores unitários e M é completa. Seja X(0) um vetor unitário assintótico em

p0, linearmente independente com C ′(0), e seja X(s) o campo cont́ınuo de vetores X

ao longo de C, tal que X(s) ∈ TC(s)M é um vetor unitário assintótico linearmente

independente com C ′(s).

Agora definimos n : R
2 →M tal que:

n(s, t) = γs(t),

onde γs é a única linha assintótica, parametrizada pelo comprimento de arco, com

γs(0) = C(s) e γ′s(0) = X(s).

Temos que mostrar que cada curva s 7→ n(s, t) é uma linha assintótica. Isto de-

pende da existência, garantida pelo Lema 2.1, das redes de Tschebyscheff h : (−ε, ε)×

(−ε, ε) →M na vizinhança de cada ponto.

Para cada (s0, t0) podemos encontrar um número finito de redes de Tschebyscheff

assintóticas h1, h2, ..., hk, cujas imagens cobrem {n(s0, t); 0 ≤ t ≤ t0}. Organizando as

funções hi como na figura abaixo, essas imagens consecutivas se sobrepõem, notando

que s 7→ n(s, 0) é por definição uma linha assintótica, vemos que s 7→ n(s, t0) é uma

linha assintótica para s, suficientemente próximo de s0, que é o que necessitamos.

Nossa equação para ω segue imediatamente do Lema 2.2.

Prova de (B): Suponha que uma função ω : R
2 → R satisfaça (2.5), para uma

constante D > 0. Conseqüentemente

∂2ω

∂s∂t
> 0, em R

2. (2.6)
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Isto implica que ∂ω
∂s

é crescente com relação a t, isto é,

∂

∂s
ω(s, t) >

∂

∂s
ω(s, 0), para t > 0. (2.7)

Conseqüentemente, para t > 0 temos

∫ b

a

∂

∂s
ω(s, t)ds >

∫ b

a

∂

∂s
ω(s, 0)ds,

isto é,

ω(b, t) − ω(a, t) > ω(b, 0) − ω(a, 0), (2.8)

para t > 0 e a < b.

Como não podemos ter
∂ω

∂s
= 0 em toda parte, podemos assumir (mudando nossas

coordenadas por uma translação se necessário) que ∂ω
∂s

(0, 0) 6= 0. Como a função

(s, t) 7→ ω(−s,−t) também satisfaz (2.5), assumiremos que ∂ω
∂s

(0, 0) > 0.

Escolha três números fixos

0 < s1 < s2 < s3, tal que
∂ω

∂s
(s, 0) > 0, para 0 ≤ s ≤ s3, (2.9)
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e seja

ε = min{ω(s3, 0) − ω(s2, 0), ω(s1, 0) − ω(0, 0)}.

Então para todo t > 0 e todo s ∈ [0, s3] temos as seguintes propriedades:

• de (2.7) e (2.9) temos que ω(s, t) é crescente em s;

• de (2.8) e da definição de ε temos que ω(s1, t)−ω(0, t) > ε e ω(s3, t)−ω(s2, t) > ε;

• 0 < ω(s, t) < π.

Dessas propriedades conclúımos que

ε ≤ ω(s, t) ≤ π − ε, para s ∈ [s1, s2] e t ≥ 0.

Portanto

sinω(s, t) ≥ sin ε, para s ∈ [s1, s2] e t ≥ 0. (2.10)

Integrando (2.5) no retângulo [s1, s2] × [0, T ], obtemos

D

∫ T

0

∫ s2

s1

sinω(s, t)dsdt =

∫ T

0

∫ s2

s1

∂2

∂s∂t
ω(s, t)dsdt

= ω(s2, T ) − ω(s1, T ) − ω(s2, 0) + ω(s1, 0),
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ou

ω(s2, T ) − ω(s1, T ) = ω(s2, 0) − ω(s1, 0) +D

∫ T

0

∫ s2

s1

sinω(s, t)dsdt

≥ ω(s2, 0) − ω(s1, 0) +DT (s2 − s1) sin ε, por (2.10).

Considerando T suficientemente grande, obtemos uma contradição, visto que o lado

esquerdo é menor que π e o lado direito fica maior que π.

�

Observamos que esta demonstração do Teorema de Hilbert coincide essencialmente

com a apresentada por M. E. Holmgren em 1902, ver [7].



Caṕıtulo 3

Segunda Demonstração

Neste caṕıtulo, apresentaremos uma demonstração do Teorema de Hilbert, ver [4], cuja

idéia foi extráıda da tese de J. D. Moore, ver [11], que utiliza o método do triedro móvel.

Esta demonstração se baseia na construção de uma parametrização para a superf́ıcie

completa M , com curvatura Gaussiana constante negativa, imersa em R
3, por curvas

assintóticas, chegando, com isso, que a área da superf́ıcie é finita. E para concluir a

demonstração utiliza-se o fato da aplicação exponencial, neste caso, ter a propriedade

de “aumentar comprimento”, chegando que a área da superf́ıcie é infinita. Em toda

esta argumentação utiliza-se formas diferenciais.

3.1 Resultados gerais de Geometria Diferencial

Nesta seção enunciamos as definições de campo de Jacobi e pontos conjugados, e apre-

sentamos um resultado sobre o conjunto dos pontos conjugados de uma superf́ıcie com

curvatura Gaussiana K ≤ 0. E também apresentamos o resultado de que a aplicação

exponencial possui a propriedade de “aumentar comprimento”.

Definição 3.1. Seja g : [0, l] → M uma geodésica parametrizada de M , e ν : [0, l] ×

(−ε, ε) ⊂ R
2 → M uma variação de g, tal que para todo t ∈ (−ε, ε) a curva νt(s) =

17
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ν(s, t), s ∈ [0, l], é uma geodésica parametrizada (não necessariamente parametrizada

pelo comprimento de arco). O campo variacional ∂ν
∂t

(s, 0) = J(s) é chamado um campo

de Jacobi ao longo de g.

Definição 3.2. Seja g : [0, l] → M uma geodésica de M , com g(0) = p. Diz-se que o

ponto q = g(s0), s0 ∈ (0, l], é conjugado de p, relativamente à geodésica g, se existe um

campo de Jacobi J(s), não identicamente nulo, ao longo de g, com J(0) = J(s0) = 0.

Teorema 3.1. Se a curvatura Gaussiana K de uma superf́ıcie M é tal que K ≤ 0,

então para todo p ∈M , o conjunto dos pontos conjugados de p é vazio. Em particular,

∀p ∈M , a aplicação expp : TpM →M é um difeomorfismo local.

Demonstração. Ver [2], Teorema 4, página 72.

�

Proposição 3.1. Seja M uma superf́ıcie completa com curvatura Gaussiana K ≤ 0.

Então expp : TpM → M , p ∈ M , possui a propriedade de “aumentar comprimentos”,

isto é, se v, ω ∈ TpM , temos

〈(dexpp)v(ω), (dexpp)v(ω)〉 ≥ 〈ω, ω〉,

onde, ω indica um vetor de TpM .

Demonstração. Ver [2], Lema 2, página 100.

�

3.2 Resultados de Equações Diferenciais e Cálculo

Tensorial

Nesta seção fornecemos a definição de trajetória de um campo, fluxo gerado por um

campo e alguns resultados de equações diferenciais ordinárias e de cálculo tensorial

envolvendo estes elementos.
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Seja U ⊂ R
n um subconjunto aberto. Um campo vetorial de classe Cr, 1 ≤ r ≤ ∞,

em U , é uma aplicação X : U → R
n de classe Cr. Ao campo vetorial X associamos

uma equação diferencial

x′(t) = X(x(t)). (3.1)

As soluções da equação (3.1), isto é, as aplicações diferenciáveis ϕ : I ⊂ R → U

tais que

dϕ

dt
(t) = X(ϕ(t)),

para todo t ∈ I, são chamadas trajetórias do campo X.

Teorema 3.2. Seja X um campo vetorial de classe Cr, r ≥ 1, num aberto U ⊆ R
n.

Para cada x ∈ U existe um intervalo aberto Ix, onde está definida uma única trajetória

t 7→ ϕt(x), t ∈ Ix, do campo X passando por x. O conjunto D = {(t, x);x ∈ U, t ∈ Ix}

é aberto em R
n+1 e a aplicação (t, x) 7→ ϕt = ϕ(t, x) é de classe Cr.

Demonstração. Ver [13], Teorema 3, página 215.

�

Definição 3.3. A aplicação ϕ : D → U , onde D é o conjunto citado no Teorema 3.2,

é dito o fluxo gerado pelo campo X.

Teorema 3.3. Sejam X, Z campos vetoriais de classe Cr, r ≥ 1, sobre uma variedade

M . Indiquemos com ξs e ηt, respectivamente, os fluxos gerados por estes campos. Se

o Colchete de Lie, [X,Z], é identicamente nulo em M , então ξsηt = ηtξs, isto é,

ξs(ηt(p)) = ηt(ξs(p)), ∀p ∈M .

Demonstração. Ver [8], Teorema 3, página 217.

�

Teorema 3.4. Sejam X1, ..., Xk campos vetoriais de classe Cr, r ≥ 1, tais que [Xi, Xj] =

0, i, j = 1, ..., k, sobre uma variedade M . Seja p ∈ M um ponto tal que os vetores
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X1(p), ..., Xk(p) são linearmente independentes. Então existe um sistema de coorde-

nadas Y : U → R
n, de classe Cr, com p ∈ U , tal que X1 = ∂

∂u1
, ..., Xk = ∂

∂uk

, em todos

os pontos de U , onde u1, ..., uk são as coordenadas em U .

Demonstração. Ver [8], Teorema 4, página 219.

�

3.3 Resultados gerais de Formas Diferenciais

Nesta seção apresentamos resultados clássicos de formas diferenciais como as equações

de estrutura, equação de Gauss e equações de Codazzi. Também definimos variedade

diferenciável contrátil e enunciamos um resultado envolvendo variedade contrátil e

forma diferencial.

Consideremos o espaço vetorial R
2 e denotemos por R

2∗ o espaço dual de R
2. Dada

uma base {e1, e2} de R
2, definimos uma base {f1, f2} de R

2∗ , por fi(ej) = δij, 1 ≤

i, j ≤ 2, chamada base dual de {e1, e2}.

Denotaremos por q = (u, v) os pontos do aberto V ⊂ R
2 e ∂

∂u
= (1, 0), ∂

∂v
= (0, 1)

a base canônica de R
2. Denotemos também por u e v as projeções de V na primeira e

segunda coordenada, respectivamente. Para cada q ∈ V as diferenciais de u e v em q,

duq, dvq formam a base dual canônica de R
2∗ .

Uma 1-forma ou uma forma de grau 1 em um aberto V de R
2 é uma aplicação w,

que para cada q ∈ V associa wq ∈ R
2∗ . Portanto, wq é do tipo

wq = P (q)duq +Q(q)dvq,

onde P e Q são funções de V em R. Além disso, w é dita uma 1-forma diferencial em

V , se P e Q são diferenciáveis.

Se denotarmos por du e dv as aplicações que para cada q ∈ V associam duq e dvq,

temos que du e dv são 1-forma diferenciais.
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A soma de 1-forma diferenciais é definida como soma de funções.

Se w é uma 1-forma diferencial em um aberto V ⊂ R
2 e f : V → R é uma função

diferenciável, o produto fw é uma 1-forma diferencial dada por (fw)q = f(q)wq.

Se w e w̄ são 1-formas diferenciais em um aberto V ⊂ R
2, denotaremos o produto

tensorial de w e w̄ por ww̄, e o produto exterior por w ∧ w̄. Em particular du2 = dudu

e dv2 = dvdv.

Uma 2-forma diferencial ou uma forma diferencial de grau 2 em um aberto V ⊂ R
2

é uma aplicação φ, que para cada q ∈ V , associa uma transformação φq : R
2×R

2 → R,

bilinear e alternada dada por

φq = f(q)(du ∧ dv)q,

onde f é uma função diferenciável de V em R.

Uma função diferenciável f : V ⊂ R
2 → R, V aberto, é dita uma 0-forma diferencial

em V . A diferencial de uma 0-forma diferencial é uma 1-forma diferencial.

Se φ1, φ2, ..., φn são formas diferenciais de grau 1 (respectivamente de grau 2),

φ = (φ1, ..., φn),

é uma n-upla de 1-formas diferenciais (respectivamente de 2-formas diferenciais).

Se w = Pdu+Qdv é uma 1-forma diferencial. A diferencial exterior de w, denotada

por dw, é uma 2-forma diferencial definida por dw = dP ∧ du+ dQ ∧ dv.

As propriedades do produto tensorial, produto exterior e diferencial exterior (inclu-

sive das n-uplas de formas diferenciais) podem ser encontradas em [4].

Agora vamos considerar variedades Riemannianas bidimensionais imersas isometri-

camente no espaço ambiente R
3.

Seja Y : V ⊂ R
2 → M ⊂ R

3, V um aberto, uma superf́ıcie parametrizada regular

em R
3. Denotemos por TY (q)R

3 e TY (q)M os espaços tangentes a R
3 e a M em Y (q)

respectivamente. Sejam e1, e2, e3 : V ⊂ R
2 → TY (q)R

3 campos diferenciáveis de vetores
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ortonormais tais que e1 e e2 são tangentes a M e portanto e3 é normal a M . Nas

condições acima e1, e2 e e3 é dito um triedro móvel associado à superf́ıcie parametrizada

regular Y .

Consideremos as aplicações lineares

dYq : R
2 → TY (q)M ⊂ R

3,

(dei)q : R
2 → R

3.

Vamos definir 1-formas diferenciais w1, w2, wij, 1 ≤ i, j ≤ 3 em V do seguinte modo:

para cada q ∈ V , (w1)q, (w2)q, (wij)q são os funcionais de R
2∗ que para cada v ∈ R

2

associam respectivamente

(wi)q(v) = 〈dYq(v), ei(q)〉, i = 1, 2,

(wij)q(v) = 〈deiq(v), ej(q)〉, 1 ≤ i, j ≤ 3,

onde 〈, 〉 denota o produto interno usual do R
3.

Como dYq(R
2) = TY (q)M e e1, e2 formam uma base ortonormal deste plano tan-

gente, segue-se das definições acima que, para cada v ∈ R
2,

dYq(v) = (w1)q(v)e1(q) + (w2)q(v)2(q).

Analogamente, como (dei)q(R
2) ⊂ R

3 temos que e1, e2 e e3 formam uma base

ortonormal de R
3 e portanto

(dei)q(v) =
3
∑

j=1

(wij)q(v)ej(q), i = 1, 2, 3.

Em termos de formas diferenciais, podemos então denotar as expressões acima por

wi = 〈dY, ei〉, i = 1, 2,

wij = 〈dei, ej〉, 1 ≤ i, j ≤ 3,

dY = w1e1 + w2e2,
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dei =
3
∑

j=1

ejwij, 1 ≤ i ≤ 3.

Dizemos que w1, w2 é o coreferencial do triedro móvel associado à superf́ıcie e as

formas wij, 1 ≤ i, j ≤ 3, são denominadas formas de conexão do triedro.

Proposição 3.2. Nas condições acima temos que

wij = −wji, 1 ≤ i, j ≤ 3, (3.2)

dw1 = w12 ∧ w2, (3.3)

dw2 = w21 ∧ w1, (3.4)

dw12 = w13 ∧ w32, (3.5)

dw31 = w32 ∧ w21, (3.6)

dw32 = w31 ∧ w12, (3.7)

w1 ∧ w13 + w2 ∧ w23 = 0. (3.8)

Demonstração. Ver [17], Proposição 2.2, página 244.

�

As equações de (3.2) a (3.8) são ditas equações de estrutura, a equação (3.5) é dita

equação de Gauss, e as equações (3.6) e (3.7) são chamadas equações de Codazzi.

Teorema 3.5. Uma superf́ıcie M2 ⊂ R
3 tem curvatura Gaussiana constante K se, e

somente se,

dw12 = −Kw1 ∧ w2. (3.9)

Demonstração. Ver [17], Proposição 2.6, página 253.

�
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Proposição 3.3. Sejam X, Z campos de vetores diferenciáveis e θ uma 1-forma dife-

rencial, então

dθ(X,Z) = Xθ(Z) − Zθ(X) − θ[X,Z], (3.10)

onde [X,Z] é o colchete de Lie dos campos X, Z.

Demonstração. Ver [8].

�

Definição 3.4. Uma variedade diferenciável M é contrátil (a um ponto p0 ∈ M) se

existir uma aplicação diferenciável H : M × [0, 1] →M , H(p, t) ∈M , p ∈M , t ∈ [0, 1],

tal que:

H(p, 1) = p, H(p, 0) = p0,

para todo p ∈M .

Teorema 3.6. Seja M uma variedade diferenciável contrátil e w uma 1-forma dife-

rencial em M , com dw = 0. Então existe uma 0-forma α em M tal que dα = w.

Demonstração. Ver [4], Teorema 1, página 110.

�

3.4 Demonstração do Teorema de Hilbert usando

triedro móvel

Nesta seção apresentaremos uma demonstração do Teorema de Hilbert usando o método

do triedro móvel, cuja idéia foi extráıda da tese de J. D. Moore, ver [11] e [4].

Observação 3.1. SejaM uma superf́ıcie orientada contida em R
3 sem pontos umb́ılicos.

Então a diferencial da aplicação normal de Gauss, dNp : TpM → TpM , p ∈ M , possui

dois valores próprios k1 e k2, em p ∈ M , e um par de autovetores ortonormais e1, e2.
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Sendo que e1, e2 são chamadas direções principais e −k1, −k2 são ditas curvaturas

principais.

Lema 3.1. Seja M uma superf́ıcie contida em R
3, sem pontos umb́ılicos, e1 e e2 as

direções principais, e −k1, −k2 as curvaturas principais. Seja {w1, w2} o coreferencial

dual do referencial {e1, e2} e w12 a forma de conexão associada a {e1, e2}. Então

(k1 − k2)w12 = dk1(e2)w1 + dk2(e1)w2. (3.11)

Além disso, se a curvatura Gaussiana de M é constante e negativa, e E1 = xe1 + ye2,

E2 = xe1 − ye2 são campos unitários, onde x > 0 e y > 0, então

w12 = −dx(e2)
x

w1 +
dy(e1)

y
w2. (3.12)

Demonstração. Consideremos em M o referencial ortonormal {e1, e2, e3}, onde e3 =

e1 ∧ e2. Denotemos por wij as formas de conexão associadas a este referencial. Con-

siderando z = z1e1 + z2e2, temos

w31(z) = 〈∇ze3, e1〉

= z1k1 = k1w1(z).

Analogamente w32(z) = k2w2(z). Temos então

w31 = k1w1, w32 = k2w2. (3.13)

Derivando as igualdades em (3.13) obtemos

dw31 = dk1(e2)w2 ∧ w1 + k1dw1,

dw32 = dk2(e1)w1 ∧ w2 + k2dw2.

Fazendo uso das equações (3.3), (3.4), (3.6), (3.7) e (3.13), obtemos

(k1 − k2)w12 ∧ w2 = dk1(e2)w1 ∧ w2

(k1 − k2)w12 ∧ w1 = −dk2(e1)w1 ∧ w2.

(3.14)
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Como w12 = b1w1 + b2w2, temos

w12 ∧ w1 = b2w2 ∧ w1,

w12 ∧ w2 = b1w1 ∧ w2.

(3.15)

Substituindo (3.15) nas equações (3.14), obtemos

b1 =
1

k1 − k2

dk1(e2), b2 =
1

k1 − k2

dk2(e1),

ou seja,

(k1 − k2)w12 = dk1(e2)w1 + dk2(e1)w2.

Suponhamos agora que a curvatura Gaussiana de M seja constante negativa K ≡

−1. Notemos inicialmente que x2 + y2 = 1 e que

0 = 〈dN(xe1 + ye2), xe1 + ye2〉 = k1x
2 + k2y

2.

Multiplicando a igualdade acima por k1 (respectivamente por k2), obtemos respectiva-

mente

0 = k2
1x

2 +Ky2 = k2
1x

2 − y2 = (k2
1 + 1)x2 − 1, (3.16)

0 = k2
2y

2 +Kx2 = k2
2y

2 − x2 = (k2
2 + 1)y2 − 1. (3.17)

Derivando as equações (3.16) e (3.17) obtemos

k1dk1x+ (k2
1 + 1)dx = 0, (3.18)

k2dk2y + (k2
2 + 1)dy = 0. (3.19)

Multiplicando as equações (3.18) por k2 e (3.19) por k1 obtemos

dx

x
= − dk1

k1 − k2

,

dy

y
=

dk2

k1 − k2

.

Portanto,

dx(e2)

x
= −dk1(e2)

k1 − k2

,
dy(e1)

y
=
dk2(e1)

k1 − k2

.
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Substituindo estes valores na expressão (3.11), obtemos

w12 = −dx(e2)
x

w1 +
dy(e1)

y
w2.

�

Teorema 3.7. Seja M uma variedade Riemanniana bidimensional completa com cur-

vatura Gaussiana constante K ≡ −1. Então M não pode ser isometricamente imersa

em R
3.

Demonstração. Seja ϕ : M → R
3 uma imersão isométrica. Mostraremos que a

existência de uma tal ϕ conduz a uma contradição. Dado p ∈ M , expp : TpM → M

está bem definida, pois M é completa, e é um difeomorfismo local, uma vez que a

curvatura Gaussiana K é negativa. Considerando em TpM a métrica induzida por

expp : TpM → M , temos que f = ϕ ◦ expp : TpM → R
3 é uma imersão isométrica.

Podemos portanto supor, sem perda de generalidade, que M é um plano com curvatura

Gaussiana K ≡ −1.

Para cada p ∈ M , seja Ū ⊂ TpM uma vizinhança da origem O, restrita à qual

f é um mergulho. Consideremos em U = f(Ū) ⊂ R
3 um campo normal unitário

N . Temos que U não tem pontos umb́ılicos, pois K < 0, então pela Observação 3.1

obtemos um referencial ortonormal {e1, e2}, de direções principais, em U . Como M é

simplesmente conexa, podemos estender os campos diferenciais e1, e2 a M . Notemos

agora que existem funções diferenciáveis x > 0, y > 0 em M , uma vez que M é

completa e simplesmente conexa, tais que os campos E1 = xe1 + ye2, E2 = xe1 − ye2

são assintóticos, isto é

〈dN(Ei), Ei〉 = 0.

Denotaremos por ϑt e ψs os fluxos induzidos por E1 e E2 respectivamente, isto é,

t 7→ ϑt(p) é a trajetória de E1 que passa por p ∈M , em t = 0 e s 7→ ψs(p) é a trajetória

de E2 que passa por p ∈ M , em s = 0. Como E1 e E2 são unitários e M é completa
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temos que estas trajetórias estão definidas para todo t, s ∈ R. Pelo Teorema 3.2, as

aplicações (t, p) 7→ ϑt(p) e (s, p) 7→ ψs(p) são diferenciáveis. Fixemos um ponto q ∈M

e definamos F : R
2 →M por

F (t, s) = ϑt(ψs(q)), (3.20)

com F (0, 0) = q. O ponto crucial da demonstração deste Teorema consiste em mostrar

que F é um difeomorfismo, ou seja, F é um sistema de coordenadas cuja imagem cobre

M . Usando este sistema de coordenadas mostraremos que a área de M é finita.

Seja {θ1, θ2} o coreferencial dual do referencial (não ortogonal) {E1, E2}, isto é, θ1

e θ2 são 1-formas diferenciais tais que θi(Ej) = δij. Mostraremos, usando a expressão

(3.12), que θ1 e θ2 são fechadas, ou seja, dθ1 = dθ2 = 0.

Como E1 = xe1 + ye2 e E2 = xe1 − ye2, temos

θ1 =
1

2

{

1

x
w1 +

1

y
w2

}

θ2 =
1

2

{

1

x
w1 −

1

y
w2

}

.

Fazendo uso das equações (3.3), (3.4) e (3.12) obtemos

dw1 = −dx(e2)
x

w1 ∧ w2, dw2 =
dy(e1)

y
w1 ∧ w2. (3.21)

Calculando dθ1 temos

dθ1 =
1

2

{

d

(

1

x

)

∧ w1 +
1

x
dw1 + d

(

1

y

)

∧ w2 +
1

y
dw2

}

. (3.22)

Agora substituindo as expressões de dw1 e dw2 em (3.22) obtemos

dθ1 = 0.

Analogamente, calculando dθ2 e usando (3.21) temos que dθ2 = 0. Logo as formas θ1

e θ2 são fechadas.

Devido ao Teorema 3.6 conclúımos que existem funções diferenciáveis m,n : M →

R, com m(q) = n(q) = 0, sendo q ∈ M fixado anteriormente, tais que dm = θ1,

dn = θ2. Além disso, usando a equação (3.10) conclúımos que [E1, E2] = 0.
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Isto acarreta, pelo Teorema 3.3, que

ϑt(ψs(q)) = ψs(ϑt(q)),

e portanto, pelo Teorema 3.4, temos que a função F , definida por (3.20) satisfaz

∂F

∂t
= E1,

∂F

∂s
= E2.

Agora, seja G : M → R
2 a aplicação dada por G(p) = (m(p), n(p)). Temos que

G ◦ F : R
2 → R

2 é uma aplicação tal que

G ◦ F (0, 0) = (m(q), n(q)) = (0, 0).

Além disso,
∂

∂s
(G ◦ F ) =

(

dm(F (t, s))
∂F

∂s
, dn(F (t, s))

∂F

∂s

)

= (θ1(E2), θ2(E2))

= (0, 1),

∂

∂t
(G ◦ F ) =

(

dm(F (t, s))
∂F

∂t
, dn(F (t, s))

∂F

∂t

)

= (θ1(E1), θ2(E1))

= (1, 0).

Assim, d(G ◦F ) = id|R2 e d(G ◦F − id|R2) = 0, onde id|R2 é a identidade do R
2. Como

G ◦ F (0, 0) = (0, 0) obtemos que G ◦ F = id|R2 . Portanto conclúımos que a aplicação

G é a inversa da F .

Agora mostraremos que a existência da parametrização F : R
2 → M , onde (t, s)

são as coordenadas em R
2 implica que a área de M é finita.

Seja α a função ângulo formado por E1 e E2. Temos que

cosα = 〈E1, E2〉 = x2 − y2 = 2x2 − 1,

segue então que

x = cos
α

2
, y = sin

α

2
. (3.23)
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Assim temos

E1 = cos
α

2
e1 + sin

α

2
e2, E2 = cos

α

2
e1 − sin

α

2
e2,

ou equivalentemente,

e1 =
1

2 cos α
2

(E1 + E2), e2 =
1

2 sin α
2

(E1 − E2).

Observando queE1 e E2 são o campos tangentes às curvas coordenadas da parametrização

F (t, s) segue que o coreferencial dual, {w1, w2}, do referencial {e1, e2} é dado por

w1 = cos
α

2
(dt+ ds), w2 = sin

α

2
(dt− ds). (3.24)

Substituindo (3.23) e (3.24) na expressão (3.12) obtemos que

w12 =
1

2

∂α

∂t
dt− 1

2

∂α

∂s
ds. (3.25)

Derivando a expressão (3.25) e usando a expressão (3.9) obtemos

w1 ∧ w2 = dw12 =

(

∂2α

∂t∂s

)

dt ∧ ds.

Seja R o retângulo [−a, a] × [−a, a]. Temos que a área de F (R) é igual a
∫

F (R)

w1 ∧ w2 =

∫ a

−a

∫ a

−a

∂2α

∂t∂s
dtds =

= α(−a,−a) + α(a, a) − α(a,−a) − α(−a, a)

=
4
∑

i=1

βi − 2π < 2π,

onde βi ∈ (0, π), i = 1, 2, 3, 4, são os ângulos internos do retângulo F (R).

Como M é simplesmente conexa e F é um difeomorfismo, podemos exaurir M por

quadriláteros F (R). Logo a área de M é menor ou igual a 2π, portanto finita.

Por outro lado, comoM tem curvatura Gaussiana negativa e é simplesmente conexa,

temos que expp : TpM →M é um difeomorfismo que tem a propriedade de “aumentar

comprimentos”e, portanto, aumenta área, (ver Proposição 3.1). Isto implica que M

tem área infinita, estabelecendo uma contradição. E assim o teorema está demonstrado.

�



Caṕıtulo 4

Terceira Demonstração

Neste caṕıtulo, iremos apresentar a demonstração do Teorema de Hilbert que pode ser

encontrada no livro de M. P. do Carmo, ver [3], ou de J. J. Stoker, ver [16]. A parte local

desta demonstração é essencialmente igual à do trabalho original de Hilbert, ver [6], mas

a parte global no entanto, é substancialmente diferente. Esta demonstração trata da

existência de uma parametrização da superf́ıcie completa M , com curvatura Gaussiana

constante negativa, por curvas assintóticas. Também utiliza-se do fato da superf́ıcie

em questão ser globalmente isométrica ao plano hiperbólico H2, que tem área infinita.

Contudo, com a possibilidade de se parametrizar a superf́ıcie por curvas assintóticas,

obtemos que esta tem área finita. Nesta demonstração utilizamos elementos da teoria

clássica de Geometria Diferencial.

Teorema 4.1. Uma superf́ıcie completa M com curvatura Gaussiana K constante

negativa não pode ser isometricamente imersa em R
3.

Sem perda de generalidade, assumiremos a curvatura Gaussiana K ≡ −1. Além

disso, expp : TpM →M é um difeomorfismo local, pois M não tem pontos conjugados,

que induz um produto interno em TpM . Denotaremos por M ′ a variedade Riemanianna

TpM com este produto interno induzido.

Se ϕ : M → R
3 é uma imersão isométrica, o mesmo mantém-se para ψ = ϕ ◦ expp :

31
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M ′ → R
3. Assim, basta provar a não existência da imersão isométrica ψ : M ′ → R

3,

do plano M ′ com produto interno tal que K ≡ −1.

Lema 4.1. A área de M ′ é infinita.

Demonstração. Sejam p̃ ∈ H2, p′ ∈ M ′, onde H2 é o plano hiperbólico ( R
2 munido

com o produto interno: 〈 ∂
∂u
, ∂

∂u
〉q = E = 1, 〈 ∂

∂u
, ∂

∂v
〉q = F = 0, 〈 ∂

∂v
, ∂

∂v
〉q = G = e2u,

∀q = (u, v) ∈ R
2). Escolha uma isometria linear ς : Tp̃H

2 → Tp′M
′ entre os espaços

tangentes aos mesmos. Defina uma aplicação κ : H2 → M ′ por κ = expp′ ◦ ς ◦ exp−1
p̃ .

Como todo ponto de H2 é ligado a p̃ por uma única geodésica minimal, pois H2 é

completa, κ está bem definida.

Agora, fixe coordenadas polares (ρ, θ) e (ρ′, θ′) entorno de p̃ e p′, respectivamente,

tal que κ aplique o eixo θ = 0 no eixo θ′ = 0. Temos que κ preserva a primeira forma

fundamental, Teorema 1.4, sendo portanto, uma isometria local.

Como a curvatura Gaussiana de H2 e M ′ são ambas iguais a −1, temos que expp :

Tp̃H
2 → H2 e expp′ : Tp′M

′ → M ′ são difeomorfismos locais. Além disso, temos que

〈(dexpp̃)u(w), (dexpp̃)u(w)〉 ≥ 〈w,w〉, u,w ∈ Tp̃H
2 e 〈(dexpp′)u′(w′), (dexpp′)u′(w′)〉 ≥

〈w′, w′〉, u′, w′ ∈ Tp′M
′. E como ς é uma isometria linear, temos que κ é um difeomor-

fismo local de H2 em M ′, tal que 〈(dκ)v(w), (dκ)v(w)〉 ≥ 〈w,w〉, ∀v, w ∈ Tp̃H
2. Logo

pelo Lema 1.3 temos que κ é uma aplicação de recobrimento.

Assim, como M ′ é simplesmente conexa, κ é um homeomorfismo, e portanto uma

isometria global. Então obtemos que M ′ é globalmente isométrica ao plano hiperbólico

H2.

Entretanto, temos que a área de H2 é

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e2ududv = ∞,

assim mostramos que a área de M ′ é infinita.

�
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Agora assumiremos que existe uma imersão isométrica ψ : M ′ → R
3, onde M ′

é uma variedade Riemanianna bidimensional homeomorfa ao plano e com curvatura

Gaussiana K ≡ −1.

Para evitar as dificuldades associadas a posśıveis auto-interseções de ψ(M ′), traba-

lharemos com M ′ e usaremos a imersão ψ para induzir em M ′ a geometria extŕınsica

local de ψ(M ′) ⊂ R
3. Mais precisamente, como ψ é uma imersão, ∀p ∈M ′ existe uma

vizinhança V ′ ⊂M ′, de p, tal que a restrição ψ|V ′ = ψ é um difeomorfismo. Para cada

ψ(q) ∈ ψ(V ′) existem, por exemplo, duas direções assintóticas. Através de ψ, estas

direções induzem duas direções em q ∈ M ′, que chamaremos de direções assintóticas

de M ′ em q.

Temos que as curvas coordenadas de uma parametrização constituem uma rede de

Tschebyscheff se todas as curvas coordenadas são parametrizadas pelo comprimento de

arco. Se isso ocorre, é posśıvel reparametrizar por uma vizinhança coordenada tal que

E = G = 1, F = cos θ, onde θ é o ângulo formado pelas curvas coordenadas. Assim,

nesta situação θ satisfaz a equação de sine-Gordon

K = − θuv

sin θ
. (4.1)

Lema 4.2. Para cada p ∈M ′ existe Y : U ⊂ R
2 →M ′, p ∈ Y (U), uma parametrização

tal que as curvas coordenadas de Y são as linhas assintóticas de Y (U) = V ′, e formam

uma rede de Tschebyscheff.

Demonstração. Como K < 0, uma vizinhança V ′ ⊂M ′ de p pode ser parametrizada

por Y (u, v) tal que as curvas coordenadas de Y são linhas assintóticas em V ′. Assim, se

e, f e g são os coeficientes da segunda forma fundamental de M ′ nesta parametrização

temos e = g = 0. Note que usamos a convenção anteriormente feita, ao referirmos à

segunda forma fundamental de M ′.

Agora em ψ(V ′) ⊂ R
3, temos

Nu ∧Nv = K(Yu ∧ Yv).
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Usando a notação, D =
√
EG− F 2, temos que

N ∧Nu =
1

D
[(Yu ∧ Yv) ∧Nu]

=
1

D
(〈Yu, Nu〉Yv − 〈Yv, Nu〉Yu)

=
1

D
(fYu − eYv),

N ∧Nv =
1

D
[(Yu ∧ Yv) ∧Nv]

=
1

D
(〈Yu, Nv〉Yv − 〈Yv, Nv〉Yu)

=
1

D
(gYu − fYv).

Como K = −1 e e = g = 0 temos,

K =
−f 2

D2
⇒ f = ±D.

Assim,

N ∧Nu = ±Yu, N ∧Nv = ∓Yv.

Por outro lado, temos que

(N ∧Nv)u − (N ∧Nu)v = 2(Nu ∧Nv) = 2KDN

então,

2KDN = −2DN = ±Yuv ± Yvu = ±2Yuv.

Deste segue que Yuv é paralelo a N . Logo,

Ev = 2〈Yuv, Yu〉 = 0, Gu = 2〈Yuv, Yv〉 = 0.

Mas Ev = Gu = 0 implica que as curvas coordenadas formam uma rede de Tschebyscheff.

�

Lema 4.3. Seja V ′ ⊂ M ′ uma vizinhança coordenada em M ′, tal que as curvas coor-

denadas são linhas assintóticas em V ′. Então a área A de cada quadrilátero formado

pelas curvas coordenadas é menor que 2π.
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Demonstração. Sejam (ū, v̄) as coordenadas de V ′. Pelo Lema 4.2, as curvas co-

ordenadas formam uma rede de Tschebyscheff. Assim, é posśıvel reparametrizar V ′

por (u, v), tal que E = G = 1 e F = cos θ, onde θ é o ângulo formado pelas curvas

coordenadas. Seja R um quadrilátero formado pelas curvas coordenadas com vértices

(u1, v1), (u2, v1), (u2, v2), (u1, v2) e ângulos interiores α1, α2, α3, α4 respectivamente.

Como E = G = 1, F = cos θ e por (4.1), θuv = sin θ temos

A(R) =

∫

R

dA =

∫

R

sin θdudv =

∫

R

θuvdudv

= θ(u1, v1) − θ(u2, v1) + θ(u2, v2) − θ(u1, v2)

= α1 + α3 − (π − α2) − (π − α4) =
4
∑

i=1

αi − 2π.

Como αi < π, i = 1, 2, 3, 4, então A(R) < 2π.

�

Agora definiremos uma aplicação X : R
2 → M ′ tal que X é uma parametrização

para toda a superf́ıcie M ′.

Fixe um ponto O ∈ M ′ e escolha orientações nas linhas assintóticas passando por

O. Chame uma dessas curvas de a1 e a outra de a2. Para cada (s, t) ∈ R
2, tome em

a1 um comprimento igual a s, a partir de O. Seja P ′ o ponto assim obtido. Através de
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P ′, passe duas linhas assintóticas, sendo que uma é a1. Na outra linha assintótica, que

passa por P ′, escolha uma orientação obtida pela extensão cont́ınua, ao longo de a1,

da orientação de a2. Nesta linha assintótica tome um comprimento igual a t, a partir

de P ′. O ponto assim obtido é X(s, t).

Temos que X(s, t) está bem definida, ∀(s, t) ∈ R
2. De fato, se X(s, 0) não está bem

definida, então existe s1 tal que a1(s) está definida para todo s < s1, mas não para

s = s1. Seja q = lim
s→s1

a1(s). Como M ′ é completa, q ∈ M ′. Pelo Lema 4.2, vemos que

a1(s1) está definida, o que é uma contradição. Assim, X(s, 0) está bem definida para

todo s ∈ R. Analogamente mostra-se que X(s, t) está definida para todo t ∈ R.

Agora mostraremos que X é uma parametrização de M ′, através de uma série de

lemas.

Lema 4.4. Para um t fixo, a curva X(s, t), −∞ < s < +∞, é uma linha assintótica

com comprimento de arco igual a s.

Demonstração. Para cada ponto X(s′, t′) ∈ M ′, existe, pelo Lema 4.2, uma vizi-

nhança retangular (isto é, ta < t < tb, sa < s < sb), tal que as linhas assintóticas

desta vizinhança formam uma rede de Tschebyscheff. Primeiro mostraremos para t0,

ta < t0 < tb, que a curva X(s, t0), sa < s < sb, é uma linha assintótica. E então de

forma análoga mostra-se que X(s, t̄), ta < t̄ < tb, é uma linha assintótica. De fato,
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o ponto X(s, t̄) é obtido pela escolha do segmento de comprimento t̄ sobre X(s, 0),

que é equivalente à escolha do segmento de comprimento t̄ − t0 sobre X(s, t0). Como

as linhas assintóticas formam uma rede de Tschebyscheff nesta vizinhança, a asserção

segue.

Agora, seja X(s1, t1) ∈ M ′ um ponto qualquer. Pela compacidade do segmento

X(s1, t), 0 ≤ t ≤ t1, é posśıvel cobŕı-lo com um número finito de vizinhanças retan-

gulares, tais que as linhas assintóticas de cada, formem uma rede de Tschebyscheff.

Como X(s, 0) é uma linha assintótica, temos que X(s, t1) é uma linha assintótica na

vizinhança de s1. Como (s1, t1) é qualquer, a asserção do lema segue.

�

Lema 4.5. X é um difeomorfismo local.

Demonstração. Este resultado segue do fato de que cada X(s0, t), X(s, t0) é uma

linha assintótica parametrizadas pelo comprimento de arco, e de que M ′ pode ser

localmente parametrizada tal que as curvas coordenadas são linhas assintóticas em M ′,

e E = G = 1. Assim, X localmente identifica-se com tal parametrização.

�
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Lema 4.6. X é sobrejetiva.

Demonstração. Seja Q = X(R2). Como X é um difeomorfismo local, Q é aberto em

M ′. Anteriormente vimos que se P ′ = X(s0, t0), então as duas linhas assintóticas que

passam por P ′ estão inteiramente contidas em Q.

Suponha Q 6= M ′. Como M ′ é conexa, a fronteira ∂Q 6= ∅. Seja p ∈ ∂Q. Como

Q é aberto em M ′, p 6∈ Q. Agora considere um vizinhança retangular R de p, tal que

as linhas assintóticas formem uma rede de Tschebyscheff. Seja q ∈ Q ∩R. Então uma

das linhas assintóticas que passam por q intercepta uma das linhas assintóticas que

passam por p. O que é um absurdo, uma vez que as linhas assintóticas que passam por

q devem estar totalmente contidas em Q. Assim, Q = M ′.

�

Lema 4.7. Em M ′ existem dois campos de vetores linearmente independentes que são

tangentes às linhas assintóticas de M ′.

Demonstração. Por um ponto de M ′ passam duas linhas assintóticas distintas. Fixe

um ponto p ∈ M ′ e escolha dois vetores unitários v1(p) e v2(p), tangentes às linhas

assintóticas que passam por p. Seja q ∈M ′ um ponto arbitrário, e seja γ0 : [0, l] →M ′

um arco tal que γ0(0) = p, γ0(l) = q. Defina v1(γ0(s)), s ∈ [0, l], a única extensão

cont́ınua de v1(p) ao longo de γ0, que é tangente a uma linha assintótica. Defina

analogamente v2(γ0(s)), s ∈ [0, l].
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Afirmamos que v1(q) e v2(q) não dependem da escolha do arco ligando p a q. De fato,

seja γ1 : [0, l] →M ′ um arco tal que γ1(0) = p, γ1(l) = q. Como M ′ (que é homeomorfa

ao plano) é simplesmente conexa, então existe uma homotopia γt(s) = H(s, t), s ∈ [0, l],

t ∈ [0, 1], entre γ0 e γ1. Isto é, γt(s) é uma famı́lia de arcos cont́ınuos ligando p a q.

Pela continuidade das direções assintóticas e a compacidade de [0, l], segue que, dado

ε > 0, existe t0 ∈ [0, 1] tal que se t < t0, então |v1(γt(l)) − v1(γ0(l))| < ε. Assim,

se t0 é suficientemente pequeno, temos v1(γt(l)) = v1(γ0(l)), para t < t0. Como [0, 1]

é compacto, podemos extender este argumento gradualmente para todo t ∈ [0, 1].

Portanto, v1(γt(l)) = v1(γ0(l)).

Assim v1, v2 são campos de vetores cont́ınuos bem definidos emM ′ que são tangentes

às linhas assintóticas. Portanto v1 e v2 são diferenciáveis, provando o Lema.

�

Lema 4.8. X é injetiva.

Demonstração. Suponha X(s0, t0) = X(s1, t0), s1 > s0. Pelo Lema 4.7, uma linha

assintótica não pode se auto-intersectar, a menos que as retas tangentes sejam as

mesmas no ponto de intersecção. Como X é um difeomorfismo local, existe um ε > 0

tal que

X(s0, t) = X(s1, t), t0 − ε < t < t0 + ε.

Pela mesma razão, os pontos da curva X(s0, t), tais que

X(s0, t) = X(s1, t),

formam um conjunto aberto e fechado na curva. Portanto, X(s0, t) = X(s1, t), para

todo t. Além disso, pela construção da aplicação X, X(s0 + a, t0) = X(s1 + a, t0),

0 ≤ a ≤ s1 − s0. Portanto X(s0 + a, t0) = X(s1 + a, t0), para todo t. Assim, ou

1. X(s0, t0) 6= X(s0, t) para t > t0, ou

2. Existe t = t1 > t0 tal que X(s0, t0) = X(s0, t1).
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Por argumento similar, prova-se que X(s, t0 + b) = X(s, t1 + b), para todo s, 0 ≤

b ≤ t1 − t0.

No caso 1., X aplica cada faixa do R
2, compreendida entre duas retas verticais, que

distam s1 − s0 uma da outra, em M ′, e identifica pontos dessas retas com um mesmo

t. Isto implica que M ′ é homeomórfico ao cilindro, o que é uma contradição.

No caso 2., X aplica cada quadrado formado por duas retas horizontais, que distam

s1− s0 uma da outra, e duas retas verticais, que distam t1− t0 uma da outra, em M ′, e

identifica pontos correspondentes dos lados opostos da fronteira. Isso implica que M ′

é homeomórfico ao toro, o que é uma contradição.

Por argumentação análoga, mostra-se que X(s0, t0) = X(s0, t1), t1 > t0, gera uma
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contradição.

Agora considere o caso X(s0, t0) = X(s1, t1), s1 > s0, t1 > t0. Usando o fato de

X ser um difeomorfismo local e a conexidade de M ′, vemos que X aplica em M ′ uma

faixa de R
2 entre duas retas perpendiculares ao vetor (s1 − s0, t1 − t0) ∈ R

2, e que

distam
√

(s1 − s0)2 + (t1 − t0)2 entre si. Assim, por argumentação análoga a anterior,

obtemos casos 1 e 2, nos quais mostra-se que M ′ é homeomorfa a um cilindro ou a um

toro. Obtendo-se uma contradição.

Portanto, X(s0, t0) = X(s1, t1) implica (s0, t0) = (s1, t1).

�

Demonstração do Teorema: Suponha que existe uma imersão isométrica ϕ :

M → R
3, onde M é uma variedade Riemanianna bidimensional completa com cur-

vatura Gaussiana K ≡ −1. Seja p ∈ M e denote por M ′ o plano tangente TpM

munido com a métrica induzida por expp : TpM →M . Então ψ = ϕ ◦ expp : M ′ → R
3

é uma imersão isométrica, e os Lemas 4.4, 4.5, 4.6 e 4.8 mostram a existência de uma

parametrização X : R
2 → M ′ de todo M ′, tal que as curvas coordenadas de X são

linhas assintóticas em M ′. Assim, podemos cobrir M ′ por uma união de quadriláteros

coordenados Qn, com Qn ⊂ Qn+1. Pelo Lema 4.3, a área de cada Qn é menor que 2π.

Mas pelo Lema 4.1, a área de M ′ é ilimitada, nos levando a uma contradição.

Portanto, não existe imersão isométrica de M , variedade Riemanianna bidimen-

sional completa com curvatura Gaussiana K ≡ −1, em R
3.

�



Caṕıtulo 5

Existência de imersão local C∞ que

não é Anaĺıtica

Neste caṕıtulo, exibiremos uma demonstração da existência de superf́ıcies não anaĺıticas

com curvatura Gaussiana constante negativa admitindo em cada ponto regular as

derivadas de qualquer ordem, de autoria de M. E. Holmgren, ver [7]. Para isso

mostraremos que a equação de derivadas parciais

∂2w

∂u∂v
= sinw,

admite solução local C∞, mas que não é anaĺıtica.

5.1 Resultados gerais de Análise Real e Equações

Diferenciais Ordinárias

Nesta seção introduziremos alguns conceitos e propriedades que serão ferramentas

muito úteis na demonstração da existência de imersão C∞ que não é anaĺıtica. Al-

gumas demonstrações serão omitidas por serem resultados clássicos de Análise e de

Equações Diferenciais Ordinárias, mas neste caso, sempre alguma referência de onde

42
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estas podem ser encontradas será fornecida.

Definição 5.1. A série
∑

n

fn, fn : V ⊂ R → R, converge uniformemente em um

conjunto V se, e somente se, a sequência de suas reduzidas sn = f1 + f2 + · · · + fn é

uniformemente convergente em V .

Proposição 5.1. Seja a um ponto de acumulação de V ⊂ R. Se a série
∑

n

fn,

fn : V ⊂ R → R, converge uniformemente para f : V ⊂ R → R em V e, para cada

n ∈ N, existe

Ln = lim
x→a

fn(x),

então
∑

n

Ln é uma série convergente e

∑

n

Ln = lim
x→a

f(x).

Isto é,

lim
x→a

[

∑

n

fn(x)

]

=
∑

n

[

lim
x→a

fn(x)
]

.

Demonstração. Ver [9], Corolário, página 296.

�

Proposição 5.2. Seja
∑

n

fn, fn : [a, b] → R, uma série de funções deriváveis no

intervalo [a, b]. Se a série de números reais
∑

n

fn(c) é convergente, para um certo

c ∈ [a, b], e a série
∑

n

f ′

n = g converge uniformemente em [a, b], então
∑

n

fn = f

converge uniformemente em [a, b] e f é derivável, com f ′ = g.

Demonstração. Ver [9], Corolário, página 304.

�

Teorema 5.1. Se a seqüência das funções fn : V ⊂ R → R converge uniformemente,

em V , para a função f : V ⊂ R → R, e todas as funções fn são cont́ınuas num ponto

a ∈ V então f é cont́ınua no ponto a.
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Demonstração. Ver [9], Corolário, página 298.

�

Definição 5.2. Uma série de funções fn : V ⊂ R → R é dita normalmente convergente

quando existe uma seqüência de constantes an ≥ 0, ∀n ∈ N tais que a série
∑

n

an

converge e |fn(x)| ≤ an, para todo n ∈ N e todo x ∈ V .

Teorema 5.2. Se a série
∑

n

fn é normalmente convergente então as séries
∑

n

|fn| e

∑

n

fn são uniformemente convergentes.

Demonstração. Ver [9], Corolário, página 294.

�

Proposição 5.3. Sejam f, g : R → R duas funções n vezes diferenciáveis. Para cada

partição n = m1 + m2 + . . . + mr de n como soma de r números naturais, existe um

inteiro α = α(m1,m2, . . . ,mr) tal que

(g ◦ f)(n) =
n
∑

r=1

α(m1,m2, . . . ,mr)(g
(n) ◦ f)f (m1)f (m2) . . . f (mr), (5.1)

onde para cada r = 1, 2, . . . n, vale m1 +m2 + . . .+mr = n.

Demonstração. Ver [9], página 236.

�

Teorema 5.3. Seja f : Ω ⊂ R × R
m → R lipschitziana em Ω = Ia × Ib, onde

Ia = {t ∈ R; |t − t0| ≤ a}, Ib = {x ∈ R
m; |x − x0| ≤ b}. Se |f | < A, em Ω, então a

equação diferencial

x′ = f(t, x),

x(t0) = x0,

(5.2)

tem pelo menos uma solução em Iα, onde α = min{a, b
A
}.
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Demonstração. Ver [13], Teorema 2, página 13.

�

Na demonstração do Teorema 5.3 utiliza-se o método das aproximações sucessivas

para fornecer a solução de (5.2).

Sejam E1, E2,. . ., Em espaços euclidianos e seja Ω um subconjunto de R×E, onde

E = E1 × E2 × . . . × Em. Sejam fi : Ω → Ei, i = 1, . . . ,m, funções cont́ınuas. Uma

famı́lia {φ1, . . . , φm}, onde cada φi : I → Ei, i = 1, . . . ,m, é uma função diferenciável de

um intervalo I em Ei, chama-se solução do sistema de equações diferenciais ordinárias:



































dx1

dt
= f1(t, x1, x2, . . . , xm),

dx2

dt
= f2(t, x1, x2, . . . , xm),

...

dxm

dt
= fm(t, x1, x2, . . . , xm),

(5.3)

no intervalo I, se

1. Para todo t ∈ I, (t, φ(t)) = (t, φ1(t), . . . , φm(t)) ∈ Ω;

2. Para todo i = 1, 2, . . . ,m,

dφi

dt
(t) = fi(t, φ1(t), φ2(t), . . . , φm(t)),

para cada t ∈ I.

O sistema (5.3), denotado abreviadamente por

x′i = fi(t, x1, x2, . . . , xm), i = 1, . . . ,m, (5.4)

é equivalente à equação diferencial ordinária

x′ = f(t, x), (5.5)

onde f = (f1, f2, . . . , fm) : Ω → E. Isto é, a famı́lia {φ1, . . . , φm} de funções é solução

de (5.3) em I se, e somente se, φ = (φ1, . . . , φm) : I → E é solução de (5.5) em I.
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O Problema de Cauchy para sistemas de equações da forma (5.3) formula-se do

seguinte modo: dados t0, x
0
1, . . ., x

0
m tais que (t0, x

0
1, . . . , x

0
m) ∈ Ω, encontrar uma

solução {φ1, . . . , φm} de (5.3) num intervalo I que contém t0 tal que φi(t0) = x0
i , para

todo i.

Abreviadamente, escrevemos

x′i = fi(t, x1, x2, . . . , xm), xi(t0) = x0
i , i = 1, . . . ,m. (5.6)

Este problema é equivalente ao problema de Cauchy

x′ = f(t, x), x(t) = x0, (5.7)

onde x0 = (x0
1, . . . , x

0
m).

Na equação (5.7) temos que a função f é, respectivamente, cont́ınua, lipschitziana,

etc, se e somente, se cada uma das fi de (5.6) também é do mesmo tipo. Temos também

que os resultados de existência de solução são válidos para (5.6).

Seja agora Ω um aberto de R × R
m e f : Ω → R uma função cont́ınua. Uma

função φ : I → R, de classe Cm, definida num intervalo, chama-se solução da equação

diferencial ordinária de ordem m

dmx

dtm
= f(t, x, x′, x′′, ..., x(m−1)) (5.8)

em I, se:

(i) Para todo t ∈ I, (t, φ(t), φ′(t), ..., φ(m−1)(t)) ∈ Ω;

(ii) Para todo t ∈ I,

dmφ

dtm
(t) = f(t, φ(t), φ′(t), φ′′(t), ..., φ(m−1)(t)).

A equação (5.8) é também denotada por

x(m) = f(t, x, x′, x′′, . . . , x(m−1)), (5.9)
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e é equivalente ao sistema






x′r = xr+1, r = 1, 2, . . . ,m− 1,

x′m = f(t, x1, x2, . . . , xm).
(5.10)

Isto é, se uma função φ é solução de (5.8), então {φ, φ′, φ′′, . . . , φ(m−1)} é uma solução

de (5.10). E se (φ1, φ2, . . . , φm) é uma solução de (5.10) então φ = φ1 é uma solução

de (5.8), isto é, φ é de classe Cm e satisfaz (i) e (ii), acima.

O Problema de Cauchy para a equação (5.8) formula-se do seguinte modo: dado

um ponto (t0, x
0
0, x

0
1, . . . , x

0
m−1) ∈ Ω encontrar uma solução φ de (5.8) definida num

intervalo I que contém o ponto t0 e satisfaz

φ(t0) = x0
0, φ′(t0) = x0

1, . . . , φ(m−1)(t0) = x0
m−1.

Abreviadamente escrevemos

x(m) = f(t, x, x′, x′′, . . . , x(m−1)), x(i)(t0) = x0
i , i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1. (5.11)

Este problema é equivalente ao seguinte problema de Cauchy para sistemas de

equações






x′r = xr+1, , xi(t0) = x0
i−1, i = 1, . . . ,m,

x′m = f(t, x1, x2, . . . , xm), r = 1, 2, . . . ,m− 1.
(5.12)

Assim as questões relativas à existência de soluções de (5.8) são reduzidas a questões

similares para sistemas (5.10). Em particular o Teorema 5.3 é válido para equações

de ordem m qualquer e também utiliza-se o método de aproximações sucessivas para

encontrar a solução.

5.2 Demonstração da existência de imersão local

C∞ que não é anaĺıtica

Nesta seção, apresentaremos uma demonstração da existência de imersão local C∞ que

não é anaĺıtica.
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Teorema 5.4. Seja M uma superf́ıcie com curvatura Gaussiana constante negativa,

K < 0, imersa isometricamente em R
3. Então existe uma parametrização local de M ,

X(u, v), tal que a primeira e a segunda formas fundamentais são dadas por

I = du2 + 2 cos zdudv + dv2,

II = −2
√
−K sin zdudv,

(5.13)

onde z é uma função diferenciável que satisfaz a equação

zuv = −K sin z. (5.14)

Reciprocamente, para cada solução z : U ⊂ R
2 → R, sendo U um aberto, de (5.14)

tal que sin z 6= 0, em U , podemos associar uma superf́ıcie com curvatura Gaussiana

constante negativa, K < 0, imersa isometricamente em R
3, cujas primeira e segunda

formas fundamentais são dadas por (5.13).

Demonstração. Ver [12] e [1].

�

Lema 5.1. A função ψ : R → R

ψ(t) =
∞
∑

j=0

sin(ajt)

j!
,

onde a é um inteiro maior que 2, é cont́ınua, bem como as derivadas de todas as ordens.

Demonstração. Temos que a série

∞
∑

j=0

sin(ajt)

j!
(5.15)

é normalmente convergente, pois

∣

∣

∣

∣

sin(ajt)

j!

∣

∣

∣

∣

≤ 1

j!
,
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para todo j ∈ N e todo t ∈ R. Mas a série

∞
∑

j=0

1

j!

é convergente. Então, pelo Teorema 5.2, a série (5.15) é uniformemente convergente.

Por conseguinte, pelo Teorema 5.1, a função ψ(t) é cont́ınua.

Agora observamos que as séries

∞
∑

j=0

(−1)k(aj)2k sin(ajt)

j!
, k = 1, 2, 3, ... (5.16)

∞
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1 cos(ajt)

j!
, k = 0, 1, 2, ... (5.17)

são uniformemente convergentes, pelo Teorema 5.2. Assim, pela Proposição 5.2,temos

que ψ(t) possui derivadas de todas as ordens, sendo (5.16) e (5.17) as derivadas de

ordem par, n = 2k, e ı́mpar, n = 2k + 1, de ψ(t), respectivamente. Então por argu-

mentação análoga a anteriormente feita para mostrar a continuidade de ψ(t), temos

que as derivadas de todas as ordens também são cont́ınuas.

�

Lema 5.2. Nas condições do Lema 5.1 a desigualdade

|ψ(n)(t)| < ean

(5.18)

é valida para todo t ∈ R. Além disso, temos que

∣

∣

∣

∣

ψ(2k+1)

(

2χπ

ap

)∣

∣

∣

∣

∼ ea2k+1

, k = 0, 1, 2, . . . , (5.19)

onde a é um inteiro maior que 2, χ é um inteiro não nulo e p é um inteiro maior que

0.

Demonstração. Temos das expressões (5.16) e (5.17) que

|ψ(n)(t)| ≤
∞
∑

j=0

(an)j

j!
= ean

, ∀t ∈ R,
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onde n ∈ N. Logo temos |ψ(n)(t)| ≤ ean

, para todo t ∈ R. Mas não existe t ∈ R tal

que |ψ(n)(t)| = ean

. Assim verifica-se (5.18).

Temos também da expressão (5.17) que

ψ(2k+1)

(

2χπ

ap

)

=

p−1
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
cos(aj−p 2χπ) +

∞
∑

j=p

(−1)k(aj)2k+1

j!

=

p−1
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
cos(aj−p 2χπ) −

p−1
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
+

+
∞
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
.

Assim,

ψ(2k+1)

(

2χπ

ap

)

− ℘ =
∞
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
,

onde ℘ =

p−1
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!
[cos(aj−p 2χπ) − 1], que é um número real. Logo, como

para cada k fixo (−1)k tem um sinal bem determinado, temos

∣

∣

∣

∣

ψ(2k+1)

(

2χπ

ap

)∣

∣

∣

∣

∼
∣

∣

∣

∣

ψ(2k+1)

(

2χπ

ap

)

− ℘

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

j=0

(−1)k(aj)2k+1

j!

∣

∣

∣

∣

∣

=
∞
∑

j=0

(aj)2k+1

j!

= ea2k+1

.

Demonstrando portanto (5.19).

�

Considere o seguinte problema










∂2w

∂u∂v
= sinw,

w(0, v) = ψ(v),
(5.20)

onde ψ(v) é a função dada no Lema 5.1. O método das aproximações sucessivas nos

fornece uma solução cont́ınua, assim como qualquer derivada, em todos os pontos do
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plano, para o problema acima. Sendo esta,

w(u, v) = ψ(v) +

∫ u

0

∫ v

0

sin[w(r, s)]dsdr (5.21)

a expressão para uma solução de (5.20).

Observação 5.1. Se a é um inteiro maior que 2 temos que a2 > 2a, e assim

ea2
−a − ea > 0.

Lema 5.3. Para a função (5.21), acima definida, temos

∣

∣

∣

∣

∂nw

∂vn
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ean

+ (n− 1)!|u0|µn−1, ∀n ∈ N, (5.22)

onde

µ0 = 1, µn = ean

+ (n− 1)!|u0|µn−1, (5.23)

|u0| < ea2
−a − ea e u ∈ (0, |u0|). (5.24)

Além disso,

µn < Bean

, ∀n ∈ N, (5.25)

onde B é uma constante.

Demonstração. Para provar a desigualdade (5.22) procederemos por indução.

Se n = 1, temos

∂w

∂v
(u, v) = ψ′(v) +

∫ u

0

sin[w(r, v)]dr.

Assim, pela desigualdade (5.18), obtemos

∣

∣

∣

∣

∂w

∂v
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea + |u0| = ea + (1 − 1)!|u0|µ0 = µ1.

Se n = 2, temos

∂2w

∂v2
(u, v) = ψ′′(v) +

∫ u

0

cos[w(r, v)]
∂w

∂v
(r, v)dr.
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Assim, pela desigualdade (5.18) e pela desigualdade (5.22), para n = 1, obtemos

∣

∣

∣

∣

∂2w

∂v2
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea2

+ |u0|µ1

= ea2

+ (2 − 1)!|u0|µ1 = µ2.

Se n = 3, temos

∂3w

∂v3
(u, v) = ψ(3)(v) +

∫ u

0

[

− sin[w(r, v)](
∂w

∂v
(r, v))2 + cos[w(r, v)]

∂2w

∂v2
(r, v)

]

dr.

Assim, pela desigualdade (5.18) e pela desigualdade (5.22), para n = 1 e n = 2, obtemos

∣

∣

∣

∣

∂3w

∂v3
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea3

+ |u0|(µ2
1 + µ2)

= ea3

+ |u0|(2µ2 + µ2
1 − µ2).

Temos que µ2
1 − µ2 < 0, pois segue de (5.22) que

µ2
1 − µ2 = e2a + |u0|ea − ea2

< e2a + ea2 − e2a − ea2

= 0. (5.26)

Logo
∣

∣

∣

∣

∂3w

∂v3
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea3

+ (3 − 1)!|u0|µ2 = µ3.

Se n = 4, temos

∂4w

∂v4
(u, v) = ψ(4)(v) +

∫ u

0

[

− cos[w(r, v)]

(

∂w

∂v
(r, v)

)3

−

−3 sin[w(r, v)]
∂w

∂v
(r, v)

∂2w

∂v2
(r, v) + cos[w(r, v)]

∂3w

∂v3
(r, v)

]

dr.

Assim, pela desigualdade (5.18) e pela desigualdade (5.22), para n = 1, n = 2 e n = 3,

obtemos
∣

∣

∣

∣

∂4w

∂v4
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea4

+ |u0|(µ3
1 + 3µ1µ2 + µ3)

= ea4

+ |u0|(µ3
1 + 3µ1µ2 + µ3 + 6µ3 − 6µ3)

< ea4

+ |u0|(4µ1µ2 − 5µ3 + 6µ3),
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onde a última desigualdade segue de (5.26), que implica µ3
1 + 3µ1µ2 < 4µ1µ2. Temos

que 4µ1µ2 − 5µ3 < 0, pois

4µ1µ2 − 5µ3 = 4ea2+a + 4|u0|e2a + 4|u0|2 − 6|u0|ea2 − 6|u0|2ea − 6|u0|3 − 5ea3

= 4ea2+a − 5ea3

+ |u0|(4e2a − 6ea2

) + |u0|2(4 − 6ea) − 6|u0|3.

Além disso, temos que

a3 > a2 + a ⇒ 4ea2+a − 5ea3

< 0,

a2 > 2a ⇒ 4e2a − 6ea2

< 0,

a ≥ 3 ⇒ 4 − 6ea < 0,

assim, 4µ1µ2 − 5µ3 < 0. Logo

∣

∣

∣

∣

∂4w

∂v4
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< ea4

+ 6|u0|µ3

= ea4

+ (4 − 1)!|u0|µ3 = µ4.

Agora suponhamos que a desigualdade (5.22) seja válida para todo n ≤ s, com

s ≥ 4, então provaremos que esta é válida para n = s+ 1, ou seja,

∣

∣

∣

∣

∂s+1w

∂vs+1
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< eas+1

+ s!|u0|µs.

Temos que

∂s+1w

∂vs+1
(u, v) = ψ(s+1)(v) +

∫ u

0

∂s

∂vs
(sin[w(r, v)])dr.

Pela Proposição (5.3) e utilizando a desigualdade (5.22), para n ≤ s temos que

∣

∣

∣

∣

∂s(sin[w(r, v)])

∂vs

∣

∣

∣

∣

≤
s
∑

l=1

|α(m1, . . . ,ml)|
∣

∣

∣

∣

∂m1w

∂vm1
(r, v)

∣

∣

∣

∣

. . .

∣

∣

∣

∣

∂mlw

∂vml

(r, v)

∣

∣

∣

∣

<

s
∑

l=1

|α(m1, . . . ,ml)|µm1
. . . µml

= µs +
s
∑

l=2

|α(m1, . . . ,ml)|µm1
. . . µml

.
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Assim obtemos, pela desigualdade (5.18) e pela desigualdade (5.22), para n ≤ s, que

∣

∣

∣

∣

∂s+1w

∂vs+1
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< eas+1

+ |u0|
(

µs +
s
∑

l=2

|α(m1, . . . ,ml)|µm1
. . . µml

)

= eas+1

+ s!|u0|µs + |u0|
(

(1 − s!)µs +
s
∑

l=2

|α(m1, . . . ,ml)|µm1
. . . µml

)

.

Agora utilizando o fato de que µ2
1 < µ2 e a expressão (5.23), para n ≤ s, obtemos que

(1 − s!)µs +
s
∑

l=2

|α(m1, . . . ,ml)|µm1
. . . µml

< 0.

Dessa forma provamos que

∣

∣

∣

∣

∂s+1w

∂vs+1
(u, v)

∣

∣

∣

∣

< eas+1

+ s!|u0|µs = µs+1.

Provando assim a desigualdade (5.22), para todo n ∈ N.

Agora, provaremos a desigualdade (5.25). Para isso, definamos

x0 = 1, xn = µne
−an

e yn =
(n− 1)!|u0|
ean−an−1

, n ∈ N, (5.27)

observando que

xn = 1 + ynxn−1.

Temos que

yn+1

yn

=
n

ean−1(a−1)2
.

Como a é um inteiro maior que 2, observamos que

an−1(a− 1)2 ≥ 4an−1 ≥ 4n, ∀n ∈ N.

Portanto obtemos que

yn+1

yn

≤ n

e4n
≤ 1

4
, ∀n ∈ N.

Logo (yn)n∈N é uma seqüência decrescente, com yn > 0, ∀n ∈ N. Conseqüentemente

lim
n→∞

yn = 0.
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Tomemos n0 ∈ N tal que yn <
1

2
, ∀n ≥ n0, e seja

B = max{2, x1, . . . , xn0
}.

Temos que se n ≤ n0 então xn ≤ B. Agora observamos que se xn ≤ B, para algum

n ≥ n0, temos

xn+1 = 1 + yn+1xn < 1 +
B

2
≤ B.

Assim temos xn ≤ B, ∀n ∈ N. Portanto segue de (5.27) que µn ≤ Bean

, ∀n ∈ N.

�

Teorema 5.5. Existe superf́ıcie não anaĺıtica com curvatura Gaussiana constante ne-

gativa admitindo em cada ponto regular as derivadas de qualquer ordem.

Demonstração. Pelo Teorema 5.4 podemos observar que este teorema reduz-se a

mostrar que a equação

∂2w

∂u∂v
= sinw (5.28)

admite solução cont́ınua, com todas as derivadas cont́ınuas, mas que não é anaĺıtica.

Para isso, consideremos o problema (5.20), com solução dada pela expressão (5.21).

Observamos que para mostrar a não analiticidade de (5.21) é suficiente estabelecer que

para valores da forma v0 =
2χπ

ap
, onde χ é um inteiro não nulo, a um inteiro maior que

2 e p um inteiro maior que 0, temos que w(u, v0) não pode ser desenvolvido numa série

de potências inteiras de v0, para qualquer u ∈ (0, |u0|).

O Lema 5.1 garante a continuidade de w(u, v0), assim como de todas as suas

derivadas. Pelo Lema 5.3 encontramos

∂2k+1w

∂v2k+1
(u, v0) = ψ(2k+1)(v0) +Hk,

onde |Hk| < (2k)!|u0|Bea2k

, k = 0, 1, 2, . . .. Agora, aplicando (5.19) do Lema 5.2

obtemos
∣

∣

∣

∣

∂2k+1w

∂v2k+1
(u, v0)

∣

∣

∣

∣

∼ ea2k+1

, k = 0, 1, 2, . . . .
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Assim conclúımos, pelo teste da razão, que a série de Taylor de w(u, v0), entorno de

(u, v0), tem raio de convergência nulo. Portanto a solução (5.21) não é anaĺıtica.

�

Observamos que M. E. Holmgren também apresentou uma demonstração para o

Teorema de Hilbert neste artigo, em que trata da existência de imersão C∞ que não é

anaĺıtica, ver [7]. Contudo, esta demonstração do Teorema de Hilbert coincide com a

apresentada no Caṕıtulo 2, por isso a omitimos aqui.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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