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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo geral do anel de valorizagao discreta completo.
Construimos o anel dos vetores de Witt, denotado por W (A), com coeficientes em um anel
comutativo com unidade A. Definimos W (k), onde &k é um corpo perfeito de caracteristica
p, e mostramos que W (k) é um anel de valorizagao discreta completo ndo ramificado. Em
seguida tomamos k algébrico sobre [F,, e concluimos que W (k) é, a menos de isomorfismo, a
lnica extensao completa nao ramificada de Z,. Por fim, aplicamos o problema de Waring

para W (k).
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Abstract

In this work we study complete discrete valuation rings. We construct the ring of Witt
vectors, denoted by W (A), with components in a commutative ring with unity A. We
define W (k), where k is a perfect field of characteriste p, and prove that W (k), defined in
this way, is a complete discrete unramified valuation ring. Afterwards, we take k algebraic
over F,, and we conclude that W (k) is, up to isomorphism, the unique complete unramified

extension of Z,. Finally, we apply the Waring’s problem to W (k).
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Introdugao

Introducao

Denotamos por SR um anel comutativo com unidade. Para um inteiro n > 1, definimos
gm(n) como o menor inteiro s para o qual todo elemento de R ¢ uma soma de s n-ésimas
poténcias de elementos de fR, se tal inteiro existir, ou oo caso contrario. O problema de
Waring para R consiste em decidir se gw(n) € finito e estima-lo, para todo n. Note que
o usualmente chamado problema de Waring nao é o que chamamos problema de Waring
para Z. Para n impar, o que chamamos problema de Waring para Z é freqlientemente
conhecido como o problema “mais facil” de Waring, ou seja, o problema de Waring referente

apenas a inteiros positivos.

Em 1770, Waring publicou um trabalho onde afirmou que todo inteiro positivo N pode

ser escrito como uma soma de:

(a) no maximo, 4 quadrados;
(b) no maximo, 9 cubos;

(¢) no méximo, 19 quartas poténcias.

Embora ele nao tenha apresentado nenhuma demonstragao para estas afirmacoes,
talvez, baseado na observacao de muitos exemplos, ele suspeitava que, para cada inteiro
positivo n, deveria existir um inteiro positivo g(n) tal que todo inteiro positivo N pudesse

ser expresso como a soma de, no maximo, g(n) n-ésimas poténcias positivas.

No mesmo ano, Lagrange demonstrou que todo inteiro é a soma de, no maximo, 4

quadrados.

Em 1909, Hilbert provou, para todo n, a existéncia de um inteiro positivo g(n), in-
dependente de N, com a seguinte propriedade: todo inteiro N pode ser expresso como a
soma de, no maximo, g(n) n-ésimas poténcias. A demonstragao de Hilbert prova apenas

a existéncia de g(n), mas nao fornece informagoes sobre o valor de g(n).

Entre 1909 e 1912 Wieferich e Kempner mostraram que, todo inteiro é a soma de,
no maximo, 9 cubos. Em 1940 Pillai mostrou que ¢(6) = 73. Em 1964 Chen Jingrun
mostrou que ¢g(5) = 37. Em 1986 Balusabramanian, Dress e Deshouillers mostraram que
g(4) = 19.

Alguns resultados foram obtidos mais tarde para o seguinte problema: para p um

namero primo e n um inteiro positivo, queremos encontrar I',(n) de forma que ele seja

1



Introdugao

o menor inteiro positivo s para o qual pode-se resolver nao trivialmente a seguinte con-
gruéncia
_ !
z} + -+ 27 = N (modp'), (1)

para todo inteiro NV e todo inteiro positivo (.

Hardy e Littlewood, usando métodos analiticos, mostraram em ([8], p.186, Teorema
12) que para todo p e n,
Ip(n) < 4n.
Em 1943, I. Chowla [5] mostrou que se %(p — 1) nao divide n, entdo para todo € > 0,

Fp(n) < 7’L1_C+6,

onde ¢ = (103 —3v/641)/200 ¢ < denota a desigualdade com uma constante fixa positiva.

Posteriormente, Dodson [6] melhorou o expoente para 7/8.

Se p nao divide n, entao a solubilidade da congruéncia (1) é equivalente a solubilidade
da congruéncia
z} + -+ 2% = N (modp). (2)

Agora, se I'(n, p) é definido como o menor s tal que (2) é soltvel ndo trivialmente para

todo N, entdo Dodson e Tietdviinen [7] mostraram que se £(p — 1) nao divide n, para
todo € > 0 vale:

['(n,p) < nate,

Bovey [2] em 1976, generalizou os resultados de Dodson e Tietéviinen para o caso

geral p-adico e provou nas hipoteses da congruéncia (1) que:

T,(n) < n2te.

Para o problema de Waring sobre corpos finitos consulte [4].

Em 1999, Voloch [3] em trabalho intitulado “On the p-adic Waring’s problem”; provou
alguns resultados para extensoes nao ramificadas de Z,. Em particular, Voloch demons-
trou que todo inteiro p-adico é uma soma de 9 pd-ésimas poténcias, se p for suficientemente

grande comparado a d.



Introdugao

Neste trabalho fazemos uma abordagem geral de anel de valorizacao discreta completo.
Depois a partir de um anel comutativo com unidade A, construimos o anel dos vetores
de Witt, denotado por W(A), com coeficientes em A, seguindo o método adotado por
Fontaine em sua nota sobre a construgao dos vetores de Witt [9]. Definimos W (k), onde
k é um corpo perfeito de caracteristica p, e mostramos que W (k) é um anel de valorizagao
discreta completo nao ramificado. A construgao original, realizada por Ernst Witt (1936),
pode ser encontrada em [1]. Em seguida tomamos k algébrico sobre FF,, e concluimos que
W (k) ¢, a menos de isomorfismo, a tnica extensao completa nao ramificada de Z,. Por
fim, fazemos uma aplicagdo do problema de Waring para W (k). De uma forma mais

precisa, podemos separar este trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos uma abordagem geral de um anel de valorizagao discreta
completo 2A qualquer, com corpo residual perfeito de caracteristica p, obtendo varios
resultados, tais como o conjunto dos representantes de Teichmiiller e as operagoes soma

e produto em 2A.

No Capitulo 2, construimos o anel dos vetores de Witt de acordo com o Método de
Fontaine. Depois definimos W (k) e obtivemos alguns resultados, tais como: a expansao
p-adica de um vetor de Witt e o isomorfismo W (F,) = Z,, onde Z, é o anel dos inteiros
p-adicos, cujo corpo residual ¢ IF,. Na parte final do capitulo, aplicamos o problema de
Waring para W (k), quando k é algébrico sobre F,,. Nestas circunstancias, concluimos que
W (k) é, a menos de isomorfismo, a tnica extensdo completa ndo ramificada de Z,. A
parte final do capitulo foi baseada no trabalho de Voloch [3] denominado “On the p-adic
Waring’s problem”. Nao exibimos todos os resultados deste artigo, devido a sua conexao

com a Geometria Algébrica, o que demandaria mais tempo para ser tratado.



Capitulo 1

Anel de Valorizacao Discreta Completo

Neste capitulo, sera definido o Anel de Valorizacao Discreta Completo. Primeiramente,
definiremos o Anel de Valorizacao Discreta, depois faremos uma abordagem usando se-
quiéncias de Cauchy, para obter um completamento para este anel e, equivalentemente,
obteremos um completamento via limite projetivo. Na parte final do capitulo, apresentare-
mos o resultado de Teichiimller para um anel de valorizagao discreta completo QAI, quando
este tem caracteristica zero e seu corpo residual tem caracteristica p ou zero. Além disso,

estudaremos a sua estrutura.

1.1 Anel de Valorizagao Discreta

Para nossos estudos, 2 sempre serd um anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1. Um anel 2 é chamado anel de valorizacao discreta se ele for um
dominio de ideais principais que tem um tnico ideal maximal nao nulo M. Lembramos

que um ideal M é maximal em 2 se o anel quociente 2/M é um corpo.

O corpo k = 2(/M é chamado corpo residual de 2. Os elementos invertiveis de 2 sao
aqueles que nao pertencem a M, estes formam um grupo multiplicativo e sao chamados
as unidades de 2, que representaremos por U(2(). Pelo fato de 2 ter um tunico ideal

maximal, dizemos que ele ¢ um anel local.

Os ideais nao nulos de 2 sao da forma 72, onde m é um elemento irredutivel em 2,

e mais M = 72.



Capitulo 1. Anel de Valorizagao Discreta Completo

Se a ¢ um elemento irredutivel de 2 entdo (a) = (7™), ou seja, a = 7™u, onde
u € U(A), o que implica em m = 1. Assim, realmente vemos que 7 é o tnico irredutivel

a menos de associados, tal elemento é chamado pardmetro uniformizador de 2.

Corolario 1.2. O anel de valorizacao discreta A € um dominio de fatoragao unica, ou

seja, todo a € A € produto de irredutiveis.

Observagao 1.3. Podemos ver que os tinicos ideais proprios de 2 sao (), (72) , ..., (7"), ...

e que 2 é um conjunto de polinémios em 7 com coeficientes em U (2).

Definiremos a funcao v por

{ n, se a=7"u , u€cUA)
v(a) =

o0, se a=0
onde n € NU{0}.

Lema 1.4. A funcao v tem as sequintes propriedades:

(i) v(a-b) =v(a) +v(b);

(11) Se v(a) # v(b), entdo v(a+b) = min{v(a),v(b)}, e se v(a) = v(b), entio v(a+b) >
min{v(a), v(b)};

(iii) v(a) = 0 se, e sd se, a € uma unidade em 2, isto €, a tem um inverso a~* em 2.

Demonstracao: As duas primeiras propriedades sao 6bvias, pela propria definicao de v.

A terceira, demonstraremos.

Por (i) temos v(1) =v(1-1) =v(1) + v(1), logo v(1) = 0.
Suponhamos que a seja uma unidade em 2, logo, existe a™* € A tal que a-a~! =1 e,
assim,
0=v(a-a')=v(a)+via?) =v(a?) = —v(a)

Como v(a) > 0,Va € A temos que v(a) = 0.

Reciprocamente, se v(a) = 0, usamos o fato que a = 7"u, u € U(2) e assim devemos

ter n = 0, o que mostra que a ¢ uma unidade em U (2l), ou seja, a~* € 2. "

Assim, temos um par (2, v) constituido do anel 2 e uma fun¢do v aplicando elementos
nao-nulos de 2 em um conjunto de inteiros ndo-negativos com as condigoes (i), (ii) e (ii7)
do lema acima satisfeitas. Assim, podemos dizer que um anel comutativo com unidade

satisfazendo as condigbes (i), (ii) e (i77) é um anel de valorizagao discreta, ou seja,
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Capitulo 1. Anel de Valorizagao Discreta Completo

temos uma nova caracterizagao para o anel de valorizagao discreta 21. Note também que
v(m) = 1.

Observagao 1.5. Seja K o corpo de fragoes de 2. Se deixarmos v assumir valores negativos,
entao haveré uma tnica extensao de v para K que ainda satisfaz as propriedades (i) e (i7)
de 1.4. (Especificamente, se um elemento nao-nulo de K é representado como uma fragao
a/b, entdao v(a/b) = v(a) —v(b)). Uma vez que esta extensao tenha sido feita, o conjunto
de todos os z € K tal que v(z) > 0 é justamente o anel 2 e o conjunto de todos os z € K

tal que v(z) > 0 ¢ o ideal maximal M de 2.

Observagao 1.6. O anel 2 é um anel Noetheriano local e seu ideal M é principal. Lem-
bramos que um anel é Noetheriano se cada seqiiéncia crescente de ideais é estacionaria

(ou, equivalentemente, se cada ideal de 2 é finitamente gerado).

Para simplificar a notacao na proposicao abaixo usaremos 7" para representar o ideal
().

Proposigcao 1.7. Seja A um anel Noetheriano local cujo ideal mazximal M € gerado por

um elemento nao-nilpotente, entio (7" =0 e A € um anel de valorizagio discreta.

Demonstracao: Seja m o gerador do ideal maximal M de 2. Seja I um ideal do anel A
formado pelos elementos x tais que xn™ = 0, para m suficientemente grande. Como 2l é
Notheriano, I ¢ finitamente gerado e, conseqiientemente existe um N fixo tal que z7" = 0
para todo x € I. Agora seja y € (| 7", podemos entdo escrever y = 7"z, para todo n, e
assim

(g — Txp1) =0 € zp — Ty €1,

ou seja,
Tp €1 4+Ax, 1 = I+ Az, C I+ Az, q, para todon € N

Como a seqiiéncia de ideais I + 2Ax,, esta crescendo, segue que x,.1 € [ + Az, para n
grande, assim =, .1 = z + tx,, para z € [ et € A, e como =, = Tx,1 + 2/, com 2’ € I,
obtemos (1 —7t)z, 1 € I. Mas 1 —xt nao pertence a M, portanto ¢ invertivel (2 é local),
conseqiientemente x,, .1 pertence a I para n suficientemente grande e, tomandon+1 > N,

+1

vemos que y = T T,11 € Zero, o que prova que

ﬂﬂ" =0.

Como por hipétese, nenhum dos 7™ é zero, se y € um elemento nao-nulo de 2, entao
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Capitulo 1. Anel de Valorizagao Discreta Completo

y pode ser escrito na forma 7"u, com u ¢ M, isto é, u é invertivel.

Esta representacao é claramente tnica e isto mostra que 2 é um dominio de integri-
dade. Além disso, se escrevemos v(y) = n, vemos que a fungao v se estende a valorizagao

discreta do corpo de fragoes de 2 com 2 como seu anel de valorizagao (veja Observagao
1.5). [

Observagao 1.8. Poderiamos usar o fato que 2 é um domino de integridade e assim

I ={0}, mx,, = z,+1, € a demonstra¢do acima seria muito mais simples.

Podemos olhar para o anel de valorizagao discreta 2l como um anel topolégico. Lem-
bramos que um anel topologico A é um espaco topologico, munido de uma estrutura de
anel tal que as aplicagbes s: AxXxA — Aep: AXA — A, definidas por s(x,y) = x—y
e p(x,y) = xy, sdo continuas e que A é um espago topolégico de Hausdorff se para cada
par de elementos distintos x,y € A, existem vizinhancas abertas U, V tais que z € U,

y € VeUNV = (.Como 2 satisfaz estas condi¢oes podemos enunciar o seguinte corolario.

Corolario 1.9. O anel de valoriza¢ao discreta 2 é um espago de Hausdorff se, e somente
se, (@™ = 0.

Apresentaremos, agora, uma série de resultados que nos ajudara a definir o completa-

mento de .

m
Lema 1.10. Se u; € A é uma unidade, para 0 < i < m, entao Zuﬂri € uma unidade

i=0
em 2.
m
Demonstragao: Se u; ¢ uma unidade em 2, entao @; € A/M é nao nulo, logo g u;m é
i=0
m
nao nulo, e assim E u;w" € uma unidade em 2. "
i=0

Observagao 1.11. Os elementos 1 e 1 + 7 sao unidades em 2, pois pertencem a mesma

classe de equivaléncia em /M, mas sao diferentes em 2.

Definicao 1.12. Para m € N definimos B,,, = {u; € U(A) U{0};w; —u; & (m),Vi # j}.

A partir deste momento fixando m, o conjunto B,, esta fixado. Assim podemos definir

a seguinte aplicagao bijetora f : A/M — B, dada por a — u, onde u pertence a classe
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Capitulo 1. Anel de Valorizagao Discreta Completo

residual a. Esse conjunto B,, ¢ chamado um Sistema de Representantes de 2(/M. Este
nao é o conjunto de representantes ideal, queremos um conjunto de modo que a aplicagao
f, definida acima, seja multiplicativa. Para tanto, precisamos que 2l seja completo e isso

mostraremos mais a frente.

Proposicao 1.13. Seja v € /. Entao, para todo n € N, existem aq,...,a, € B, tais

que v = Z a;m (mod ).

j=0
Demonstracao: Tome ag € By, tal que v pertence a classe lateral de ag modulo 7, ou seja,

v = ap (mod ), dai v = ag + 771, 71 € A. Agora seja a; € B, tal que 3 = a; (mod ),

ou seja, y1 = aj + Ty, para vy, € 2, portanto

¥ —ag— am — Y’ =0 = v = ag + a;7 (mod 7?), etc.

n k

Proposigao 1.14. Se vy = Zajﬁj (mod 7)) ey = Zbﬂj (mod 7™ *Y), com k < n e
=0 =0
ag, ..., 0p,bo, ..., b0 € B,,, entao ag = by, ...,a, = by.

Demonstra¢ao: Observe que v = ag (mod ) e v = by (mod 7), mas ag, by € By, ou seja,

ag = bg. Agora sejam
v =ap+ am (modw?) e 7 =by+ by (modm?).

Assim temos
v o= atarm+Lr? = a9+ b+ Hr?

a; = b1+<H—L)7T = a; = by

a ultima implicagao é verdadeira devido a 2 ser dominio de fatoracao tnica. E assim

prosseguindo obtemos o resultado desejado. "

Usando as proposicoes anteriores, concluimos que os elementos de 2, = /7" sao

representados unicamente, para cada n > 0, por

ap + am+ -+ -+ a,n", onde ag,...,a, € B, (1.1)
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1.2 Um Completamento de 2 Via Seqiiéncia de Cauchy

Defini¢ao 1.15. Definimos, para 0 < £ < 1, a funcdo | - |, : 4 — R da seguinte forma

bl

€@ se a#0
|alr =

0 , se a=0

onde v é uma valorizagao de 2.
Dessa maneira, temos que |a|, < 1, para todoa € A e M = 71U = {a € A; |a|, < 1}.
Para essa func¢ao, valem as seguintes propriedades:

(1) |7 ylx = |z]r - [yl=

(1) |2+ ylr < maz {|z|x, |y|~}
(

(

iii) |zl > 0,Ve eAe|z), =02 =0 (12
w) |z —ylx <maz{|lz — z|r, [z — yl<} .

A propriedade (iv) é chamada desigualdade forte do triangulo.

Observagao 1.16. A funcao | - |, s6 serd uma métrica em 2 se este for um espago de

Hausdorft, pois |z — y|» = 0 se, e somente se, z —y € [ 7"

Assim, podemos falar em seqiiéncias de Cauchy {z,} em 2. Elas sdo as seqiiéncias

tais que dado € > 0, existe ng(€) € N tal que |z, —2,14|» < €, sempre que n > ng, para todo
Ine

U(Zny — Tng+i)

podemos ver que uma seqiiéncia {z,} de Cauchy ¢ tal que z, — x,4; € 7m0)  para todo

1 > 0. Observe que a relagao In¢ < deve ser satisfeita. Equivalentemente,

i > 0, onde n(ng) — +oo quando ng — +o0o. Chamaremos de Ao completamento de A
com respeito & métrica | - |, ou seja, seqiiéncias de Cauchy em A convergem. Note que
a valorizacao v de 2 pode ser estendida por defini¢ao a QAI, e quando v for aplicada em A

denotaremos por v,.

Observacoes 1.17.
(1) Se u ¢ uma unidade qualquer em QAL, entdo |ul, = €W = ¢0 = 1. A equacdo ™ =
s6 admite a solugio m = 0, de modo que se u € A* e lul, = 1, entao v (u) =0 e dai u é

uma unidade em 2.
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(2) Pelo item (1), | — 1|, = 1. Assim, pela propriedade (i), temos
| —alz=|-1-alz =| =1z |a|z = [alx,
para qualquer a € 2A.

Agora definiremos a nogao de convergéncia em 2.

Definigao 1.18. Seja {x,} = {xo,z1,..., %, ... } uma seqiiéncia em 2A (isto &, x,, € ‘:’1,

para todo n € NU {0}). Dizemos que “{z,} converge para z € 2" (indicaremos este fato

pelo simbolo “lim z,, = z”) se, e somente se, lim |z, — x|, = 0 (note que |z, — x|, é um
™ n—oo

nimero real).

Proposigao 1.19. Se a seqiéncia {z,} = {xo,z1,...,Zm,... } em A converge seu limite

€ unsico.

Demonstra¢ao: Suponhamos que x e y sejam ambos limites da seqiiéncia {z, }. Assim,
dado € > 0, existe n; € N tal que |z, — z|, < €, sempre que n > ny, e da mesma forma
existe ny € N tal que |z, — y|, < €, sempre que n > ny. Tomando N = max {ny,ny} e
escolhendo n > N teremos |z, — x|, < € ¢ |z, — y|» < €. Agora, usando a desigualdade
forte do triangulo temos |z — y|r = |[v — 2y + Ty, — Y|z < max {|x, — Yl|r, |20 — 2]} <e€e
dai |x — y|, <€, ou seja, © = y. .
Observagao 1.20. Note que, agora, faz sentido dizermos que a funcao | - |, s6 serd uma

métrica em 2 se este for um espago de Hausdorff, pois assim garantimos a unicidade do

limite da seqiiéncia {2, } no anel 2.

Lema 1.21. Seja {z,} uma seqiéncia em A. Esta seqiiéncia é convergente se, e somente

se, lim |z, — x,1i|x =0, para todo i > 0.

n—oo

Corolario 1.22. Seja {x,} uma seqiéncia em A. Esta seqiéncia é convergente se, e

somente se, lim |z, — Z,11|r = 0.

n—oo

Definimos o conceito de convergéncia de uma série em A. Se {z,} ¢ uma seqiiéncia

10



Capitulo 1. Anel de Valorizagao Discreta Completo

em 2, construimos uma outra seqiiéncia

So — i)
S1 = To + X1
m
Sm= Ty + X1 —+ —l—xm:ng
Jj=0

e investigamos a convergéncia de {s,,} -_,. Se esta seqiiéncia converge, podemos escrever,

fazendo um abuso de notacao,

[o.¢]
lims,, = E Ty
™

n=0

Um critério muito eficiente para verificar a convergéncia de uma série desta forma é
apresentado no seguinte teorema.

o
Teorema 1.23. A série E T, converge se, e somente se, limx, = 0.
s

n=0

Demonstragao: A seqiiéncia {s,,}, onde

m
Sm = E Ly
n=0
converge (Corolario 1.22) se, e somente se, lim |s, — S,41]r = 0, ou seja, se, e somente
n—oo
se, lim |2,41|r = 0 (que é a mesma coisa que dizer que limz,, = 0). .
n—oo s

Continuaremos usando a mesma notacao 2 para representar um anel de valorizagao
discreta. Apresentaremos na secao seguinte, o completamento para este anel via limite
projetivo e concluiremos que esse novo completamento ¢ o mesmo encontrado na se¢ao

anterior.

1.3 Um Completamento de 2l Via Limite Projetivo

Primeiramente, observamos que o conjunto formado pelos ideais 72 forma uma base

de vizinhancas do zero e com isso temos uma topologia em 2.

11
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Com a representacao (1.1), o homomorfismo canénico de anéis ¢,, : 2, — A, _1(0 qual
leva a classe lateral de um elemento mod 7! para a classe lateral deste mesmo elemento

mod 7™), pode ser descrito omitindo o maior termo a, 7™ na expansao (1.1).

Agora considere o sistema de homomorfismos de anéis

b= 2L 2o, & g et (1.3)
O produto direto de todos estes anéis consiste de todas seqiiéncias infinitas (bg, . .., by, ... ),

onde b,, € A, para todo n. Este conjunto forma um anel quando somamos e multiplicamos

duas seqiiéncias componente a componente. Agora, considere o subconjunto 2 do produto
0.)

direto H 2A; constituido das seqiiéncias tais que:
i=0

On(bn) = b1,V 1 >0,

chamadas seqiiéncias compativeis.

Assim (1.3) sera um sistema de homomorfismos sobrejetivos ¢; : A; — 2(;_1. Isso nos

leva a seguinte defini¢ao :

Definigao 1.24. O limite inverso de (2;, ¢;), denotado por
lim (2, ¢;) ou lim%A;,

[e.9]

¢ o subconjunto de l_IQlZ formado pelos elementos (bg, by, bs,...), com b; € 2;, satis-
i=0
fazendo

¢i(bi) = bi_1.

Observagio 1.25. O limite inverso A de (2, ¢;) ¢ um subanel do produto direto HQ(z
i=0

Note que existe um homomorfismo canonico
0:A — A

o qual associa cada z € 2 a uma seqiiéncia cuja n-ésima componente ¢é classe lateral de

x mod 7"t

12
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O homomorfismo € é um mergulho, ou seja, um monomorfismo (imersao) de 2 em 2,
pois (7™ = 0 e este é o nicleo do homomorfismo. Por meio deste mergulho, consideramos
20 como um subanel de 2 e 2 é o completamento de 2. Se acontecer A = 2, dizemos que

)

2l ¢ completo.

Segue de (1.1) que os elementos de 2 estao em correspondéncia injetiva com as “séries
infinitas” da forma

ag+am+ -+ apmt + -, a; € By, (1.4)

E facil ver que 2 é um dominio de integridade e mais, ¢ um anel de valorizagao para

a valorizagdo v estendida. Agora considere o epimorfismo ¢; : A — /7' dado por
00 i—1

g a;m — E a;m + w2, Temos, para cada ¢ > 0,
Jj=0 J=0

o o0
i I = o]
s g a;m | = E a;_;m,
§=0 j=i

assim 72 = Kerp; e daf

A /A = A 7.

Note ainda que 72l é tinico. Também poderfamos ter concluido o resultado acima a partir

do seguinte teorema.

Teorema 1.26.
(a) Todo elemento b € A ¢ congruente a um b,_; € A modulo 7.
(b) Dois elementos de A sao congruentes mddulo A em A se, e somente se, $ao

congruentes modulo ™A em 2.

Demonstracao:

(a) Seja b= {b,} € 2. Entdo ¢ facil ver que a seqiiéncia
{bO_bn—la"'vbt_bn—la"'}7

representa b — b, _1.

Como {b,} € A, sabemos que by, = by (mod WmQAl), para todo m € N. Em par-
ticular, temos que, para t € {0,1,...,n— 1}, vale b,_1 = b (modﬂtﬂﬁ), ou ainda,

b1 — by = 0 (mod 712) e assim b — b,_; € 7", ou seja, b = b,_; (mod 7).

13
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(b) Sejam a,b € 2 congruentes médulo 7™A em A. Entdo existe o € A tal que

a—b=ar™. Se{a,} representa «, temos, para todo n € NU {0},
a—b=a,m (mod 7" "A).

Em particular, tomando n = m — 1 na congruéncia acima obtemos
a—0b=a, 17" (mod 7™A),

portanto
a = b(mod ™),

em 2.

A afirmacao reciproca é simples, pois temos 2 C 2. Assim dois elementos de A que

sao congruentes em 2, obviamente, serao congruentes em 2. "

Observagao 1.27. Note que uma seqiiéncia {b,} converge para b em A se existe ng € N
tal que b, — b € W"é\l, para todo n > ng, e isso equivale a convergéncia usando a métrica

| - |r, ou seja, esse completamento pela m-topologia é igual ao obtido usando a métrica.

Vejamos um exemplo para um melhor entendimento.

Ezemplo 1.28. Seja p € N um primo. Seja Ay = {0} e A; = Z/p'Z. Definimos o

homomorfismo ¢, com ¢ > 2, por :

o5 Z/piZ — Z/pi_lz

(rmodp’) +—— (xmodpt)

que sdo obviamente homomorfismos sobrejetivos. O limite inverso de (Z/p'Z, ¢;) ¢ chamado

o anel dos inteiros p-adicos e denotado por Z, = limZ/ p'Z

Mais a frente determinaremos Z, de modo mais detalhado, observando que cada a € Z,

tem a representagao (1.4).

1.4 Corpo Perfeito e Anel Perfeito

Definigao 1.29. Seja L uma extensao de um corpo k. Um elemento ¢ € L, que é algébrico

sobre k, é dito ser separavel sobre k, se ele for uma raiz simples de irr(k, ¢), onde irr(k, c)
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é o polinomio irredutivel sobre k£ de menor grau do qual ¢ é raiz. A extensao L sera uma
extensao separavel de k se ela for algébrica sobre k e se cada um de seus elementos for
separavel sobre k. Também dizemos que L é separavel sobre k ou que L/k é separavel.

Se L/k é algébrica, mas nao é separavel, dizemos que L é uma extensao inseparavel de
k.

Defini¢ao 1.30. Um corpo perfeito é um corpo k tal que cada extensao algébrica L/k

é separavel.

Suponha que a caracteristica de k seja p e considere a aplicacao de k em k dada por

F(z)=2a? (z € k).

Obviamente, devido a k ser de caracteristica p, temos as seguinte relagoes, para todos

x,y € k, sendo que a primeira independe da caracteristica.

() (zy)? = 2yP,
(i) (x +y)P = 2 + 4",

o que mostra que F é um homomorfismo de k£ em k. Como todo homomorfismo entre
corpos é ou um monomorfismo ou nulo, e como e’ = e, esta aplicacao deve ser um
monomorfismo de k£ em k. O conjunto das imagens por esse monomorfismo é um subcorpo

de k, que denotamos por

k= {a?/a € k).

Observacao 1.31. Note que se x € k, entao como F' é injetora, segue que x tem, no
méximo, uma p-ésima raiz em cada extensao de k. Temos z € kP se, e somente se, x tem

uma p-ésima raiz em k.

Teorema 1.32. O corpo k € perfeito se, e somente se, ou a caracteristica de k € zero ou

a caracteristica de k é p e kP = k.

Demonstracao: Suponha que a caracteristica de k seja 0. Seja K uma extensao algébrica
de k, a € K, e p(x) = irr(k,a). Entao p'(z) # 0 e p/(x) é de grau menor que p(x).
Conseqiientemente p(x) nao pode dividir p/(z), logo p’(a) # 0. Assim a é separéavel sobre

k e concluimos que K /k é separavel, ou seja, k é perfeito.
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Agora, suponha que caracteristica de k é p e sejam K, a, e p(z) como acima. Assuma
que kP = k e que a nao é separavel sobre k. Como p'(a) = 0, Ip'(x) < Ip(z) e p(x)
¢ irredutivel, temos que p'(z) = 0. Seja bz™ um termo de p(z). Entao mbz™ ! =0 e

devemos ter ou b = 0 ou m divisivel por p. Assim

plx) = iarazm.
r=0

Como kP = k, cada a, tem uma tnica p-ésima raiz em k. Seja b = a, parar =0,1,...,n,

entao

n n p
pla) =) bhat" = (Z bw’") ,

r=0

que contradiz o fato que p(z) ¢é irredutivel em k[z]. Assim K/k deve ser separavel e segue

que k é perfeito.

Reciprocamente, suponha que a caracteristica de k é p e que k é perfeito. Seja a € k
e considere o polindomio 2? — a € k[z]. Se este polindmio tem uma raiz b em k entdo
a = bP € kP. Suponha que ele ndo tenha uma raiz em k e seja p(x) um de seus fatores
monico, irredutivel e ndo constante em k[x]. Considere a extensao k(b), onde p(b) = 0.
Em k(b)(x) temos 2P — a = 2P — b = (z — b)P e como p(x) divide este polindmio temos
p(z) = (x — b)™ para algum m. Se m = 1 entdo x — b € k[x] e assim b € k, 0 que néo
¢ verdade. Conseqiientemente m > 1. Mas entao b nao é raiz simples de p(z) e como
p(z) = irr(k,b), k(b) ndo é separavel sobre k. Isto contradiz o fato que k é perfeito.

Portanto, devemos ter a € kP, para todo a € k, e assim kP = k. "
Corolario 1.33. Todo corpo finito € perfeito.

Observagao 1.34. Similarmente, um anel comutativo A de caracteristica p, é perfeito se,

e somente se, AP = A.

1.5 Um Resultado Devido a Teichmiiller

Inicialmente, demonstraremos um Lema que sera utilizado tanto no resultado de Tei-

chmiiller, quanto na constru¢ao do Anel dos Vetores de Witt.
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Lema 1.35. Sejam s € N e a,b € A, onde A é um anel comutativo. Se a = b(modp*A),
entio a”’ = W (modp*tiA), j=0,1,2,...,n.

Demonstracao: O processo seréd feito por inducao, sobre j. Se j = 0, a implicagao é

6bvia. Para j = 1, temos que :
a=b(modp*A) = a—b=p°a=a=p°a+bcomac A
Assim,
a? = (p*a + b)Y = a? — b = (p*a)? + p(p*a)P b+ --- + p(pa)br—".

Como p > 2 e s > 1 implicam em ps > s + 1,temos que (p*a)? € p*TA.

Para os outros termos a direita da igualdade, observe que s(p — 1) +1 > s+ 1, para
todo [ € {1,2,...,p— 1} e daf todos pertencem a p*T'A. Logo, a? — WP € p**1 A.

Suponhamos que a” = b (mod p*T* A), entéo

apt+1 B bpt+1 _ ps+td
apt+1 _ (ps+td + bpt)p
— " = (p*ta)? + p(ptHa)P T + - 4 p(ptHa) (B

t+1
aP

Como p > 2 e s > 1, implicam em p(s +t) > s+t + 1, temos que (p**a)P’ € p*T 1A,

Para os outros termos 4 direita da igualdade, observe que (s+t)(p—1)+1 > s+t+1,
V1e{l,2,...,p— 1} edai todos pertencem a p*T*1 A, Assim, a?" -0 € pTHIA Y ¢ €
{0,1,...,n}. "

Nosso objetivo a partir daqui é obter um conjunto que denotaremos por B de modo
que aplicagao f : k = é\[/ﬂ'é\[ —— B seja multiplicativa e B é o conjunto ideal que foi

citado apos a Definicao 1.12. Sabemos que existem os conjuntos
B = {u; € U(A)U{0};us —u; & (7),Vi # j}, m €N,

contidos no anel de valorizacao discreta 2, que sao chamados sistema de representantes de

k=2/mA em A. Com um conjunto B,, fixo, definimos a aplicagao bijetiva f : k — B,,
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(veja Secao 1.1). O objetivo entdo é obter um conjunto B € A tal que a aplicacio
{-} : k — B além de bijetiva seja multiplicativa, lembre-se que k = /7 = é\l/ﬂ'é\[
e estaremos supondo k perfeito de caracteristica p. Vejamos como obter B. Devemos
lembrar que sendo m um parametro uniformizador em é\[, entao p deve ser divisivel por 7,

quando caracteristica de 2 é zero.

Definimos, agora, a seguinte aplicagao projegao ¢ : A — k. Agora, dado a € k
sabemos que o? " € k, pois k é perfeito. Denotemos por L,, a imagem inversa pela ¢ de
a?™" € k e, por U, o conjunto de todos zP" tais que = € L,. Observe que L representa
o conjunto de todos os representantes de «, ou seja, Ly é a classe residual de a. Note,
agora, que os U, foram escolhidos de forma que cada elemento z”" representa « e dai cada

U, esta contido na classe residual Ly, ou seja,
Up="Lo, Uy =L C Ly, Uy =LE C I¥ C Lo, ...

o que resultaem Uy D U; D Uy D -- -, ou seja, os U,’s formam uma seqiiéncia decrescente.
PN . p p2 n P
Tomando, agora, uma seqiiéncia (ag,ay,ah ,...,al ,...), com ag € Uy = Lg,a] € Uy,
, P —-n - —(n+1) - -~
etc, vemos que ela é de Cauchy, pois @, = o e G, = o , onde @, e @,11 sao

as classes a que pertencem a, e a,.1, respectivamente. A tltima igualdade resulta em

-n . — n (n+1) o
ab., = o " e assim temos @, = al,,, o que resulta em a? = a’,;  (mod 7",

pelo Lema 1.35. Observe, também, que qualquer seqiiéncia tomada desta forma tem
suas coordenadas como representantes de «, assim como 2l é completo, podemos escrever

{a} = lim U,,. Afirmamos que o limite s6 depende de «. De fato, se
b, = a,(mod ),
entao pelo Lema 1.35,

W' = aP" (mod 7" t1).

Dai tanto a seqiiéncia (bﬁn), quanto a seqiiéncia (aﬁn), convergem para {«a}.

Mostraremos que (U, = {a}. De fato, se ag tiver uma p"-ésima raiz a, € 2, para

todo n > 0, entdo, fazendo essa escolha, obteremos a seqiiéncia constante (ag, ag, ag, - - . ),
. 2

e assim a9 = {a}. Em geral, usando o fato que ay = da} (mod ),y = ab (modr),ag =

3 . L, P n .
ay (modm),..., isto é valido porque cada a?” representa «, ou seja, todos pertencem a
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mesma classe residual. Concluimos assim que a9 = {a} (modw) e {a} ¢ de fato um
representante de . Como em L estao todos os representantes de «, concluimos que
2
{a} € Ly = Uy. E agora, considere a seqiiéncia (af,d} ,...), que obviamente também
converge para {a}, assim af = {a} (mod) e, olhando para o fato que a seqiiéncia
o0
(aP")>1 € H Uy, concluimos que {a} € U;. Prosseguindo desta forma e observando

n=1
que cada a?" pertence a um U, fixo, logo a2 = {a} (mod ), para cada n > 0, ou seja,

{a} € U, para todo n > 0. Assim, obtemos o resultado desejado que ¢ (U, = {a}.

Desta maneira, B = {{a} |a € k}, onde {a} é encontrado da forma acima. O conjunto

B & chamado conjunto dos representantes de Teichmiiller.
Lema 1.36. O sistema de representantes o — {a} de k em A ¢ unico, ou seja, o conjunto

B ¢ unico.

Demonstra¢ao: Suponhamos que exista outro sistema de representantes o — [a, entao
teremos [a] € U,, para todo n. Como as seqiiéncias em U,, sao de Cauchy, concluimos

que [a] = lim U, e dai, pela unicidade do limite, temos que [a] = {a}. .
Pela propria construcao de B, concluimos o seguinte resultado.

Corolario 1.37. A aplicagio {-} : k — B, dada por o — {a}, € bijetiva.

Agora, provaremos que o sistema de representantes 5 é multiplicativo.
Lema 1.38. O conjunto B € um sistema de representantes multiplicativo.

Demonstragio:  Considere a aplicacio {-} : k — 2 dada por a — {a} assim dados

a, 3 € k sejam (af"), (bP") seqiiéncias convergindo para {a} , {3}, respectivamente. Como

(zy)P = 2PyP ndo importando a caracteristica de ‘:)\1, esté claro pela convergéncia de (af b2 )
para {a} {3} que

{a} {8} = {as3} . (15)

Note que, se 2 tem caracteristica p, também temos

aﬁn + bﬁn = (an + bn>pna
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e dai,

{a} +{0} ={a+ 5}, (1.6)

Assim, usando o Coroldrio 1.37, (1.5) e (1.6), conclufmos que B = k se 2 tiver carac-

teristica p.

Decorre diretamente do Lema 1.38 que {a?} = {a}”. Agora provaremos o seguinte

lema.

Lema 1.39. Um elemento y € 2A 6 um representante multiplicativo da classe lateral o se,

e somente se, ele for um p"-ésima poténcia em 2A.

Demonstracao: Suponhamos que y € A seja um representante multiplicativo de o € k.
Logo
ack={a} =y e masa="0" €k (ké perfeito), assim

n . L L. N . S
{0} =y, ou seja, y é umap™ — ésima poténcia em 2.

Reciprocamente, se y é uma p"-ésima poténcia em 2, entao existe a € 2 tal que y =
aP". Assim construimos a seqiiéncia (a?",a?",...) = a”", onde cada componente é um

[N . L, . n
representante de «. Esta seqiiéncia é de Cauchy e converge para {a}, ou seja, {a} = a?",

para todo n > 0. "

O que foi visto, até agora nesta se¢ao, pode ser resumido no seguinte teorema. Este é

o resultado devido a Teichmiiller.

Teorema 1.40. Seja 2A um anel de valorizagao discreta completo. Assuma que k = é\l/ﬂ'ﬁ
€ um corpo perfeito de caracteristica p. Entao:

(1) Eziste um e somente um sistema de representantes {-} : k — A tal que este ¢
multiplicativo, isto é, {af} = {a}{B} para todos o, 3 € k.

(ii) Se 2 tem caracteristica p, este sistema de representantes € aditivo, isto €, {a+ B} =
)+ {s.

(i13) {-} : k — A comuta com p-ésimas poténcias: {a?} = {a}’.

(iv) Para que a € A pertenca a B = {k}, € necessdrio e suficiente que a seja uma p"-ésima

poténcia em 2A para todo n > 0.

Agora faremos um exemplo de como obter o conjunto dos representantes multiplica-
tivos para um anel de valorizacao discreta completo especifico, a saber Z,. Para isso,

precisaremos do seguinte lema.
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Lema 1.41 (Lema de Hensel I). Seja f um polinomio sobre A e sejaa €A, A um

anel de valorizacio discreta completo, tal que f (a) #£0 e

‘ f(a)
f(a)?

< 1.

™

Entao a seqiiéncia de Newton

f(a)

Ant+1 = An — 77~ :0,1,...
" f'(a)

que comeca com ayg = a converge para um zero & de f. Este zero satisfaz a desigualdade,

€ —al, <|f'(@

™

e este € o unico zero de f satisfazendo esta desigualdade.

Demonstragao: Ver ([16], p. 47)

Ezemplo 1.42. Seja p um primo e considere o polinémio f(z) = zP~! — 1 sobre Z,. Para

cada a € Z, tal que a # 0 (mod p), temos também que

fa)=(p =1 # 0 (modp) = |f'(a)?], = 1.

Conseqiientemente existe, pelo Lema 1.41, uma tnica (p — 1)-ésima raiz da unidade

em Z, que é congruente a a moédulo p. Isto determina o seguinte isomorfismo :
0:H— U, 1(Z,),

onde H ¢ um grupo multiplicativo dos elementos nao-nulos médulo p de Z,, ou seja,
H = F; e Uy,_1(Z,) é o grupo de todas (p — 1)-ésimas raizes da unidade. Assim, o
conjunto U,_1(Z,) U{0} é chamado o conjunto dos representantes multiplicativos do

corpo residual F, = Z/p.

AN

1.6 A Estrutura de 2

Continuaremos usando a notagdo {a}, do Teorema 1.40. Assumiremos, daqui para

frente, que 2 tem caracteristica zero. Assim como em (1.1), temos que cada elemento
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a € A tem uma tnica representacao
a={a}+{a}m+-+{a}m"+-, {a} € B,
mas nao sabemos como somar e multiplicar essas expressoes até agora.
Sabemos que p é divisivel por 7,

_ r
p_Uﬂ-7

onde u ¢ uma unidade em A e r = v(p). Isso nos leva a seguinte definigao :
Definicao 1.43. Se r, dado como acima, for igual a 1, dizemos que 20 ¢ nio ramificado.

Neste caso, ja que a escolha do parametro uniformizador « é arbitraria, faremos a

escolha candnica m = p, e dai um tipico elemento a € 2 tem a representacao

a={ao} +{an}p+ - +{an}p" +---, {2} €B. (L.7)

Por exemplo, Z, é nao ramificado.

Agora veremos como somar e multiplicar dois elementos de 2. Isto sera abordado no

seguinte teorema.

Teorema 1.44. Assuma que A é nao ramificado. As operagoes no anel A sao unicamente

determinadas pelas operagoes em k.

Demonstracao:  Para somarmos dois elementos de 2 procedemos da seguinte forma.

Sejam a, b € 2, assim podemos escrever

a+b={ao}+ {fo} + {er} +{A)p+---, (1.8)

onde a = {apg}+{a1}p+--- eb={Fo}+{F1} p+---. Portanto saberemos quem é a+b
assim que determinarmos {«;} + {f;} para cada i € {0,1,...}. Veremos, também, que
o produto depende desta soma. Assim, a estrutura completa de 2 ¢ determinada pela

formula

{o} + {8} =D _{Su(a,8)} 1", (1.9)
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onde S, (a,3) € k precisa ser determinada para todo n. Usando a representacao (1.9),

podemos escrever a + b da seguinte forma

a+b= {5’0(060,50)} + {S()(Oél, ) + Sl OéOaﬁO }p+
+ {So(ag,ﬁg) + gl(a17ﬁ1) + S2 O./(), ﬁO }p +-
+ {go(Oém Bn) + Si(on-1, Bu-1) + - - - + Sulao, Bo) }p Tt

ou seja, saberemos quem ¢é a + b quando determinarmos S; (ej, B), para todos 7,5 € N.

Usaremos a seguinte notagao S, (a, b) ZS iy Pn_i). Assim,
a+b={S(a,b)}+{S(a,0)}p+ {Ss(a,b)} p* + -+ {Sp(a,b)} p" +--- . (1.10)

Mostraremos primeiro que Sy(a, 3) = a + 3. De fato, sejam (a2") e (bE") seqiiéncias

convergindo para {a} e {3}, respectivamente. Lembremos que a?" € Ul e B?" € U2
para todo n > 0 e que {a} = limU} e {#} = limU2. Construindo, agora, a seqiiéncia
(ap + bo,c’f,c’f, ...),onde ag+by € U3 e " € U3, para todo n > 1, vemos que ag + by
¢ um representante de o+ 3 e os ¢/ "'s foram escolhidos de forma a representarem « + 3.
Conseqiientemente, a Seqiiéncia (ag + by, 012)2, ... ) converge para {a + f}. Obviamente,
a seqiiéncia (ag + bo, aj + Y, a2 + bé'z, ...) converge para {a} + {(} e temos a seguinte
congruéncia £ = a?" + b?" (mod p), para todo n > 1, ou seja, todos os termos estdo na
mesma classe residual e mais ag + by = {a} + {5} (modp) e ag + by = {a + 5} (mod p),

ou seja, {a+ B} = {a} + {3} (mod p) e dai Sp(a, 3) = a + 8.

Agora mostraremos quem ¢ —a = — {ap} — {1} p — {aa} p? — - -+, o inverso aditivo
de a. Primeiramente, computamos — {a} € 2. Se p ¢ fmpar, entdo o representante
multiplicativo de —1 € k£ é —1 € 2A. A saber, se a, € A ¢ tal que

entao

Conseqilientemente, se p é impar,

—{a} ={-1}{a} = {-a}.
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Entretanto, se p = 2, —1 tem a expansao 2—adica,

1
_1:ﬁ:1+2+22+...+2"+...

Conseqilientemente,
—fa} = (-1 {a} = {a}+{a} 2+ +{a} 2+

O processo para determinar a + b sera por inducao. Assumiremos que a estrutura do anel

residual 2 /p" tenha sido determinada (isto é, que sabemos todas as operagdes do anel 2A

n+1

modulo p™). Determinaremos a estrutura de 2(/p™". Primeiramente, determinaremos a

estrutura de 2/p?.

Sejam

a = {ao} +{a}p
b= {6} +{b}p.

Multiplicando a e b, temos

ab = {aofo} + ({aofi} + {a1fo})p (mod p?). (1.11)

Ja que
{af1} +{a1fo} = {awfi + aufo} (modp, (1.12)

substituindo (1.12) em (1.11), obtemos

ab = {aoBo} + ({01 + a1 })p (mod p*).

Assim, usando a mesma notacdo de (1.10), temos Py(a, b) = aofy e Pi(a,b) = apf +aifo,
ou seja,

ab = {Py(a,b)} + ({Pi(a,b)})p (mod p?). (1.13)

Mas somando a e b, temos

a+b={ao} + Ao} + {ar} + {3 })p. (1.14)

Agora,
{ao} +{Bo} = {ao + o} + {gl(ao7ﬁo)}p (mod p?). (1.15)
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Conseqiientemente, substituindo (1.15) em (1.14), temos

a+b={ay+ B} + {al + 61+ 51(040750)}17 (mod p?), (1.16)

o que mostra que a férmula para a+b serd conhecida, assim que determinarmos S (v, 5o).

Uma vez que k é perfeito, podemos tomar p-ésimas raizes. Entao {aé/p} + {53/])} é

um representante de ozé/ Py 53/ P e daf
{ag”}+ {87} = {a + 8/} (modp),

onde { Vr ﬁl/p} = {ap + (o}, pois k tem caracteristica p. Usando este fato e o Lema

1.35, elevamos ambos os lados a p-ésima poténcia e obtemos

({ad} +{a"})" = {ao+ o} (modp?). (1.17)

Expandindo o lado esquerdo pela féormula binomial, temos

{ao} + {6} + > ( ]; ) {aé””)/pﬁé/p} . (1.18)

. 1A . . . . oA s 1
Colocando p em evidéncia no coeficiente binomial, escrevemos um polinémio em {%/ b }

e VPl com coeficientes inteiros. Substituindo (1.18) em (1.17), obtemos
{60 )
p—1 1 »
{ao} + {60} = {0 + Bo} — Z}—) ( l ) {a(()p_l)/pﬁé/p}p (mod p?). (1.19)
=1

Assim, substituindo (1.19) em (1.15), obtemos

-1
1 _
050;50 Z]_) ( > a(()P l)/Pﬁé/P'

Portanto, concluimos que

p—1
1 _
a+b= {CY() +ﬁ0} + {Oél —l—ﬁl — ZZ_Q ( p ) a[()P l)/pﬁé/p}p(modpz),

=1 [
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ou seja,

a+b={S(a,b)} + {Si(a,b)} p (modp?).

Finalmente, assumimos que sabemos a estrutura de 2[/p"™. Sejam,

a = Z{O{l}pl € Ql/anrl
=0

b= > {B}p € Apt.

1=0

Entao

ab = Z Z {aiﬁj}pl.

1=0 i+j=I

Vimos, anteriormente, que E {a;B;} nos dard uma expansdo p-adica. Para [ > 1,
itj=l

temos que esta expansao so precisa ser determinada até o coeficiente de p"~!, pois no

produto ab, devido ao p' multiplicando Z {aif;}, todos os outros termos da expansao
ij=l

se anulardo, uma vez que estamos multiplicando a e b em A /p"*?

. Como a estrutura de

é\l/ p" é conhecida por hipotese, resulta que a expansao de Z {a;8;} até o coeficiente
i+j=l

de p"~! é conhecida. Para | = 0, temos {apBy}. Assim, a multiplicacio em 2A/p"H!

é
determinada por adi¢ao. Para adi¢ao, temos

n

a+b= Z({%} +{Bi})p' e A/p

1=0

o

Para cada i, temos que {o;} + {3} = Z {Si(ozi,ﬁi)}pi. Assim, para ¢ > 1, a expansao
=0

p-adica de {a;} + {B;} precisa somente ser determinada até o coeficiente de p"~!, uma

vez que todos os outros termos na soma a + b serdo congruentes a zero modulo p™tl.
Lembre-se que estamos somando a e b em 24/p" ™. Por hipotese, sabemos a estrutura de
2A/p", logo a expansao de {;},~, +{0i}>, até o coeficiente de p"~* ¢ conhecida. Note que,
pela hipotese de inducao, conhecemos todos os coeficientes da expansao de {ap} + {60}
até p"~!, portanto, saberemos quem é a + b uma vez que determinarmos o coeficiente
de p™ na expansao de {ap} + {fo}. Agora, como k é perfeito, podemos tomar p"-ésimas

. -n -n L -n -n .. - .
raizes, assim {ozg } + { I } ¢ um representante de af + 4 . Omitindo o indice
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zero, teremos pelo Lema 1.35,

n

{o}+{o})" = ta+8) (modp),

n
—-n

Novamente, estamos usando o fato que {ozp% + 6P = {a + (8}, pois a caracteristica

de k é p. Expandindo o lado esquerdo da tultima congruéncia pela férmula binomial,

{a}+{ﬁ}+p§ ( i ) {at-wgn

Como p divide todos os coeficientes binomiais, podemos colocé-lo em evidéncia, entao

teremos

teremos um poliné6mio em {apfn} e { ﬁpfn} com coeficientes inteiros, ou seja,

{a} + {6} ={a+ 5} — Z_ % ( pl" ) {aklp—”ﬁlp‘”}p (mod p™*+).

Pela hipotese de indugao, determinamos a expansao p-adica do polinémio

DHUBICS!

"=l E assim, finalmente, obtemos na tltima congruéncia acima a

até o coeficiente de p

expansao p-adica de {ap} + {Go} até o coeficiente de p" e isto prova o que desejavamos.m
Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.45. Sejam Ay e Ay anéis de valoriza¢ao discreta completos nao ramificados
de caracteristica zero tendo o mesmo corpo residual k perfeito de caracteristica p > 0.

Entao existe um inico isomorfismo de Ay com AUy induzindo a identidade sobre k.

Demonstracao: Do argumento usado no teorema anterior, a aplicacao dada por

Z{a}lp —>Z{a}2p,

n=0

onde {a}, é o representante multiplicativo de a@ € k no anel é\li, 1 = 1,2, é o Unico

isomorfismo. n
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Na proxima segao, obteremos o sistema de representantes de k£ em 2 quando ambos

tém caracteristica zero.

1.7 Resultados quando 2 e k tém a mesma Caracteris-

tica

Proposicao 1.46. Se o corpo residual k do anel A tem caracteristica zero, entao A

contém um subcorpo isomorfo a k.

Demonstracao: Necessitamos do seguinte lema para fazer a demonstracao.

Lema 1.47 (Lema de Zorn). Seja S um conjunto parcialmente ordenado. Suponha-
mos que cada subconjunto simplesmente ordenado de S tenha um limite superior (limite

inferior) em S. Entao S tem um elemento mdximo (minimo).

Seja ¢ : 2 — k um homomorfismo candnico. Para um inteiro n # 0, ¢(n) # 0 por
hipotese (caracteristica de k é zero) e assim os inteiros nao-nulos sao mergulhados nas
unidades de ﬁ, o qual contém o corpo Q (conjunto dos nimeros racionais). Considere
o conjunto nao-vazio de todos os subcorpos de 2 ordenados pela inclusdao. Aplicando o
Lema 1.47 (Lema de Zorn), obtemos um subcorpo maximal ko de A e ¢(ko) ¢ entdo um

subcorpo de k isomorfo a ky. Temos entao que considerar dois casos.

Caso 1 : k é uma extensao transcendente de ¢(kg), ou seja, existe um 7 € k que nao

satisfaz equagao polinomial com coeficientes em ¢(kyo).

Neste caso temos ¢(£) = 7, para algum & € 2. Por hipétese, todo elemento nao-nulo
da algebra ko[€] gerada por £ sobre kg sdo unidades em QAL, assim o corpo k(&) esta contido

em 2A. Isto é impossivel, pois kg ¢ maximal em A
Caso 2 : k ¢ uma extensdo algébrica de ¢(ko).

Suponhamos que exista um w € k, com w ¢ ¢(ky). Seja

flx) = 2™ 4+ ¢(byp-1)a™ ' + - + ¢(bo),
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o polindomio minimal de w sobre ¢(kg). J& que k tem caracteristica zero, teremos
0 f(w) =mw™ !+ (m— Dp(bp1)w™ 4 -+ ¢ (by).

Considere o polinémio
flx) = a™ + byqa™ ' 4 4 by,

com coeficientes em k. Pelo Lema 1.41 (Lema de Hensel I), este polinomio tem uma raiz
a € U tal que ¢(a) = w. Como f & irredutivel, f também é, assim kg(a) é um subcorpo

de 2. Isto nos leva a uma contradicao, devido a ky ser maximal em 2.

Assim, mostramos que ¢(ky) = k. "

Observagao 1.48. A conclusao da Proposicao 1.46 é valida para cada Anel de Valorizacao
Discreta Completo 2A cujo corpo residual tem a mesma caracteristica de §l, mas a prova

para caracteristica p exige grande técnica (ver Teorema 27, p. 304 de [19]).

Corolario 1.49. Se o corpo residual k do anel 2 tem a mesma caracteristica de 551, entao

A ¢ isomorfo ao anel das séries de poténcias formais k[[z]].

Demonstracao: Pela observacgao acima e pela Proposicao 1.46, tomamos k& C 2. Seja

um parametro uniformizador. Entao A contém o anel k[r], gerado por 7 sobre A. Se
f(m)=a,m" + -+ a1 + ay,

¢ um polindmio em 7 com coeficientes em k e a, # 0, entdo v(f(7)) < n, mais ainda,
f(m) # 0. Assim, k[r] é isomorfo ao anel dos polinémios k[z| por um isomorfismo deixando
k fixo e mandando 7 em x. Como 2A é completo, este isomorfismo pode ser estendido a

um isomorfismo de 2 em k[[z]]. .

Observagao 1.50. Como cada elemento de k[[x]] é associado a uma série infinita, esta
claro que k[[x]] é completo. De fato, a representacao (1.7) pode sugerir que, a menos de
isomorfismo, o tinico Anel de Valorizacao Discreta Completo com corpo residual k seja o
anel k[[z]], o que é um fato verdadeiro quando k tem caracteristica zero (ver Corolario
1.49), mas se a caracteristica de k nao for zero isto nao acontece. Como veremos na

proxima segao.
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1.8 Uma Construgao de Z,

Um fato interessante é que embora a série (1.7) pareca ser uma série de poténcias, ela
nao necessariamente soma e multiplica simplesmente como séries de poténcias, o exemplo

seguinte ilustra bem isso.

Exemplo 1.51. Seja p um nimero primo. Defina a valorizacao v sobre o anel Z dos inteiros
por v(a) = n, se p" é a maior poténcia de p dividindo a. Se v(a) = n,v(b) = m, entdo
claramente p"™™ & maior poténcia de p dividindo a - b, portanto, vale (i) do Lema 1.4.
Se n < m, entao obviamente a maior poténcia de p dividindo a + b é p", ao passo que
se n = m, entao p" é possivelmente a maior poténcia de p que divide a + b, assim a

propriedade (ii) do Lema 1.4 se verifica.

Ja a propriedade (ii7) do lema 1.4 nédo se verifica, assim devemos trabalhar em um
anel de certa forma maior que Z, ou seja, um anel que contenha Z e que seja Anel de
Valorizacao. Vejamos entao como sera esse anel. Primeiramente, tomamos inteiros b
tal que v(b) = 0 (ou seja, inteiros b tais que p nao os divide) e assim o anel R seré
constituido de todos os nimeros racionais da forma a/b, onde p nao divide b, definimos
a valorizacao de tais ntimeros como sendo a valorizagao do numerador. E assim é obvio
que se v(a/b) = 0 entdo a/b ¢ uma unidade em R, isto €, a/b tem inverso em R, ou seja,
a propriedade (i7i) do Lema 1.4 é verificada. E concluimos entao que R é um Anel de
Valorizagao Discreta, este serd chamado de “anel dos racionais p-inteiros”. Este anel tem

um parametro uniformizador candnico, o primo p.

Fazendo alguns calculos, podemos ver que
R, = Z/p"",
o anel dos inteiros modulo p™"*!. Como representantes de
k=1Z/p,

podemos, portanto, tomar os inteiros 0,1,...,p — 1. Assim, os elementos do completa-

mento sao representados pelas séries infinitas

ap+ ap+ agp* + -+ app” + - -,
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onde 0 < a, < p,Vn € N. Este completamento denotaremos por Z, e chamaremos de
anel dos inteiros p-adicos. Ele foi descoberto por K. Hensel no final do século dezenove.
Como Z C Z,,Z, tem caracteristica zero, enquanto que seu corpo residual Z/p = k tem
caracteristica p. Conseqiientemente, Z, 2 k[[z]]. De fato, se tomarmos dois inteiros
positivos ordenados e expressé-los por suas expansoes(finitas) p-adicas, esta claro que nao

se somam e multiplicam as expansoes como séries de poténcias formais.

Os resultados deste capitulo serao destacados no préoximo Capitulo quando construir-
mos o anel dos vetores de Witt, denotado por W (A), onde A é um anel comutativo com
unidade. Posteriormente, definiremos W (k), onde k& é um corpo perfeito de caracteristica

p > 0 e, mostraremos que ele é um anel de valorizacao discreta completo.
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Capitulo 2

O Anel dos Vetores de Witt e o
Problema de Waring

Neste capitulo faremos uma construgao do Anel dos Vetores de Witt, que é de-
vida a Ernst Witt (1936). Este é um exemplo de anel de valorizagao discreta completo
nao ramificado. Faremos duas abordagens, na primeira exigiremos apenas que k seja
um anel comutativo com unidade, depois trabalharemos com k£ como corpo perfeito de

caracteristica p. No final do capitulo, aplicaremos o problema de Waring para W (k).

2.1 O Anel dos Vetores de Witt com Coeficientes em

um Anel Comutativo com Unidade

Fixando um nimero primo p, para cada inteiro positivo n, escrevemos

on(T) = Z dxf(2§d, onde I(d) = log,d e T = (z1,T3,...).

dlp™
Para simplificar a notagao, usaremos ¢,, = ¢, (7).

Estes polinémios serao chamados as componentes secundarias de 7 = (1,9, ... ).
A seqiiéncia de componentes secundarias determina T unicamente, uma vez que podemos
mostrar por indugao que x, ¢ um polindmio com coeficientes racionais nas componentes

secundéarias. Escrevendo de uma forma melhor, temos
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(bn(anxla e wxn) = x}g” +px€n71 + +pnxn7 Vn=>0. (21)

Note que ¢n (o, 1, ..., o) = 2F +pa?  +-- 4 prax, € Zlxo, ..., 2]

Observagao 2.1. Temos as seguintes propriedades para ¢; :

(@) Po = Tg

(77) Valem as seguintes formulas de recorréncia:

1+1 n+1

Gni1(To, -y Tn) =ah A pah A+ AP ap =2l 4 poa(rr, . Tag) (2.2)

n—+1 n n n
i1 (Tos -y Tpg1) = b Fprh 4" = (@b, 2R) F " e (2.3)

No que segue, considere A um anel comutativo com unidade e Ny = {0,1,2,...}.

Proposigao 2.2. Sejam s € N, n € Ny e ag,...,a,,by,...,b, € A. Sea; =b; (modp®A),

para it =0,1,2,...,n, entao

bi(ag, ..., a;) = ¢i(bo, ..., b;) (modp T A), i=0,1,...,n.

Demonstragao: Pelo Lema 1.35, para t € {0,1,...,n}, temos que :

prap = p ), (mod p*ttA)
pla; = p'b, (mod p*t*A).

Somando ambos os lados, temos

o(ag, - - -, a) = Py(bo, ..., by) (mod pstA).

Seja AN o conjunto de todas as seqiiéncias ¥ = (,)nen, cOm z, € A, para todo

n € Ny. Usando a interpretagao obvia de ¢,(z), defina a aplicagdo,

(b:gbA:ANO —>AN07
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por ¢(Z) = (¢n(Z))nen,; ou seja,
2
¢($07 cee axn) = (¢07¢17¢27 s ) = ($07$8 +p$1,x€ +p$€ +p2x27 cee )

E assim, podemos enunciar e provar a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3. Suponha que p nao seja um divisor do zero em A e suponha que A tenha
um endomorfismo o, com o(a) = a? (modpA), para todo a € A. Entio ¢ : AN — ANo

¢ injetiva, com imagem constituida pelas seqiéncias (b,) para as quais :

o(bn) = bpy1 (modp™™ A), para todo n € N. (2.4)

Demonstragao: A recorréncia para ¢; mostra que b = ¢(a) se, e somente se, by = ag, e

by = Gn_1(ab,...,ak_|)+pta,, ¥ n>1,ouseja, b, = ¢,(ag,...,a,).

Assim, se p nao ¢é divisor do zero em A, tomemos duas seqiiéncias (x,),(y,) e supo-

nhamos ¢(x,,) = ¢(y,). Assim, temos
Zo = Yo = T5=1Y5
o+ pr1 = Y5 + pyn = 11 =y

an(ffo, ce ,l’n) = ¢n<y07 cee 7?/71) = Tp = Yn-

Para provar a relagao (2.4), sejam a € AN e b = ¢(a). Como o(a;) = a; (modpA), a

Proposicao 2.2 mostra que

0(bp_1) = 0(pn_1(ag,...,an_1)) = pn_1(c(ag),...,0(a,_1))
o(bp_1) = ¢p_1(ab, ..., al ;) (mod p™A).

) n—1

Como p"a =0 (mod p™A), a formula de recorréncia (2.3) para ¢; mostra que

0(bp_1) = ¢nlag,...,a,) (modp™A),

ou seja,
0(bp—1) = b, (modp™A).

De posse de todos estes resultados, podemos enunciar o teorema que é sem duvida o
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mais importante deste capitulo, pois ele nos daré a ferramenta para somarmos e multipli-

carmos elementos do Anel dos Vetores de Witt que sera definido mais a frente.

Teorema 2.4. Considere o anel D = Z[xg, ..., ZTp,- . Yoy -3 Yn,---] de polinémios em
vdrias varidveis enumerdveis, e escreva T = (1), = (yn) elementos de D™°. Suponha
que [ € Z|X, Y] seja um polinémio em duas varidveis. Entao eziste uma unica seqiéncia

1/_)f - ((wf>n)n€No S DNO; tal que (an(l/;f) eDe

ép(¥s) = f(¢p(7). on (7)),

15to €,

(bn((wf)()? ceey (djf)n) = f((ﬁn(i% ¢n(g))7 vV n e Np.

Demonstracao:  Note primeiramente que p nao é divisor de zero em D. Considere o

endomorfismo ¢ : D — D dado por:

0(g(Toy s Ty e Y0y e ey Yny o)) =glah, ool b YR ),

ou seja, 0(z) = 2, para z € Z e o(v;) = xj, o(y;) = y;, para j € No. Assim o(a) =
a? (mod pD) para todo a € D, ou seja, estamos com as hipoteses da Proposi¢ao 2.3

satisfeitas para o anel D. Usando a féormula de recorréncia (2.3) de ¢, obtemos

U(f(¢n(j)7 qbn(g)) = f(¢n(q_;p), an(?jp)) = f(¢n+1(1_7), ¢n+1<y>) (mOdpn+1D)‘

Pela Proposicao 2.3 temos o(b,) = b,41 (mod p"*' D), onde b, = ¢,(a) ou b = ¢(a).

Logo, para o caso acima, b, = f(¢,(Z),p,(y)) e para ela existe uma tunica seqiiéncia

Yp = ((wf)n)neNo tal que ¢n((¢f)0, Cee (wf)n) = by, n

Ezemplo 2.5. Seja f(X,Y) = X +Y. Determine (¢5)o € (¢f)1 tais que ¢1((¢f)o, (¥f)1) =
f(@1(xo, 21), 1Yo, y1))-

Solu¢ao: Sabemos que

do((¥5)o) = (¥r)o = f(Po(w0), Po(y0)) = f(w0,%0) = (¥5)o = o + Yo-
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Procedendo da mesma forma e usando o resultado obtido acima, temos

o1((Vr)os (Wp)1) = ((Wr)o)? +p(¥p)1 = f(P1(z0, 1), ¢1(Yo, Y1)
p(p)1 = f(azh+px,yo +pyr) — (To + vo)?
(W =

$p p__ .
Ui = w1+ + W
—
Dy i pi
W = x1+y1—§z<i>%y€ :
i=1
Analogamente, obtemos
PP wh+yh—(zo+y0)” \ P ) )
$1+y1—<931+y1+—> $p+p_x+ 2
(wf)Q = T2+ Yo + p + 0 Yo ( 0 yo) .
p p?

Ezemplo 2.6. Seja f(X,Y) = XY. Determine (¢5)o e (¢5)1, tal que ¢1((¥5)o, (¥y)1) =
f(o1(zo, 1), ¢1(Yo, y1))-

Solugao: Sabemos que

¢0((¢f)0) = Wf)o = f(¢0(950>¢0(y0)) = f(-%o,yo) = Wf)o = ToYo-

Procedendo da mesma forma e usando o resultado obtido acima, temos

o1((Wr)o, (p)1) = ((¥p)o)” +p(Wp)r = [(P1(wo, 21), 1 (Yo, y1))
(v = f(xg+pry,yo +pyr) — (Zoyo)?

p(bp)r = (oyo)? + p(xoyr + yor1 + p(z1y1)) — (T0yo)?
(Wi = xoyr + yprr + plaays).

Analogamente, obtemos

2 2
(Pf)e = zh Y2 + o xo + (x1y1)? + p(afys + Yy re + p(a2y2)) +
2 2
zo yy + o o — (2gyr + yorr + p(xay))P
p

+

Observagao 2.7. Note que todas as (1f);’s encontradas, nos dois exemplos, possuem coe-
ficientes inteiros, para todo i € Ny. Elas também nos dao as trés primeiras coordenadas
do vetor resultante da soma e multiplicagao, respectivamente, de dois vetores no anel que

definiremos abaixo.
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Sejam (So, ..., Sn,---), (Poy.-.yPoy...) e (Lo, ..., I,,...) as seqiiéncias de polinémios
em D = Zlxg,...,Tny o Yoy Yn,--.] do Teorema 2.4, correspondentes a f(X,Y) =
X+Y, f(X,)Y) = XY e f(X,Y) = —X, respectivamente. Definiremos o Anel dos
Vetores de Witt abaixo, cuja soma, produto e inverso aditivo sao dados pelas aplicagoes

S;’s, P’s e I;’s, respectivamente.
) )

Definigao 2.8. Para um anel comutativo com unidade A, os vetores de Witt com coe-
ficientes em A, denotado por W (A), é o conjunto AN com as operagdes soma de Witt e
multiplicacdo de Witt, ou seja, W (A) = (AN, + ), dadas por

a+b=(S(a,b),...,S.(ab),...)
a-b=(Pa,b),...,P.(a,b),...).

Obviamente, temos uma relacao destes S;’s com os S;’s encontrados no Teorema 1.44
quando A for um corpo perfeito de caracteristica p. Isso sera provado, quando obtivermos

a expansao p-adica de um vetor de Witt nestas circunstancias.

Pelo Teorema 2.4 valem as seguintes relagoes :

$n(S0(a, ), S1(a,0), ..., 8,u(a,0)) = ¢n(a) + du(D) (2.5)
¢7’L<P0(d7b)apl a’yb ) '7Pn(d7b ) - gbn(a) Cbn(d)
Vejamos como obter o vetor de Witt —z.
Ezemplo 2.9. Claramente temos (—x)y = —xo. Seja § = —Z. Sabemos que yy = —xo.
Como ¢1(y) = —¢1(Z), temos, usando (2.1),
(—z0)” + py1 = —af — pz1.
Se p é impar, podemos cancelar —zf na equagao acima, obtendo y; = —xy. Se p = 2,

entretanto, escrevemos

ZB%—{-le = —a:g —2x1 = Y1 = —:1:(2) — 2.
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Usando o fato que —1 =1 (mod 2), obtemos finalmente

—r1 , sepF2
(~2)1 = { 2 (2.6)
T +ay , sep=2
De forma anéloga, obtemos
—Ty , sepF2
(—.T)Q - 2 4 (27)
Tixo+ w2+ 27 +1H , sep=2

De fato, temos que

(—x), = —x,, para todo n € Ny,
quando p é impar, mas para p = 2 a férmula para (—x),, é mais complicada.

Para um vetor particular x = (2,0, ... ), podemos ver, usando as férmulas (2.6), (2.7)

e as que seguem delas, que

_ 2 4 on
— = (T, TG, Ty -+ - TG 5+ - ),

obviamente, quando p = 2.

Observagao 2.10. W(A) é um anel comutativo com unidade, a saber 1 = (1,0,...), o
elemento neutro da soma é 0 = (0,0,...) e o inverso aditivo foi encontrado no exemplo

acima.

2.2 0O Anel dos Vetores de Witt com Coeficientes em

um Corpo Perfeito de Caracteristica p

Considere k um corpo perfeito de caracteristica p.

Definicao 2.11. O anel W (k) dos vetores de Witt com coeficientes em k, consiste de

todos os vetores infinitos
T = (vo,21,...), T €k, Vi€ Ny.

com as soma e multiplicacao de Witt da Defini¢ao 2.8.

38



Capitulo 2. O Anel dos Vetores de Witt e o Problema de Waring

Observagio 2.12. No desenvolvimento desta definicao, usamos o Teorema 2.4 e a Ob-
servacao 2.7, pois os coeficientes dos polinémios, dando a soma e a multiplicacao, sao

significativos modulo p, somente porque eles sao inteiros.

Observacao 2.13. Uma propriedade dos polinomios de Witt que é importante para certas

aplicagoes, é expressa pelas seguintes formulas :

(Z) Sn(fag) = Tn +yn + Mn(%, vy Tp—1,Y0y - - - 7yn—l)
(Zl) Pn(i'7g) = 178 Yn +yg T, + Nn(ZE07. <oy n—1,Y0, - - - 7yn—1)a

onde M,, e N, sdo polinémios nao envolvendo z, e y, (lembre-se que estamos analisando
os coeficientes de S,, ¢ P, modulo p). Obviamente as relagoes (2.5) continuam valendo

para estes S,’s e P,’s.

Definiremos agora dois importantes operadores sobre os vetores de Witt.

Definigao 2.14. Se © = (xg,...,%y,...) € um vetor de Witt, definimos a aplicagao
V:W(k) — W(k) por
V(IZ’) = (0,1’0, ey L1y .- - )

Definigao 2.15. Se © = (xg,...,%y,,...) ¢ um vetor de Witt, definimos a aplicagao
F:W(k) — W(k) por
F(z) = (zf,...,20,...).

yno

Claramente temos VF = FV.

Usando as formulas de recorréncias (2.2) e (2.3), obtemos

On(V(Z)) = pdn-1(2)
an(q_:) = (bnfl(F(i‘)) +p iy,

para todo n > 1.

Proposicao 2.16. Seja k um corpo perfeito de caracteristica p. Entao o operador V é
um endomorfismo aditivo de W (k) e o operador F (Frobenius) é um automorfismo do
anel W (k). Além do mais,

pT = p(zo,...,Tn,...) =V(F(Z)) = (0,25,...,22,...), para todo T € W (k).

? n’
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Demonstragao: A aplicacao V é aditiva. De fato, tome z,y € W(k), assim temos

V(i‘—i—g):V(So,Sl,...,Sn,...):(O,SO,Sl,...,Sn,l,...)
V(i’ :(07270,...,1‘”_1,...):&
V(g :<O,y0,...,yn_1,...):l_)

- 1p_1 D ) )
d+b:(0;$o+yo7$1+y1—2—jz ( ; )%yg_za---)

i=1

—f—l_):(O,SQ,Sl,...)
Conseqlientemente,

V(Zz+g)=V(Z)+ V(p).

Que F' é multiplicativa e aditiva, segue do fato que os polindmios de Witt P tém

coeficientes no corpo primo moédulo p, dai eles satisfazem

P(xb, ... 208, . yP) = P(xo, .oy 05 Yoy - - - Yn )

A aplicagao F é certamente bijetiva, pois por hipdtese k é perfeito o que resulta no

automorfismo x — 2P, concluindo que k = kP (ver Teorema 1.32).

Agora provaremos a parte final da proposicao. Seja y o vetor obtido pela soma de

Witt de z a si mesmo, p vezes.

Queremos mostrar que
Yn = (V(F(Z))), (modp), para todo n € Ny,

ou seja, mostrar que o vetor de Witt y tem zero na primeira coordenada e 2P, n > 0,

modulo p nas outras coordenadas. Por (2.5), temos

&n(y) = pdn(Z), para todo n € Ny.

Para n = 0, temos

Yo = pro = Yo = 0 (modp).

40



Capitulo 2. O Anel dos Vetores de Witt e o Problema de Waring

Para n > 1, usando as identidades (2.8), obtemos

o1 (F(9) +0"Yn = ¢u(y)
= PPu(T)
Pn+1(V(Z)) (2.9)
= ou(F(V(2))) +p"" M (V(2))nta
= Gu1(F(F(V(2)))) +p"(F(V(2))n + 2" (V(Z))nt1-

Por hipotese de indugao, temos
y; = (F(V(Z))); (modp), para todo i < n,
e elevando a p-ésima poténcia, obtemos pelo lema 1.35
(F())i = (F(F(V(2)))); (modp®), para todo i < n.
Usando a Proposicao 2.2, esta congruéncia resulta em
Sn-1(F(§)) = ¢na(F(F(V(2)))) (modp™*).
Substituindo isso na igualdade (2.9), temos
P"yn = p"(F(V(2)))n (modp™*),
e dai, dividindo por p", obtemos
yn = (F(V(Z)))n (modp),

que é a congruéncia desejada. "

Corolario 2.17. O anel W (k) tem caracteristica zero e seu anel residual modulo p €

canonicamente isomorfo a k.

Demonstracao: Para cada n € N, temos
p"(1,0,0,...) = (VF)*(1,0,0,...) = (0,0,...,1,0,...),

onde (V F)™ representa a aplicagao (V' F') aplicada n vezes. Obviamente, temos p"(1,0,0,...)

# 0. A Proposicao 2.16 implica que o ideal gerado por p, consiste dos vetores T com
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zo = 0, ou seja, pW (k) = {(0,zf,2%,...);2; € k} = {(0,21,22,...);2; € k}. A segunda
igualdade pode ser escrita devido a k ser perfeito, pois podemos fazer a seguinte mudanca

de variaveis = — z; e, sem perda de generalidade, fazemos j =i + 1.

Conseqiientemente, o anel residual médulo p é isomorfo a &k pelo isomorfismo induzido
do homomorfismo z — =z, ou seja, W(k)/I = {zo+ I;z9 € k} = k, onde [ = pW (k).

Segue que W (k) deve ter caracteristica zero. n

Observagoes 2.18.

(¢) Agora definiremos a valoriza¢ao v sobre W(k), por v(Z) = n, com a condi¢do que
x, # 0, e z; = 0, para todo ¢ < n. Equivalentemente, v(Z) = n fornecido de modo que
T = up”, onde p" = p"(1,0,...) e ug # 0. O produto up™ é dado pelo produto de Witt
da Definicao 2.8. Ja que p gera um ideal maximal em W (k) (Corolario 2.17), u é uma
unidade em W (k). Segue que W (k) é um anel de valorizagao discreta com valoriza¢ao

v. Como p = 1-p, com p = p(1,0,...) temos que v(p) = 1, ou seja, W (k) é nao ramificado.

(17) O anel residual de W (k) modulo p” ¢ canonicamente isomorfo ao anel W, (k), obtido
por truncamento de todos os vetores de Witt apds a n-ésima coordenada, ou seja, um ve-
tor a = (ag, ai,...,a,_1) pertence a W, (k), (W, (k) = W(k)/p™). Vemos que Wi(k) = k

e usando o mesmo raciocinio da Secao 1.3 do Capitulo 1, temos um isomorfismo candénico
W (k) = lim W, (k), (2.10)
e dai W (k) é completo.

Podemos resumir nossos resultados, enunciando o seguinte teorema.

Teorema 2.19. Seja k um corpo perfeito de caracteristica p. Entio W (k) € um anel de

valorizacao discreta completo nao ramificado de caracteristica zero, com corpo residual k.

No Capitulo 1 vimos que a partir de um anel de valorizagao discreta completo QAI,
facilmente encontramos k = 5[/ A A pergunta que surge naturalmente é: se temos um
corpo k, como obteremos um 2 de modo que k seja seu corpo residual 7 A resposta foi

dada por Witt com a construc¢ao de W (k), como vimos.

Para concluir nossa discussao, exibiremos a expansao p-addica de um vetor de Witt

e faremos um exemplo. Primeiramente, note que o representante multiplicativo {a} de
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a € k em W(k) é o vetor de Witt («,0,...). Assim, usando o produto de Witt, temos

{a}p(1,0,...) = (0,a”,0,...)
{a}p*(1,0,...) = (0,0,a”",0,...)

—~
Q
—

3
3
—~
—_
=
N—

Il
—~
“O
\.O

o
S]
\.O
N~—

pela Proposicao 2.16, e isto pode ser feito para qualquer n € N. Pode-se, entao mostrar,
usando a definicao de soma de Witt, que a expansao p-adica de um vetor de Witt z =

(o, 1, ...) é dada por

onde p™ representa p™(1,0,...) e {a:p

Como 7 = Z {xﬁ_n } pley = Z {yﬁ_n } p", usaremos o Teorema 1.44 para obtermos
n=0
T+ 7. Assim,

So(Z,Y) = w0 + Yo
_ 1 1 1p71 p —1.p—l N
SiEg) =t +f —=) («h ) h )
P\ I
Quando escrevemos T + ¢ na forma vetorial, obtemos
T+ 7= (So(z,7),S1(Z,9), ..., Su(Z,9)"",...).

Mas os polinémios S;’s tém coeficientes no corpo primo modulo p. Logo

T+7=(So(z,7), S (2", "), ..., Su(@" ,57"),...).

Assim,

So(Z,9) = w0 + Yo

o 15~ p _
e (R

=1

Sn(ZP", 7" = S,(Z, 7).

Note que esta é a relacao dos S;’s da Definicao 2.8 com os S;’s do Teorema 1.44. Existe
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também uma relacdo para os P;’s da Definicio 2.8 com os P;’s do Teorema 1.44, como

Veremos a seguir.

Se 7 — Z {;I;f;”}pn ey = Z {yﬁfn}p”, entao usando o Teorema 1.44, temos
n=0 n=0

— —1 -1
Py(7,9) = zoyo € PA(T,9) = zoyy  + 27 wo.
Assim a expansao p-adica de zy é

zy={Ph@ 9} +{PA@y}p+ -

e na forma vetorial, temos

Ty = (Po(ZL‘,g), Pl(fw g)p’ s )
Usando o fato que os polinémios P;’s tém coeficientes no corpo primo moédulo p, temos

Py(7,9) = woyo = Po(7,7)
Py(z7,57) = aby, + ybay = Py(Z,7).

De uma forma geral, temos

2.2.1 Um Exemplo Ilustrativo

Agora veremos um exemplo para ilustrar toda a teoria até aqui definida.

Exemplo 2.20. Seja k =F,. Entao W, (F,) = Z/p"Z e, conseqiientemente,

o anel dos inteiros p-adicos.

Solugdo: Seja a = (ag, a1, ... an—1) € Wy(F,), a; € F,. Sabemos que o representante
multiplicativo {afﬂ} de a; € F, em W,(F,) ¢ o vetor de Witt (a’ ,0,...,0) (isto ¢
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possivel porque F, é perfeito de caracteristica p). Logo

1

al  +p(1,0,...) = (0,a1,0,...,0)
@ L p(1,0,...) = (0,0,as,0,...,0),

pela Proposicao 2.16. Assim, usando a soma de Witt, temos que a expansao p-adica de

um vetor a € W, (F,), é dada por

[y

n—

a= Z {af_i}pi.
i=0
Agora, considere a aplicagao f : W, (F,) — F, de classe residual. Existe um tnico sub-
conjunto B C W,,(FF,) tal que f|5 ¢ bijetiva. Note que B* é o grupo de todas (p—1)-ésimas
raizes da unidade em Z,, obtidas no Exemplo 1.42. Podemos tomar B = {0,1,...,p — 1}.
Agora, se considerarmos {-} : F, — W, (F,) um sistema de representantes multiplica-

tivos, pelo Teorema 1.40, temos

f{z}) = =, paratodoz €F,

{zy} = {z}{y}, paratodos z,y € F,
{F,} = B.

Assim, cada elemento a de W,,(F,) pode ser escrito unicamente como

onde b; = {af_i} € B. E esse ¢ um tipico elemento de Z/p"Z. Assim, temos um
isomorfismo W, (F,) = Z/p"Z, onde a soma e o produto sio dados pelos S;’s e P’s do

Teorema 1.44. Logo, do Exemplo 1.28 e do isomorfismo (2.10) concluimos que,

Observagao 2.21. Poderiamos ter aplicado o Teorema 1.45 e ter concluido diretamente
que W(F,) = Z,.

Comegaremos uma segao onde discutiremos o problema de Waring para W (k). Para

Z,, o problema tem sido muito estudado, veja [2| e as referéncias que seguem.
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2.3 Alguns Resultados para W (k)

Suponhamos que k ¢ algébrico sobre F,. Pelas Observagoes 2.18, sabemos que W (k)
¢ um anel de valorizagao discreta completo nao ramificado e assim este pode ser visto,
a menos de isomorfismo, como a Unica extensao completa nao ramificada de Z,, pelo

Teorema 1.45.

Considere K o corpo de fragoes de W (k), ou seja, W (k) = {a € K;|a|, < 1}. Assim,
temos Q, C K, onde Q, ¢ o corpo de fragoes de Z,, chamado corpo dos nimeros p-adicos.
Como W (k) é nao ramificado, temos que [k : F,] = [K : Q,]. Nesta se¢do, provaremos
alguns resultados para W (k) que serdo muito importantes na aplicagao do problema de

Waring para este conjunto.

No Capitulo 1, enunciamos o Lema 1.41 (Lema de Hensel I) para um anel de valorizagao
discreta completo 2 qualquer. Agora, enunciaremos e o provaremos para A = W(k), a
prova do caso geral é essencialmente a mesma. Para diferenciar do caso geral, chamaremos

este de Lema de Hensel II.

Lema 2.22 (Lema de Hensel II). Considere o polinomio f(x) € W(k)[z]| e suponha

que eziste ag € W (k) satisfazendo

[f(ao)| < |f (a0)?l, (2.11)

onde |- | =|-|,. Entao existe a € W(k) tal que f(a) = 0.

Demonstragao: Sejam f;(x) (j =1,2,...) definidos de acordo com a expansao finita do

polinémio f(z) em z + y:

fl+y) = f@)+ Ay + L)y + - (2.12)
onde x,y sao variaveis independentes. Entao de (2.12) temos,

flz+y) — flz) = fi(z) = f/(a;) (2.13)

lim
y—0 Yy

Seja by = — f(ag) f1(ap) ™. Segue de (2.11) e (2.13) que

(ol = | £ (ao)l| f1(ao)| ™" < |fi(ao)[*| frlao)| ™" = | fa(ao)| < 1. (2.14)
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Portanto by € W (k) e satisfaz a igualdade
f(ao) + bofi(ag) = 0.
Calculando f(ag + by) em (2.12) obtemos
flao +bo) = flao) + fi(ao)bo + falao)bg + - = falao)b + fs(ao)b + - -
Por (ii) de (1.2) temos,
|f(ao + bo)| < maz|f;(ao)ip| (7> 2).

Agora fj(ag) € W(k), portanto, |f;(ap)| <1 e assim,

|f(6lo)|2
|f1(ao)|2'

|/ (a0 + bo)| < mazlbo|’ < |bg] =
Utilizando (2.11) obtemos

|f (a0 + bo)| < [f(ao)| < |f1(ao)]-

Podemos supor, assim como antes, que

filz+y) = fi(z) + fu(@)y + fio(@)y? +- -

onde fi(z), f1j(x) € W(k)[z], (j > 1). Utilizando (2.11) e (2.14) concluimos que

| f1(ao + bo) — filao)| < maz|fij(ao)bh| < |bo| < |fi(ao)l-

Portanto, temos a seguinte desigualdade:

| fi(ao + bo) — fi(ao)| < [fi(ao)l.

Da desigualdade anterior, obtemos

| fi(ao+bo)| = | fi(ao+bo)— fi(ao)+fi(ao)| = max {|fi(ao + bo) — fi(ao)l,|fi(ao)} = |fi(ao)l,

47



Capitulo 2. O Anel dos Vetores de Witt e o Problema de Waring

ou seja, ¢ valida a seguinte identidade

| fi(ao + bo)| = | f1(ao)|-

Fazendo a; = ag + by, temos

| fla1)] < |f(aol < |fi(ao)]* = | fi(a)] = ‘fl(al)‘Qv

ou ainda,

[f(a)] < If (@)

Essa ultima desigualdade prova que a; satisfaz a condi¢ao (2.12). Repetindo o processo

recursivamente obtemos uma seqiiéncia a, = a,,_1 + b,_1 tal que para todo n € N tém-se

_ ) [ f(an)l?

@)l = 1falao)l. flan) +bufilan) = 0. |flann)l <] = 177%5 = 17 05

Utilizando a condi¢ao (2.12) para a,, temos

|f(an)] < | fi(an]® = f1(a0)|*.
|/ (an)]

Portanto, ————= < 1 e assim

|/1(a0)[?
|f(ans1)| < |f(an|, para todo n € Ny.

Isso prova que a seqiiéncia real |f(a,)| é decrescente. Como 0 < |f(a,)| < 1, temos que

|f(a,)| — 0 em R e assim f(a,) — 0 em W (k). Por outro lado, temos

_ | f(an)] _ | f(an)]
|fi(an)] | fi(ao)]

— 0.

|ni1 — an| = [y

Portanto, (a,)n,>0 ¢ uma seqiiéncia de Cauchy e como W (k) é completo existe a € W (k)

tal que a,, — a, o que implica em f(a) = 0. .

Lema 2.23. Suponha que F(T) = F(t1,...,ts) é um polindmio em s varidveis com
coeficientes em W (k) e que a € W(k)® satisfaca a desigualdade

2

oF
, para algum i € {1,... s},

Flol <[5 @

onde |- | =|-|,. Entao existe a* € W(k)® tal que F(a*) = 0.
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Demonstragao: Suponha que a = (ay,...,as) e considere g;(t) € W (k)[t] definido por
gl<t) = F((Il, c. ,ai_l,t, Ait1y- - - ,&8).

Por hipoétese, temos

lgiai)| < lg;(ai)]*.

Pelo lema anterior, concluimos que existe af € W (k) tal que g;(af) = 0, ou seja, se

*

a* = (ay,...,a;_1,af,a;41,...,as), entdo F(a*) = 0. n

2.4 O Problema de Waring para W (k)

Definicao 2.24. Seja R um anel comutativo com unidade. Para um inteiro n > 1
definimos gmw(n) como o menor inteiro s para o qual cada elemento de R é a uma soma

de s n-ésimas poténcias de elementos de ‘R, se tal inteiro existir, ou oo caso contrario.

O problema de Waring para JR consiste em decidir se gn(n) é finito e estimé-lo, para

todo n € N. No que segue, faremos uma anélise deste problema em W (k).

Teorema 2.25. Seja n € N tal que n = p'd, com mde(p,d) = 1. Sea =z} + -+ +

2t+1)

x? (modp , T1,...,xs € W(k) e algum x; € uma unidade, entao existem yy,...,ys €

W(k) coma =y} + - +yl

Demonstra¢ao:  Por hipotese, temos que X = (z1,...,z,) € W(k)® satisfaz a = =] +
-+ + 2%(mod p**1). Defina

F(T):F(tl,...,ts) :t?+'-'—I—t?_l—i—t?—l—t?_i_l—{—'-'—l—tz—a.
Assim, temos F(X) = 0(modp*™!), onde t; = z; é uma unidade em W(k), ou seja,

z; € UW(k)). Logo |F(X)|, < & onde 0 < ¢ < 1. Por outro lado, temos

2

OF ., OF OF

X) = naf X)= dp’ X)| =¢*.
S (X) = na ™t SE00 = 0 modf) = | G| =
oF , . |? ,
Logo, temos |F (X)), < g(X) e pelo Lema 2.23 existem xy,...,z},..., 2, € W(k),
‘ P

tais que F(xq,...,2},...,25) = 0, ou seja, yf + -+ +yl +--- + y! = a, onde y; = x;,
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. .
para todo j # i, e y; = x}. u
No que segue, vamos assumir n como no Teorema 2.25.

Corolario 2.26. Se a € uma unidade, entao para qualquer representacao a = x} + -+ - +
z" (mod p* 1) algum x; serd uma unidade, e mais, cada unidade em W (k) é a soma de, no
mdzimo, gw,)(n) n-ésimas poténcias, onde W,(k) = W (k)/p'W (k) € o anel dos vetores
truncados de Witt.

Demonstragdo: Se a é uma unidade, entao na representagao a = 7 +- - - + 2" (mod p? 1)
algum dos z;’s serd uma unidade. De fato, se nenhum dos z;’s for uma unidade entao
teremos que a nao é uma unidade, ou seja, uma contradicao. Assim, pelo Teorema 2.25
temos que existem vy, ..., ys € W (k) tais que a = y' +- - - +y” e, se olharmos para os y;’s
em W;(k) vemos que a sera escrito como s ou menos n-ésimas poténcias, ou seja, cada

unidade de W (k) é soma de, no maximo, gw,)(n) n-ésimas poténcias. u

Corolario 2.27. Se a nao ¢ uma unidade, entao a — 1 € uma unidade e € uma soma de,

no mdaximo, gw,x)(n) n-ésimas poténcias.

Demonstragdo:  Seja a = 27 + -+ + 2%(mod p**!), onde zy,...,x, € W(k), tal que
a nao seja uma unidade em W (k). Suponhamos que a — 1 ndo seja uma unidade em

W(k). Assim, a —1 = 2 + -+ + 2" — 1 (mod p***!) e pelo menos um dos z;’s deve

ser uma unidade para podermos cancelar o —1, de modo que, E x; é uma unidade,
i=1
ou seja, uma contradi¢ao. Sendo a — 1 uma unidade, entao para qualquer representagao

a—1=yl+---+y" (modp**!), o Teorema 2.25 nos garante a existéncia de zy,..., 2, €
S

W (k) tais que a — 1 = ZZZTL Agora, se olharmos para os z;'s em Wj(k), temos que
i=1

S
a—1= E z!" (mod p'), ou seja, a — 1 é uma soma de, no MAXimo, g, ) (n) n-ésimas
=l
poténcias. -
Definiremos uma importante funcao que nos ajudara a demonstrar alguns resultados.

Esta idéia foi introduzida por Bovey para Z,(ver [2]).

Definicao 2.28. O ntmero gy (x)(n, ) é o menor inteiro s para o qual existem x4, ...,z €

W (k) com v(x} + -+ 4 2%) = r, onde v é a valorizagao p-adica em W (k), n € N.

Observagoes 2.29.

(a) Obviamente, temos gy ()(n,0) = 1.
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(b) Nas hipoteses do Corolario 2.26, podemos obter, para cada ¢ € U(W (k)), y1,...,yn €
h

W (k) tais que ny = cp', com h < gw ) (n,t).
i=1

Lema 2.30. Se n = p'd, com mdc(p,d) =1, r <t ev(z}? + -+ 2a%) =r, entdo algum

x; € uma unidade em W (k).

Demonstracao: Suponhamos que nenhum dos z;’s seja uma unidade, dai teriamos r =
v(zh 4+ -+ 2") > n > p' > t, uma contradi¢ao, pois r < ¢t. Assim, um dos x;’s é uma

unidade em W (k). n

Teorema 2.31. Se n = p'd, com mdc(p,d) =1 entio gw,,,x)(n) < gr(n Zgw K (n,r)

Demonstracao: O processo sera feito por indugao sobre t. Para o caso t = 0 temos que
gw (k) (n,0) =1 e como Wi (k) = k o resultado segue, pois teremos gi(n) < gr(n)(gwm (n,0)).
Para t = 1, queremos mostrar que gw,x)(n) < gi(n)(gw k) (n,0) + gww)(n, 1)), ou seja,
gwae)(n) < ge(n)(1 4+ gwwy(n,1)). Sendo assim, seja a € Wy(k). Sabemos que para
t =0, existem z1,...,2, € Wa(k), s < ge(n)(gwk)(n,0)) com z; PP P = g

n/p (

onde n = pd. Assim, como (o(z;))" x;"" (modp), onde o é o automorfismo in-

w Il

verso de Frobenius de W (k), obtemos (o(x;))" = a — bp, para algum b € W (k).
=1
Também, sendo ¢ € U(W(k)), pelo item ( ) das Observagoes 2.29, temos que existem
K
Y1, .-, yn € W(k) tais que ny = cp, com h < gy (n,1). Novamente, pelo caso t = 0,
i=1

temos que existem z1,...,2, € W(k) tais que sz = b/c(modp), com v < gx(n), ou
i=1

seja, sz =b/c—pm, m € W(k). Assim

i=1

s

h v
Z(o(wz))” + Z yi' Z 2 =a—bp+cpb/c — cp*m,

i=1 =1 =1

ou seja,
Z +Zy%Z 2" = a(mod p?).
i=1 i=1

Logo
s+ hv < gk(n)(gW(k) (n,0) + gW(k)(nv 1)).
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Agora vamos assumir ¢ > 0. Se a € W;,1(k), entdo pela hipotese de indugao, existem
t—1

x1, ..., x5 em Wii(k), s < gr(n Zng) n,r), com T /p—l—---—l—I?/P = a e, cOmo
r=0

(o(2;))" = 2” (mod pt), onde o é o automorfismo inverso de Frobenius de W (k), obtemos

(o(x:))" = a — bp', para algum b € W (k). Também, sendo ¢ € U(W (k)), pelo item
i=1
(b) das Observagoes 2.29, temos que existem yi,...,y, € W(k) tais que ny‘ = op',

i=1
com h < gw)(n,t). Finalmente, pelo caso t = 0, existem z1,...,2, € W(k) tais que

Z 27 ¢ (mod p), com v < gg(n), ou seja, Z 2" =b/c—pm, m € W(k). Segue que
i=1

S

h v
Z(o(ml))n + Z y Z 2 =a—bp' 4 cp'b/c+ cpim,

i=1 =1 i=1

ou seja,
s h v
D (o@)"+> ur D> 2 =a(modp™).
i=1 i=1 =1
Portanto,
t—1
s+ < ge(n) Y gwi (1) + ge(n)gw (n,t) = ZQW(k n,r)
r=0
que é o desejado. "

Além do problema de Waring, existem outras aplicagoes para W (k), como por exemplo
no estudo de variedades algébricas sobre um corpo de caracteristica positiva [10], na teoria

de grupos algébricos comutativos [11], [12], e na teoria de grupos formais [13].

Uma outra aplicagao seria em problemas classicos como o de sistemas de formas adi-

tivas com coeficientes em W (k), o qual tem sido bastante estudado para Z,.

Para uma abordagem quando W (k) é ramificado pode-se consultar [16].
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