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RESUMO

O propésito desse trabalho € identificar de queemarPascal solucionava problemas
matematicos de integracdo, fazendo uso dos inddissi Para isso, consultamos em
particular trés de suas obras: Postestatum Numemcs&Summa LETTRE DE M.
DETTONVILLE A M. DE CARCAVI? e o Tratado do Triangulo AritméticoVimos a

estreita relacdo que existe entre essas obrafiea $@ primeira delas é exibida a regra
geral para encontrar areas sob curvas do yipox", bem como mostra a relacéo entre a

soma de poténcias numéricaesm grandezas continuagaz a integracdo das curvas
segundo a abordagem dos indivisiveis. J& na seggoda associada diretamente com a
terceira obra, é apresentada tanto a compreensiadidisivel e do infinitamente pequeno
na constituicdo do continuo, quanto a relacdo aeassimples, triangular e piramidal
(encontradas a partir do triangulo aritmético) cams respectivas integrais. Desse modo,
a fim de entendermos o que aconteceu no século, XVHabermos quais as possiveis
influéncias mateméaticas de Pascal, buscamos oom#t@dos de integragdo como aqueles
utilizados pelos gregos, isto é, 0 método de e&austas técnicas do século XVI. Sendo
assim, foi possivel observar que seus procedimemn®sintegracdo podem ser
contemplados em dois aspectos: no primeiro, comribaicdo para a historia do
desenvolvimento do calculo, em um periodo em geeestava na eminéncia de ser
estruturado. No segundo, destacamos a relacaembestom o calculo moderno, contudo

seu campo tedrico é fundamentado nos indivisiveis.

Palavras-chave Matematica - Histéria, Infinitesimal, Indivisivelntegracdo. Educacgéo

Matemaética.

! Soma de Poténcias Numéricas.
2 Carta do Sr. Dettonville ao Sr. De Carcavi.



ABSTRACT

The intention of this work is to identify of whictvay Pascal solved mathematical
problems of integration, making use of the indivies. For this we consulted in particular
three of his works: Postestatum Numericarum Suniratite De M. Dettonville A. M. de

Carcavi and the Treatise on the Arithmetical TridegWe saw the close connection that

exist between these works, namely, the first ofrthe showed the general rule to find
areas under curvgs= x°, as well as it shows the relation between the soinmsimerical

potences with continuous magnitudes He makes ttegration of curves according to
approach of indivisibles. Already on the second, dissociate directly to the third work, is
presented the understanding of indivisible andinfiaitive little in the constitution of the
continuous, and also in the relation of simplertgular and piramidal sums (found from
the arithmetical triangule) with their respectivetegrals. In this way, in order to
understand what happened in the 17th century ardhdov the possibles mathematical
influences of Pascal, we search others methodstefration like those used by the
Greeks, that is to say, the method of exhausti@htha techniques of the 16th century.
Such being the case, it was possible to observeithprocedures of integration can be
contemplated in two aspects: the first one, asmdriboition for the history development
calculation, in a period that it was the emineniclbeing structured. The second one detach
the relation existent with the modern calculatibowever, its theoretical field is based on

indivisibles ones.

Key-words: Mathematics — History, Infinitesimal, Indivisibléntegration, Mathematics
Education.



| — Introducao

1.2Sinopse

Nesse trabalho estudamos alguns procedimentos ®tem abordados por
Pascal que lhe deram suporte para solucionar pnaislele integracdo. Como tomamos 0s
fatos que aconteceram no passado, buscando alédsregistros em que se perpetuaram,
h& varias possibilidades de interpretacdo. Aquemas a nossa. Sem duvida, € possivel
fazer inimeros trabalhos com as obras de Paseapressar suas realizacdes matematicas
e filoséficas. No entanto, trataremos apenas dosctéss matematicos de seus estudos.

Para a elaboracdo e entendimento do que nos prepfemer, € necessario
dedicacdo e atencdo na analise dos dados, vistoaquampreensdo matematica e a
linguagem da época fogem a nossa formacao acaalémic

Sendo assim, expressamos as concepc¢des matemdpicasjo necessario e
possivel, de acordo com os recursos da simbologi@ema. Sabemos que esse

anacronismo pode desvirtuar o que o autor estamaqdo dizer. Segundo Urbaneja

[...] toda traducdo de um texto, por muito fiel qumarente ser, sempre
supde uma interpretacdo do pensamento do autoonfac as palavras
adequadas para descrever em uma lingua as idé&dergm apreendidas
em outra deve ser um trabalho muito cuidadoso eanastara isento da
arbitrariedade. Se o autor, além disso, € de ¢eimpo que medeia com
0 nosso varios séculos, as dificuldades aumentantedda presenca de
expressdes préprias do momehto.

Chaui também aponta que

Por exemplo, um filésofo grego néo falaria em “riadesas em
“Nao-ser”. Nao falariam em “objeto”, mas em “entgpis a palavra
objeto sé foi usada a partir da Idade Média e, entido em que a
empregamos hoje, s6 foi usada depois do século. X dinbém, ndo
falaria em “consciéncia”’, mas epsychcgisto é, “alma”. Jamais falaria
em “subjetividade”, pois essa palavra, com o sergige Ihe damos hoje,
s6 foi usada a partir do século XVII.

Desse modo, procuramos minuciosamente analisaxtssthistoricos, tentando

entender a idéia de um conceito matematico, dedacoom o periodo em que foi

' URBANEJA, 1992, p.16.
2 CHAUI, 2004, p. 180.



idealizado. Deixamos claro, no decorrer da disg@ttaquais serdo os momentos de
reestruturacdo da linguagem matematica.

Ja dissemos que o proposito € matematico. ContBdscal foi fildsofo e
matematico. Nado sabemos até que ponto € aceitaparas essas duas naturezas. Por
exemplo, a respeito dafinidade, do infinitamente grandeinfinitamente pequendiz ele
que existe uma “[...] admiravel relacdo que a ma@rpPds entre essas coisas [repouso e
movimento; instante e tempo, etc], e as duas nmhosas infinidades que ela propbs aos
homens, ndo para que as concebam, mas para qdeaena [...]° A linguagem muitas
vezes é filosofica: “Porque é ao juizo que pertermceentimento, tal como as ciéncias
pertencem ao espirito. Fineza tem a ver com m,juzgeometria tem a ver com 0
espirito™. Com isso, as precaucdes sdo sempre relevantes.

Para compreendermos os textos de Pascal foi pneciga (re)leitura, para assim
termos a nossa interpretacao do que queria dibee 3 seus métodos de integracgéo,
segundo a abordagem dos indivisiveis.

Mesmo sem notacdes algébricas que estavam em vagaela época sua
habilidade retérica ndo € diminuida de maneiramafguPensamos que a capacidade de
abstracdo, diante da escrita retorica, € superizatta. Ainda mais quando seu autor é
cuidadoso com o que faz. Esse é o caso de PaggaksSa-se pormenorizadamente, seja
qual for o tema que se proponha a estudar. Sempreia exemplos e adverténcias, para

depois generalizar o que esta tratando:

Os exemplos que escolhemos para provar outrasscaisa
guiséssemos provar os exemplos, escolheriamostiass awisas como
exemplos; pois, como acreditamos sempre que aildifide estd no que
gueremos provar, achamos que os exemplos séo laas e que ajudam
a prova-lo.

Assim, quando queremos mostrar uma coisa geralpreum
darmos a regra particular de um caso; mas, semuasreostrar um caso
particular, teremos de comecar pela regra [g&allamos sempre
obscura a coisa que queremos provar, e clara aegyEegamos na
prova; pois, quando nos propomos provar algumacaiges de tudo nos
abcecamos com a idéia de que ela é obscura mes@o,centrario, de
que a outra, que deve prova-la, € clara, e portdatiimente
compreensivel.

3 PASCAL, 2003, p. 36.
4 PASCAL, 2003, p. 70.
> PASCAL, 1973, p.49-50.



Além de Pascal ter dedicado seu tempo a matemdaicdyém estudou fisica,
filosofia e teologia. Para melhor compreender dwra,daremos breves comentarios sobre
sua vida, e relataremos algumas das importantéslmondes que deixou a ciéncia: Como
0s experimentos fisicos, as cartas denominadasnerag, as conexdes com a teoria da
probabilidade, a disputa estabelecida naquela épmga intuito era resolver alguns
problemas sobre a cicldide, etc. Também, comentammospouco de sua concepcao
religiosa e sua simpatia pelos jansenistas, e ertémria que ele teve para esse
movimento. Isso estéa registrado no capitulo 1.

Ja no capitulo Ill, comentamos qual foi a razdolgueu os antigos gedmetras a
formularem o método de demonstracdo conhecido cdomla reducdo ao absurdo.
Depois, enunciamos alguns pontos de vista matemsatdo século XVI, bem como as
idéias matematicas de Francisco Maurolico, de kgml€@ommandino, de Simon Stevin e
de Luca Valerio. Dedicamos também nossa atengcddoaséculo XVII, enfatizando a
compreensao matematica de Kepler, Galileu e Cavatie tocante aos indivisiveis. Os
dois objetivos maiores desse capitulo sdo: comgesem importancia de alguns métodos
de integracdo; bem como entender a relacdo enireiasivel, o infinitesimal, e o
continuo. Achamos necessario expor as compreemgdéasdivisivel e do infinitesimal.
Temas que hoje sao pouco tratados, mas que caugsandenrepercussao na historia da
matematica. Um exemplo é que essa questao foiagkiytklos gregos e perpetuou-se até
os seculos XVI e XVII, provocando muitos debatelsrea constituicdo do continuo, ou
seja, sdo aproximadamente dois mil anos de historia

O capitulo IV é dedicado completamente a respoadegrgunta da dissertacéo,

com base nas realizacdes matematicas de Pasc@atiidido em trés partes. Na primeira,
examinamos o processo de integracdo de curvapag tr X", segundo a abordagem de

Pascal de poténcias numéricas e de magnitudefngast— ou seja, da passagem do
discreto ao geométrico. Ja na segunda, sintetizamtratado do triangulo aritmético,
expondo algumas consequéncias, mostrando a idéigod® simples, triangular e
piramidal. Na Ultima, é dedicada atencdo a obr&akral concernente a competicdo da
cicléide, organizada por ele. No tratado sobreckbicie encontram-se os métodos de achar
centros de gravidade, bem como as relacbes de simples, triangular e piramidal com

0 processo de integracao.

No capitulo VSintetizamos o trabalho, relacionandbjetivo diante da pergunta

tomada. Assim, evidenciaremos a contribuicdo deedidcao ao estudo da Histéria da



Matematica, em particular a do Calculo; comentagemprocedimento adotado durante a
pesquisa. Por ultimo, mencionaremos algumas queptfa uma futura reflexdo em

relacdo ao o que foi desenvolvitio.

1.3A pesquisa

O tema da pesquisa surgiu quando participamos daiptiha Génese do
Pensamento Diferencial. Naquele momento foi aptaden- juntamente com um grupo —
um trabalho que expds algumas concepg¢bes matemaecdascal. A partir de entéo,
caracterizou-se interesse por esse assunto.

Pensamos que é relevante a Educacdo Matematicavdkss pesquisas dessa
natureza. Assim, trouxemos a tona uma pequena garjgrocesso de estruturacdo do
conceito de integral, segundo a abordagem de Pascal

Diante disso, elaboramos a pergunta: Qual foi cge®o utilizado por Pascal para
determinar a solucdo de problemas matematicos wnad integracdo, segundo a
abordagem dos “indivisiveis™?

Relacionado a pergunta, esta o objetivo que é: fslogie os procedimentos de
integracéo de Pascal podem ser vistos como umfasias do desenvolvimento formal do
processo de integracdo. Com isso, ha possibiliddeleinteracdo entre o passado
matematico com seus conceitos contemporaneos.

Varias nuancas podem surgir como: Ha relacdo exaestdo com a soma de
Riemann? Ou de que maneira pode ser entendidindamente pequeno ou tdo pequeno
guanto se queira em termos da idéia moderna de®mi

Na otica da Educacdo Matematica, acreditamos quataibuicdo desse trabalho
pode ser evidenciada em como a matematica € tragiarhbje. Ou seja, pode-se mostrar
que a pratica matematica, em particular, do séxMt comecou a ser sistematizada
vemos isso a partir dos registros histéricos ecdagspondéncias onde estédo relatados as
comunicacdes cientificas daquele periodo. Sendoatpsmente aprendemos conceitos,

regras, demonstracdes, etc., com uma linguagemiar@gpformalizada.

® Para a tradugéo do trataBostestatum Numericarum Summae também daettre de M. Dettonville a
M. De Carvavi, bem como a traducéo das sentencas em latim,i comea ajuda do Prof. Dr. Irineu Bicudo.



Diante disso, pensamos ser importante revelar algassos que direcionaram a
formalizacdo de um conceito mateméatico, no serdildentar “entender” os porqués que

surgem diante do estudo da matematica.



Il — Contexto social e cientifico de Blaise Pascal

2.1 Fontes

Para desenvolver esse capitulo fizemos um estudobda de Jacques Attali
intitulada Blaise Pascal ou o Génio Francésa qual serd o lastro para as demais
referéncias. Attali expde dados histéricos dos &#asrgumentando a maneira como
viveram em meio aos conflitos politicos e religmspepressdes e guerras, que estavam
acontecendo na Franca daquela época. Apresentaléacdes de Blaise Pascal, desde
guando iniciou suas atividades pensantes por dokadoze anos, mostrando quais foram
as obras que o destacaram no cenario cientificoas #fluéncias tanto religiosas-
filosoficas quanto matematicas exercidas sobrésuscao.

O artigo de Carl B. BoydpPascal: the Man and the Mathematiciammpresentado
em comemoracdo aos trezentos anos da morte del,Ppsmeura recapitular suas
contribuicbes matematicas, bem como seus meérito® ¢isico, quando faz a experiéncia
para comprovar a existéncia do vacuo. Também orenostmo um dos precursores da boa
prosa francesa. Por outro lado, esse autor denasdilsas realizacdes atribuidas a Pascal
com relacdo a algumas invengdes, bem como o exdessogios apresentados a ele.

O livro Men of Mathamaticscujo autor € Taine T. Bell, foi estudado o capitul
Greatness and Misery of ManNele, relatam-se alguns aspectos da vida de IPasca
exemplo, como a irma mais velha de Blaise, Gilbedereveu a historia de seu irméo,
apresentando realizacGes dificeis de se acreditaautor também destaca o carater
matematico de Pascal e suas realizagcbes nesse dantonhecimento humano, nos
momentos em que se dedicou a matematica. Tambértrama® pouco da pressao
religiosa por que Pascal passou e de sua contuviriala

Outra obra usada foi um verbetediationary of scientific biographyque aborda
os temasProjective Geometry, Mechanical Computatiofluid Statics and the Problem
of the Vacuum Calculus of Probabilities. The Arithmetical Triangl, The Calculus of
Indivisibles and the Study of Infinitesimal Problesn Esses topicos destacam mais 0s
aspectos voltados as realizacfes mateméaticas dalPasontando pouco sobre sua vida e

0 contexto social que viveu.

" Nasceu em 1943, estudou no Institut d’EtudesiBoéis na Ecole Polytechnique e na Ecike Nationale d
L’Administration onde fez doutorado em economia.



Pensamentosle Blaise Pascal, em particular o espaco que @angeA Vida de
Pascalnarrada por sua irma Mme Périer.

O Livro Completo da Filosofiade Mannion aborda, entre outras coisas, temas
referentes aos movimentos religiosos. Esse foisséc® para nos contextualizarmos em
alguns eventos que aconteceram na historia.

Pascal Sabidrouxe-nos informacgfes concernentes as atividaxiesrienentais
realizadas por Pascal evidenciando de maneirastente a possibilidade ou ndo de tais
experimentos terem sido feitos efetivamente.

Consultamos outra referéncia ndo tdo minuciosa, abasngente. E o caso do

livro de Historia da Mateméaticade Boyer.

2.2 Etienne Pascal e familia

A Familia Pascal tem origem em Auvergene. Em 1345irdicacfes da
existéncia de Durand Paschal, que, para garaséilvacado dos antepassados resolve pagar
cinco dendarios aos “conegos do cabido de Coufndtes anotacdes do Cabido aparece
um antepassado da mae de Pascal que viveu durasiteado de Luis XI, e cujo nome é
Pascal de Mons. Quando Blaise Pascal comeca avesas_ettres Provincialessendo
que o objetivo era dar respostas dos Jansenistadesoitas, utiliza o pseuddénimo de
Louis de Montalte, ou seja, “Mons” faz parte dgsseuddnimo.

Ja no século XV, a familia de seu pai decide merarClermont. Parece ser
praxe a familia Pascal exercer fung¢des publicasbi€avd paterno foi magistrado
municipal, o avd Martin recebedor da tdltiato é, um fiscal tributario.

Esse avd casou-se com Marguerite Pascal de Monsl38& ela tera o filho
Etienne, que vai estudar direito em Paris e ficslumibrado com o que encontra.
Certamente Paris naquela época era um local dégioegara a elite pensante. Ali muitas
obras antigas s&o resgatadas e traduzidas — Fér6G-1661), por exemplo, foi um
restaurador de textos matematicos antigos propeadoreconstruir a obra de Apolénio; A
Academia Francesa reunia os intelectuais de Pasgsuedirigente, Marin Mersenne,

mantinha estreita correspondéncia com 0s mais bamues cientistas europeus, pondo uns

SATTALI, 2003, p.22.

® “antigo tributo medieval pago pelos vassalos mausteio da defesa do feudo.” (HOAUISS) Em outra
passagem Attali comenta que “Martin é o tesourg@&rd-ranca, conselheiro e responsavel pelas finateas
rei Henrique 11l na circunscricdo de Riom (20032B).



em contato com os outros. E esse 0 ambiente égentjfie Etienne encontrou, mas Martin
o chama de volta a Clermont, uma vez que com sissé0 de Henrique IV, em 1610,
Paris tornara-se, por algum tempo, um lugar ingegbom a morte de seu pai, a heranca
da familia foi repartida. Com o que ganhou, Etieomprou o posto de “[...] conselheiro
eleito pelo rei na eleicdo da Bas-Auvergne em fiaint, cargo parlamentar relativamente
importante em nivel regional: espécie de magist@mn competéncia para julgar litigios
fiscais entre a administracéo régia e os suditbs.”

E interessante destacar que Etienne foi um estudieslinguas e da ciéncia
matematica, de certa forma € um intelectual pasaépoca — designo intelectual, pois
naquele periodo a arte das letras ndo era prigidgitodos. Mais tarde, estudara a curva
=1 - co¥d e, para seu mérito, esta curva serd conhecida domagon de Pascal’, nome
sugerido por Roberval que se tornara amigo de igiErMesmo longe de Paris, Etienne,
mantém contato com as pessoas que conheceu.

Em 1816, aos vinte e oito anos, casa-se com ArteiBegon. Sua esposa ¢ filha
de uma pessoa ligada ao Estado. Os dois vao mor&lermont-en-Auvergne. Passado
um ano, o casal tem uma filha, mas esta morre pdapois. Em 1620, nasce Gilberte,
Blaise, em 1623, e Jacqueline, em 1625. Em 1626idgtte morre.

Sdo os trés filhos de Antoinette e Etienne queosgn&cursores de uma
interessante histéria, juntamente com seu pai,cs@onto de vista da matematica, da

filosofia, da religido e da vivéncia familiar.

2.3 Blaise Pascal

As fontes que podem fornecer informac¢des sdo uito tamanto complicadas.
Primeiramente, apds a morte de Pascal, sua irmé vellia escreve a biografia dele, s6
que um tanto exagerada. Por exemplo, Gilberte afigue quando seu irméao estava

estudando

[...] procurava as proporcdes das figuras entrélas como ndo sabia
sequer 0os nomes destas, em virtude do cuidadavgua imeu pai, viu-se
forcado a criar ele proprio definicBes e ao cirallamava uma argola, a
linha uma barra, etc. Depois, das definicbes faanas e finalmente
demonstragdes perfeitas. E, como nessas coisae \Gg- uma a outra,

19 ATTALI, 2003, p. 23.
! Essa curva ja era conhecigar antigos, Nicomédes a estudara (BOYER, 1963).



levou suas pesquisas tdo longe que chegou a mmgésiegunda
proposicéo de Euclidés.

Claro que sua irma esta fazendo um discurso parkeareh grandeza do génio
dele. O matematico Bell expfe sua opinido dizergloimpossivel o adolescente ter
realizado essa facanha, ainda mais estabelecemdesma ordem em que Euclides as
organizou (1986). Mas este fato ndo o diminui. X&ja como foi a sua introducdo nos
circulos cientificos daquela época.

Etienne torna-se amigo de Roberval e este o ageeaergrupo de Mersenne, que
0 aceita, pois faltavam matematicos para comp&tienne vendo o potencial de seu filho
pede a Mersenne autorizacdo para leva-lo as relffi@ menino est4d com doze anos e
meio. H& indicios que tenha comecado a freqiemtgpauco mais tarde, jA com quatorze
anos. Seja com doze ou quatorze anos, o importanbe, ainda adolescente, freqlientara,
talvez, um local cobicado por muitos — o grupo d=dédnne.

Esses fatos aconteceram quando os Pascal mudamdencermont a Paris, no
ano de 1631. Nesse novo ambiente, Etienne tener oioh cargo de “[...] primeiro
presidente d&€our des aidesle sua provincid®, mesmo cargo que tentara quando estava
em Clermont, porém ndo o conseguindo. Nado obtemdaregjo, aplica seu patrimdnio
“...] em titulos da divida publica ndotel de Ville'> Assim, restara tempo suficiente para
dedicar-se ao que quiser, em especial a educacguddilhos.

Nenhum dos seus trés filhos foi & escola. Etiematepe educa-los a seu modo.
Blaise aprende linguas como francés e latim. %€ pnsinou como as linguas estavam
sujeitas a gramatica. Também aprendeu fisica. figiensina seu filho a buscar o sentido
das coisas, isto €, como elas acontecem. Instigaiovestigar qual € a razdo dos
acontecimentos, efeito-causa. Suas filhas tamb@®been educacdo de seu pai, mas
parece que Jacqueline desponta mais do que suaJat@ueline mostrara interesse por
compor versos. Tudo o que Etienne faz é para desper interesse deles pelo
conhecimento e que encontrem suas proprias respastgue questionarem. O ensino da
matematica dado ao garoto foi mais tardio, poietalb jovem tivesse outros interesses

primeiro.

2 AVIDA..., 1973, p. 15.

BATTALI, 2003, A VIDA..., 1973; BOYER, 1963.
14 ATALLI, 2003, p. 35.

15 ATALLI, 2003, p. 35.
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Em 1631, a familia vai morar em Paris. Gilberte ez anos, Blaise, oito e
Jacqueline, seis. Apds a morte de Antoinetterrdlifa contrata Louise Delfaut para cuidar
dos filhos, ela viaja com a familia para Paris.

Em Paris, além de Etienne frequientar o grupo deséfere, também participa dos
eventos realizados pela sociedade. Seus filhoartese amigos de Arthur, e de sua irma
Charlotte. Arthur, mais tarde sera duque de Rogmmepntinuard amigo de Pascal. Em
1636, assistem a pecas de teatro. Parece que esseaunial inspirou a jovem Jacqueline.
Descobre sua paixao por teatro e poesia. Comeseraver versos, decorar pecas inteiras
de teatro. A menina fica empolgada com 0 que esendo. Isto ndo agrada muito a
Pascal. Vé uma forte rivalidade entre a irma e ele.

Naquele periodo, no Estado francés, havia muitatabiidades. Quando a
situacdo politica-econémica tornou-se ruim, o chEmcSéguier comecou a atrasar 0s
pagamentos dos titulos da divida publica. Os il@sts desse titulo, incluindo Etienne,
néo recebem o pagamento dos seus investimenteanEtfica furioso. Seus investimentos
no Hotel de Villeficam estagnados. Juntamente com outros investid&tienne participa
de um movimento a fim de reivindicar, a Seguir,u dhes pertence. Mas o chanceler
parece ndo ter gostado nem um pouco do que viuolkigp procura os lideres do
movimento. Etienne ficou com medo da perseguicéis, @ra um dos lideres, vendo que
nao poderia ficar em Paris, foge para Auvergnes Silios ficam sob o cuidado da
governanta.

O que a familia mais quer, é trazer seu pai pasa.dslas como fazer isso?
Jacqueline, como ficara impressionada pela arteakno e poesia, inicia um periodo de
dedicacdo a esta atividade. Faz versos para agquetess pedem. A menina € levada até a
corte. La, Jacqueline apresenta-se a rainha, sugsso com suas habilidades artisticas.
Etienne fica sabendo do éxito dela. Tem a idéiatitiear o dom de Jacqueline para livrar-
se do exilio. Assim, pai e filha tentam o perdao peio da rainha e de seu esposo Luis
XIll, mas nada acontece.

Por fim, Jacqueline consegue participar de uma gedaatro, por intermédio do
ator Mondory, que sera assistida pelo Cardeal ReahiA peca foi um sucesso. O Cardeal
ficou impressionado com Jacqueline. Ela é apredardamo filha de um homem que esta
sendo “injustamente” perseguido. Aproveitando graédedo Cardeal, ela cochicha em seu

ouvido um verso que planejara antes, com a finddidke obter o perddo ao seu pai.
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Concordo com Bell, quando este diz ser uma histbfieil de acreditar® Porém,
Attali nos deixa essa versdo da histéria do pedifiexilio de Etienne. Se foi isso que
aconteceu, o mérito é de Jacqueline.

Deste modo, Etienne volta a Paris sendo “[...]bietepelo Cardeal em Rueil ja
no més de maio de 1639. Richelieu felicita-o palertto de sua filha**

Nesse periodo conturbado, Pascal, jA com dezemsess comeca a dar seus
primeiros passos a fama. Inspirado em Desargussndelve um trabalho sobre conica,
intitulado Essay Pour Lés Coniquésnsaio Sobre Conicas).

Esse ensaio contém afirmacbes de teoremas de zatprejetiva. Também,
contém o corolario chamaddysterium HexagrammicurfHexagrama Mistico) sendo
denominado, posteriormente, Teorema de Pascalpngueliz: os lados opostos de um

hexagono inscrito em uma sec¢éo conica intercepeaemvstrés pontos colineares.

Pascal foi criticado, sem justificativa adequadda jdesajeitada” forma
na qual o seu principal teorema é exposto. Eledigg®, como fazemos
hoje, que os pares de lados opostos interceptamgmontos colineares
— pois isso ndo é necessariamente verdade a marosegntroduzam
elementos ideais. Ao invés, escreveu que as liRkag CD e FA [...]

“sdo todas da mesma ordem” — ou como expressarjaplas Sao

membros de um feixe [co-pontual ou paralelo] As8, C, D, E, e F

s&o pontos em uma conita.

Podemos expressar geometricamente, a afirmacéd@ast=alPde acordo com a
citacdo, através da figura 1. Provavelmente praauverdadeiro para o circulo, depois
através de projecdo mostrou que era equivalengequariquer secdo conitaPascal fora

acusado de plagio por Descartes, dizendo que Raagara Desargues.

1®BELL, 1986. p. 76.

" ATTALI, 2003, p. 49.
8 BOYER, 1963, p. 285.
Y BELL, 1986, p. 77-8.
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Figura 1

No entanto, Pascal deixa claramente explicito tf@estaria de dizer que devo o
pouco que encontrei neste assunto a seus eséfims’seja, da o credito a Desargues.

Pascal, pelo que consta em sua historia, ndo agranda profissdo, como fizera
seu pai. Ao invés disso, Etienne dedicou-se a edocdo filho. O Ensaio das cénicas foi
seu primeiro trabalho. Dedicar-se-4 a muitos ranas ciéncia, como veremos
posteriormente.

A Franca passa por outro momento de instabilidatitiqa, e Etienne é obrigado

a assumir sua funcéo publica na provincia. Riah#ievia-o com Séguier

[...] a Rouen com o titulo de adjunto do intendedte rei para a
Normandia e de “comissério representante de Suadaje para os
impostos e a cobranca da talha.” O Cardeal conta aquele bom
matematico para garantir o retorno dos impostosuamq outros
reprimiam a populac&d.

Ettienne, mesmo contra sua vontade, estabelecargRoeen com sua familia.
Este serd um local apropriado para que Pascaleviegsojetar sua maquina de calcular.
Mas antes de contar esta histdria, vamos a ouatos fjue aconteceram com a familia
Pascal.

Em 1641, Gilberte casa com Florian Périer. Este @& Rouen, a pedido de
Etienne, para auxilid-lo no servico que prestaotaanca de impostos. Pascal também os
ajuda nos célculos. Mesmo casados, os Périer moamnkEtienne.

Etienne realizava o célculo de contas dos imposjos, de certa forma, deveria

ser tedioso. Pascal, percebendo o sofrimento @efea idéia de construir uma maquina de

2O PASCAL, apud. BOYER, 1963, p. 286.
2L ATTALLI, 2003, p. 52.
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calcular que poderia facilitar e agilizar o pendsagbalho do calculo manual. Naquela
época, era sabido da existéncia de um mecanisncéldglo conhecido como bastbes de
Napier. Ha indicios, também, de outra maquina deali@uilherme Schickart, mas ndo ha
relatos do seu funcionamento.

Pascal, com dezoito anos, inicia seu projeto daumaqde calcular — a
pasqualina. Raciocina com seu pai, a fim de salmeoeram as operacgdes que realizava,
conversa com relojoeiros. Para o funcionamento équma utilizou, entre outras coisas,
engrenagens. Muitos relogios dessa época sao eimlusircom engrenagens; por fim, faz
um esboco do projeto. Procedeu como fora educaslomaginacdo, ao esbocar um
projeto, e ao sintetizar as idéias, por ultimopcahdo-as em prética.

Entre 1642 e 1644, constréi mais de cinqiienta maguium pouco diferentes
entre si. Para evitar apropriacdo indébita procorsseguir patente de sua invencédo. Em
um primeiro momento, ndo a obtém. Somente em 1828amceler Séguier a dara. Decide
antes disso, vendé-la em Paris, com a ajuda deistnibdidor, que sera Roberval. Mais
tarde, enviara uma maquina para Christina, a Radl@h&uécia. Em 1652, constréi uma
maquina que diz ser o modelo definitivo de seugbooj‘Pode-se talvez ressaltar que as
engenhocas de Pascal raramente parecem-lhe teidsugeancos em teoria matematica,
em contraste com o fato de que o trabalho de Hsygom relégios conduziu-o a teoria de
involutas e evolutas’ Pascal sofreu criticas com respeito a pasqualimajajante inglés

Balthasar Gerbier que escreve para um enciclopeplidonés Samuel Hertlib, dizendo que

Pode-se ver aqui uma obra rara, inventada pelBasrcal, filho de um
presidente deste Parlamento. E uma caixa com dvecslas dentadas,
trinta a0 menos; serve para operacdes aritméfdasxo, o senhor pode
encontrar um desenho dela, em troca do qual etidficauito feliz de
receber um desenho de um pequeno instrumento guevéntado na
Inglaterra h& cerca de vinte e quatro anos [..ds entes de mais nada é
preciso conhecer aritmética para poder usar ess@rnmento, que custa
50 pistolas, e € preciso ter duas dessas maquiaeefetuar uma regra
de trés; elas nao sdo portateisf:..].

Na visdo de sua irmd, Gilberte, a pasqualina é médito para a época; seus
dispositivos permitiam realizar as operagdes contaraeguranca. Por outro lado, Boyer
aponta a fragilidade dela, dizendo que a “invengltava baseada em principio

matematico ndo mais profundo do que a idéia da eaposicional, e realizava operacdes

2 BOYER, 1963, p. 287.
% COURRIER, Apud, ATTALI, 2003, p. 70.
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ndo mais complicadas do que adicdo e multiplicagdsuas inversas®. Com esta
engenhoca, Pascal faz sua segunda publicagdo.vEsarma “Lettre dédicatoire” a
Séguier, e um relatério sobre a maquina de calcalaseu propdsito, principios
operacionais, capacidades, e as circunstanciasadeosstrucéo®® O alto preco dificultou
a venda. Os célculos manuais ainda eram mais barato

Antes de prosseguirmos com a histéria dos Pasitadremos o leitor a respeito
da febre dos religiosos jansenistas, que mais taxdecera forte influéncia na vida de
Pascal. Assim, contextualizaremos com um brevetoretle alguns acontecimentos
religiosos que ocorreram na europa, em particddfranca.

No inicio do século XVI, a europa passa por mudameligiosas. Lutero (1483-
1546), na Alemanha, comeca um movimento de Refocoratra a Igreja Cat6liéa Nao
concordando com os dogmas dela, protesta. Estabel®@a nova ordem religiosa, o
Protestantismo. Na Franca, o movimento da Refoonadnduzido por Calvino (1509-
1564), também estabelecendo o Protestantismo.ekedifa entre a filosofia de Lutero e
Calvino é que, este acredita na predestinacéoe j$deus ja escolheu quem vai para o Céu
ou Inferno.

Em oposicéo a Reforma, surge a Contra-Reforma.

Em 1534, o Papa Paulo lll encorajou o desenvolvilmda novas ordens
religiosas, a mais notavel sendo a Companhia des Jas os Jesuitas.
Fundada por Santo Inacio de Loyola, eles eram uitexde cléricos
dedicados a propagacdo da fé por meio da educaighitas
universidades jesuitas foram estabelecidas na E{irojs’

Diante destes movimentos, surge outra doutringiosk. Seguindo as idéias de
Jean Duvergier de Hauranne — que se tornara aleafeidt-Cyran — e de seu ex-aluno, de
teologia, o flamengo Cornelius Jansen, formar-seadnovo grupo, que sera chamado de
Jansenismo. Um dos principios de sua filosofiméeaséo ao mund®.

Os Jansenistas ndo apoiam, nem catolicos nem famties Saint-Cyran

[...] pretende regenerar a Igreja da Franca einadizar a hierarquia em
favor do cura de parbquia, encarregado da curaabtaas. Imiscui-se

BOYER, 1963, p. 287.

% BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1915.
26 MANNION, 2004.

2 MANNION, 2004, p. 79.

28 ATTALI, 2003.
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também em politica, detesta Richilieu e denuncial@mcas firmadas
com os Paises Baixos, protestantes, e com certosigas alemaes,
também protestantes, contra a Espanha catélica.agar, ndo quer criar
nenhuma ordem, nenhum partido, mas apenas inseuapn espirito
daqueles que orienta e aconselha: grandes figarégrefa e do mundo.
Em particular no Convento de Port-Ro$Al.

O Convento de Port-Royal sera o local onde, naigef Jacqueline se tornara
freira. Para os Jansenistas, apenas “[...] a c&msei de sua miséria o tornard livre. SO a
pobreza e a fuga do mundo o salvardo, se a gréigaresobre ele. SO a pureza € um
ideal.”® Alguns nobres tornam-se adeptos do Jansenismadédecseguir a doutrina, e
entdo procuram abandonar as coisas mundanas. Goerans a grande intriga que
ocorrera entre os Jansenistas e os Jesuitas.

Em 1646, os Pascal conhecem essa doutrina, a g@mim acidente que Etienne
sofrera quebrando a perna. Dois irmdos médicosapnesocorro a ele. Os dois sdo adeptos
do Jansenismo. Etienne os convida para passar mpotem sua casa. Os irm&os
aproveitam para discutir teologia. Até indicamueas aos Pascal. Pelo que consta, a
priori, Pascal ndo se interessa muito pelo temenagpo vé como uma atividade cultural.
Podemos dizer que essa foi a primeira convers@angitia Pascal. Nao tao intensa.

Mais tarde, essa filosofia de vida sera incorpaifattemente na maneira de viver
de Pascal. Mas isto acontecera em outro momento.

Voltemos, mais propriamente, a historia de Pagtsie, quando se decide a fazer
algo de que goste, ndo perde tempo, dedica-se mm@ara entender o funcionamento
do que se propde a investigar. E foi assim quedtsargircunstancia de fazer a experiéncia
do véacuo.

Galileu mostrou no traballidbuas Novas Ciénciagle 1638, “[...] que a aversao
da natureza a um vacuo parecia estar limitada apuessao equivalente a 34 pés de agua
[...].3! Torricelli, discipulo dele, realizou 0 mesmo expento, sé que trocou a agua por
mercurio. Constatou que a altura do tubo de merdioou aproximadamente em setenta e
seis centimetros. “Torricelli conclui que os fendiwe eram melhor explicados pela
hipotese de que vivemos no fundo de um mar de gqueeas colunas de dgua e mercurio

eram suportadas pela press&o atmosférica do ar gadl estamos submersds.”

29 ATTALI, 2003, p. 74.
30 ATTALL, 2003, p. 78.
31 BOYER, 1963, p. 287.
% BOYER, 1963, p. 288.
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Mersenne informa-se do experimento torricelian@speito do vacuo, e divulga-
0 na Academia de Paris, Petit fica, assim, sabdada@xperiéncias. Em 1646, Pierre Petit
esta de passagem por Rouen. Ele é amigo de Etieatieinforma Etienne e Pascal sobre
a possibilidade da existéncia de vacuo. Petit eséfare tentaram realizar o experimento
de Torricelli em Paris, mas nao tiveram sucesso.

Por sorte, em Rouen existe uma excelente videggarnecendo material para a
experiéncia. Pierre Petit repetiu-a, com a ajud&tomne e Pascal. No final de novembro,
daquele ano, Petit descreve o experimento em urtedmstinada a Pierre Chanut. Pascal,

com certeza ficou inspirado, e repetiu-o de vdoasas. Por exemplo, encheu

[..] um tubo de vidro de quatro pés de altura,hé&® em uma
extremidade, com mercurio e inverteu-o com a exttade aberta em um
recipiente de mercuario, notando que a coluna decimer caiu a uma
altura de aproximadamente 30 polegadas. Entaoiuepetxperimento
com um tudo de 40-pés de agua e encontrou queveasdio em um
recipiente com agua, a coluna caiu para cerca ge&84com vinho tinto
a coluna era um pouco mais alta do que com aguadfa caso, Pascal
viu, a altura era inversamente proporcional a diextie da substancia, e a
conjectura de Torricelli estava confirmada.

Pascal aproveitou aquela fabrica de vidro e realixperimentos com diversos
tamanhos de tubos de vidb.

A saude de Pascal ndo é das melhores e, no verB®lde vai para Paris. Deste
modo, retorna a Academia e apresenta seus ressilsatioe o vacuo. Fica sabendo que,
quem realizara a experiéncia italiana fora Torlii¢@644)°. Outras experiéncias estavam

sendo feitas;

¥ BOYER, 1963, p. 288.

% Segundo Koyré (1982) seria muito complicado Paseakonseguido um tudo de vidro com a altura
relatada no experimento. “[...] € pouco provavet @s fabricantes de vidro do século XVII, mesmales
Rouen, tenham sido capazes de produzir um dedses [gue Pascal fez as experiéncias].” p.359.

Em outra passagem o mesmo autor diz: “Gostariamésrdnformacdes precisas sobre esses aparelos, b
como sobre a maneira pela qual se prepararamafetivie os tubos e o grande sifao de 50 pés.”§@). 3
Em outra passagem Koyré nos diz: “[...] a literatcientifica do século XIl — e ndo sé do século XVeésta
cheia dessas experiéncias ficticias e poderiavegese um livro muito instrutivo sobre o papel,ai@ncia,
das epxeriéncias nao realizadas e até de impossalzacao.

Porém, uma vez mais, ndo quero afirmar que Paéoalez as experiéncias que nos diz ter feito. Em
compensacéo, creio poder afirmar que ele ndo asedesital como as fee ndo expds seus resultadalk
como se verificam sob seus olh@&rtamente ele nos escondeu alguma coisa.”(32880). Acreditamos
que fabricar o tubo de vidro seja algo possivelificil € manipula-lo.
$541...] Pascal nos dira ou, mais exatamente, dir&anhor de Ribeyre (em 16 de julho de 1651 queela
época, isto €, em 1646 e 1647, ndo sabia que o eut@uestao era Torricelli e que tendo-o sabidoca
deixou de dizé-lo. Entretanto, deve-se confessaregsa ignorancia €, pelo menos, bastante surgrend
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[...] uma noticia chegou a Paris de que um expettionearométrico tinha
sido conduzido em Varsdvia em julho de 1647, porMéagni, que
implicitamente reivindicou prioridade. Roberbal pesdeu em 22 de
setembro com umaNarratio Latina (publicado em Varsévia em
dezembro), a qual estabeleceu a prioridade dosimgyeos de Torricelli
e de Pascal e revelou novos pormenores a resjoeittimio *°

Pascal admite que sua inspiracdo veio dos expetasdorricellianos. Publica
alguns resultados de experiéncias que fez, comgses sifées, relativas ao vacuo, com o
titulo expériences nouvelles touchant le v{fllmvas experiéncias sobre o vaguPascal
foi obrigado a publicar seus resultados para nédep® crédito dos experimentos, pois o
padre Magni disse “[...] ter sido o primeiro a destoar a existéncia do vacuo e de haver
testemunhado, com seus préprios olhas;um sine locato, Corpus motum successive in
vacuo, Lumen nulli corpori inhaereng..].”®’ Mas ainda nada estad provado. Sera
necessario elaborar e fazer outros experimentos.

Em setembro de 1647, Descartes e Pascal enconisar@ parece nao ter sido
muito amigével. Descartes deparou-se com um Pédseealte, e sugere-lhe alimentacdo a
base de caldo e repouso. Noutro dia repete a,vis#g nada se sabe 0 que aconteceu.
Mais tarde, “[...] o inventor do @ito afirmara ter aconselhado Pascal, naquele dia, a
medir a altura do mercurio do tubo, fazendo a é&peia no alto de uma montanh&.”
Porém Pascal afirmou, depois, que a idéia foi sueonviccdo de Descartes era que o
espaco continha uma matésiatil.

Pascal, realmente quer desenvolver o experimems, sua saude ndo é muito
boa. Entéo, pede para seu cunhado em Clermontreadiza-lo.

Muitas discussbes sobre o vacuo apoderam-se datesgentifico daquele
tempo. Mesmo assim, Pascal permanece firme comesdtados que obteve, e da
prosseguimento aos experimentos.

Assim, em 15 de novembro de 1647, Pascal indieéraer que “a experiéncia

devera ser feita “no sopé e no cume”, num Unicpatien dois tubos que utilizem o mesmo

uma vez que Petit, em sua carta a Chanut, referexpeessamente a experiéncia “de Torricelli”
[..]."(KOYRE, 1982, p. 356-7).

% BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1916.

3" KOYRE, 1982, p. 357.

3 ATTALLI, 2003, p. 88.
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mercurio, na presenca de testemunhas de confidh@ascal aguarda a resposta de seu
cunhado.

Finalmente, em Clermont, tudo esta pronto parbzegaa experiéncia do vacuo.
Em 19 de setembro de 1648, Périer fez os experamera montanha Puy de Dome, tanto
em sua base quanto no seu topo, totalizando, norrdecdo trajeto dezessete
experimentos. Ele esta acompanhado de pessoasgi@tm de servirem de testemunhas
a experiéncia cientifica. Comprova-se que “o nd@lmercurio no tubo realmente caiu
apreciavelmente com a altitude, no mesmo tempaquercurio em outro tubo na base da
montanha manteve-se em um nivel constalitdeduz-se que, mudando de altitude,
muda, também, a pressao atmosférica, ou seja, rcomfaumenta a altitude a presséao
atmosférica diminui, ocasionando a queda na calemaercurio.

Os experimentos também foram executados por siagtem Estocolmo. Outra
vez a existéncia do vacuo e da pressao atmosféricanfirmada. A natureza ndo tem um
horror ao vacuo, como a teoria aristotélica afiatar

Périer repete os experimento na base e no altorgada mais alta Catedral de
Clermont, e novamente nota-se uma pequena quedielodo mercurio no tubo, quando
esta no topo da torre. Em Paris, Pascal receblatonie de Périer, e repete o experimento
na torre da igreja Saint-Jacques. Também comprexasténcia do vacuo. Assim, a teoria
da pressdo atmosférica e a existéncia do vacumférnada. Pascal publica um informe
das experiéncias que foram realizadas, logo apdsdebido o relatorio de Périer, “Récit
de la grande expérience de I'équilibre des liquersjetée par le sieur B.P. pour
I'accomplissement du traité qu’il a promis dans abnégé touchant le vide et faite par le
sieur F.P. em une des plus hautes montagnes d’goedautumn 1648)*

Pascal dedica-se aos seus experimentos; engsémtgua irma almeja fazer um
retiro espiritual. Ja tentara outra vez, mas seito.é&gora, em 1649, consegue realizar
seu sonho de fazé-lo. Ficara alguns meses no canderPort-Royal de Paris.

Depois desses acontecimentos, a familia inteinae-se em Auvergne, na casa de
Gilberte. E uma opcéo de Etienne, para ver sellogsfirespiram novos ares e reflitam
sobre outras coisas. Etienne tem medo de perddillsaiaMedo de que ela se torne uma

freira. A familia retorna a Paris em 1650.

%9 ATTALI, 2003, p. 92-93.
“BOYER, 1963, p. 288.

“I BIOGRAFHICAL..., 1991.

“2 BIOGRAFHICAL..., 1991. p. 1924.
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Pascal esta disposto a realizar a mesma experidacRoberval sobre o vacuo.
Este sdbio parece ndo acreditar no experimentty tare “para demonstrar isso, tem a
idéia de por dentro da seringa de fazer vacuo wer@d de carpa bem achatada; mas, para
surpresa geral, quando se produz vacuo na sedrmiga incha e as vezes estodfa.”

Para comprovar esse fenbmeno, Pascal repete oregpto, s6 que um pouco
diferente: “manda levarem uma bexiga de carpa gheia metade ao cume do Puy de
Dome. Ela vai enchendo-se aos poucos durante dasébiesvaziando-se regularmente
durante a descidd* Pascal, mais uma vez comprova a relacéo inverssatlmeza da
pressdo atmosférica, quanto mais altitude, memessdo, e assim a bexiga aumenta de
tamanho e quanto mais préximo do nivel do mar, maigpressao, e bexiga tende a
diminuir de tamanho.

No século XX, em 1906-1907, Pascal sera acusado po

[...] F. Mathieu, que desafiou tanto a originalidadentifica de Pascal
guanto sua honestidade. Acusou Pascal de ter ad@et carta a Périer
de 15 de Novembro de 1647, depois da conclusao/eltte a fim de

levar crédito pelos experimentos do vacuo dentrgatnio e de Puy de
Dome. Embora o aquecido debate que resultou n&tupro quaisquer

conclusdes aceitas unanimamente, estimulou pesquiesdrouxe a luz

muitos documentos inéditos. Em uma avaliacdo datgoeJ. Mesnard,
depois de examinar os argumentos e clarear muilo®® sugere que
Pascal provavelmente enviou a contestada cartariar Rdm 15 de

novembro de 1647, mas pode ter alterado o tex&irdigiente para a
publicacdo. Esse julgamento acordado esta provamgdmproximo da

verdade'®

No século XVII, o que era bem comum, é a acusatg@lagio, Pascal foi
acusado pelo jesuita Médalille. Esse jesuita reigén que o padre Magni fizera essa
experiéncia anteriormente a Pascal. Na verdadeaPa&o vez nada de novo. Pois sabia
da experiéncia do italiano Torricelli. O que fezveadade foi aperfeicoar o experimento. E
de acordo com sua histéria, era perito no que geupha a fazer. Além disso, o proprio
Mersenne, entre 0os anos 1643 e 1647, sabia dessa teB Baliani, também, admitia a
hipétese da pressdo atmosférica. Entretanto, ate@rédde Pascal por ter planejado e

executado o experimento.

43 ATTALI, 2003, p. 92.
“ ATTALI, 2003, p. 110-111.
“>BIOGRAFHICAL..., 1991. p. 1917.
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Etienne morre em 24 de Setembro de 1651. Falgnesua casa, em Paris. Pascal
escreve a Gilberte informando da morte de seuN®ssa carta, deixa transparecer temas
que escrevera mais tarde, sobre: “amor-prépriceguica e o desejo de domin&?.”

Como prometera ao pai, Jacqueline vai para umesgayCom a morte do pai, e
com a deciséo da irma de entrar para o convensgaPfica sozinho em Paris. Iniciard um
novo periodo de sua vida. Esse momento é consmlergaeriodo mundano” de Pascal.

Frequenta a sociedade, refaz a amizade com o geliteecido, Arthur Gouffier,

o duque de Roannez. Também conhece o intelectualm®nGombaud, popular cavaleiro
de Méré.

Com a morte de Etienne, seus filhos esperam asadivida heranca. Muita
confusao ira acontecer. Como Jacqueline esta ngentm e caso torne-se novica antes da
partiiha da heranca, néo tera direito a nada. Etanpe o Estado esta morte civiimente.
Deste modo, Jacqueline espera que os tabelidesre@med processo da partilha. Mas esse
nao parece ser o desejo dos irmaos nem do cunBada.um tem seus motivos. Os Périer
nao véem vantagem da heranca ser dada ao coniastal ainda tem o sonho de que sua
irma volte para o seu lado. Esta cansado de faanlso e resolve fazer uma viagem com
Roannez, Méré, Miton, e Octavio de Strada. Estagemheiro. Parecem ter espirito de
aventureiros. Roannez quer drenar os pantanosudBatou natal. Pascal é apresentado
como o consultor cientifico do trabalho. Como Phasé tinha um fisico muito bom,
cansa-se da viagem, e para nao ficar sozinho ey, Baha conveniente dirigir-se até a
casa de sua irma mais velha. Aproveita o tempo @at@rar seus trabalhos referentes a
fisica.

A partilha da heranca ainda nao fora feita. Jdogpi@doece com medo de ndo
receber sua parte, antes de tornar-se novica. (elguguer € doar o que receber para o
convento. Pascal comovido com o0 que a irma maia esta passando, volta para Paris e
transfere certa quantia em dinheiro a Jacquelimpomndo-lhe certas regras para a
devolucéo do dinheiro.

Nesse periodo compreendido entre os anos de 16654 fara muitos estudos
em matematica e fisica. Compdelmtado Sobre o Vacu@ue se perdeu)ratado do

equilibrio dos liquidos e do peso da massa deDarcide calcular a massa da atmosfera

terrestre, isto €, o peso do ar. Encontra um pes)2881.0* libras.

4 ATTALL, 2003, p. 124.
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Em 1654, faz novos estudos sobre as cbnicas evespara Fermat que esta
trabalhando em se@onicorum opus completymontinuacédo do seu trabalkssay Pour
Les Conique$1640). Porém, aquele néo foi publicado e perde@sque restou foram as

notas tomadas por Leibniz. De acordo com as nefste do trabalho

continha uma secéo sobraragna problema- para colocar uma
dada cbnica em um determinado cone de revolucd@ tuira

secao referia-se ao problema de Pappus sobre odagarés-e-
quatro-linhas. O ultimo problema fora manipuladéeazamente
por Descartes, usando meétodos analiticos, mas raagen de
Pascal foi sintética, como anteriormente @asicas"’

Pelo que vemos, Pascal praticamente dispensalgelara, que estava em voga
na época. Fazia uso da retdrica. Descartes ja lpubdcado aGéomeétrieem 1647.
Fermat, também, desenvolveu trabalho na area den&ea Analitica. Seu trabalhéd
locus planos et solidos isagofye publicado postumamente em 1679.

Outro trabalho que instigara a mente de Pasaaffeéente aos jogos de azar. A
partir de 1654, estabelecera, juntamente com Feameaobria das probabilidades.

Na Franca, um modo de divertir-se era com joggse@almente como o jogo de
dados. O prazer do jogo cativa as pessoas, nadiféientemente de hoje. Mas 14, como
também hoje, havia a disputa pelo dinheiro, e astap eram feitas. Para o jogo de dados,
nao havia uma teoria precisa que viesse a forress para os jogadores saberem quais
eram realmente suas chances de ganhar.

O estudo da probabilidade feito por Pascal te¥@oirguando um amigo dele,
Mére, o questiona sobre de que maneira as apdstasna partida interrompida, deveriam
ser repartidas. A partir de entdo, comeca a bustaa gpmpreensdo da resolucdo desse
problema. Comunicando-se com Roberval, este |h@alia corresponder-se com Fermat.
Os dois trocam cartas. Em uma dessas, discuteguantequestao: Em oito lances de um
dado, um jogador esta tentando langcar o nUmeromes, depois de trés tentativas sem
sucesso 0 jogo é interrompido. Como ele deveriangenizado?

A partir da discussdo entre Pascal e Fermat quiot@emas dessa natureza, a
teoria de probabilidade comecara a estabeleceorse am ramo da matematica. Pascal
mostra que os resultados dos problemas de partigbgem ser vistos no Triangulo

Aritmético, hoje conhecido como Triangulo de Pasééhtematicos posteriores, Jakob

“"BOYER, 1963. p.290.
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Bernoulli, P.R. de Montmort e A. de Moivre, desdrmecdo estudos no campo tedrico da
probabilidade.

Bem antes a probabilidade ja era mencionada nsovelo “Purgatorio” de
Dante. Cardan, na obiae ludo aleagja fizera um estudo referente ao tema. Fermat e
Pascal ndo publicaram seus trabalhos. Huygens cpublem 1657, como parte da
Exercitationem mathematicarude van Schooten, um trabalho intitulaBe ratiociniis in
ludo aleae Foi estimulado pelas discussdes entre Fermas@Pa

Em 1654, Pascal redige Bratado do Triangulo Aritméticcaom o total de
dezenove consequéncias. Provavelmente no mesmesureye outro tratad@otestatum
Numericarum SummaCuidaremos desses trabalhos nos capitulos pmstriPor ora,
apresentaremos uma sinopse deles.

O triangulo aritmético ja era conhecido pelo méateco chinés Chus Shih-Chieh,
em 1303, e também, pelo persa Omar Khayyan, préxdamuela época. Da mesma
maneira que os chineses representavam o arramgufar, com os coeficientes nas linhas
horizontais, Peter Apuan, também o fizera em 1%a@&taglia no seeneral Trattado di
Numeri et mesuteem 1556, usou o arranjo triangular, considerandocoeficientes
binomiais dispostos diagonalmente em um retangldomesma maneira que Cardan em
Opus Novum de Proportionibud507) o fez. Pascal estruturou o tridngulo aritcoét
como esses dois ultimos. Entre 1629 e 1633, vamidsgulos aritméticos foram
publicados por Girard, Oughtred, e Briggs, mas &asé&o menciona ninguém em seu
trabalho. Sua grande contribuicdo foi estudar éramente as relagbes encontradas no
triangulo, assim como generalizar abordagens anésti

A linguagem apresentada por Pascal, como ja cama&s, ndo foi a notacéo
simbdlica ou literal. Preferiu em vez disso, ja fpra ensinado por seu pai a escrever bem,
enunciar retoricamente as consequéncias do arteajggular. Nas demonstraces das
consequéncias, usou a idéia da Indu¢cdo Matemafigans matematicos, também, usaram
argumentos por recorréncia, como Maurolycu (15¥2ymat em certas proposicoes em
teoria dos numeros, também a usou.

No século XVII, matematicos buscaram incessant&mesncontrar areas,

volumes, etc. Podemos considerar que Cavaliemm&eiPascal, Wallis, Gregérie De Sant-

a
Vincent, etc., chegaram préximos da notacdo modefrxf&dx=am% Pascal,
0

m+1)-

escreveu o tratado dRotestarum Numericarum Sumyrgue o levou a encontrar aquele
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resultado moderno de integracao — claro que utiieaseus proprios métodos: geométrico
e aritmético. O trabalho todo é descrito retoricat®ecomo veremos posteriormente no
capitulo IV.

No final de 1653, Pascal inicia um periodo de gemacao. Ou seja, sua vida
sera movida, também, pela fé. Passara a dividitesepo entre a matematica e a religiao.

Na noite de 23 de Novembro de 1654, das 22h30wsn38 minutos do dia
subsequente, Pascal diz ter sido iluminado por O2egois disso, escreve alguns versos e
costura-os no forro de um casaco.

Pascal passou por um estado de conversédo. O ni@®mascal convive, entéo,
com outro personagem: o filésofo-religioso Pasgak serd um dos precursores da boa
prosa francesa com su@artas Provinciais

O novo espirito revela um outro homem. Pascabeaéi#ta fazer um retiro, que
durara cerca de trés semanas, em Port-Royal-desgShanais tarde, fara outros. Em seu
periodo de reclusdo — isto €, de retiro — escreéserito Sobre a conversdo do Pecagdor
Resumo da vida de Jesus CrisBomparacéo dos Cristdos dos primeiros tempos com 0s
de hoje.Ao retornar para casa, redige dois texEspirito GeométricoArte de persuadir
A primeira parte contém o método para as demordgsageomeétricas. J& na segunda parte
apresenta:Regras para as definicGesRegras para 0s axiomaskegras para as

demonstracdesNesses estudos Pascal nos diz que:

Sao trés os principais objectivos que podemos deinwestigacdo da
verdade: um é descobri-la quando a procuramosp,odgmonstra-la
gquando a possuimos; o ultimo, discerni-la do falgeando a
examinamo®¥

Dedica-se ao estudo das probabilidades e, massamente em 1658, ao estudo
da cicléide. Outra obra estara por vir, que mareacéltura francesa. Pascal dedicar-se-a
asProvincias “Iniciada como um embate intelectual para ajugaramigo, a escrita das
Provinciaisacabara por empenhar seu autor no mais profundordesmo, na luta contra
0s casufistas, depois contra os jesuitas, depoisaommpapa*® Assim, Pascal envolve-se
em um conflito religioso. A fim de defender Arnautplie esta na mira dos jesuitas inicia a
escrita de cartas, antes anonimamente, e mais it@dear um pseuddénimo de Louis

Montalte. Pascal foi escolhido para aquele fim tpor|...] um espirito tdo admiravel que

“8 PASCAL, 2003, p. 13.
49 ATTALI, 2003, p. 186-187.
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embelezava tudo o que dizia e, embora tivesse @digemuitas coisas nos livros, quando

as digeria a seu modo elas pareciam diferentegup@abia enuncia-las da maneira como
o deviam ser para entrarem na compreensdo do homiemlinguagem apresentada nas

Provinciaisera eloguente.

As Provinciais causam um bom debate em Paris, entre os Jansemid&suitas.
Muitos queriam saber quem era seu autor. Depoisubdécar as dezoit@€Cartas Pascal
resolve reuni-las, e edita-las. Para isso, utdipgseuddonimo de Louis Montalte.

Mais tarde, fara um anagrama com nome de Louistélten isto é, Amos
Dettonville. Utilizar-se-a4 deste personagem pamaregentd-lo na elaboracdo de uma
disputa concernente a resolucdo de problemas di@ideicproposta aos matematicos
daquela época, como veremos mais adiante.

Mesmo convertido ao Jansenismo, continua a reasigas estudos cientificos,
bem como filosdéficos-religiosos. Entre os anos 1@54658, “[...] escreve para 0s
estudantes maiores de Port-Royal dois textos soaree de expressar-se, um em literatura,
outro em matematicZ Antoine Arnauld pede-lhe para escrever, em 165&léments

de géométrieque serao utilizados por alunos de Port-Royalc&la

[...] nunca deixou, absolutamente, de contribuirapa progresso da
ciéncia. Nem durante a redacao @agvinciais nem depois. E quando,
dois anos mais tarde, a doenca lhe vedar todolquguarabalho efetivo
— em fevereiro de 1659, ou seja com a idade deteirseis anos —, sera
ao conjunto de suas atividades intelectuais quereglanciara, e nao
apenas & matematica.

Serda um periodo de penudria e sofrimento. Nao gomsefazer quase nada.
Quando podia, ditava o que queria dizer. Melhoeandarco de 1660.

Com sua habilidade em escrever, entre julho d&/ 16 fevereiro de 1659,
apresenta resultados significativos para a matemakaz o estudo da cicléide que o

instigara a propor uma grande competicdo. Mastartdsjue nos apresentam é que

Segundo a tradi¢éo familiar, Pascal chega a essardgracéo
importantissima sobre o caso particular de curveldjde] em certa
madrugada de maio de 1658 — tem entdo trinta e cimos —, num
momento em que suas dores de cabeca eram tao rirdsgi® que ele s6
conseguia distrair-se concentrando-se nos maisosrguoblemas de

A VIDA..., 1973, p. 22.
L ATTALI, 2003, p. 228.
2 ATTALI, 2003, p. 231.
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matematica. A familia quer assim levar a crer glee realiza essa
descoberta em uma sé noite, pondo fim a quatro @osmpimento com
as ciéncias, por meio de uma descoberta sem cmlatdes O que é
evidentemente falso: ainda que a matematica sejderivativo parcial

para a dor e embora ele provavelmente trabalhassetd a noite, na
realidade isso vinha sendo feito havia anos, seefripcdo nem antes
nem depois de 1658.

Ja sua irma Gilberte relata que

Essa volta das enfermidades de meu irmdo comecgobu po
uma dor de dente que Ihe tirou inteiramente o spnpEis por que nas
suas insoénias, de resto mui freqlientes e cansatieaam-lhe uma noite
ao espirito alguns pensamentos sobre a roletadifbd}l Ao primeiro
seguiu-se um segundo e a este um terceiro e, estigiram, uns dos
outros, inumeros pensamentos, 0s quais |he mastracana
demonstracéo da roleta com a qual ele propriorgeended’

Séao pontos de vistas diferentes. Diante do ctmtexsabendo quanto € dificil
estabelecer um conceito matematico tdo rapidamergsmo com a habilidade de Pascal,
concordamos com o primeiro autor. Ou seja, nunéeodeale lado a matematica nem a

filosofia. Parece ter tido muitas personalidades

Primeiramente ha o Pascél h ou seja, ele mesmo, que ensina
e sO pensa em termos de humildade. Depois ha @lR&sg, por ele
denominado “Andnimo”, preocupado com o rigor e atradidade, que
lanca o concurso sobre a cicléide. H4 também o adPasc3, que,
chamado “Amos Dettonville”, resolve o problema asprgado no
concurso e defende com unhas e dentes a origidalidke suas
descobertas. O Pascdl 4 escreve, sem se identificar, textos ferozes
sobre graca para os parocos de Paris. O Paséalque ele denominara
“Salomon de Tultie”, € um escritor desesperado tuma notas para
aquilo que vir4 a ser d@ensamentosO Pascal h6, que ele acaba de
batizar de “Louis de Montalte,” corrige as incessarreimpressdes das
Provinciais Finalmente, um Pascaf i7 administra com empenho seus
interessantes materiais e prepara-se para laneam-s@evos negocios.

Gilberte, também, nos apresenta a diversidade @asidjue vinham a mente de
seu irmao, e que as vezes compunha coisas difsrmt@mesmo tempo.

A curva denominada cicléide, como referida antem@mte, foi estudada por
matematicos como: Nicolau de Cusa (1451), Robdt&B5), Mersenne (1615), Galileu

>3 ATTALI, 2003, p. 236.
> AVIDA..., 1973, p. 26.
S ATTALI, 2003, p. 237-238.
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(~1600), entre outros. Pascal solucionou vérioblproas relativos a cicléide. Como por
exemplo, encontrou o centro de gravidade de memda cicldide.

Em 1658, anunciou — anonimamente — uma competicds@eito da cicloide,
estabelecendo um prémio de quarenta pistolas ppraneiro colocado, e vinte pistolas
para 0 segundo. Quem patrocina a competicdo é rArtbs jurados serdo: Carcavi,
Roberval, e Gallois. Pascal deixou o prémio nassntioCarcavi. As questdes lancadas

foram as seguintes: encontrar

1. A quadratura de um segmento de um arco da ciclimdada
pela curva, o eixo (através do vértice perpendicalbase), e
uma corda paralela a base.

O centro de gravidade desse segmento.

O volume gerado girando o segmento a volta da corda

O volume gerado girando o segmento a volta do eixo.

Os centros de gravidade dos volumes acima.

o 0k wDN

As mesmas questdes para as metades dos volumedoquan

cortados por um plano através do ei%o.

Usando o pseuddnimo Amos Dettonville, Pascal aptaseas solucdes das
questdes a Roberval e Gallois, e fica sabendo quele solucionara as quatro primeiras.
Assim, em 19 de julho, anuncia aos competidores, sgudo requeridas, apenas as duas
tltimas questdes, relativas a disputa do prémio.

O prazo estabelecido, para a competicdo, foi gotmbo e outubro; mas em
outubro, Pascal — o anbnimo — anuncia mais um raégrazo para as respostas serem
enviadas. “Varias respostas chegam a Carcavy, astrguais a do matematico inglés
Wallis [...], de um jesuita de Toulouse, do padedolére, de Sluse e de Huygens.”
Como nenhuma resposta, dos problemas, foi satisigiiri declarou que o prémio deveria
voltar para o anénimo, ou seja, Pascal.

Mais tarde, em dezembro de 1658 e janeiro de 1@b8ndénimo, revela-se ser
Amos Dettonville, e publica “[...] quatro cartastabelecendo os principios de seu método
e suas aplicacdes a varios problemas relativogléidg, bem como questdes sobre a

* BOYER, 1963, p. 298.
>" ATTALI, 2003, p. 238.



27

quadratura de superficies, cubatura de volumesrrdgtacdo de centros de gravidade, e
retificacdo de linhas curvad®Talvez o trabalho mais significante publicado Pascal.

Até 1657, havia davidas quanto a retificabilidage adirvas algébricas, ou que
seus comprimentos pudessem ser expressos algebnimnDiante disso, as Cartas de
Dettonville desempenharam importante papel. Nakasim trabalho, cujo titulol8Egalié
entre Iés lignes spirale et parabolique demontrég maniere des anciens

Depois de ter lancado o desafio da cicl6ide, Wrenoel a Pascal sua retificacédo
dela. Pascal mostrou-a a Roberval. Este diz qaegj@contrara ha muito tempo. Na o6tica
desses fatos, o que Pascal fez, ndo foi origipahas clarificou o trabalho matematico de
outros matematicos fazendo uso dos métodos antiQomndo iniciou a disputa, Pascal
sabia dos métodos e os principais resultados denSteavalieri, Torricelli, Gregobire De
Saint-Vincent, e Tacquet; mas ndo estava famibdiozcom o tamanho da pesquisa inédita
de Roberval e Fermat?

Outros trabalhos referentes a cicléide apareceraqueda época, como o de
Walllis em 1659, o de Lalouvére em 1660, o de HoRalgri em 1659 (que parece ter sido
inspirado pela disputa da cicléide).

Na exposicao de seus resultados referentes adgdiettonville escreve oraité
des sinus du quart de cercMais tarde, Leibniz ver4 o Tratado dos Senos,ajmstigara
a estabelecer a relacdo entre tangente e quadrdteiianiz “[...] percebeu que a
determinacdo de tangentes a uma curva dependédaaelas diferencas nas ordenadas e
abscissas quando estas tornam-se infinitamenteepague que as quadraturas dependem
das somas das ordenadas ou dos retangulos infaritanfinos.®® A partir de entao,
Leibniz conseguiu, fazer a relacdo entre a quadraia tangente, ou seja, estabeleceu os
principios do nosso calculo moderno, integracadeseshciacdo. Newton, também chegou
a estes resultados, s6 que por outros caminhos.

Outra brilhante obra produzida por PascalHenséesHa muito tempo tem em
mente a possibilidade de compor um trabalho sobondicdo humana. No artigdiséria

do homem sem Degsloca o0 homem entre os dois infinitos.

Nossa razdo € sempre iludida pela inconstanciam€ncias e
nada pode fixar o finito entre os dois infinitosegol cercam e dele se

8 BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1920. Cf Lettre de M. fmnville a M. De Carvavi em Ouevres Completes,
1963.

* BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1920.

®BOYER, 1963, p. 301.
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afastam. Desde que compreendamos isso, creio gelemaateremos
tranquilos, cada um no estado em que a naturemdoooti. Como esse
termo médio, que nos coube por destino, se sitogreelonge dos
extremos [...J*

Além de fazer apologia ao cristianismo, podemameinar pensamentos sobre
matematica. Um dos artigos que compdem, a obRersamento sobre o Espirito e sobre
o estila Nele, Pascal apresenfiferenca entre o espirito de geometria e o egpidi
finura. Os Pensées ndo foram terminados. As anotacfes que deixoumfaeunidas e
editadas postumamente coensées

Surge entéo o verdadeiro periodo de penuria urdnte dezoito meses, a doenca
monopoliza seus pensamentos. E a época em que gofreerdadeiro martirio, fica
fraquissimo, sé ingerindo caldos e as infames pogdle os médicos lhe prescreven”.
Depois disso, em 1660, parece que suas forcarraoitaSeu apego a pobreza €
surpreendente. Nao quer nada ao seu lado que hessiar prazer. Chega até a vender
alguns pertences materiais.

Passa por momentos que pdem em prova sua dedhieaaenfurecido com
alguns Jansenistas, que por forcas politicas cadra sua filosofia, sdo obrigados a
assinarem um formulario, negando o Jansenismoraad Cornelius Jansenius, intitulada
Agostinus continha cinco proposi¢des, assim afirmavam asitgres do Jansenismo, que
contrariavam o pensamento de Santo Agostinho. iorta obra de Jansenius era herética.
Pascal ndo aceitou assinar esse formulario. Aindig,depois de toda sua luta quando
escrevera aBrovinciais

Em meio a essa contenda, em 1661, no dia quatoutdéro, Jacqueline morre.
Ela estava residindo em Port-Royal-des-champs. ILeste onde sera enterrada na
presenca de Pascal e Gilberte.

As dores de Pascal ndo o abandonaram até o leitooda. No final de 1661, ja
ndo consegue escrever; sua dor de cabeca pareaecaasa. Mas ainda elaborara outro
projeto.

Com a morte de Jacqueline, Pascal é restituidoPpdrRoyal, pelo contrato que
fizera com Jacqueline, em relagc&o ao dinheiro daniga de seu pai. Com o dinheiro, ele e

seus amigos, organizam um empreendimento, istoné,ampresa de transporte coletivo

®1 PASCAL, 1973, p. 58.
62 ATTALI, 2003. p.255.
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com carruagens. Estabelecem as rotas e as t@ifateressante disso é que Pascal da boa
parte dos lucros aos pobres. Esse projeto empakgaaiece ter sido sua Ultima idéia antes
de sua morte.

As ultimas horas de vida de Pascal como narradeysirma Gilberte.

[...] mais ou menos a meia-noite foi tomado deentd convulsédo; ao
terminar, pareceu-nos que estava morto. E sentitodas a tristeza de
vé-lo morrer sem comungar, apés ter solicitadoatantezes, e tédo
insistentemente, essa graca. Mas Deus, que ques@mpensar tao
fervoroso e justo desejo, susteve, como por milaggea convulsdo e
devolveu-lhe, como se estivesse em perfeita sdiddemaneira que,
guando o padre entrou no quarto com Nosso Senkdpneando: “Eis
Aquele que tanto desejastes”, tais palavras agabdeaacorda-lo e o
padre aproximou-se para ministrar-lhe a comunh&a. dim esforco,
ergueu-se um pouco, sozinho, para recebé-la commaseito, e tendo-
o interrogado o padre, segundo 0 costume, aceresa pdiocipais
mistérios da fé, a tudo respondeu devotamente:,“Samhor, creio nisso
tudo de todo o coracao”. A seguir recebeu o Saidtcd e a Extrema-
Uncdo tdo comovidamente que vertia lagrimas. A tuespondeu,
agradecendo ao padre, e disse, quando este o abeogo o Santo
Sacramento: “Que Deus ndo me abandone jamaighasdtpalavras que
pronunciou, pois, apos a acao de gracas, foi retorpalas convulsdes
gue ndo mais cessaram, ndo lhe deixando um inddantéerdade de
espirito. Essas convulsdes duraram até sua mante, & quatro horas
depois, isto é, a vinte e nove de agosto de nsicentos e sessenta e
dois, S‘?Gafguma hora da madrugada, na idade de trintave anos e dois
meses.

% AVIDA..., 1974, p. 36-37.
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I1l — Panorama cientifico

Com o intuito de apresentar as realizagcbes matemsatio decorrer da historia,
escolnemos alguns matematicos que representarare épacas. Como estamos
argumentando sobre o processo de integracdo delpPasistramos quais matematicos,
anteriores a ele desde a antiguidade, estavam i@wdnclo problemas baseados em
procedimentos que usavam infinitesimais, ou indreis, ou 0 método de exaustao.

O objetivo deste capitulo € mostrar como 0os maieostestavam tentando
encontrar novos métodos, quer seja para descantiros de gravidades quer seja métodos
de integracdo. Os novos meétodos permitirdo, madetaa formalizacdo do calculo
diferencial e integral. Restringir-nos-emos apemas métodos de integracao, visto que a

nossa meta séo os procedimentos de integracacsdal Pa

3.1Preltdio

A superacdo de problemas, sejam fisicos ou mateosatifilosoéficos,
ontolégicos, metafisicos, etc. — € uma caracteaisfue possibilitou o ser humano estar em
busca de um constante aprimoramento. Vemos issoaress humanas, exatas, e
biologicas. Diante de nossa realidade historicavb@essoas procurando definir, melhorar
ou apresentar questbes relativas ao modo como ws/emesenvolvendo teorias e
mecanismos — Aristételes, Leonardo da Vinci, Daywitinstein, etc., — que nos
possibilitaram mediante aos registros histori@saicesso ao conhecimento gerado, e
assim podendo gerar novos conhecimentos.

Em particular, no ambito matematico vemos que eré@sise por problemas de
natureza aritmética e geométrica fez com que, yemplo, os pitagdricos estabelecessem
relacdes misticas e fisicas com a matematica. Geraitimha um significado intrinseco na
formacéo do universo. Relacionavam o niumero 1 cgunio, 0 niumero 2 com a reta, 0
ndmero 3 com a superficie, e 0 nimero 4 com o a8li€mbora isso esteja um pouco
longe do nosso entendimento, devemos ter em memet@a@ssa época, 0S conceitos eram
outros, bem como o significado das coisas. A relasdabelecida pelos pitagdricos com os

nameros levou-os ao conhecimento dos numeros tiargg, quadrangulares,

% BARON, 1985. p. 16. v.1.
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retangulares, etc. Isto ira repercutir mais tapt@cipalmente no século XVII, quando
matematicos estudaram os numeros figurados, estainelo progressdes numéricas.

Os paradoxos constituiram nova fonte inspiradoraneolver os antigos em
discussbes concernentes ao infinito. Por exemplparadoxo de Aquiles e a tartaruga,
proposto por Zendo: A tartaruga encontra-se emamtopa frente de Aquiles. O paradoxo
se da no sentido de que quando Aquiles chegarr#o pade a tartaruga estava, ela ja tera
percorrido um espaco e encontrar-se-a em outroopantesse processo € repetido
indefinidamente. Nesse caso, Aquiles ficaria sengprés da tartaruga? Isto sugere, em
linguagem moderna, a introducdo de um ponto limiteée Aquiles alcancaria a tartaruga.
Diriamos que tudo isso promoveu investigacbes métieas causando reflexdes tanto
filosoficas a respeito do infinito, como matematica

Para entendermos esse momento historico, temo®gjae cientes de que nao
havia sido estabelecido o conceito moderno dedinft linguagem era completamente
aritmético-geométrica.

Posto isso, iniciaremos o préoximo topico expondogue entendemos por
indivisiveis e infinitesimais. Depois, no topicd ldeixaremos expresso sucintamente o
método de exaustdo. No topico 1.4 estudaremos aluealizacbes matematicas do
século XVI. Por fim, no tépico 1.5, sera apresemtadnodo de como trés matematicos

solucionavam problemas envolvendo indivisiveisfimitesimais.

3.2 Indivisiveis e Infinitesimais

Tanto o termo indivisivel quanto infinitesimal sé&mmentados em quase todas as

bibliografias que consultamos.

A idéia dos elementos indivisiveis finitos encontrma doutrina

materialista do atomismo fisico, surgida em Abdei,Tracia (c. 430

a.C), uma grande ligacdo com 0 conceito de numgitagoricos. De

acordo com os atomistas, o0 universo era composbotieos e do espaco
vazio; este espaco era infinito em tamanho, e osi@ infinitos em

ndmero®

Essa teoria foi fundada pelos pensadores gregosidcelwe seu discipulo

Demdcrito (400 a.C). Na escola de Demdcrito, dedacoom Luria, teria sido introduzida

% BARON, 1985, p.19. v.1.



32

a nocao de “4tomo geométrico”. Um segmento de veta, area ou um volume supunham-
se constituidos por um grande, mas finito, nimertatbmos” indivisiveis *
O cronista grego Plutarco (c. 46-120 d.C) apresemtadilema proposto por

Democrito:

Se cortarmos um cone por um plano paralelo a lpdaed bem proximo
a base], o que podemos dizer das superficies gorarfo as se¢bes? Elas
sdo iguais ou diferentes? Se elas sao diferenkes,t@nardo o cone
irregular, cheio de dentes, como degraus, e impaest mas se elas séo
iguais, as seg¢des serdo iguais, e parece que derdna propriedade do
cilindro de ser constituido por circulos iguaisie diferentes: o que € um
grande absurdd.

Ou seja, diante dos argumentos de Demacrito, enobsrab casos, 0 cone nao
podera existir.

Ja os pitagéricos, como comentamos no topico Edtatam estabelecer a
harmonia entre aritmética e geometria. Contra agpeoacdes do misticismo pitagorfico
Zendo expde suas idéias dizendo que ndo é pofzretital relacdo, isto é, o atomismo
geomeétrico dos pitagoricos € inadmissivel. Naofacéivel a idéia de um corpo — reta,
superficie e solido - ser formado pela justaposidéogpontos. Os quatro paradoxos de
Zendo podem ser fortes criticas aquele tipo deapemst8®. Sdo os seguintes: o de
Aquiles, o da flecha, o da dicotomia, e 0o do estafliles remetem-nos a idéia da
infinidade. O primeiro deles foi mencionado no imideste capitulo. Trataremos daquele
da dicotomia: para percorrer uma certa distanciandgonto A até um ponto B € preciso
primeiro percorrer a metade dessa distancia. S@mos que o ponto C seja a metade da
distancia. Para ir do ponto A ao C deve-se primp@&correr a metade dessa distancia, e

assim por diantad infinitum

Os argumentos de Zendo mostravam que um segmeitm fi
pode ser dividido num numero infinito de pequeremmentos, cada um
deles com um comprimento finito. Também mostravare ¢ dificil

® STRUIK, 1997, p. 87.

" HEAT, T. L Apud. BARON, 1985, p. 20. v.1. As idéido atomismo geométrico de Demdcrito S&0
concebidas fisicamente.

“O atomismo fisico de Leucipo e Demdcrito pode al® fier sido sugerido pelo atomismo geométrico dos
pitagoricos e ndo é de surpreender que os probleragsnaticos que mais interessavam a Demdcriterfoss
aqueles que exigissem alguma forma de tratamefinitésimal.”(BOYER, 1986, p.55).

®As investigacdes dos pitagéricos conduziram a dest® da incomensurabilidade.

%9 URBANEJA, 1992, p. 24-5.
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explicar o que se entende pela afirmagéo de qudinoh@mé “composta”
por pontos. E muito provavel que o préprio Zenam s&iapercebesse das
implicacbes matematicas dos seus argumentos. OBlepras que
conduziram aos seus paradoxos tém surgido regetdemdurante
discussoes filosoficas e teoldgicas; reconhecemadmo problemas que
dizem a respeito & relac&o entre “infinito potefi@&infinito actual”®

Talvez as respostas dos argumentos de Zendo smj@ano tdebate que aconteceu
na Grécia relativa a questdo da infinidade, donitg@simal, do continuo e a idéia de
movimento.

A descoberta da incomensurabilidade — feita ppitagyéricos — acarretou uma
grande crise na matematica grega. Em respostaireasonais surge o método de

exaustao.

Para conjurar a crise tinha que ignorar o condsftoitesimal
de numero irracional. Eudoxo de Cnido, da esca@#dpica, resolveu de
forma brilhante a antinomia radical entre finite&nito. Introduzindo o
conceito de tdo pequeno como se quéiraquivalente a Nnosso processo
de “passagem ao limiteencontra, com sua teoria de magnitudes uma
escapatoria mediante um recurso genial que desemwoém trés
estagios: uma definicdo, um axioma e um métodd."..

O procedimento atribuido a Eudoxo superou a crisprdblema de magnitudes

incomensuraveis. A definicdo é encontrada no \6ldws Elementos de Euclides.

Diz se que, magnitudes estdo na mesma razéo, aifipara a
segunda e a terceira para a quarta, quando, ssqgaaiequimultiplos
tomados da primeira e terceira, e quaisquer eqtiptud da segunda e
quarta 0s primeiros equimultiplos similarmente ebere, s&o
similarmente iguais, ou menores que os ultimos radfiiplos tomados
respectivamente na mesma ordém.

A definicdo 4 dos Elementos de Euclides, conhecmtao axioma de Eudoxo:
“Magnitudes dizem-se ter uma razdo, de uma paraapas quais sdo capazes, quando
multiplicadas, de excederem uma & otitfaOu seja, “dadas quaisquer duas magnitudes A
e B da mesma espécie sendo ue B entdo existe um nimero natundaial queA + ... +

A > B (tomandon vezes A).”* O método de exaustdo sera apresentado postemi@rme

OSTRUIK, 1997, p. 81-2.

"L URBANEJA, 1992, p. 25-6.
"2HEATH, 1956, p. 114. v.2
SHEATH, 1956, p. 114. v.2
“MANCOSU, 1996, p. 36.
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Antes de comentarmos a concepcédo do infinito ndeicaédia, temos que buscéa-
la em Aristoteles. O seu pensamento influencionifségtivamente os escolasticos. Eis o
que ele pensa a respeito da infinidade. Admite .qua magnitude geométrica pode ser
dividida de modo que se torne menor do que qualgouagnitude. Reciprocamente
considera que uma magnitude pode ser aumentaddoogizanto se queira. Nao aceita que
as magnitudes continuas sédo constituidas por sideis.

Estabelece dois termos para consideracdes contesnan infinito: “infinito

potencial” e “infinito atual”.

Um infinito “em atd, isto €, um todo constituido de uma infinidadeaat
de coisas dadas, ndo pode ser pensado como we€ligb entanto, sim
pode-se pensar em uma magnitude crescentepbtenciamaior do que
todo limite, ou uma série de magnitudes cada vemoms que ém

potencid podem tornar-se menores que qualquer magnitude.

A idéia do infinito em ato e em poténcia é abordaolaCavalieri, porém ele faz
uso de outros termos, a saber, relativo e absplarta designar, respectivamente, infinito
em poténcia e em ato.

No periodo medieval a questao do infinito, foi defzintensamente. Porém, essa
discussdo se deu fortemente na Otica filoséficoowc@ no ambito da matematica. Os
filésofos dos séculos XlIl e XIV conceberam a exisfa de pontos, linhas e planos de
uma maneira que tivessem relacéo direta com ljghiasos e solidos respectivamente, ou
seja, pontos, linhas e planos estavam limitadosypas ordens superiores. A logica seria a
seguinte: um soélido contém uma infinidade de plapasegue 0 mesmo raciocinio para as
magnitudes de ordem inferior. “A questdo entdoiaurgmo se, de fato, o continuo deva
ser concebido como composto inteiramente de p@imgersamente se qualquer continuo
finito deva ser dividido de tal maneira a produzada exceto ponto$® Sera que uma
magnitude pode ser constituida a partir de outlararinferior? Pontos podem constituir
uma linha, linha uma superficie, e superficie ulitied

Bradwardine afirma que uma magnitude continua oontgn namero infinito de
indivisiveis, mas ndo sdo constituidas por esseaas matematicos. Para ele “[...] cada

continuo esta formado por um ndamero infinito deneletos continuos de mesma natureza,;

S URBANEJA, 1992, p.31.
" BARON, 1969, p. 72. No século XIIl e XIV as idéids continuo de Aristételes foram aceitas.
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assim, por exemplo, um segmento, area ou volundecesiposto por infinitos segmentos,
areas ou volumes.”

A possibilidade de uma magnitude continua ser gafdd com outra de uma
ordem inferior leva a contradi¢cdes. Por exemplop$Spontos séo os indivisiveis da linha,
e ndo possuem dimensao, como podem formar a liNf@s?se o ponto tiver dimenséo,
como pode ser indivisivef?

Ja no século XIV, surgiu uma visdo um pouco maisaga sobre esse assunto. A
teoria atomista estava sendo discutida como umegienfisico que constituia o continuo.
Apareceram tentativas de entender o infinitesimil: possivel que uma quantidade
infinitamente pequena possa ser considerada conmadltiplo de outra? Alternativamente
devem todas essas quantidades ser consideradas igoai®s em tamanho®” Esses
guestionamentos, apontam para nos uma tentativaerdender os indivisiveis e
infinitesimais.

A distingdo entre esses conceitos ficou estabelemdh os argumentos do século
XVII.

Por exemplo, para Cavalieri existe diferenca emdévisiveis e infinitesimais.
Caso queira encontrar um indivisivel, sabe comerfaRor exemplo, em relagdo a um
plano basta secciona-lo com outro. Para ele o isidel tem umalimensdoca menos do
que a magnitude de que se fala. Como veremos ndeasite, Cavalieri ndo aceita a
formacdo de uma magnitude através de soma de sidhis. O que faz sdo as
correspondéncias um a um entre eles.

Podemos interpretar os infinitesimais como elensent® mesma dimensao da
magnitude de que se fala, porém infinitamente pemueu seja, tdo pequena quanto se
queira. Entdo, vemos indivisiveis e infinitesimaisno elementos “diferentes”. “Com isso
se abre a segunda etapa do calculo infinitesimadstguindo os indivisiveis pelos
“infinitamente pequendbsde mesma dimensao geométrica espacial que a figurae
pertencem® Urbaneja refere-se a essa segunda etapa do c#ifinitesimal levando em
conta a concepcdo que Fermat, Pascal, Robervallles \fiteeram relativa a formacéo do
continuo a partir de magnitudes de mesma dimensdara Urbaneja esses quatro

matematicos tentaram modificar os procedimentoSalalieri — por exemplo, a soma das

TURBANEJA, 1992, p. 42.
S BARON, 1969, p. 73.

" BARON, p. 74.

80 URBANEJA, 1992, p. 64.
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ordenadas sob uma curva nada mais é do que ret@nguih comprimento infinitesimal.
Seguindo a idéia de Tacquet, uma magnitude é camgeslementasomogenea

Roberval (1602-1675) foi outro matematico imporanio século XVII. Nao
publicou suas obras com receio de que alguém asaipara vencer o concurso da Cadeira
de Ramus no Collége Royal, posto que ocupou poaai quarenta anos. Com isso, seus
métodos de descoberta e resultados perderam ¢todirgirioridade por ndo se tornarem
publicos. Sua obraraité des indivisiblefoi publicada postumamente em 1693.

Os indivisiveis e infinitesimais, para Robervaldem ser interpretados sob dois
pontos de vista. Ele faz uso dos “[infinitamente pequendsomogéneos, porém muitas
vezes 0 faz como se fossem o0s heterogéneos ineigisipor isso sua obra pode ser
considerada como uma transicao dos indivisivealalieri aos infinitesimais de Fermat
ou de Newton e LeibniZ* Isto é, Roberval tem a idéia de que a magnitudéiroa é
constituida, ndo com magnitudes heterogéneas, onashicmogéneas, sendo que a linha, a
superficie, o solido seriam formados respectivamgrr uma infinidade de pequenas
linhas, superficies e sdlidos. Mas ele considesessnfinitesimais como se fossem
indivisiveis.

Os métodos de integracdo de Cavalieri e de Robedal significativamente
distintos. Enquanto aquele opera geometricameribefal trata os “indivisiveis” com
uma caracteristica aritmética e infinitesimal. SetpuUrbaneja a abordagem de Roberval
“[...] estd mais proxima as integracbes aritmétices Fermat e Pascdf’ De fato,
Roberval, Fermat e Pascal uniram teoria dos nuneosas concepg¢des arquimedianas
de geometria, produzindo belissimos resultadostegriacao.

Pode ser que os trabalhos de Roberval tenham moia#o o pensamento de
Pascal. Roberval era amigo de FEtienne. Ha poskiiés de Roberval ter sido
influenciado por Kepler, Stevin, e Cavalieri. Disspie sua influencia veio de
Arquimedes?

Agora concentremos nossa descricdo nos argumeat&astal concernentes ao
infinito, tanto grande quanto pequeno; também coaracteriza o indivisivel. No capitulo
IV retomaremos algumas concepc¢des dos indivisev@finitesimais em Pascal.

Pascal determina relacdes entre grandezas e alvgi®gzopriedades comuns.
Por exemplo, as propriedades comuns relativasassidfinidades, a saber, o infinitamente

81 URBANEJA, 1992, p. 121.
82 URBANEJA, p. 124.
8 BOYER, 1959, p. 141.
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grande e o infinitamente pequeno; por mais rapig® $gja um movimento, pode existir
outro que seja mais rapido ainda, e assim infirétatier da mesma maneira, por mais lento
que seja um movimento, € possivel retarda-lo amdss, e repetir infinitamente esse
retardamento, sem que o corpo entre em repuso.

Outro exemplo é relacionado aos numeros. Por ntpier seja um numero é
sempre possivel conceber um outro que seja malretp) e assim repetir 0 processo
indefinidamente sem encontrar um numero que nasapesr superado. Reciprocamente,
esse critério vale para os niumeros pequenos; poomie..] que seja um nidmero, como a
centésima ou a décima milésima parte, € semprdvebsenceber um que seja menor, e
sempre infinitamente, sem chegar ao zero ou nada.thesma andlise faz com o espaco.
Nesse processo jamais se encontraria um indivisikglalmente, um espaco, por mais
pequeno que seja, nao podera ser dividido em eassas metades ainda? E como havia
de ser que essas metades fossem indivisiveis sgmma extensdo, elas que, juntas num
todo, fizeram a primeira extensa®?Argumenta que n&do ha meio de dividir um espaco
em duas partes indivisiveis. Sendo que, aquelesapeebem, tal divisdo, ndo sdo capazes
de compreender algo que pode ser infinitamentsidii

Pascal expde sua concepcao de espaco, e afirmsta“Baer a mentes claras
nesta matéria que dois nadas de extensdo ndo gadenuma extensad”Segue dizendo
que existem pessoas que afirmam que dois nadasxtans& podem formar uma
extensdo. O que Ihe parece alesurdo

Com isso, procura fazer uma relacdo do que edtntta com o significado da

unidade para Euclides:

[...] a Unica razdo pela qual a unidade néo pesteéncategoria dos
nameros é que Euclides e os primeiros autoresrgtagdam a aritmética,
tendo varias propriedades a dar que convinham asted numeros
exceto a unidade, a fim de evitar dizer muitas yegee em tal nimero,
exceto a unidade, tal condicdo se verifica, exaimira unidade da
significacdo da palavra numero, pela liberdade jqudissemos que se
tem de fazer definices a vontade f2.].

8 PASCAL, 2003, p. 26.
8 PASCAL, p. 27.
8 PASCAL. p. 28.
8" PASCAL, p. 32.
8 PASCAL, p. 34.
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Mas quando se quer, a unidade € incluida na caéedos nameros, assim como
as fragOes. Euclides definiu as grandezas homog&oeao: “as grandezas — diz ele — que
sdo do mesmo género, quando uma, multiplicada ejaevsarrias vezes, pode chegar a
ultrapassar a outr® Pascal conclui que a unidade pode ultrapassar ¢éodualquer
namero “[...] ela é do mesmo género que 0s nuny@erssamente pela sua esséncia e pela
sua imutavel natureza, no sentido do mesmo Eudjdesjuis que ela néo fosse chamada
de nimero®

Pascal percebeu que a mesma coisa ndo pode secdeit os indivisiveis com
respeito a uma extensao: “porque ndo somente dieneome, o que é voluntario, mas
difere de género, pela mesma defini¢do, visto egueéndlivisivel multiplicado tantas vezes
quanto quisermos, esta tdo longe de poder ultrapassa extensdo que ndo pode nunca
formar sendo um s6 indivisivel®”

Pascal define o indivisivel e a extens@oprimeiro ndo tem “nenhuma parte”; o
segundo tem “diversas partes separatfag®ortanto, o indivisivel ndo é do mesmo género
da extensdo. Com essa conclusado, enuncia exengplglermentos que ndo sao do mesmo
género, como o zero. Para ele ndo € do mesmo gguneros numeros, pelo fato de que se
o multiplicarmos ndo podera ultrapassar nenhum ndinigessa forma, sera um zero de
extensdo. Para ele todas as grandezas sédo infemtardivisiveis, ndo podendo chegar a
um indivisivel. Disse que as grandezas situam-ge ennfinito e o nada.

Sua concepgao com respeito ao infinito é respaldatia“[...] admiravel relacéo
gue a natureza p0s entre essas coisas [repouswimento; instante e tempo], e as duas
maravilhosas infinidades que ela propds aos honmé&spara que as concebam, mas para
que as admirem’® As duas infinidades de que esta falando sdo vatatio infinitamente
pequeno e o infinitamente grande. Concebia, quendimero poderia ser multiplicado o
tanto que se desejasse até chegar, por exempld).600 como também esse mesmo
namero poderia ser dividido até encontrar a sugsina milésima parte. Para ele, se um
namero pode ser aumentado (multiplicado) infinitatage também pode ser dividido
infinitamente. A mesma relacdo é dada para o espBaoto pode ser infinitamente

estendido quanto infinitamente diminuido.

89 PASCAL, p. 34.
OPASCAL, p. 34.
L PASCAL, p. 34-35.
92 PASCAL, p. 35.
% PASCAL, p. 36.
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3.3 O método de exaustao

Retomamos agora o tema exaustédo, comentado antenta, com a finalidade de
expor pormenores que Sao necessarios para o talBd#bemos que ao abordar esse
assunto nos deparamos com uma gama de informagédsv@gria a buscar a compreensao
de muitos axiomas, proposi¢cdespremas que também sdo necessarios para entender o
procedimento demonstrativo dos antigos. Nossa &l émracterizar a importancia e motivo
das demonstracdes por dupla reducdo ao absurdoianadas anteriormente.

Quando falamos do método de exau¥tdoemos que estd intimamente
relacionado com conceitos de técnicas infinitdfid@s gregos nas exposicdes formais dos
seus trabalhos evitaram recorrer ao uso infinitm.d@itro lado, o processo heuristico deles

nos leva a técnicas infinitariddlsso pode ser testemunhado pelo

[...] Método de Arquimedes, um pequeno tratadosealeerto em 1906,
gue contém, na forma de uma carta de Arquimedest@dtenes, uma
explicacdo das estratégias heuristicas de Arquisnpdea a descoberta
de teoremas em geometria, relativos a areas, velwmeentros de
gravidade. Arquimedes explica em seu Método comploexr em
investigacdes geométricas consideracbes mecanicastécaicas
indivisibilistas, onde a denominagcdo Uultima refeee-a idéia de
considerar uma figura plana (ou solida) como seiwdostituida” por
linhas (ou planosY.

Numa das passagens da carta de Arquimedes a Ere®saquele discorre:

Mas vejo-te, como afirmo, que tu €s um estudiosio,sgue tu
dominas de uma maneira notavel as questdes defidas que tu sabes
apreciar com seu valor as questdes de matematecaejapresentam, e
tenho julgado a propdsito descrever, e desenvolste mesmo livro, as
caracteristicas proprias de um método segundo botejsera permitido
examinar alguns dos primeiros que me foram evidepééa mecanica e
gue foram demonstrados mais tarde pela geometds, causa da
investigacdo por este método ser diferente de uemaodstracdo; a

%0 método de exaustdo j& era conhecido antes dex&pdo Antifon (contemporaneo de Sécrates). Antifon
inscreve em um circulo poligonos a fim de queea &lo poligono possa aproximar-se da area do ajrcul
porém isso é feito apenas em um sentido potencidbeeal. Bryson, aluno de Socrates, além deawscr
também circunscreve figuras no circulo, dizendoajaeca é a média desses poligonos. (URBANEJA,, 1992
p. 22-3). S6 mais tarde Eudoxo dard mais precisanéiodo de exaustao.

% Processo de adicdo, multiplicacdo com séries iiafin Por exemplo, quando inscrevemos e
circunscrevemos figuras em outra, estamos fazesdoda uma soma infinitat,, =i, +i, +iz +...+i,;

Ch=qtC+Cat. +Cye
% MANCOSU, 1996, p. 34.
" MANCOSU, 1996, p. 34.
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investigacdo da demonstracdo preconcebida de uim cenhecimento
dos problemas através desse método, com efeit@i® facil que sua
investigacdo sem conhecimerfo.

Vemos a clara distincdo do processo de ArquimasiEsg, 0 processo heuristico
€ mecanico e o processo demonstrativo € geometrico.

Para entendermos a questdo do uso de técnicastaimdia voltaremos aos
predecessores de Arguimedes, vendo assim quais fosaargumentos que levaram o0s
gregos a fazer omissdo dos procedimentos inficitis Diante disso, temos que expor
duas definicdes que estéo no livro V dos Elemet¢oSuclides. Séo elas, as definicbes 3 e
4.

Definicdo 3.Uma razdo € um tipo de relagdo com respeito ao mantre duas

magnitudes da mesma espéCie

Definicdo 4.Magnitudes dizem-se ter uma razao, de uma parapa quais sao
capazes, quando multiplicadas, de excederem unodra 8°

Assim, para os gregos, a fim de existir uma razdiveeduas magnitudes é
necessario que elas sejam homogéneas. De acorda abefinicdo 4, que é as vezes
chamada de axioma de Eudoxo-Arquimedes, temosipdas quaisquer duas magnitudes
A e B da mesma espécie, se A < B entéo existe unerainaturah tal que A + ... + A >
B (tomandon vezes A). Essa definicdo, ou também chamado axaaneontinuidade, é
aplicado ao método de exaustdo, garantindo assim ggor matematico.
Euclides fez uso desse axioma ao provar queirgsilos estdo para si assim como 0S
quadrados dos diametrpantes dele Hiporcrates de Quios (430 a.C) hastabelecido e
demonstrado essa relacdo. Da mesma maneira, Ardesmesou 0 metodo de exaustao
guando quadrou o circulo: “a area de qualquer loiréuigual a area de um triangulo
retangulo, na qual um dos seus lados, partindoédtice cujo angulo é reto, é igual ao

raio, e o outro é igual & circunferéncia do cir¢dfd

% ARQUIMEDES. Ap. BALIEIRO FILHO, 2004, 167-8.
9 HEATH, 1956, p. 114. v.2.

10 HEATH, 1956, p. 114. v.2.

191BARON, 1985, p 34. v.1.
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Como as magnitudes devem ser homogéneas, naossi@glacomparar uma reta
com uma superficie, por ser entes com magnituckinais.

Para evitar o uso de argumentos infinitisticosac®&do com Mancosu, 0s gregos
ndo demonstravam que duas figuras tinham areassiget processo direto, isto &, se
fosse necesséario demonstrar que duas figuras A tmHAm areas iguais, eles néo
demonstravam diretamente que A = B, a nado ser tpsefessem poligonos. Entdo, o
processo poderia ser feito decompondo-as finitaenent seja, a partir de um poligono e
através de transformacfes geométricas poderiairkledua triangulos que tivessem area
igual as das figuras origindi% No entanto, se uma das duas figuras a ser congpfusse
composta por linhas curvas, o procedimento apli@dooutro. Se isso nédo fosse levado
em conta poderia ser colocado em risco a légicaddasonstracdes (ao usar processos
infinitisticos). Desse modo, para provar que A adavam uma dupla reducao ao absurdo,
que Ihes permitia excluir A< B e A > B.

Mostremos, através de um exemplo, como Euclidesedia em relacdo a

problemas dessa natureza. Primeiramente enuncianema proposi¢cao de Euclides:

Proposicdo 1Sendo estabelecidas duas magnitudes desiguaisase d
maior for subtraida uma magnitude maior do que gdade, e a partir
daquela que é deixada uma magnitude maior do gaensetade, e se
este processo for repetido continuadamente, sexada uma magnitude
que sera menor do que a menor magnitude estabal®gid

Ou seja, se tivermos estabelecido que AB e C sd@luas magnitudes propostas,
tal que AB é maior do que C (ver fig. 1), bastauseg enunciado da proposi¢do para

vermos que a magnitude restante serd menor do.§fe C

A B
Figura 1

Vamos ao exemplo (proposicdo 10 do livro Xl ddenkentos de Euclides) que

ilustra o uso do método de exaustao.

102 45 triangulo torna-se entdo um paralelogramo, mlpéogramo torna-se um retangulo e finalmente o

retdngulo torna-se um quadrado.” (BARON, 1985,20.\3..)
13 HEATH, 1956, p. 14. v.3
194 Cf. a demonstracdo em HEATH, 1956, p. 14-5.
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Proposicdo 10Todo cone é a terca parte do cilindro que tem amaebase e a

mesma alturd®

1. Dado um cilindro é sempre possivel inscrevee eh prisma que tenha um ndamero
suficientemente grande de lados, tal que a diferengre o cilindro e o prisma seja menor
do que qualgquer magnitude escolhida.

2. Dado um cone podemos inscrever nele uma piraogdeum numero suficientemente
grande de lados, de tal maneira que a diferenca elat e o cone seja a menor possivel.

Ou seja, primeiramente Euclides usa o processoxdastio mostrando que é
possivel, tanto no cilindro quanto no cone exaseus respectivos volumes com um
prisma e com uma piramide, de tal forma que osslaths figuras inscritas aumentem
indefinidamente até que a diferenca seja menorugogqgalquer magnitude dada. O que
garante essa aproximacao é o axioma da continut@&@aso considerasse o nimero de
lados tendendo ao infinito, poderia ser feita dir@tpassagem de P = 3Q, mas ainda néo
era possivel descrever esse procedimento formadment

Entdo, o proximo passo a ser feito € a demonstrpede dupla reducdo ao
absurdo. Se P, Q sao os volumes do cilindro e de mespectivamente. Entdo, ndo se pode
ter P > 3Q ou P < 3Q. Como de qualquer um desses @30S chega-se a uma
contradicdo, conclui-se que P = 3Q.

Antes de finalizar esse topico, expressaremos dopda vista de Urbaneja

referente ao método de exaustao. Para ele temaeeasidade de

[...] conhecer previamente o resultado a demonsstr €, precisa de
valor heuristico, ndo serve para encontrar novedades, sendo somente
para demonstrar aquelas das quais ja se tem uneaomnto prévio. O
método de exaustdo é pois um método de demonstcAdéo de
descobrimento, precisando ser complementadgriori com outro
método, ou analitico ou mecanico, para descobriesgtados?’

Ainda mais, “[...] a aplicacdo do método de exaustén cada caso concreto
depende da estrutura geométrica particular do @nwdpl de modo que ndo permite
formulacdes gerais®® Comentaremos a idéia de Urbaneja sobre o mémeéaalistio.

195 HEATH, 1956, p. 400. v.3.
1 TOEPLITZ, 1969, p. 11.
197 URBANEJA, 1992, p. 28.
198 URBANEJA, 1992, p. 28.
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Quando falamos no método de exaustdo devemos tenemte que a prova por
dupla reducdo ao absurdo é inerente ao processosefa, ap0s exaurir a figura é
necessario demonstrar o problema. Entdo vemos @jueacessarias tanto a exaustao,
quanto a prova por dupla reducéo ao absurdo. Beimgtodo que permitiu, por exemplo,
Euclides mostrar a relagdo existente emtoés circulos com os quadrados dos seus
diametros®®

Passemos agora para o século XVI. Veremos quamsdogde integracdao foram

desenvolvidos.

3.4 Século XVI

Francisco Maurolico (1494-1575) desenvolveu um o@tgara determinar
centros de gravidade baseado em momentos. Utilzoprincipio da alavanca de
Arquimedes. Assim, o0 conceito de infinitesimal pogeer tratado tanto aritmeticamente
quanto geometricamente. Por exemplo, na deternondgacentro de gravidade de um
conoide, através do método de momentos, o volumeododide é buscado associando-o
com a &rea de um tridngulo. A conclusdo de sua detmagdo € por reducdo ao absurdo.
Sua contribuicdo matematica é importante por inzodprovas para a determinacdo de
centros de gravidades de s6lidds.

Federigo Commandino (1509-1575), seguidor ortodod® Arquimedes,
contribuiu significativamente com as pesquisas digépoca, traduziu as principais obras
gregas para o latim. Foi influenciado por Maurglicsas seu método ja € um pouco
diferente. Enquanto Maurolico dividia o eixo do ém® em partes iguais para inscrever e
circunscrever cilindros (ver fig. 2 e 3) de alturgisais, Commandino o fazia da seguinte
maneira: dividia o eixo do condide sucessivamente2e4, 8,... partes iguais e em cada
etapa determinava os centros de gravidades doslra$i inscritos e circunscritos: Ou
seja, se denotarmos respectivamente os centro$,g2,9., € G2, G4, G8 para os cilindros
inscritos e circunscritos, sua idéia é considetar Y...] g2g4 = G2G4, g49g8 = G4G8, e
assim por diante. Deste modo, se o centro de cenamentre g2 e G4, g4 e G4, e g8 e
G8,..., jazem no ponto médio de g2G2, g4G4, g8&8(ver fig. 4 e 5). Disso,

199 Essa proposicao ja era conhecida por Hipocrat€uites.
1OBARON, 1969, p. 91-94; 1985, p. 5. v.2.

11 BARON, 1969, p.94-6.

112BARON, 1969, p. 94-5.
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Commandino encontra que o centro de gravidade néide jaz a dois ter¢os do vértice V
e fornece a prova por reducao ao absurdo.

94

Figurad4eb5

Simon Stevin (1548-1620), engenheiro e cientisey dm passo notavel na
construcdo de demonstragbes prescindido a duplacdedao absurdo. A suas obras
Hisdrostatica e Mecanicdoram publicadas em Holandés, talvez por issoufipouco
conhecido fora dos Paises Baixos. Mais tarde editara em francés e latim — os métodos
de Stevin j& estavam datando cerca de cinquientacuamdo tais tradugdes foram feitas.

Aceitou 0 método de exaustdo de Arquimedes, magmsou demonstracdes por
dupla reducédo ao absurdo. Em vez de inscrevercanscrever figuras geomeétricas em

outras figuras, optou apenas ou por circunscreueinscrever figuras™ Por exemplo,

13BOYER, 1959, p.99.
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para demonstrar que o centro de gravidade de é@ngtrio ABC (ver fig.6) encontra-se em

sua mediana AD agiu da seguinte maneira:

Figura b

Agora, como aqui, trés quadrilateros foram inssrito triangulo, assim
um numero infinito de tais quadrilateros podemisseritos nesse lugar,
e o centro de gravidade da figura inscrita semptar& (pelas razbes
mencionadas acima) na linha AD.

(Ou seja, pelo principio de que em figuras siroasribilateralmente o centro de

gravidade permanece na mediana AD.)

Mas quanto mais tais quadrilateros existirem, mem#sangulo ABC

diferira da figura inscrita dos quadrilateros. Psés tracarmos linhas
paralelas a BC através dos pontos médios NA, NM, M, a diferenca
da ultima figura sera exatamente a metade da dierela figura
anterior. Podemos, portanto, por aproximacgao iafjnicolocar no
triangulo uma figura tal que a diferenca entretiamal e o tridngulo sera
menor do que qualquer figura plana dada, por mener seja. Disso
segue que, tomando AD para ser a linha centralraddgde, o peso
aparente da parte ADC diferira menos do peso ajgaderparte ADB do
que qualquer figura plana que possa ser dada, @womgue seja’™

Notemos que Stevin nao utilizou a reducdo ao absukm lugar disso,
aproximou-se do conceito de limite, pelo fato de quanto mais figuras haja inscritas, ou
seja, tanto quanto se queira, no triangulo ABC men@ms areas diferirdo uma da outra.

Isso nos faz relembrar a proposi¢éo 1 de Euctidada anteriormente.

14 STEVIN, Simon. Les Ouvres mathématiques de Sintenisde Bruges. Apud. BARON, 1969, p. 97-8.
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Stevin chegou muito préximo da idéia de limite,iggido um raciocinio bem
moderno de tal conceito. Seguindo a idéia de Ba®m, area do triangulo for simbolizada
n n
por A e a area dos paralelogramos @Ik =l,+l,+---+1_, entéo A - Zlk: d, de
k=1 k=1

onded é a diferenca encontrada, sendo que:
d =A/n.

Entdo essa diferenca pode ser tdo pequena quargoega. Casm venha a
tender ao infinito, as diferencas entre as areasi@wgulo e das figuras inscritas tendem a
zero. Ou seja, conforme a proposicdo 1 de Euclidesliependendo do valor de
obteremos uma magnitude que serd menor do queuguattpgnitude considerada, porém
pequena. Assim, poderiamos considerar a area d@wgtilio como a soma das areas dos

paralelogramos inscritos nele, isto é:

Stevin aplicou seu método para encontrar o cermdrgravidade de um segmento
conoidal, bem como para encontrar a pressao totalesuma parede vertical de um
recipiente cheio de agua; mostrou que a pressa@mrmeédesponde ao ponto médio desse
recipiente. Para ele o infinito tem um sentido poi&, ou seja, pode ser estendido até
onde se queira, de tal maneira que o erro poderigis pequeno quanto se quéira.

Luca Valerio (1552-1618) foi outro matemético geetbu modificar o método de
Arquimedes. Disse ter sido inspirado por CommandDesenvolveu seu trabalho nos
padrbes da geometria euclidiana. A linguagem quesepta, ndo € muito diferente dos
outros matematicos de seu tempo, ou seja, € gdomeétr

Fez grande esforco para dispensar a demonstracaupla reducéo ao absurdo,
tentando estabelecer “principios gerais”. Por exeyma proposicao VI de seu trabalbe
Centro Gravitatis Solidorurn(ilt604), considera

15BOYER, 1959, p. 102.
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[...] uma figura plana convexa envolvida por umavay na qual

paralelogramos foram inscritos e circunscritos daneira usual, e
estabelece que, em geral, a diferenca entre as daediguras inscritas e
circunscritas € igual a area do paralelogramo salse’®

Interpretemos o que foi dito: Seja dada uma fiAB& qualquer (ver fig. 7) onde
AD é o diametro, BC é uma corda. Notemos que aalglas relativas a BC tornam-se
menores a medida que se aproximam do ponto A. Qinpodpasso € inscrever e
circunscrever paralelogramos, denominaremos respawnte porl , e C_ suas areas. O
indicen € o numero de retas ou planos que cortam a figlgase caso a figura 7 esta

representando uma area. Na proposicdo Xl, Lucaridadstende esse resultado para os

volumes de soélidos.

D

I B

Figura ¥

Temos que:

I, =i i, +ig+o+i (1)
C,=c +c,+c, +...+C, (2)
Sejami, ec, as partes correspondentes da figura. Ou sejasé&tass fatias da
figura, seja de uma area ou de um solido. Dess® neicmos que:
i,=0i,=c,i,=C,...,i, =C,, (isto &, as figuras comegam a ser inscritas e
circunscritas a partir do vértice A).
Fazendo a subtracdo de (1) e (2), temos:
C,—-1,=(c i)+ (c,—i,)+..+(c, —i,) =c,(temos quec, é a ultima figura

circunscrita sobre a base).

1 BARON, 1969, p. 101.
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De acordo com a escolha dessa diferenca pode ser feita tdo pequena quanto se

queira. Em linguagem moderna teriamos que o liméel , e C, com n tendendo a

infinito é igual a &rea, ou volume, em questio.

Sintetizando o que mostramos até agora, pode-se quer Maurolico e
Commandino foram em um certo sentido mais ortodexosreferéncia ao método de
demonstracdo dos antigos. Ja Stevin e Valério rueertam utilizando o método de
exaustdo, mas aos poucos estavam fazendo a apgdxindas figuras inscritas e
circunscritas com o objeto estudado diretaments,fager uso da prova por dupla redugéo
ao absurdo, utilizando a idéia de limite.

A relevancia do trabalho desses matematicos faadagor Mersenne. Em 1644,
fez uma homenagem a Maurolico, Commandino, SteWfalerio incluindo-os com os
nomes de Arquimedes, Apolbnio e Pappus, por teartribuido para o desenvolvimento
da geometria®®

Ao incorporar um novo pensamento matematico pode/mogue Sao necessarias
extensas investigacdes referente a natureza dgagexdste, para assim descobrir novas
técnicas que proporcionem a solu¢do dos problenassgjam antigos quer sejam Nnovos.
N&o queremos dizer com isso que as técnicas dagosnhdo eram suficientes.
Acreditamos que foram suficientes para o tempo eenfgram desenvolvidas, bem como
serviram de inspiracdo para mateméaticos posteridttes séculos XVI e XVII outros
conceitos foram estabelecidos, diante de outroblgmaas, permitindo emergir novas
concepcOes matematicas.

No proximo tépico abordaremos os temas: continnfipiiesimal e indivisivel,
diante do processo matematico de Kepler, Cavai&alileu mostrando suas teorias e de
que maneira solucionavam problemas de integrac&ubj@ivo é evidenciar técnicas de
solucdes de problemas matematicos que foram usadaseculos XVI e XVII.

3.5 Século XVII
Antes de comegarmos a mencionar as realizacbesnidiitas desse periodo,

faremos uma consideracdo que ajudara a entendeguahsentido matematico podemos

dizer que houve mudanca significativa relativaiabsitesimais.

17BARON, 1969, p.102-02; 1985, p. 8. v.2.
18 BARON, p.106.
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Os gregos ja trabalhavam com técnicas indivib8istan seus procedimentos
heuristicos. Com isso, surge a pergunta: “[...Joeia sentido € o uso difundido de técnicas
infinitesimais uma novidade no século XVI¥* Para respondé-la, é possivel arrolar trés
razdes: “A primeira é historica; as fontes da matea grega que fizeram uso de
conceitos indivisibilistas, tais como o Método dgjdimedes e o Comentarnie Theon do
livro | de Ptolomeu, ndo eram conhecidos pelos gs do século XVIIF° Knorr fala

nesse sentido de uma redescoberta do método ibdista.*?*

A segunda razao traz em consideracao a distingé® \elidez heuristica
e formal. Para os gregos nédo havia divida quedgsmnfinitarias, como
aquelas empregadas no método indivisibilista, n&mepam ser
formalmente aceitas e tinham somente valor hecowis® que é novo no
século XVII é o esforgo de parte de varios matesnatde primeira linha
para conceder a essas técnicas heuristicas undga/étirmal. Foi essa
tentativa de fornecer o meétodo indivisibilista cararedibilidade de uma
teoria rigorosa que levou a muitas discussdes sabreatureza do

método*?

Posto isso, podemos notar que houve um esfor¢gpgrte dos matematicos desse
periodo para firmar o método indivisibilista, dafide um sentido formal — por exemplo,

Cavalieri. O terceiro argumento é

[...] o compromisso do século XVII no engajamen® matematica
infinitista que ndo parece ter qualquer precedanggregos, como por
exemplo, os procedimentos de congruéncias infiagéncontrados em

Cavalieri, ou o estudo dos solidos de comprimentdaogura infinitos,

iniciado por Torricellit?®

Os estudos de Torricelli instigaram o surgimentaldeins paradoxos relativos ao
infinito. Ao girar uma hipérbole em torno de umasde@s assintotas, essa produz um sélido
infinitamente longo. Torricelli conseguiu mostraregele possui um volume finito. Esse
resultado causou um bom debate filoséfico e maiem4f

As observacoes feitas anteriormente tém o papehakrar que oS gregos nao
tinham umhorror ao infinito. Porém o século XVII ndo herdou o método deless ma

apenas o que foi desenvolvido formalmente. Issouas matematicos dos séculos XVI e

19 MANCOSU, 1996, p.34.

120 MANCOSU, p. 35.
1ZLMANCOSU, p. 35.

122 \MJANCOSU, p. 35.

123 MANCOSU, p. 35.

124 cf. Cap. 5 de MANCOSU, 1996.
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XVII a encontrarem novos métodos de quadratura, bemo “[...] grosso modpesse
periodo pode ser caracterizado pela conclusdo ategso de entendimento da geometria
grega e pelas primeiras tentativas no sentido dmpalssa-la*®>. Desse modo, os
matematicos retomam a idéia de métodos infinitesirpara poder encontrar solugéo de
problemas de geometria e dinamica. Eis alguns gnoeantos usados por Kepler.

Johann Kepler (1571-1630) abandonou a estruturgprdaa arquimediana e
introduziu os infinitesimais a fim de poder calewianto areas quanto volumes. Conhecia
muito bem as demonstracdes dos gregos, porém ewtEganteressado nos resultados do
que objetivamente nas provas. No entanto, caso demonstracdo arquimediana
fornecesse algo de que pudesse aproveitar fazidissm. Porém quando métodos formais
ndo eram suficientes preocupava-se em investigaasndécnicas e processos de
demonstracao para suas necessidades praticas.

Em seu trabalhoNova Stereometria(1615), apresentou seus métodos
infinitesimais, estimando o volume de soélidos agicpor revolucdo (assim, calcula a
medida de tonéis de vinho). Seu método € auxilipdo figuras, por transformacdes
geomeétricas, e na determinacdo de cortes de pexjgegades variando o tamanho e forma
do que se propde a investigar. Usou a linguagem idfostesimais livremente. Na
Stereometriaapresenta-nos caracteristicas do calculo diferereiaaber, quando estava
procurando uma melhor relacdo entre a medida desba@e vinho foi conduzido ha
problemas de maximo e minimo. A partir de entderdginou relacdes entre solids.

O processo de integragdo que Kepler desenvolveugguadratura do circulo &
o seguinte (ver fig.8)*’

Primeiramente, tracou uma infinidade de cordasgmakspelo centro do circulo.
Notemos que formam uma infinidade de triangulogn@®emos tantos segmentos quanto
se queira, os triangulos serao infinitamente fidestal maneira que seus lados coincidirao

com sua altura, que por sua vez é o raio do cirddsim, as bases dos triangulos ficam

125 KOYRE, 1982, p. 315.

12BARON, 1969, p. 110. BOYER, 1959, p.107-8.

127 Arquimedes forneceu a prova de que a area doleiécigual & area do triangulo retangulo, sendoajue
comprimento da circunferéncia do circulo e o ratedao os catetos do tridngulo. Essa prova edtataolo
Sobre as medidas do circul(BOYER, 1986, p.86-87). Segundo Boyer a demogdtrade Arquimedes é
mais precisa do que a de Kepler.
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sobre a circunferéncia. Desse modo, fazendo unmaftnranacdo geométrica, o circulo

tornar-se-a4 um poligono infinitarfg®

2 Lt

Figura 8

Com isso, Kepler compde corpos maiores a particalpos menores com a
mesma magnitude (mesma ordem). Agora, substituesdes triangulos por um Unico
triangulo (ver fig. 9) tendo a circunferéncia cosua base e o raio como a altura, teremos
que a area do circulo € dada em termos do produtomprimento da circunferéncia pelo

seu raig-?®

c
Figura 9

A éarea dos infinitos triangulos pode ser dada gelmiproduto de cada base por

sua altura:

2 2 2
Percebamos que temos tantas bases quanto se iaita a alturdn é igual ao

acBith bth bth

raior da circunferéncia, podemos reescrever (3) da segonianeira:

128 . . .
‘Este recurso de técnicas infinitarias, na formafieitesimais, estavam bem além dos limites fosma

qual a tradicdo grega tinha operado. Isto condudefson, o matematico escocés, a usar\sndiciae
Archimedis(1616)[A vinganga de Arquimedes] para um ataquéatla de rigor de Kepler. Deste modo, ja
no comeco do século, varias tentativas tinham f@das para desenvolver a geometria de um modo mais
direto que superasse a complexidade e as limitaghpsestas pelo método de exaustdo. Porém, foi a
geometria dos indivisiveis de Cavalieri que chammais a atencdo matematica e filoséfica.” (MANCOSU,
1996, p. 38-9.)

129BARON, 1969, p. 110.
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b, [r b, [r
+ ...
2 2

A= b, [r N
2
ou ainda,

A:% [{b, +b, +---b, +b).

Sendo que a som, +b, +---+b._, +b,, a medida qua aumenta, tende a ser

C.** Logo a area é dada por

De modo semelhante Kepler estabeleceu o volumégdasasolidos (ver fig. 10).
Por exemplo, a esfera é composta de infinitamenigom cone¥’. O objeto que ira
compor a figura plana ou sélida tem as mesmas diGesnrespectivamente, porém é

infinitamente pequeno.

Figura 10

Ao analisarmos os solidos de revolucao, veremosajtevés de uma figura plana
e com a escolha de um eixo, pode-se obter os rfi@isrtes tipos de soélidos. Ainda mais,
se esta figura plana for um circulo. Vejamos coaiagéu procedimento.

Seja dado um circulo (ver fig. 11), com os arcos B&, HI e um ponto J sobre

ele.

“°BOYER, 1986 p. 222-23.
131 KOYRE, 1982, p. 315.



53

G
Figura 11
Na escolha de quaisquer segmentos, bem como dos pode-se produzir os
mais diversos tipos de solidos. Por exemplo, o &tdb girado em torno do eixo DE

produz um anel de macga (ver fig. 12).

E

Figura 12

Para entender a relagdo entre os volumes dos sOkdpler determinou uma
representacdo geomeétrica que lhe permitiu fixar sahaelacdo e, em particular, dar
métodos de integracdo geométrica. Seu procediménitoconstruir um cilindro,
estabelecendo relacdes com os volumes dos solidio®® por rotacad®

Kepler determinou um método diferente daquele dug@s gedbmetras gregos
para encontrar volumes e areas. Foi comparativentio uso de técnica infinitaria. E o
caso da maneira como encontrou a area do circesoyith anteriormente, isto €, utilizou
os elementos infinitesimais que possuiam a mesaralgra da figura investigada.

Boyer comenta as idéias de Kepler, dizendo quérabalho ndo estava isento de

erros, e que ele

[...] parece néo ter distinguido claramente ento¥gs por meio
do método de exaustdo daquelas, por idéias des$imjitor elementos
infinitesimais, ou por indivisiveis. As concepg¢fgae mantém nas
demonstracbes estdo longe das nocbes tomadas [elbgos
gedmetras®

132 BARON, 1969. p. 114.
13BOYER, 1959, p. 109-10.
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Independente se houve ou néo erros, ou talvez sdmfnla maneira de conceber
os infinitesimais e os indivisiveis, suas investigs foram relevantes para a ciéncia pelo
fato de sugerirem modificacbes nos procedimentos galucionar problemas. Assim, 0s
erros dos mateméticos deveriam ser vistos comoltades de investigacbes que
possibilitariam a posteriores matematicos chegar&wvas teorias.

Galileu foi outro notavel matematico. Sua producado ciargtife consideravel.
Sabia das atividades de Valerio e de sua modificalid método arquimediano. O
pensamento escolastico aparece incorporado noss tdmasalileu, menciona o inglés
Richard Suiseth, conhecido como Calculator, e Kdbaty — falando deles em questbes
referentes a corpos em movimeftb.

Mediante o conceito de movimento, provou do mesnmumanque Oresme
(fornecendo o rigor matematico que este ndao api@sgnque um corpo com velocidade
constante e outro com velocidade uniformementeeesdh, que partem do repouso,
percorrem o mesmo trajeto, considerando que a idelde final do corpo em movimento
constante sera a metade da velocidade do corpormngimente acelerado, em um mesmo
intervalo de tempo. Vejamos como compreendeu o mavio dos dois corpos:

Um corpo uniformemente acelerado move-se do pordao @gonto D (ver fig. 13)
em um tempo AB. Se a velocidade final for represggtpor uma linha BE, formando
angulos retos com AB, entdo para qualquer linha di€posta paralelamente a BE no
triangulo ABE, corresponde a velocidade em um vatierde tempo AP.

Como a soma de todas as paralelas no triangulo @dBBnesma que a soma das
paralelas no retangulo AGFB, onde BF = (2)BE, emt&listancia percorrida pelo corpo
uniformemente acelerado é a mesma para um corpo welocidade constante,
considerando a ressalva acima referente a velazifiadl desses corpd® Tanto a

conclusdo de Galileu quanto de Oresme é que asateama curva velocidade-teniffo

13BOYER, p. 112-113.

135BARON, 1969, p. 120; BOYER, 1959, p.113-14; 1986224,

1% ge girarmos a figura 13 de tal maneira que BEefiga posicéo vertical, teremos um gréfico em um
sentido moderno de velocidade versus tempo. Egsasentacédo grafica era conhecida cdrattude de
Formas — “Por quase um século antes de seu tempo osoffl§ escoléasticos vinham discutindo a
guantificacdo das “formas”variaveis, um conceitoAdistételes aproximadamente equivalente a quatidad
Entre tais formas havia coisas como a velocidademebjeto movel [...]"(BOYER, 1986, p.180) — Omes
concluiu que a area sob a curva velocidade-tempaliétancia percorrida, mas ndo diz como issoté. fei
Para representar o grafico da figura 13, Oresme admguagem de latitude e longitude (muito préxido
que entendemos hoje por ordenada e abscissa.)
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representa a distancia percorrida. Isto foi postacensideracdes de soma das linhas, que

formam infinitos pequenos retangulos.

Figura 13

Galileu expressou esse ponto de vista [infiniteBioaando disse que os
momentos, ou pequenos incrementos na distancia erpresentados
pelas linhas do triangulo e do retangulo, e quasesttimas figuras
geométricas eram na realidade compostas dessass.li@ualileu ndo
esclareceu como a transi¢cdo de linhas como veldegddpara as mesmas
linhas como momentos deve ser feita. Oresme igudiéndeu a questado
como provada quando representara velocidades ias&as por linhas e
ainda mantivera que todas as velocidades ageméatde/tempo. Galileu
e Oresme as claras empregaram o atomismo matemdiicoritico que
aparecera entre os matematicos de todas as époeas Bemocrito,
Platdo, Nicholas de Cusa, Kepler, e muitos outtbs

Porém, Galileu rejeita a idéia de compor o contiaymartir de indivisiveis, pelo
fato de poder conduzir a muitos paradoxos refeseateinfinito'*® Assim, pode ser que
para Galileu o que ird compor a area sob a cufaassoma dos retangulos. Analisemos
como seu discipulo Cavalieri concebeu a idéia deisiveis.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) publicou o primetrabalho sobre os
indivisiveis em 1635. O titulo éeometria Indivisibilibus Continuorum Nova Quadam
Ratione PromotdA Geometria dos continuos pelos indivisiveis pradmsegundo a nova

maneira de argumentarO outro trabalho que publicou referente aosvisdieis foi em

13"BOYER, 1959, p. 114-115.
138 MANCOSU, 1996, p. 119.
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1647: Exercitationes Geometricae SéReis meditacdes Geométritamnde expde, nos
capitulos de I-XIll, uma resposta aos ataques @fieels de Guldin sobre seu primeiro
trabalho a respeito dos indivisiveis. Ja os cagstllV e XV séo dedicados a analise da
fundamentacéo do método de Guldin.

O primeiro método dos indivisiveis é arrolado ness sprimeiros livros da
Geometria enquanto que ao segundo método é dedicado codétim dela.

Essas obras de Cavalieri tornaram-se as fontes coue mais frequéncia
apareceram citadas nos trabalhos de integracoeségigmas no seéculo XVII. Claro que, o
trabalho de Arquimedes é um caso a parte.

A maneira como Cavalieri expds suas idéias a respleis indivisiveis causou,
poderiamos dizer, muita polémica e confusdo. Eidiéntender o que ele queria dizer
quando fez uso delé¥ Foi muito criticado pela maneira como fora intetpdo. O Jesuita
Paul Guldin atacou-o, sob o ponto de vista doepuendeu do método de indivisiveis do
trabalho de Cavalieri, dizendo que era uma gramdlea futilizar os indivisiveis para
constituir o continuo, a saber, a linha era formema pontos, os planos com linhas, os
sélidos com planos. Outro apontamento de Guldinfélrea de Cavalieri ao estabelecer
razBes entre duas quantidades infinitas. Dissedantjue Cavalieri plagiara Kepler.

O termo indivisivel j& era conhecido e discutidomo vimos, bem antes desse
periodo em que estamos tratando, por exemplo, nodoe medieval. Bradwardifn&
(12907-1349) j4 o0 conhecia e expressou como odiaten

Outro matematico a argumentar contra Cavalieri éréas Tacquet (1612-1660):

Uma magnitude geométrica, afirmou, €& composta stamete
homogeneaisto é, partes de mesma dimensdo — um sélidedeemos
solidos, uma area de pequenas areas, e uma linfegdenas linhas — e
nao deheterogeneaou partes de uma dimensao inferior, como Cavalier
sustentara’’

Nesse sentido, como veremos, Tacquet foi um dosmddicos que influenciou o

pensamento matematico de Pascal.

139BOYER, 1959. p. 117.

14040 espirito filoséfico de toda obra de Bradwardaparece mais claramente GaometriaSpeculativae

no Tractatus de Continyem que ele dizia que as grandezas continuas,rarobotendo um ndmero infinito
de indivisiveis, ndo sao formadas desses atomanmatitos, mas sdo compostas de um ndmero infigito d
continuos de mesma espécie.” (BOYER, 1986, p. 179).

1“1BOYER, 1959, p. 140.
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Notemos que a maneira como Cavalieri estabelecgsmesso de descoberta
para integracdes parece ser bem diferente de coeyeK o fez. Este usou o0s
infinitesimais, aquele usou algumas relacdes comagisiveis correspondentes um a um

de duas figuras, como veremos. Koyré nos diz que:

O processo do pensamento de Cavalieri € um proe@ssitico
e ndo um processo sintético. Nao parte do pontdinda ou do plano
para chegar, através de uma soma impossivel, a, lat plano ou ao
corpo. Bem pelo contrario, ele parte do corpo, @m@e da linha para
neles descobrir, como elementos determinantes eoatditutivos — mas
n&o componentes —, o plano, a linha e o ptfto.

Cavalieri parte da figura dada, para assim detemmnindivisivel em questao.
Sendo que “[...] esses elementos “indivisiveis” péo ele encontrados, sem dificuldade,
cortando 0s objetos geométricos em questdo por lanopou uma reta que 0S
atravesse™?

Para Cavalieri o indivisivel sempre tem uma dimensdmenos do que a
magnitude a ser tratada. Diferente do infinitarmgregqueno que tem a mesma grandeza
do objeto tratado (como vimos em Kepler). Uma dasifjcativas do uso de indivisiveis

em lugar de infinitesimais € que

[...] se destina, no espirito de Cavalieri, a lienos da passagem ao
limite, com suas dificuldades ou, mais exatamentas impossibilidades
I6gicas, substituindo-a pela intuicdo geométricae(avalieri domina

com méo de mestre), cuja legitimidade nao pareckermser posta em

questad™

Ele ndo pensa em compor o continuo a partir denimalps heterogéneas.
Quando fala deemnes linegtodas as linhas) emnia plana(todos os planos) de uma
magnitude sendo equivalentes a magnitude a safagkstuele ndo quer dizer que somas de
linhas e de planos irdo formar a magnitude propiamdita. O que faz é estudar a relacao
gue existe entre seus elementos, estabelecendaarneapondéncia biunivoca entre eles.
Essa é a esséncia do que chama o métodegida communis (regra comumy> Para

Mancosu,

1“2 KOYRE, 1982, p. 316.
3KOYRE, p. 316.
14 KOYRE, p. 316.
“SKOYRE, p. 317.
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Cavalieri quer explorar a colecdo de todas as dirdaafigura
para obter informacdo sobre as figuras originaim. deral, dadas duas

figuras F;,F, o intuito é determinar a razdo entre suas areasusjo
para razao entre suas cole¢des associadas de linhas
F,:F, =0, (1) 10, (1)
[*O" simboliza a cole¢cdo de todas as linhas de umaafigur

plana] onde supomos a colecdo de linhas tomadarespeito a mesma
regula146

7

Procuremos entender comoregula®’ é utilizada em seus estudos. “Ela é

definida, para a figura plana (fechada) ou o cggumétrico, como a reta, ou o plano, que

by

sdo tangentes a referida figura ou ao mencionadpocaum ponto chamado topo
(vortex)™*® Junto com essagulapode-se ter outras linhas ou planos, claro qudgbasa
aregula sendo que apenas um desses formdedn@ens opposita(tangente oposta). A
regula move-se ao longo da figura até encontrar a tangggusta’’® Esse é o primeiro

método dos indivisiveis. Examinemos como o fez:

Seja ABC qualquer figura plana [ver fig. 14], e E®C duas tangentes
opostas da figura dada, contudo tracadas. Considerentdo dois planos
mutuamente paralelos, prolongados indefinidamerdgeados através de
EO, BC dos quais aquele que, por exemplo, passaéatrde EO é

movido em direcdo ao plano passando por BC, semgrenantendo

paralelo a ele até coincidir com ele. Deste modointersecdes desse
plano movente, ou fluente, e a figura ABC, que péoduzidas no

movimento total, tomadas todas juntas, chamo: taddmhas da figura

ABC (Algumas das quais sao LH, PF, BC) tomadas idaréncia a uma

dessas, tal como BC: de transicédo retilinea, quasdplanos paralelos
intercedem a figura ABC em angulos retos; de te@iasbbliqua quando
eles interceptam-na obliquamefte.

196 MANCOSU, 1996, p.40.

47 Deixaremos a palavra em latim. Lembrando que pedentendido por: regra ou régua. Também como
linha de referéncia. MANCOSU, 1996, p.40.

18 KOYRE, 1982, p. 317.

19BARON, 1969, p. 124.; KOYRE, 1982, p. 317-318.

150 CAVALIERI (1635, livro I, p. 8-9) apud MANCOSU, 906, p. 39-40.
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NN

Figura 14

Olhemos para a figura 14 a fim de entendermos gema@ente 0 que isto quer
dizer. Acrescentamos que sera discutida apenansi¢géio retilinea dos planos, a fim de
termos nogdo de como Cavalieri trabalha com owisideis.

Facamos um resumo disso: Passemos dois planoslparatravés de EO e BC.
Logo em seguida movamos o plano EO através daafigie coincidir com BC. O
movimento daregula faré intersecdo com as linhas da figura, a sabptano coincidira
com elas. Caso a figura ABC fosse um sélido, oplanvente produziria todos os planos
da figura sélida em questéo.

Eis como faz a relagcdo geométrica entre duas figura

As relacfes entre as figuras geométricas sdo anasegue as
relacbes entre os conjuntos de seus elementosnPeedara estabelecer
essas relagbes nos fosse preciso considerar asntmsjem apreco em
sua totalidade, a vantagem do novo método sobrgigoaseria minima
ou até nula. A grande descoberta de Cavalieri juestée consiste em
reconhecer que, se chegassemos a estabelecer lagé&o reonstante e
determinada entre o0s elementos correspondentes adoguntos
comparados — tal relacao ligando, ndo diretamérmdesos elementos de
um conjunto atodos os elementos do outro, mas, de inicio, “cada
elemento de um a “cada” elemento do outro —, te$am direito de
transpor ou de estender aos conjuntos, isto ég@m$ em sua inteireza,
a relacéo verificada entre seus elemehtos.

Assim, um passo muito importante é determinar esehtos correspondentes
para poder analisar as figuras como um todo, padarpassim estabelecer a passagem de

procedimentos finitisticos aos procedimentos itdiios.

1*1KOYRE, 1982, p. 318.



60

Devem-se verificar algumas condi¢cdes que nos pbssitazer a comparacéo
entre os indivisiveis de duas figuras, como suawaas. NaGeometria continuorum
Cavalieri define a relacdo da igualdade entre ggds: lUnulas e tridngulos curvilineos;
triangulos curvilineos e triangulos retilineos. Magrcitationesobserva a igualdade entre
um circulo e uma outra figura que foi obtida aipaessa, sé que a deformarido.

Se as figuras tiverem a mesma altura, entdo seeqeoda seguinte maneira:
colocam-se as figuras entre as mesmas linhas [@e&8E e AF, ou seja, a mesnegulae
tangente oposta serdo tomadas para esses objettzs1t® o plano movente determinara
os indivisiveis, que se corresponderdo um a um f{gern5). Por exemplo, havera uma

relagao entre GH e 1J.

Figura 15

Para Cavalieri o estudo de duas figuras geométripass era trivial. Caso as
figuras fossem diferentes, outros mecanismos ssasiderados, por exemplo, o estudo
da proporcionalidade. Eis dois exemplos, um comnsanho do indivisivel constante e
outro variando o tamanho do indivisivai.

Sejam dados os paralelogramos ABCD e EFGH. Os ekio entre as linhas
paralelas AF e DG. Para Cavalieri o que importaeajrelacao entre 1J e LM seja igual a
DC e HG. Percebamos que os indivisiveis possuenpro@ntos que sdo constantes.
Podemos determinar a relacdo entre as duas figauasja, ABCD esta para EFGH assim

como DC esté para HG. Duas figuras estdo em camd§pcia assim como suas colecdes

' KOYRE, p.318.
133 KOYRE, 1982, p. 319-20.
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de linhas estdo uma para otitfa- lembrando sempre da necessidade da correspimdénc

um a unt>®

A
S S

Para o segundo exemplo, ver fig. 17. Tomemos dgasat ABC e BCD a ser
comparadas, com o comprimento dos indivisiveigelifees um do outro, porém as figuras
possuindo a mesma altura. Se a razdo entre ossiveig, de comprimentos diferentes, EF
e FG for igual a AB e BD, levando-se em conta gbg&de ser qualquer uma das linhas
paralelas a AB, entdo teremos que AB esta para ®idnacomo ABC esta para BCD.
Observemos que Cavalieri descreve razfes entnedossiveis correspondentes, e assim

também para as duas figuras. Esse sera um potitadoi por Guldin.

C
E F G
A B D
Figura 17

Guldin ataca a ldgica de Cavalieri dizendo queeds estabelecendo a razéo
entre as cole¢des infinitas, e que isto ndo sersasipel. Cavalieri responde dizendo que,

para ele, ha diferenca entre infinito absolutol&tire.

Algo é infinito no sentido absoluto se é infinitonetodo lugar,
“simpliciter [pura e simplesmente] e undequaque fedo lugar].” Algo
€ infinito em um sentido relativo se ndo é infingm todo lugar mas

134 MANCOSU, 1996, p. 40.

13540 principio usado na prova é freqilentemente idgiana literatura como o principig unum [como um],
das proprias palavras de Cavalieri, que se refarssa modo de inferéncia comowrum as ut unum ad
unum, sic omnia ad omnjaomo um para um assim todos para todos]"MANCOR96, p. 43.
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somente relativo a alguma coisa. No caso da irdded absoluta,
Cavalieri concede que ndo pode existir uma razéi@ @ois infinitos,

mas nega a mesma reivindicagcdo quando € uma queéstanfinito

relativo. Porém, as cole¢Bes de “todas as linha#d &odos os planos”
sao infinitos relativos e assim podemos invesisgas razoes?’

E com esse argumento, Cavalieri abstrai o problelmacomparacdo entre
elementos infinitos.

Além da correspondéncia biunivoca entre os indigisj é preciso levar em conta
gue esses elementos sejam correspondentes, agabelesempenhem o mesmo papel na
posicdo que é estudada. Bem como, deve-se ter dadmipara que aegula seja
correspondente. Caso néo se considere isso, &g@aasigir paradoxos.

Examinemos como é a relagdo entre um paralelogranes dois triangulos
formados pela diagonal que corta o paralelogramfocme figura 18. Consideremos 0s
triangulos ABD e BCD, bem como o paralelogramo AB@B linhas EF e FG estdo uma
a uma. Mas ha um problema. As distancias de EFFGdem relacédo aos vértices B e D
dos triangulos, respectivamente ABD e BCD, ndoigdais. Logo, EF e FG ndo estdo em

uma mesma posicdo de correspondéncia. Mas se

B C
Figura 18

olharmos para FG e HI veremos que estdo em umac&dude correspondéncia, ou seja,
estdo a mesma distancia do topo em relacdo aosctess triangulos BCD e ABD. Se
conseguirmos estabelecer esta ultima relagéo, ¢sreomo conseqiéncia a igualdade dos
dois triangulog>’

A segunda abordagem dos indivisiveis é apresentadasétimo livro da

Geometria a idéia é comparar duas figuras, decompondo-asaddrdo com Mancosu,

* MANCOSU, 1996. p. 54.
1" KOYRE, 1982, p. 322.
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esse segundo método que Cavalieri formulou temopgetivo livrar-se do conceito de
infinidade, ou seja, ndo sera feita a comparacdagtegados indivisivels® Eis o

Teorema 1 do sétimo livro:

Se entre as mesmas paralelas, quaisquer duassfigares séo construidas, e, se nelas, qualqadordétacada equidistante das
paralelas, as porc¢des incluidas de quaisquer essas linhas sdo iguais, as figuras planas sa@tangoais entre si; e se entre 0s
mesmos planos paralelos, quaisquer figuras s@i@asonstruidas, e ,se nelas, quaisquer planaos foreados equidistantes dos
planos paralelos, as figuras planas incluidasrta pa qualquer um dos planos desse modo tragaéosguais, as figuras sélidas
sdo também do mesmo modo iguais entre si.

Chamemos analogas, as figuras assim comparadadljdo s
tanto quanto o plano [.}?

Ou seja, Cavalieri faz a decomposicao das figyrass assim superpor as partes
encontradas, por exemplo, (ver fig. 19), as de ABRre XYZ.

“A idéia principal de Cavalieri consiste em compaos indivisiveis de duas
figuras “distributivamente” mas ndo “coletivamehtésto é, evitara usar a nocao de

agregados de indivisiveis®

A
P Q
J K
D \ N
E/¥/G") H U
0
&/
R S
B C B Y Cr Bn 7Y
Figura 19

Se conseguir superpor cada parte da figura ABC ¥@, ¥ntdo elas serdo iguais.
O que néo é tao diferente do primeiro método, p@jsi também sera importante a

correspondéncia entre os elementos indivisiveis digs figuras um a um. (Cavalieri

138 MANCOSU, 1996, p.48.
159 STRUIK, 1990, p.210.
180 MANCOSU, 1996, p. 48
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demonstra através da superposi¢cdo que as figuragusis, mas acrescenta uma prova por
reducdo ao absurdo. Cavalieri parecia ndo esiafestt com aquela demonstracad).
O ponto fraco dessa superposicdo € que 0 procesknigp ndo ter fim, mas a

fundamentacéo de seu método

[...] acaba por invocar infinito pelo menos na farge aceitagdo de um
procedimento ndo “finitista”. a igualdade de duagurbs por
superposi¢do pode ndo ser um processo que terminenenimero finito
de passos, mas a defesa de Cavalieri do seu tonestra que estava
disposto a estender o campo de operacdes georagiaca permitir tais
procedimentos “nao finitistd®

Posto isso, podemos compreender o segundo métadondiaisiveis de Cavalieri.
Agora interpretemos uma proposicédo de Cavalieruemsentido modernt®® identificando
a maneira de como eram feitas as relacbes entreaad@ um paralelogramo e a area

formada pelas suas diagonais.

Proposicdo 23. Em qualquer paralelogramo como B aobase CD,
tracamos uma paralela arbitraria EF a CD e a delgh@, interceptando
EF em G. Enta®A: AF = (CD ou EF) : FG Chamamos AC a primeira
diagonal. Entdo construimos o ponto H sobre EF tple

DA?: AF? =EF :FH , e assim por diante em todas as paralelas a CD,
de maneira que todas as linhas como essa HF temneéna uma curva
CHA. Em um modo similar, construimos uma curva Clénde
DA®: AF® = EF: Fl , uma curva CLA tal qudA* : AF* = EF : FL,

etc. Chamamos CHA a segunda diagonal, CIA a texc€kA a quarta,
etc., e similarmente AGCD o primeiro espaco diagdogparalelogramo
BD, a figura trilinear AHCD o segundo, AICD o terce ALCD o
guarto, etc. Entdo digo que o paralelogramo BDasdiezes o primeiro
espacgo, trés vezes o segundo, quatro vezes orterc&ico vezes o
quarto, et¢®

Analisemos a figura 20. Sejam CCa= AD =b seus lados.

161 MANCOSU, p. 49.

162 MANCOSU, 1996, p.55.

183 Observacéo: quando falamos de interpretar um aotsentido moderno, podemos ver o quanto isso pode
desvirtuar o que ele estava pensando. Ainda maisdiueste autor dispde apenas de linguagem geomeétri
Ao lermos em termos algébrico nem sempre estarexthostindo a real compreensdo que se queria dar a
uma determinada teoria.

184 STRUIK, 1990, p. 217.
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B A
E G F b
C D
a I
I
Figura 20

Temos assim que a area do paralelogramo BD é dad@palb. De acordo
com a ultima citacdo o paralelogramo BD tem asiséggicorrespondéncias, referentes as

suas diagonais primeira, segunda, terceira e quarta

ABCD =2 AGCD
ABCD =3 AHCD
ABCD =4 AICD
ABCD =5 ALCD

que possuem o0 seguinte significado em termos mosdeta integracdo: a integracdo da

equacgao encontrada a partir da primeira diagonglé—%; da segundaasLb; da terceira

alb . . . . . . .
T; e assim por diante. Ou seja, sao os valoresrdas aob suas respectivas diagonais.

Cavalieri expde o resultado das investigactes Hpetas estudados em termos de
razdes, da mesma maneira como 0s antigos gregasfaz

No proximo capitulo abordaremos o processo deria¢dg de Blaise Pascal. Da
mesma maneira que seus contemporaneos buscourancona regra onde péde expressar
o resultado de areas e volumes. Para isso fezeusmd relacéo aritmética-geométrica que
Ihe possibilitou calcular areas sob curvas. Tambésenvolveu o método da balanca, que

Ihe forneceu centros de gravidade, como veremos.
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IV — Conceitos matematicos em Pascal

4.1 Postestatum Numericarum Summg°

Esse tratado provavelmente foi redigido em 165dbjetivo principal é encontrar
a soma das poténcias numéricas de uma progress@@tma e relaciona-la com as
grandezas continuas. Veremos como € o principgedestado analisando-o por inteiro.

Pascal comeca estabelecendo umlservacdp dizendo que o0s antigos

conseguiram encontrar a soma dos numeros natdrals, 3, 4... , a saber, em notacdo

+
moderna 1+2+3+---+n:w; para seus quadrados, a saber,
>+22+3%+...+n? = n(n +1)(§2n 1 : para seus cubos, a saber,

2
n(n+1 , . o
P+22+3F+...4n®= (gj . Afirma que esses métodos eram aplicaveis apenas a

essas poténcias. Assim, ird expor um meétodo queadssibilite calcular as somas das
poténcias dois e trés, ainda mais a quarta pot&ecmcomo as poténcias superiores até o
“infinito”.

Garante também que essa soma de poténcias nunptas ser feita a partir de
qualquer sequéncia aritmética, como 8, 9, 10,.razdo da progressao € arbitraria: assim,
1,3,57,...:2,4,6,8...; 1,4, 7,10, 13ou ainda, por exemplo, 5, 8, 11, 14.

Convém notar que Pascal ndo usa notac6es algéBicadinguagem é retorica.
A fim de entendermos o que ele tem para nos dimmos sempre que possivel traduzir
suas informagcfes matematicas para uma linguagetbralg, ainda mais, uma linguagem
referente a matematica moderna. Essa sera a ndsgaretacdo matematica do estudo

desse tratado.

Coisa notavel, um método Unico e geral sera sufigipara tratar esses
casos diferentes. Esse método é tdo simples que esgrosto em

algumas linhas, e sem aquele aparato de notacdébriahs, a que

devem recorrer as demonstracfes dificeis. Julgardepois de ter visto
o problema que vai seguff

185 Soma de Poténcias Numéricas.
1% PASCAL, 1908, p.349
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Vemos na citagdo acima que fard uso da retériGagoalicar a composicéo desse
tratado. Nessa época Descartes ja havia publicatla &éométrie (1647), na qual
encontramos ja todo um aparato algébrico. Pascatev& nenhum apreco pela novidade.
Preferiu, em vez disso, continuar fazendo usorgdpéigem geométrica e aritmética.

Depois dessa breabservacapapresenta a seguirdefinicéo

Seja um binémio A + 3, cujo primeiro termo sejatd A, e 0
segundo, um numero: elevemos esse binbmio a urdagatqualquer, a

quarta, por exemplo, o que d¥' +12CA° + 540A* +1080A +81; os
nameros 12, 54, 108 que multiplicam as diversaéruids de A e séo
formados pela combinagdo dos numeros figuradosaceagundo termo,
3, do binbmio, serdo chamados coeficientes de A.

Assim, no exemplo citado, 12 serd o coeficiente do cubg;de
54, aquele do quadrado, e 108, aquele da primeiténcia

Quanto ao nimero 81, chamar-segimeroabsoluto™®’

Em seguida estabelece uremaque fornecera subsidios para mostrar o método

da soma de poténcias numéricas.

Seja um numero qualquer 14, e um bindmio 14 + 3 cu
primeiro membro seja 14 e o0 segundo, um nameragaaB, de tal sorte
qgue a diferenga entre os numeros 14 e 14 + 3 ge@ & 3. Elevemos
esses numeros a uma mesma poténcia, a quarta gqoplex a quarta

poténcia de 14 é 14*, aquela do binémio, 14 + 3, é
14*+1214° + 54[14% +108[14 + 81.1%®)

Faz observacéao referente aos coeficientes dasquéhe 14: sdo os mesmos do
desenvolvimento do binbmio (A + 3) elevado a qupdtencia. Depois, estabelece que a
diferenca entre as poténcias é:

(4+3)* —14*=1214° + 5414% +108[14+ 81.

Duas consideracdes podem aqui ser feitas. A pameique nessa diferenca
aparecem as poténcias de 14 com grau inferior @o groposto. Os coeficientes dessas
poténcias sdo os mesmo @&+ 3)*. A segunda consideracdo € que o nimero 3, difareng
entre os termos propostos, esta elevado a quagagi, a saber, 81 éngimero absoluto

Sendo assim, € deduzida a seguRregra

157 PASCAL, 1908, p.349
188 pPASCAL, 1908, p. 351
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A DIFERENCA ENTRE POTENCIAS SEMELHANTES DE
DOIS NUMEROS COMPREENDE: A DIFERENCA ENTRE ESSES
NUMEROS ELEVADO A POTENCIA PROPOSTA; MAIS A SOMA
DE TODAS AS POTENCIAS DE GRAU INFERIOR DO MENOBROS
DOIS NUMEROS, ESSAS POTENCIAS SENDO
RESPECTIVAMENTE MULTIPLICADAS PELOS COEFICIENTES
QUE TEM AS MESMAS POTENCIAS DE A NO
DESENVOLVIMENTO DE UM BINOMIO ELEVADO A POTENCIA
PROPOSTA E TENDO PARA PRIMEIRO TERMQ\ E PARA
SEGUNDO TERMO A DIFERENCA ENTRE OS NUMEROS
DADOS

Depois dessa regra Pascal esta pronto para fornsueexemplo de como
encontrar a soma de poténcias numéricas de umaepsd® aritmética arbitraria.
Apresentaremos o0 exemplo que deixou registradoeentratado.

A progressao proposta tem como primeiro termo oenand. A diferenca da
progressao dada, isto é, a razdo é 3. Pode-sedemarsinessa progresséao, tantos termos
guanto se gueira. Nesse caso, os termos dados 8ab15 14. Esses termos séo elevados a
qualquer poténcia inteira, suponhamos ao cubo. tOitoné encontrar a soma de:
5°+8% +11° +14°,

Os cubos desses numeros séo respectivamente: 125,331, 2744. Sua soma é

4712. Veremos quais forado os procedimentos qupdhmitiu encontrar tal soma.

CONSIDEREMOS O BINOMIOA + 3 QUE TEM POR
PRIMEIRO TERMOA E POR SEGUNDO TERMO A DIFERENCA
DA PROGRESSAO.

ELEVEMOS ESSE BINOMIO A QUARTA POTENCIA,
POTENCIA IMEDIATAMENTE SUPERIOR AO GRAU PROPOSTO,
TRES; OBTEMOS A EXPRESSAO

A* +12[A° +54[A* +108[A+81.477

Depois disso, toma-se 0 numero 17 que na progresgdbelecida segue depois
do ultimo termo, ou seja, 14. Eleva-se 0 numero fjtiarta poténcia obtendo-se 83521.
Desse resultado diminui-se o seguinte:

1. asoma simples, 5 + 8 + 11 + 14, multiplicadat@8. O namero 108 é o

coeficiente de\ (no desenvolvimento do bindm{a + 3)*);

189 PASCAL, 1908, p. 351-2.
10 PASCAL, 1908, p. 355.



69

2. a soma dos quadradds, + 8% +11° +14°, multiplicada por 54. O nimero
54 é o coeficiente dé\*. Esse processo continua caso existam poténcias
de grau inferior ao grau proposto;

3. aquarta poténcia do primeiro termo dado na pregmes saber, 5.

4. por fim, a diferenca da progressdo dada elevadaaitag poténcia e

multiplicada pelo nimero de termos, a saber, 4.

Seguindo as observacdes de 1 a 4, temos 0 segesoteado:

17* =83521 Desse numero subtrai-se 4104 + 21924 + 625 + G24alor
encontrado é 56544.

O restoda subtragdo é um mdltiplo da soma procurada. Eaqate ao produto
de 4712 pelo nimero 12, que nada mais é do quefciente deA elevado a poténcia
proposta, a saber, 3. Assim, 56544 =12 x 4712.

Essa € a regra para encontrar a soma de poténosicas. Dado esse exemplo,
Pascal expde ungemonstracamumeérica.

Demonstracéo

O nimero 17 elevado a quarta poténcia, isto &, p@de ser reescrito como:
174 -14* +14* -11* +11* -8* +8* -5* +5*
Notemos que apenas “Fossui sé o sinal positivo. Os demais termos s&o
adicionados e subtraidos. As diferencas entrel&; @4 e 11, 8 e 5, é 3. De acordo com o

Lemaanterior, tem-se que:

17* -14* é igual al2[14° + 54[14% +108[14+ 81..(a)
14*-11* éigual a120 2 +5411* +10811+ 81.....(b)
11* -8* ¢ igual a12[8° + 54[8° +108[8+ 81........... (c)
8'-5% ¢ igual a12[®’ +545° +1085+ 8L1............ (d)

5 éiguala B (e)
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O termo 5 n&o precisa ser transformado (Pascal no dizquppmas percebe-
se que é o primeiro termo da progressdo dada)séréreque o valor de 1@ a soma de: a
+b+c+d+e.

Pode-se reagrupar a ordem dos termos:

5+ 8+ 11 + 14 multiplicados por 108.

+ 5%+ 8%+ 117+ 14° multiplicados por 54.

+ 5%+ 8%+ 11° + 14°multiplicados por 12.

+81+81+81+81

+5%,

Subtrai-se de uma parte e de outra, a soma

5+ 8+ 11 + 14 multiplicados por 108.
+ 5%+ 8%+ 11%+ 14 multiplicados por 54.
+81+81+81+81

+ 5%,

Teremos que 17diminuido das quantidades designadas anteriormesther

-5-8-11 - 14 multiplicados por 108.

- 5%-8%-11%- 14° multiplicados por 54.
-81-81-81-81

-5*

€ 0 mesmo valor da somd-68°+ 11° + 14°multiplicados por 12. C.Q.D.

Analisemos a demonstracdo acima e reescrevanfaalseguinte maneira:

174=108(5 + 8 + 11 + 14) + 54{5 8%+ 11%+ 14%) + 12(5°+ 8%+ 11° + 14%)
+ (81 +81+81+81) +“% Notemos que 17oi escrito como soma de poténcias
numeéricas.

Seguindo o raciocinio da demonstracéo, retiremasrd®os os lados da expresséo
as somas de poténcias; a diferenca, isto €, a,ral@da a quarta poténcia multiplicada
pelo nimero de termos dados; e o primeiro termeadle a uma poténcia imediatamente

superior a poténcia proposta.
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174-108(5 + 8 + 11 + 14) - 545 82+ 112+ 14%) - (81 + 81 + 81 + 81 ) -5
108(5 + 8 + 11 + 14) + 54{% 8°+ 11°+ 14°) + 12(5+ 8°+ 11° + 14°) + (81 + 81 +
81+81) +5 -108(5+ 8+ 11 + 14) - 54{(5 8°+ 11°+ 14°) - (81 +81 +81 +81) -
5.

O valor encontrado da subtracdo é a soma das pegéneméricas (5+ 8%+ 11°

+ 14°) multiplicadas por 12, que € um mdltiplo da somadada.
O proximo passo apresentado por Pascal € a regabpggaSoma de Poténcias
Numéricas A regra toda €& exposta retoricamente, exiginddtanatencdo para a

compreensao da sintese geral de que foi tratadaaté.

SENDO DADA, A PARTIR DE UM TERMO QUALQUER,
UMA SEQUENCIA QUALQUER DE TERMOS DE UMA
PROGRESSAO ARBITRARIA, ACHAR A SOMA DE POTENCIAS
SEMELHANTES DESSES TERMOS SUPOSTOS ELEVADOS A UM
GRAU ARBITRARIO.

Formemos um bindmio tendo por primeiro terrAoe por
segundo termo a diferenca da progressédo dadaysdevesse bindbmio ao
grau imediatamente superior ao grau proposto, esid®m®emos no
desenvolvimento obtido os coeficientes das divgrsténcias dé.

Elevemos, agora, ao mesmo grau o termo que, naessHEp
dada, segue imediatamente o Ultimo termo considerddkepois,
subtraiamos do numero obtido as quantidades seguint

Primeiramente O primeiro termo dado na progresséo — isto é, o
menor dos termos dados — elevado a mesma poténwdigtamente
superior ao grau proposto).

Em segundo lugarA diferenga da progressao elevada a mesma
poténcia, e tomada, tantas vezes quantas se c@mides termos na
progressao.

Em terceiro lugar As somas dos termos dados elevados aos
diversos graus menores do que O grau propostos essaas sendo
respectivamente multiplicadas pelos coeficientes masmas poténcias
de A no desenvolvimento do bindmio formado acima.

O resto da subtracdo, assim efetuada, € um mdltiplo daasom
procurada: contém-na tantas vezes quantas unidadistam no
coeficiente da poténcia decujo grau é igual ao grau propostb.

A fim de expressarmos a regra geral numa linguagesterna, vamos interpreta-
la fazendo uso da linguagem algébrica. Assim, seguis a Ultima citacdo que
possibilitara fornecer seus resultados passo ap&ssxamos claro que vimos a regra
geral expressa algebricamente em estudos de Bb948;(1986) e Baron (1969), mas o

processo nao era mostrado efetivamente, tornanddisik de entender como o resultado

1PASCAL, 1908, p. 361-2.
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tinha sido obtido. O texto de Pascal permite chagaxposto nas obras citadas. Seguimos
a risca esse tratado, explorando-o a fim de mastimuciosamente suas etapas.

Em primeiro lugar: Seja a progressao cujos termosada + d, a + 2d, a +
3d,...,a + (k — 9d. Queremos encontrar a soma de cada termo elevguakguer poténcia
inteira positiva, por exempl@,

Podemos escrever essa soma como:

Zk:[a+(j-1)d]p =a’ + (a+d)’ + (a+2d)° +(@a+3d)° +---+[a+ (k-1)d]’

=1

Em segundo lugar: formemos um bindmio tendo comarogro termo A e para
0 segundo termo a razdo da progressdo dada. Enmdaeglévemos esse binbmio a
poténcia imediatamente superior a poténcia propestadesenvolvamos o bindmio
considerado. Lembremos que a poténcia propoptalé acordo com o enunciado a nossa
poténcia imediatamente superior s@ra 1.

+1 0 +1.40 1 2 -142 +1 A0 +1

(A+d)" =C_,,A""d" +C ,A’d+C , AP"d" +...+C? Ad® +C ) A'd"".

Em terceiro lugar: tomemos o termo, na progressada,dajue segue
imediatamente apos o Ultimo termo dado e elevama-lmesma poténcia anterior. O
altimo termo dado é [a + (k-1)d]. Desse modo, mteposterior € (a + kd).

Do numero obtido subtraiamos o0 que se pede nagmmsde Pascal citada.
Teremos o seguinte resultado.

k
(a+kd)”* —a" -k p*l-{ {C§+1d22[a+ (j-Dd]™ +}
j=1

+CE, Ay @k (j~Dd] "2+ CRLdP Y [a+ (] -1)0@} =cldY[a+ (] ~Dd]’ .

(1)

O restoencontrado € o multiplo segurﬁbﬂd da soma buscada.
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Reescrevamos a equacao (1). Para isso, adicionemaanbos os membros de
(1) as somas que estao entre chaves, assim conroarp termo elevado a poténciap (
+ 1) e a diferenca da progresséo, elevada & 1), multiplicada pelo nimero de termos.

Teremos que:

k
(@+kdP™ = Cpad 3 (a+(j-Dd)’+
j=1

Kk k Kk
+Cpad?Y [a+(j ~d]"" +CL,d* Y [a+(j ~d]*?* +---+CP.dP > [a+(j-Dd] +
= = =

+aPt + kP,

Para a soma de uma sequéncial®eros naturaifazemosa = d = 1.
1 1 . H 2 . s p-1 3 d r p-2 d H
(k+1)p =Cp+121p+cp+121p +Cp+121p ++C§+1ZJ+(1+k)(2)
i=1 j=1 j=1 =1

Essa é a formula simbolizada algebricamente papana sle poténcias numéricas,
gue foi estabelecida retoricamente.
Depois de Pascal expor a regra geral para a sormpatéecias, deixa umvisoao

leitor, enunciando uma regra para encontrar a slenmimeros naturais.

EM UMA PROGRESSAO NATURAL, PARTINDO DE UM
NUMERO QUALQUER, O QUADRADO DO NUMERO
IMEDIATAMENTE SUPERIOR AO ULTIMO TERMO, DIMINUIDO
DO QUADRADO DO PRIMEIRO TERMO E DO NUMERO DOS
TERMOS DADOS, E IGUAL AO DOBRO DA SOMA DOS TIDOS

TERMOS?!"

Ou seja, se quisermos encontrar a soma dos nunterés,7, 8: teremos que

9> -5°-4=2(5+6+7+8). Que em termos de notacdo moderna podemos esaever

soma nos nimeros naturais comgn+1)°> -1 -n=21+2+3+---+n oy 1 + 2 + 3 +

12pASCAL, 1908, p. 363.
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L.t n

. Comenta ainda que € possivel encontrar outrasageanalogas para

_n(n+1
2

somas de poténcias mais elevadas.
A conclusdodo tratado € muito relevante para nossa dissert&d@scal deixa

claro que postaiegra geral, e com a familiaridade da doutrina dos iisifeis, € possivel
determinar areas sob regides curvilineas. Refegesssmirvas do tipoy = x" “’¥ (paran

inteiro positivo).

Esses resultados permitirdo quadrar imediatamexi@stos géneros de
pardbolas e uma infinidade de outras curvas.

SE, ENTAO, ESTENDEMOS AS QUANTIDADES
CONTINUAS OS RESULTADOS ENCONTRADOS PARA OS
NUMEROS, PELO METODO EXPOSTO ACIMA, PODEREMOS
ENUNCIAR AS REGRAS SEGUINTES:

REGRAS RELATIVAS A PROGRESSAO NATURAL QUE
COMECA PELA UNIDADE

A SOMA DE UM CERTO NUMERO DE LINHAS ESTA
PARA O QUADRADO DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 2.

A SOMA DOS QUADRADOS DAS MESMAS LINHAS
ESTA PARA O CUBO DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 3.

A SOMA DOS SEUS CUBOS ESTA PARA A QUARTA
POTENCIA DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 4.

REGRA GERAL RELATIVA A PROGRESSAO NATURAL QUE
COMECA PELA UNIDADE

A SOMA DAS MESMAS POTENCIAS DE UM CERTO
NUMERO DE LINHAS ESTA PARA A POTENCIA DE GRAU
IMEDIATAMENTE SUPERIOR DA MAIOR ENTRE ELAS, COMO A
UNIDADE ESTA PARA O EXPOENTE DESSA MESMA
POTENCIA!M®

173 Fermat em 1623 estabeleceu uma regra geral pecatear a soma de poténcias observando o triangulo
aritmético (baseado nos numeros figurados):

“O Ultimo nimero multiplicado pelo proximo numeraior € o dobro do triangulo colateral;

O ultimo namero multiplicado pelo triangulo do piw maior € trés vezes a piramide colateral;

O dltimo nimero multiplicado pela piramide do praei maior € quatro vezes o triangulo-triangulo
colateral;

“et ea in infinitum uniformi methodo.”

Em notacdo moderna este teorema sobre nimeroadigipode ser escrito como segue:

z n(n +1 z n(n +1) n(n+H(n+2) z nn+)(n+2) n(n+)(n+2)(n+3)

1 1208 112(3 12(304

e assim por d|ante.” FERMAT apud BOYER, 1943, p.288 entanto, Pascal parece ndo ter o conhecimento
desse trabalho e assim chega em seu resultad@mitgemente.

17| ORENZO, 1985. p.105.

1S PASCAL, 1908, p. 365.
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7

O que Pascal quer é estabelecer a relacdo entrgraaslezas discretas —
aritméticas — e as grandezas continuas, desse pngplorcionando a quadratura de curvas.

Apos fornecer a regra geral para progressdo quegoeom a unidade, expde seu ponto
de vista dizendo:

N&o me deterei em outros casos, porque ndo € aggiao de
estuda-los. Ser-me-a suficiente ter enunciado, alEsggem, as regras
precedentes. Descobrir-se-do os outros sem difideld apoiando-se
sobre o principio quedo se aumenta uma grandeza continua quando se
lhe ajunta, no numero que se deseje, grandezasnu® ardem de
infinitude inferior. Assim, os pontos nada ajuntam as linhas, asdiaka
superficies, as superficies aos solidos; ou — fadasa de nUmeros como
convém em um tratado aritmético — as raizes nataeoam relacdo aos
guadrados, os quadrados em relacdo aos cubosubas em relacdo as
guarta-poténcias. De modo que se deve desprezarp cwlas, as
guantidades de ordem inferior.

Desejei juntar essas poucas observacgdes, famiigredes que
praticam com os indivisiveis, a fim de fazer rassah ligacdo, sempre
admiravel, que a natureza, apaixonada pela unidedabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela apaeste exemplo, em que
vemos o calculo ddimensbes de grandezas continligar-se asoma de
poténcias numéricas®

Como se pode ver, Pascal estabeleceu a relac@asngrandezas continuas e as
poténcias numéricas. Discutiremos mais adianteldssa relacéo.
Escrevamos em termos algébricos o que queria dimrracsoma de linhas esta

para o quadrado da maior assim como 1 esta para 2.

D]
j=1
2

o
N

Da mesma maneira, a soma dos quadrados das méshassdsta para o cubo da
maior como 1 esta para 3. E, a soma dos cubopastéa quarta-poténcia da maior como

1 est4 para 4. Temos respectivamente,

wWlF

1 PASCAL, 1908, p. 367.
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Seguindo a generalizacao de sua regra,

= ool 3

p+1

+1°

Em linguagem moderna (3) é equivalentfejefdj =
0

Se essa foi a maneira como Pascal interpretouaasatecurvas, e de acordo com

n
20"
e s A i=1 _
a regra que possibilitou reescrevé-la con#em—l——1 , queremos entender de que
n p+
modo esse Ultimo resultado esta relacionado coguagéo (2).
Antes, procuremos analisar de que maneira Pasmpiatou a linguagem dos

indivisiveis.
4.1.2 Os Indivisiveis em Pascal

Pascal menciona, como vimos, os indivisiveis ntad@ de somas de poténcias
numeéricas. Na “Lettre de M. Dettonville a M. De Gari” faz uma exposi¢cdo de como
entende aquele conceito. Dettonville € um pseuddnitiizado por Pascal, como ja nos
referimos no capitulo 1l. Os indivisiveis sao, entéterpretados, ndo como Cavalieri 0s
concebia, a saber, o indivisivel do sélido é o plaio plano é a reta, da reta € o ponto.
Para Cavalieri, como vimos no capitulo Ill, é neée® que os indivisiveis tenham uma
dimensdo a menos do que o objeto geométrico dosgtfala.

Para Pascal os indivisiveis sdo concebidos da mesargeira como o faz
Roberval. Este considerou uma superficie constitdapequenos pedacos de superficies e
um solido de pequenos soélidds.Desse modo, Pascal concebeu os indivisiveis como
elementos que compde o objeto geométrico possuardas dimensdes quanto o proprio

objeto possuisseg®

""BOYER, 1959, p. 141-2.; BARON, 1985, p. 18-21.
18 KOYRE, 1982, p. 354; BOYER, 1959, p.151. Koyrérafi que Pascal parece nao ter “compreendido o
sentido profundo das concepcdes de Cavalieri” miigisiveis, por isso adotou as concepcdes de Raber
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Falemos mais sobre a compreensao de Pascal redatsvandivisiveis. Em um
primeiro momento nos diz que “agueles que estaopoumco que seja, ao corrente com a
doutrina dosindivisiveisndo deixardo de ver que partido se pode tirar rdesltados
precedentes [somas de poténcias numéricas] pateanihacdo de areas curvilineds”.
“Pontos nada adicionam a linhas, linhas as supesfie as superficies a sélidos.” Para
Koyré (1982) isto que Pascal expfe nada mais sdquéoos principios formais da
geometria, e que sempre foram conhecidos, nédo teonidade para os gebmetras, a nao
ser que se apresente o problema com o corffh@uando Pascal, usando o pseuddnimo

de Dettonville, escreve a carta a Carcavi, diz:

Queria fazer esta adverténcia para mostrar queistol@ue é
demonstrado pelas reais regras dos indivisiveidesgonstrara também
com o rigor e & maneira dos antigos; e que assirdasses méetodos néo
difere do outro sendo na maneira de falar: isso p@dte ofender as
pessoas que raciocinam quando se |hes advertiuvemalo que se
intenciona por aquilo.

E é porque ndo tenho nenhuma dificuldade no queesem
usar dessa linguagem dos indivisiveis, a somanth@di ou a soma de
planos, e assim quando considerar por exemplo metfi@ de um
semicirculo [ver figura 1] dividido em um numeraléfinido de partes
iguais aos pontos Z, de onde sejam conduzidasdenaudas ZM, ndo
encontrarei nenhuma dificuldade em usar dessa §we a soma de
ordenadas, que parece ndo ser geométrica aquadesaquentendem a
doutrina dos indivisiveis, e que se imaginam qu@eéar contra a
geometria exprimir um plano por um numero indefinitk linhas, o que
ndo resulta sendo de lhe faltar compreensédo, pmssq ndo entende
outra coisa por aquilo a ndo ser a soma de um mimedefinido de
retAngulos feitos de cada ordenada com cada umpedagnas porc¢des
iguais do didmetro, do qual a soma € certamentplano, que nado difere
do espaco do semicirculo a ndo ser por uma qudstidenor que
qualquer uma dadg!

Assim, o entendimento de Pascal é de compor edarezgiao do semicirculo (ver
fig.1) como a soma de ordenadas, que em seu pentstd nada mais sdo do que a soma
de infinitos retdngulos. Se para Pascal as linbasprdenadas, sdo os indivisiveis, e 0s
concebe como infinitos retangulos compondo o objete se estuda, entdo podemos o

interpretar que os entende como infinitesimaigritfmente pequeno)?

9 PASCAL, 1908, p. 365.

180 “Nesse caso, o principio, expresso por Pascal,defie ser tomado ao pé da letra, pois é certo que,
retirando um ponto de uma linha e mesmo de um espéguma coisa se retira e ai se produz um buraco.
Poder-se-ia muito bem transpor essa relacdo erdwus B a criatura e atribuir a esta Ultima, incapaz
acrescentar alguma coisa a acao divina, a capacidegreservar-lhe a integridade ou, ao contrae
produzir um furo pontual.”(KOYRE, 1982, p. 367,23).

181 PASCAL, 1963, p.135.
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Depois de Pascal fazer a decomposi¢cdo geométridguta, faz o calculo dos
retangulos encontrados. A soma das ordenadas Zhédera a equivaléncia da &rea do

semicirculo.

=
z£> £ ¢
MOop NN N N

F

Figura 1

Talvez, outra influéncia consideravel em Pascah $&pdreas Tacquet. Este
sustentara, como vimos, que o0 continuo era complesedementos geométricos de mesma
dimensdo -homegenea ,—a saber, um soélido de pequenos sélidos, uma fétipede
pequenas superficies, e uma linha de pequenas|ieh@do de magnitudégterogenea
Para Tacquet a magnitude pode ser esgotada coardigss o faziam, isto €, inscrevendo
nelas quantidaddsomegened™®

Seja qual for a influéncia sobre Pascal, podemadar rque sua concepgao de

composicao de magnitudes é feita com magnitudesedena ordem.

[...] seja a magnitude irregular ou ndo, o primgirocesso geométrico
consiste em substitui-la por por¢cdes ‘regularesh) @utras palavras,
substituem-se as por¢fes da curva por suas caudasas, as da trilinea
pelos retangulos construidos sobre porcdes iguwdiee sseu eixo e as

ordenadas, [..}f?

182BOYER, 1959. p. 140.
83| ORENZO, 1985, p. 103.
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4.1.3 Célculo de areas

A nossa proposta anterior € a busca pelo ententbhmda relacdo entre

=1 —

—~ 1 e a equacéo (2) que foi encontrada a partir daarpgra a soma de
n p

poténcias numeéricas, sendo escrita como:

k k k k
(k +1) P = C][.;-Flz J + Csﬂz J P+ Cgﬂz J P24 +C§+1z J + (1+ k) Essa equagéo
e =1 =1 j=1

pode ter possibilitado a Pascal trabalhar da sezymaneir&d*
Seja a curva limitada pela equag§o- x°. Facamos x = a. Esse eixo das

abscissas contém um numero infinito de pontos qQdem ser considerados como estando
em uma progresséo aritmética natdfaEsses pontos estdo representando os indivisiveis

gue constituem a area sob a curva. A figura 2 farma trilinha.

1234..... a atl

Figura 2

As linhas sob a curva sao as ordenadas que podevisss como 0 que Pascal
chama de indivisiveis (levando-se em consideracgaeoele entende por indivisivel). O
pontoa + 1 tem o significado de que foi tomado um indivisi@enais para constituir a
area sob a curva. No entanto, ao tomar esse indgilisotemos que ele nada acrescenta ao

pontoa, ou sejaa + 1 (sendo que o numero 1 representa o indivisivelpéprioa.

¥Encontramos em Boyer (1943, p. 241) uma interpéetaliferente da nossa a respeito de “um ndmero
infinito de pontos.” Para Boyeré infinito.

185 para Boyer tanto Fermat quanto Pascal enfatizguaseus resultados poderiam ser usados para guadra
curvas em vez de utilizad-los como uma proposigiardmética. (1943, p. 240).



80

Pascal estende a regra das grandezas numéricaasspgnandezas continuaSe,
ENTAO, ESTENDEMOS AS QUANTIDADES CONTINUAS OS RESWDADOS
ENCONTRADOS PARA OS NUMEROS, PELO METODO EXPOSTO M@, PODEREMOS
ENUNCIAR AS REGRAS SEGUINTES!® As “regras” ja foram expostas anteriormente e
agora serdo relacionadas com a ultima equacaos HissiHficativas, dadas por Pascal,
permite que pensemos 0 seguirkes a € qualquer numero real e passa a ser entendido
como onumero de indivisiveis

Na equacéo abaixo, de acordo com as afirmac¢dealPasguantidades de ordem
inferior serdo desconsideradasidd se aumenta uma grandeza continua quando se lhe
ajunta, no numero que se deseje, grandezas de wmeanode infinitude inferiof...] De

modo que se deve desprezar, como nulas, as qudegida ordem inferiot®’.

(a+1)°= GEEa: i +15Dzalj4 +20E§a: IN +15DZa: i’ +6DZa: j+(a+d.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

negligencadas

Teremos entao:

a

6D j° = (a+1)°

j=1

Onde a ultima igualdade segue-se pelo fate1(indivisivel) =a.

Com isso, percebemos a relacdo entre as regrakelesidas. Esse Ultimo
resultado nada mais é do que: “a soma das quintéagas de um certo nimero de linhas
esta para a poténcia de grau imediatamente sumlrioraior entre elas como 1 esta para
6.”

M=
-
(62}

ol

Q

18 pASCAL, 1908, p. 365.
18" PASCAL, 1908, p.367.
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6
. a’ - A
Hoje sabemos que esse valeer— € o limite de toda sequéncia de somas de

Riemann associados @= x>de [0, a] que, por sua vez, define a integja;k‘r’dx. Como
0

20"

L = 1
Pascal obtém na relacdd—— = —— para tod, temos
a’*  p+1

+1 a
a ap

D jP= =jxpdx

= p+1 0

E preciso ter em mente que estamos interpretargibradamente o que Pascal
exp0ls retoricamente. Mas pode-se notar que em seastgébricos-simbdlicos a regra geral
de soma de poténcias numéricas, depois de despezas poténcias de ordem inferior,
equivale a Ultima regra geral relativa a “A SOMA ®SMESMAS POTENCIAS DE UM
CERTO NUMERO DE LINHAS ESTA PARA A POTENCIA DE GRAU
IMEDIATAMENTE SUPERIOR DA MAIOR ENTRE ELAS, COMO AUNIDADE
ESTA PRA O EXPOENTE DESSA MESMA POTENCIA®

Posto isso, fica claro o elo que ele estabelege eridiscreto” e o “geométrico”.

Desejei juntar essas poucas observacdes, famiigredes que
praticam com os indivisiveis, a fim de fazer rassah ligacdo, sempre
admiravel, que a natureza, apaixonada pela unidedabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela apaeste exemplo, em que
vemos o calculo ddimensbes de grandezas continligar-se asoma de
poténcias numéricas®

As ordenadas que ele soma, ou as linhas que dis sedivisiveis, nada mais sao
do que pequenos retangulos. Parece interpretamdisisiveis, realmente, como o0s
infinitesimais. Para ele: “Um indivisivel é o quaontem parte alguma, e a extensao € o

que tem diversas partes separadas.”

188 pASCAL, 1908, p. 365.
189 PASCAL, 1908, p. 367.
10 PASCAL, 2003, p. 35.
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4.2 Tratado do Triangulo Aritmético

A necessidade de analisarmos esse tratado estaimnénte ligada ao préximo
topico. Nele sédo apresentados relacdes do proodssmtegracdo com o triangulo
aritmético. Sendo assim, vamos expor como é cddstm tridngulo relatando quatro das
dezenove consequéncias encontradas.

Pascal inicia esse tratado calefinicdes,necessarias para construir o triangulo

aritmético.

A partir de qualquer ponto G, traco duas linhap@ediculares
uma a outra, GV, G em cada uma das quais tomo como partes iguais e
contiguas como se quiser, comeg¢ando com G, quaewenezo 1, 2, 3, 4,
etc., e estes numeros saegpoentesdas secdes das linhas.

A seguir conecto 0s pontos da primeira secdo em gcadh das
duas linhas por outra reta, que léagedo triangulo resultante.

Da mesma maneira conecto os dois pontos da segagdia
por outra reta, formando um segundo triangulo do gueta € a base.

E deste modo conectando todos os pontos da segAooco
mesmo expoente, construo tantos tridngulos e b@isasto existirem
expoentes.

Através de cada um dos pontos da secdo e parasltados
traco linhas cujas intersec¢des formam pequenodrag@s que chamo
deceélulas.

Células entre duas paralelas tracadas da esquardadipeita
sdo chamadastlulas da mesma coluna paraletaomo, por exemplo, as
células Gg, =, etc., oug¢, v, 6, etc.

Aquelas entre duas linhas tracadas do alto a Is@ic@chamadas
células da mesma coluna perpendiculeomo, por exemplo, as células
G, ¢, A, D, etc., ouo, vy, B, etc.

Aquelas cortadas diagonalmente pela mesma base séo
charqglldasélulas de mesma bagsmmo, por exemplo, D, B, A, ou A ,

vy, m. " (ver fig. 3).

1 PASCAL, p. 447-8.
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Figura 3

As diagonais do triangulo aritmético sdo os coefitds binomiais do
desenvolvimento de um bindmit)

Pascal prossegue explorando relagdes entre aaéaltriangulo. Por exemplo,
afirma que as células de mesma base e equidis@odesxtremos s&o reciprocas, cdmo
que esta na segunda coluna perpendicular e naaquaralela, €k que se encontra na
quarta coluna perpendicular e na segunda par&ela. isso, as células cujos expoentes
sao reciprocos e estando na mesma base, seustikespaimeros também serdo iguais.
No caso da célulk ela encontra-se na posicéo (4; 2), isto é, o ndimeatro simboliza a
quarta coluna e o numero dois a segunda.

Argumenta que a unidade que se dispde na priméidacé o gerador do
tridangulo. Esse numero € arbitrario, todas as a®luo tridngulo aritmético sao
consequéncias do numero gerador. E as outras €&ataencontradas de acordo com a
regra: “0 numero de cada célula é igual a somandoseros das células perpendiculares e
paralelas imediatamente precedentes. Assim, aacEluisto €, o numero da célula F, é

igual a soma da célula C e célula E, e similarmeoie o resto***

192 para esse assunto Pascal fez um estudo titulsdodo Tridngulo Aritmético para encontrar as patiéxs

de Bindmios Além de relacionar o triangulo aritmético conprmcesso de integracédo faz conexdo com a
teoria das probabilidades.

19 PASCAL, p. 448.
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Depois disso, enuncia as consequéncias que podembsdas ao analisar o
tridngulo aritmético. Mencionaremos quatro deladjma de entendermos como foram

estruturadas.

4.2.1 Consequéncias do Triangulo Aritmético

PRIMEIRA CONSEQUENCIA

Em todo triangulo aritmético todas as células darmira coluna paralela e da primeira

coluna perpendicular sdo as mesmas que a céluladgea’®*

Pascal mostra a veracidade dessa afirmacao danseqaneira:

¢ =G+0,istoég =G
A=¢ +0,isto ég¢g.
c=G+0,en=0c+0.

Segue 0 mesmo raciocinio para as células restantes

SEGUNDA CONSEQUENCIA

Em todo tridngulo aritmético cada célula € iguakama de todas as células da coluna
paralela precedente de sua prépria coluna perpeudica primeira, inclusive'®

Seja tomada uma célula qualquerDe fato,m € igual a R mais C; e Coét+ B; B
éy + A; e por fim A é igual a . Desse modo,
0o=R+0+y+¢.

TERCEIRA CONSEQUENCIA

Em todo tridngulo aritmético cada célula € iguakama de todas as células da coluna

perpendicular precedente de sua prépria colunaafela a primeira, inclusivé?®

194 PASCAL, p. 448.
19 PASCAL, p. 448.
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Seja tomada qualquer célula, por exemplo, C. Sabgtsee essa célula, conforme
consequéncia anterior, € igual a B);+por sua vezb =y + n ; en = ¢ (pela primeira
consequéncia). Portanto, temos que

C=B+y+o.
Analisaremos agora a décima segunda consequéncia.
DECIMA SEGUNDA CONSEQUENCIA
Em todo triangulo aritmético, de duas células cgméis na mesma base a superior esta
para a inferior como o numero de células da supesdt® o topo da base estd para o

nimero das células da inferior até o fim da baselusive *°’

Para mostrar essa consequéncia, assim como as,osimzou 0 exemplo que

segue.
Sejam tomadas quaisquer duas células contiguasedmambase E, C. Digo
quer®
E : C = 2 : 3
~ - ~ i -
(ainferior) (asuperior) (porqumgduascelulas (Qorqumétrés )
de Eatéofundo, células de C atéo topo,
istoé E,H,) isto éC,R, i)

Embora a proposicdo tenha uma infinidade de cdascal demonstra muito

rapidamente supondo dois lemas:

s

O primeiro, é evidente por si sO, que esta promoréd
encontrada na segunda base, pois € perfeitameviteqie ¢ 0o :: 1:
1;

O segundo, que se esta propor¢do € encontrada a&loueu
base, ela necessariamente sera encontrada nebeasdes

Do que é aparente que é necessariamente em tobasess E
na segunda base pelo primeiro lema; portanto pgarslo lema é na

terceira base, portanto é na quarta, e assim pémalade:*

1% PASCAL, p. 448.
19" PASCAL, p. 451.
198 PASCAL, p. 451.
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Depois disso, Pascal aponta que basta entdo dearomsegundo lema, ou seja,

esse garantira a veracidade para as demais bases.

Se esta propor¢do é encontrada em qualquer base, gor
exemplo, na quarta,)Disto é,seD:B::1:3,e®::2:2,e0:A::
3 : 1, etc, Digo que a mesma proporcdo sera eraatantra base seguinte,
Hu, e que, porexemploE:C::2: 3.

PoisD:B::1:3, pelahipbtese.

Portanto(D+B):B::(1+3):3

[(D+B)=E]:B::[(1+3)=4]:3
Similarmente B 0 : : 2 : 2, por hipdtese
Portanto(B#):B::(2+2):2
[(B4#)=C]:B::[(2+2)=4]:2

mas B:E:: 3:4

Portanto, compondo as razbes, C: E::3:Z. Q. D.

Ou seja, pode-se perceber que a mesma demonstagideita para as demais
bases, isto €, esse resultado é estendido a ted@ses do triangulo aritmético pelo fato de
que cada célula é formada pela adi¢cdo de duassgbdmo: E =B + D.

Pascal segue enunciando mais sete consequUénciasadgulo aritmético e

finaliza o tratado com um problema.
PROBLEMA

Dados os expoentes perpendicular e paralelo de wélala, encontrar seu

ndmero sem fazer uso do triangulo aritméfitb.

Para solucionar esse problema é tomada a célglae se encontra na quinta
coluna perpendicular e na terceira paralela. Otiwbjé achar o nimero 15 correspondente
a célula desejada.

Para isso, é necessario tomar todos os numerospepeedem O expoente
perpendicular 5, ou seja, 1, 2, 3, e 4. O segurads@é tomar a mesma quantidade de
nameros naturais, porém iniciando com o nimeroe8&uw expoente da terceira coluna

paralela, ou seja, 3, 4, 5, e 6.

19 PASCAL, p. 452.
20PASCAL, p. 454.
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Depois, sdo multiplicados os numeros 1, 2, 3,abtendo como produto 24, bem
como os numeros 3, 4, 5, e 6, tendo como prod@oB&se ultimo é dividido por 24 e tera

como quociente 15, a saber, o niumero desejado.

Pois ¢ esta para a primeira célula de sua base, V, ré@oraz
combinada de todas as razdes das células entredigegé : V na razado
compostadé:p, p:K, K:Q, Q : V ou pela décima
segunda consequéncia 3:4; 4:3;5:2; 6:1

Portantc :V : : 34506 : : 430R201.

Mas V é unidade; ent&é o quociente da divisdo do produto
de 3436 pelo produto de@R201.?%Y

O quociente 15 nada mais é do q@g. Porém, Pascal utiliza razbes entre as

células, determinando-as de acordo com suas pesigbbase de cada triangulo analisado
(conforme a décima segunda conseqiéncia). Finalzeoblema com uma nota dizendo

que se o gerador fosse outro numero diferente ddade, entdo seria necessario

multiplicar o quociente pelo respectivo geradormibam garante a possibilidade de ser
encontradas outras conseqiéncias além daquelasigheleceu.

4.2.2 Uso do Triangulo Aritmético para as ordens nméricas

Pascal esta interessado em fazer uso do triangthoético e para isso procura
estabelecer relacdes entre as colunas do triangabeando-as conmrdens

Osnumeros da primeira ordes@o as unidades: 1, 1, 1, 1, 1, etc.

Os numeros da segunda ordesdo os numeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, etc. Os
nameros da segunda ordem podem ser compostos ¢omb; 2 =1+1;3=1+1+1;e
assim por diante.

Osnumeros da terceira ordertambém chamados de numeros triangulares, séo 1,
3, 6, 10, etc. Sao formados pela adicdo dos nunmatosais, seguindo a ordem: 1 =1; 3 =
1+2;6=1+2+ 3;eassim por diante.

Osnumeros da quarta ordertambém chamados de niumeros piramidais, sdo 1, 4,
10, 20, etc. sdo formados adicionando os niumeBrgytrlares, seguindo a ordem: 1 =1; 4

=1+ 3;10=1+ 3 + 6; e assim por diante.

21PASCAL, p. 454.
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Osnumeros da quinta ordesd@o 1, 5, 15, 35, etc. A formacgéo deles é semtghan

aos outros casos. Esses numeros poderiam ser abmnsagundo Pascal, de tridangulo-

triangulares.

Segue 0 mesmo raciocinio para as demais ordensisSonreescreve o triangulo
aritmeético como uma tabua aritmética

RAIZES
Unidades........ccocovvvvenenn... ordein
NUmeros naturais............. orde?n

Numeros triangulares....... ordegh

NUmeros piramidais......... orderh

2 3 4 Btc.
1 1 1 1 etc.
2 3 4 5 etc

3 6 10 15etc.

1
1
1
1
1 4 10 20 35etc.

Pascal reescreveu o triangulo na forma da tabuaaael segue apresentando
exemplos de como analisa-la aritmeticamente.

O

intuito disso é fazer

O que faz conhecer que tudo que foi dito sobreohsas e as
células do triangulo aritmético convém exatamense oddens dos
nameros, e que as mesmas igualdades e as mesmpas;pes que foram
observadas em uns encontrardo também nos outexssdnos somente
mudar os enunciados substituindo os termos queécon&s ordens
numeéricas, como aquele de raiz e ordem, por aquelegonvinham ao
triangulo aritmético, tal como colunas paralelpemendiculare®?

referéncia as progressdéeséricas descritas

anteriormente. Como vimos, faz um tratamento daiaafou do tridangulo) com as
progressdes numéricas explicando como sdo compasiaseros naturais (segunda

ordem), nimeros triangulares (terceira ordem) e atoms piramidais (quarta ordem$ao

essas as progressdes que serdo relacionadas conessp de integracao.

2PpASCAL, 1993, p. 456.
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4.3 LETTRE DE M. DETTONVILLE A M. DE CARCAV| 293

4.3.1 Centros de gravidade

Neste tdpico, analisaremos parte de um tratad@aeéawiomo carta de Pascal com
o pseuddnimo de Dettonville, a Carcavi, onde aptase método que usou para resolver
problemas de integracao.

Inicia-o mostrando o método da balanca, parecidm @ da alavanca de
Arquimedes, cuja finalidade é encontrar o centrgm@idade de figuras geométricas. Eis
como procedeu com o método da balanca:

Se entdo ha tantas quantidades quanto se quemando, por exemplo, as
quantidades A, B, C e D do seguinte modo: “prinme&ate, a soma de todas A, B, C, D;
depois a soma das mesmas, exceto a primeira, g Balé& D; depois a soma das mesmas

exceto as duas primeiras, a saber, C, D; e assifpregcomo se vé aqui marcaday:”

ABCD
BCD
CD

D

Essa soma de quantidades é chamada como a songulaiia comecando pelo
lado de A; ela poderia comecgar por D, embora néaske o mesmo resultado. A fim de
compreendermos a estrutura da soma triangularsanadis a balanca abaixo, tendo O
como ponto de apoio. Seus bracos estdo divididopaes iguais, em ambos os lados,
com pesos suspensos em cada ponto de divisdo.ajo 8o lado esquerdo estdo os pesos

sao 4, 5 e 3 respectivamente, no brago direitapekse 8.

O

Assim, havera equilibrio se e semente se as samaagulares de um lado for
igual a do outro, comegando em O. Isto €, se afalacima estiver em equilibrio teremos

que:

203 Carta do Sr. Dettonville ao Sr. De Carcavi.
24PASCAL, 1963, p. 131.
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n m

2 P& => P

i=1 j=1

Pascal ira propor um método para estabelecer o mesymento entre os bracos

da balanca. Antes disso, vejamos o lema abaixo:

Se as quatro quantidades A, B, C, D, sdo tomadss daodo;
a primeira uma vez, a segunda duas vezes, a teto&srvezes, etc., digo
gue a soma dessas quantidades tomadas desse ngu@ & sua soma
triangular comecando do lado A.

DCBA ABCD

432 BCD
CD
D

Démonstraca®

Porque tomando-se sua soma triangular, ndo seutea coisa
gue combina-las desse modo, que se toma A umaBvdaas vezes, C
trés vezes, et®®

Com esse lema conclui-se que o0 momento de um Bragaal a soma triangular
comecando pelo apoio. Portanto, a balanca estaeififbeio quando as somas triangulares
dos pesos de cada brago, ambos comecando em iQua&o

Ou seja, o peso 4 tem forca tripla; o peso 5 temgafdupla; o peso 3, que esta a
uma distancia “um” de A, tem forca singular. Do mesnodo, no outro lado da balanca, o
peso 8 tem forca dupla e o peso 9, do mesmo moel® gueso 3, tem forga singular. As
somas triangulares desses pesos sao dadas por:

354 98
54 8
4 —

- 52
25

Continua o tratado enunciando uma adverténciavalatbalan¢a, enunciando

esta propriedade:

2°A demonstracdo dada por Pascal é sempre para umpkxeNdo é como fazemos hoje para um caso
geral.
O PASCAL, p. 131.



91

Entendo sempre que as duas extremidades da baassam
por pontos de divisdo; e assim quando digo que emosp sejam
pendurados em todos os pontos de divisdo, entemecexjstam deles

também nas duas extremidades da balanca.
Entendo também que o brago AB possa ser igual sigud ao outro brago AC, e que cada uma das pgttes do brago AB seja
igual a cada uma das partes iguais do braco AGeeas partes de um brago néo difiram das partestdo braco senéo pela sua
quantidadé®’

Dessa propriedad#emonstrarés proposicoes.

Proposicao |

Seja CAB uma balanga dividida em tantas partegsguantas
se queira nos pontos C, D, A, E, F, B, nos quaé&jasa

B F E A D C
7 0 4 5 9 8

pendurados os pesos 8, 9, 5, 4, 0, 7 respectivapdmtonjunto de todos
0s quais juntos o centro de gravidade comum esi@jaonto A (um
desses pontos).

Digo que a soma triangular de todos esses pesmnecar do
lado que se queira, por exemplo do lado C, isto $gma triangular dos
pesos 8, 9, 5, 4, 0, 7 é igual a soma simples slggsms, 8, 9,5, 4,0, 7
(isto €, a soma desses pesos tomando cada um wnamdtiplicada
tantas vezes quantos pontos haja no brago CA.ypmeg comecou pelo
lado C), isto &, trés vezes nesta figiifa.

Ou seja, temos a soma triangular e a soma simpl#gphcada por trés (o braco

AC possui trés pesos).

7.0.45.9.8 4.6.9.8.
7.0.4.5.9. 7.0.4.5.9.38.
7.0.4.5. 7.0.4.5.9.8.
7.04.
7.0.
7.
99. 99.
Demonstracap

2PASCAL, p. 132.
2P ASCAL, p. 132.
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Porque a soma triangular dos pesos 4, 0, 7, pethoiure brago
AB (que é distinta do resto por uma barra na primparte da figura), é
igual & pequena soma triangular dos pesos, 9, rf8jupgdos no outro
braco AC (que é também distinta do resto na owtreepla figura). E os
restos s&o os mesmos de um lado e do &itro.

Em termos modernos essa proposicao pode ser esamita

D R X =) A (soma triangular comegando em BC)....(1)

i=1

Desse modo,

I315(1'*' Pz D(2 +"'PG D(e ZZABC (2)
Reescrevamos a equacao (2).
RUx -3 +3R+R,x,~3)+3F, +-P X, ~3) +3[F = > Ay ...(3)

Na equacdo (3) seguimos 0 enunciado da propogici®,a soma dos pesos é
referente ao braco AC da balanca.

Ou seja,

3R+ YR ~3)= YA (4

i=1

Onde,
>R Ix -3 ...(5)

a expressao (5) é identificada na proposi¢do aciona soma triangular de 4, 0, 7 do
braco BA e a soma triangular do outro braco CAe 8. Isto €&, atribuindo valores pata
x=1,... 6.teremos que a expressao (5) € nula, restando amersEma dos pesos

multiplicada pelo numero de pesos do braco CA, leersagual a soma triangular da

balanca BC.

Proposicao I

29 PASCAL p. 132.
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Digo que a soma simples dos pesos, multiplicad@atavezes
qguantos os pontos em toda balanga, esta para atsangular de todos
0s pesos, a comecar pelo lado que se queira, panpéx, pelo lado C,
como o numero de pontos que estdo na balanca srdaopnimero de
pontos que estdo no brago por onde se comeca arcistb €, (nesse
exemplo) no braco CA.

7.0.4.5.9.8. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4.5.9. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4.5. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4. _
7.0. 7.0.4.5.9.8.
7. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4.5.9.8.
99. 198.

Digo que a soma triangular, 99, esta para a somaekns multiplicada por sua quantidade, 198, @meantidade de pontos do
braco CA, a saber 3, para a quantidade de todpsntes, a saber, 6.

[Demonstracap

Porque (na figura) a soma triangular de todos ssgé igual
(pela precedente) a simples soma dos pesos nudtiplipela quantidade
de pesos que estdo no brago AC, e que estdo ama da barra. Ora, a
soma dos pesos, multiplicada por essa quantidagerdes do brago AC,
esta visivelmente para a mesma soma dos pesosiplivatta pela
guantidade de pontos da balanca toda, como umasdgsantidades esta
para a outrg-’

Eis como pode ser entendida em termos de razGdepasicao acima:

P
nDiZﬂ: ' _ n(numerosde pontosdabalancg
ZABC n(nimerode pontosdo bragoC)

Onden, na primeira parte da razdo, é o niumero de patstdalanca.
Proposicéao I

As mesmas coisas sendo postas: digo que a somgulaa dos
pesos, a comegar por um dos lados, como pelo ladst& para a soma
triangular dos mesmos pesos, a comecar pelo oatto B, como o

ZO0PASCAL, p. 132-3.
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nimero de pontos que estdo no brago AC, por ondeosecou a
primeira vez, para o nUmero de pontos que estdwagn BA, por onde
se comegou a segunda vez.

7.0.4.5.9.8. 7.6.9.8.
7.0.4.5.9. .4.6.9.8.
7.0.4.5. 4.5.9.8.
7.0.4. 5.9.8.
7.0. 9.8.
7. 8.
99. 132.

Digo que a soma triangular 99, comecando por &, gata a
outra soma triangular 132, comecando por 7, conguantidade dos
pesos do braco 8, a saber 3, para a quantidadesds go outro brago 7,
a saber 4.

[Demonstracap

Porque cada uma dessas somas triangulares esta (pel
precedente) para a simples soma de todos os pesiislioados por sua
guantidade como a quantidade de pontos de cada jpaag a quantidade
de todos os pontos da balanca toda. Logd?ktc.

Isto é, as razdes sao feitas entre as somas tia@egu

ZAC _ n(numerode pontosdobraco C)
ZAB n(numerode pontosdobraco B)

Pascal estabelece relacbes entre somas triangelaieyples para encontrar, por
meio de uma razao, o equilibrio da balanca. Aindanestende essas relacdes para outros
tipos de grandezas, como linhas curvas, superfigi@sas e curvas, bem como para
solidos.

Desse modo, € dada uma trilinha (ver fig. 4), fatanda seguinte maneira: uma
linha curva CB dividida, o tanto quanto se quesra,partes iguais ou desiguais nos pontos
I, G e F. Far-se-a agora a soma triangular daipsrCl, IG, GF e FB, comec¢ando do lado
C. Assim é necessario tomar, primeiro, toda a QRBis a por¢cdo IFB, mais a porcao

GFB, mais a porcéao FB.

1 PASCAL, p. 133.
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Figura 4

Para encontrar a soma triangular das por¢des CIGFSe FB, primeiro toma-as

todas juntas, depois todas exceto Cl, depois texizeto Cl e IG, e assim por diante.

Soma comecgando pelo lado C.

Cl+1G + GF + FB ou a linha CFB
+ G+ GF + FBoualinha IFB

+ GF + FB ou a linha GFB

+ FB ou a linha FB

1CI + 2IG + 3GF + 4FB = CFB BIF GFB + FB

Soma comecando pelo lado B.

BF + FG + Gl + IC ou a linha BIC
+ FG + Gl + IC ou a linha FIC

+ Gl +IC ou a linha GIC
+I1CoualinhalC

1BF + 2FG + 3Gl + 4CI = BICHC + GIC + IC

O que esta sendo feito é a soma de linhas curvpsoc@dimento € o mesmo que

aquele da balanca mostrado anteriormente.
O mesmo raciocinio para a soma triangular das H&tasH e FE, que dividem a

trilinha CAB, ser& aplicado. A soma triangular gascoes CIKA, IGHK, GFEH e FBE,

comecando pelo lado CA, € dada como segue.

CIKA + IGHK + GFEH + FBE ou a trilinha BCA
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+ IGHK + GFEH + FBE ou o espaco IBK
+ GFEH + FBE ou o espaco GBH
+ FBE ou o espaco FBE
1CIKA + 2IGHK + 3GFEH + 4FBE = BCA + IBK GBH + FBE

Depois disso, Pascal esta em condi¢des de dar todongeral para se encontrar

centros de gravidades de todas as linhas, supsrgcolidos.

Para isso, uma quantidade indefinida de planodgi@see igualmente
distanciados séo determinados. Os planos cortaenaega proposta em varias partes
iguais e incluidas por esses planos. O proximoopasensiderar trés planos na grandeza
proposta, dois nos extremos e o0 outro passandapeto de gravidade. Uma linha
conduzida perpendicularmente de um extremo ao ,ay®passa pelo centro de
gravidade, fica dividida em duas por¢des. A liree mede a distancia entre os planos
extremos, € chamada a balanca da grandeza propastas duas por¢des que medem a
distancia entre os planos extremos sao conheoittas os bracos da balanca. Agora pode

ser estabelecida a razdo entre os bracos da baamcas somas triangulares:

Digo que um dos bragos esta para o outro (istoué, &
distancia entre o centro de gravidade da figurenelos planos extremos
estd para a distancia entre 0 mesmo centro dedgvie o outro plano
extremo) como a soma triangular de todas as pord@edigura, a
comecar pelo primeiro plano extremo, para a sonamdnlar dessas
mesmas porcdes, a comecar pelo outro plano ex&mo.

A fim de exemplificar essa ultima citacdo, variasmnglezas foram propostas.
Primeiramente para uma linha curva CB (ver a fig.s#ndo cortada em um numero
indefinidos de partes nos pontos C, I, G, F, B, pma quantidade indefinida de retas
paralelas e com a mesma distancia CA, IK, GH, BEeA reta AB pode ser determinada
em qualquer lugar, desde que seja perpendiculaiasjautras retas, cortando 0s extremos
nos pontos B e A, interceptando também a reta gasappelo centro de gravidade, nesse
caso sendo marcado com o ponto T. A reta BA séddaanca, enquanto TA e TB serdo os
bracos dela.

“Digo que o braco TB estara para o braco TA corsoraa triangular das por¢cdes

da linha, a saber, as por¢cbes BF, FG, G, IC, aecamdo lado de B, para a soma

Z2pASCAL, p. 134.
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triangular das mesmas porcdes a comecar do ladd."d€ Ou seja, a soma triangular
comecando do lado B:

BF + FG + Gl + IC ou a linha BIC
+ FG + Gl + IC ou a linha FIC
+ Gl +IC ou a linha GIC
+ICoualinhalC
BF + 2FG + 3Gl + 4Cl = BIC &k GIC + IC

Soma triangular comecando do lado C:
Cl +1G + GF + FB ou a linha CFB
+ IG + GF + FB ou a linha IFB
+ GF + FB ou a linha GFB
+ FB ou a linha FB
1Cl + 21G + 3GF + 4FB = CFB + IFBGFB + FB

De acordo com a Proposicao lll, teremos a razao:

TB _ 1BF+2FG+3GI+4Cl
TA 1CI+2IG+3GF+4FB

As outras grandezas propostas sao um plano, cafmbat CBA, uma superficie
curva CYZBFC e um soélido YCFBAC, para as quaisfeitas as mesmas razées entre os
bracos e suas respectivas somas triangulares, jau T esta para TA como a soma
triangular dos pesos comecando pelo lado de B, st a soma triangular dos pesos
comecando pelo lado de C.

Pascal adverte dizendo que o processo de divissahea, os pontos de divisdo da
balanca podem ser feitos inUmeras vezes, assine Surg uma nova balanca que nao
diferira da primeira a ndo ser por uma grandezaomen que qualquer uma dada [}’

Da mesma maneira “[...] o centro de gravidade daniga se encontrara ainda em uma

dessas novas divisdes, ou estara separado porist@acth menor que qualquer uma dada

Z3PASCAL, p. 134.
ZYPASCAL, p.134.
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0 que ndo mudaré as razdé5. Entdo, tem-se que a proporcdo existird na novanbale
consequentemente existira também na outra, e gesidiante.

Ou seja, novamente esta sendo feita a relacdoagtendeza discreta e continua.
Com o processo de divisdo € indefinido, pode-segpada grandeza discreta, vista nas
balancas semelhantes as de Arquimedes, para dauambnde sera considerada toda a
curva, a superficie, ou o soélido em questdo. Asesnpesos estardo distribuidos
indefinidamente, a saber, de maneira continua.

Ao aplicar o processo de divisdo é utilizado o regwos indivisiveis, ou seja, 0s
retangulos compreendidos entre as ordenadas e rg8epodo eixo (ver fig. 4) sé&o
pequenas porgdes que tem uma base, tdo pequerta geajueira, € um comprimento de
acordo com a trilinha. Garante que tudo o que éraals por meio do indivisivel também
pode ser mostrado com o rigor e a maneira dosanffzelo método de exaustdo). Nao vé
nenhuma dificuldade em usar a linguagem dos ingeis. Afirma que (ver fig. 1) as
ordenadas ZM, conduzidas a partir dos pontos Asapfontos M do didmetro, compdem o0s
retangulos, e expressa a soma de linhas € aperasnaneira de falar do objeto que se
estuda. O que quer dizer na verdade, é que o eslmagsemicirculo sera formado pelas
somas de todos os retangulos que o exaure. Peroglipra os pontos Z, no diametro CF,
podem estar tdo proximos quanto se queira de naangei a base tenda a zero, tendo
tantos retangulos que se queira.

Pascal enumera exemplos de como as linhas ZM (ger1) podem ser
multiplicadas por outras porgdes, por exemplo, pdbro do didmetro da figura 1,
formando outro espaco; nesse caso, a soma das Whdormara um espaco que serd o

dobro da semicircunferéncia, ou seja, uma semselfper figura 5).

Figura 5

Com respeito a linhas curvas deve-se ter em mpoteexemplo, na figura 1 que

a soma dos arcos CM é entendida como a soma agueid compreendidos em cada um

Z5PASCAL, p.134.
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dos arcos CM “[...] estendidos em linha reta, eqaata uma das pequenas por¢des iguais
do diametro Z2Z, ZZ, etc®*®
Em seguida € apresentadanesmo método geral para os centros de gravidades

enunciado de outro mod®@u seja:

Uma grandeza qualquer sendo proposta, como foj dita
mesma ordem de planos que a corta:

Digo que a soma de todas as porcdes dessa grandeza
compreendida entre um dos planos extremos e cadaleutodos os
planos esté para a grandeza toda tomada tantas \&pe2, multiplicada
por sua balanca, como o braco sobre o0 outro pleineneo, isto é, como
a distancia entre seu centro de gravidade e essemano extremo esta
para a balanca’

Nessa citacdo existe a idéia de generalizar o
método para encontrar centros de gravidade
das grandezas discretas para as continuas.

28 _TA 28 _TB
CFBCAB AB CFBIAB AB’

Eis outro modo de relacionar grandezas:
“Digo que a soma de todas as porc¢des da grandezpreendida entre um dos
planos extremos e uma qualquer de todos os pléngsial a grandeza toda multiplicada

pelo seu braco sobre o outro plano extrerffo”
> A, =CFBITA ou Y A, =CFBITB.

A figura 4 € dada como exemplo do enunciado aciradieha proposta é CFB:
“digo que a soma das por¢des CFB, IFB, GFB, Fguélia linha toda CFB, multiplicada
pelo braco TA.*'° Ou seja, cada uma dessas porcdes é equivalespecteamente, a
soma triangular comecando do lado de C, a sabetGCIGF e FB. Onde a linha BA € a
balanca dividida em um numero de partes iguaispposos E, H, K etc., esses pontos de

divisdo nada mais sao do que pesos, isto é, CIGFK;,e FB. No ponto H encontra-se o

2 PASCAL, p.135.
"PASCAL, p. 135-36.
3P ASCAL, p.136.
Z9PASCAL, p.136.
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centro de gravidade #° Pascal conclui, pela proposicéo Il (“a soma tridagde todos os
pesos é igual a simples soma dos pesos multipligaldaguantidade de pesos que estdo no
braco”), que a soma triangular Cl, IG, GF e FBréesma coisa que a CFB multiplicada
pelo braco TA. Da mesma maneira, a soma triangialdrilinha ABC comecando em B, é
igual ao espaco BCA multiplicado pelo brago TB.ra&do analogo para os soélidos.

Tudo o que é falado a respeito das linhas CFB, IEBB e FB, deve ser
entendido como a soma dos retangulos compreendatosada uma dessas linhas com as
por¢cdes BE, EH, HK e KA. Desse modo, a soma dt&ngelos forma um plano.
Similarmente, a soma dos espacos BCA, EFCA, HGGAGA sdo multiplicadas pelas
mesmas porc¢des BE, EH, HK e KA, formando pequenbdas prismaticos, de mesma
altura, a soma dos quais origina um séfdd®ara multiplicacéo de sélidos pelas porgées,

é feita uma ressalva.

Deve-se entender a mesma coisa para a soma disssdlisto
gue é preciso entender do mesmo modo que eles skjdos
multiplicados por essas mesmas porcdes iguaisetmirpenos (se ndo
quiser admitir uma quarta dimensdo) que se tommdalinhas retas
guantos estejam entre elas na mesma razdo quesééisies, os quais
sendo multiplicados cada uma por cada uma desdas jiguais BE, EH,
etc., formardo um plano que servirh do mesmo mada pncontrar a
raz&o procurad®?

Pascal ndo diz que ndo poderia haver uma quartandé@n, mas como esta
trabalhando com conceitos geométricos, isto €, eoforma geométrica das figuras,
restringe-se a trés dimensdes. Tanto que trocdlio®s por linhas — que formaréo planos,
quando multiplicadas pelas porcdoes BE, EH, eta,fin de possibilitar as dimensdes

geomeétricas

Eis um exemplo onde é aplicado o método para ersramtentro de gravidade.

Corolério |

Se a grandeza € dada e a soma de todas as sudsspompreendidas
entre um dos planos extremos e cada um dos oulanespe que a
balanca seja também dada:

Digo que os dois bracos serdo também dados.

Seja proposta, por exemplo [fig. 6], a linha cud@asemicicléide AYC,
a qual seja suposta dada em grandeza e que sejsailkéa € o dobro do

220pASCAL, p. 136.
21pASCAL, p. 136.
22pPASCAL, p.136.
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eixo CF que seja também dado. Seja também suposttegdo tomado
as ordenadas ZY, cortando o eixo em Z, em um nunnelefinido de
partes iguais, e a cicldide nos pontos Y, a sommdies as por¢cdes CY
da curva seja também dada.

Digo que a distancia entre o centro de gravidadsadeurva AYC e a
reta AF sera dada.

Porque a soma de todas as curvas CY é dada ptesep@ sabe-se com
efeito, alias, que essa soma é o dobro da soma@asCM, conduzidas
de C aos pontos onde as ordenadas cortam a cirénaife ou da soma
das retas ZO (que sejam as ordenadas da parab@adayual CF seja
o0 eixo, da qual o lado reto seja igual a mesmapBFgue entdo cada CM
quadrado, ou FC em CZ, isto &, o retangulo FCZ sél a ZO
quadrado): e assim a soma das linhas curvas C¥abmm do espaco da
parabola CFG, o qual sendo os dois ter¢os de CH#raga, a soma das
curvas CY serd igual aos quatro tercos do quade&do

Mas (pela precedente) a mesma soma € igual aguéddcompreendido
pela curva CA (ou por duas vezes a reta CF) elpalm da curva sobre
AF. Portanto quatro tercos do quadrado CF saosgualuas vezes CF,
multiplicada pelo braco procurado sobre AF; podaetse braco é dado,
e é igual aos dois tercos da CF, porque os doisodeda CF,

multiplicados por duas vezes CF, séo iguais a guatgos do quadrado
de CF*?

Interpretemos a citacgéo:

Sabemos que o comprimento da curva da cicléideaé@uwezes o diametro do
circulo que Ihe originou.

TR
VTN

M Z o

Figura 6

Assim, o comprimento da semicicléide é duas veadi@metro do circulo.
Nesse corolério, Pascal faz uma afirmacdo que ai@ta nos foi possivel
entender, nem saber como teve conhecimento daedadifl “Porque a soma de todas as

curvas CY é dada por hipotese; e sabe-se com ,eédifis, que essa soma é o dobro da

2ZPASCAL, p. 136.
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soma das retas CM [...]". Nado conseguimos compegeodjue a expressao: “[...] sabe-se
com efeito [...]’quer dizer. Tomamos isso como wekelro, contudo deixamos essa

expressao aberta, para uma futura investigacac Becessario pesquisar quem estava
trabalhando com a cicléide naquele periodo e dana@saneira, com a soma triangular.

Desse modo, aceitemos a relacéo
> ,CY=2>CM.
Nesse problema é afirmado que
CM?=FC[CZ=20%.

Para nés, Pascal construiu uma parabola de tal iraagee cada CM fosse
colocado perpendicular a reta FC como pode sex masfigura 6.1.

FzzzzzZC

Figura 6.1

Com isso, foi possivel construir a parabola e ettalr relacbes entre ela e a
semicicloide.

A relagdo anterior acontece do seguinte mondo: gramente vejamos 0

triangulo que foi extraido da figura 6, onde C(%E.
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.

— ..

F
Figura 6.2

Na figura 6.2 é possivel por meio do Teorema digBias, encontrar:
No triangulo CMZ

CM? =CZ?+ZM?2...(1)

E no triangulo ZMO

(EJZ % +[E-czj2...(2)
2 2

Substituindo (2) em (1):

2 2
CM?=CZz? +(C—2Fj —(C—ZF—CZJ =CF[CZ

Entao

CM? =FCITZ...(3)

A idéia de Pascal é utilizar a parabola, curva cpehece, comparando sua area

com a da semicicléide.

Assim, a relacdo dEM?com ZO?é encontrada a partir da parabola
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Sendo que y = CZ e x = ZO, temos
CZ[FC=2Z0?...(4)
De (3) e (4)
CM?=FCI[CZ=2Z0".
Disso pode-se concluir que a CM = ZO. Assim a paleaé conhecida.
Agora procuremos compreender porque “[...] a soam lthhas curvas CY é o

dobro do espaco da parabola CFG [...]".

Seja a soma das linhas curvas CY dada por:

2CZ,[TZ,
2C7,[TZ, +22,7,Z,Z,
2CZ,[CZ, +22,Z, 2,2, +2Z,Z,Z,Z,

2CZ,[CZ,+22,7,(,Z, +22,Z, (X, Z,+ - +2Z ,Z.Z .Z..

n“—n-1

2n [CZ, [CZ + (n-1) Z,2,Z,Z, + (n-2) 2,2, 2,2, + - +1[Zn—lznzn—1zn]
Ou
> sCY=2[n[CZ? +(n-1) (2,22 +(n-2)[Z,Z2 + - +1[Z,,Z2]....(5)

Essa soma sdo os retangulos formados na semieick@F e pode ser vista

conforme a figura 6.3. Lembrando qE ACY quer dizer a soma triangular da linha CY.
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Figura 6.3

O primeiro retangulo é dado por

2CZ, [CZ,.

O mesmo raciocinio segue para os demais. Toma&@ds pela idéia da soma da
curva CY ser o dobro das retas CM. Os retangulosstitoirdo todo o espaco da
semicicléide.

Reescrevamos a soma (5) considerando

CZ, =0Z eZ,,Z, =0Z(delta Z)
tdo pequena quanto se queira. Obteremos

3 ,CY=20n[AZ% +(n-) BZ2 +(nN-2)[DZ? + --- +1[DZ?]....(6)

O préximo passo € encontrar a area da parabola diieGode ser estabelecida

como a soma dos retangulos dados®gf [AZ (nCJN’). Ou seja,

A=CZ, [D\Z +CZ,[DZ +CZ,[DZ +---+CZ, [DZ.
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Como
Cz =1z
Cz,=2[NZ
CzZ, =3[NZ
CZ,=nlAZ
Temos

A=1[NZ? +2[N\Z? +3[DZ*+---+nDZ°....(7)
Ao compararmos a expressao (6) e (7) é possiviéiceerque
> ,CY=2CFG.
Como a parabola é conhecida (o lado reto FG € m@iF), entdo sua area pode

ser encontrada. Como vimos anteriormente, Pascalite método para encontrar a area

sob curvas do tipgy = x" , assim

CFG= 2CF .
Desse modo,
Z CY= 403F2
De acordo com o Corolario: “[...] (pela precederdenesma soma € igual ao retangulo

compreendido pela curva CA (ou por duas vezesaaGE) e pelo braco da curva sobre
AF.” Compreendemos que a expressao “pela precédesftge-se a seguinte passagem:
“Digo que a soma de todas as por¢cOes da grandezpreendida entre um dos planos
extremos e uma qualquer de todos os planos, é aggi@ndeza toda multiplicada pelo seu

braco sobre o outro plano extremo.”
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Desse modo,
> ,CY=CAOF =2CFTF.
Sendo T um ponto localizado sobre CF.

2
4Ck =2CFOF ouTF IZCTF.

Portanto,

Logo o centro de gravidade da curva AYC encontra-deis tercos de CF.

Importante frisar que o modo como é feita a relag@o parabola com a
semicicloide € semelhante ao que Cavalieri utilzawu seja, encontrando as retas
correspondentes das figuras estudadas uma a ureadtaassim as razdes entre as retas e
comparando-as com a razao entre as figuras aredis@l de acordo com o segundo
método dos invisiveis, superpondo parte a partentefigura na outra.

Até agora vimos como € 0 processo da soma trianghia, entdo, como é
colocada a soma piramidal. Ela é definida de maoethante a soma triangular. Para
tanto, sdo tomadas as quantidades A, B e C dordegubdo:

Primeiramente é tomada a soma triangular de A(B Bepois a soma triangular

de B e C; por fim é tomada a quantidade C.

ABC
BC
_C
BC
_c
_C

36

[EEN

O préximo passo é estabelecido mediante a sonmytilir, tomada duas vezes,

removendo a primeira soma triangular, essa qupa&asa por uma barra dupla.
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ABC

Assim tem-se como resultado uma vez a primeiratglede A; quatro vezes, a

segunda B; e a terceira C, nove vezes.
O que é equivalente a sequiéncia dos numeros ratleaados ao quadrado. Com

isso, Pascal pode comparar as somas com as seagiéncontradas no triangulo

aritmético.

E isto é facil de demonstrar pela natureza das c@mpbes que

formam estas somas triangulares e piramidais, gaie é
Nas somas triangulares, a primeira grandeza seuamavez, a

segunda 2 vezes, a terceira, 3 vezes etc., decacord a ordem dos
nameros naturais. E nas somas piramidais, a pangeamdeza se toma 1
vez, a segunda 3 vezes, a terceira 6 vezes, egnde a ordem dos
nameros triangulares. Ora, todo numero triangwlarado duas vezes e
diminuido de seu expoente, € 0 mesmo que o quadeadeu expoente:
como, por exemplo, o terceiro numero triangulaseido dobrado, é 12,
que diminuido do expoente 3, restam 9, que é orgdadie 3729

Ou seja, se tomarmos

22PASCAL, p. 137.
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2(1+3+6+---+@)—(1+2+3+---n) =P +2°+3+---+n?)

Temos que duas vezes a soma piramidal menos atdangular é igual a soma
dos n primeiros nimeros naturais elevados ao quadraotoRsso, é apresentada uma
aplicacdo com linhas retas ou curvas.

Outra vez Pascal faz a relacdo de grandezas @iscretm continuas, ou seja,

estende o resultado aritmético para o continuo.
4.3.2 Soma: Simples, Triangular e Piramidal

Seja 0 eixo BA da trilinha BAC dividido em tantaaries quanto se queira E, H e
K. Desses pontos sdo conduzidas as ordenadas C&HKe FE. Asoma simpleslelas é
igual a trilinha toda. Lembrando que a soma dasrmadas € estabelecida com relacdo ao
retangulo que € formado com a base (ou eixo), @) 6&KA + IGHK + GFEH + FBE ou
a trilinha BCA. Conforme a regra referida no trat&dstestatum Numericarum Summa
soma dos retangulos, ou das ordenadas, corresparda sob a curva.

A soma triangulardaguelas mesmas ordenadas, comecando do ladecel&bha
da figura 4, “[...] € a mesma coisa que a somardtimgulos compreendidos por cada

ordenada e por sua distancia da bede €, a soma dos retangulos IK em KA, GH em HA,

FE em EA.**® Desse modo, IEA, GHHA e FHEA, entre outros, formam varios planos
gue reunidos fazem um sdélido (ver figura 7). Comaliatancias AK, KH e HE séo iguais,
e tomando AK = 1, AH = 2 e AE = 3, tem-se que 12&GH, 3FE e assim por diante. Ou

seja, isto nada mais é do que a soma triangulao ¢ista anteriorment&®

22 PASCAL, p. 137(grifo nosso).
226 Cf. BARON, 1969, p. 200-1.
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LAT"
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A/K

Figura ¥

“Digo do mesmo modo que duas vezes a soma piranddakas mesmas
ordenadas, a comecar pelo lado da base CA, é gwama dos sdlidos feitos dessas

mesmas ordenadas multiplicadas cada uma pelo gleadeasua distancia da base; isto €, a
IK em KA quadrado + GH em HA quadrado, ett”Isto é, IK [KA? + GH [HA?, e assim

por diante. Por exempldK [KA?faz parte da soma dos sélidos. Sendo KA = 1, HA = 2
FE = 3 etc., tem-se 1IK + 4GH + 9FE. Segundo Rasomando duas vezes a soma
piramidal ela sera igual a 1IK + 4GH + 9FE. Notengoe € desprezada a subtracdo da
soma triangular. Isto pode acontecer porque a soamgular tem uma dimensdo a menos
gue a piramidal e segundo as regras dos indivssiveiesultado ndo é alterado, ou seja,
“[...] € a mesma coisa que um ponto em relacdo a lurha, ou que uma linha em relacéo
a um plano, ou um plano em relacdo a um sélidendim que um infinito em relacédo ao
infinito; o que ndo muda a igualdadé?®®.
Para Pascal

[..] a soma piramidal das mesmas ordenadas fazplamo-plano,
composto de tantos sélidos quantas porcbes existamixo, 0s quais
sélidos sdo formados cada um pelas somas triaegugarticulares, da
gual a soma total faz a soma piramidal. Porquessue piramidal toma-
se assim: primeiramente tomando a soma triangeléndbs, que faz um
sélido, como acabamos de dizer; e em seguida a s@ngular de todos,
exceto a primeira, que faz um outro sélido, etasEim, tantas quantas

22T pASCAL, p. 137-8.
228PASCAL, p. 138.



111

divisbGes haja, havera também sélidos, os quaisioseniltiplicados cada
um por uma das pequenas divisdes do eixo, form@andtos pequenos

plano-planos de mesma altura, quanto todos jumizent o plano-plano
do qual se trat&’

A soma piramidal é tratada como soma de solidosn@u Pascal diz “a soma

piramidal das mesmas ordenadas faz um plano-plestd’ tratando da quarta dimenséo.

Como seu método é geométrico, reduz a quarta daonepsra algo que possa ser

manipulado, como plano-plano.

229 PASCAL, p. 138.
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V — Consideracdes finais

Ao apresentar um projeto, na area de Histéria eséfla da Matemaética, nao é
simples propor as bibliografias, a metodologiapeaig| objetivos serdao desenvolvidos sem
ter iniciado a pesquisa. Claro que, para comecatrabalho € necesséario um objetivo.
Porém ele é mais amplo do que se espera, e sinétddb depois de terem sido feitas as
leituras.

Quando iniciamos o estudo, procuramos 0 maior narerfontes possiveis. Em
um primeiro momento, todas elas foram secundadNatas encontramos descricdes das
atividades de Pascal, bem como conceitos de omtadbsmaticos que possibilitaram maior
compreensao do tema que tratamos. Para descrepeartm capitulo e parte do terceiro,
pesquisamos nas fontes primarias.

De fato, cada livro, artigo e tese que consultaitnosxeram inspiracdo para
buscarmos outras referéncias. A maioria da ohrasdp necessario foram traduzidas.

Toda traducao por mais fiel que possa ser ndo gopsexpressar o texto em sua
totalidade. Expressdes proprias da lingua, muitees; levam-nos a criar neologismos.
Por exemplo: a palavra “infinitary”, ndo possui grortugués uma que traduza seu
significado, nés a tratamos como “infinitaria”.

Outros pontos relevantes sdo as expressdes céstctar da propria época.
Procuramos ter o cuidado, quando um autor é paesdd, em utilizar palavras que
contemplassem o0 que queria dizer. Tarefa essa agiéen revisar constantemente o que
escrevemos.

Ao analisar textos antigos, nos deparamos com mdifeuldades. Uma delas € a
linguagem matematica. Isso fez com que reprodunizseas informacfes antigas por
varias vezes. Por exemplo, a fim de compreenderamdo deSoma de Poténcias
Numéricas foi necessario reescrever muitas vezes o enundai@d regras gerais que
definiam a soma de poténcias numéricas.

Do mesmo modo, foi extremamente complexo analisaomlario | apresentado
no capitulo IV. Tanto que sua resolucéo ficou abpdssibilitando outras investigagdes.
Com os outros textos, nédo foi diferente.

Para n6s as obras que se referiam a matematicaéddosXVIl foram
imprescindiveis, pelo fato de que nesse periodmdtematica pura desenvolveu-se com

passo extremamente rapido, [...]. Em menos de umlaéalgebra, geometria projetiva,
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teoria da probabilidade, o célculo e outras araiamente significativas, da mateméatica
alcancaram a sua plena maturidatfé.”

As pesquisas daquela época estavam sendo amplasisnitdas e formalizadas,
teorias foram propostas e métodos elaborados. €smn é possivel constatar que existiram
varios modos de solucionar um problema, como degiatdo. Entdo, perguntamo-nos
como fazer o tratamento de tanta informacdo emagwpdginas? Diante dessa situacgao,
construimos e refizemos apenas parte da obra m@tand@ Pascal. Ja os outros textos
que consultamos foram apenas comentadas as idélatados alguns procedimentos
usados para solucionar problemas matematicos elgragao.

Nosso objetivo estava centrado em mostrar que alzaedes mateméaticas de
Pascal, em particular as integracdes podem sexsviahto como antecipacdes das idéias
formais do Calculo, quanto pela contribuicdo hisgbde sua estruturacao e formalizacao.

Quando examinamos a Ultima citagdo, pudemos obsgue varios ramos da
matematica, alcancaram sua plenitude naguele momissb pode ter sido impulsionado
tanto pelas varias disputas matematicas, comoneekessidade de reestruturacdo de teorias
que proporcionassem seguranca com o fazer matemBtise € o caso da ampla discusséo
sobre como compreender o indivisivel e o infinitateepequeno (ou infinitesimal)
relacionado com o continuo.

A partir das discussfes e das exposicdes de idéfagentes ao indivisivel e
infinitesimal, entendemos que eles sao elementstinttis. O continuo analiticamente é
composto por infinitesimais. Por exemplo, o segmemt superficie e o sélido sdo
constituidos por elementos infinitamente pequerosiésma natureza respectivamente.

Ja o indivisivel faz parte da magnitude continuaguddo Bradwardine, a
magnitude continua contém um ndamero infinito deivisdieis, porém elas ndo o
constituenm>.

Tratando-se dos processos de integracdo, notamesvguios matematicos
desenvolveram métodos e técnicas que chegaram peiito, do que conhecemos hoje
como o Teorema Fundamental do Célculo. Em nossml@shao abordamos a idéia da
derivada. Mostramos que no tratado da Soma de &astNuméricas, existe um resultado
que € muito proximo da idéia moderna de integratefido relacdes de grandezas

continuas com as poténcias numéricas.

230 MANCOSU, 1996, p. 9.
#1BOYER, 1986, p. 179.
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Da mesma maneira, na carta de Dettonville a Carc@d apresentadas idéias
tanto para encontrar centros de gravidades quamtoiptegracdo, como caracteristica do
pensamento matematico de Pascal, é feita també&ssagem da grandeza discreta para a
continua.

Pascal, assim como outros matematicos em difergetésdos histéricos, estava
interessado em desenvolver um método que fossazefiara solucionar problemas de
integracdo. A maneira como utilizou os indivisive&n suas obras, possibilitou-lhe
encontrar algo que se assemelhasse a idéia modernategracdo. Por exemplo, na
equacéao 1, quando despreza quantidades de ordenoinfomando apenas a quantidade
de maior grau, vimos a estreita relacdo que eg@te

n"*  p+1
Em termos modernos

n . . r]p+1

'[dej = :

0 p+1

k k k k
(K+DPH=CLy JP+Coad P 4 CoL Y |72+ CP Y+ 1+ K)..( 1)
= j=1 j=1 j=1

Nesse sentido, a compreensdo matematica dessthdrgimale ser vista em dois
vieses. No primeiro evidenciamos que houve cong@®s significativas relacionadas aos
processos de integragdo, por exemplo, quando st fas relacbes com o triangulo
aritmético, a saber, com a soma simples, triangufaramidal.

O que estudamos pbde revelar algumas caractesigfieacomo a matematica
estava sendo realizada naquela época, ou sejampadeotar que havia a preocupacao
com o estabelecimento de métodos que pudessemics@ucquaisquer problemas
matematicos. Isso aparece no discurso, por exempldratado déSsoma de Poténcias
Numéricasonde é relatada a possibilidade de quadrar gealggnero de curva utilizando
os indivisiveis.

Quando Pascal diz:
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Desejei juntar essas poucas observacgdes, famiigredes que
praticam com os indivisiveis, a fim de fazer ressah ligacdo, sempre
admiravel, que a natureza, apaixonada pela unidedabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela apaeste exemplo, em que
vemos o calculo ddimensfes de grandezas continligar-se asoma de
poténcias numéricas?

Ou seja, além de fazer a passagem do discretoraimgo acrescenta que: “[...]
tudo isto que € demonstrado pelas reais regrasndossiveis se demonstrara também
com o rigor e & maneira dos antigos; [2%'Para ele, essa técnica poderia ser eficaz tanto
guanto os métodos dos antigos gebmetras.

Importante frisar que a passagem de grandeza®tdisqrara as continuas € feita
em varias passagens de suas obras. Por exemptartaade Dettonville a Carcavi, €
desenvolvido um método para encontrar centros add@des realizado com o auxilio de
uma balanca. Nessa balangca primeiramente sdo eoaddd pesos, colocados um a um
com o mesmo espacamento entre eles. Com tudaglgetstida a passagem das grandezas
discretas para as continuas. Entdo, os pesos séige@dos distribuidos ao longo de toda
a balanca, ou seja, de modo continuo. Outra vee-pedverificar aadmiravel relacao
existente entre as grandezaastadas.

O segundo viés é referente a exploracdo das idéadsmaticas de Pascal e por
meio do seu modo de trata-las, exemplificamos commesultados matematicos, antes de
serem formalizados, passaram por varias tentatilasestruturacdo, assim como de
formalizacao.

Acreditamos que nossa contribuicdo, entre outras p Educacdo Matematica €
apresentar o processo heuristico de uma teoria.i€smnos conceitos podem tornar-se um
pouco mais compreensivos. Essa foi uma das intentdigo do capitulo 11l quanto do IV.
Neles destacamos as técnicas de integracdo dgesggédmetras gregos, dos matematicos
dos séculos XVI e XVII e em particular no quartpitalo as de Pascal.

Nosso trabalho de maneira alguma abrangeu todeo@ugio matematica de
Pascal. Sabemos da possibilidade de ser realizatto estudo sobre o processo de
integracdo, por exemplo, rigaité des trilignes rectangles et de leurs ong(@tsatado da
trilinhas retangulares e de suas unhazinhas), sadeonstruidos sélidos a partir de uma

Z2pASCAL, 1908, p. 367.
Z33pPASCAL, 1963, p.135.
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trilinha e de uma figura adjunta. Esse modo de tcoinsélidos ja era feito por Grégoire
De Saint-Vincerft* (1584-1612).

Outra obra importante é Traité des sinus du quart de cer¢lEratado dos senos
num quadrante de um circulo). Esse tratado foouvgir Leibniz e deu-lhe a idéia de
estabelecer a relagédo entre tangentes e quadraturaseio do triangulo caracteristico ou

diferencial®®

Ou seja, existe uma gama de possibilidades paea ez estudo dessa natureza,
talvez, sem esgota-lo.

Durante a pesquisa tivemos a preocupacéo de nast&omcoeréncia com o que
escrevemos. Apresentamos a nossa versao dos @dodados foram obtidos de fontes
onde o leitor podera, ao estuda-las, ter talvemadnterpretacdo. Com tudo, ndo omitimos
nossa responsabilidade com o que foi registrado.

234 Cf. BARON, 1969, p. 135-148.
Z°BOYER, 1963, p 299.
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