
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE PONTA GROSSA
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Aos professores do departamento de Matemática pela amizade e apoio, em especial ao

Professor Antonio Marcos Batista por indicar o caminho que eu devia seguir para ingressar
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RESUMO

A implementação de processos em Computação Quântica bem como a transmissão e con-

trole de informação quântica em sistemas f́ısicos realistas, precisam levar em consideração os

efeitos do acoplamento do sistema com o ambiente, representado por reservatórios térmicos.

Neste trabalho considera-se o estudo do efeito do ambiente nas propriedades quânticas de

cada modo em um sistema de modos bosônicos fracamente acoplados (os modos eletro-

magnéticos na cavidade acoplada). É aplicado um método alternativo, baseado no Hamil-

toniano Quadrático efetivo não Hermitiano, a fim de compreender como determinar a

evolução temporal da função de Wigner do sistema sob estudo; é apresentada a técnica do

propagador da função de Wigner e a solução espećıfica. Além disso, a evolução temporal

dos segundos momentos não-simetrizados é determinada exatamente para o caso especial

de estados iniciais gerais Gaussianos para ambos os modos, na presença do reservatório

térmico. Analisa-se como a compressão e a pureza de cada modo bem como o emara-

nhamento entre eles evoluem no tempo sob dissipação, comparado ao caso da ausência de

reservatório. Para esse propósito, são brevemente consideradas algumas técnicas aplicadas

ao estudo da informação quântica e medidas de correlação quântica para sistemas quânticos

de muitas partes, sendo aqui somente aplicado a sistemas de duas partes. Este trabalho é

conclúıdo com uma análise numérica das propriedades quânticas em termos dos parâmetros

do estado inicial e algumas perspectivas futuras são apresentadas a fim de generalizar estes

resultados.

Palavras-chave: Emaranhamento, dissipação, compressão, correlações quânticas.



ABSTRACT

The implementation of processes of Quantum Computation as well as the transmission and

quantum information control in realistic physical systems, must take in account the effects

of the coupling of the systems with the environment, represented by thermal reservoirs.

In this work it is considered the study of the effects of the environment in the quantum

properties of each modes in a system of weakly coupled bosonics ones (the electromagnetic

modes in the coupled cavities). It is applied an alternative method, based on effective

non Hermitian Quadratic Hamiltonian, in order to understand how to determine the time

evolution of the Wigner function of the system under study; the technique of Wigner fun-

tion propagator and a specific solution is presented. In addition, the time evolution of the

non symmetric second moments is exactly determined for the special case of initial general

Gaussian states for both modes, in the presence of thermal reservoir. It is analyzed as the

squeezing and the purity of each mode as well as the entanglement among them evolve

in time under dissipation, compared to the case of reservoir absence. For this purpose, it

is briefly considered some techniques applied the study of the quantum information and

measures of quantum correlations for quantum multipartite systems, here only applied to

a bipartite system. This work is concluded with some numerical analysis of the quantum

properties in terms of initial state parameters and gives some future perspective in order

to generalize our results.

Keywords: Entanglement, dissipation, squeezing, quantum correlations.
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vezes que o primeiro modo permanece comprimido. Todas as curvas são
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As curvas são constrúıdas com σ = 1 e ν = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.12 Comportamento da pureza de cada modo no caso de estados iniciais com

P1(0, β) = 0, 29 e P2(0, β) = 0, 56, na presença do reservatório (β 6= 0). A
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Caṕıtulo 1

Introdução

O computador é um objeto f́ısico e o processo computacional, seja ele efetuado por

qualquer hardware, é um processo que obedece às leis da F́ısica. Sendo a Mecânica Quântica

uma teoria f́ısica fundamental, torna-se natural pensar em uma máquina que realize o

processamento de informações num ńıvel tal que a superposição e o emaranhamento de

estados quânticos possam ser utilizados como um novo tipo de recurso operacional. Foi

desta idéia, formalizada por Deutsch num artigo em 1985 [1], que surgiu uma nova área de

pesquisa que reúne a Matemática, a F́ısica, e as Ciências da Computação, conhecida por

Computação Quântica.

A Informação Quântica surgiu como um campo distinto de pesquisas somente a partir

da segunda metade da década de 1990. Contudo, ela teve origem muito antes graças a

contribuições dos precursores da F́ısica Quântica, e especialmente em dois trabalhos fun-

damentais publicados em 1935: o de Schrödinger [2], no qual ele discute a possibilidade

da existência, no mundo clássico, de superposições coerentes1 de estados classicamente dis-

tintos (discussão associada ao paradoxo chamado de “gato de Schrödinger”, o qual trata

da possibilidade de ser encontrada uma superposição dos estados vivo e morto); e o de

Einstein, Podolski e Rosen [3], no qual os autores discutem diversos aspectos relaciona-

dos com estados emaranhados ou entrelaçados2, em que sistemas separados espacialmente

guardam correlações quânticas, dando origem a efeitos não locais.

1Os estados puros (superposições coerentes) possuem um vetor de estado |ψ〉, que permite saber em

que estado o sistema se encontra. Quando não é posśıvel saber em que estado o sistema se encontra, diz-se

que ele é uma mistura estat́ıstica (superposição incoerente), pois existe probabilidade pi do sistema estar

no estado |ψi〉 de uma base ortonormal {|ψi〉}.
2do inglês entangled states.
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Os computadores quânticos baseiam-se em estados emaranhados de um grande número

de subsistemas [4–7]. Um obstáculo ainda existente para a realização prática desses dis-

positivos é o fenômeno da decoerência, proveniente da interação destes sistemas com o am-

biente, o que resulta em uma rápida destruição das caracteŕısticas quânticas, impedindo a

realização da computação. A decoerência implica a degradação dos efeitos de interferência

quântica, manifestando-se na existência de superposição quântica, devido à interação com

o ambiente [8]. Este é exatamente o mesmo fenômeno que impede a existência do “gato de

Schrödinger”, pois, superposições coerentes de estados classicamente distintos são rapida-

mente destrúıdas, de modo que as caracteŕısticas quânticas da superposição desaparecem,

dando lugar a uma mistura estat́ıstica clássica [9].

A teoria de Informação Quântica é muito importante para a compreensão dos proces-

sos quânticos envolvidos no processamento, transmissão e armazenamento da informação

quântica. A implementação de processos, bem como a transmissão e controle da informação

quântica em sistemas f́ısicos realistas devem considerar os efeitos do acoplamento dos sis-

temas de interesse com o meio ambiente. Supondo a existência de um reservatório térmico,

representando o ambiente, que pode interagir com o sistema quântico, como a transferência

ou o armazenamento da informação podem ser afetados pela existência desse reservatório

térmico?

Um exemplo f́ısico usual de sistemas quânticos de variáveis cont́ınuas é formado por mi-

crocavidades acopladas tendo seu campo eletromagnético modelado por modos bosônicos

[10]. Tem sido estudado o problema da troca de informação quântica ideal (sem considerar

o efeito do ambiente), medidas de correlação quântica e propriedades quânticas (com-

pressão, pureza) no modelo de modos acoplados, descritos por operadores Hamiltonianos

Hermitianos3 quadráticos [10–13].

Contudo, na literatura também é avaliada a importância em considerar os efeitos do

ambiente sempre que o objetivo trata-se de entender fenômenos quânticos mais realistas e

precisos envolvidos nas interações mecânicas dos modos acoplados. O efeito do ambiente,

modelado por reservatórios térmicos, para uma ampla classe de propriedades quânticas de

um sistema quântico bosônico é um problema bastante conhecido [14–22].

Há trabalhos interessantes no estudo de modos acoplados na presença do ambiente. Na

3Um operador A é chamado Hermitiano ou auto-adjunto se ele é igual ao seu operador adjunto, ou seja,

A = A†.
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referência [23] são consideradas as propriedades da dinâmica quântica de duas cavidades

acopladas onde há um acoplamento com um reservatório. Um esquema geral para o controle

da decoerência foi discutido num modelo de dois osciladores dissipativos acoplados [24,25].

O comportamento da compressão num sistema de um oscilador acoplado forçado foi consi-

derado na referência [26] onde, no regime perturbativo, mostrou que o grau de compressão

dos modos independe da taxa de amortecimento do oscilador harmônico. Na referência [27]

é apresentado como a interação com o ambiente influencia o comportamento dinâmico

do emaranhamento para dois modos comprimidos no estado de vácuo acoplados a um

reservatório térmico.

Trabalhar os métodos anaĺıticos para o tratamento de sistemas quânticos com dis-

sipação, analisar a relação entre emaranhamento e troca de propriedades quânticas, bem

como os efeitos do ambiente nas propriedades quânticas gerais de sistemas acoplados, em

se considerarando estados iniciais Gaussianos4, são os objetivos a serem alcançados neste

trabalho.

Para atingir tais objetivos organizou-se esta dissertação da seguinte forma: no caṕıtulo

2 são revisados alguns aspectos fundamentais dos efeitos do ambiente nas propriedades de

informação quântica em um sistema composto por um único modo eletromagnético.

No caṕıtulo 3 discute-se o sistema composto por duas cavidades acopladas modeladas

por osciladores harmônicos ou modos eletromagnéticos interagindo com o ambiente re-

presentado por um reservatório térmico. Aplica-se um método geral para Hamiltonianos

quadráticos [28] a fim de determinar a evolução da matriz densidade do sistema linear por

meio do propagador da Função de Wigner [29].

No caṕıtulo 4 determina-se a evolução temporal da matriz não simetrizada dos mo-

mentos de segunda ordem para o caso de estados Gaussianos gerais. São apresentadas as

propriedades de estados que são utilizadas para examinar o processo da transmissão de

informação: compressão e pureza. Foi analisado o efeito dos parâmetros do reservatório

no processo da troca de informações entre os dois modos acoplados5, bem como nas pro-

priedades da correlação quântica por meio de critério apropriado. O problema da troca de

informação quântica e das medidas de correlação quântica é estudado neste caṕıtulo.

4Em estados Gaussianos inicialmente não há correlação entre os modos e dos modos com o reservatório.
5Microcavidades acopladas, com seu campo eletromagnético quantizado, formam um exemplo usual de

sistema de duas partes com variáveis cont́ınuas quânticas [30].
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No caṕıtulo 5 são apresentadas as conclusões sobre o trabalho e apresentadas as

perspectivas futuras criadas a partir deste estudo.
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Caṕıtulo 2

Sistemas dissipativos em Mecânica

Quântica

Sistemas dissipativos são aqueles em que ocorrem perdas de energia, massa ou até

mesmo informação no decorrer do tempo devido à interação com o meio envolvente do

sistema considerado. Estas perdas representam um importante papel na f́ısica e em geral

elas não podem ser evitadas, apenas parcialmente controladas, explicando assim, a im-

portância em tratar sistemas dissipativos. Neste caṕıtulo será apresentada uma breve

revisão da teoria quântica para um sistema dissipativo particular que consiste de um único

oscilador harmônico acoplado a um reservatório térmico, composto por um número in-

finito de osciladores harmônicos ou modos do campo eletromagnético quantizado. Com o

operador densidade, são eliminadas as variáveis do reservatório e é obtida uma equação

diferencial para aquele operador densidade reduzido na representação de Schrödinger para

o subsistema de interesse, o modo da cavidade.

2.1 O sistema acoplado ao reservatório

O propósito principal, nesta seção, é revisar algumas propriedades do oscilador harmô-

nico quântico de freqüência bem definida e a evolução temporal de um sistema quântico

dissipativo. A partir da equação de Liouville, tomando o traço sob as variáveis do reser-

vatório, é determinada uma equação diferencial de evolução temporal para o operador

densidade reduzido, também chamada de equação mestra.

Em essência o sistema a ser abordado consiste de uma cavidade quântica, modelada por
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATÓRIO

um modo bosônico, em contato com o ambiente, representado por um reservatório térmico,

modelado por infinitos modos bosônicos.

A cavidade é modelada por um oscilador harmônico descrito pelo Hamiltoniano definido

positivo1

ĤA = ~ωâ†â +
1

2
, (2.1)

onde ω é a freqüência do oscilador, â† e â são, respectivamente, os operadores de criação e

aniquilação de fótons, satisfazendo a relação de comutação

[â, â†] = 1. (2.2)

O produto â†â é chamado de operador número e o espectro desse operador N = â†â

consiste em inteiros não negativos n = 0, 1, 2, ... O espectro do Hamiltoniano é dado por

En = ~ω
(
n +

1

2

)
, (2.3)

e os autovetores normalizados correspondentes são designados por

|n〉 =
1√
n!

(â†)n|0〉, n = 0, 1, 2, ..., (2.4)

determinados a partir do estado de vácuo |0〉 tal que a|0〉 = 0. Os estados (2.4) são

ortogonais [31] e satisfazem às propriedades

â|n〉 =
√

n|n− 1〉, â†|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉, (2.5)

as quais permitem calcular elementos de matriz para qualquer variável dinâmica. Além dos

estados de Fock Eq. (2.4), são de relevante importância neste estudo, os estados quânticos

mais gerais como o coerente, o comprimido e o térmico [32].

O ambiente representado pelo reservatório térmico é modelado por um conjunto de

infinitos osciladores harmônicos, descrito pelo Hamiltoniano

ĤB =
∞∑

j=1

~ωj b̂
†
j b̂j, (2.6)

sendo b̂†j e b̂j respectivamente, os operadores de criação e aniquilação relativos ao j-ésimo

modo do reservatório, que obedecem as relações de comutação

[b̂j, b̂
†
k] = δjk, j, k = 1...∞, (2.7)

1Um operador definido positivo é representado por uma matriz real e simétrica, isto é, seus autovalores

são números reais, positivos e nenhum deles é nulo
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATÓRIO

onde a notação δjk é chamada Delta de Kronecker definida por

δjk =





1, se i = j

0, se i 6= j.

(2.8)

O acoplamento entre o sistema e o reservatório é da forma geral XXj, que contém

termos do tipo âb̂†j, â†b̂j, â†b̂†j e âb̂j. Neste trabalho é utilizada a aproximação de onda-

girante. Com esta aproximação restam somente os termos do tipo â†b̂j e âb̂†j [33]. É posśıvel

justificar a utilização de tal aproximação considerando que se não houvesse interação entre

o sistema e o reservatório, os operadores â e b̂j evoluiriam no tempo, respectivamente, como

â(t) = âe−iω0t e b̂j(t) = b̂je
−iω0t. Supondo que exista interação, mas que a evolução livre dos

operadores não seja perturbada fortemente, os termos â†b̂j e âb̂†j evoluem aproximadamente

como e±i(ωj−ω0)t, que é aproximadamente igual a 1 para os modos que conservam energia

(ωj ≈ ω0), enquanto que os termos â†b̂†j e âb̂j evoluiriam aproximadamente como e±i(ωj+ω0)t,

e portanto variariam muito rapidamente. Para tempos longos2 comparados a ω−1
0 , estes

termos apresentariam um efeito médio aproximadamente nulo, sendo posśıvel desprezá-los.

O sistema completo, cavidade em interação com o ambiente, é descrito pelo Hamilto-

niano completo na descrição de interação, escrito como a soma de duas partes que não

dependem explicitamente do tempo

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (2.9)

onde Ĥ0 = ĤA + ĤB e Ĥ1 é o Hamiltoniano de interação entre o sistema e o reservatório,

escrito na forma

Ĥ1 =
∞∑

j=1

~gj(â
†bj + âb†j). (2.10)

Assim, o Hamiltoniano completo assume a forma expĺıcita

Ĥ = ~ωâ†â +
∞∑

j=1

~ωj b̂
†
j b̂j +

∞∑
j=1

~gj(â
†bj + âb†j), (2.11)

onde ω é a freqüência do oscilador do modo da cavidade, ωj a freqüência do j-ésimo modo

do reservatório e os gj são parâmetros reais, constantes de acoplamento da interação entre

sistema e reservatório [27]. O fator 1/2 em ĤA dado pela Eq. (2.1) pode ser suprimido por

não ser relevante para o cálculo da evolução temporal do operador densidade.

2por exemplo, o tempo de decaimento γ−1 do modo na cavidade, onde γ é a constante de relaxamento
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Uma questão natural para um sistema de muitas partes é definir o estado de uma única

parte. Ou seja, descrever o resultado de todos os posśıveis testes realizados sobre uma das

partes. Neste caso consideram-se sistemas de duas partes, sem perder a generalidade, pois,

é sempre posśıvel considerar a parte de interesse como uma parte e todas as demais como a

outra. Assim, denotando as variáveis do sistema por A e as do reservatório por B, todas as

propriedades estat́ısticas do sistema-reservatório podem ser obtidas do operador densidade

do sistema completo, ρ̂AB(t), e as propriedades de cada parte são determinadas por meio

do operador densidade reduzido obtido pela operação de traço parcial sobre a outra parte,

isto é,

ρ̂A = TrB(ρ̂AB) =
∑
B

〈B|ρ̂AB|B〉, (2.12)

ρ̂B = TrA(ρ̂AB) =
∑

A

〈A|ρ̂AB|A〉. (2.13)

O operador ρ̂A contém toda a informação de A, e nenhuma informação sobre B. Da

mesma forma que o operador ρ̂B contém toda a informação de B, e nenhuma informação

sobre A.

O operador densidade satisfaz a uma equação diferencial, denominada equação de

Liouville [34], que para o sistema completo é escrita na forma

i~
dρ̂AB

dt
= [Ĥ, ρ̂AB] = Ĥρ̂AB − ρ̂ABĤ. (2.14)

Dentre as descrições de Heisenberg, de Schrödinger e de interação, em geral, é conve-

niente trabalhar na de interação. Nessa descrição é posśıvel introduzir um operador de

evolução unitário associado somente a parte Ĥ0 do Hamiltoniano [31]:

Û0(t, t0) ≡ e−
i
~ Ĥ0(t−t0). (2.15)

Assim, a dependência temporal do Hamiltoniano Ĥ1I(t) provém dos operadores Û †
0(t, t0) e

Û0(t, t0), isto é3,

Ĥ1I(t) = Û †
0(t, t0)Ĥ1Û0(t, t0). (2.16)

Na descrição de interação os operadores AI(t) satisfazem a equação do movimento

i~
dAI

dt
= [AI , Ĥ0I ] + i~

∂AI

∂t
, (2.17)

3foi utilizada a notação ĤkI(t), k = 0, 1 para denotar o Hamiltoniano Ĥk na descrição de interação.

21



2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATÓRIO

onde Ĥ0I diz respeito apenas ao operador Hamiltoniano dos modos e do reservatório

Ĥ0I(t) = Û †
0(t, t0)Ĥ0Û0(t, t0). (2.18)

Em correspondência, o vetor de estado |ΨI(t)〉 satisfaz a equação

i~
∂|ΨI(t)〉

∂t
= Ĥ1I |ΨI(t)〉, (2.19)

onde Ĥ1I é dado na Eq. (2.16) [35].

Conforme a transição realizada no apêndice (A.1), a equação de Liouville na descrição

de interação é escrita na forma

dσ̂AB(t)

dt
= − i

~
[Ĥ1I , σ̂AB(t)] (2.20)

onde σ̂AB é o operador densidade na descrição de interação e Ĥ1I é a parte do Hamiltoniano

responsável pela interação entre o sistema e o reservatório, conforme apêndice (A.2), escrito

na forma:

Ĥ1I = ~[G(t)â† + G†(t)â], (2.21)

onde o tempo t é um parâmetro real e G(t) um operador, que atua apenas no espaço de

estados do reservatório, dado por

G(t) ≡
∞∑

j=1

gj b̂j exp[i(ω − ωj)t]. (2.22)

Integrando a equação de Liouville, a fim de obter o operador densidade, tem-se

σ̂AB(t) = σ̂AB(0) +
1

i~

∫ t

0

[Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]dτ, (2.23)

e, substituindo esse resultado de σ̂AB(t) no comutador do lado direito da equação (2.20)

obtém-se a seguinte equação diferencial para o operador densidade:

dσ̂AB

dt
=

1

i~
[Ĥ1I , σ̂AB(0)]− 1

~2

∫ t

0

[Ĥ1I(t), [Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]]dτ . (2.24)

Esta equação diferencial é exata, trata-se da equação (2.14) escrita em uma forma conve-

niente onde é posśıvel identificar aproximações razoáveis. Assumindo que não há correlação

entre o sistema e o reservatório no instante inicial t = 0, tem-se que ρ̂AB(0) = σ̂AB(0), fa-

torado como

σ̂AB(0) = σ̂A(0)⊗ σ̂B(0), (2.25)
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onde σ̂A(0) e σ̂B(0) são os operadores densidade reduzidos no instante inicial, dados por [36]

σ̂A(0) = |s〉〈s|, (2.26)

σ̂B(0) =

∏
j exp(−~ωj b̂

†
j b̂j/kBT )

TrB

∏
j exp(−~ωj b̂

†
j b̂j/kBT )

, (2.27)

sendo kB a constante de Boltzmann e T a temperatura do reservatório.

Com o intuito de analisar apenas as propriedades f́ısicas do sistema, calcula-se o traço

sobre as variáveis do reservatório, obtendo-se então

dσ̂A

dt
= − 1

~2

∫ t

0

TrB[Ĥ1I(t), [Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]]dτ , (2.28)

onde, para simplificar, foi eliminado o termo 1
i~ [Ĥ1I , σ̂AB(0)], assumindo que

TrB[Ĥ1I(t), σ̂AB(0)] = 0. (2.29)

Isto é garantido se os operadores do reservatório acoplados ao sistema assumem valor zero

no estado do operador densidade do reservatório no instante inicial (σ̂B(0)), uma condição

que sempre pode ser assumida incluindo TrB(Ĥ1⊗ σ̂B(0)) no Hamiltoniano do sistema [36].

O reservatório térmico é suficientemente grande de modo a ser inalterado por seu acopla-

mento ao sistema. Além disso, considerando que a dissipação destrói a memória do passado

no sistema, e, que sistemas Markovianos dependem somente do estado presente [36], torna-

se posśıvel usar a aproximação Markoviana

σ̂AB(τ) = σ̂A(t)⊗ σ̂B(0) +O(2), (2.30)

na equação (2.28). Com a aproximação Markoviana é posśıvel escrever,

[Ĥ1I(t), σ̂A(τ)⊗ σ̂B(0)] = [~(â† ⊗G(t) + â⊗G†(t)), σ̂A(t)⊗ σ̂B(0)]

= ~[(â† ⊗G(t)), σ̂A(t)⊗ σ̂B(0)]

+ ~[(â⊗G†(t)), σ̂A(t)⊗ σ̂B(0)], (2.31)

onde G(t) depende linearmente de b̂j e b̂†j e

TrB{b̂j exp(−~ωj b̂
†
j b̂j/KBT )} = 0. (2.32)

A fim de escrever a equação (2.28) na forma expĺıcita, foi calculado o comutador duplo

no apêndice B obtendo a equação mestra do sistema na descrição de Interação [37]:

dσ̂A

dt
= −i∆ω[â†â, σ̂A(t)]

− γ̃

2
(1 + 〈n〉)[σ̂A(t)â†â + â†âσ̂A(t)− 2âσ̂A(t)â†]

− γ̃

2
〈n〉 [σ̂A(t)ââ† + ââ†σ̂A(t)− 2â†σ̂A(t)â], (2.33)
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onde ∆ω é o termo que muda ligeiramente a freqüência do modo, 〈n〉 o número médio de

fótons da média térmica e γ̃ é o parâmetro que descreve o acoplamento entre o sistema e

o reservatório. Foi assumido [33] γ̃ ≡ 2(A−B) = 2πg(ω)2D(ω), com

A = πg(ω)2D(ω)(1 + 〈n(ω)〉), (2.34)

B = πg(ω)2D(ω) 〈n(ω)〉 , (2.35)

∆ω = P

∫ ∞

0

g(ωj)
2D(ωj)

ω − ωj

dωj, (2.36)

sendo D(ω) a função densidade de estados a qual converte somatória em integração,
∑

j −→
∫

D(ωj)dωj, tal que D(ωj)dωj fornece o número de osciladores com freqüências no

intervalo de ωj a ωj + dωj e
∫ ∞

0

dη exp±i(ω − ωj)η = πδ(ω − ωj)± iP (
1

ω − ωj

), η = t− τ, (2.37)

onde P indica o valor principal de Cauchy.

A equação mestra traz toda a informação estat́ıstica do sistema de interesse e ainda

tem duas importantes propriedades: (a) é Hermitiana, isto é, σ̂†A(t) = σ̂A(t); (b) o operador

densidade reduzido é normalizado, ou seja, TrAσ̂A(t) = 1 para todos os tempos t.

2.2 Transição para a descrição de Schrödinger

É sempre posśıvel escrever a equação mestra do sistema (2.33) na descrição de Schrödinger,

fazendo a transição conforme será apresentado a seguir.

Seja o operador densidade do sistema, na descrição de Schrödinger escrito na forma,

ρ̂1(t) = exp{− i

~
ĤAt}σ̂A(t) exp{ i

~
ĤAt}, (2.38)

e realizando a derivada de (2.38) em relação ao tempo obtém-se

dρ̂1(t)

dt
= − i

~
ĤAρ̂1(t) +

i

~
ρ̂1(t)ĤA + exp{− i

~
ĤAt}dσ̂A(t)

dt
exp{ i

~
ĤAt}. (2.39)

Substituindo na Eq. (2.39) a equação para o operador σ̂1(t) dada na Eq. (2.33),

obtém-se

dρ̂1(t)

dt
= − i

~
ĤAρ̂1(t) +

i

~
ρ̂1(t)ĤA − exp{− i

~
ĤAt}i∆ω[â†â, σ̂A(t)] exp{ i

~
ĤAt}

− γ̃

2
exp{− i

~
ĤAt}(1 + 〈n〉)[σ̂A(t)â†â + â†âσ̂A(t)− 2âσ̂A(t)â†] exp{ i

~
ĤAt}

− γ̃

2
exp{− i

~
ĤAt} 〈n〉 [σ̂A(t)ââ† + ââ†σ̂A(t)− 2â†σ̂A(t)â] exp{ i

~
ĤAt}. (2.40)
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A equação (2.40) pode assumir a forma expĺıcita aplicando a propriedade distributiva à

direita e à esquerda, em relação aos termos exponenciais exp{± i
~Ĥ1t}. Neste caso, usando

o ı́ndice S para indicar que o operador está na descrição de Schrödinger, da mesma forma

que o ı́ndice I indica a descrição de interação, e sendo a equação de transição dada por

AS = exp{− i

~
ĤAt}AI exp{ i

~
ĤAt}, (2.41)

e ainda, tendo que exp{− i
~ĤAt} exp{ i

~ĤAt} = exp{− i
~(ĤA − ĤA)t} = 1 torna-se posśıvel

escrever a Eq. (2.40) na forma

dρ̂1

dt
+

i

~
[ĤA, ρ̂1] = −i∆ω[â†S âS, ρ̂1(t)]

− γ̃

2
(1 + 〈n〉)[ρ̂1(t)â

†
S âS + â†S âS ρ̂1(t)− 2âS ρ̂1(t)â

†
S]

− γ̃

2
〈n〉 [ρ̂1(t)âS â†S + âS â†S ρ̂1(t)− 2â†S ρ̂1(t)âS]. (2.42)

Na Eq. (2.42) tem-se a equação mestra do sistema composto por um único modo

acoplado a um reservatório térmico na descrição de Schrödinger. Tanto os resultados

da Eq. (2.42) quanto os da Eq. (2.33) conduzem às mesmas conclusões estat́ısticas das

grandezas f́ısicas a respeito das propriedades dinâmicas do sistema que descrevem. O valor

médio de um observável na descrição de interação é escrito na forma,

〈AI〉 = Tr(AI σ̂A(t)), (2.43)

e na descrição de Schrödinger, a partir das equações (2.38) e (2.41), tem-se

〈AS〉 = Tr(AS ρ̂1(t))

= Tr(exp{− i

~
ĤAt}AI exp{ i

~
ĤAt} exp{− i

~
ĤAt}σ̂A(t) exp{ i

~
ĤAt})

= Tr(exp{− i

~
ĤAt}AI σ̂A(t) exp{ i

~
ĤAt}). (2.44)

Pela propriedade ćıclica do traço Tr(ABC) = Tr(BCA) tem-se para a equação (2.44),

〈AS〉 = Tr(exp{ i

~
ĤAt} exp{− i

~
ĤAt}AI σ̂A(t))

= Tr(AI σ̂A(t)). (2.45)

Portanto, da Eq. (2.43) e Eq. (2.45) tem-se finalmente que

〈AI〉 = 〈AS〉, (2.46)

ou seja, para um observável qualquer A, seu valor médio é o mesmo nas descrições de

interação e de Schrödinger.
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2.3 Valor esperado de quantidades f́ısicas

O valor esperado é um dos conceitos mais relevantes da teoria de probabilidade e tem um

importante papel na f́ısica. Neste trabalho ele será utilizado para determinar os elementos

da matriz de covariâncias, a partir dos quais torna-se posśıvel determinar as medidas de

correlação quântica. Por exemplo, no sentido ilustrativo, o cálculo do valor esperado 〈â†〉(t)
é realizado a partir da operação de traço parcial

〈â†〉(t) = TrA(σ̂A(t)â†I(t)), (2.47)

sendo â†I(t) o operador de criação na descrição de interação, dado por

â†I(t) = exp(iωâ†ât)â† exp(−iωâ†ât) = â† exp(iωt). (2.48)

Derivando a Eq. (2.47) em relação ao tempo, encontra-se

d〈â†〉(t)
dt

=
d

dt
[TrA(σA(t)â†(t)) exp(iωt)]

= TrA

[∂σA(t)

∂t
â† exp(iωt) + iωσA(t)â† exp(iωt)

]
, (2.49)

e usando a forma da equação mestra dada no apêndice (B.14) torna-se posśıvel escrever a

equação diferencial como

d〈â†〉(t)
dt

= i(ω + ∆ω)〈â†〉(t)− (A−B)〈â†〉(t), (2.50)

cuja solução é dada [36] na forma

〈â†〉(t) = 〈â†〉(0) exp[i(ω + ∆ω)t] exp
(
− γ̃

2
t
)
. (2.51)

Usando o mesmo procedimento também é posśıvel encontrar o valor esperado de um

produto de operadores como por exemplo 〈â†â〉(t), em que a equação diferencial bem como

sua solução são dadas, respectivamente, por:

d〈â†â〉(t)
dt

= −γ̃(〈â†â〉(t)− 〈n〉), (2.52)

〈â†â〉(t) = 〈â†â〉(0) exp(−γ̃t) + 〈n〉[1− exp(−γ̃t)]. (2.53)

A partir de 〈â〉(t) e 〈â†â〉(t) determina-se todas as propriedades f́ısicas para estados

Gaussianos, os de interesse para o estudo que seguirá. Uma interessante propriedade é que

〈â†â〉(t) |t→∞→ 〈n〉, a qual tem a seguinte interpretação: Ao longo do tempo, o oscilador
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em contato com o banho térmico adquire temperatura com o mesmo número médio de

fótons que a média térmica.

A partir do valor esperado dos operadores de criação e aniquilação

â† =
1√
2~ω

(ωq − ip), â =
1√
2~ω

(ωq + ip), (2.54)

onde q e p são as componentes de quadratura do campo eletromagnético dadas pelas

relações inversas

q =

√
~
2ω

(â + â†), p = i

√
~ω
2

(â− â†), (2.55)

é posśıvel calcular a posição e o momento médio do oscilador, cujos resultados são respec-

tivamente

〈q〉(t) =

√
~
2ω

[〈â〉(t) + 〈â†〉(t)], 〈p〉(t) = i

√
~ω
2

[−〈â〉(t) + 〈â†〉(t)], (2.56)

que podem também ser escritos como

〈q〉(t) = exp
(
− γ

2
t
)[
〈q〉(0) cos ωt +

〈p〉(0)

ω
senωt

]
,

〈p〉(t) = exp
(
− γ

2
t
)[
− ω〈q〉(0)senωt + 〈p〉(0) cos ωt

]
. (2.57)

Finalmente, assumindo um estado inicial de incerteza mı́nima, é posśıvel mostrar que

∆p∆q =
~
2
{1 + 2〈n〉[1− exp(−γt)]}. (2.58)

O resultado dado na Eq. (2.58) mostra que para t → ∞, ∆p∆q → 1
2
~[1 + 2〈n〉] que

representa o produto de incerteza para um fóton térmico com freqüência ω.

Realizado este estudo preliminar para o sistema de um modo em contato com o reser-

vatório torna-se posśıvel generalizar estes resultados para o caso de um sistema composto

por dois modos acoplados em contato com o reservatório térmico, conforme será apresen-

tado no caṕıtulo seguinte, a fim de entender-se o efeito do reservatório na transferência de

informação de um modo para outro.
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Caṕıtulo 3

Efeito da dissipação na Informação

Quântica

Neste caṕıtulo é realizada uma generalização do estudo feito no caṕıtulo anterior, sendo

agora considerado os efeitos do ambiente nas propriedades de informação quântica em dois

modos bosônicos acoplados interagindo com dois reservatórios térmicos independentes a

temperaturas distintas. Mostra-se como um método alternativo baseado no Hamiltoniano

quadrático não Hermitiano pode ser aplicado para determinar a evolução temporal da

função de Wigner.

3.1 Teoria quântica de sistemas dissipativos

Nesta seção o objetivo principal é entender o processo de transferência de informação

em sistemas quânticos dissipativos. No contexto de sistemas dissipativos [38], as pro-

priedades quânticas de duas microcavidades acopladas interagindo com o ambiente podem

ser estudadas com o aux́ılio do operador Hamiltoniano escrito como [35]

Ĥ =
2∑

k=1

~ωkâ
†
kâk +

∞,2∑

j,k=1

~$k,j b̂
†
k,j b̂k,j +

∞,2∑

j,k=1

gk,j(â
†
kb̂k,j + âkb̂

†
k,j)

+ ξâ1â2 + µâ1â
†
2 + µ∗â†1â2 + ξ∗â†1â

†
2, (3.1)

sendo que de agora em diante será considerado um sistema de unidades onde ~ = 1.

Este operador Hamiltoniano descreve dois modos quânticos distintos acoplados em con-

tato com os seus respectivos reservatórios térmicos. Na Eq. (3.1) os operadores bosônicos

âk e â†k são os operadores de aniquilação e criação relativos ao k-ésimo modo do campo
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eletromagnético com a freqüência ωk no interior da k-ésima cavidade. Os operadores b̂k,j

e b̂†k,j são os operadores de aniquilação e criação relativos aos infinitos modos do k-ésimo

reservatório com freqüência $k,j. Para o propósito desse trabalho é suficiente considerar

somente modos acoplados na aproximação de onda-girante (ξ = ξ∗ = 0) com a constante

de acoplamento complexa µ sendo o termo responsável pela troca de informação entre os

modos [13].

Toda a informação estat́ıstica do sistema pode ser obtida do operador densidade total,

ρ̂AB(t). Em analogia à seção (2.1) os ı́ndices A e B referem-se, respectivamente ao sistema

de modos acoplados (12) e aos reservatórios (R1R2). Assim o operador densidade total

ρ̂AB(t) satisfaz à equação de Liouville do sistema completo escrita na forma

i
dρ̂AB(t)

dt
= [Ĥ, ρ̂AB(t)]. (3.2)

Com a condição inicial de o sistema estar desacoplado, isto é, na ausência de correlação

quântica, é posśıvel decompor o sistema como um produto de estados gerais, descrevendo

sistemas separáveis, ou seja,

ρ̂AB(t) = ρ̂A(t)⊗ ρ̂B(t).

Análogo ao estudo do sistema composto por um único modo acoplado ao reservatório,

é considerado que o reservatório grande o suficiente de modo a ser inalterado por seu

acoplamento com o sistema, tornando posśıvel usar a aproximação Markoviana,

ρ̂AB(τ) ' ρ̂A(t)⊗ ρ̂B(0),

sendo ρ̂A o operador densidade reduzido descrito por

ρ̂A(t) = TrB(ρ̂AB), (3.3)

que está relacionado com ρ̂AB pela operação chamada traço parcial sobre as variáveis do

reservatório. O operador densidade reduzido ρ̂A contém toda a informação relativa ao

sistema de dois modos sob efeito do reservatório térmico. O operador densidade reduzido

na descrição de interação é escrito como

σ̂AB = exp{iĤSt}ρ̂AB exp{−iĤSt}, (3.4)

onde ĤS é o Hamiltoniano do sistema sem levar em consideração o termo de interação

do reservatório com o sistema (modos bosônicos interagentes), na aproximação de onda-
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girante, dado por

ĤS =
2∑

k=1

ωkâ
†
kâk +

∞,2∑

j,k=1

$k,j b̂
†
k,j b̂k,j + µâ1â

†
2 + µ∗â†1â2. (3.5)

Derivando a Eq. (3.4) em relação ao tempo e multiplicando pela constante i obtém-se

i
dσ̂AB(t)

dt
= i

d

dt
(eiĤStρ̂ABe−iĤSt)

= −ĤSeiĤStρ̂ABe−iĤSt + eiĤStρ̂ABe−iĤStĤS + eiĤSti
d

dt
ρ̂ABe−iĤSt

= [σ̂AB(t), ĤS] + eiĤSt[Ĥ, ρ̂AB(t)]e−iĤSt

= [σ̂AB(t), ĤS − F̂ ], (3.6)

onde F̂ é o operador Hamiltoniano completo do sistema na descrição de interação. Isto é,

F̂ = ĤS + Ĥ1I + Ĥ2I , (3.7)

sendo ĤkI a parte do Hamiltoniano responsável pela interação entre o k-ésimo modo e seu

respectivo reservatório, escrito na forma

ĤkI =
∞∑
j

gk,j(â
†
kb̂k,j + âkb̂

†
k,j). (3.8)

Assim, torna-se posśıvel reescrever a equação de Liouville (3.6) na forma,

i
dσ̂AB(t)

dt
= [Ĥ1I + Ĥ2I , σ̂AB(t)], (3.9)

de onde, análogo ao procedimento feito para um modo apenas, é posśıvel escrever

Ĥ1I + Ĥ2I = â1G
†
1(t) + â†1G1(t) + â2G

†
2(t) + â†2G2(t), (3.10)

sendo Gk(t) o operador associado ao espaço do k-ésimo reservatório, dado por

Gk(t) ≡
∞∑
j

gk,j b̂k,j exp[i(ωk −$k,j)t]. (3.11)

Integrando a equação de Liouville (3.9) obtém-se

σ̂AB(t) = σ̂AB(0) +
1

i

∫ t

0

[Ĥ1I(t
′) + Ĥ2I(t

′), σ̂AB(t′)]dt′, (3.12)

e combinando a Eq. (3.9) com a Eq. (3.12) tem-se,

dσ̂AB(t)

dt
=

1

i
[Ĥ1I + Ĥ2I , σ̂AB(0)]

−
∫ t

0

[Ĥ1I(t) + Ĥ2I(t), [Ĥ1I(t
′) + Ĥ2I(t

′), σ̂AB(t′)]]dt′. (3.13)
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3.1. TEORIA QUÂNTICA DE SISTEMAS DISSIPATIVOS

Tomando o traço sobre as variáveis do reservatório a fim de obter a informação somente

do sistema, (σ̂12(t) ≡ σ̂A(t)) tem-se

dσ̂12(t)

dt
= −

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ1I(t) + Ĥ2I(t), [Ĥ1I(t
′) + Ĥ2I(t

′), σ̂AB(t′)]]dt′. (3.14)

Em (3.14) foi assumido que,

TrR1R2 [Ĥ1I + Ĥ2I , σ̂AB(0)] = 0, (3.15)

pois, em t = 0 não há correlação entre os sistemas e o reservatório. O comutador duplo da

Eq. (3.14) pode ser escrito na forma expĺıcita como

[Ĥ1I(t) + Ĥ2I(t), [Ĥ1I(t
′) + Ĥ2I(t

′), σ̂AB(t′)]] = [Ĥ1I(t), [Ĥ1I(t
′), σ̂AB(t′)]]

+[Ĥ1I(t), [Ĥ2I(t
′), σ̂AB(t′)]] + [Ĥ2I(t), [Ĥ1I(t

′), σ̂AB(t′)]] + [Ĥ2I(t), [Ĥ2I(t
′), σ̂AB(t′)]],

de modo que torna-se posśıvel reescrever a Eq. (3.14) como

dσ̂12(t)

dt
= −

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ1I(t), [Ĥ1I(t
′), σ̂AB(t′)]]dt′ −

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ1I(t), [Ĥ2I(t
′), σ̂AB(t′)]]dt′

−
∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ2I(t), [Ĥ1I(t
′), σ̂AB(t′)]]dt′ −

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ2I(t), [Ĥ2I(t
′), σ̂AB(t′)]]dt′.

que se reduz à forma

dσ̂12(t)

dt
= −

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ1I(t), [Ĥ1I(t
′), σ̂AB(t′)]]−

∫ t

0

TrR1R2 [Ĥ2I(t), [Ĥ2I(t
′), σ̂AB(t′)]].

Procedendo de forma similar no estudo do sistema de um modo obtém-se a equação

mestra para o sistema de dois modos acoplados, cada um dos quais acoplado ao seu reser-

vatório térmico distinto (número médio de fótons 〈nk〉) na forma:

dσ̂12(t)

dt
= −i∆ω1[â

†
1â1, σ̂12(t)]− γ̃1

2
(1 + 〈n1〉)(σ̂12(t)â

†
1â1 + â†1â1σ̂12(t)− 2â1σ̂12(t)â

†
1)

− γ̃1

2
〈n1〉(σ̂12(t)â1â

†
1 + â1â

†
1σ̂12(t)− 2â†1σ̂12(t)â1)

− i∆ω2[â
†
2â2, σ̂12(t)]− γ̃2

2
(1 + 〈n2〉)(σ̂12(t)â

†
2â2 + â†2â2σ̂12(t)− 2â2σ̂12(t)â

†
2)

− γ̃2

2
〈n2〉(σ̂12(t)â2â

†
2 + â2â

†
2σ̂12(t)− 2â†2σ̂12(t)â2). (3.16)

Se os reservatórios térmicos são idênticos, ambos estão à mesma temperatura, com o

mesmo número médio de fótons 〈n1〉 = 〈n2〉 = 〈n〉. Se estão igualmente acoplados aos

seus respectivos modos, tem-se γ̃1 = γ̃2 = γ̃. Em resumo, no caso geral, a equação mestra
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padrão, dada na Eq. (3.16) assume a forma compacta:

dσ̂12(t)

dt
= −

2∑

k=1

i∆ωk[â
†
kâk, σ̂12(t)]−

2∑

k=1

{ γ̃k

2
(1 + 〈nk〉)(σ̂12(t)â

†
kâk + â†kâkσ̂12(t)

− 2âkσ̂12(t)â
†
k) +

γ̃k

2
〈nk〉(σ̂12(t)âkâ

†
k + âkâ

†
kσ̂12(t)− 2â†kσ̂12(t)âk)

}
. (3.17)

Assim, a equação (3.17) é a equação mestra padrão para um caso particular de um

sistema quântico composto de dois modos do campo eletromagnético acoplados, na apro-

ximação de onda girante, modelados por osciladores harmônicos quânticos e interagindo

com reservatórios térmicos distintos, com seus respectivos números médios de fótons 〈nk〉
com constantes de relaxação γ̃k distintas, na descrição de Interação.

3.2 Transição para a descrição de Schrödinger

Utilizando o procedimento análogo ao feito para o sistema composto por um único modo

será realizada a transição da equação mestra na descrição de interação para a descrição de

Schrödinger. Seja o operador densidade do sistema, na descrição de Schrödinger escrito na

forma,

ρ̂12(t) = exp{−iĤ12t}σ̂12(t) exp{iĤ12t}, (3.18)

onde, Ĥ12 é a parte do Hamiltoniano responsável pela troca de informação entre os modos,

na aproximação de onda girante, escrito na forma

Ĥ12 =
2∑

k=1

ωkâ
†
kâk + µâ1â

†
2 + µ∗â†1â2. (3.19)

Realizando a derivada de (3.18) em relação ao tempo obtém-se

dρ̂12(t)

dt
= −iĤ12ρ̂12(t) + iρ̂12(t)Ĥ12 + exp{−iĤ12t} d

dt
σ̂12(t) exp{iĤ12t}

= −i[Ĥ12, ρ̂12(t)] + exp{−iĤ12t} d

dt
σ̂12(t) exp{iĤ12t}. (3.20)

Substituindo a equação (3.17) no termo correspondente do lado direito da equação

(3.20), usando o fato que

exp{−iĤ12t} exp{iĤ12t} = 1,

e ainda, que a transição da descrição de Schrödinger para descrição de Interação é feita

por meio de

AS = exp{−iĤ12t}AI exp{iĤ12t},
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onde AS representa o operador na descrição de Schrödinger e AI representa o mesmo

operador na descrição de Interação, obtém-se, análogo ao resultado da Eq. (2.42) referente

ao sistema composto por apenas um modo,

dρ̂12(t)

dt
+ i[Ĥ12, ρ̂12(t)] = −

2∑

k=1

i∆ωk[â
†
kâk, ρ̂12(t)]−

2∑

k=1

{ γ̃k

2
(1 + 〈nk〉)(ρ̂12(t)â

†
kâk

+ â†kâkρ̂12(t)− 2âkρ̂12(t)â
†
k) +

γ̃k

2
〈nk〉(ρ̂12(t)âkâ

†
k + âkâ

†
kρ̂12(t)− 2â†kρ̂12(t)âk)

}
.

Substituindo o Hamiltoniano Ĥ12 dado em (3.19), torna-se posśıvel reescrever a equação

mestra na forma expĺıcita

dρ̂12(t)

dt
+

2∑

k=1

i(ωk + ∆ωk)[â
†
kâk, ρ̂12(t)] = −i[µ∗â†1â2 + µâ1â

†
2, ρ̂12(t)]

−
2∑

k=1

{γk

2
(1 + 〈nk〉)(â†kâkρ̂12(t) + ρ̂12(t)â

†
kâk − 2âkρ̂12(t)â

†
k)

+
γk

2
〈nk〉(âkâ

†
kρ̂12(t) + ρ̂12(t)âkâ

†
kρ̂12(t)âkâ

†
k +−2â†kρ̂12(t)âk)

}
. (3.21)

A fim de simplificar a notação, fazendo γ̃k

2
= γk e 〈nk〉 = νk tem-se finalmente a equação

mestra na descrição de Schrödinger escrita como [35]:

dρ̂12(t)

dt
+

2∑

k=1

i(ωk + ∆ωk)[â
†
kâk, ρ̂12(t)] = −i[µ∗â†1â2 + µâ1â

†
2, ρ̂12(t)]

−
2∑

k=1

{
γk(1 + νk)(â

†
kâkρ̂12(t) + ρ̂12(t)â

†
kâk − 2âkρ̂12(t)â

†
k)

+ γkνk(âka
†
kρ̂12(t) + ρ̂12(t)âkâ

†
k − 2â†kρ̂12(t)âk)

}
, (3.22)

Sendo o objetivo entender a troca de informação de dois modos, a prinćıpio de freqüências

distintas, primeiramente são considerados os dois modos ressonantes, tendo como condição

de troca a ressonância, de forma que assim o termo ∆ωk não é relevante por somente mu-

dar ligeiramente a freqüência do modo, podendo ser negligenciado e ainda, considera-se a

condição de ressonância ω1 = ω2 = 11.

Todas as propriedades estat́ısticas do sistema acoplado ao reservatório podem ser obti-

das do operador densidade de dois modos, ρ̂12(t) e as propriedades de cada modo por meio

do operador densidade reduzido de cada modo, ρk(t), k = 1, 2.

1consideram-se estas freqüências unitárias para simplificar as fórmulas.
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3.3 Propagador da função de Wigner

Uma alternativa à descrição do problema feita por meio do operador densidade e da

equação mestra é a utilização de representações deste mesmo operador no espaço de fase.

Contudo, em Mecânica Quântica o conceito de espaço de fase fica problemático. Devido ao

prinćıpio de incerteza de Heisenberg não se pode definir uma distribuição de probabilidade

propriamente dita para um sistema quântico.

No entanto, existem funções que têm propriedades semelhantes às encontradas nas

distribuições de probabilidades no espaço de fase, que são as chamadas distribuições de

quasi-probabilidades [39] que têm sido úteis como instrumento de cálculo em Mecânica

Quântica. A primeira distribuição de quasi-probabilidade, chamada de função de Wigner,

foi introduzida na Mecânica Quântica por Wigner em 1932 [40,41].

A função de Wigner é adequada como uma distribuição quântica no espaço de fase para

descrever os efeitos nos observáveis de quadratura que podem surgir da teoria quântica e

estat́ıstica clássica. Ela se comporta parcialmente como uma distribuição de probabilidade

clássica; permite calcular medidas quantitativas, tais como valor médio e variância das

quadraturas na maneira clássica. Por outro lado, em contraste com a distribuição de

probabilidade clássica, a função de Wigner pode ser negativa [42].

De maneira geral, as probabilidades negativas na função de Wigner podem ser inter-

pretadas como um aspecto “essencialmente quântico” do sistema. Para estados de duas

part́ıculas livres, Bell [43] sugeriu que a existência de probabilidades negativas seria uma

condição suficiente para a não-localidade.

A função de Wigner contém toda a informação a respeito do estado quântico, assim

como o operador densidade, e é definida a partir do operador densidade ρ̂, pela trans-

formação

W (q, p) =
1

2π~

∫ +∞

−∞
eipx/~〈q − x

2
|ρ̂|q +

x

2
〉dx, (3.23)

onde |q + x
2
〉 é um auto-estado do operador posição x̂ com autovalor q + x

2
. Em termos de

â e â† tem-se [44]

W (α, α∗) = 2Tr[ρ̂D̂(α, α∗)eiπâ†âρ̂D̂−1(α, α∗)], (3.24)

com o operador deslocamento D̂(α, α∗) dado por [45]

D̂(α, α∗) = e(αâ†−α∗â), (3.25)
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sendo α um número complexo arbitrário e |α〉 é o estado coerente gerado pela aplicação

de D̂(α, α∗) no estado de vácuo, |α〉 = D̂(α, α∗)|0〉.
Como principais propriedades da função de Wigner destacam-se a obtenção das dis-

tribuições de probabilidade marginais a partir da integração da função de Wigner

P (q) = 〈q|ρ̂|q〉 =

∫ +∞

−∞
dpW (q, p), P (p) = 〈p|ρ̂|p〉 =

∫ +∞

−∞
dqW (q, p), (3.26)

e o cálculo do valor médio de operadores simétricos de forma semelhante às integrais

clássicas no espaço e fase

〈Ô(q̂, p̂)sim)〉 = Tr(ρ̂Ô(q̂, p̂)sim) =

∫ ∫
dqdpW (q, p)O(q, p). (3.27)

Além de ser um valioso instrumento de visualização e cálculo, a função de Wigner é

importante também nos processos experimentais de reconstrução dos estados quânticos.

Medidas indiretas da função de Wigner já foram realizadas em campos eletromagnéticos

[46, 47] e também em ı́ons [48, 49] e a primeira proposta de medida direta da função de

Wigner em cavidades [50] foi realizada experimentalmente [51].

Como a função de Wigner é definida a partir do operador densidade, a equação que

governa sua dinâmica pode ser obtida a partir da equação mestra. Para tanto, basta

utilizar algumas relações entre os operadores â e â† aplicados a ρ̂ e os operadores diferenciais

aplicados à função de Wigner [52]:

i)ρ̂â† → (α∗ +
1

2
∂α)W (α), (3.28)

ii)â†ρ̂ → (α∗ − 1

2
∂α)W (α), (3.29)

iii)âρ̂ → (α +
1

2
∂α∗)W (α), (3.30)

iv)ρ̂â → (α− 1

2
∂α∗)W (α). (3.31)

Aplicando as relações (3.28)-(3.31) à equação mestra, obtém-se a chamada equação de

Fokker-Plank para a função de Wigner que, neste caso, é dada em termos de α e α∗ por

∂tW =
γ

2
(2 + α∂α + α∗∂α∗ + ∂2

α,α∗)W, (3.32)

ou em termos de x e p por

∂tW =
γ

2
(2 + x∂x + p∂p +

~
2mν

∂2
x2 +

~mν

2
∂2

p2)W. (3.33)

Os termos com derivada primeira são chamados de termos de arrasto enquanto que

os que contém derivada segunda são conhecidos como termos de difusão. Os primeiros
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representam um deslocamento da função de Wigner no espaço de fase e estão associados

à existência de dissipação. Já os termos difusivos estão associados com os fenômenos de

flutuação [52].

As soluções para a equação mestra do sistema (3.22) apresentam determinadas dificul-

dades matemáticas por tratar-se de uma equação de operadores. A fim de simplificá-las

é posśıvel realizar a transformação integral, similar à transformada de Fourier definindo a

função de Wigner [53] escrita como

W (p1, p2, x1, x2) =

∫
dζ1dζ2 exp

[
i

2∑
i=1

piζi

] 〈
x1− ζ1

2
, x2− ζ2

2

∣∣∣ ρ̂12

∣∣∣x1+
ζ1

2
, x2+

ζ2

2

〉
, (3.34)

que é, como já foi apresentado, uma função de quasi-probabilidade, no sentido que admite

valores negativos. Ela satisfaz a equação diferencial parcial, chamada equação de Fokker-

Planck escrita na forma geral

∂W

∂t
= − ∂

∂y
(AyW ) +

∂

∂y
D ∂

∂y
W, (3.35)

onde ∂
∂y

= ( ∂
∂p1

, ∂
∂p2

, ∂
∂x1

, ∂
∂x2

) e y = (p,x) = (p1, p2, x1, x2) são as componentes de quadra-

turas do campo eletromagnético quantizado. A partir das correspondências entre os for-

malismos

i)yρ̂ → (y − i

2
Σ

∂

∂y
)W (y), (3.36)

ii)ρ̂y → (y +
i

2
Σ

∂

∂y
)W (y), (3.37)

similar aos ao estudo feito com as relações (3.28)-(3.31), obtém-se nas componentes de

quadratura y = (p,x), a matriz A e a não-Hermitiana D para o sistema (3.1) que são

escritas na forma:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−γ µ1 −1 µ0

−µ1 −γ µ0 −1

1 −µ0 −γ µ1

−µ0 1 −µ1 −γ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (3.38)

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ(ν + 1
2
) 0 0 0

0 γ(ν + 1
2
) 0 0

0 0 γ(ν + 1
2
) 0

0 0 0 γ(ν + 1
2
)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (3.39)
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3.3. PROPAGADOR DA FUNÇÃO DE WIGNER

sendo µ0 = Re(µ) e µ1 = Im(µ). Assim, a equação de Fokker-Plank (3.35) para o sistema

de dois modos ressonantes (ω1 = ω2 = 1) acoplados ao reservatório assume a forma

∂W

∂t
=

∂

∂ p1

([γp1 + x1 − µ0x2 − µ1p2] W ) +
∂

∂ p2

([γp2 + x2 − µ0x1 + µ1p1] W )

+
∂

∂ x1

([γx1 − p1 + µ0p2 − µ1x2] W ) +
∂

∂ x2

([γx2 − p2 + µ0p1 + µ1x1] W )

+ γ(ν +
1

2
)

2∑
i=1

[(
∂2W

∂x2
i

+
∂2W

∂p2
i

) ]
. (3.40)

Estabelecida a equação de Fokker-Planck para a função de Wigner (3.40) na repre-

sentação das coordenadas, é posśıvel aplicar os métodos gerais de sistemas com Hamil-

tonianos quadráticos [54] com determinadas modificações devido à não-Hermiticidade do

Hamiltoniano eficaz Ĥ. Assim, escreve-se a equação (3.35) na forma

∂W

∂t
= ĤW, (3.41)

com o operador Ĥ dado por

Ĥ =
1

2
ẑBẑ + Cẑ− 1

2
TrA, (3.42)

onde foi utlizada a notação matricial:

ẑ =

∥∥∥∥∥∥
∂/∂y

y

∥∥∥∥∥∥
, B =

∥∥∥∥∥∥
2D −A
−Ã 0

∥∥∥∥∥∥
, C =

∥∥∥∥∥∥
0

0

∥∥∥∥∥∥
. (3.43)

O elemento B é uma matriz simétrica 4N × 4N e o propagador associado à equação

(3.42) pode ser calculado segundo o método de operador de integrais do movimento definido

segundo Dodonov e Man’ko em [54]. Apresenta-se, como um elemento dinâmico fundamen-

tal, o operador Ẑ(t) atuando como um “invariante quântico”. Este é definido por

Ẑ(t) = Û(t)ẑÛ−1(t) = Λ(t)ẑ + ∆(t),

onde Λ(t) e ∆(t) satisfazem as equações diferenciais

dΛ(t)

dt
= −Λ(t)ΣB,

d∆(t)

dt
= −Λ(t)ΣC, (3.44)

com suas respectivas condições iniciais

Λ(0) = E4N , ∆(0) = 04N , (3.45)

sendo E4N a matriz identidade e 04N a matriz nula de ordem 4N , com Σα,β = i[yα, yβ].
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3.3. PROPAGADOR DA FUNÇÃO DE WIGNER

A fim de simplificar os cálculos pode-se escrever a matriz Λ(t) na forma de uma matriz

bloco composta por quatro matrizes de ordem 2N ,

Λ(t) =

∥∥∥∥∥∥
λ1(t) λ2(t)

λ3(t) λ4(t)

∥∥∥∥∥∥
, (3.46)

em que as equações para as matrizes λk(t) fornecem a dinâmica necessária para descrever as

propriedades quânticas do sistema quântico acoplado dissipativo e são escritas na forma [28]

dλ4(t)

dt
= −λ4(t)A(t), λ1(t) = λ̃−1

4 (t),

λ3(t) =
[
2

∫ t

0

λ4(τ)D(τ)λ̃4(τ)
]
λ̃−1

4 (t). (3.47)

Encontra-se λ2(t) ≡ 0 da equação dλ2(t)
dt

= −λ2(t)A(t) com a condição inicial λ2(0) = 0 [55].

Em analogia ao método dos Invariantes Quânticos para sistemas quadráticos fechados,

a função de Wigner evolui no tempo segundo a equação

W (q; t) =

∫
G(q;q′; t)W (q′; t = 0)dq, (3.48)

onde q = (p1, p2, x1, x2), q′ = (p′1, p
′
2, x

′
1, x

′
2) e o propagador G(q;q′; t), em termos das

matrizes λk, é dado na forma geral [28]

G(q;q′; t) = (2π)−N [det(λ4λ
−1
3 )]1/2 exp

[
− 1

2
qλ−1

3 λ4q + qλ−1
3 q′ − 1

2
q′λ1λ

−1
3 q′

]
, (3.49)

também conhecido como função de Green, responsável pela evolução temporal da função

de Wigner. Para o sistema de dois modos acoplados em contato com um único reservatório

a matriz λ1 é dada por

λ1 = exp(−γt)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Cc Ss− Cs −Sc−

Ss+ Cc −Sc+ Cs

−Cs Sc− Cc Ss−

Sc+ −Cs Ss+ Cc

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (3.50)

sendo

C = cos(τ), S = sen(τ), c = cos t, s = sen t, (3.51)

s± = sen(t± φ), c± = cos(t± φ), (3.52)

onde t é a escala de tempo associada ao sistema e τ é uma escala de “tempo lento”adimensional

(no limite % ¿ 1) dado por

τ = %t =
√

µ2
0 + µ2

1 t, µ0 = % cos(φ), µ1 = %sen(φ), (3.53)
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sendo % a medida da intensidade do acoplamento entre os modos, φ a fase de acoplamento,

µ0 e µ1, respectivamente, a parte real e a imaginária da constante de acoplamento complexa

µ.

As demais matrizes λk são dadas por

λ2 = 04, (3.54)

λ3 = γ(2ν + 1)senh(γt) exp(γt)λ1, (3.55)

λ4 = exp(2γt)λ1, (3.56)

onde 04 representa a matriz nula de ordem 4.

Com as matrizes λk(t) determinadas é escrito o propagador (3.49) na forma expĺıcita

G(q;q′; t) =
1

4
(2π)−N

√
e4γt

senh4(γt)ζ4
exp{−4(p2

1 + p2
2 + x2

1 + x2
2)ζ

3senh3(γt)eγt

− 4(p′21 + p′22 + x′21 + x′22)ζ
3senh3(γt)e−γt + 4[2(p′1x1 + p′2x2 − p1x

′
1 − p2x

′
2)Cs

+ 2(p1p
′
1 + p2p

′
2 + x1x

′
1 + x2x

′
2)Cc + 2(p1x

′
2 − p′2x1)Sc+ + 2(p1p

′
2 + x1x

′
2)Ss+

+ 2(p2x
′
1 − p′1x2)Sc− + 2(p2p

′
1 + x2x

′
1)Ss−]ζ3senh(γt)3}, (3.57)

onde, para simplificar a notação foi assumido que ζ = γ(ν + 1
2
).

Com o propagador acima, considerando diferentes tipos de estados é posśıvel analisar o

comportamento da função de Wigner e descrever o efeito do reservatório nas propriedades

estat́ısticas do sistema [56]. Essa análise está sendo realizada e será apresentada em traba-

lhos futuros. Com a função de Wigner pode-se determinar o operador densidade reduzido

ρ̂12, fazendo a anti-transformada dada em (3.34).

Dessa forma é posśıvel observar que o problema de resolver uma equação diferencial de

operadores, a equação mestra dada em (3.22), a fim de obter informações estat́ısticas do

sistema de interesse, resume-se a encontrar o propagador G(q;q′; t) dado em (3.49). Nota-

se que este trata-se de uma Gaussiana, podendo assim ser completamente determinado

pelos primeiros e segundos momentos. Como na Estat́ıstica é sempre posśıvel utilizar uma

variável padronizada, em que o primeiro momento é nulo (média igual a zero), então é

posśıvel resolver o problema determinando os segundos momentos, no caso especial de

estados Gaussianos, com função de Wigner Gaussiana. Assim, no caṕıtulo seguinte será

apresentado um método baseado na evolução temporal dos segundos momentos.

Aqui foram apresentadas as matrizes λk para o caso de dois modos acoplados em contato

com reservatórios idênticos. Como perspectiva futura, pode-se considerar esse estudo para
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3.3. PROPAGADOR DA FUNÇÃO DE WIGNER

o caso do sistema composto por dois modos, cujo acoplamento dependa explicitamente do

tempo, com cada um dos modos acoplado ao o seu respectivo reservatório, com temperatura

arbitrária.
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Caṕıtulo 4

Efeito do reservatório nas

propriedades quânticas

Na ausência do reservatório, ocorre uma periodicidade na troca de estados quânticos

entre os modos. O sistema se separa ou desemaranha em instantes bem definidos de tempo

dependendo da intensidade de acoplamento entre os modos [57]. Neste caṕıtulo é analisado,

de forma simplificada, o efeito do reservatório nas propriedades de cada um dos modos e nas

medidas de correlação entre eles. Estuda-se como a presença do reservatório, fracamente

acoplado ao sistema de dois modos, influencia a transferência de compressão e pureza entre

os modos, considerando a solução exata da matriz das covariâncias para o caso especial de

estados Gaussianos.

4.1 Evolução do operador densidade

Esta seção é dedicada aos problemas relacionados à evolução de estados quânticos no

espećıfico, mas importante, caso quando o operador Hamiltoniano do sistema assume uma

forma arbitrária quadrática com respeito aos operadores de quadratura ou operadores

bosônicos de aniquilação e de criação. Considerando o sistema com N = 2 graus de

liberdade descrito em termos dos 2N = 4 operadores bosônicos ẑ1 = â1, ẑ2 = â2, ẑ3 =

â†1, ẑ4 = â†2, combinados no vetor ẑ = (â1, â2, â
†
1, â

†
2), os comutadores entre esses operadores

em ẑ assumem valores constantes:

[ẑα, ẑβ] = Ξ̂αβ = −Ξ̂βα, (4.1)
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tal que os coeficientes Ξ̂αβ formam uma matriz anti-simétrica Ξ de ordem 2N × 2N dada

por

Ξ =

∥∥∥∥∥∥
0 E2

−E2 0

∥∥∥∥∥∥
, (4.2)

onde E2 é a matriz identidade de segunda ordem.

A equação mestra (3.22) é um caso particular de uma equação de evolução linear geral

para o operador densidade reduzido ρ̂12(t) que contém somente combinações quadráticas

do operador ẑ. Isto é,

dρ̂12(t)

dt
= ẑLẑρ̂12(t) + ρ̂12(t)ẑRẑ + ẑKρ̂12(t)ẑ, (4.3)

onde L, R e K são matrizes que devem obedecer as restrições impostas pelas propriedades

do operador estat́ıstico. Em particular, a hermiticidade de ρ̂12(t) leva às identidades

L = S̃R†S, R = S̃L†S, K = S̃K†S, (4.4)

sendo que S̃ indica a transposição da matriz S, a qual descreve a transformação dos oper-

adores ẑα sob a conjugação Hermitiana, isto é,

ẑ†α = Sα β ẑβ. (4.5)

Como conseqüência de Tr ρ̂(t) = 1, tem-se que

L + R + K̃ = 0. (4.6)

Correspondente à equação mestra (3.22) é posśıvel introduzir uma matriz não simetrizada

de momentos de segunda ordem (segundos momentos), M = ‖M αβ‖,Mαβ = Tr(ρ̂12ẑαẑβ),

escrita na forma

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

〈â1â1〉 〈â1â2〉 〈â1â
†
1〉 〈â1â

†
2〉

〈â2â1〉 〈â2â2〉 〈â2â
†
1〉 〈â2â

†
2〉

〈â†1â1〉 〈â†1â2〉 〈â†1â†1〉 〈â†1â†2〉
〈â†2â1〉 〈â†2â2〉 〈â†2â†1〉 〈â†2â†2〉

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (4.7)

que satisfaz a equação diferencial matricial [28]

dM

dt
= AM + MÃ + ΞK̃Ξ. (4.8)

A matriz bloco A, nas componentes bosônicas, é escrita como

A = Ξ(L− R̃). (4.9)
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Da equação de Fokker-Planck (3.40) encontra-se explicitamente as matrizes L, K e R

escritas, respectivamente, como:

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 − iω
2
− γν − iµ

2

0 0 − iµ∗
2

− iω
2
− γν

− iω
2
− ς − iµ∗

2
0 0

− iµ
2

− iω
2
− ς 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (4.10)

K =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 2ς 0

0 0 0 2ς

2γν 0 0 0

0 2γν 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (4.11)

R =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 iω
2
− γν iµ

2

0 0 iµ∗
2

iω
2
− γν

iω
2
− ς iµ∗

2
0 0

iµ
2

iω
2
− ς 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (4.12)

onde ς = γ(1+ν). Considera-se o caso especial de estados Gaussianos, em que inicialmente

não há correlação entre os modos e dos modos com o reservatório; o operador densidade

total está fatorado na forma ρ̂1 ⊗ ρ̂2, onde ρ̂k é o operador densidade reduzido do k-

ésimo modo, isto é, ρ̂1 = Tr2(ρ̂) e ρ̂2 = Tr1(ρ̂), nesse instante inicial. Para esses estados

Gaussianos foi utilizada a seguinte parametrização dos momentos de segunda ordem não

simetrizados nos estados iniciais Gaussianos do k-ésimo modo (assumindo que 〈âk〉 = 0 e

ϑk é o parâmetro térmico do estado no instante inicial) [10]:

〈â†kâk〉 = ηk − 1

2
= ϑk cosh(2rk)− 1

2
, (4.13)

〈â2
k〉 = αk = ϑksenh(2rk) exp(iυk). (4.14)

Os parâmetros ϑk determinam a pureza inicial de cada subsistema, Pk = (2ϑk)
−1, quando

os parâmetros rk fornecem o grau inicial de compressão, Gk = 2ϑk exp(−2rk) e o parâmetro

υk age como uma fase arbitrária. Supondo que rk ≥ 0, considera-se que inicialmente as

quadraturas comprimidas estão nas “coordenadas”. A desigualdade ϑk ≥ 1/2 deve ser

verificada devido a relação de incerteza de Schrödinger–Robertson [58,59].

No instante inicial, quando não há interação entre os modos e dos modos com o reser-
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vatório, a matriz M , dada em (4.7), pode ser escrita como

M0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

〈a2
1〉 0 〈a1a

†
1〉 0

0 〈a2
2〉 0 〈a2a

†
2〉

〈a†1a1〉 0 〈a† 2
1 〉 0

0 〈a†2a2〉 0 〈a† 2
2 〉

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (4.15)

Com as relações (4.13) e (4.14) determina-se os elementos da matriz M0 explicitamente na

forma

M0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϑ1senh(2r1)e
iυ1 0 ϑ1 cosh(2r1) + 1

2
0

0 ϑ2senh(2r2)e
iυ2 0 ϑ2 cosh(2r2) + 1

2

ϑ1 cosh(2r1)− 1
2

0 ϑ1senh(2r1)e
−iυ1 0

0 ϑ2 cosh(2r2)− 1
2

0 ϑ2senh(2r2)e
−iυ2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (4.16)

É posśıvel resolver exatamente a equação (4.8) cuja solução apresenta os elementos da

diagonal Mii,

M11 = M∗
33 = e−2βτ

(
α1C

2 − α2S
2e−2iφ

)
e−2it, (4.17)

M22 = M∗
44 = e−2βτ

(
α2C

2 − α1S
2e2iφ

)
e−2it, (4.18)

e os elementos fora da diagonal Mij,

M12 = M∗
34 = −ie−2βτSC

(
α1e

iφ + α2e
−iφ

)
e−2it, (4.19)

M13 = e−2βτ
(
ϑ1R1C

2 + ϑ2R2S
2 + K/2

)
+

1

2
, (4.20)

M14 = M∗
23 = ie−2βτSC (ϑ1R1 − ϑ2R2) e−iφ, (4.21)

M24 = e−2βτ
(
ϑ1R1S

2 + ϑ2R2C
2 + K/2

)
+

1

2
. (4.22)

Nas equações acima o śımbolo ∗ significa o complexo conjugado e foram introduzidas as

seguintes definições:

ζ = %eiφ, β = γ/%, % =
√

µ2
0 + µ2

1, Rk = cosh(2rk), (4.23)

K(τ) = (2ν + 1)
(
e2βτ − 1

)
, τ = %t, (4.24)

S(τ) = sen(τ), C(τ) = cos(τ). (4.25)

Note que o coeficiente β = γ/% é a razão das intensidades de acoplamento entre os modos

% e dos modos com reservatório γ. Os outros elementos da matriz M podem ser obtidos
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com a ajuda das relações

Mij −Mji =





0, se i + j ı́mpar

1, se i + j par (i < j).

(4.26)

As equações (4.19) e (4.21) mostram que o sistema torna-se totalmente desacoplado no

instante

τ (n)
ex =

nπ

2
, n = 1, 2, .... (4.27)

Determinados os elementos da matriz M , a qual satisfaz a equação diferencial matricial

dada em (4.8), é posśıvel considerar as propriedades de correlações dos estados iniciais

Gaussianos na dinâmica do sistema. Na ausência de dissipação (β = 0), valores pares de

n correspondem ao retorno para o estado inicial, enquanto valores ı́mpares correspondem

à troca total das caracteŕısticas estat́ısticas entre os dois modos [11,12].

Este trabalho enfatiza que as expressões para os elementos da matriz das covariâncias

dependentes do tempo fornecem soluções exatas da equação (4.8) e, conservam-se para

valores arbitrários dos parâmetros ζ, γ e ν. Por outro lado, no limite t →∞ e para γ > 0,

todos os elementos se tornam zero, com exceção dos elementos M13(∞) = M24(∞) = ν +1

e M31(∞) = M42(∞) = ν, que correspondem ao estado de equiĺıbrio dos osciladores

desacoplados. Assim, este modelo de dissipação, baseado na equação mestra “padrão”

(3.22), tem significado f́ısico somente para osciladores fracamente acoplados com |ζ| ¿ 1,

uma limitação considerada natural para o problema de troca de estados quânticos [11,12].

4.2 Transferência de compressão

O grau de compressão1 em cada modo é melhor, e de maneira mais simples, carac-

terizado pelos coeficientes invariantes de compressão [32] (ou coeficiente de “compressão

principal” [60]) segundo a equação

Sk = 1 + 2〈â†kâk〉 − 2|〈â2
k〉|, (4.28)

que nada mais é, que duas vezes o valor mı́nimo das variações das componentes de quadratura

da famı́lia dos operadores âeiδ, onde o parâmetro δ varia no intervalo 0 ≤ δ < 2π (tal que

1do inglês squeezing
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Sk = 1 para estados coerentes e Sk < 1 se o estado é comprimido). Combinando as

equações (4.13) e (4.14) com (4.28), obtém-se a fórmula

Sk(0) ≡ Gk = 2ϑk exp(−2rk), (4.29)

que esclarece o significado f́ısico do coeficiente rk [61]. Usando as soluções (4.17)-(4.22) na

equação (4.28), encontra-se as seguintes relações para a dependência temporal do coeficiente

de compressão no primeiro e no segundo modo, respectivamente:

S1(τ, β) = e−2βτ [S1(τ) + K(τ)], (4.30)

S2(τ, β) = e−2βτ [S2(τ) + K(τ))], (4.31)

onde S1(τ) e S2(τ) são os coeficientes de compressão na ausência do reservatório (β = 0)

[57], escritos nas formas

S1(τ) = 2
[
ϑ1 cosh(2r1)C

2 + ϑ2 cosh(2r2)S
2 −

(
ϑ2

1senh2(2r1)C
4 + ϑ2

2senh2(2r2)S
4

− 2σϑ1ϑ2senh(2r1)senh(2r2)C
2 S2

)1/2]
, (4.32)

S2(τ) = 2
[
ϑ2 cosh(2r2)C

2 + ϑ1 cosh(2r1)S
2 −

(
ϑ2

2senh2(2r2)C
4 + ϑ2

1senh2(2r1)S
4

− 2σϑ1ϑ2senh(2r1)senh(2r2)C
2 S2

)1/2]
, (4.33)

onde σ = cos(2φ).

De acordo com as equações (4.30) e (4.31) há uma diferença significativa no comporta-

mento do sistema que depende do número médio de fótons ν, ou seja, da temperatura do

reservatório e ainda, do coeficiente β = γ/%, isto é, da razão da intensidade de acoplamento

entre os modos e dos modos com o reservatório. Na ausência do reservatório (β = 0),

se apenas um modo está comprimido no instante inicial, isto é, G1 = 2ϑ1e
−2r1 > 1 e

G2 = 2ϑ2e
−2r2 < 1, é natural observar a transferência de compressão entre os modos

acoplados: o primeiro modo torna-se comprimido um número infinito de vezes durante a

evolução, conforme observa-se na figura (4.1).

Contudo, se for considerado o efeito do reservatório térmico sobre o sistema (β 6= 0), a

compressão no sistema acoplado, como uma propriedade não clássica, tende a desaparecer.

Verifica-se uma modificação no padrão de troca de compressão que se observa no caso sem

dissipação. No caso de um reservatório a uma temperatura finita, o modo inicialmente

comprimido permanece em um estado comprimido um número finito de vezes. De forma
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Figura 4.1: Comportamento da transferência de compressão no tempo (τ = z π) no caso

de um único modo comprimido (G1 > 1 e G2 < 1) e na ausência do reservatório (β = 0).

A curva azul representa o modo 1 (num estado inicial não comprimido), a curva vermelha

representa o modo 2 (num estado inicial comprimido) e a curva cinza o estado coerente.

As curvas são constrúıdas com σ = 1, r1 = 0, 35, r2 = 1, 10, ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9 e ν = 2.

similar o modo inicialmente não comprimido torna-se comprimido. Este comportamento

está ilustrado na figura (4.2).

Supondo inicialmente o primeiro modo num estado não comprimido com G1 > 1 e o

segundo em estado comprimido com G2 < 1. No instante de tempo τ
(n)
ex , dado pela equação

(4.27) tem-se, para n ı́mpar,

S1(τ
(n)
ex , β) = e−nπβ G2 + (2ν + 1)(1− e−nπβ), (4.34)

S2(τ
(n)
ex , β) = e−nπβ G1 + (2ν + 1)(1− e−nπβ), (4.35)

e quando n é par

S1(τ
(n)
ex , β) = e−nπβ G1 + (2ν + 1)(1− e−nπβ), (4.36)

S2(τ
(n)
ex , β) = e−nπβ G2 + (2ν + 1)(1− e−nπβ). (4.37)

Esses resultados mostram explicitamente como a compressão dos modos desacoplados pode

ser recuperada. Aqui é posśıvel identificar um limite superior para o número de vezes n
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4.2. TRANSFERÊNCIA DE COMPRESSÃO
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Figura 4.2: Comportamento da transferência de compressão no tempo (τ = z π) no caso

de um único modo comprimido (G1 > 1 e G2 < 1) e na presença do reservatório (β 6= 0).

A curva preta representa o modo 1 (num estado inicial não comprimido), a curva rosa

representa o modo 2 (num estado inicial comprimido) e a curva cinza o estado coerente.

As curvas são constrúıdas com β = 0, 01, σ = 1, r1 = 0, 35, r2 = 1, 10, ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9

e ν = 2.

onde o primeiro modo, inicialmente em estado não comprimido, torna-se comprimido.

Dessa idéia, implementada somente para n ı́mpar e pela imposição da equação (4.34) a

condição S1(τ, β) < 1, encontra-se, conforme determinado no apêndice (C), um limite

superior para n como sendo um inteiro ı́mpar menor que o número real l (solução da

equação S1(τ, β) = 1):

n ≤ l =
1

πβ
ln

[2ν + 1− G2

2ν

]
. (4.38)

Assim o número n define o valor s, por meio da relação

s =
n + 1

2
, (4.39)

como o número de vezes que o sistema se desacopla com o primeiro modo em um estado

comprimido: s é número de vezes que se transfere compressão para o primeiro modo. Estes

resultados são similares os vistos em [62] para um sistema de ion-cavidade. A figura (4.3)

ilustra valores de l em termos de ϑ2 do segundo modo. É posśıvel ver que o valor de l
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decresce monotonicamente com o aumento de ϑ2 para um dado β; o grau de pureza inicial

do segundo modo decresce, o número l torna-se pequeno e conseqüentemente s.
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Figura 4.3: As curvas 1, 2 e 3 fornecem os valores de um número real l em termos de

u = ϑ2 > 1/2 com pureza P2 = (2ϑ2)
−1, respectivamente para β = 0, 01, β = 0, 02 e

β = 0, 04. Quanto menor é o valor de β maior é o número de vezes que o primeiro modo

permanece comprimido. Todas as curvas são constrúıdas com r2 = 1, 10 e ν = 2.

A figura (4.4) mostra o comportamento da compressão do primeiro modo G1 no tempo

para diferentes valores de β. O estado inicial do segundo modo é caracterizado por ϑ2 = 0, 9

e r2 = 1, 1 com G2 ≈ 0, 2. Na curva 2 (β = 0, 01) identifica-se quando o primeiro modo

desacopla-se do segundo modo (em τ = nπ/2, n = 1, 3, 5) com S1 < 1; isto acontece três

vezes (s = 3) de acordo com o resultado da figura (4.3), uma vez que 5 = n ≤ l ' 5, 8.

Na figura (4.5), l é determinado por diferentes valores de r2 considerando diferentes

números médios de fótons ν, e no caso do estado inicial para o segundo modo puro e misto.

Para valores fixos de ν e G2, a possibilidade de transferir compressão do segundo modo

para o primeiro desaparece se o coeficiente relativo ao acoplamento β vai a infinito. Por

outro lado, para os valores fixos de β e G2, o primeiro modo não pode ficar comprimido se

a temperatura é grande o bastante (mesmo se G2 → 0), sendo que para ν À 1 a equação
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Figura 4.4: O comportamento no tempo (τ = z π) da compressão do primeiro modo é

considerado para diferentes valores de β. As curvas azul (1), verde (2) e preta (3), referem-

se respectivamente a β = 0, β = 0, 01 e β = 0, 02 com ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9, r1 = 0, 35,

r2 = 1, 1, ν = 2 e σ = 1.

(4.38) toma a seguinte forma simplificada:

l =
1− G2

2πβν
. (4.40)

É interessante observar que l tende a valores elevados quando ν tende a valores extrema-

mente pequenos, conforme observa-se na figura (4.6). Isto é, o número de vezes que o

primeiro modo, inicialmente em estado não comprimido, torna-se comprimido é maior se

a temperatura do reservatório for menor. Também se observa que l vai a infinito quando

β vai a zero, conforme figura (4.7). Ou seja, número de vezes que o primeiro modo, ini-

cialmente em estado não comprimido, torna-se comprimido também é maior se a razão da

intensidade de acoplamento entre os modos e dos modos com o reservatório for menor.

Uma dependência t́ıpica do coeficiente de compressão no“tempo lento”(τ) é apresentada

na figura (4.8) para diferentes valores de β e para valores de fase de acoplamento σ = ±1.

Observa-se que para σ = 1 a curva é cont́ınua, no entanto apresenta picos e para σ = −1

ela é cont́ınua e derivável em todos os instantes.

Na figura (4.9) também é apresentada a dependência do coeficiente de compressão no
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Figura 4.5: Todas as curvas fornecem o valor do número real l em termos de r = r2 > 0

para β = 0.02. Nas curvas 1 e 2 o número médio de fótons é ν = 1, com ϑ2 = 0, 5 e

ϑ2 = 0, 9, respectivamente. Nas curvas similares 3 e 4 tem-se ν = 2. Em ambos os casos,

para grandes valores de r2 o número l depende somente de ν e β .

“tempo lento”(τ), mas agora para diferentes temperaturas do reservatório ν e valores de

fase de acoplamento σ = ±1.

A superf́ıcie apresentada na figura (4.10) mostra a dependência β(ν,G2) para o valor

fixo de l = 1. Esta superf́ıcie define a fronteira entre os parâmetros ν, G2 e β tal que é

posśıvel haver troca de compressão ou não.

O caso do reservatório a temperatura nula, ν = 0, é diferente, porque a troca de

compressão pode acontecer para qualquer valor grande da variável tempo e para qualquer

valor grande do coeficiente de acoplamento, embora o valor absoluto da diferença negativa

S1(τ
(n)
ex , β) − 1 vá assintoticamente a zero. A razão disto é que o estado estacionário

assintótico neste caso coincide com o estado fundamental, que é puro do ponto de vista

da estat́ıstica quântica. Talvez, este resultado signifique que o modelo baseado na equação

(3.22) com ν = 0 é simples demais e não descreve todos os detalhes do comportamento do

sistema f́ısico em baixas temperaturas de forma adequada [8, 14].

Análogo a análise do efeito do reservatório nas propriedades de compressão dos modos, é

interessante considerar o efeito do reservatório na pureza de cada um dos modos bosônicos.
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Figura 4.6: Comportamento de l para diferentes valores de ν. Com a queda da temperatura

(número de fótons ν) do reservatório aumenta o número de vezes l que o primeiro modo

torna-se comprimido (l →∞ quando ν → 0). Foi considerado β = 0, 02 e r2 = 1, 10.

Contudo, para determinar o comportamento dos coeficientes de pureza de cada um dos

modos, considera-se o problema em uma formulação mais conveniente, a das componentes

de quadraturas dos modos bosônicos.

4.3 Propriedades de correlação entre os modos

Para estudar a dinâmica de correlação entre os modos, é conveniente introduzir as

covariância de quadratura real e simétrica

qαβ ≡ 1

2
〈q̂αq̂β + q̂β q̂α〉,

onde qα são as componentes do vetor tetra-dimensional q = (x̂1, p̂1, x̂2, p̂2), escritos ex-

plicitamente no apêndice (D). Uma vez assumidos 〈âk〉 = 0, todos os valores médios dos

operadores de quadratura são iguais a zero, 〈qα〉 = 0. Dois modos bosônicos, descritos

em termos dos operadores de aniquilação e criação âk e â†k podem ser representados por

meio dos operadores Hermitianos nas componentes de quadratura, de acordo com a de-

52



4.3. PROPRIEDADES DE CORRELAÇÃO ENTRE OS MODOS
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Figura 4.7: Comportamento de l para diferentes valores de β. Com a queda da intensidade

da razão de acoplamento entre os modos e dos modos com o reservatório β aumenta o

número de vezes l que o primeiro modo torna-se comprimido (l →∞ quando β → 0). Foi

considerado ν = 0, 1 e ϑ2 = 0, 5.

composição

âk = (ωkx̂k + ip̂k) /
√

2ωk k = 1, 2. (4.41)

Para simplificar, pode-se combinar a covariância real qαβ em uma matriz de covariâncias

Q de ordem 4× 4, dividida em blocos de ordem 2× 2 como segue:

Q = ‖qαβ‖ =

∥∥∥∥∥∥
Q11 Q12

Q21 Q22

∥∥∥∥∥∥
, (4.42)

onde Qjk é igual sua transposta, isto é, Qkj = Q̃kj. Para estados Gaussianos, a entropia

de von Neumann V = −Tr(ρ̂ ln ρ̂) e a pureza quântica P = Tr(ρ̂2) de um sistema completo,

descrito pelo operador estat́ıstico ρ̂, e seus subsistemas, descritos pelo operador estat́ıstico

densidade reduzido da forma ρ̂1 = Tr2(ρ̂), podem ser expressos em termos dos determi-

nantes D0 = detQ e Dij = detQij [54, 63], onde detQkk e detQ12 podem ser escritos em

duas formas equivalentes:

detQkk = 〈x2
k〉〈p2

k〉 −
1

4
〈xkpk + pkxk〉2 =

1

4
〈â†kâk + âkâ

†
k〉2 − |〈â2

k〉|2, (4.43)

detQ12 = 〈x1x2〉〈p1p2〉 − 〈x1p2〉〈p1x2〉 = |〈â1â
†
2〉|2 − |〈â1â2〉|2. (4.44)
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Figura 4.8: O comportamento no tempo (τ = zπ) da compressão do primeiro modo é

considerada para diferentes valores de β. Para o estado inicial considera-se ϑ1 = 1, 30,

ϑ2 = 0, 68, r1 = 0, 13, r2 = 0, 50 tal que G1 ' 2, 00 e G2 ' 0, 50 com ν = 2. A linha escura

corresponde a σ = 1 e a linha clara a σ = −1.

Em termos dos modos bosônicos verifica-se para o determinante Dkk a forma

Dkk = detQkk = 〈â†kâk + 1/2〉2 − |〈â2
k〉|2. (4.45)

Portanto, os determinantes da matriz Q e de suas matrizes bloco da diagonal Qkk estão

relacionados com as purezas do sistema todo e seus subsistemas de acordo com as equações

[61]

P ≡ Trρ̂2 = (16 detQ)−1/2, (4.46)

Pk ≡ Trρ̂2
k = (4 detQkk)

−1/2. (4.47)

Então, as quantidades D0 e Dkk também podem apresentar as caracteŕısticas da entropia

e serem interpretadas como os volumes efetivos do espaço de fase [54, 64–66]. A partir

das soluções Mi,j da matriz (4.7) (formas expĺıcitas em (4.17)-(4.22)) determina-se a forma

expĺıcita dos elementos da matriz Q (apêndice D). Dessa forma, para o sistema de dois

modos acoplados a um único reservatório obtém-se para os determinantes D0, D12 e D11

os seguintes resultados:

D0(τ, β) = e−8βτ
[
ϑ2

1ϑ
2
2 + K(τ)ϑ1ϑ2 (ϑ1R2 + ϑ2R1) +

1

4
K2(τ)

(
ϑ2

1 + ϑ2
2R1R2
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Figura 4.9: O comportamento no tempo (τ = zπ) da compressão do primeiro modo é

considerada para diferentes valores de ν. Para o estado inicial considera-se ϑ1 = 1, 30,

ϑ2 = 0, 68, r1 = 0, 13, r2 = 0, 50 tal que G1 ' 2, 00 e G2 ' 0, 50 com β = 0, 05. A linha

escura corresponde a σ = 1 e a linha clara a σ = −1.

+ 4ϑ1ϑ2) +
1

4
K3(τ) (ϑ1R1 + ϑ2R2) +

1

16
K4(τ)

]
, (4.48)

D12(τ, β) = e−4βτ
(
ϑ2

1 + ϑ2
2 − 2ϑ1ϑ2χ

(+)
)
S2C2, (4.49)

D11(τ, β) = e−4βτ
[
ϑ2

1C
4 + ϑ2

2S
4 + 2ϑ1ϑ2χ

(+)S2C2 + K(τ)
(
ϑ1R1C

2 + ϑ2R2S
2
)

+
1

4
K2(τ)

]
, (4.50)

onde tem-se χ(±) escrito na forma

χ(±) = cosh(2r1) cosh(2r2)± σsenh(2r1)senh(2r2). (4.51)

O coeficiente D22(τ, β) pode ser obtido fazendo-se a troca de ı́ndices 1 ­ 2.

A partir da relação dada em (4.47), pode-se determinar os coeficientes de pureza de

ambos os modos de acordo com as equações

P1(τ, β) =
1√

4D11(τ, β)
, (4.52)

P2(τ, β) =
1√

4D22(τ, β)
. (4.53)
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Figura 4.10: β(ν,G2) como uma função do número médio de excitação e compressão inicial

do segundo modo para o valor fixo de l = 1.

A partir dos coeficientes (4.52) e (4.53), pode-se ilustrar graficamente uma situação de

transferência (troca) de pureza entre os modos para o caso sem dissipação. Na figura

(4.11) é apresentado o comportamento da troca de pureza entre os dois modos na ausência

do reservatório, β = 0. Observa-se uma periodicidade na transferência que ocorre um

número infinito de vezes nos instantes em que o sistema desacopla. A figura (4.12) ilustra

um caso particular do comportamento da pureza de cada um dos modos, na presença do

reservatório β 6= 0. Para estados iniciais com P1(0, β) = 0, 29, P2(0, β) = 0, 56 e ν = 2,

observa-se uma diminuição da intensidade da pureza inicial de cada modo, levando-a para

o mesmo valor limite no equiĺıbrio, Pk = 0, 2. De acordo com as equações (4.50), (4.52) e

(4.53,) tem-se no equiĺıbrio:

lim
τ→∞

Pk(τ, β) =
1

2ν + 1
, k = 1, 2. (4.54)

Nota-se que no caso da temperatura do reservatório nula ν = 0 o valor limite para a pureza

de cada modo tende a 1; reservatório com temperatura baixa tende a “purificar” os estados

de cada um dos modos na situação de equiĺıbrio. Este resultado é o reflexo da limitação

deste modelo em baixas temperaturas. Ressalta-se que o estudo desta questão já está sendo

considerado no momento.
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Figura 4.11: Comportamento da transferência de pureza no caso de estados iniciais com

P1(0, β) = 0, 29 e P2(0, β) = 0, 56, na ausência do reservatório (β = 0). A curva azul

representa a pureza do modo 1 e a curva vermelha a do modo 2. As curvas são constrúıdas

com σ = 1 e ν = 2.

Os coeficientes Dkk e o coeficiente de compressão Sk, dado em (4.28), caracterizam

as propriedades estat́ısticas de cada um dos modos. Por outro lado, a interação entre

os modos dá lugar à dependência estat́ıstica. Para estados Gaussianos toda informação

nas correlações estat́ısticas entre os modos está contido no bloco fora da diagonal Q12 da

matriz de covariância total. Há elementos que podem ser de interesse considerar deste

bloco 2× 2 [67]. O traço T12 dado por

T12 ≡ 1

2
Tr (Q12Q21) = |〈â1â

†
2〉|2 + |〈â1â2〉|2, (4.55)

associado à medida de correlação quântica e o determinante,

D12 ≡ detQ12 = |〈â1â
†
2〉|2 − |〈â1â2〉|2, (4.56)

relacionado a separabilidade da matriz densidade total dos modos acoplados. Para estados

Gaussianos com valor médio nulo 〈âk〉 o coeficiente T12 fornece a medida de correlação

entre flutuações do número de fótons em cada um dos modos [68]:

T12 = 〈N̂1N̂2〉 − 〈N̂1〉〈N̂2〉, N̂k ≡ â†kâk. (4.57)
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Figura 4.12: Comportamento da pureza de cada modo no caso de estados iniciais com

P1(0, β) = 0, 29 e P2(0, β) = 0, 56, na presença do reservatório (β 6= 0). A curva preta

representa a pureza do modo 1 e a curva rosa a do modo 2. As curvas são constrúıdas com

β = 0, 02, σ = 1 e ν = 2.

Sua dependência temporal para o caso em estudo é

T12(τ) = e−4βτ [ϑ2
1 cosh(4r1) + ϑ2

2 cosh(4r2)− 2ϑ1ϑ2χ
(−)]S2C2. (4.58)

Contudo, esse coeficiente não distingue entre estados separáveis e estados não separáveis,

isto é, quando há ou não emaranhamento entre os modos. Para melhor entender essa

distinção considera-se esta questão na seção seguinte.

4.4 Medidas de correlações quânticas

Ainda salientando a importância dos segundos momentos da teoria, no que diz respeito

às questões relativas às correlações quânticas do sistema, se os dois modos do sistema em

questão não estão correlacionados então todas as covariâncias cruzadas, 〈x̂1x̂2〉, 〈p̂1p̂2〉,
〈x̂1p̂2〉, e 〈x̂2p̂1〉, são iguais a zero. Assim, a diferença de zero em quaisquer destas co-

variâncias indica que os modos estão correlacionados. A rećıproca não é verdadeira: há

sistemas correlacionados, nos quais todas as covariâncias cruzadas de segunda ordem são
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nulas. Este é o ponto fraco nessa construção, que a torna não-universal. Contudo, o

conjunto de estados correlacionados com covariâncias não nulas é bastante grande, assim

torna-se posśıvel proceder. Cada covariância apenas não deve servir como uma boa me-

dida de correlação quântica. Realmente, se os modos são representados pelos osciladores

harmônicos com freqüências ωk, então, as componentes de quadratura oscilam (na ausência

de interação) como

x̂k(t) = x̂k(0) cos(ωkt) + p̂k(0)sen(ωkt), (4.59)

p̂k(t) = p̂k(0) cos(ωkt)− x̂k(0)sen(ωkt), (4.60)

de forma que os momentos de segunda ordem oscilam com as freqüências ω± = ω2 ± ω1.

Porém, as combinações

A = 〈p̂1p̂2〉+ 〈x̂1x̂2〉, B = 〈x̂1p̂2〉 − 〈p̂1x̂2〉,
C = 〈x̂1x̂2〉 − 〈p̂1p̂2〉, D = 〈x̂1p̂2〉+ 〈p̂1x̂2〉, (4.61)

são transformadas da mesma maneira como as componentes dos vetores bi-dimensionais

sob transformação ortogonal:

A(t) = A(0) cos(ω−t) + B(0)sen(ω−t), (4.62)

B(t) = B(0) cos(ω−t)− A(0)sen(ω−t), (4.63)

C(t) = C(0) cos(ω+t) + D(0)sen(ω+t), (4.64)

D(t) = D(0) cos(ω+t)− C(0)sen(ω+t). (4.65)

Conseqüentemente, as somas A2 + B2 e C2 + D2 não dependem do tempo (se a interação

não ocorre). Então, a quantidade

F =
1

2
[A2 + B2 + C2 + D2] = 〈x̂1x̂2〉2 + 〈p̂1p̂2〉2 + 〈x̂1p̂2〉2 + 〈p̂1x̂2〉2, (4.66)

parece ser uma boa caracteŕıstica de medida de correlação quântica ou emaranhamento,

porquê (a) é positiva, (b) não depende do tempo na ausência de interações, (c) contém todas

as covariâncias cruzadas. É desejável normalizar F de alguma maneira para obter uma

medida adimensional com limite superior unitário. Para encontrar o fator de normalização

conveniente, é necessário reescrever as combinações (4.62)-(4.65) em termos dos operadores

de criação e aniquilação:

A = 〈â1â
†
2〉+ 〈â†1â2〉, B = i(〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â2〉), (4.67)

C = 〈â1â2〉+ 〈â†1â†2〉, D = i(〈â†1â†2〉 − 〈â1â2〉), (4.68)
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obtendo-se a quantidade F na forma

F = 2|〈â1â
†
2〉|2 + 2|〈â1â2〉|2. (4.69)

Agora, levando-se em conta que as covariâncias envolvidas devem satisfazer as desigual-

dades seguintes (que são os casos especiais de uma grande famı́lia das relações de incerteza

generalizadas [61]):

〈â1â
†
2〉〈â†1â2〉 ≤ 〈â†1â1〉〈â†2â2〉, (4.70)

〈â1â2〉〈â†1â†2〉 ≤ 〈â†1â1〉〈â2â
†
2〉, (4.71)

〈â1â2〉〈â†1â†2〉 ≤ 〈â1â
†
1〉〈â†2â2〉. (4.72)

As desigualdades (4.71) e (4.72) (atenção à ordem dos operadores nos lados da direita)

podem ser combinadas em uma única (embora mais fraca) desigualdade

〈â1â2〉〈â†1â†2〉 ≤ 〈â†1â1〉〈â†2â2〉+
1

2
(〈â†1â1〉+ â†2â2〉). (4.73)

Conseqüentemente,

|〈â1â
†
2〉|2 + |〈â1â2〉|2 ≤ 2〈â†1â1〉〈â†2â2〉+

1

2
(〈â†1â1〉+ â†2â2〉)

= 2E1E2 − 1

2
(E1 + E2) < 2E1E2, (4.74)

onde

Ek = 〈â†kâk〉+
1

2
≡ 1

2
(〈xkxk〉+ 〈pkpk〉), (4.75)

é a energia de flutuação do k−ésimo modo. Levando em consideração a última desigualdade

em (4.74), é razoável definir um coeficiente adimensional de medida de correlação quântica

como

Y =
[〈x1x2〉2 + 〈p1p2〉2 + 〈x1p2〉2 + 〈p1x2〉2

4E1E2

]1/2

=
[ |〈â1â

†
2〉|2 + |〈â1â2〉|2

2(〈â†1â1〉+ 1/2)(〈â†2â2〉+ 1/2)

]1/2

. (4.76)

Ele satisfaz a desigualdade 0 ≤ Y < 1 e o seu limite superior 1 não pode ser atingido.

Usando o fator de normalização no denominador de (4.76) na forma 4E1E2−E1−E2, pode-

se obter para alguns estados a igualdade exata Y = 1. Porém, tal definição resultaria em

sérios problemas para os estados cujas energias de flutuações estão perto do valor mı́nimo
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Emin = 1/2, assim, neste caso o denominador poderia se tornar zero, de forma a poder surgir

um valor indefinido. Observando a matriz covariância (4.42), nota-se que F = Tr(Q12Q21),

considerando que

detQ12 =
1

2
[A2 + B2 − C2 −D2] = |〈â1â

†
2〉|2 − |〈â1â2〉|2. (4.77)

Levando em conta que Ek = (1/2)TrQkk, pode-se escrever o parâmetro Y na forma de

matriz compacta

Y =
[ Tr(Q12Q21)

TrQ11TrQ22

]1/2

, (4.78)

baseada nos traços dos blocos das covariâncias. Usando a relação 2
√E1E2 ≤ E1 + E2 =

(1/2)TrQ, há um outro parâmetro de medida de correlação quântica escrito como

Ỹ =

√
2Tr(Q12Q21)

TrQ , (4.79)

que obedece a desigualdade Ỹ ≤ Y . Na ausência de reservatório, a medida Ỹ , foi conside-

rada em [13,67] como uma boa medida de “emaranhamento”, para sistemas de duas partes.

Em termos dos operadores bosônicos pode ser escrita como

Ỹ =

√
2(|〈a1a

†
2〉|2 + |〈a1a2〉|2)

〈a†1a1 + a†2a2 + 1〉 . (4.80)

A medida (4.80) obedece a desigualdade 0 ≤ Ỹ < 1 e para estados Gaussianos com valor

médio zero 〈âk〉, a medida (4.80) também fornece uma boa medida de emaranhamento ou,

mais apropriadamente, da intensidade de correlação quântica entre os modos acoplados;

envolve as medidas de correlação entre as flutuações do número de fótons (4.57) em cada

modo [68] e as suas energias de flutuações. Da solução da matriz das covariâncias obtida

anteriormente, é posśıvel ilustrar qual seria o comportamento das medidas (4.76) ou (4.80),

sob a influência do reservatório (β 6= 0). Assim, de forma expĺıcita, tem-se para (4.80):

Ỹ(τ, β) =

√
2

2

{ [Γ2 − 2ϑ1ϑ2χ
(−)]

1
2

Γ1 + K(τ)

}
|sen(2τ)|, (4.81)

onde Γk, χ(±) e σ são definidos pelas relações

Γk = ϑk
1 cosh(2k r1) + ϑk

2 cosh(2k r2), (4.82)

χ(±) = cosh(2r1) cosh(2r2)± σsenh(2r1)senh(2r1), (4.83)

σ = cos(2φ). (4.84)
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O fator K(τ) no denominador de (4.81) mostra que o efeito do reservatório nos modos

acoplados é o decréscimo do máximo local desta medida de correlação. O instante τm de

máximo para a correlação (4.81) pode ser determinado da condição

dỸ(τ, β)

dτ

∣∣∣
τm

= 0, (4.85)

que implica na equação transcendental

tg2τm =
e−2βτm

β

[
Γ1 + K(τm)

(2ν + 1)

]
. (4.86)

Então para diferentes valores de parâmetros de estados iniciais e valores de acoplamento

σ as soluções de (4.86) definem os valores de τm. Contudo, na ausência do reservatório

(β = 0) a medida (4.81) assume a forma

Ỹ(τ, 0) =

√
2

2

[√
Γ2 − 2ϑ1ϑ2χ(−)

Γ1

]
|sen(2τ)|, (4.87)

e neste caso, os modos acoplados tem seu máximo de (4.81) nos instantes de tempo τ
(n)
m0

dados por

τ (n)
m0

= (2n + 1)
π

4
, n = 0, 1.... (4.88)

Além disso, neste caso, a medida Ỹ(τex, 0) = 0 é nula nos instantes em que o sistema

desacopla, isto é, em τ
(n)
ex . A figura (4.13) ilustra o comportamento da medida Ỹ(τ, β)

no tempo τ para três condições diferentes de valores de β; ausência de dissipação β = 0,

reservatório fracamente acoplado γ = 0, 01% e reservatório fortemente acoplado γ = 0, 1%.

Nota-se que quanto maior a intensidade de acoplamento dos modos com o reservatório,

mais rapidamente ocorre o enfraquecimento da intensidade máxima de correlação entre

modos.

Nesta seção ilustra-se brevemente o efeito do reservatório na medida de emaranhamento,

anteriormente definida [11, 13, 67], aplicada a sistemas fechados e determinado a partir do

conhecimento das soluções das matrizes Q. Na seção seguinte á apresentado um critério

de emaranhamento evolvendo a decomposição dos operadores densidade reduzidos de cada

modo, que expressa a natureza da correlação dos modos interagentes (se o sistema está

ou não emaranhado) num sentido puramente estat́ıstico. Será utilizado este critério para

estabelecer regras sobre valores de parâmetros de estados e do sistema, para que exista ou

não emaranhamento no sistema, nos limites de validade do modelo estudado.
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Figura 4.13: O comportamento no tempo (τ = z π) da medida de correlação quântica é

considerado para diferentes valores de β. As curvas azul (1), verde (2) e preta (3) referem-

se respectivamente a β = 0, β = 0, 01 e β = 0, 1 com ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9, r1 = 0, 35,

r2 = 1, 1, ν = 2 e σ = 1. A reta em 1 indica o limite superior que não pode ser atingido.

4.5 Separabilidade como critério de emaranhamento

A principal questão no problema da análise de correlação é como distinguir a cor-

relação quântica da clássica [69, 70]. É normalmente formulado em termos do problema

de separabilidade de estados de quânticos mistos, ou seja, a possibilidade de representar o

operador estat́ıstico ρ̂tot do sistema total como uma soma de produtos diretos de operadores

estat́ısticos que agem em cada modo separadamente [68],

ρ̂tot(t) =
∑

i

piρ̂
(i)
1 (t)⊗ ρ̂

(i)
2 (t), pi ≥ 0,

∑
i

pi = 1, (4.89)

em oposição a condição não separável, expressa como

ρ̂tot(t) =
∑

i

piρ̂
(i)
12 (t), pi ≥ 0,

∑
i

pi = 1, (4.90)

para qualquer instante de tempo t > 0. Os operadores exponenciais Gaussianos não

podem ser representados como somas finitas da forma (4.89). Porém, se for permitida

a substituição da soma por uma integral, isto é, se a decomposição cont́ınua por um

número infinito de produtos entre operadores é admisśıvel, então certas famı́lias de estados
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Gaussianos ficam separáveis. Foi mostrado [71–74] que a separabilidade para sistemas de

variáveis cont́ınuas de estados Gaussianos é equivalente a sua “classicalidade”, no sentido de

possuir uma P-distribuição de Sudarshan-Glauber bem definida. A propósito dos objetivos

desse trabalho, o critério mais conveniente de separabilidade é o apresentado em [72],

porque é expresso diretamente em termos dos invariantes da matriz covariância de blocos

(4.42). Ou seja, o estado Gaussiano possuindo a matriz de covariância Q é separável se

I1I2 + (|I3| − 1/4)2 − I4 ≥ (I1 + I2)/4, (4.91)

onde,

I1 = detQ11, I2 = detQ22, I3 = detQ12,

I4 = Tr(Q11ΣQ12ΣQ22ΣQ21Σ), Σ =

∥∥∥∥∥∥
0 1

−1 0

∥∥∥∥∥∥
. (4.92)

Para estados não Gaussianos a desigualdade (4.91) é a condição necessária para separabili-

dade [72]. Levando em conta que o termo I4, dado pelo traço do produto de oito matrizes,

está de fato incorporado no determinante da matriz das covariâncias total, devido à iden-

tidade [72]

detQ = I1I2 + I2
3 − I4, (4.93)

a condição de separabilidade (4.91) pode ser escrita em termos da matriz Q. Dessa forma,

introduzindo o coeficiente de separabilidade na forma [73]

Z(τ, β) = detQ+
1

16
− 1

4
(detQ11 + detQ22)− 1

2
| detQ12|. (4.94)

e o critério de estados separáveis dado pela desigualdade Z(τ, β) ≥ 0: se a separabilidade

é positiva então diz-se que os modos interagentes estão desemaranhados, isto é, estão

classicamente correlacionados.

Na ausência da dissipação, considerando as soluções das matrizes de covariâncias com

β = 0, tem-se para a equação (4.94) o seguinte resultado:

Z(τ, 0) =
(
ϑ2

1 −
1

4

)(
ϑ2

2 −
1

4

)
+

1

8
sen2(2τ)U(ϑ1, ϑ2), (4.95)

onde a função U está dada na forma

U(ϑ1, ϑ2) = (ϑ2
1 + ϑ2

2 − 2χ(+)ϑ1ϑ2)− |(ϑ2
1 + ϑ2

2 − 2χ(+)ϑ1ϑ2)|. (4.96)
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Na presença de dissipação, usando as equações (4.48)-(4.50), é posśıvel expressar o

parâmetro da separabilidade (4.94) como

Z(τ) =
1

16
z1(τ)z2(τ)e−8βτ +

1

2
D12(τ)− 1

2
|D12(τ)|, (4.97)

onde

zk(τ) = K2(τ)− e4βτ + 4ϑ2
k + 4K(τ)ϑkRk. (4.98)

Na ausência do reservatório (β = 0), se

χ(+) − (
υ2

1 + υ2
2

2υ1υ2

) ≤ 0. (4.99)

o sistema permanece separável todo o instante de tempo t > 0. Contudo, se a condição

(4.99) não é satisfeita pelos parâmetros do sistema, a função Z(τ) assume um comporta-

mento decrescente no intervalo 0 < τ < π/4, mas o estado pode permanecer emaranhado

(Z < 0) durante algum intervalo de tempo somente se [57]

χ(+) − 2ϑ1ϑ2 − (8ϑ1ϑ2)
−1 ≡ χs > 0. (4.100)

Este resultado implica em uma regra de seleção para os valores dos parâmetros do estado

inicial ϑk e rk para o sistema permanecer emaranhado, em algum intervalo de tempo. O ins-

tante τe da “transição de fase”de estado separável para estado não separável (emaranhado)

é determinado pela equação

tg2(2τe) =
2(ϑ2

1 − 1/4)(ϑ2
2 − 1/4)

ϑ1ϑ2(χ(+) − χe)
(4.101)

onde χe = 2ϑ1ϑ2 + (8ϑ1ϑ2)
−1. Nota-se que existe uma famı́lia de estados iniciais fatorados

com alto grau de mistura ϑk À 1/2, que se tornam emaranhados na ausência de dissipação:

esta famı́lia consiste de estados muito comprimidos onde Sk ¿ 1 com rk À 1.

No caso em que há presença do reservatório (β 6= 0), é posśıvel determinar uma forma

exata para o coeficiente de separabilidade a partir dos resultados das equações (4.48)-(4.50).

Deste modo a equação (4.94) se reduz a

Z(τ, β) = Zβ
0 (τ) +

1

2
D12(τ)− 1

2
|D12(τ)|, (4.102)

com Zβ
0 (τ) escrito como

Zβ
0 (τ) =

z1(τ)z2(τ)

16
e−8βτ , (4.103)
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onde zk(τ) = K2(τ)−e4βτ +4ϑ2
k+4K(τ)ϑkRk. A partir da equação (4.102) pode-se verificar

o efeito da dissipação no grau de correlação do sistema acoplado, para qualquer conjunto

de parâmetros de estados iniciais Gaussianos, intensidade de acoplamento entre modos e

intensidade de acoplamento dos modos com o reservatório. Na figura (4.14) é ilustrado

o comportamento da separabilidade para alguns casos particulares. É posśıvel observar o
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Figura 4.14: O comportamento no tempo (τ = zπ) da separabilidade é considerado para

diferentes valores de β com ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9, r1 = 0, 35, r2 = 1, 1 e σ = 1 (Note que

χs = 5, 9 > 0 com β = 0). A curva azul (a) corresponde a ausência de reservatório, β = 0

e a curva verde (b) quando β = 0, 01 (os modos estão acoplados ao reservatório) mas com o

número médio de fótons igual a zero ν = 0. As curvas rosa (c) e laranja (d) correspondem

respectivamente a ν = 1 e ν = 2 com β = 0, 01.

quanto a intensidade de acoplamento com o reservatório β, bem como a temperatura do

reservatório ν afetam consideravelmente o sistema: o reservatório deteriora a capacidade

do sistema de estabelecer quaisquer diferentes tipos de correlação quântica, em especial

a capacidade de emaranhamento, conforme a critério de separabilidade de Simon. Uma

análise quantitativa deste problema para situações de acoplamentos mais gerais está sendo

considerada neste momento e será apresentada em trabalhos futuros. Na seção seguinte

considera-se uma situação particular para o coeficiente de separabilidade, e analisa-se quan-

titativamente como a temperatura do reservatório afeta a capacidade de emaranhamento
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no sistema.
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Figura 4.15: O comportamento no tempo (τ = zπ) da separabilidade é considerado para

diferentes valores de β com ϑ1 = 1, 7, ϑ2 = 0, 9, r1 = 0, 35, r2 = 1, 1, σ = 1 e ν = 2.

A curva azul (a) corresponde a ausência de reservatório, β = 0, a curva rosa (b) quando

β = 0, 01 e a curva laranja (c) quando β = 0, 02 (β 6= 0 os modos estão acoplados ao

reservatório). A curva verde (d) corresponde a ausência do reservatório β = 0 mas com

r2 = 0, 55.

4.6 Temperatura cŕıtica do reservatório

Agora será apresentado como a presença e acoplamento ao reservatório térmico influen-

ciam a possibilidade de emaranhamento. Há diferentes casos espećıficos, sendo que existem

quatro parâmetros independentes, ϑ1, ϑ2, r1 e r2, caracterizando os estados iniciais. Porém,

do ponto de vista do problema do emaranhamento, o caso mais interessante ocorre quando

ϑ1 ∼ ϑ2 À 1, isto é, quando os estados iniciais fatorados estão altamente misturados,

contudo eles não estão emaranhados no processo de evolução. As equações (4.83) e (4.100)

sugerem que os parâmetros de compressão r1 e r2 também tenham que ser grandes (pelo

menos um deles) para tornar os modos emaranhados (porque a presença do acoplamento

pode deteriorar apenas a possibilidade de emaranhamento).
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Supondo que os parâmetros r1 e r2 tenham a mesma ordem de magnitude, ou seja,

considerando algum subconjunto de todos os posśıveis estados iniciais, então a suposição

r1 ∼ r2 À 1 resulta na relação

senh(2rk) ≈ cosh(2rk) = Rk À 1,

tal que

χ(+) ≈ R1R2(1 + σ), (4.104)

(sendo σ > −1). Neste caso, levando em conta as equações (4.49), (4.97) e (4.98), obtém-

se, com relação a valores grandes de ϑk e Rk, para qualquer valor fixo de τ , a seguinte

expressão assintótica para o coeficiente de separabilidade:

Z ≈ ϑ1ϑ2R1R2e
−4βτ

[
K2e−4βτ − 2(1 + σ)C2S2

]

+ ϑ1ϑ2e
−8βτ [ϑ1ϑ2 + K (R1ϑ2 + R2ϑ1)] + · · · , (4.105)

onde foi desprezado termos de pequena ordem de magnitude. O lado direito de (4.105) pode

ser negativo, significando uma possibilidade de emaranhamento no instante τ , somente se

os termos quadrados dentro dos colchetes da primeira linha forem negativos. Devido as

equações (4.24) e (4.25), isto implica limitações no número máximo de excitação ν do

reservatório:

2ν + 1 <

√
(1 + σ)/2 |senh(2τ)|
1− exp(−2βτ)

. (4.106)

O lado esquerdo de (4.106) pode ser escrito em termos da temperatura do reservatório T

como coth(Ω/2T ).

Fazendo o valor máximo da função no lado direito da equação (4.106), obtém-se o valor

cŕıtico νc(β), tal que nenhum emaranhamento pode ocorrer a qualquer tempo para estados

mistos inicialmente fatorados com ϑ1 ∼ ϑ2 e r1 ∼ r2, se ν > νc(β). No caso de acoplamento

fraco, β ¿ 1, os valores cŕıticos νc e Tc são dados pelas fórmulas

νc(β) ≈
√

(1 + σ)/2

2β
, Tc(β) ≈ Ω

√
(1 + σ)/2

2β
. (4.107)

Além disso, o coeficiente de acoplamento também não pode ser grande, pois a desigualdade

(4.106) não pode ser satisfeita, se β >
√

(1 + σ)/2, desde que 1+2ν ≥ 1. O lado direito de

(4.107) torna-se zero para σ = −1. Isto significa que estados iniciais altamente misturados
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com r1 ∼ r2 não podem ficar emaranhados para este valor de σ, se β > 0. Neste caso

é posśıvel escolher, por exemplo, r1 = 0 mas r2 = r > 0. Então o parâmetro σ torna-se

irrelevante. Sob esta escolha, a equação (4.97) pode ser escrita na forma

Z(τ) =
1

16
e−8βτW1(τ)

[
W2(τ) + 8K(τ)ϑ2senh2(r)

]

+ S2C2e−4βτ
[
(ϑ2 − ϑ1)

2 − 4ϑ1ϑ2senh2(r)
]
, (4.108)

onde

Wj(τ) = [K(τ) + 2ϑj]
2 − e4βτ . (4.109)

Se β = 0, então K = 0 e a condição Z < 0 resulta (por exemplo, para o valor máximo do

produto SC = 1/2 em τ = π/4) no caso especial da condição (4.100),

senh(r) >
4ϑ2ϑ1 − 1

4
√

ϑ1ϑ2

, (4.110)

que mostra onde o emaranhamento é imposśıvel, a menos que pelo menos um dos modos

esteja inicialmente em um estado comprimido com um coeficiente de compressão grande

r À 1.

A equação (4.108) mostra que Z(τ) pode ficar negativa para a escolha de algum valor

grande do parâmetro r, somente se o coeficiente em senh2(r), no lado direito, for negativo

(pois todos os outros termos no lado direito são positivos). Esta condição é equivalente a

condição de positividade da quantidade

N = 8ϑ1S
2C2 − e−4βτW1K. (4.111)

O primeiro termo (positivo) no lado direito de (4.111) depende linearmente do parâmetro

ϑ1, visto que o segundo (negativo) depende de ϑ1 quadrático, de acordo com a equação

(4.109). Conseqüentemente, para alguma relação entre os parâmetros β, ν e ϑ1 (e um

ϑ2 arbitrário), o valor de N pode ser negativo, tal que o emaranhamento nunca pode ser

encontrado, para qualquer valor do coeficiente de compressão.

A quantidade N é positiva para os valores do parâmetro ϑ1 pertencentes ao intervalo

ϑ− < ϑ1 < ϑ+, (4.112)

onde

ϑ± =
e4βτ

2K

[
2S2C2 −K2e−4βτ ±

√
4S4C4 + K2e−4βτ (1− 4S2C2)

]
. (4.113)
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Se a condição (4.112) é incompat́ıvel com a restrição ϑ1 ≥ 1/2, então o emaranhamento

não pode ser encontrado para qualquer valor do parâmetro r. Para ϑ+ = 1/2 na equação

(4.113), encontra-se a equação cúbica para a quantidade K

K(K + 1)2e−4βτ = K + 4S2C2, (4.114)

que é equivalente, conforme a definição (4.24), ao cubo da equação para o parâmetro ν

2(1− x)ν3 + (3− x)ν2 + ν − xS2C2

(1− x)2
= 0, (4.115)

onde x = exp(−2βτ). A função ντ (β), que é solução da equação (4.115), fornece o valor

cŕıtico da temperatura do reservatório, acima da qual a transição ao estado emaranhado

no instante τ é imposśıvel para qualquer valor do parâmetro de compressão, e valor fixo

de β. Estudos numéricos mostram que ντ (β) está diminuindo monotonamente em função

de τ no intervalo 0 < τ ≤ π/4. Conseqüentemente, a função ν0(β) fornece o limite abso-

luto dos valores admisśıveis do número de excitação do reservatório térmico, que permite

emaranhamento pelo menos para algum estado inicial fatorado (altamente comprimido).

O emaranhamento nunca é posśıvel (para estados iniciais fatorados) para um dado valor

de β, se ν > ν0(β).

No limite τ → 0, a diferença 1 − x vai a zero, mas o último termo no lado esquerdo

da equação (4.115) tende a um valor constante. Assim encontra-se a equação quadrática

2ν2 + ν − (2β)−2 = 0, cuja solução positiva fornece a forma expĺıcita da função cŕıtica

ν0(β):

ν0(β) =

√
2 + β2 − β

4β
≈ 1

β
√

8
≈ 0, 35

β
, (4.116)

onde foi aproximado as fórmulas para β ¿ 1. Este resultado concorda com (4.107) para

σ = 0.

No caso especial ν = 0 (temperatura do reservatório nula) tem-se K = exp(2βτ) − 1,

e no limite βτ → ∞ obtém-se τ = τn = nπ/4 com n sendo um número ı́mpar grande

(quando 4S2C2 = 1)

Z(τn) = e−nβπ
[
(ϑ1 + ϑ2 − 1)2/4 + senh2(r)ϑ2(ϑ1 − 1)

]
.

Conseqüentemente, se 1/2 < ϑ1 < 1, então o emaranhamento pode ser encontrado para um

valor grande de n, escolhido um coeficiente de compressão r apropriado e para um coefi-

ciente de acoplamento arbitrário β, sempre com β À 1. Contudo, isto pode ser novamente
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um artefato do modelo, como no caso da compressão considerada na seção precedente, sem

um significado f́ısico profundo, pois observa-se que Z(τn) vai a zero conforme n →∞.

Algumas ilustrações são apresentadas na figura (4.16), onde é traçada a quantidade

F = tanh(Z) em função da escala de tempo variável z = τ/π para diferentes valores de ν e

senh2(r), mas com valores fixos de ϑ1 = ϑ2 e β (fazendo r ≡ r2 e r1 = 0). Uma vantagem de

F sobre Z é que F está limitado (assim seus traçados no gráfico parecem mais atraentes),

tendo os mesmos domı́nios positivos e negativos como Z. Pode-se ver a existência de

diferentes regimes, quando o emaranhamento de estados inicialmente fatorados for posśıvel

para algum intervalo do tempo e quando ele for absolutamente imposśıvel.

A importância de valores elevados do coeficiente de compressão inicial e o papel des-

trutivo da alta temperatura do reservatório são vistos claramente nos traçados do gráfico

na figura (4.16). A aparente temperatura cŕıtica νc = 2.585 nesta figura é menor do que

o valor ν0(0.05) = 7 dado pela equação (4.116). Isto é explicado por duas razões: não

ter sido constrúıdo o gráfico para valores muito grandes de r e não ter sido considerado

valores grandes dos parâmetros ϑ1 = ϑ2, porque partes não-triviais (diferentes dos valores

constantes assintóticos) das linhas correspondentes podem ser demasiado perto do eixo

central vertical.

Na figura (4.17) é comparado a evolução dos coeficientes de compressão e separabilidade

S1 e Z para ϑ1 = ϑ2 = ϑ = 1, 1, r1 = 0, ν = 1, β = 0, 01 e dois valores do parâmetro

de compressão: r2 = r = 1, 1 com χs = 2, 05 (curvas ı́mpares) e r2 = r = 0, 75 com

χs = −0, 17 (curvas pares). Os parâmetros são escolhidos de tal maneira que χs, definido

na equação (4.100), é negativo num caso e positivo no outro. O valor do acoplamento

σ é irrelevante desde que r1 = 0. Observa-se que as propriedades de separabilidade ou

emaranhamento não tem nenhuma correlação viśıvel com o comportamento do coeficiente

de compressão.

Este estudo inicial cria uma série de perspectivas futuras no sentido de generalizar os

cálculos para o caso de um sistema composto por dois modos cada um em contato com

reservatórios distintos. Há ainda a possibilidade de generalização para um sistema com

três modos acoplados em uma cadeia linear. Neste último, como seria o comportamento

das propriedades dos modos extremos e a natureza do emaranhamento, quando somente

o modo central está acoplado a um reservatório térmico? Essa é uma questão que será

considerada num futuro próximo.
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Figura 4.16: A escala do coeficiente de separabilidade F = tanh(Z) versus a escala de

tempo z = τ/π para ϑ1 = ϑ2 = 1, β = 0, 05 e diferentes valores de ν e y = senh2(r).

Índices pares e ı́mpares mas curvas correspondem a y = 1 e y = 10, respectivamente.

Os valores de ν = 0, 1, 000, 2, 585 correspondem aos pares de curvas (1; 2), (3; 4) e (5; 6),

respectivamente.
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Figura 4.17: Linhas escuras referem-se a separabilidade enquanto que linhas claras a

compressão do primeiro modo. Os ı́ndices ı́mpares referem-se a χs = 2, 05 e os pares a

χs = −0, 17.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Na implementação de processos em Computação Quântica bem como na transmissão

e no controle da informação quântica em sistemas f́ısicos realistas devem ser considerados

os efeitos do acoplamento dos sistemas de interesse com o meio que o cerca. Nesse tra-

balho foi considerado um sistema composto por dois modos do campo eletromagnético em

contato com o meio envolvente, representado por reservatórios térmicos. Considerou-se o

estudo dos aspectos matemáticos do problema e foi observado o efeito do ambiente sobre

as propriedades quânticas do sistema.

Primeiramente, a fim de revisar conceitos f́ısicos importantes foi estudada a equação

mestra de um sistema composto por um único modo do campo eletromagnético em contato

com o ambiente, descrito por um reservatório térmico. Na seqüência foi generalizado o

estudo para um sistema composto por dois modos do campo eletromagnético em contato

com o ambiente, determinou-se sua equação mestra na representação de Schrödinger.

Para solucionar a equação mestra e obter o operador densidade reduzido, o qual fornece

toda informação estat́ıstica do sistema, foi introduzida a função de Wigner. A função de

Wigner é uma distribuição de quasi-probabilidade que tem propriedades semelhantes às

encontradas nas distribuições de probabilidades no espaço de fase, as quais servem como

alternativa à descrição do problema feita por meio do operador densidade e da equação

mestra. A função de Wigner age similarmente a uma transformada de Fourier, levando o

operador densidade do espaço dos operadores para o espaço das funções, com isso simpli-

ficando o trabalho do ponto de vista matemático.

Nesse trabalho o operador Hamiltoniano efetivo do sistema é não-Hermitiano, porém,

sua estrutura permitiu a aplicação de métodos gerais para Hamiltonianos quadráticos,
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escritos em termos de invariantes quânticos, com certas modificações devido à não her-

miticidade. Assim, foi verificado que a função de Wigner evolui no tempo segundo um

propagador conhecido por função de Green, o qual pôde ser dado em termos das matrizes

que determinam o invariante quântico. Com a função de Green determinada é posśıvel

escrever a função de Wigner para diferentes estados iniciais e a partir dela determina-se o

operador densidade do sistema obtendo todas as informações estat́ısticas de interesse. Esse

estudo está sendo realizado e será apresentado em trabalhos futuros.

Ainda, a equação mestra do sistema em estudo é um caso particular de uma equação

de evolução linear para o operador densidade reduzido, que contém somente a combinação

quadrática de um operador dado em termos dos operadores bosônicos de criação e aniquilação.

Dessa forma foi posśıvel utilizar um método matemático alternativo para tratar sistemas

quânticos com dissipação por meio de uma equação diferencial matricial, escrita em ter-

mos da matriz não simetrizada dos momentos de segunda ordem, correspondente à equação

mestra. Isto porque considerou-se o caso particular de estados iniciais Gaussianos.

Com a solução da equação diferencial matricial, foram determinados os coeficientes de

compressão e pureza do sistema de interesse. Foi analisada a influência da presença do

reservatório sobre esses coeficientes, permitindo concluir que na ausência do reservatório

(β = 0), se apenas um modo está comprimido no instante inicial, isto é, G1 > 1 e G2 < 1,

a transferência de compressão entre os modos acoplados ocorre de forma que o primeiro

modo torna-se comprimido um número infinito de vezes durante a evolução. Contudo, se

for considerado o efeito do reservatório térmico sobre o sistema (β 6= 0), a compressão

no sistema acoplado, como uma propriedade não clássica, tende a desaparecer. Há uma

modificação no padrão de troca de compressão que se observa no caso sem dissipação.

No caso de um reservatório a uma temperatura finita, o modo inicialmente comprimido

permanece em um estado comprimido um número finito de vezes. De forma similar o modo

inicialmente não comprimido torna-se comprimido. Também foram determinadas as vezes

em que o estado quântico dos modos permanece comprimido com Sk(τ, β) assumindo um

valor menor que um (Sk(τ, β) = 1, estado coerente) quando o tempo vai a infinito e para

ambos os modos Sk(τ →∞, β) → (2ν + 1).

Análogo ao caso do coeficiente de compressão foi analisado o efeito do reservatório no

coeficiente de pureza. Foi apresentado o comportamento da troca de pureza entre os dois

modos na ausência do reservatório (β = 0), observando uma periodicidade na transferência
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que ocorre um número infinito de vezes nos instantes em que o sistema desacopla. Também

é apresentado um caso particular do comportamento da pureza de cada um dos modos na

presença do reservatório (β 6= 0), observando uma diminuição da intensidade da pureza

inicial de cada modo, levando-a para o mesmo valor limite no equiĺıbrio.

Finalizando o trabalho analisa-se a partir do critério de separabilidade de Simon apli-

cado a sistemas de variáveis cont́ınuas como a presença do reservatório afeta a capacidade

de emaranhamento do sistema. Os resultados obtidos são aplicados ao caso particular de

estados Gaussianos tanto os mistos como puros. Considera-se as expressões exatas para

valores arbitrários de parâmetros de estados iniciais (ϑ1, ϑ2, r1, r2). No entanto, os resul-

tados finais considerados são para o caso particular de estados iniciais com o mesmo grau

de pureza ϑ1 = ϑ2, mas diferentes coeficientes de compressão, em particular r1 = 0 e

r2 = r > 0.

Portanto, foi estudado a influência do ambiente na dinâmica da transferência de com-

pressão e emaranhamento entre dois modos acoplados de um oscilador, usando a equação

mestra padrão e considerando a aproximação de onda girante no acoplamento entre os mo-

dos. De forma a obter expressões expĺıcitas exatas para os coeficientes de compressão e de

separabilidade, que caracterizam o grau de compressão de cada modo e o grau de emaran-

hamento entre eles. Estes coeficientes são funções simples dos momentos estat́ısticos da

segunda ordem das componentes da quadratura.

Se a temperatura do reservatório é exatamente igual a zero, então as transferências de

compressão e o emaranhamento podem ocorrer um número infinito de vezes para qualquer

valor do coeficiente de acoplamento, desde que o grau inicial de compressão pelo menos de

um dos modos é grande bastante. Entretanto, para toda a temperatura finita isto pode

ocorrer somente um número finito de vezes. Este número depende do grau de compressão

inicial, o chamado coeficiente de acoplamento β e do número médio de equiĺıbrio das ex-

citações no reservatório ν. Além disso, para todo o coeficiente de acoplamento positivo

β, existe os valores cŕıticos ν
(s)
c e ν

(e)
c , tal que nem transferência de compressão nem o

emaranhamento se torna posśıvel se ν > ν
(s,e)
c , para arbitrários estados iniciais fatorados

(Gaussiano, no exemplo do emaranhamento), isto é, para qualquer grau inicial de com-

pressão e qualquer pureza inicial dos estados.

Para um pequeno acoplamento, β ¿ 1, ambos os valores cŕıticos são inversamente pro-

porcionais a β, com coeficientes numéricos diferentes. Em particular, foi encontrado o valor
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exato ν
(s)
c = (2πβ)−1 e formas aproximadas da função ν

(e)
c . No limite de acoplamento fraco

têm-se ν
(e)
c ≈ 2ν

(s)
c . Conseqüentemente, a impossibilidade de emaranhamento implica a im-

possibilidade de transferência de compressão (pelo menos para famı́lias restritas dos estados

considerados como exemplos neste trabalho). Contudo, embora o grau de compressão dos

estados iniciais influencie na possibilidade de emaranhamento sob cŕıticos regimes, não foi

encontrada nenhuma correlação expĺıcita entre a dinâmica de compressão em cada modo

e “as transições de fase” de um estado separável para um estado emaranhado, quando tais

transições podem acontecer.

Como perspectivas futuras ficam a generalização desse estudo para o caso de um sistema

composto por dois modos do campo eletromagnético em contato com reservatórios distintos

e ainda para o caso de um sistema composto por três modos do campo eletromagnético,

observando o comportamento do modo central.

Com o estudo realizado é posśıvel identificar instantes em que os modos do sistema

permanecem comprimidos, e quanto o ambiente representado pelo reservatório térmico

influi no sistema, permitindo a aplicação desses resultados a estudos gerais da teoria de

Informação Quântica possibilitando, talvez um dia, a realização prática dos computadores

quânticos.
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[2] E. Schrödinger, Die gegenwärtige situation in der Quantenmechanik. Naturwis-

senschaften 23, 807-812; 823-828; 844-849 (1935). Tradução para o inglês de J. D.

Trimmer, Proc. Am. Phys. Soc. 124, 3235 (1980).

[3] A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen, Can quantum mechanical description of physical

reality be considered complete?. Physical Review 47, 777 (1935).

[4] D.P. DiVicenzo, Quantum computing. Science 270, 255 (1995).

[5] A. Ekert e R. Josza, Quantum computation and Shor’s factoring algorithm. Rev. Mod.

Phys. 68, 733 (1996).

[6] J. Preskill, Trapped plasmas with a single sign of charge. Physics Today 52, 24 (1999).

[7] F. L. Semião da Silva, Computação Quântica: o algoritmo de Deutsch e o Paralelismo
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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Apêndice A

Descrição de interação

A.1 Equação de Liouville

Na descrição de Heisenberg, o operador densidade é escrito na forma

σ̂AB = Û †
0(t, t0)ρ̂ABÛ0(t, t0) = exp{ i

~
Ĥ0(t− t0)}ρ̂AB exp{− i

~
Ĥ0(t− t0)}. (A.1)

Realizando a derivada de (A.1) em relação ao tempo obtém-se

d

dt
σ̂AB = (

i

~
Ĥ0) exp{ i

~
Ĥ0(t− t0)}ρ̂AB exp{− i

~
Ĥ0(t− t0)}

+ exp{ i

~
Ĥ0(t− t0)} d

dt
ρ̂AB exp{− i

~
Ĥ0(t− t0)}

+ exp{ i

~
Ĥ0(t− t0)}ρ̂AB exp{− i

~
Ĥ0(t− t0)}(− i

~
Ĥ0). (A.2)

Multiplicando por i~ e simplificando a notação,

i~
d

dt
σ̂AB = −Ĥ0Û

†
0(t, t0)ρ̂ABÛ0(t, t0) + Û †

0(t, t0)i~
d

dt
ρ̂ABÛ0(t, t0)

+ Û †
0(t, t0)ρ̂ABÛ0(t, t0)Ĥ0. (A.3)

Substituindo a equação de Liouville dada em (2.14) por:

i~
dρ̂AB

dt
= [Ĥ, ρ̂AB] = Ĥρ̂AB − ρ̂ABĤ, (A.4)

em (A.3) encontra-se,

i~
d

dt
σ̂AB = −Ĥ0σ̂AB + Û †

0(t, t0)Ĥρ̂ABÛ0(t, t0)− Û †
0(t, t0)ρ̂ABĤÛ0(t, t0) + σ̂ABĤ0

= [σ̂AB, Ĥ0] + Û †
0(t, t0)ĤÛ0(t, t0)Û

†
0(t, t0)ρ̂ABÛ0(t, t0)

− Û †
0(t, t0)ρ̂ABÛ0(t, t0)Û

†
0(t, t0)ĤÛ0(t, t0)

85



A.2. HAMILTONIANO

= [σ̂AB, Ĥ0] + Û †
0(t, t0)ĤÛ0(t, t0)σ̂AB − σ̂ABÛ †

0(t, t0)ĤÛ0(t, t0)

= [σ̂AB, Ĥ0] + [F̂ , σ̂AB]

= [σ̂AB, Ĥ0 − F̂ ], (A.5)

onde denota-se por F̂ o Hamiltoniano total na descrição de interação, cuja dependência

temporal provém dos operadores Û †
0 e Û0, isto é,

F̂ = Û †
0(t, t0)ĤÛ0(t, t0)

= Û †
0(t, t0)(Ĥ0 + Ĥ1)Û0(t, t0)

= Û †
0(t, t0)Ĥ0Û0(t, t0) + Û †

0(t, t0)Ĥ1Û0(t, t0)

= Ĥ0 + Ĥ1I . (A.6)

De modo que a equação de Liouville na descrição de interação (A.5) é dada na forma

simplificada por

d

dt
σ̂AB = − i

~
[Ĥ1I , σ̂AB]. (A.7)

A.2 Hamiltoniano

Sendo Ĥ1I a parte do Hamiltoniano, na descrição de interação, responsável pela interação

entre o sistema e reservatório, escrito na forma,

Ĥ1I = exp{ i

~
Ĥ0(t− t0)}Ĥ1 exp{− i

~
Ĥ0(t− t0)}. (A.8)

É conveniente fazer t0 = 0, de modo a obter a forma simplificada

Ĥ1I = exp{ i

~
Ĥ0t}Ĥ1 exp{− i

~
Ĥ0t}. (A.9)

Combinando o Hamiltoniano dado em (2.11) por:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 = ~ωâ†â +
∞∑

j=1

~ωj b̂
†
j b̂j +

∞∑

k=1

~gk(â
†b̂k + âb̂†k), (A.10)

com (A.9), obtém-se:

Ĥ1I = exp(iωtâ†â + i

∞∑
j=1

ωjtb̂
†
j b̂j)

∞∑

k=1

~gk(â
†b̂k + âb̂†k)

× exp(−iωtâ†â + i

∞∑
j=1

ωjtb̂
†
j b̂j). (A.11)

Para continuar essa simplificação há que se considerarem os teoremas apresentados a seguir.
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A.2.1 Teoremas

Teorema 1

Se A e B são dois operadores que não comutam então [75]

exp(αA)B exp(−αA) = B + α[A,B] +
α2

2!
[A, [A, B]] + ... (A.12)

Prova: Seja

f1(α) = exp(αA)B exp(−αA). (A.13)

Então, pode-se expandir f1 em série de Taylor em torno da origem. A derivada primeira

de (A.13) é obtida por

f ′1(α) = exp(αA)(AB −BA) exp(−αA), (A.14)

de forma que para α = 0 tem-se f ′1(0) = [A,B]. Similarmente

f”1(α) = exp(αA)(A[A,B]− [A,B]A) exp(−αA) (A.15)

tal que para α = 0 tem-se f”1(0) = [A, [A,B]]. Assim, a expansão em série de Taylor é

escrita na forma

f1(α) = f1(0) + αf ′1(0) +
α2

2!
f”1(0) + ... (A.16)

ou ainda,

exp(αA)B exp(−αA) = B + α[A,B] +
α2

2!
[A, [A, B]] + ... (A.17)

Um caso particular é quando [A,B] = c, onde c é uma constante. Então,

exp(αA)B exp(−αA) = B + αc, (A.18)

neste caso exp(αA) age como um operador deslocamento.

Teorema 2

A Relação Baker-Campbell-Haussdorf

Sejam A e B dois operadores que não comutam tal que:

[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0. (A.19)
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Então,

exp(α(A + B)) = exp(αA) exp(αB) exp(−α2

2
[A,B])

= exp(αB) exp(αA) exp(
α2

2
[A,B]). (A.20)

Prova: Seja

f2(α) = exp(α(A + B)) = exp(αA) exp(αB). (A.21)

Então,

f2(α)

dα
= (A + exp(αA)B exp(−αA))f2(α) = (A + B + α[A,B])f2(α), (A.22)

onde é aplicado o teorema anterior. Também da definição de f2(α), é posśıvel escrever

f2(α)

dα
= exp(αA)A exp(αB) + exp(αA) exp(αB)B

= exp(αA) exp(αB)[exp(−αB)A exp(αB) + B]

= f2(α)(A + B + α[A,B]) (A.23)

Comparando (A.22) e (A.23), é facil ver que f2(α) comuta com (A + B + α[A,B]). Assim,

integrando obtém-se

f2(α) = exp
{

(A + B)α +
α2

2
[A,B]

}
= exp(α(A + B)) exp(

α2

2
[A,B])

= exp(αA) exp(αB) exp(
α2

2
[A,B]), (A.24)

comparando com (A.20) tem-se o resultado desejado.

Teorema 3

Transformação de Similaridade

exp(αA)f(B) exp(−αA) = f(exp(αA)B exp(−αA)). (A.25)

Prova: Iniciando com a identidade

[exp(αA)B exp(−αA)]n = exp(αA)B exp(−αA) exp(αA)B exp(−αA)...

= exp(αA)Bn exp(−αA). (A.26)

E seguindo o racioćınio, o teorema 3 segue para qualquer função f(B) que pode ser ex-

pandida em uma série de potência.
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A.2.2 Aplicação dos teoremas em Ĥ1I

Usando as identidades N = â†â, Nj = b̂†j b̂j, α = iωt e βj = iωjt em (A.11) dada por:

Ĥ1I = exp(iωtâ†â + i

∞∑
j=1

ωjtb̂
†
j b̂j)

∞∑

k=1

~gk(â
†b̂k + âb̂†k) exp(−iωtâ†â + i

∞∑
j=1

ωjtb̂
†
j b̂j),

tem-se

Ĥ1I = exp(αN +
∞∑

j=1

βjNj)
∞∑

j=1

~gk(â
†b̂k + âb̂†k) exp(−αN −

∞∑
j=1

βjNj), (A.27)

onde

exp(αN +
∞∑

j=1

βjNj) = exp(αN) exp(
∞∑

j=1

βjNj) = exp(
∞∑

j=1

βjNj) exp(αN), (A.28)

assim torna-se posśıvel escrever o Hamiltoniano na forma

Ĥ1I = exp(αN) exp(
∞∑

j=1

βjNj)
∞∑

k=1

~gk(âb̂†k + â†b̂k) exp(−
∞∑

j=1

βjNj) exp(−αN)

= exp(αN)[~
∞∑

k=1

gk(â exp(
∞∑

j=1

βjNj)b̂
†
k exp(−

∞∑
j=1

βjNj)

+ â† exp(
∞∑

j=1

βjNj)b̂k exp(−
∞∑

j=1

βjNj))] exp(−αN). (A.29)

Como há dois espaços vetoriais (Va ⊗ Vb) são válidas as relações:

exp(
∞∑

j=1

βjNj)b̂
†
k exp(−

∞∑
j=1

βjNj) = b̂†k exp(βk) = b̂†k exp(iωkt); (A.30)

exp(
∞∑

j=1

βjNj)b̂k exp(−
∞∑

j=1

βjNj) = b̂k exp(−βk) = b̂k exp(−iωkt); (A.31)

exp(αN)â† exp(−αN) = â† exp(α) = â† exp(iωt); (A.32)

exp(αN)â exp(−αN) = â exp(α) = â exp(iωt). (A.33)

O espaço do campo e do somatório são distintos. Assim

Ĥ1I =
∞∑

j=1

~gj

{
â†b̂j exp[i(ω − ωj)t] + âb̂†j exp[−i(ω − ωj)t]

}

= ~[G(t)â† + G†(t)â], (A.34)

onde t é um parâmetro real e G(t) o operador que atua apenas no espaço dos estados do

reservatório dado por:

G(t) ≡
∞∑

j=1

gj b̂j exp[i(ω − ωj)t]. (A.35)
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Apêndice B

Comutador duplo

Usando a suposição de Markov, dada por,

σ̂AB(τ) = σ̂A(t)⊗ σ̂B(0) (B.1)

tem-se que para o sistema em questão

σ̂AB(τ) = σ̂A(t)⊗ σ̂B(0) ∈ V1 ⊗ V2 (B.2)

assim,

[Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)] = [~(G(τ)â† + G†(τ)â), σ̂A(τ)⊗ σ̂B(0)]

= ~{[â†G(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)] + [âG†(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]} (B.3)

Considerando ẑ o comutador duplo de (2.28) obtém-se,

ẑ = [Ĥ1I(t), [Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]] = −~2{[â†G(t), [â†G(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]]

+ [â†G(t), [âG†(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]] + [âG†(t), [â†G(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]]

+ [âG†(t), [âG†(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]]} = ~2(ẑ++ + ẑ+− + ẑ−+ + ẑ−−) (B.4)

com

ẑ++ =

∞,∞∑

k,l=1

â†â†σ̂A(τ)µl(t)µk(τ)b̂lb̂kσ̂B(0)− â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂lσ̂B(0)b̂k

−â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂kσ̂B(0)b̂l + σ̂A(τ)â†â†µl(t)µk(τ)σ̂B(0)b̂kb̂l, (B.5)

ẑ+− =

∞,∞∑

k,l=1

â†âσ̂A(τ)µl(t)µ
∗
k(τ)b̂lb̂

†
kσ̂B(0)− â†σ̂A(τ)âµl(t)µ

∗
k(τ)b̂lσ̂B(0)b̂†k

−âσ̂A(τ)â†µl(t)µ
∗
k(τ)b̂†kσ̂B(0)b̂l + σ̂A(τ)ââ†µl(t)µ

∗
k(τ)σ̂B(0)b̂†kb̂l, (B.6)
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ẑ−+ =

∞,∞∑

k,l=1

ââ†σ̂A(τ)µ∗l (t)µk(τ)b̂†l b̂kσ̂B(0)− âσ̂A(τ)â†µ∗l (t)µk(τ)b̂†l σ̂B(0)b̂k

−â†σ̂A(τ)âµ∗l (t)µk(τ)b̂kσ̂B(0)b̂†l + σ̂A(τ)â†âµ∗l (t)µk(τ)σ̂B(0)b̂kb̂
†
l , (B.7)

ẑ−− =

∞,∞∑

k,l=1

ââσ̂A(τ)µ∗l (t)µ
∗
k(τ)b̂†l b̂

†
kσ̂B(0)− âσ̂A(τ)âµ∗l (t)µ

∗
k(τ)b†l σ̂B(0)b†k

−âσ̂A(τ)âµ∗l (t)µ
∗
k(τ)b̂†kσ̂B(0)b̂†l + σ̂A(τ)ââµ∗l (t)µ

∗
k(τ)σ̂B(0)b̂†kb̂

†
l (B.8)

e assumindo,

G(t) =
∞∑

k=1

µkb̂k, G†(t) =
∞∑

k=1

µ∗kb̂
†
k (B.9)

encontra-se,

[â†G(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)] = â†G(τ)σ̂A(τ)σ̂B(0)− σ̂A(τ)σ̂B(0)â†G(τ)

=
∞∑

k=1

â†σ̂A(τ)µk(τ)b̂kσ̂B(0)− σ̂A(τ)â†µk(τ)σ̂B(0)b̂k (B.10)

assim,

ẑ++ = [â†G(t), [â†G(τ), σ̂A(τ)σ̂B(0)]]

=

∞,∞∑

k,l=1

â†â†σ̂A(τ)µl(t)µk(τ)b̂lb̂kσ̂B(0)−
∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂lσ̂B(0)b̂k

−
∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂kσ̂B(0)b̂l +

∞,∞∑

k,l=1

σ̂A(τ)â†â†µl(t)µk(τ)σ̂B(0)b̂kb̂l

Analogamente determina-se ẑ+−, ẑ−+ e ẑ−− de forma a ser posśıvel escrever (B.4) como

ẑ = [Ĥ1I(t), [Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]]

= ~2{
∞,∞∑

k,l=1

â†â†σ̂A(τ)µl(t)µk(τ)b̂lb̂kσ̂B(0)−
∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂lσ̂B(0)b̂k

−
∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)â†µl(t)µk(τ)b̂kσ̂B(0)b̂l +

∞,∞∑

k,l=1

σ̂A(τ)â†â†µl(t)µk(τ)σ̂B(0)b̂kb̂l

+

∞,∞∑

k,l=1

â†âσ̂A(τ)µl(t)µ
∗
k(τ)b̂lb̂

†
kσ̂B(0)−

∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)âµl(t)µ
∗
k(τ)b̂lσ̂B(0)b̂†k

−
∞,∞∑

k,l=1

âσ̂A(τ)â†µl(t)µ
∗
k(τ)b̂†kσ̂B(0)b̂l +

∞,∞∑

k,l=1

σ̂A(τ)ââ†µl(t)µ
∗
k(τ)σ̂B(0)b̂†kb̂l

+

∞,∞∑

k,l=1

ââ†σ̂A(τ)µ∗l (t)µk(τ)b̂†l b̂kσ̂B(0)−
∞,∞∑

k,l=1

âσ̂A(τ)â†µ∗l (t)µk(τ)b̂†l σ̂B(0)b̂k

−
∞,∞∑

k,l=1

â†σ̂A(τ)âµ∗l (t)µk(τ)b̂kσ̂B(0)b̂†l +

∞,∞∑

k,l=1

σ̂A(τ)â†âµ∗l (t)µk(τ)σ̂B(0)b̂kb̂
†
l
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+

∞,∞∑

k,l=1

ââσ̂A(τ)µ∗l (t)µ
∗
k(τ)b̂†l b̂

†
kσ̂B(0)−

∞,∞∑

k,l=1

âσ̂A(τ)âµ∗l (t)µ
∗
k(τ)b̂†l σ̂B(0)b̂†k

−
∞,∞∑

k,l=1

âσ̂A(τ)âµ∗l (t)µ
∗
k(τ)b̂†kσ̂B(0)b̂†l +

∞,∞∑

k,l=1

σ̂A(τ)ââµ∗l (t)µ
∗
k(τ)σ̂B(0)b̂†kb̂

†
l}. (B.11)

Com as propriedades de traço:

Tr2(b̂
†
l b̂kσ̂B(0)) = Tr2(b̂kσ̂B(0)b̂†l ) = Tr2(σ̂B(0)b̂†l b̂k) = δlk 〈nk〉 ;

Tr2(b̂lb̂kσ̂B(0)) = Tr2(b̂
†
l b̂
†
kσ̂B(0)) = 0;

Tr2(b̂kb̂
†
l σ̂B(0)) = Tr2(b̂

†
l b̂
†
kσ̂B(0)) = 0;

Tr2(b̂kb̂
†
l σ̂B(0)) = Tr2(b̂

†
l σ̂B(0)b̂k) = Tr2(σ̂B(0)b̂kb̂

†
l ) = (1 + 〈nk〉)δkl;

Tr2(σ̂B(t)) = 1;

Tr1(σ̂A(t)) = 1. (B.12)

é posśıvel escrever

TrB[Ĥ1I(t), [Ĥ1I(τ), σ̂AB(τ)]] = ~2

∞∑

k=1

{(1 + 〈nk〉)[â†âσ̂A(τ)− 2âσ̂A(τ)â† + σ̂A(τ)â†â]

+ 〈nk〉 [−2â†σ̂A(τ)â + σ̂A(τ)ââ† + ââ†σ̂A(τ)]}. (B.13)

Assim, a equação mestra 2.28 assume a forma

dσ̂A

dt
= −i∆ω[â†â, σ̂A(t)] + A[â, σ̂A(t)â†] + A[âσ̂A(t), â†]

+ B[â†, σ̂A(t)â] + B[â†σ̂A(t), â], (B.14)

onde

A = πg(ω)2D(ω)(1 + 〈n(ω)〉), (B.15)

B = πg(ω)2D(ω) 〈n(ω)〉 , (B.16)

∆ω = P

∫ ∞

0

g(ωj)
2D(ωj)

ω − ωj

dωj, (B.17)

sendo D(ω) a função densidade que converte
∑

j −→
∫

D(ωj)dωj, e
∫ ∞

0

dη exp±i(ω − ωj)η = πδ(ω − ωj)± iP (
1

ω − ωj

) (B.18)

onde η = t− τ .

A forma padrão da equação mestra (B.14) na descrição de interação é

dσ̂A

dt
= −i∆ω[â†â, σ̂A(t)]

− γ̃

2
(1 + 〈nk〉)[σ̂A(t)â†â + â†âσ̂A(t)− 2âσ̂A(t)â†]

− γ̃

2
〈nk〉 [σ̂A(t)ââ† + ââ†σ̂A(t)− 2â†σ̂A(t)â]. (B.19)
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A temperatura nula, o sistema possui um número médio de fótons nulo, isto é, T = 0,

〈nk〉 = 0 e ∆ω ≈ 0, neste caso obtém-se a forma simplificada

dσ̂A

dt
= − γ̃

2
[σ̂A(t)â†â + â†âσ̂A(t)− 2âσ̂A(t)â†] (B.20)

sendo,

γ̃ = 2(A−B) = 2πg(ωj)
2D(ωj). (B.21)
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Apêndice C

Análise da medida de correlação

C.1 Um dos modos não-comprimido e outro comprim-

ido

Supondo a condição de apenas um dos modos estar inicialmente comprimido, ou seja,

S1(0, β) = 2υ1e
−2r1 > 1

S2(0, β) = 2υ2e
−2r2 < 1 (C.1)

se β = 0, isto é, se o sistema não estiver acoplado ao reservatório na ausência de dissipação:

S1(τ, 0) = 2(β1 cos2 τ + β2sen
2τ)− 2(η2

1 cos4 τ + η2
2sen

4τ − 2ση1η2 cos2 τsen2τ)1/2 (C.2)

S2(τ, 0) = 2(β2 cos2 τ + β1sen
2τ)− 2(η2

2 cos4 τ + η2
1sen

4τ − 2ση1η2 cos2 τsen2τ)1/2 (C.3)

a troca de compressão entre os modos ocorre em τ = τex quando:

S1(τex, 0) = S2(0, 0) (C.4)

o modo 1 assume identidade do modo 2

S2(τex, 0) = S1(0, 0) (C.5)

o modo 2 assume identidade do modo 1 ou seja, quando

τex = (n +
1

2
)π (C.6)
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C.1. UM DOS MODOS NÃO-COMPRIMIDO E OUTRO COMPRIMIDO

Em Y12(τex, 0) = 0 o sistema desemaranha, assim tem-se que:

sen(2τex) = sen(2(n +
1

2
)π) = sen(2nπ) cos π + cos(2nπ)senπ = 0,∀n (C.7)

Sendo

S1(τex, β) = e−2βτS1(τ, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) (C.8)

e

S2(τex, β) = e−2βτS1(τ, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) (C.9)

obtém-se que

lim
τ→∞

S1(τ, β) = (2ν + 1)

lim
τ→∞

S2(τ, β) = (2ν + 1) (C.10)

Com dissipação, isto é, com o sistema acoplado ao reservatório, β 6= 0, em τ = τex tem-se

S1(τex, β) = e−2βτexS1(τex, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ )

S2(τex, β) = e−2βτexS2(τex, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) (C.11)

S1(τex, β) = e−2βτexS2(0, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ )

S2(τex, β) = e−2βτexS1(0, 0) + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) (C.12)

nos instantes τex tem-se:

S1(τex, β) = e−2βτex2υ2e
−2r2 + (2ν + 1)(1− e−2βτ )

S2(τex, β) = e−2βτex2υ1e
−2r1 + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) (C.13)

onde

τex = (n +
1

2
)π; n ∈ Z+ (C.14)

Asssim,

S1(τex, β) < 1

2υ2e
−2(βτex+r2) + (2ν + 1)(1− e−2βτ ) < 1 (C.15)
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C.1. UM DOS MODOS NÃO-COMPRIMIDO E OUTRO COMPRIMIDO

com

z = 2ν + 1,

ξ = e−2βτex ,

G2 = 2υ2e
−2r2 < 1 (C.16)

Portanto,

G2ξ + z(1− ξ) < 1

(G2 − z)ξ + z < 1

(z − G2)ξ > z − 1

ξ >
z − 1

z − G2

e−2βτex >
z − 1

z − G2

−2βτex > ln
z − 1

z − G2

τex < − 1

2β
ln

z − 1

z − G2

=
1

2β
ln

z − G2

z − 1

(C.17)

sendo que

z − G2 > z − 1 (C.18)

uma vez que G2 < 1 Assim,

(n +
1

2
)π <

1

2β
ln

2ν + 1− G2

2ν

n <
1

2βπ
ln

2ν + 1− G2

2ν
− 1

2
, (β, ν 6= 0) (C.19)

No limite de temperatura nula, ν = 0, sendo

ln
2ν + 1− G2

2ν
= ln

2ν

2ν
[1 +

1

2ν
− G2

2ν
] (C.20)

tem-se

lim
ν→0

ln
2ν + 1− G2

2ν
= ∞ (C.21)

Como n < ∞ então há finitos intervalos de tempos nos quais o modo 1 assume um valor

de S1 < 1. Há n + 1 valores de tempos para os quais S1(τ, β) < 1 e há n + 1 intervalos de

tempo nos quais S1(τ, β) < 1.
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Apêndice D

Matriz M

D.1 Elementos da matriz das covariâncias

Sendo os elementos definidos por

qαβ =
1

2
〈qαqβ + qβqα〉 (D.1)

e a matriz Q = ‖qαβ‖ da forma q = (x̂1; p̂1; x̂2; p̂2) onde,

x̂k =

√
2

2
(âk + â†k) p̂k =

√
2

2i
(âk − â†k) (D.2)

com as relações inversas,

âk =
1√
2
(x̂k + ip̂k) â†k =

1√
2
(x̂k − ip̂k) x̂†k = x̂k p̂†k = p̂k (D.3)

de forma que

Q =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 q12 q13 q14

q21 q22 q23 q24

q31 q32 q33 q34

q41 q42 q43 q44

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (D.4)

Cujos elementos são dados por:

q11 =
1

2

〈
(â1 + â†1)

2
〉

(D.5)

q12 =
1

2

〈 1

2i
(â1 + â†1)(â1 − â†1) +

1

2i
(â1 − â†1)(â1 + â†1)

〉
(D.6)

q13 =
1

2

〈1

2
(â1 + â†1)(â2 + â†2) +

1

2
(â2 + â†2)(â1 + â†1)

〉
(D.7)

q14 =
1

2

〈 1

2i
(â1 + â†1)(â2 − â†2) +

1

2i
(â2 − â†2)(â1 + â†1)

〉
(D.8)
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D.1. ELEMENTOS DA MATRIZ DAS COVARIÂNCIAS

q21 =
1

2

〈 1

2i
(â1 − â†1)(â1 + â†1) +

1

2i
(â1 + â†1)(â1 − â†1)

〉
(D.9)

q22 = −1

2

〈
(â1 − â†1)

2
〉

(D.10)

q23 =
1

2

〈 1

2i
(â1 − â†1)(â2 + â†2) +

1

2i
(â2 + â†2)(â1 − â†1)

〉
(D.11)

q24 = −1

2

〈1

2
(â1 − â†1)(â2 − â†2) +

1

2
(â2 − â†2)(â1 − â†1)

〉
(D.12)

q31 =
1

2

〈1

2
(â2 + â†2)(â1 + â†1) +

1

2
(â1 + â†1)(â2 + â†2)

〉
(D.13)

q32 =
1

2

〈 1

2i
(â2 + â†2)(â1 − â†1) +

1

2i
(â1 − â†1)(â2 + â†2)

〉
(D.14)

q33 =
1

2

〈
(â2 + â†2)

2
〉

(D.15)

q34 =
1

2

〈 1

2i
(â2 + â†2)(â2 − â†2) +

1

2i
(â2 − â†2)(â2 + â†2)

〉
(D.16)

q41 =
1

2

〈 1

2i
(â2 − â†2)(â1 + â†1) +

1

2i
(â1 + â†1)(â2 − â†2)

〉
(D.17)

q42 = −1

2

〈1

2
(â2 − â†2)(â1 − â†1) +

1

2
(â1 − â†1)(â2 − â†2)

〉
(D.18)

q43 =
1

2

〈 1

2i
(â2 − â†2)(â2 + â†2) +

1

2i
(â2 + â†2)(â2 − â†2)

〉
(D.19)

q44 = −1

2

〈
(â2 − â†2)

2
〉
. (D.20)

Escrevendo os elementos qαβ na forma expĺıcita tem-se

q11 =
1

2

(
〈â2

1〉+ 〈â†21 〉+ 2〈â†1â1 +
1

2
〉
)

(D.21)

q12 =
1

2i

(
〈â2

1〉 − 〈â†21 〉
)

(D.22)

q13 =
1

2

(
〈â1â2〉+ 〈â1â

†
2〉+ 〈â2â

†
1〉+ 〈â†1â†2〉

)
(D.23)

q14 =
1

2i

(
〈â1â2〉+ 〈â†1â2〉 − 〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â†2〉

)
(D.24)

q21 =
1

2i

(
〈â2

1〉 − 〈â†21 〉
)

(D.25)

q22 = −1

2

(
〈â2

1〉+ 〈â†21 〉 − 2〈â1â
†
1 +

1

2
〉
)

(D.26)

q23 =
1

2i

(
〈â1â2〉+ 〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â2〉 − 〈â†1â†2〉

)
(D.27)

q24 = −1

2

(
〈â1â2〉+ 〈â†1â†2〉 − 〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â2〉

)
(D.28)

q31 =
1

2

(
〈â1â2〉+ 〈â†1â†2〉+ 〈â†1â2〉+ 〈â1â

†
2〉

)
(D.29)

q32 =
1

2i

(
〈â1â2〉 − 〈â†1â2〉+ 〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â†2〉

)
(D.30)

q33 =
1

2

(
〈â2

2〉+ 〈â†22 〉+ 2〈â2â
†
2 +

1

2
〉
)

(D.31)

q34 =
1

2i

(
〈â2

2〉 − 〈â†22 〉
)

(D.32)
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D.2. RELAÇÃO ENTRE OS ELEMENTOS Qαβ E Mαβ

q41 =
1

2i

(
〈â1â2〉+ 〈â†1â2〉 − 〈â1â

†
2〉 − 〈â†1â†2〉

)
(D.33)

q42 = −1

2

(
〈â1â2〉 − 〈â†1â2〉 − 〈â1â

†
2〉+ 〈â†1â†2〉

)
(D.34)

q43 =
1

2i

(
〈â2

2〉 − 〈â†22 〉
)

(D.35)

q44 = −1

2

(
〈â2

2〉+ 〈â†22 〉 − 2〈â2â
†
2 +

1

2
〉
)
. (D.36)

D.2 Relação entre os elementos qαβ e Mαβ

A matriz M, cujos elementos são escritos em termos dos operadores bosônicos assume a

forma

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

〈â1â1〉 〈â1â2〉 〈â1â
†
1〉 〈â1â

†
2〉

〈â2â1〉 〈â2â2〉 〈â2â
†
1〉 〈â2â

†
2〉

〈â†1â1〉 〈â†1â2〉 〈â†1â†1〉 〈â†1â†2〉
〈â†2â1〉 〈â†2â2〉 〈â†2â†1〉 〈â†2â†2〉

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

M11 M12 M13 M14

M21 M22 M23 M24

M31 M32 M33 M34

M41 M42 M43 M44

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (D.37)

onde a relação entre os elementos qαβ e mαβ é dada por:

q11 =
1

2
(M11 + M33 + 2M13 + 1) (D.38)

q12 =
1

2i
(M11 −M33) (D.39)

q13 =
1

2
(M12 + M32 + M14 + M34) (D.40)

q14 =
1

2i
(M12 + M32 −M14 −M34) (D.41)

q21 =
1

2i
(M11 −M33) (D.42)

q22 = −1

2
(M11 + M33 − 2M13 − 1) (D.43)

q23 =
1

2i
(M12 −M32 + M14 −M34) (D.44)

q24 = −1

2
(M12 −M32 −M14 + M34) (D.45)

q31 =
1

2
(M12 + M32 + M14 + M34) (D.46)

q32 =
1

2i
(M12 −M32 + M14 −M34) (D.47)

q33 =
1

2
(M22 + M44 + 2M24 + 1) (D.48)

q34 =
1

2i
(M22 −M44) (D.49)

q41 = − 1

2i
(M12 + M32 −M14 −M34) (D.50)
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q42 = −1

2
(M12 −M32 −M14 + M34) (D.51)

q43 =
1

2i
(M22 −M44) (D.52)

q44 = −1

2
(M22 + M44 − 2M24 − 1). (D.53)
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