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RESUMO

A implementacao de processos em Computacao Quantica bem como a transmissao e con-
trole de informacgao quantica em sistemas fisicos realistas, precisam levar em consideragao os
efeitos do acoplamento do sistema com o ambiente, representado por reservatorios térmicos.
Neste trabalho considera-se o estudo do efeito do ambiente nas propriedades quanticas de
cada modo em um sistema de modos bosonicos fracamente acoplados (os modos eletro-
magnéticos na cavidade acoplada). E aplicado um método alternativo, baseado no Hamil-
toniano Quadratico efetivo nao Hermitiano, a fim de compreender como determinar a
evolucao temporal da funcao de Wigner do sistema sob estudo; é apresentada a técnica do
propagador da funcao de Wigner e a solugao especifica. Além disso, a evolugao temporal
dos segundos momentos nao-simetrizados ¢ determinada exatamente para o caso especial
de estados iniciais gerais Gaussianos para ambos os modos, na presenca do reservatério
térmico. Analisa-se como a compressao e a pureza de cada modo bem como o emara-
nhamento entre eles evoluem no tempo sob dissipacao, comparado ao caso da auséncia de
reservatorio. Para esse proposito, sao brevemente consideradas algumas técnicas aplicadas
ao estudo da informacao quantica e medidas de correlagao quantica para sistemas quanticos
de muitas partes, sendo aqui somente aplicado a sistemas de duas partes. Este trabalho é
concluido com uma analise numérica das propriedades quanticas em termos dos parametros
do estado inicial e algumas perspectivas futuras sao apresentadas a fim de generalizar estes

resultados.

Palavras-chave: Emaranhamento, dissipacao, compressao, correlacoes quanticas.



ABSTRACT

The implementation of processes of Quantum Computation as well as the transmission and
quantum information control in realistic physical systems, must take in account the effects
of the coupling of the systems with the environment, represented by thermal reservoirs.
In this work it is considered the study of the effects of the environment in the quantum
properties of each modes in a system of weakly coupled bosonics ones (the electromagnetic
modes in the coupled cavities). It is applied an alternative method, based on effective
non Hermitian Quadratic Hamiltonian, in order to understand how to determine the time
evolution of the Wigner function of the system under study; the technique of Wigner fun-
tion propagator and a specific solution is presented. In addition, the time evolution of the
non symmetric second moments is exactly determined for the special case of initial general
Gaussian states for both modes, in the presence of thermal reservoir. It is analyzed as the
squeezing and the purity of each mode as well as the entanglement among them evolve
in time under dissipation, compared to the case of reservoir absence. For this purpose, it
is briefly considered some techniques applied the study of the quantum information and
measures of quantum correlations for quantum multipartite systems, here only applied to
a bipartite system. This work is concluded with some numerical analysis of the quantum
properties in terms of initial state parameters and gives some future perspective in order

to generalize our results.

Keywords: Entanglement, dissipation, squeezing, quantum correlations.
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Capitulo 1

Introducao

O computador é um objeto fisico e o processo computacional, seja ele efetuado por
qualquer hardware, é um processo que obedece as leis da Fisica. Sendo a Mecanica Quantica
uma teoria fisica fundamental, torna-se natural pensar em uma maquina que realize o
processamento de informacoes num nivel tal que a superposicao e o emaranhamento de
estados quanticos possam ser utilizados como um novo tipo de recurso operacional. Foi
desta idéia, formalizada por Deutsch num artigo em 1985 [1], que surgiu uma nova area de
pesquisa que reune a Matematica, a Fisica, e as Ciéncias da Computacao, conhecida por
Computacao Quantica.

A Informagao Quantica surgiu como um campo distinto de pesquisas somente a partir
da segunda metade da década de 1990. Contudo, ela teve origem muito antes gragas a
contribuigoes dos precursores da Fisica Quantica, e especialmente em dois trabalhos fun-
damentais publicados em 1935: o de Schrodinger [2], no qual ele discute a possibilidade
da existéncia, no mundo cldssico, de superposicoes coerentes! de estados classicamente dis-
tintos (discussdo associada ao paradoxo chamado de “gato de Schrdodinger”, o qual trata
da possibilidade de ser encontrada uma superposigao dos estados vivo e morto); e o de
Einstein, Podolski e Rosen [3], no qual os autores discutem diversos aspectos relaciona-
dos com estados emaranhados ou entrelacados?, em que sistemas separados espacialmente

guardam correlacoes quanticas, dando origem a efeitos nao locais.

1Os estados puros (superposicdes coerentes) possuem um vetor de estado |1), que permite saber em
que estado o sistema se encontra. Quando nao é possivel saber em que estado o sistema se encontra, diz-se
que ele é uma mistura estatistica (superposicao incoerente), pois existe probabilidade p; do sistema estar

no estado |¢;) de uma base ortonormal {|i;)}.
2do inglés entangled states.
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Os computadores quanticos baseiam-se em estados emaranhados de um grande nimero
de subsistemas [4-7]. Um obstédculo ainda existente para a realizagao pratica desses dis-
positivos é o fenomeno da decoeréncia, proveniente da interacao destes sistemas com o am-
biente, o que resulta em uma rapida destruicao das caracteristicas quanticas, impedindo a
realizacao da computacao. A decoeréncia implica a degradacao dos efeitos de interferéncia
quantica, manifestando-se na existéncia de superposicao quantica, devido a interacao com
o ambiente [8]. Este é exatamente o mesmo fenomeno que impede a existéncia do “gato de
Schrodinger” | pois, superposigoes coerentes de estados classicamente distintos sao rapida-
mente destruidas, de modo que as caracteristicas quanticas da superposicao desaparecem,
dando lugar a uma mistura estatistica classica [9].

A teoria de Informacao Quantica é muito importante para a compreensao dos proces-
sos quanticos envolvidos no processamento, transmissao e armazenamento da informagao
quantica. A implementacao de processos, bem como a transmissao e controle da informagcao
quantica em sistemas fisicos realistas devem considerar os efeitos do acoplamento dos sis-
temas de interesse com o meio ambiente. Supondo a existéncia de um reservatério térmico,
representando o ambiente, que pode interagir com o sistema quantico, como a transferéncia
ou o armazenamento da informacgao podem ser afetados pela existéncia desse reservatério
térmico?

Um exemplo fisico usual de sistemas quanticos de variaveis continuas é formado por mi-
crocavidades acopladas tendo seu campo eletromagnético modelado por modos bosonicos
[10]. Tem sido estudado o problema da troca de informacao quantica ideal (sem considerar
o efeito do ambiente), medidas de correlacdo quantica e propriedades quanticas (com-
pressao, pureza) no modelo de modos acoplados, descritos por operadores Hamiltonianos
Hermitianos® quadrdticos [10-13].

Contudo, na literatura também é avaliada a importancia em considerar os efeitos do
ambiente sempre que o objetivo trata-se de entender fenomenos quanticos mais realistas e
precisos envolvidos nas interagoes mecanicas dos modos acoplados. O efeito do ambiente,
modelado por reservatorios térmicos, para uma ampla classe de propriedades quanticas de
um sistema quantico bosonico é um problema bastante conhecido [14-22].

H4 trabalhos interessantes no estudo de modos acoplados na presenca do ambiente. Na

3Um operador A é chamado Hermitiano ou auto-adjunto se ele é igual ao seu operador adjunto, ou seja,

A= Al
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referéncia [23] sdo consideradas as propriedades da dindmica quantica de duas cavidades
acopladas onde ha um acoplamento com um reservatério. Um esquema geral para o controle
da decoeréncia foi discutido num modelo de dois osciladores dissipativos acoplados [24,25].
O comportamento da compressao num sistema de um oscilador acoplado for¢ado foi consi-
derado na referéncia [26] onde, no regime perturbativo, mostrou que o grau de compressao
dos modos independe da taxa de amortecimento do oscilador harmonico. Na referéncia [27]
é apresentado como a interacao com o ambiente influencia o comportamento dinamico
do emaranhamento para dois modos comprimidos no estado de vacuo acoplados a um
reservatorio térmico.

Trabalhar os métodos analiticos para o tratamento de sistemas quanticos com dis-
sipagao, analisar a relagao entre emaranhamento e troca de propriedades quanticas, bem
como os efeitos do ambiente nas propriedades quanticas gerais de sistemas acoplados, em

4 s@o os objetivos a serem alcancados neste

se considerarando estados iniciais Gaussianos
trabalho.

Para atingir tais objetivos organizou-se esta dissertacao da seguinte forma: no capitulo
2 sao revisados alguns aspectos fundamentais dos efeitos do ambiente nas propriedades de
informacao quantica em um sistema composto por um tinico modo eletromagnético.

No capitulo 3 discute-se o sistema composto por duas cavidades acopladas modeladas
por osciladores harmonicos ou modos eletromagnéticos interagindo com o ambiente re-
presentado por um reservatério térmico. Aplica-se um método geral para Hamiltonianos
quadréticos [28] a fim de determinar a evolu¢ao da matriz densidade do sistema linear por
meio do propagador da Fungao de Wigner [29].

No capitulo 4 determina-se a evolugao temporal da matriz nao simetrizada dos mo-
mentos de segunda ordem para o caso de estados Gaussianos gerais. Sao apresentadas as
propriedades de estados que sao utilizadas para examinar o processo da transmissao de
informagao: compressao e pureza. Foi analisado o efeito dos parametros do reservatério
no processo da troca de informacoes entre os dois modos acoplados®, bem como nas pro-

priedades da correlacao quantica por meio de critério apropriado. O problema da troca de

informacao quantica e das medidas de correlacao quantica é estudado neste capitulo.

4Em estados Gaussianos inicialmente nao hé correlacdo entre os modos e dos modos com o reservatério.
5Microcavidades acopladas, com seu campo eletromagnético quantizado, formam um exemplo usual de

sistema de duas partes com varidveis continuas quanticas [30].
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No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho e apresentadas as

perspectivas futuras criadas a partir deste estudo.
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Capitulo 2

Sistemas dissipativos em Mecanica

Quantica

Sistemas dissipativos sao aqueles em que ocorrem perdas de energia, massa ou até
mesmo informacgao no decorrer do tempo devido a interagao com o meio envolvente do
sistema considerado. Estas perdas representam um importante papel na fisica e em geral
elas nao podem ser evitadas, apenas parcialmente controladas, explicando assim, a im-
portancia em tratar sistemas dissipativos. Neste capitulo sera apresentada uma breve
revisao da teoria quantica para um sistema dissipativo particular que consiste de um tnico
oscilador harmonico acoplado a um reservatorio térmico, composto por um numero in-
finito de osciladores harmonicos ou modos do campo eletromagnético quantizado. Com o
operador densidade, sao eliminadas as variaveis do reservatorio e é obtida uma equacao
diferencial para aquele operador densidade reduzido na representacao de Schrodinger para

o subsistema de interesse, o modo da cavidade.

2.1 O sistema acoplado ao reservatorio

O proposito principal, nesta se¢ao, é revisar algumas propriedades do oscilador harmo-
nico quantico de freqiiéncia bem definida e a evolucao temporal de um sistema quantico
dissipativo. A partir da equacao de Liouville, tomando o trago sob as variaveis do reser-
vatorio, é determinada uma equacao diferencial de evolucao temporal para o operador
densidade reduzido, também chamada de equagao mestra.

Em esséncia o sistema a ser abordado consiste de uma cavidade quantica, modelada por

18



2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATORIO

um modo bosonico, em contato com o ambiente, representado por um reservatério térmico,
modelado por infinitos modos bosonicos.
A cavidade é modelada por um oscilador harmonico descrito pelo Hamiltoniano definido
oy 1
positivo

. 1
H, = ma*a+§, (2.1)

onde w é a freqiiéncia do oscilador, a' e @ sdo, respectivamente, os operadores de criacdo e

aniquilacao de fotons, satisfazendo a relacao de comutagao
[a,a'] = 1. (2.2)

O produto afa é chamado de operador nimero e o espectro desse operador N = afa

consiste em inteiros nao negativos n = 0,1, 2, ... O espectro do Hamiltoniano ¢ dado por

E, = hx.u(n + %) (2.3)

e os autovetores normalizados correspondentes sao designados por

In) = \/%(a*)wm, n=012 ., (2.4)

determinados a partir do estado de vacuo |0) tal que al0) = 0. Os estados (2.4) sdo

ortogonais [31] e satisfazem as propriedades
aln) = v/nln — 1), a'ln) = vVn+1n +1), (2.5)

as quais permitem calcular elementos de matriz para qualquer variavel dinamica. Além dos
estados de Fock Eq. (2.4), sao de relevante importancia neste estudo, os estados quanticos
mais gerais como o coerente, o comprimido e o térmico [32].

O ambiente representado pelo reservatorio térmico é modelado por um conjunto de

infinitos osciladores harmonicos, descrito pelo Hamiltoniano
o0
Hp = Y hwblby, (2.6)
j=1

sendo b} e b; respectivamente, os operadores de criacao e aniquilagao relativos ao j-ésimo

modo do reservatoério, que obedecem as relagoes de comutacao

~

[0;,0] = 66, j,k=1...00, (2.7)

'Um operador definido positivo é representado por uma matriz real e simétrica, isto é, seus autovalores

sa0 numeros reais, positivos e nenhum deles é nulo
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATORIO

onde a notagao d;; é chamada Delta de Kronecker definida por

0, se 1#].

O acoplamento entre o sistema e o reservatério é da forma geral XX, que contém
termos do tipo &IA);, dTl;j, d@} e déj. Neste trabalho é utilizada a aproximacao de onda-
girante. Com esta aproximacao restam somente os termos do tipo dTl;j e d@; (33]. E possivel
justificar a utilizagao de tal aproximacao considerando que se nao houvesse interacao entre
o sistema e o reservatorio, os operadores a e l;j evoluiriam no tempo, respectivamente, como
a(t) = ae~™ot e b,(t) = bje~™°'. Supondo que exista interagao, mas que a evolucao livre dos
operadores nao seja perturbada fortemente, os termos dTl;j e &ZA)} evoluem aproximadamente
como eF@i—w0)t que é aproximadamente igual a 1 para os modos que conservam energia
(w; & wp), enquanto que os termos &Tl;} e ab; evoluiriam aproximadamente como e*#(@st«0)t,
e portanto variariam muito rapidamente. Para tempos longos? comparados a Wy 1, estes
termos apresentariam um efeito médio aproximadamente nulo, sendo possivel despreza-los.

O sistema completo, cavidade em interacao com o ambiente, é descrito pelo Hamilto-
niano completo na descricao de interacao, escrito como a soma de duas partes que nao

dependem explicitamente do tempo
ﬁ:ﬁo—Fﬁl, (29)

onde I:IO = H A+ H B € H 1 ¢ o Hamiltoniano de interacao entre o sistema e o reservatoério,
escrito na forma
(e.)
Hy, =) hg;(a'b; + abl). (2.10)
j=1
Assim, o Hamiltoniano completo assume a forma explicita
o0 (o)
H =hwa'a+ Y hwblh; + > hg;(a'd; + abl), (2.11)
j=1 J=1
onde w ¢ a freqiiéncia do oscilador do modo da cavidade, w; a freqiiéncia do j-ésimo modo
do reservatorio e os g; sao parametros reais, constantes de acoplamento da interacao entre
sistema e reservatério [27]. O fator 1/2 em H, dado pela Eq. (2.1) pode ser suprimido por

nao ser relevante para o calculo da evolugao temporal do operador densidade.

2por exemplo, o tempo de decaimento yv~! do modo na cavidade, onde 7 é a constante de relaxamento
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATORIO

Uma questao natural para um sistema de muitas partes é definir o estado de uma tunica
parte. Ou seja, descrever o resultado de todos os possiveis testes realizados sobre uma das
partes. Neste caso consideram-se sistemas de duas partes, sem perder a generalidade, pois,
é sempre possivel considerar a parte de interesse como uma parte e todas as demais como a
outra. Assim, denotando as variaveis do sistema por A e as do reservatorio por B, todas as
propriedades estatisticas do sistema-reservatério podem ser obtidas do operador densidade
do sistema completo, pap(t), e as propriedades de cada parte sdo determinadas por meio

do operador densidade reduzido obtido pela operacao de trago parcial sobre a outra parte,

isto é,
pa=Tep(pas) = Y _(Blpas|B), (2.12)
B
pp =Tra(pas) = Y (AlpaslA). (2.13)
A

O operador p4 contém toda a informagao de A, e nenhuma informacao sobre B. Da
mesma forma que o operador pp contém toda a informacao de B, e nenhuma informacao
sobre A.

O operador densidade satisfaz a uma equacao diferencial, denominada equacao de
Liouville [34], que para o sistema completo é escrita na forma

dpan
dt

ih — [H, pap| = Hpap — papH. (2.14)

Dentre as descrigoes de Heisenberg, de Schrodinger e de interacao, em geral, é conve-
niente trabalhar na de interagao. Nessa descrigao é possivel introduzir um operador de

evolugao unitario associado somente a parte Hy do Hamiltoniano [31]:

~ A

Uo(t, ty) = e Holi=to), (2.15)

Assim, a dependéncia temporal do Hamiltoniano H; 1(t) provém dos operadores Ug (t,to) e

Uo(t,t()), iStO é3,
Hyp(t) = Ul (t, t0) HyUp(t, to). (2.16)

Na descricao de interacao os operadores A;(t) satisfazem a equagao do movimento

L dA - L 0A
Zhd_t[ = [A], H[)[] + Zha—tl, (217)

3foi utilizada a notacio Hy;(t),k = 0,1 para denotar o Hamiltoniano Hj, na descricio de interacao.
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATORIO

onde Hy; diz respeito apenas ao operador Hamiltoniano dos modos e do reservatoério
Hor(t) = Ul (t, t0) HoUp (t, to). (2.18)

Em correspondéncia, o vetor de estado |¥,(t)) satisfaz a equacao

Oy (t .
m% = Hyf| V(1)) (2.19)
onde Hy; é dado na Eq. (2.16) [35].

Conforme a transi¢ao realizada no apéndice (A.1), a equacao de Liouville na descrigao

de interacao é escrita na forma

O T
dt = _ﬁ[HH;O'AB(t)] (220)

onde g 4p € o operador densidade na descricao de interacao e Hy; é a parte do Hamiltoniano
responsavel pela interagao entre o sistema e o reservatério, conforme apéndice (A.2), escrito

na forma:

H; = RG®)a +G(#)al, (2.21)
onde o tempo ¢ é um parametro real e G(t) um operador, que atua apenas no espago de

estados do reservatorio, dado por

G(t) =) gibjexpli(w — w;)t]. (2.22)

j=1
Integrando a equacao de Liouville, a fim de obter o operador densidade, tem-se

1

Gapt) = aAB(0)+% /0 [Hy/(7), 6 5(7)]dr, (2.23)

e, substituindo esse resultado de d45(t) no comutador do lado direito da equacao (2.20)

obtém-se a seguinte equacgao diferencial para o operador densidade:

1

Vi (g, 6a5(0)] — o / A (®), [Hu(7) oap(r)ldr. (224)

dt il
Esta equacao diferencial é exata, trata-se da equagao (2.14) escrita em uma forma conve-
niente onde é possivel identificar aproximagoes razoaveis. Assumindo que nao hé correlacao
entre o sistema e o reservatério no instante inicial ¢ = 0, tem-se que pap(0) = d45(0), fa-

torado como

645(0) = 64(0) ® 65(0), (2.25)
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2.1. O SISTEMA ACOPLADO AO RESERVATORIO

onde 64(0) e 5(0) s@o os operadores densidade reduzidos no instante inicial, dados por [36]

oa(0) = |[s)(s], (2.26)
exp(—fiw;blb: /hs
65(0) = L, exp hw]bjzfﬂ{k ) : (2.27)
TrBHjeXp(—ﬁwjbjbj/kBT)

sendo kg a constante de Boltzmann e 1" a temperatura do reservatorio.

Com o intuito de analisar apenas as propriedades fisicas do sistema, calcula-se o trago
sobre as variaveis do reservatoério, obtendo-se entao
A t

L. gl 0. (7). ()l (2.28)

onde, para simplificar, foi eliminado o termo %.L[[:II 1,045(0)], assumindo que
Trg[Hy;(t),645(0)] = 0. (2.29)
Isto ¢ garantido se os operadores do reservatério acoplados ao sistema assumem valor zero
no estado do operador densidade do reservatério no instante inicial (65(0)), uma condigao
que sempre pode ser assumida incluindo Trg(H; ®65(0)) no Hamiltoniano do sistema [36].
O reservatério térmico é suficientemente grande de modo a ser inalterado por seu acopla-
mento ao sistema. Além disso, considerando que a dissipacao destréi a memoria do passado

no sistema, e, que sistemas Markovianos dependem somente do estado presente [36], torna-

se possivel usar a aproximacao Markoviana
da(T) = 04(t) @ 65(0) + O(2), (2.30)
na equagao (2.28). Com a aproximacao Markoviana é possivel escrever,
[H11(t),54(7) @ 65(0)] = [Aat @ Gt) +a®GHt)),64(t) @ 65(0)]
= (@' ® G()),64(t) ® 65(0)]
+ h[(a® GT(1)),64(t) ® 65(0)], (2.31)
onde G(t) depende linearmente de b; e 13; e
Trp{b; exp(—hw;blb;/ KpT)} = 0. (2.32)

A fim de escrever a equagao (2.28) na forma explicita, foi calculado o comutador duplo

no apéndice B obtendo a equagao mestra do sistema na descri¢ao de Interagao [37]:

do .
% = —iAwla'a,64(t)]
- %(1 + () [Gabata + alada(t) — 2a64(t)aT]
- % (n) [64(t)aat + aatea(t) — 2at64(t)al, (2.33)

23



2.2. TRANSICAO PARA A DESCRICAO DE SCHRODINGER

onde Aw é o termo que muda ligeiramente a freqiiéncia do modo, (n) o nimero médio de
fotons da média térmica e 4 é o parametro que descreve o acoplamento entre o sistema e

o reservatério. Foi assumido [33] ¥ = 2(A — B) = 2ng(w)?*D(w), com

A = 71g9(w)*DWw)(1+ (n(w))), (2.34)
= mg(w)’D(w) (n(w)), (2.35)
Ny o i o

sendo D(w) a fungao densidade de estados a qual converte somatdria em integragao,
>, — | D(w;)dwj, tal que D(w;)dw; fornece o niimero de osciladores com freqiiéncias no

intervalo de w; a w; + dw; e

/ dnexp ti(w — wj)n = mo(w — w;) £ iP( ), n=t—r, (2.37)
0

W — wj
onde P indica o valor principal de Cauchy.

A equacao mestra traz toda a informacgao estatistica do sistema de interesse e ainda
tem duas importantes propriedades: (a) é Hermitiana, isto é, 61, (t) = .4(t); (b) o operador

densidade reduzido é normalizado, ou seja, Trad4(t) = 1 para todos os tempos ¢.

2.2 Transicao para a descricao de Schrodinger

E sempre possivel escrever a equac¢ao mestra do sistema (2.33) na descri¢ao de Schrodinger,
fazendo a transicao conforme sera apresentado a seguir.

Seja o operador densidade do sistema, na descricao de Schrédinger escrito na forma,
. T~ (AN
pi(t) = exp{—ﬁHAt}aA(t) exp{ﬁHAt}, (2.38)
e realizando a derivada de (2.38) em relagdo ao tempo obtém-se

() i i i deat)
el ﬁHAm(t)Jrﬁpl(t)HAJrexp{ ﬁHAt} 7

exp{%]:!At}. (2.39)

Substituindo na Eq. (2.39) a equacao para o operador ¢1(t) dada na Eq. (2.33),

obtém-se
W) g o)+ L py () FLa — expl— L FatYiBw]ata, 6.4(8)] expl - FLat}
di = hA,OI hm A PhA yOA phA

exp{—%ﬁAt}(l + ) [6a(t)ata + atas a(t) — 2a64(t)al] exp{%ﬁAt}

DO |21 DO |2

exp{—%ﬁAt} (n) [64(V)aa" + aatea(t) — 2at64(t)a) exp{%ﬁAt}. (2.40)
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A equagao (2.40) pode assumir a forma explicita aplicando a propriedade distributiva &
direita e a esquerda, em relacao aos termos exponenciais exp{+; Ht}. Neste caso, usando
o indice S para indicar que o operador esta na descricao de Schrodinger, da mesma forma

que o indice [ indica a descricao de interacao, e sendo a equacao de transicao dada por
1 i o~
Ag = exp{—ﬁHAt}AI exp{ﬁHAt}, (2.41)

e ainda, tendo que exp{—%ﬁAt} exp{%[:IAt} = exp{—%(f[A — H,)t} =1 torna-se possivel

escrever a Eq. (2.40) na forma

dp (S . I
G il = —ibufilis ()
= S+ ) [puakas + abasp(t) — 2asp (1))
= 5 () [@asal + asalpn (1) - 2k (t)as) (2.42)

Na Eq. (2.42) tem-se a equagao mestra do sistema composto por um tnico modo
acoplado a um reservatorio térmico na descricao de Schrodinger. Tanto os resultados
da Eq. (2.42) quanto os da Eq. (2.33) conduzem as mesmas conclusoes estatisticas das
grandezas fisicas a respeito das propriedades dinamicas do sistema que descrevem. O valor

médio de um observavel na descricao de interagao é escrito na forma,
<A[> = TI"(A](s'A(t)), (243)
e na descrigao de Schrédinger, a partir das equagoes (2.38) e (2.41), tem-se

(As) = Tf(Asm(t)') | | |
= Tr(exp{—%ﬁAt}AI exp{%ﬁAt} exp{—%ﬁAt}&A(t) exp{%ﬁAt})
- Tr(exp{—%ﬁAt}AﬁA(t) exp{%ﬁAt}). (2.44)

Pela propriedade ciclica do trago Tr(ABC') = Tr(BCA) tem-se para a equagao (2.44),

(Ag) — Tr(exp{%]:lAt}exp{—%]:lAt}A[éA(t))
— Te(AsGa(t)). (2.45)

Portanto, da Eq. (2.43) e Eq. (2.45) tem-se finalmente que
(Ar) = (As), (2.46)

ou seja, para um observavel qualquer A, seu valor médio é o mesmo nas descrigoes de

interacao e de Schrodinger.
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2.3 Valor esperado de quantidades fisicas

O valor esperado é um dos conceitos mais relevantes da teoria de probabilidade e tem um
importante papel na fisica. Neste trabalho ele sera utilizado para determinar os elementos
da matriz de covariancias, a partir dos quais torna-se possivel determinar as medidas de
correlacao quantica. Por exemplo, no sentido ilustrativo, o cdlculo do valor esperado (a')(t)

é realizado a partir da operacao de traco parcial
(a')(t) = Tra(6a(t)aj(t)), (2.47)

sendo d}(t) o operador de criagao na descricao de interagao, dado por

al(t) = exp(iwatat)a’ exp(—iwatat) = al exp(iwt). (2.48)

Derivando a Eq. (2.47) em relacao ao tempo, encontra-se

at
dia")(t) i[TrA(gA(t)dT(t))eXp(iwt)]

dt dt
t
= Tr A 8UA (

)&T exp(iwt) + iwo A (t)al exp(iwt)|, (2.49)

e usando a forma da equagao mestra dada no apéndice (B.14) torna-se possivel escrever a

equacao diferencial como

WO i+ Aup(al) 1) — (A B)a) ). (2.50)

cuja solugao é dada [36] na forma

(@)(t) = (@)(0) expliw + Aw)rlexp (- %t) (2.51)

Usando o mesmo procedimento também é possivel encontrar o valor esperado de um
produto de operadores como por exemplo (a'a)(t), em que a equacao diferencial bem como

sua solucao sao dadas, respectivamente, por:

WO~ _sarayn - o). (252
@A) = (a1a)(0)esp(—31) + ({1 — exp(30). 25

A partir de (a)(t) e (a'a)(t) determina-se todas as propriedades fisicas para estados
Gaussianos, os de interesse para o estudo que seguira. Uma interessante propriedade é que

(aTa)(t) |—oo— (n), a qual tem a seguinte interpretacao: Ao longo do tempo, o oscilador
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2.3. VALOR ESPERADO DE QUANTIDADES FISICAS

em contato com o banho térmico adquire temperatura com o mesmo numero médio de
fotons que a média térmica.

A partir do valor esperado dos operadores de criacao e aniquilacao

g1 . o1 .
a = (wq_Zp)> a:m(WQ"i_Zp)a

onde ¢ e p sao as componentes de quadratura do campo eletromagnético dadas pelas

(2.54)

relagoes inversas
(a—a), (2.55)

é possivel calcular a posicao e o momento médio do oscilador, cujos resultados sao respec-

tivamente

") (1)), (2.56)
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que podem também ser escritos como

(@) = exp ( - %t) [(q)(O) coswt + <p3u(0)

(p)(t) = exp ( - %t) [— w(q)(0)senwt + (p)(0) cos wt]. (2.57)

senwt] ,

Finalmente, assumindo um estado inicial de incerteza minima, é possivel mostrar que
h
ApAg = 5{1 +2(n)[1 — exp(—~t)]}. (2.58)

O resultado dado na Eq. (2.58) mostra que para t — oo, ApAg — %h[l + 2(n)| que
representa o produto de incerteza para um féton térmico com freqiiéncia w.

Realizado este estudo preliminar para o sistema de um modo em contato com o reser-
vatorio torna-se possivel generalizar estes resultados para o caso de um sistema composto
por dois modos acoplados em contato com o reservatorio térmico, conforme sera apresen-
tado no capitulo seguinte, a fim de entender-se o efeito do reservatério na transferéncia de

informacao de um modo para outro.
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Capitulo 3

Efeito da dissipacao na Informacao

Quantica

Neste capitulo é realizada uma generalizagao do estudo feito no capitulo anterior, sendo
agora considerado os efeitos do ambiente nas propriedades de informagao quéantica em dois
modos bosonicos acoplados interagindo com dois reservatorios térmicos independentes a
temperaturas distintas. Mostra-se como um método alternativo baseado no Hamiltoniano
quadréatico nao Hermitiano pode ser aplicado para determinar a evolugao temporal da

fungao de Wigner.

3.1 Teoria quantica de sistemas dissipativos

Nesta secao o objetivo principal é entender o processo de transferéncia de informacao
em sistemas quanticos dissipativos. No contexto de sistemas dissipativos [38], as pro-
priedades quanticas de duas microcavidades acopladas interagindo com o ambiente podem

ser estudadas com o auxilio do operador Hamiltoniano escrito como [35]

2 00,2 00,2
H = Y hwdlar+ Y haog bl by + Y grg(afbi; + ardl )
k=1 G, k=1 4.k=1
+ Candy + pdnal + ptalay + Ealal, (3.1)

sendo que de agora em diante sera considerado um sistema de unidades onde A = 1.
Este operador Hamiltoniano descreve dois modos quanticos distintos acoplados em con-
tato com os seus respectivos reservatorios térmicos. Na Eq. (3.1) os operadores bosonicos

ayp € &L sao os operadores de aniquilacao e criagao relativos ao k-ésimo modo do campo
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eletromagnético com a freqiiéncia wy no interior da k-ésima cavidade. Os operadores IA)k,j
e IA),T” sao os operadores de aniquilagao e criacao relativos aos infinitos modos do k-ésimo
reservatorio com freqiiéncia wy, ;. Para o propdsito desse trabalho ¢ suficiente considerar
somente modos acoplados na aproximagcao de onda-girante (§ = £* = 0) com a constante
de acoplamento complexa p sendo o termo responsavel pela troca de informacao entre os
modos [13].

Toda a informacao estatistica do sistema pode ser obtida do operador densidade total,
pap(t). Em analogia a segao (2.1) os indices A e B referem-se, respectivamente ao sistema
de modos acoplados (12) e aos reservatorios (R;Rs2). Assim o operador densidade total
pap(t) satisfaz a equagao de Liouville do sistema completo escrita na forma

Z-d:éAB(t)

W — [ pan(t) (32

Com a condicao inicial de o sistema estar desacoplado, isto é, na auséncia de correlacao
quantica, ¢ possivel decompor o sistema como um produto de estados gerais, descrevendo

sistemas separaveis, ou seja,
pap(t) = pa(t) ® ps(t).

Analogo ao estudo do sistema composto por um 1inico modo acoplado ao reservatério,
¢ considerado que o reservatério grande o suficiente de modo a ser inalterado por seu

acoplamento com o sistema, tornando possivel usar a aproximacgao Markoviana,

~

pap(T) = pa(t) ® pp(0),
sendo p4 o operador densidade reduzido descrito por
pa(t) = Trp(pan), (3.3)

que esta relacionado com p4p pela operagao chamada trago parcial sobre as variaveis do
reservatorio. O operador densidade reduzido p4 contém toda a informacao relativa ao
sistema de dois modos sob efeito do reservatorio térmico. O operador densidade reduzido

na descri¢ao de interagao é escrito como
6143 = exp{iHst}ﬁAB eXp{—ngt}, (34)
onde Hg é o Hamiltoniano do sistema sem levar em consideracao o termo de interacao

do reservatério com o sistema (modos bosonicos interagentes), na aproximagao de onda-
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girante, dado por

2 00,2
Hy = Y wgafay+ @bl b + pardl + pajas. (3.5)
k=1 G k=1

Derivando a Eq. (3.4) em relagao ao tempo e multiplicando pela constante i obtém-se

Ao 4p(t A ipet s b
i dt( ) — ZE(@lHStpABe let)
A e e e e ~ A d s
— _HseletpAABe—let + eZHStﬁABe_ZHStHS + esztiEp"ABe—let

= [6an(t), Hs] + ¢S [H, pag(t)]e 15"

= [6AB(t)a[:[S - F]a (36)

onde F' é o operador Hamiltoniano completo do sistema na descrigao de interagao. Isto é,

F = ﬁs+ﬁ11+ﬁ2b (3.7)
sendo Hy; a parte do Hamiltoniano responsavel pela interacao entre o k-ésimo modo e seu

respectivo reservatoério, escrito na forma

Hy = > gejlafbe; + ab) ;). (3.8)

j
Assim, torna-se possivel reescrever a equacao de Liouville (3.6) na forma,

oap(t)
dt

= [Fh + B, Gan (1), (3.9)
de onde, analogo ao procedimento feito para um modo apenas, é possivel escrever
Hy+Hy = aGi(t) +alGi(t) + aGL(t) + alGa(t), (3.10)

sendo Gi(t) o operador associado ao espago do k-ésimo reservatoério, dado por

Gr(t) = ng,jf)kd expli(wy — @y ;)t]. (3.11)

J

Integrando a equac@o de Liouville (3.9) obtém-se

Gap(t) = 645(0) + % /0 [y (') + Hor(t'), 6.ap(t))dt, (3.12)

e combinando a Eq. (3.9) com a Eq. (3.12) tem-se,

Ganlt) 1. .
7 = ;[H11+H21,0AB(0)]
_ /0 By (8) + Bar (), By () + Fog (), 6.4 (£)]] (3.13)
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Tomando o trago sobre as variaveis do reservatorio a fim de obter a informagao somente
do sistema, (G12(t) = d4(t)) tem-se

doia(t)
dt

t
—/ Trp, g, [H11(t) + Har(t), [H1r(t") + Har(t'), 6 ap(t')]]dt’. (3.14)
0
Em (3.14) foi assumido que,
Trp, [ Hir + Har, 645(0)] =0, (3.15)

pois, em ¢ = 0 nao hé correlagao entre os sistemas e o reservatério. O comutador duplo da

Eq. (3.14) pode ser escrito na forma explicita como

[H11(t) + Hor(t), [Hi(t) + Har(t),645(t)]] = [Hur(t), [Hi(t), 6a5(t)]]
HHy (), [Hor(t), 6ap(¢)]] + [Har(8), [Hir(t), 6a5(¢)]] +  [Har(t), [Har(t), 645(t)]],

de modo que torna-se possivel reescrever a Eq. (3.14) como

doa(t t - . . .
Bl [ Do 0, 10, a0~ [ o [0, o) 050
0 0
t t
—/ Trp, g, [Hor(t), [Hi(t'), 6a5(t / Trp, o [Hor (), [Hor(t), 645 (t)]]dt .
0 0

que se reduz a forma

d&jt(t) B _/0 Trg, g, [Hyi(t), [His (1), 6a5(t)]] _/0 Trp, gy [Har (1), [Har (1), 6.a5()]).

Procedendo de forma similar no estudo do sistema de um modo obtém-se a equagao
mestra para o sistema de dois modos acoplados, cada um dos quais acoplado ao seu reser-
vatorio térmico distinto (nimero médio de fétons (ny)) na forma:

déra(t)
dt

S+ (m))(Guat)alan + alaron(t) - 2m6n(t)al)
— ?<n1>(612(t)d1&1 + dldJ{&lQ(t) — 2&15’12@)&1)
A [afa s V2 N IS Py .
— ZACUQ [azag, Ulg(t)] — (1 -+ <7L2>)(O'12(t>02612 + a2a20'12(t> — 2&2012(t)(l2)
—  Zny) (612(t)anal, + a2a5610(t) — 2a5612(t)as). (3.16)
Se os reservatorios térmicos sao idénticos, ambos estao a mesma temperatura, com o

mesmo numero médio de fétons (n;) = (ny) = (n). Se estdo igualmente acoplados aos

seus respectivos modos, tem-se y; = 4 = 4. Em resumo, no caso geral, a equacao mestra
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padrao, dada na Eq. (3.16) assume a forma compacta:

615 (t i 2 (7
Z& ® _ > iDwilafar, 612(t)] — ; {%(1 + (i) (G12(t)alag, + alagora(t)

k=1

. . Vi . A At A At At .
— 2a615(t)al) + 5<nk>(012<t)aka,1 + agalo1a(t) — 2a,1012(t)ak)}. (3.17)
Assim, a equagao (3.17) é a equagdo mestra padrdo para um caso particular de um
sistema quantico composto de dois modos do campo eletromagnético acoplados, na apro-
ximacao de onda girante, modelados por osciladores harmoénicos quanticos e interagindo
com reservatérios térmicos distintos, com seus respectivos nimeros médios de fétons (ng)

com constantes de relaxacao 7 distintas, na descricao de Interacao.

3.2 Transicao para a descricao de Schrodinger

Utilizando o procedimento andlogo ao feito para o sistema composto por um tinico modo
serd realizada a transicao da equacao mestra na descricao de interacao para a descricao de
Schrodinger. Seja o operador densidade do sistema, na descricao de Schrodinger escrito na

forma,
ﬁlg(t) = 6Xp{-’iﬁut}é’m(t> eXp{ingt}, (318)

onde, Hys é a parte do Hamiltoniano responsavel pela troca de informagao entre os modos,

na aproximagao de onda girante, escrito na forma

2
Hyy =Y wiilay + pasal + palas. (3.19)
k=1

Realizando a derivada de (3.18) em rela¢ao ao tempo obtém-se

dpr2(t)
dt

—ZH12p12(t) + Zplg(t)Hm + exp{—zngt}%alg (t) exp{zngt}
= —i[Hya, p12(t)] + exp{—zHIQt}Ealg(t) exp{iHiat}. (3.20)
Substituindo a equagao (3.17) no termo correspondente do lado direito da equagao

(3.20), usando o fato que
exp{—iH st} exp{iH ot} =1,

e ainda, que a transigao da descrigao de Schrodinger para descrigao de Interacao é feita
por meio de

AS = eXp{—iﬁlgt}A[ exp{iﬁlgt},
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3.2. TRANSICAO PARA A DESCRICAO DE SCHRODINGER

onde Ag representa o operador na descricao de Schrodinger e A; representa o mesmo
operador na descrigao de Interagao, obtém-se, andlogo ao resultado da Eq. (2.42) referente
ao sistema composto por apenas um modo,

2

b il put) = — S idanlafae, p(e)] — S {0+ () (pra(t)afa

dp12(t)
dt

+ajarpra(t) — 2arpi2(t)a)) + %{nk)(ﬁu(t)dkd,t + araf pro(t) — Zdlﬁlz(t)dk)}-

Substituindo o Hamiltoniano H;» dado em (3.19), torna-se possivel reescrever a equagao

mestra na forma explicita

2
dprat . St Tutalas + uaial. b
pi;t( ) + Zl(wk + Awy)[afar, pra(t)] = —i[u*alas + paral, pro(t)]

k=1
& gl

-y {7’“(1 + () (@ pra(t) + pra(t)afan — 2anpra(t)af)
k=1
Yk 5 oats H1o(t)anal pro(t)agal ) pra(t)a

+ ?(”kﬂakawu(t) + pra(t)akaypro(t) aray, + _2akp12(t)ak)}' (3:21)

A fim de simplificar a notacao, fazendo %’“ = Y e (ng) = 1, tem-se finalmente a equagao

mestra na descri¢do de Schrodinger escrita como [35]:

2
dpia(t . it kAt oAt
pj;t( ) + Zl(wk + Awk)[a,tak,plg(t)] = —ilp CLI% +Na1a£7p12(t)]
k=1
2
= Y {+ m @) + po@ala - 2apm(t)])
k=1
+ wn(analpra(t) + pra(t)ina], — 2 pis(t)ar) §, (3.22)

Sendo o objetivo entender a troca de informagao de dois modos, a principio de freqiiéncias
distintas, primeiramente sao considerados os dois modos ressonantes, tendo como condigao
de troca a ressonancia, de forma que assim o termo Awy nao é relevante por somente mu-
dar ligeiramente a freqiiéncia do modo, podendo ser negligenciado e ainda, considera-se a
condicao de ressonancia w; = wy = 1%

Todas as propriedades estatisticas do sistema acoplado ao reservatorio podem ser obti-
das do operador densidade de dois modos, pi12(t) e as propriedades de cada modo por meio

do operador densidade reduzido de cada modo, px(t), k =1, 2.

!consideram-se estas freqiiéncias unitdrias para simplificar as férmulas.
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3.3. PROPAGADOR DA FUNCAO DE WIGNER

3.3 Propagador da funcao de Wigner

Uma alternativa a descricao do problema feita por meio do operador densidade e da
equagao mestra é a utilizacao de representagoes deste mesmo operador no espaco de fase.
Contudo, em Mecanica Quantica o conceito de espaco de fase fica problematico. Devido ao
principio de incerteza de Heisenberg nao se pode definir uma distribuicao de probabilidade
propriamente dita para um sistema quantico.

No entanto, existem funcoes que tém propriedades semelhantes as encontradas nas
distribuicoes de probabilidades no espaco de fase, que sao as chamadas distribuicoes de
quasi-probabilidades [39] que tém sido tteis como instrumento de cdlculo em Mecanica
Quantica. A primeira distribuicao de quasi-probabilidade, chamada de funcao de Wigner,
foi introduzida na Mecanica Quantica por Wigner em 1932 [40, 41].

A funcao de Wigner é adequada como uma distribuicdo quantica no espaco de fase para
descrever os efeitos nos observaveis de quadratura que podem surgir da teoria quantica e
estatistica classica. Ela se comporta parcialmente como uma distribui¢ao de probabilidade
classica; permite calcular medidas quantitativas, tais como valor médio e variancia das
quadraturas na maneira classica. Por outro lado, em contraste com a distribuicao de
probabilidade classica, a funcao de Wigner pode ser negativa [42].

De maneira geral, as probabilidades negativas na funcao de Wigner podem ser inter-
pretadas como um aspecto “essencialmente quantico” do sistema. Para estados de duas
particulas livres, Bell [43] sugeriu que a existéncia de probabilidades negativas seria uma
condicao suficiente para a nao-localidade.

A funcao de Wigner contém toda a informagao a respeito do estado quéntico, assim
como o operador densidade, e é definida a partir do operador densidade p, pela trans-
formacao

1 oo x x
_ ia/ng, _ Tis Ty 2
W(q,p) pys /OO e g 2|p|q+ 2) z, (3.23)

onde |g + §) é um auto-estado do operador posigao & com autovalor ¢ 4 5. Em termos de

aea' tem-se [44]
W (a,a*) = 2Te[pD (e, )™ 8 p D~ (o, )], (3.24)

com o operador deslocamento ﬁ(oz, a*) dado por [45]

~

D(a, o*) = eled’—a"a) (3.25)
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3.3. PROPAGADOR DA FUNCAO DE WIGNER

sendo o um nimero complexo arbitrario e |a) é o estado coerente gerado pela aplicagao
de D(a, a*) no estado de vicuo, |a) = D(a, a*)|0).
Como principais propriedades da funcao de Wigner destacam-se a obtengao das dis-

tribuicoes de probabilidade marginais a partir da integragao da funcao de Wigner

+00 +o0
P(g) = {glfla) = / W (g,p), P() = (plolp) = / W (g,p).  (3.26)

—00 o0

e o calculo do valor médio de operadores simétricos de forma semelhante as integrais

classicas no espaco e fase

(O, B)sim)) = TH(PO(@, P)aim) = / / dadpW (¢ p)O(q. p). (3.27)

Além de ser um valioso instrumento de visualizacao e cédlculo, a funcao de Wigner é
importante também nos processos experimentais de reconstrucao dos estados quanticos.
Medidas indiretas da funcao de Wigner ja foram realizadas em campos eletromagnéticos
[46,47] e também em fons [48,49] e a primeira proposta de medida direta da fungao de
Wigner em cavidades [50] foi realizada experimentalmente [51].

Como a funcao de Wigner é definida a partir do operador densidade, a equagao que
governa sua dinamica pode ser obtida a partir da equagao mestra. Para tanto, basta
utilizar algumas relacoes entre os operadores @ e a' aplicados a p e os operadores diferenciais

aplicados a fungao de Wigner [52]:

ipal — (a*+§6a)W(oz), (3.28)
iatp — (o — %aawv(a), (3.29)
i)ip — (0 50 )W(a), (3.30)
i)pi — (a—%@a*)W(a). (3.31)

Aplicando as relagoes (3.28)-(3.31) a equagado mestra, obtém-se a chamada equagao de

Fokker-Plank para a funcao de Wigner que, neste caso, é dada em termos de o e a* por
W = %(2 + 0, + 0D + 02 )W, (3.32)

ou em termos de x e p por

e v (3.33)

_ 7 h o
8tW—§(2+:c8x+p8p+ my(?mz—l— 5

2
Os termos com derivada primeira sao chamados de termos de arrasto enquanto que

os que contém derivada segunda sao conhecidos como termos de difusao. Os primeiros
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3.3. PROPAGADOR DA FUNCAO DE WIGNER

representam um deslocamento da fungao de Wigner no espago de fase e estao associados
a existéncia de dissipacao. Ja os termos difusivos estao associados com os fenomenos de
flutuacao [52].

As solugoes para a equagao mestra do sistema (3.22) apresentam determinadas dificul-
dades matemadticas por tratar-se de uma equacao de operadores. A fim de simplifica-las
é possivel realizar a transformacao integral, similar a transformada de Fourier definindo a

fungao de Wigner [53] escrita como

,512 ‘$1+%, ZE2+%>, (334)

B < G G
W (p1,pa, 21, 22) = | dCid(s exp ZZPiQ <$1—§,$2—5
i1

que é, como ja foi apresentado, uma funcao de quasi-probabilidade, no sentido que admite
valores negativos. Ela satisfaz a equacao diferencial parcial, chamada equacao de Fokker-

Planck escrita na forma geral

ow 0 o 0

— = W)+ —D—W, 3.35

= e AW+ LD (3.35
onde % = (8%1, aim, 8%1, aim) ey = (p,x) = (p1, p2, ¥1, T2) sdo as componentes de quadra-

turas do campo eletromagnético quantizado. A partir das correspondéncias entre os for-

malismos
wi — -2y (3.36)
1)yp y 5 @y y) .
ii)py — (y+%2%)W<y), (3.37)

similar aos ao estudo feito com as relagdes (3.28)-(3.31), obtém-se nas componentes de
quadratura y = (p,x), a matriz 4 e a ndo-Hermitiana D para o sistema (3.1) que sdo

escritas na forma:
- m =1 pe

A= : (3.38)

v+ 1) 0 0 0
0 v+ 1 0 0
D ) , (330
0 0 (v + 1) 0
0 0 0 (v + 1)
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sendo ug = Re(u) e py = Im(p). Assim, a equacao de Fokker-Plank (3.35) para o sistema

de dois modos ressonantes (w; = we = 1) acoplados ao reservatério assume a forma

ow 0 0
o ap ([yp1 + 21 — poze — pap] W) + 1y ([yp2 + 22 — poz1 + pupr] W)
0 0
+ — ([yz1 — p1 + pop2 — pxe) W) + =— ([yxa — p2 + pop1 + 1] W)
0xq 0 xy
2
1 W *wW
Fal (5 + 7)) A0

Estabelecida a equagao de Fokker-Planck para a fungao de Wigner (3.40) na repre-
sentacao das coordenadas, é possivel aplicar os métodos gerais de sistemas com Hamil-
tonianos quadréticos [54] com determinadas modificagoes devido a nao-Hermiticidade do

Hamiltoniano eficaz H. Assim, escreve-se a equagao (3.35) na forma

ow ~
— =HW, 3.41
com o operador H dado por
N .1
H = §ZBZ +Cz — §Tr.A, (3.42)
onde foi utlizada a notagao matricial:
a/0 2D —-A 0
ae |V 5| PP . C= (3.43)
y -A 0 0

O elemento B é uma matriz simétrica 4N x 4N e o propagador associado a equagao
(3.42) pode ser calculado segundo o método de operador de integrais do movimento definido
segundo Dodonov e Man’ko em [54]. Apresenta-se, como um elemento dinadmico fundamen-

tal, o operador Z(t) atuando como um “invariante quantico”. Este é definido por

onde A(t) e A(t) satisfazem as equagoes diferenciais

dA(t) dA(t)
—— =-A)E¥B, ——F=-A@)XC 3.44
~ — Az, S = —apre, (3.44)
com suas respectivas condigoes iniciais
A(0) = Eyn,  A(0) = Oy, (3.45)

sendo E,y a matriz identidade e 04y a matriz nula de ordem 4N, com X, 3 = i[ya, Yg]-
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A fim de simplificar os calculos pode-se escrever a matriz A(¢) na forma de uma matriz

bloco composta por quatro matrizes de ordem 2N,

At) = M) ale) , (3.46)
As(t) Aa(?)

em que as equagoes para as matrizes A\g(t) fornecem a dinamica necesséria para descrever as

propriedades quanticas do sistema quantico acoplado dissipativo e sao escritas na forma [28]

dXy (T -
MO _ A, w0 =370,
t ~ ~
As(t) = [2 [ MDA |30, (3.47)
0
Encontra-se \y(t) = 0 da equagao dAth(t) = —X2(t).A(t) com a condigao inicial A(0) = 0 [55].

Em analogia ao método dos Invariantes Quanticos para sistemas quadraticos fechados,

a funcao de Wigner evolui no tempo segundo a equacao

W(qst) = / Gl s )W (st = 0)da, (3.48)

onde q = (p1,p2, 21,%2), " = (P'1,79,2'1,2'3) e 0 propagador G(q; q';t), em termos das

matrizes \g, ¢ dado na forma geral [28]
1 1
Glaidst) = (2m) Y [det (AN 2 exp | = Zad Ma+ ady'd — ahg |, (3.49)

também conhecido como funcao de Green, responsavel pela evolucao temporal da funcao
de Wigner. Para o sistema de dois modos acoplados em contato com um tnico reservatério

a matriz \; é dada por

Ce Ss_ Cs —Sc_
Ssy  Cec  —Scp Cs

A1 = exp(—nt) : (3.50)
—Cs Sec_ Ce Ss_

Scy —Cs Ss, Cc

sendo

C =cos(r), S=sen(r), c=cost, s=sent, (3.51)

sy =sen(t + ¢), cy = cos(t =+ ¢), (3.52)

onde t é a escala de tempo associada ao sistema e 7 é uma escala de “tempo lento” adimensional

(no limite p < 1) dado por

T = ot =\/pig + 13 t, po = 0cos(¢), pn = gsen(¢), (3.53)

38



3.3. PROPAGADOR DA FUNCAO DE WIGNER

sendo ¢ a medida da intensidade do acoplamento entre os modos, ¢ a fase de acoplamento,
Lo € [41, Tespectivamente, a parte real e a imaginaria da constante de acoplamento complexa

L.

As demais matrizes )\, sao dadas por

N = 04 (3.54)
A3 = v(2v 4+ 1)senh(vt) exp(vt) Ay, (3.55)
Ay = exp(2vt)A, (3.56)

onde 04 representa a matriz nula de ordem 4.

Com as matrizes A\;(t) determinadas é escrito o propagador (3.49) na forma explicita

1 B 64’yt
Gla;q’;t) = Z(zﬂ) N\/ W exp{—4(p] + pj3 + a7 + 23)*senh’ (vt )e""

— 4(p’f + plg + x’f + x’S)CSSenh3('yt)e_7t +42(p" 21 + plowy — pra’y — pea’s)C's
+ 2(p1p'y + pap’y + 11 + 2029)Ce+ 2(pr1a’y — plyx)Sey + 2(pipy + 112'2)Ss

+ 2o’y — p'iwe)Sc_ + 2(pap’y + 222'1)S5_]3senh (1)}, (3.57)

onde, para simplificar a notacao foi assumido que ¢ = v(v + %)

Com o propagador acima, considerando diferentes tipos de estados é possivel analisar o
comportamento da funcao de Wigner e descrever o efeito do reservatorio nas propriedades
estatisticas do sistema [56]. Essa andlise estd sendo realizada e serd apresentada em traba-
lhos futuros. Com a funcao de Wigner pode-se determinar o operador densidade reduzido
P12, fazendo a anti-transformada dada em (3.34).

Dessa forma é possivel observar que o problema de resolver uma equacao diferencial de
operadores, a equacao mestra dada em (3.22), a fim de obter informagoes estatisticas do
sistema de interesse, resume-se a encontrar o propagador G(q; q';t) dado em (3.49). Nota-
se que este trata-se de uma Gaussiana, podendo assim ser completamente determinado
pelos primeiros e segundos momentos. Como na Estatistica é sempre possivel utilizar uma
varidvel padronizada, em que o primeiro momento é nulo (média igual a zero), entao é
possivel resolver o problema determinando os segundos momentos, no caso especial de
estados Gaussianos, com funcao de Wigner Gaussiana. Assim, no capitulo seguinte sera
apresentado um método baseado na evolugao temporal dos segundos momentos.

Aqui foram apresentadas as matrizes \;, para o caso de dois modos acoplados em contato

com reservatérios idénticos. Como perspectiva futura, pode-se considerar esse estudo para
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o caso do sistema composto por dois modos, cujo acoplamento dependa explicitamente do

tempo, com cada um dos modos acoplado ao o seu respectivo reservatorio, com temperatura

arbitraria.
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Capitulo 4

Efeito do reservatorio nas

propriedades quanticas

Na auséncia do reservatorio, ocorre uma periodicidade na troca de estados quanticos
entre os modos. O sistema se separa ou desemaranha em instantes bem definidos de tempo
dependendo da intensidade de acoplamento entre os modos [57]. Neste capitulo é analisado,
de forma simplificada, o efeito do reservatorio nas propriedades de cada um dos modos e nas
medidas de correlagao entre eles. Estuda-se como a presenca do reservatorio, fracamente
acoplado ao sistema de dois modos, influencia a transferéncia de compressao e pureza entre
os modos, considerando a solugao exata da matriz das covariancias para o caso especial de

estados Gaussianos.

4.1 Evolucao do operador densidade

Esta secao ¢ dedicada aos problemas relacionados a evolugao de estados quanticos no
especifico, mas importante, caso quando o operador Hamiltoniano do sistema assume uma
forma arbitraria quadratica com respeito aos operadores de quadratura ou operadores
bosonicos de aniquilagao e de criagao. Considerando o sistema com N = 2 graus de
liberdade descrito em termos dos 2N = 4 operadores bosonicos Z; = a1,22 = 9,23 =
At 2

Ay, 24 = d;, combinados no vetor z = (ay, as, d];, d;), os comutadores entre esses operadores

em z assumem valores constantes:

[1]>
|

[2as 28] = Zap = —Z8a; (4.1)
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tal que os coeficientes =,3 formam uma matriz anti-simétrica = de ordem 2N x 2N dada

por
0 E,

-E, 0

(1]

(4.2)

onde Es é a matriz identidade de segunda ordem.
A equagao mestra (3.22) é um caso particular de uma equagao de evolugao linear geral
para o operador densidade reduzido pio(t) que contém somente combinagoes quadraticas

do operador z. Isto é,

dpi1a(t)
dt

= 2L2p1a(t) + p12(1)2R2 + 2K pr2(1)2, (4.3)

onde L, R e K sao matrizes que devem obedecer as restri¢oes impostas pelas propriedades

do operador estatistico. Em particular, a hermiticidade de pi2(t) leva as identidades
L=SR'S, R=SL'S, K=5K'S, (4.4)

sendo que S indica a transposicao da matriz S, a qual descreve a transformacao dos oper-

adores Z, sob a conjugacao Hermitiana, isto é,

21 = S, 528 (4.5)

Como conseqiiéncia de Tr p(t) = 1, tem-se que
L+R+K=0. (4.6)

Correspondente a equagao mestra (3.22) é possivel introduzir uma matriz nao simetrizada
de momentos de segunda ordem (segundos momentos), M = ||M 5|, Mos = Tr(p122425),

escrita na forma

(ardn) (anas) (wmal) (aad) My My Mg My
af - || (@200) (azia) (@al) (aeaz) || || Moy Moo Moy Mo wn
(alar) (alas) (alal) (alad) Mz Mgy Mz Msy
(abar) (ala,) (alal) (alal) My My Myz My
que satisfaz a equagao diferencial matricial [28]
dM - .
E:AM—%MA—FEKE. (4.8)
A matriz bloco A, nas componentes bosonicas, é escrita como
A=Z(L-R). (4.9)
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Da equacao de Fokker-Planck (3.40) encontra-se explicitamente as matrizes L, K e R

escritas, respectivamente, como:

0 0 L —4&
0 0 —w _wm_ay
L= o 2 2 = (4.10)
2 TS T 0 0
N 0
0 0 2¢ 0
0 0 0 2
K = ) (4.11)
2vv 0 0 O
0 29w 0 O
0 0 L — =
0 0 Wy
R = i i ’ ? ! ) (412)
5 —S 5 0 0
S 0 0

onde ¢ = y(14v). Considera-se o caso especial de estados Gaussianos, em que inicialmente
nao ha correlacao entre os modos e dos modos com o reservatorio; o operador densidade
total esta fatorado na forma p; ® po, onde pp é o operador densidade reduzido do k-
ésimo modo, isto é, p; = Tra(p) e po = Tri(p), nesse instante inicial. Para esses estados
Gaussianos foi utilizada a seguinte parametrizacao dos momentos de segunda ordem nao
simetrizados nos estados iniciais Gaussianos do k-ésimo modo (assumindo que (ax) = 0 e

Yy é o parametro térmico do estado no instante inicial) [10]:

At - 1 1
(atar) = mp— 5= Uy cosh(2ry) — o1 (4.13)
(a2) = o« = Upsenh(2ry,) exp(ivg). (4.14)

Os parametros 9 determinam a pureza inicial de cada subsistema, Pj, = (20;)~!, quando
os parametros 7 fornecem o grau inicial de compressao, G, = 294 exp(—27%) e o parametro
v age como uma fase arbitraria. Supondo que rp > 0, considera-se que inicialmente as
quadraturas comprimidas estdo nas “coordenadas”. A desigualdade ¥y > 1/2 deve ser
verificada devido a relagao de incerteza de Schrodinger-Robertson [58,59].

No instante inicial, quando nao hé interacao entre os modos e dos modos com o reser-
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vatério, a matriz M, dada em (4.7), pode ser escrita como

(@) 0 A(amal) 0
vy | @) 0 (o) | (415
(alar) 0 (@®» 0

0 (ada) 0  (a}?)

Com as relagoes (4.13) e (4.14) determina-se os elementos da matriz M, explicitamente na

forma
Y1senh(2ry )e™! 0 v cosh(2r) + % 0
0 Vosenh (275 )2 0 s cosh(2ry) + 1
My = asenh(2rz) - (2r2) +2 . (4.16)
¥y cosh(2ry) — 3 0 Yysenh(2r)e " 0
0 U cosh(2ry) — 3 0 Pasenh(2ry)e "2

E possivel resolver exatamente a equagao (4.8) cuja solucao apresenta os elementos da

diagonal M;;,

My = My, = e 207 (a102 — a252e*2i¢) e 2t (4.17)

MQQ = MZ4 = 67257’ (C(QCQ - 0513262i¢) €72it, (418)
e os elementos fora da diagonal M;;,

My = M3, = —ie 27 8C (oqe"‘lS + 0626_i¢) e 2t

1
M13 = 672&- (fﬁlRlCQ + 192R252 + K/2) + 5,

M14 = M2*3 = i@iQﬁTSC (191R1 - 192R2) 67i¢,

~~ — — ~—~
’ N .
\O) N
— (e
S~— N~— S~— S~—

1
M24 == 6_2BT (191R1$2 + ﬂgRQCQ + K/Q) + 5

Nas equagoes acima o simbolo * significa o complexo conjugado e foram introduzidas as

seguintes definigoes:

(=0e?  B=nfo, o=+/pi+ul,  Ri=cosh(2ry), (4.23)
K(r)=@2uv+1)(e*"—1), 7=t (4.24)
S(7) = sen(7), C(7) = cos(7). (4.25)

Note que o coeficiente 3 = 7/p é a razao das intensidades de acoplamento entre os modos

0 e dos modos com reservatério v. Os outros elementos da matriz M podem ser obtidos
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com a ajuda das relagoes

0, se 7147 impar

My — M = (4.26)
1, se i+j par (i<j).

As equagbes (4.19) e (4.21) mostram que o sistema torna-se totalmente desacoplado no

instante

7 = % n=12,.. (4.27)

Determinados os elementos da matriz M, a qual satisfaz a equagao diferencial matricial
dada em (4.8), é possivel considerar as propriedades de correlagoes dos estados iniciais
Gaussianos na dinamica do sistema. Na auséncia de dissipagao (5 = 0), valores pares de
n correspondem ao retorno para o estado inicial, enquanto valores impares correspondem
a troca total das caracteristicas estatisticas entre os dois modos [11,12].

Este trabalho enfatiza que as expressoes para os elementos da matriz das covariancias
dependentes do tempo fornecem solugoes exatas da equagao (4.8) e, conservam-se para
valores arbitrarios dos parametros ¢, v e v. Por outro lado, no limite ¢ — oo e para v > 0,
todos os elementos se tornam zero, com excegao dos elementos Mi3(00) = My (o0) = v+1
e Msi(00) = Mys(oc0) = v, que correspondem ao estado de equilibrio dos osciladores
desacoplados. Assim, este modelo de dissipacao, baseado na equacao mestra “padrao”
(3.22), tem significado fisico somente para osciladores fracamente acoplados com |(] < 1,

uma limitagao considerada natural para o problema de troca de estados quanticos [11,12].

4.2 'Transferéncia de compressao

O grau de compressao! em cada modo é melhor, e de maneira mais simples, carac-
terizado pelos coeficientes invariantes de compressao [32] (ou coeficiente de “compressao

principal” [60]) segundo a equagao
Sk = 1+ 2(alay) — 2(a2)], (1.28)

que nada mais é, que duas vezes o valor minimo das variagoes das componentes de quadratura

da familia dos operadores ae®, onde o parametro § varia no intervalo 0 < § < 27 (tal que

'do inglés squeezing
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Sk = 1 para estados coerentes e Sy < 1 se o estado é comprimido). Combinando as

equagoes (4.13) e (4.14) com (4.28), obtém-se a férmula
Sik(0) = Gy, = 20y exp(—2ry,), (4.29)

que esclarece o significado fisico do coeficiente 7 [61]. Usando as solugoes (4.17)-(4.22) na
equacao (4.28), encontra-se as seguintes relagoes para a dependéncia temporal do coeficiente

de compressao no primeiro e no segundo modo, respectivamente:

Si(1,8) = e T[Sy (1) + K (1)], (4.30)
So(1,B) = e 278,y (1) + K(7))], (4.31)

onde S1(7) e Sa(7) sao os coeficientes de compressao na auséncia do reservatério (8 = 0)

[57], escritos nas formas

Si(t) = 2 [191 cosh(2r1)C? 4 95 cosh(27)S? — (19%senh2(27"1)04 + ¥2senh?(2r;) S*
1/2
—  200,98enh(2r; )senh(2ry)C? SQ> } : (4.32)
Sy(r) = 2 [192 cosh(2ry)C2 + 0, cosh(2r,)S? — (ﬁgsenh2(2r2)c4 + 9?senh?(2r,) S*

1/2
—  201010,senh(2r; )senh(2ry) C? 5’2> }, (4.33)

onde o = cos(2¢).

De acordo com as equagoes (4.30) e (4.31) hd uma diferenca significativa no comporta-
mento do sistema que depende do nimero médio de fétons v, ou seja, da temperatura do
reservatorio e ainda, do coeficiente 3 = v/, isto é, da razao da intensidade de acoplamento
entre os modos e dos modos com o reservatério. Na auséncia do reservatério (G = 0),
se apenas um modo estd comprimido no instante inicial, isto é, G; = 20;e72 > 1 e
Gy = 20,722 < 1, é natural observar a transferéncia de compressao entre os modos
acoplados: o primeiro modo torna-se comprimido um nimero infinito de vezes durante a
evolugao, conforme observa-se na figura (4.1).

Contudo, se for considerado o efeito do reservatério térmico sobre o sistema (3 # 0), a
compressao no sistema acoplado, como uma propriedade nao classica, tende a desaparecer.
Verifica-se uma modificacao no padrao de troca de compressao que se observa no caso sem
dissipacao. No caso de um reservatério a uma temperatura finita, o modo inicialmente

comprimido permanece em um estado comprimido um ntimero finito de vezes. De forma
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Figura 4.1: Comportamento da transferéncia de compressao no tempo (7 = z7) no caso
de um unico modo comprimido (G; > 1 e Gy < 1) e na auséncia do reservatério (5 = 0).
A curva azul representa o modo 1 (num estado inicial ndo comprimido), a curva vermelha
representa o modo 2 (num estado inicial comprimido) e a curva cinza o estado coerente.

As curvas sao construidas com o =1, 7, =0,35, 1, =1,10, 91, = 1,7, 95 =0,9 e v = 2.

similar o modo inicialmente nao comprimido torna-se comprimido. Este comportamento
estd ilustrado na figura (4.2).

Supondo inicialmente o primeiro modo num estado nao comprimido com G; > 1 e o
segundo em estado comprimido com G, < 1. No instante de tempo Te(;;l ), dado pela equacao

(4.27) tem-se, para n fmpar,

Si(ti, B) = e Gy + (2v + 1)(1 — e ™), (4.34)

So(7 . B) = e "™ G+ (2w +1)(1 — "), (4.35)
e quando n é par

ST, 3) =e PG + (2v 4+ 1)(1 — e ™), (4.36)

82(752), B) = e PG, + 2v+1)(1— e_mﬁ). (4.37)

Esses resultados mostram explicitamente como a compressao dos modos desacoplados pode

ser recuperada. Aqui é possivel identificar um limite superior para o nimero de vezes n
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Figura 4.2: Comportamento da transferéncia de compressao no tempo (7 = z7) no caso
de um tnico modo comprimido (G; > 1 e Go < 1) e na presenca do reservatério (5 # 0).
A curva preta representa o modo 1 (num estado inicial ndo comprimido), a curva rosa
representa o modo 2 (num estado inicial comprimido) e a curva cinza o estado coerente.
As curvas sao construidas com 3 =0,01, 0 =1, r1 =0,35, ro = 1,10, 9, = 1,7, 9, = 0,9

ev=2.

onde o primeiro modo, inicialmente em estado nao comprimido, torna-se comprimido.
Dessa idéia, implementada somente para n impar e pela imposicao da equacao (4.34) a
condigdo Si(7,) < 1, encontra-se, conforme determinado no apéndice (C), um limite
superior para n como sendo um inteiro impar menor que o numero real [ (solu¢do da

equagao Si(7,3) = 1):

1 2 1-—
n<l=——1In [ng} (4.38)
w03 2u
Assim o ntmero n define o valor s, por meio da relacao
1
5:”; , (4.39)

como o numero de vezes que o sistema se desacopla com o primeiro modo em um estado
comprimido: s é numero de vezes que se transfere compressao para o primeiro modo. Estes
resultados sdo similares os vistos em [62] para um sistema de ion-cavidade. A figura (4.3)

ilustra valores de [ em termos de 95 do segundo modo. E possivel ver que o valor de [
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decresce monotonicamente com o aumento de 15 para um dado [3; o grau de pureza inicial

do segundo modo decresce, o nimero [ torna-se pequeno e conseqlientemente s.

7,0

6,0

50

4,0+

3,0

2,09

00 10 15 2,0 25 3,0 35 4,0 45 50

u

Figura 4.3: As curvas 1, 2 e 3 fornecem os valores de um ntimero real [ em termos de
u = Y5 > 1/2 com pureza Py = (20,)7!, respectivamente para 8 = 0,01, 8 = 0,02 e
6 = 0,04. Quanto menor é o valor de 4 maior é o niimero de vezes que o primeiro modo

permanece comprimido. Todas as curvas sao construidas com 7, = 1,10 e v = 2.

A figura (4.4) mostra o comportamento da compressao do primeiro modo G; no tempo
para diferentes valores de 3. O estado inicial do segundo modo é caracterizado por v/ = 0,9
ery =1,1 com Gy = 0,2. Na curva 2 (§ = 0,01) identifica-se quando o primeiro modo
desacopla-se do segundo modo (em 7 =n7/2, n = 1,3,5) com S; < 1; isto acontece trés
vezes (s = 3) de acordo com o resultado da figura (4.3), uma vez que 5 =n <[~ 5 8.

Na figura (4.5), [ é determinado por diferentes valores de 75 considerando diferentes
niumeros médios de fétons v, e no caso do estado inicial para o segundo modo puro e misto.

Para valores fixos de v e G, a possibilidade de transferir compressao do segundo modo
para o primeiro desaparece se o coeficiente relativo ao acoplamento [ vai a infinito. Por
outro lado, para os valores fixos de # e Gy, o primeiro modo nao pode ficar comprimido se

a temperatura é grande o bastante (mesmo se Go — 0), sendo que para v > 1 a equagao
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Primeiro modo comprimido
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Figura 4.4: O comportamento no tempo (7 = z7) da compressao do primeiro modo é
considerado para diferentes valores de 3. As curvas azul (1), verde (2) e preta (3), referem-
se respectivamente a § =0, § = 0,01 e # = 0,02 com ¥, = 1,7, ¥5 = 0,9, r; = 0, 35,

ro=11v=2e0=1.

(4.38) toma a seguinte forma simplificada:

1-G
1= 5 (4.40)

E interessante observar que [ tende a valores elevados quando v tende a valores extrema-
mente pequenos, conforme observa-se na figura (4.6). Isto é, o nimero de vezes que o
primeiro modo, inicialmente em estado nao comprimido, torna-se comprimido é maior se
a temperatura do reservatorio for menor. Também se observa que [ vai a infinito quando
B vai a zero, conforme figura (4.7). Ou seja, numero de vezes que o primeiro modo, ini-
cialmente em estado nao comprimido, torna-se comprimido também é maior se a razao da
intensidade de acoplamento entre os modos e dos modos com o reservatorio for menor.

Uma dependéncia tipica do coeficiente de compressao no“tempo lento” (1) é apresentada
na figura (4.8) para diferentes valores de [ e para valores de fase de acoplamento o = +1.
Observa-se que para o = 1 a curva é continua, no entanto apresenta picos e para o = —1
ela é continua e derivavel em todos os instantes.

Na figura (4.9) também é apresentada a dependéncia do coeficiente de compressao no
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Figura 4.5: Todas as curvas fornecem o valor do nimero real [ em termos de r = ry > 0
para 8 = 0.02. Nas curvas 1 e 2 o nimero médio de fétons ¢ v = 1, com ¥ = 0,5 e

9 = respectivamente. Nas curvas similares 3 e 4 tem-se v = 2. Em ambos os casos
¥y = 0,9, t te. N 1 3edt 2. E b :

para grandes valores de ro 0 niimero [ depende somente de v e 3 .

“tempo lento” (1), mas agora para diferentes temperaturas do reservatério v e valores de
fase de acoplamento o = +1.

A superficie apresentada na figura (4.10) mostra a dependéncia (v, Gy) para o valor
fixo de [ = 1. Esta superficie define a fronteira entre os parametros v, G, e 3 tal que é
possivel haver troca de compressao ou nao.

O caso do reservatorio a temperatura nula, v = 0, é diferente, porque a troca de
compressao pode acontecer para qualquer valor grande da varidvel tempo e para qualquer
valor grande do coeficiente de acoplamento, embora o valor absoluto da diferenca negativa
S1 (Téﬁ), fB) — 1 va assintoticamente a zero. A razao disto é que o estado estacionario
assintotico neste caso coincide com o estado fundamental, que é puro do ponto de vista
da estatistica quantica. Talvez, este resultado signifique que o modelo baseado na equacao
(3.22) com v = 0 é simples demais e nao descreve todos os detalhes do comportamento do
sistema fisico em baixas temperaturas de forma adequada [8,14].

Analogo a analise do efeito do reservatério nas propriedades de compressao dos modos, é

interessante considerar o efeito do reservatorio na pureza de cada um dos modos bosonicos.
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Figura 4.6: Comportamento de [ para diferentes valores de v. Com a queda da temperatura
(nimero de fétons v) do reservatério aumenta o nimero de vezes [ que o primeiro modo

torna-se comprimido (I — oo quando v — 0). Foi considerado 5 = 0,02 e r, = 1, 10.

Contudo, para determinar o comportamento dos coeficientes de pureza de cada um dos
modos, considera-se o problema em uma formulacao mais conveniente, a das componentes

de quadraturas dos modos bosonicos.

4.3 Propriedades de correlagcao entre os modos

Para estudar a dinamica de correlagao entre os modos, é conveniente introduzir as

covariancia de quadratura real e simétrica

Gap = <go¢qAB + CjBCja>7

N —

onde ¢, sdo as componentes do vetor tetra-dimensional q = (&1, p1, T2, P2), escritos ex-

plicitamente no apéndice (D). Uma vez assumidos (a;) = 0, todos os valores médios dos

operadores de quadratura sao iguais a zero, (g,) = 0. Dois modos bosonicos, descritos
d dores de aniquilaca iacdo ay, e al pod d

em termos dos operadores de aniquilacao e criacao aj e a, podem ser representados por

meio dos operadores Hermitianos nas componentes de quadratura, de acordo com a de-
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Figura 4.7: Comportamento de [ para diferentes valores de 5. Com a queda da intensidade
da razao de acoplamento entre os modos e dos modos com o reservatorio f aumenta o
ntimero de vezes [ que o primeiro modo torna-se comprimido (I — oo quando 5 — 0). Foi

considerado ¥ = 0,1 e ¥, = 0, 5.

composicao
ar = (el +ipx) /V2wr k=1,2. (4.41)

Para simplificar, pode-se combinar a covariancia real g,3 em uma matriz de covariancias

Q de ordem 4 x 4, dividida em blocos de ordem 2 x 2 como segue:

9, Q
O=lasl =1 " 7, (4.42)

21 Q22

onde Qj; ¢ igual sua transposta, isto é, Qy; = ij. Para estados Gaussianos, a entropia
de von Neumann V = —Tr(pln p) e a pureza quantica P = Tr(p?) de um sistema completo,
descrito pelo operador estatistico p, e seus subsistemas, descritos pelo operador estatistico
densidade reduzido da forma p; = Try(p), podem ser expressos em termos dos determi-
nantes Dy = det Q e D;; = det Q;; [54,63], onde det Oy, e det Q12 podem ser escritos em

duas formas equivalentes:

1 | R A .
det Qi = () (p}) — Z@Ckpk + pey)® = ;l<a11ak +agal)? — [(a) |, (4.43)
det Q1o = (2122) (p1p2) — (T1p2) (P122) = [(@1ad)|? — |(a16s)] (4.44)
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Figura 4.8: O comportamento no tempo (7 = zm) da compressao do primeiro modo é
considerada para diferentes valores de 3. Para o estado inicial considera-se 9, = 1, 30,
P9 =0,68, 11 = 0,13, ro = 0,50 tal que G; ~ 2,00 e Gy >~ 0,50 com v = 2. A linha escura

corresponde a ¢ = 1 e a linha clara a 0 = —1.

Em termos dos modos bosonicos verifica-se para o determinante Dy, a forma
Dy = det Quy, = (alay +1/2)% — |(a2) . (4.45)

Portanto, os determinantes da matriz Q e de suas matrizes bloco da diagonal Q. estao

relacionados com as purezas do sistema todo e seus subsistemas de acordo com as equacgoes
[61]

P = Trp? = (16det Q)2 (4.46)

Py, = Trp = (4det Qup,) 2. (4.47)

Entao, as quantidades Dy e Dy, também podem apresentar as caracteristicas da entropia

e serem interpretadas como os volumes efetivos do espago de fase [54,64-66]. A partir

das solugoes M, ; da matriz (4.7) (formas explicitas em (4.17)-(4.22)) determina-se a forma

explicita dos elementos da matriz Q (apéndice D). Dessa forma, para o sistema de dois

modos acoplados a um 1nico reservatério obtém-se para os determinantes Dy, Dis e Dqq

os seguintes resultados:

1
Do(r,3) = e 507 [0%03 + K ()01 (01 Ra + 02 B0) + 7K2(7) (93 + V3R Ry
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Figura 4.9: O comportamento no tempo (7 = zm) da compressao do primeiro modo é

considerada para diferentes valores de v. Para o estado inicial considera-se ¥ = 1, 30,

P9 = 0,68, 11 = 0,13, 75 = 0,50 tal que G; ~ 2,00 e G ~ 0,50 com 3 = 0,05. A linha

escura corresponde a ¢ = 1 e a linha clara a 0 = —1.

1 1
+4909,) + ZKS(T) (1 Ry + 92 Ry) + EK‘*W} :

Dus(r,8) = e‘4ﬂT<19f—|—19§ —2191192X<+>)5202,

(4.48)

(4.49)

Di(r.B) = ¢ [0 4035 + 2010 DS 4 K(7) (RiC 4+ 0aS?)

+ iK?(T)],

onde tem-se X(i) escrito na forma

Y = cosh(2ry) cosh(2r;) + osenh(2r )senh(2rs).

O coeficiente Das(T, 3) pode ser obtido fazendo-se a troca de indices 1 = 2.

(4.50)

(4.51)

A partir da relagao dada em (4.47), pode-se determinar os coeficientes de pureza de

ambos os modos de acordo com as equagoes

1
Pi(r,8) = m,
PQ(T,ﬂ) = !

/4Da (7, B)

25
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Figura 4.10: (v, Gs) como uma fun¢ao do nimero médio de excitagdo e compressao inicial

do segundo modo para o valor fixo de [ = 1.

A partir dos coeficientes (4.52) e (4.53), pode-se ilustrar graficamente uma situacdo de
transferéncia (troca) de pureza entre os modos para o caso sem dissipacao. Na figura
(4.11) é apresentado o comportamento da troca de pureza entre os dois modos na auséncia
do reservatorio, § = 0. Observa-se uma periodicidade na transferéncia que ocorre um
numero infinito de vezes nos instantes em que o sistema desacopla. A figura (4.12) ilustra
um caso particular do comportamento da pureza de cada um dos modos, na presenga do
reservatério 3 # 0. Para estados iniciais com Py(0,3) = 0,29, P2(0,3) = 0,56 e v = 2,
observa-se uma diminuicao da intensidade da pureza inicial de cada modo, levando-a para
o mesmo valor limite no equilibrio, Py = 0,2. De acordo com as equagoes (4.50), (4.52) e
(4.53,) tem-se no equilibrio:

lim Py(7, 3) = 1

— k=12 4.54
T—00 U + 1’ ’ ( )

Nota-se que no caso da temperatura do reservatorio nula v = 0 o valor limite para a pureza
de cada modo tende a 1; reservatério com temperatura baixa tende a “purificar” os estados
de cada um dos modos na situacao de equilibrio. Este resultado é o reflexo da limitacao
deste modelo em baixas temperaturas. Ressalta-se que o estudo desta questao ja estd sendo

considerado no momento.
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Figura 4.11: Comportamento da transferéncia de pureza no caso de estados iniciais com
P1(0,5) = 0,29 e Py(0,3) = 0,56, na auséncia do reservatério (4 = 0). A curva azul
representa a pureza do modo 1 e a curva vermelha a do modo 2. As curvas sao construidas

como=1ev=2.

Os coeficientes Dy e o coeficiente de compressao Sy, dado em (4.28), caracterizam
as propriedades estatisticas de cada um dos modos. Por outro lado, a interacao entre
os modos dé lugar a dependéncia estatistica. Para estados Gaussianos toda informagao
nas correlagoes estatisticas entre os modos esta contido no bloco fora da diagonal Q5 da
matriz de covariancia total. Ha elementos que podem ser de interesse considerar deste

bloco 2 x 2 [67]. O trago 772 dado por

1 - .
Ti2 = 5T (Q12Qm) = [(@1ab)* + [{@rao) |, (4.55)

associado a medida de correlagao quantica e o determinante,
D12 = det Q12 = |<&1CAL£>|2 — |<d1&2>|2, (456)

relacionado a separabilidade da matriz densidade total dos modos acoplados. Para estados
Gaussianos com valor médio nulo (a;) o coeficiente 7;5 fornece a medida de correlagao

entre flutuagdes do nimero de fétons em cada um dos modos [68]:

Tio = (MING) — (N (NR), Ni = dL&k- (4.57)

o7



4.4. MEDIDAS DE CORRELACOES QUANTICAS
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Figura 4.12: Comportamento da pureza de cada modo no caso de estados iniciais com
P1(0,5) = 0,29 e Py(0,5) = 0,56, na presenga do reservatério (5 # 0). A curva preta
representa a pureza do modo 1 e a curva rosa a do modo 2. As curvas sao construidas com

6=0,02,0=1ev=2.
Sua dependéncia temporal para o caso em estudo é
Tia(7) = e~ 45792 cosh(4ry) + 92 cosh(4ry) — 2019,x 7] S2C2. (4.58)

Contudo, esse coeficiente nao distingue entre estados separaveis e estados nao separaveis,
isto é, quando ha ou nao emaranhamento entre os modos. Para melhor entender essa

distingao considera-se esta questao na secao seguinte.

4.4 Medidas de correlacoes quanticas

Ainda salientando a importancia dos segundos momentos da teoria, no que diz respeito
as questoes relativas as correlagoes quanticas do sistema, se os dois modos do sistema em
questao nao estao correlacionados entao todas as covariancias cruzadas, (Z1%s), (p1pe),
(T1pa), € (Tap1), sdo iguais a zero. Assim, a diferenca de zero em quaisquer destas co-
variancias indica que os modos estao correlacionados. A reciproca nao é verdadeira: ha

sistemas correlacionados, nos quais todas as covariancias cruzadas de segunda ordem sao
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nulas. Este é o ponto fraco nessa construcao, que a torna nao-universal. Contudo, o
conjunto de estados correlacionados com covariancias nao nulas é bastante grande, assim
torna-se possivel proceder. Cada covariancia apenas nao deve servir como uma boa me-
dida de correlagao quantica. Realmente, se os modos sao representados pelos osciladores
harménicos com freqiiéncias wy, entao, as componentes de quadratura oscilam (na auséncia

de interacdo) como
21 (t) = 2x(0) cos(wkt) + pr(0)sen(wyt), (4.59)
Dr(t) = pr(0) cos(wit) — 21 (0)sen(wgt), (4.60)
de forma que os momentos de segunda ordem oscilam com as freqiiéncias wi = wy + wy.
Porém, as combinacoes
A= (p1p2) + (2122), B = (Z1p2) — (P12),
C = (T122) — (p1h2), D = (Z1P2) + (P122), (4.61)
sao transformadas da mesma maneira como as componentes dos vetores bi-dimensionais

sob transformacao ortogonal:

A(t) = A(0) cos(w_t) + B(0)sen(w_t), (4.62)
B(t) = B(0) cos(w_t) — A(0)sen(w_t), (4.63)
O(t) = C(0) cos(wst) + D(0)sen(wst), (4.64)
D(#) = D(0) cos(w.t) — C(0)sen(w, 1) (4.65)

Conseqiientemente, as somas A% + B? e C? + D? nao dependem do tempo (se a interagao

nao ocorre). Entao, a quantidade
1 A L N A
F= §[A2 + B% + C% + D? = (&1#2)° + (p1p2)” + (21D2)* + (rd2)?, (4.66)
parece ser uma boa caracteristica de medida de correlacao quantica ou emaranhamento,
porqué (a) é positiva, (b) nao depende do tempo na auséncia de interagoes, (c¢) contém todas
as covariancias cruzadas. E desejavel normalizar F' de alguma maneira para obter uma
medida adimensional com limite superior unitario. Para encontrar o fator de normalizacao
conveniente, é necessario reescrever as combinagoes (4.62)-(4.65) em termos dos operadores
de criagao e aniquilagao:
A= (aal) + (alas), B =i({arah) — (alas)), (4.67)

C = (anao) + (alab), D =i((ala}) — (a1a2)), (4.68)
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4.4. MEDIDAS DE CORRELACOES QUANTICAS

obtendo-se a quantidade F' na forma
F = 2|{@ad)[* + 2[{aiao) | (4.69)

Agora, levando-se em conta que as covariancias envolvidas devem satisfazer as desigual-
dades seguintes (que s@o os casos especiais de uma grande familia das relagoes de incerteza

generalizadas [61]):

(anab)(alas) < (alar)(ahas), (4.70)
(anaz)(alal) < (ala)(a-al), (4.71)
(a9 (alad) < (aral)(adas). (4.72)

As desigualdades (4.71) e (4.72) (atengao a ordem dos operadores nos lados da direita)
podem ser combinadas em uma tnica (embora mais fraca) desigualdade
(nds)(alay) < (alan)(a3az) + 5 ((alar) + adas)). (4.73)

Conseqlientemente,

|<a1a£>’2+|<a1a2>|2 < 2(a{a1><a£a2>+—(<a§a1)+a§a2))

2
= 25152 — 5(81 + 82) < 28182, (474)
onde
N 1 1
Er = (ay,ax) + 5= §(<5(3k17k> + (PxPr)), (4.75)

é a energia de flutuagao do k—ésimo modo. Levando em consideracao a ultima desigualdade
m (4.74), é razodvel definir um coeficiente adimensional de medida de correlagao quantica

como

y - [(xlxzf + (p1p2)? + (1p2)? + <p1562>2] 172
- 4€,1&

[(a1ad)[? + |(aran)|? ]1/2.
i) + 1/2)({abas) + 1/2)

Ele satisfaz a desigualdade 0 < ) < 1 e o seu limite superior 1 nao pode ser atingido.

[2(< (4.76)

Usando o fator de normalizagao no denominador de (4.76) na forma 4&,E — & — &, pode-
se obter para alguns estados a igualdade exata J = 1. Porém, tal definicao resultaria em

sérios problemas para os estados cujas energias de flutuacoes estao perto do valor minimo
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4.4. MEDIDAS DE CORRELACOES QUANTICAS

Emin = 1/2, assim, neste caso o denominador poderia se tornar zero, de forma a poder surgir
um valor indefinido. Observando a matriz covariancia (4.42), nota-se que F = Tr(Q12Q21),

considerando que
1 . -
det Q1 = 5[142 + B?— C? — D?| = [{mad) | — |(ara0) > (4.77)

Levando em conta que & = (1/2)TrQyy, pode-se escrever o parametro ) na forma de

matriz compacta

[TT(Q12Q21) } 1/2

N Troy1TrOg

, (4.78)

baseada nos tragos dos blocos das covariancias. Usando a relagao 2v/&1& < & + & =
(1/2)TrQ, ha um outro parametro de medida de correlagao quantica escrito como

5 V2Tr(012Q1) (4.79)

TrQ ’

que obedece a desigualdade ;)7 < V. Na ausencia de reservatorio, a medida ;)7, foi conside-
rada em [13,67] como uma boa medida de “emaranhamento”, para sistemas de duas partes.

Em termos dos operadores bosonicos pode ser escrita como

20@ah) P+ [{ma)?)
¥ P P -

A medida (4.80) obedece a desigualdade 0 < JNJ < 1 e para estados Gaussianos com valor
médio zero (ay), a medida (4.80) também fornece uma boa medida de emaranhamento ou,
mais apropriadamente, da intensidade de correlacao quantica entre os modos acoplados;
envolve as medidas de correlagao entre as flutuagdes do nimero de fétons (4.57) em cada
modo [68] e as suas energias de flutuagoes. Da solugao da matriz das covariancias obtida
anteriormente, é possivel ilustrar qual seria o comportamento das medidas (4.76) ou (4.80),

sob a influéncia do reservatério (5 # 0). Assim, de forma explicita, tem-se para (4.80):

Y(r.5) = g{ L ;12?[79(2(’;;_)]2 bsen(27), (4.81)
onde I'y, x*) e o sdo definidos pelas relacoes
'y = 9% cosh(2k r) + 9% cosh(2k ry), (4.82)
x®) = cosh(2r) cosh(2ry) 4 osenh(2r )senh(2r ), (4.83)
o = cos(2¢). (4.84)
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4.4. MEDIDAS DE CORRELACOES QUANTICAS

O fator K(7) no denominador de (4.81) mostra que o efeito do reservatério nos modos
acoplados é o decréscimo do maximo local desta medida de correlacao. O instante 7, de

méximo para a correlagdo (4.81) pode ser determinado da condigao

dY(r, 3)

= 4.
e 0, (4.85)

Tm

que implica na equagao transcendental

(4.86)

—2B7Tm F K
tg27, = ‘ { Lt (Tm)}

6] (2v+1)
Entao para diferentes valores de parametros de estados iniciais e valores de acoplamento
o as solugoes de (4.86) definem os valores de 7,,. Contudo, na auséncia do reservatério

(8 =0) a medida (4.81) assume a forma

~ Q [\/FQ — 2’&1192)((7)

I(r.0) = = ] Isen(27)], (4.87)

e neste caso, os modos acoplados tem seu méaximo de (4.81) nos instantes de tempo Ty(,ﬁ))

dados por
T

7 = @n+1)7 n=01.. (4.88)

Além disso, neste caso, a medida 5)(7’%,0) = 0 ¢ nula nos instantes em que o sistema
desacopla, isto é, em 74, A figura (4.13) ilustra o comportamento da medida (7, ()
no tempo 7 para trés condicoes diferentes de valores de 3; auséncia de dissipacao G = 0,
reservatorio fracamente acoplado v = 0,010 e reservatério fortemente acoplado v = 0, 1o.
Nota-se que quanto maior a intensidade de acoplamento dos modos com o reservatério,
mais rapidamente ocorre o enfraquecimento da intensidade maxima de correlagao entre
modos.

Nesta se¢ao ilustra-se brevemente o efeito do reservatorio na medida de emaranhamento,
anteriormente definida [11,13,67], aplicada a sistemas fechados e determinado a partir do
conhecimento das solugoes das matrizes Q. Na secao seguinte & apresentado um critério
de emaranhamento evolvendo a decomposicao dos operadores densidade reduzidos de cada
modo, que expressa a natureza da correlacdo dos modos interagentes (se o sistema estd
ou nao emaranhado) num sentido puramente estatistico. Sera utilizado este critério para

estabelecer regras sobre valores de parametros de estados e do sistema, para que exista ou

nao emaranhamento no sistema, nos limites de validade do modelo estudado.
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Figura 4.13: O comportamento no tempo (7 = z7) da medida de correlagdo quantica é
considerado para diferentes valores de 3. As curvas azul (1), verde (2) e preta (3) referem-
se respectivamente a 3 =0, = 0,01 e § = 0,1 com ¥, = 1,7, ¥ = 0,9, r; = 0,35,

ro=1,1,v=2e 0 =1. A retaem 1 indica o limite superior que nao pode ser atingido.
4.5 Separabilidade como critério de emaranhamento

A principal questao no problema da anélise de correlacao é como distinguir a cor-
relacdo quantica da cldssica [69,70]. E normalmente formulado em termos do problema
de separabilidade de estados de quanticos mistos, ou seja, a possibilidade de representar o
operador estatistico p;,; do sistema total como uma soma de produtos diretos de operadores

estatisticos que agem em cada modo separadamente [68],

Pror(t szpl @)1,  p=0, > p=1, (4.89)

em oposicao a condigao nao separavel, expressa como
patt) =Y pipa (), pi>0, > pi=1, (4.90)

para qualquer instante de tempo t > 0. Os operadores exponenciais Gaussianos nao
podem ser representados como somas finitas da forma (4.89). Porém, se for permitida
a substituicao da soma por uma integral, isto é, se a decomposicao continua por um

numero infinito de produtos entre operadores é admissivel, entao certas familias de estados
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Gaussianos ficam separdveis. Foi mostrado [71-74] que a separabilidade para sistemas de
variaveis continuas de estados Gaussianos é equivalente a sua “classicalidade”, no sentido de
possuir uma P-distribuicao de Sudarshan-Glauber bem definida. A propdsito dos objetivos
desse trabalho, o critério mais conveniente de separabilidade é o apresentado em [72],
porque é expresso diretamente em termos dos invariantes da matriz covariancia de blocos

(4.42). Ou seja, o estado Gaussiano possuindo a matriz de covariancia Q é separavel se
Lo+ (] = 1/4)° = Iy > (I + 1) /4, (4.91)
onde,

I, = det Oy, I, = det Qa9 I3 = det Oy,
0 1

Iy = Tr(Q1YQ12XQ9 X0 Y), Y= Lol (4.92)

Para estados ndo Gaussianos a desigualdade (4.91) é a condicao necesséria para separabili-
dade [72]. Levando em conta que o termo I, dado pelo trago do produto de oito matrizes,
esta de fato incorporado no determinante da matriz das covariancias total, devido a iden-

tidade [72]
det Q = I I, + I — I, (4.93)

a condicao de separabilidade (4.91) pode ser escrita em termos da matriz Q. Dessa forma,

introduzindo o coeficiente de separabilidade na forma [73]

1 1 1
Z(T, 6) = det Q + 1_6 - Z_l(det QH + det QQQ) - 5‘ det Q12|. (494)

e o critério de estados separaveis dado pela desigualdade Z(7,3) > 0: se a separabilidade
¢é positiva entao diz-se que os modos interagentes estao desemaranhados, isto é, estao
classicamente correlacionados.
Na auséncia da dissipacao, considerando as solucoes das matrizes de covariancias com
B =0, tem-se para a equagao (4.94) o seguinte resultado:
Z(1,0) = (193 . }L) (193 - i) + %sen2(27')u(191, 9s), (4.95)

onde a funcao U esta dada na forma

U, 02) = (07 +95 — 2xD10s) — (97 + 93 — 2P0 (4.96)
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Na presenga de dissipagao, usando as equacgoes (4.48)-(4.50), é possivel expressar o

parametro da separabilidade (4.94) como

1 1 1
Z(T) = 1—621(7')22(7')67867— + §D12<7') — §‘D12(T>’, (497)
onde
2u(1) = K*(1) — "™ + 492 + 4K (7)V, Ry (4.98)

Na auséncia do reservatério (8 = 0), se

2 2
() _ (YLt 4.99

2’01’02 )_ . ( . )
o sistema permanece separavel todo o instante de tempo ¢t > 0. Contudo, se a condicao
(4.99) nao é satisfeita pelos parametros do sistema, a fun¢do Z(7) assume um comporta-

mento decrescente no intervalo 0 < 7 < /4, mas o estado pode permanecer emaranhado

(Z < 0) durante algum intervalo de tempo somente se [57]
X(Jr) — 2191192 — (8191192)71 = Xs > 0. (4100)

Este resultado implica em uma regra de selecao para os valores dos parametros do estado
inicial ¥y e r; para o sistema permanecer emaranhado, em algum intervalo de tempo. O ins-
tante 7, da “transigao de fase”de estado separavel para estado nao separavel (emaranhado)
¢ determinado pela equacgao

2097 —1/4)(93 — 1/4)
D102 (X = Xe)

onde x. = 20,95 + (8919) !, Nota-se que existe uma familia de estados iniciais fatorados

tg?(27,) = (4.101)

com alto grau de mistura ¥ > 1/2, que se tornam emaranhados na auséncia de dissipagao:
esta familia consiste de estados muito comprimidos onde Sy < 1 com 7 > 1.

No caso em que hé presenga do reservatério (5 # 0), é possivel determinar uma forma
exata para o coeficiente de separabilidade a partir dos resultados das equagoes (4.48)-(4.50).

Deste modo a equagao (4.94) se reduz a

Z(r,8) = Z5 (1) + %Dlz(T) - %|D12(7—>|, (4.102)
com ZJ(7) escrito como
Z5(r) = aln)a() ssr (4.103)
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onde z;,(7) = K?(1)—e*™ +492 +4K (7)9; Ry A partir da equacio (4.102) pode-se verificar
o efeito da dissipacao no grau de correlagao do sistema acoplado, para qualquer conjunto
de parametros de estados iniciais Gaussianos, intensidade de acoplamento entre modos e
intensidade de acoplamento dos modos com o reservatério. Na figura (4.14) é ilustrado

o comportamento da separabilidade para alguns casos particulares. E possivel observar o

15,0
10,0

5,01

AR VR VAR

Separabilidade

Figura 4.14: O comportamento no tempo (7 = z7) da separabilidade é considerado para
diferentes valores de  com ¥; = 1,7, Y9 = 0,9, r; = 0,35, 7, = 1,1 e 0 = 1 (Note que
Xs =5,9>0 com 3 =0). A curva azul (a) corresponde a auséncia de reservatério, 5 = 0
e a curva verde (b) quando 5 = 0,01 (os modos estao acoplados ao reservatério) mas com o
nimero médio de fétons igual a zero v = 0. As curvas rosa (c¢) e laranja (d) correspondem

respectivamente a v =1e v =2 com = 0,01.

quanto a intensidade de acoplamento com o reservatério 3, bem como a temperatura do
reservatorio v afetam consideravelmente o sistema: o reservatorio deteriora a capacidade
do sistema de estabelecer quaisquer diferentes tipos de correlacao quantica, em especial
a capacidade de emaranhamento, conforme a critério de separabilidade de Simon. Uma
analise quantitativa deste problema para situacoes de acoplamentos mais gerais esta sendo
considerada neste momento e serd apresentada em trabalhos futuros. Na secao seguinte
considera-se uma situacao particular para o coeficiente de separabilidade, e analisa-se quan-

titativamente como a temperatura do reservatério afeta a capacidade de emaranhamento
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no sistema.
|100
I
g

z

Figura 4.15: O comportamento no tempo (7 = z7) da separabilidade é considerado para
diferentes valores de  com ¥, = 1,7, ¥ = 0,9, 11 = 0,35, s = 1,1, 0 = 1l ev = 2.
A curva azul (a) corresponde a auséncia de reservatério, § = 0, a curva rosa (b) quando
B = 0,01 e a curva laranja (¢) quando § = 0,02 (§ # 0 os modos estao acoplados ao
reservatorio). A curva verde (d) corresponde a auséncia do reservatério § = 0 mas com

7’2:0,55.

4.6 Temperatura critica do reservatorio

Agora sera apresentado como a presenga e acoplamento ao reservatério térmico influen-
ciam a possibilidade de emaranhamento. Ha diferentes casos especificos, sendo que existem
quatro parametros independentes, 1, 9o, r1 e 1o, caracterizando os estados iniciais. Porém,
do ponto de vista do problema do emaranhamento, o caso mais interessante ocorre quando
Y1 ~ 9 > 1, isto é, quando os estados iniciais fatorados estao altamente misturados,
contudo eles nao estao emaranhados no processo de evolugao. As equagoes (4.83) e (4.100)
sugerem que os parametros de compressao r; e ro também tenham que ser grandes (pelo
menos um deles) para tornar os modos emaranhados (porque a presenca do acoplamento

pode deteriorar apenas a possibilidade de emaranhamento).
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Supondo que os parametros r; e ro tenham a mesma ordem de magnitude, ou seja,
considerando algum subconjunto de todos os possiveis estados iniciais, entao a suposi¢ao

r1 ~ ry > 1 resulta na relacao
senh(2ry) &~ cosh(2ry) = R > 1,
tal que
XM = RiRy(1+0), (4.104)

(sendo o > —1). Neste caso, levando em conta as equagoes (4.49), (4.97) e (4.98), obtém-
se, com relacao a valores grandes de vy e Ry, para qualquer valor fixo de 7, a seguinte

expressao assintotica para o coeficiente de separabilidade:

Z ~ 910sR1Ree” T [K2e™ T — 2(1 4 0)C?S7]
+ 191’[926_867 [’191’192 + K (Rﬂgg + R2191)] + - s (4105)

onde foi desprezado termos de pequena ordem de magnitude. O lado direito de (4.105) pode
ser negativo, significando uma possibilidade de emaranhamento no instante 7, somente se
os termos quadrados dentro dos colchetes da primeira linha forem negativos. Devido as
equagoes (4.24) e (4.25), isto implica limita¢ées no nimero méaximo de excitagdo v do

reservatorio:

V/(L+0)/2 |senh(27)] (4.106)

1 — exp(—207)
O lado esquerdo de (4.106) pode ser escrito em termos da temperatura do reservatério T

como coth(Q/27).

2v+1<

Fazendo o valor maximo da fungao no lado direito da equagao (4.106), obtém-se o valor
critico v.(f3), tal que nenhum emaranhamento pode ocorrer a qualquer tempo para estados
mistos inicialmente fatorados com ¢ ~ 95 e 1 ~ r9, se v > v.(). No caso de acoplamento

fraco, B < 1, os valores criticos v, e T, sao dados pelas férmulas

V(1 +0)/2 O/ (1 +0)/2
Vc(ﬁ) ~ T, Tc(ﬂ) ~ T (4107)

Além disso, o coeficiente de acoplamento também nao pode ser grande, pois a desigualdade
(4.106) nao pode ser satisfeita, se 3 > /(1 + 0)/2, desde que 1+2r > 1. O lado direito de

(4.107) torna-se zero para ¢ = —1. Isto significa que estados iniciais altamente misturados
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com 71 ~ 79 nao podem ficar emaranhados para este valor de o, se § > 0. Neste caso
¢ possivel escolher, por exemplo, 71 = 0 mas r, = r > 0. Entao o parametro ¢ torna-se

irrelevante. Sob esta escolha, a equagao (4.97) pode ser escrita na forma

1

Z(r) = 1—66*85714/1(7) [WQ(T) + 8K(T)1928€nh2(7’)}
+ S20%eT (9 — 91)° — 4910asenh®(r)] (4.108)
onde
W,(r) = [K(7) + 20, — 7. (4.109)

Se =0, entdo K = 0 e a condigdo Z < 0 resulta (por exemplo, para o valor maximo do

produto SC = 1/2 em 7 = 7/4) no caso especial da condi¢ao (4.100),

49,09, — 1
40105

que mostra onde o emaranhamento é impossivel, a menos que pelo menos um dos modos

senh(r) > (4.110)

esteja inicialmente em um estado comprimido com um coeficiente de compressao grande
r> 1.

A equagao (4.108) mostra que Z(7) pode ficar negativa para a escolha de algum valor
grande do parametro r, somente se o coeficiente em senhQ(r), no lado direito, for negativo
(pois todos os outros termos no lado direito sdo positivos). Esta condigdo é equivalente a

condicao de positividade da quantidade
N =89,5%C? — "W K. (4.111)

O primeiro termo (positivo) no lado direito de (4.111) depende linearmente do parametro
Y, visto que o segundo (negativo) depende de ¥y quadrdtico, de acordo com a equagao
(4.109). Conseqiientemente, para alguma relagao entre os parametros 3, v e ¥; (e um
9 arbitrario), o valor de N pode ser negativo, tal que o emaranhamento nunca pode ser
encontrado, para qualquer valor do coeficiente de compressao.

A quantidade N é positiva para os valores do parametro 1¥; pertencentes ao intervalo
Vo <t < g, (4.112)

onde

4061
9. — 62__;( 96202 _ [20—46T 4 \/4S4O4+K26—4,6T (1 _45202)]‘ (4.113)
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Se a condigao (4.112) é incompativel com a restrigao 3 > 1/2, entdo o emaranhamento
nao pode ser encontrado para qualquer valor do parametro r. Para ¥, = 1/2 na equacao

(4.113), encontra-se a equagao ctibica para a quantidade K
K(K +1)%7%7 = K 4+ 48%C?, (4.114)

que é equivalente, conforme a defini¢ao (4.24), ao cubo da equagao para o parametro v

xS?C?

2(1—x)1/3+(3—:c)1/2+1/—m

=0, (4.115)

onde z = exp(—247). A funcdo v,(f3), que é solugdo da equacao (4.115), fornece o valor
critico da temperatura do reservatério, acima da qual a transicao ao estado emaranhado
no instante 7 é impossivel para qualquer valor do parametro de compressao, e valor fixo
de . Estudos numéricos mostram que v, (3) estd diminuindo monotonamente em fungao
de 7 no intervalo 0 < 7 < 7/4. Conseqiientemente, a fungao v(/3) fornece o limite abso-
luto dos valores admissiveis do niimero de excitagao do reservatério térmico, que permite
emaranhamento pelo menos para algum estado inicial fatorado (altamente comprimido).
O emaranhamento nunca é possivel (para estados iniciais fatorados) para um dado valor
de (3, se v > vy(f).

No limite 7 — 0, a diferenga 1 — = vai a zero, mas o ultimo termo no lado esquerdo
da equac@o (4.115) tende a um valor constante. Assim encontra-se a equacao quadrdtica
2v% + v — (26)7% = 0, cuja solugao positiva fornece a forma explicita da fungao critica
v(5):

w(B) = Y 2+4ﬁ2 U NN 0,35 (4.116)
s BV B

onde foi aproximado as férmulas para § < 1. Este resultado concorda com (4.107) para

o=0.
No caso especial v = 0 (temperatura do reservatério nula) tem-se K = exp(207) — 1,

e no limite 7 — oo obtém-se 7 = 7, = nn/4 com n sendo um nimero impar grande

(quando 45%C? = 1)
Z(1,) = €T [(01 + Uy — 1)? /4 + senh?(r)dp(dy — 1)] .

Conseqiientemente, se 1/2 < 1 < 1, entao o emaranhamento pode ser encontrado para um
valor grande de n, escolhido um coeficiente de compressao r apropriado e para um coefi-

ciente de acoplamento arbitrdrio (3, sempre com (> 1. Contudo, isto pode ser novamente
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um artefato do modelo, como no caso da compressao considerada na se¢ao precedente, sem
um significado fisico profundo, pois observa-se que Z(7,) vai a zero conforme n — co.

Algumas ilustragoes sdo apresentadas na figura (4.16), onde é tracada a quantidade
F = tanh(Z) em fungao da escala de tempo variavel z = 7/7 para diferentes valores de v e
senh?(r), mas com valores fixos de ¥, = 05 ¢ 3 (fazendo r = r5 e 7, = 0). Uma vantagem de
F sobre Z é que F esté limitado (assim seus tracados no grafico parecem mais atraentes),
tendo os mesmos dominios positivos e negativos como Z. Pode-se ver a existéncia de
diferentes regimes, quando o emaranhamento de estados inicialmente fatorados for possivel
para algum intervalo do tempo e quando ele for absolutamente impossivel.

A importancia de valores elevados do coeficiente de compressao inicial e o papel des-
trutivo da alta temperatura do reservatério sao vistos claramente nos tragados do grafico
na figura (4.16). A aparente temperatura critica v, = 2.585 nesta figura é menor do que
o valor 14(0.05) = 7 dado pela equagao (4.116). Isto é explicado por duas razdes: nao
ter sido construido o grafico para valores muito grandes de r e nao ter sido considerado
valores grandes dos parametros 1 = )5, porque partes nao-triviais (diferentes dos valores
constantes assintdticos) das linhas correspondentes podem ser demasiado perto do eixo
central vertical.

Na figura (4.17) é comparado a evolugao dos coeficientes de compressao e separabilidade
SieZparath =10, =9 =1,1,r =0,v =1, 8 = 0,01 e dois valores do parametro
de compressao: r, = r = 1,1 com ys = 2,05 (curvas impares) e 7o = r = 0,75 com
Xs = —0, 17 (curvas pares). Os parametros sao escolhidos de tal maneira que y;, definido
na equagao (4.100), é negativo num caso e positivo no outro. O valor do acoplamento
o ¢ irrelevante desde que r; = 0. Observa-se que as propriedades de separabilidade ou
emaranhamento nao tem nenhuma correlacao visivel com o comportamento do coeficiente
de compressao.

Este estudo inicial cria uma série de perspectivas futuras no sentido de generalizar os
calculos para o caso de um sistema composto por dois modos cada um em contato com
reservatorios distintos. H& ainda a possibilidade de generalizacao para um sistema com
trés modos acoplados em uma cadeia linear. Neste ultimo, como seria o comportamento
das propriedades dos modos extremos e a natureza do emaranhamento, quando somente
o modo central estd acoplado a um reservatério térmico? Essa é uma questao que sera

considerada num futuro proximo.
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1,0
16
| 5
0,57
1 3
F 00
j \J
0,5
| 4 2
-1,0

Figura 4.16: A escala do coeficiente de separabilidade F' = tanh(Z) versus a escala de
tempo z = 7/m para ¥, = Uy = 1, § = 0,05 e diferentes valores de v ¢ y = senh®(r).
Indices pares e impares mas curvas correspondem a y = 1 e y = 10, respectivamente.
Os valores de v = 0, 1,000, 2, 585 correspondem aos pares de curvas (1;2), (3;4) e (5;6),

respectivamente.
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Figura 4.17: Linhas escuras referem-se a separabilidade enquanto que linhas claras a

compressao do primeiro modo. Os indices impares referem-se a y, = 2,05 e os pares a

xs = —0,17.
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Capitulo 5

Conclusoes

Na implementacao de processos em Computacao Quantica bem como na transmissao
e no controle da informacao quantica em sistemas fisicos realistas devem ser considerados
os efeitos do acoplamento dos sistemas de interesse com o meio que o cerca. Nesse tra-
balho foi considerado um sistema composto por dois modos do campo eletromagnético em
contato com o meio envolvente, representado por reservatorios térmicos. Considerou-se o
estudo dos aspectos matematicos do problema e foi observado o efeito do ambiente sobre
as propriedades quanticas do sistema.

Primeiramente, a fim de revisar conceitos fisicos importantes foi estudada a equacao
mestra de um sistema composto por um tinico modo do campo eletromagnético em contato
com o ambiente, descrito por um reservatorio térmico. Na seqiiéncia foi generalizado o
estudo para um sistema composto por dois modos do campo eletromagnético em contato
com o ambiente, determinou-se sua equagao mestra na representacao de Schrodinger.

Para solucionar a equagao mestra e obter o operador densidade reduzido, o qual fornece
toda informacao estatistica do sistema, foi introduzida a fungdo de Wigner. A funcao de
Wigner é uma distribuicao de quasi-probabilidade que tem propriedades semelhantes as
encontradas nas distribuicoes de probabilidades no espaco de fase, as quais servem como
alternativa a descricao do problema feita por meio do operador densidade e da equagao
mestra. A funcao de Wigner age similarmente a uma transformada de Fourier, levando o
operador densidade do espaco dos operadores para o espaco das fungoes, com isso simpli-
ficando o trabalho do ponto de vista matematico.

Nesse trabalho o operador Hamiltoniano efetivo do sistema é nao-Hermitiano, porém,

sua estrutura permitiu a aplicacao de métodos gerais para Hamiltonianos quadraticos,
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escritos em termos de invariantes quanticos, com certas modificagoes devido a nao her-
miticidade. Assim, foi verificado que a funcao de Wigner evolui no tempo segundo um
propagador conhecido por funcao de Green, o qual pode ser dado em termos das matrizes
que determinam o invariante quantico. Com a funcao de Green determinada é possivel
escrever a funcao de Wigner para diferentes estados iniciais e a partir dela determina-se o
operador densidade do sistema obtendo todas as informacoes estatisticas de interesse. Esse
estudo estd sendo realizado e sera apresentado em trabalhos futuros.

Ainda, a equagao mestra do sistema em estudo é um caso particular de uma equagao
de evolugao linear para o operador densidade reduzido, que contém somente a combinacgao
quadrética de um operador dado em termos dos operadores bosonicos de criagao e aniquilagao.
Dessa forma foi possivel utilizar um método matematico alternativo para tratar sistemas
quanticos com dissipacao por meio de uma equacgao diferencial matricial, escrita em ter-
mos da matriz nao simetrizada dos momentos de segunda ordem, correspondente a equacao
mestra. Isto porque considerou-se o caso particular de estados iniciais Gaussianos.

Com a solugao da equagao diferencial matricial, foram determinados os coeficientes de
compressao e pureza do sistema de interesse. Foi analisada a influéncia da presenca do
reservatorio sobre esses coeficientes, permitindo concluir que na auséncia do reservatério
(8 = 0), se apenas um modo estd comprimido no instante inicial, isto é, G; > 1 e Gy < 1,
a transferéncia de compressao entre os modos acoplados ocorre de forma que o primeiro
modo torna-se comprimido um ntmero infinito de vezes durante a evolucao. Contudo, se
for considerado o efeito do reservatério térmico sobre o sistema (5 # 0), a compressao
no sistema acoplado, como uma propriedade nao classica, tende a desaparecer. Ha uma
modificacao no padrao de troca de compressao que se observa no caso sem dissipacao.
No caso de um reservatério a uma temperatura finita, o modo inicialmente comprimido
permanece em um estado comprimido um nimero finito de vezes. De forma similar o modo
inicialmente nao comprimido torna-se comprimido. Também foram determinadas as vezes
em que o estado quantico dos modos permanece comprimido com Si(7, 3) assumindo um
valor menor que um (Si(7, 3) = 1, estado coerente) quando o tempo vai a infinito e para
ambos os modos Sg(T — 00, 3) — (2v + 1).

Anélogo ao caso do coeficiente de compressao foi analisado o efeito do reservatério no
coeficiente de pureza. Foi apresentado o comportamento da troca de pureza entre os dois

modos na auséncia do reservatério (J = 0), observando uma periodicidade na transferéncia
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que ocorre um numero infinito de vezes nos instantes em que o sistema desacopla. Também
¢é apresentado um caso particular do comportamento da pureza de cada um dos modos na
presenga do reservatério (8 # 0), observando uma diminui¢do da intensidade da pureza
inicial de cada modo, levando-a para o mesmo valor limite no equilibrio.

Finalizando o trabalho analisa-se a partir do critério de separabilidade de Simon apli-
cado a sistemas de variaveis continuas como a presenca do reservatorio afeta a capacidade
de emaranhamento do sistema. Os resultados obtidos sao aplicados ao caso particular de
estados Gaussianos tanto os mistos como puros. Considera-se as expressoes exatas para
valores arbitrarios de parametros de estados iniciais (91, 79,71, 72). No entanto, os resul-
tados finais considerados sao para o caso particular de estados iniciais com o mesmo grau
de pureza 17 = v}, mas diferentes coeficientes de compressao, em particular ;1 = 0 e
ro =1 > 0.

Portanto, foi estudado a influéncia do ambiente na dinamica da transferéncia de com-
pressao e emaranhamento entre dois modos acoplados de um oscilador, usando a equacao
mestra padrao e considerando a aproximacao de onda girante no acoplamento entre os mo-
dos. De forma a obter expressoes explicitas exatas para os coeficientes de compressao e de
separabilidade, que caracterizam o grau de compressao de cada modo e o grau de emaran-
hamento entre eles. Estes coeficientes sao fungoes simples dos momentos estatisticos da
segunda ordem das componentes da quadratura.

Se a temperatura do reservatorio é exatamente igual a zero, entao as transferéncias de
compressao e o emaranhamento podem ocorrer um nimero infinito de vezes para qualquer
valor do coeficiente de acoplamento, desde que o grau inicial de compressao pelo menos de
um dos modos ¢é grande bastante. Entretanto, para toda a temperatura finita isto pode
ocorrer somente um numero finito de vezes. Este nimero depende do grau de compressao
inicial, o chamado coeficiente de acoplamento 3 e do nimero médio de equilibrio das ex-
citagoes no reservatorio v. Além disso, para todo o coeficiente de acoplamento positivo

B3, existe os valores criticos 1% e v\, tal transferéncia d a
: . e que nem transferéncia de compressiao nem o

emaranhamento se torna possivel se v > ués’e), para arbitrarios estados iniciais fatorados
(Gaussiano, no exemplo do emaranhamento), isto é, para qualquer grau inicial de com-
pressao e qualquer pureza inicial dos estados.

Para um pequeno acoplamento, 8 < 1, ambos os valores criticos sao inversamente pro-

porcionais a (3, com coeficientes numéricos diferentes. Em particular, foi encontrado o valor
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exato v = (273)~* e formas aproximadas da fungao vt9. No limite de acoplamento fraco

tém-se uﬁf") ~ QVC(S). Conseqiientemente, a impossibilidade de emaranhamento implica a im-
possibilidade de transferéncia de compressao (pelo menos para familias restritas dos estados
considerados como exemplos neste trabalho). Contudo, embora o grau de compressao dos
estados iniciais influencie na possibilidade de emaranhamento sob criticos regimes, nao foi
encontrada nenhuma correlacao explicita entre a dinamica de compressao em cada modo
e “as transicoes de fase” de um estado separavel para um estado emaranhado, quando tais
transicoes podem acontecer.

Como perspectivas futuras ficam a generalizacao desse estudo para o caso de um sistema
composto por dois modos do campo eletromagnético em contato com reservatérios distintos
e ainda para o caso de um sistema composto por trés modos do campo eletromagnético,
observando o comportamento do modo central.

Com o estudo realizado é possivel identificar instantes em que os modos do sistema
permanecem comprimidos, e quanto o ambiente representado pelo reservatorio térmico
influi no sistema, permitindo a aplicacao desses resultados a estudos gerais da teoria de
Informacao Quantica possibilitando, talvez um dia, a realizagao pratica dos computadores

quanticos.
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Apeéendice A

Descricao de interacao

A.1 Equacao de Liouville

Na descrigao de Heisenberg, o operador densidade é escrito na forma

Gap = Ul(t,to)panUslt,to) = exp{ﬁﬂo(t —to)}pan eXp{—ﬁHo(t —to) }-

Realizando a derivada de (A.1) em relagao ao tempo obtém-se

d . i i ) i
EO'AB = (ﬁHo)exp{ﬁHo(t—to)}pABexp{—ﬁHo(t—to)}

i~ d . i~
+ eXp{ﬁHo(t—tg)}apABexp{—ﬁHo(t—to)}
+ exp{ﬁHo(t—tg)}pABeXp{—ﬁHo(t—to)}(—ﬁHO)_

Multiplicando por ¢h e simplificando a notacao,

Ld . PO SIS - Ld ., =
Zh%O'AB = —HoUg(t,to)pABUo(t,t())+Ug(t,to)lh%pABUo(t,to)

+ ULt t0)pasUs(t, to)H.

Substituindo a equagao de Liouville dada em (2.14) por:

. dpap
h
S

— [H, pap] = Hpap — papH,

em (A.3) encontra-se,

d

(A.1)

(A.2)

(A.4)

ih—64p = —Hobap+ Ut to)HpapUs(t,to) — Ul (t, t0)papHU(t, to) + G4 Hy

dt
— [6ap, Ho) + Ul (t, to) HUo(t, to)Ud (t, t0) panUs(t, to)

— Ul to)pasUo(t, to) Ul (t, to) HUy (2, to)



A.2. HAMILTONIANO

= [6ap, Ho) + Ul (t, t0) HU(t, to)o a5 — 645U (¢, to) HUy (1, to)
= [a-ABa I:IO] + [Fa é'AB]

~

= [&AB>IA{0 - F]? (A5)

onde denota-se por F' o Hamiltoniano total na descri¢ao de interagao, cuja dependéncia

temporal provém dos operadores Ug e Uo, isto é,
F = Ul(t,to) HUy(t, 1)
= Ul(t,to)(Ho + H1)Up(t, to)
= Ul (t,to)HoUp(t, to) + Ul (., to) HyUp(t, to)
= Hy+ Hyj. (A.6)
De modo que a equacao de Liouville na descrigdo de interacao (A.5) é dada na forma

simplificada por

d . .~
7,048 = _ﬁ[HllaO'AB]- (A7)

A.2 Hamiltoniano

Sendo Hi; a parte do Hamiltoniano, na descricao de interacao, responsavel pela interacao

entre o sistema e reservatorio, escrito na forma,
iy = exp{%ﬁg(t 1)V E exp{—%ﬁo(t o)) (A.8)
E conveniente fazer o = 0, de modo a obter a forma simplificada
= exp{%ﬁot}ﬁl exp{—%ﬁot}. (A.9)
Combinando o Hamiltoniano dado em (2.11) por:

H = Hy+ H, = hwila + Y hw;blh; + > hgi(alby + ab), (A.10)
j=1

k=1

com (A.9), obtém-se:

Hy = exp(iwta’a +i Z wjtl;;f)j) Z hge(athy, + dl;,t)

j=1 k=1
x exp(—iwta'a +1i Z wjt(;y)j). (A.11)
j=1

Para continuar essa simplificacao hé que se considerarem os teoremas apresentados a seguir.
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A.2. HAMILTONIANO

A.2.1 Teoremas
Teorema 1

Se A e B sao dois operadores que ndo comutam entao [75]

2

exp(ad)Bexp(—aA) = B+ alA, B]+ %[A, [A, B] + ... (A.12)
Prova: Seja
fi(a) = exp(aA)Bexp(—aA). (A.13)

Entao, pode-se expandir f; em série de Taylor em torno da origem. A derivada primeira

de (A.13) é obtida por
fila) = exp(aA)(AB — BA)exp(—aA), (A.14)
de forma que para o = 0 tem-se f](0) = [A4, B]. Similarmente
fP1(a) = exp(aA)(A[A, B] — [A, B]JA) exp(—aA) (A.15)

tal que para a = 0 tem-se f”;(0) = [4, [A, B]]. Assim, a expansao em série de Taylor é

escrita na forma
2
fil@) = Fi(0) + afi(0) + S 71(0) + .. (A.16)

ou ainda,

2

exp(aA)Bexp(—aA) = B+alA Bl + %[A, [A, B]] + ... (A.17)
Um caso particular é quando [A, B] = ¢, onde ¢ é uma constante. Entao,
exp(aA)Bexp(—aA) = B+ ac, (A.18)

neste caso exp(aA) age como um operador deslocamento.

Teorema 2

A Relagao Baker-Campbell-Haussdorf

Sejam A e B dois operadores que nao comutam tal que:

[A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. (A.19)
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A.2. HAMILTONIANO

Entéio,
exp(a(A+ B)) = exp(ad)exp(aB) exp<_%2 A, B))
— exp(aB)exp(ad) exp(%z[A, B)). (A.20)
Prova: Seja
fola) = exp(a(A + B)) = exp(ad) exp(aB). (A.21)
Entéio,
% = (A + exp(aA)Bexp(—ad)) fa(a) = (A+ B + oA, B)) fa(a),  (A.22)

onde ¢ aplicado o teorema anterior. Também da defini¢ao de fo(«), é possivel escrever

% — exp(@Ad)Aexp(aB) + exp(aA) exp(aB) B
= exp(aA) exp(aB)[exp(—aB)Aexp(aB) + B]
= fol@)(A+ B+ alA, B]) (A.23)
Comparando (A.22) e (A.23), é facil ver que fo(or) comuta com (A+ B+ a[A, B]). Assim,

integrando obtém-se

o? o?
fala) = exp{(A+ Bla+ L[4, B]} = exp(a(A + B)) exp(S-[4, B)
2
= exp(aA)exp(aB) exp(%[A, B)), (A.24)
comparando com (A.20) tem-se o resultado desejado.

Teorema 3

Transformacgao de Similaridade

exp(aA) f(B)exp(—aA) = f(exp(aA)Bexp(—aA)). (A.25)
Prova: Iniciando com a identidade

[exp(aA)Bexp(—aA)]" = exp(aA)Bexp(—ad)exp(ad)Bexp(—ai)...

= exp(ad)B" exp(—aA). (A.206)

E seguindo o raciocinio, o teorema 3 segue para qualquer funcao f(B) que pode ser ex-

pandida em uma série de poténcia.
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A.2. HAMILTONIANO

A.2.2 Aplicacio dos teoremas em H;

Usando as identidades N = a'a, N; = b b , o =iwt e f; = iw;t em (A.11) dada por:

Hy = exp(iwta'a + i Z wjtlA);.lA)j) Z hgk(dTl;k + dlA)L) exp(—iwta'a + i Z wjtZ);Z)j),
j=1 k=1 j=1
tem-se

Hi; = exp OzN+Zﬁ] Zhgk Tb;ﬁ—abT)eXp —aN — Zﬁj . (A.27)

7j=1

onde

exp(aN + Zﬁij) = exp(aN) eXp(Z B;N;) = exp Z B;iN;)exp(aN),  (A.28)

Jj=1 J=1

assim torna-se possivel escrever o Hamiltoniano na forma

~

Hy; = exp(aN)exp( Zﬁj Zhgk abT +aTbk ) exp(— Zﬁ] )exp(—aNN)

7j=1
= exp(aN)| thk a exp Zﬁj bTeXp Zﬁ]
+ afexp Zﬁj Vowexp(— Y G;N;))] exp(—aN). (A.29)
7=1

Como ha dois espagos vetoriais (V, ® V}) sdo validas as relagoes:

exp Z B;N; b exp(— Z B;iN;) = ISL exp(fOr) = ISL exp(iwgt); (A.30)
exp Z B;N; bk exp(— Z B;iN;) = by exp(—[0k) = by exp(—iwgt); (A.31)
exp(aN)a exp(—aN) = a'exp(a) = a' exp(iw,); (A.32)
exp(aN)aexp(—aN) = aexp(a) = aexp(iwy). (A.33)

O espaco do campo e do somatério sao distintos. Assim

Hy = Zhgj{ a'h; expli(w — wj)]—l-abTeXp[ (w—w])t}}

7j=1

= h[G(t)a' + G'(t)a), (A.34)

onde ¢ é um parametro real e G(t) o operador que atua apenas no espago dos estados do

reservatorio dado por:

G(t) = Zgjl;j expli(w — w;)t]. (A.35)

j=1
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Apeéendice B

Comutador duplo

Usando a suposicao de Markov, dada por,

5-AB(7—) = (3',4(25) & &B(O)

tem-se que para o sistema em questao

assim,

GaB(T) =04(t) ®05(0) e VI ® V5

[Hi(7),5a8(7)] = [A(G(7)al + G'()a),64(r) © 55(0)]

= R{[a'G(7),54(7)o5(0)] + [aGT(7), 54(T)65(0)]}

Considerando z o comutador duplo de (2.28) obtém-se,

5 —
_l’_

_l_

CcOo1m

. =

[H11(t), [Hr(7), 6.a5(7)]] = —R*{[a'G(1), ['G(7), 6.4(m)35(0)]
[a'G(t), [aG" (7). 6a(T)aB(0)] + [aGT(t), [a'G(7), G4(T)55(0)]

@G (t), [aG'(7), 6a(T)oB(O)]} = h*(24s + 2om + 24 + 2.

00,00

> alal6 (7)) (T)bibk6 (0) — @76 4(7)a" () s (7)bi6 5 (0)o
=1

—al64(7)a () (7)br6 5 (0)by + 6.4(7)atal 1 (8) i (7)55(0)biby,

00,00

> alaoa(r)m () (r)bidlo5(0) — &'a(r)apu ()i (r)bios(0)b
k=1

—ada(T)al pu (8 i (1)0Lo 5 (0)br + G4 (T)aa" 1y () i (7)6.5(0)bL b,
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‘N>
+

Z__

00,00

~

= > aa'aa(m) g (O pk(r)b]brop(0) — ada(r)al 1y (£) i (T)b{65(0) b

k=1
—at6A(r)ap; (O (Db (0] + a(r)atap (Du(r)onObd,  (B.7)
= 37 aab ()i (0t (T)BBE5(0) — a6 (r)aui (Dui (1)l (0)0]
k=1
—abA(7)ap} (O (T)D o p(0)8] + 6a(r)aau; (Oui(Top(0B  (BS)

e assumindo,

encontra-se,

Gt =S b G0 =Y pid (B.9)
k=1 k=1

[0TG(7),64(1)6B(0)] = a'G(T)64(1)65(0) — 64(T)65(0)a'G(T)

assim,

2ep = [a'G1),[a'G(7),64(T)5p(0)]]

k=1 k=1

Analogamente determina-se 2, _, Z_, e Z__ de forma a ser possivel escrever (B.4) como

[Hy1(8), [Hur(7), 5.ap(7)]]

R0 alalo () m() (1) bibrop(0) = Y aoa(r)al () (r)bio5(0)by
k=1 k=1
> aloa(r)al () (T)bebp(0)b + Y 6a(T)ala’ i (t)uk(r)65(0)brby
k=1 kl=1
> atada(m)m(Oui(r)bibkos(0) = > alea(r)am(t)ui(r)bios(0)b)
k=1 kl=1
= a6a ()0 (B (L0 + S Ga(r)ad! (b (1)5 ()55
a6 A(7)a' () (T)bp o5 (0)br + ) Ga(T)aa pu(t) (7)o 5(0)byb;
k=1 k=1
aate 4 (m) i (D) (7)b] k6 (0) = Y aba(r)al 1 (£) ()b 65(0)b
k=1 k,l=1
> atea(m)ap; () uk(T)brop(0)b] + Y Ga(r)alau; (£)u(7)65(0)bib]
kl=1 k=1
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00,00 00,00

3 dada () (O (BBeR(0) — 3 aba(r)au; ()i (T)bjon(0)h]
k=1 k=1

— 3 aba(r ) () ()b 008 + 3 6a(r)adn; (Dui(r)ds(0)b[b).

k=1 k=1

Com as propriedades de traco:

Tro(bjbro5(0) = Tra(bedp(0)b]) = Tra(65(0)bbk) = due ()

Ty (bibi65(0) = Tra(bjbo(0)) = 0;

Ty (bibjo5(0) = Tra(b]D}o5(0)) = 0;

Try(bibf65(0)) = Tra(b65(0)bi) = Tra(65(0)bib]) = (14 (nk))d;
Try(op(t) = 1
Tri(6a(t) = 1.

é possivel escrever

(B.11)

Trp[His (1), [Hii(7),645(0)] = B> {1+ (n))[a’ada(r) — 2a64(7)al + 6a(7)a'dl

Assim, a equagao mestra 2.28 assume a forma
do 4

= —iAwlata, 54(t)] + Ala, 64(t)a] + Alaca(t), al]

+ Bla',64(t)a] + Bla'ea(t), ],

onde

0o )2 .
Aw — P/ g(w]) D(wj)dwj,
0

sendo D(w) a fungao densidade que converte Y~ — [ D(w;)dw;, e

/ dnexp ti(w — w;j)n = m0(w — w;) £ iP( )
0 W Wy
onden=t-—r.
A forma padrao da equacao mestra (B.14) na descrigao de interagao é
46
% = —iAwla'a,64(t)]
_%u + () [Ga(t)ata + aTaga(t) — 2a64(t)al]
—% (i) [Fa(t)aat + aaoa(t) — 26764 (1))
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A temperatura nula, o sistema possui um niumero médio de fétons nulo, isto é, T = 0,
(ng) =0 e Aw = 0, neste caso obtém-se a forma simplificada

do 4 Vs (Data i atas 5 (at

o §[OA(t)CL a+a'aca(t) —2ac4(t)a’] (B.20)

sendo,

5 = 2(A — B) = 2rg(w;)>D(w;). (B.21)
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Apendice C

Analise da medida de correlacao

C.1 Um dos modos nao-comprimido e outro comprim-
ido
Supondo a condi¢ao de apenas um dos modos estar inicialmente comprimido, ou seja,

S1(0,3) = 2uie™ " > 1
S5(0,8) = 2u9e™ 22 < 1 (C.1)

se # = 0, isto é, se o sistema nao estiver acoplado ao reservatério na auséncia de dissipacao:

S1(7,0) = 2(By cos® T + Basen®7) — 2(n? cos* 7 4 nisentr — 20,1, cos® Tsen1)2 (C.2)

4

Sy(7,0) = 2(By cos® T + Brsen®7) — 2(n? cos* 7 + nisen’t — 20111, cos® Tsen1)?2 (C.3)

a troca de compressao entre os modos ocorre em 7 = 7., quando:
S1(Tez,0) = S5(0,0) (C4)
o modo 1 assume identidade do modo 2
52(Ter,0) = 51(0,0) (C.5)
o modo 2 assume identidade do modo 1 ou seja, quando
1

Tew = (n+§)7r (C.6)
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C.1. UM DOS MODOS NAO-COMPRIMIDO E OUTRO COMPRIMIDO

Em Yi2(7ez, 0) = 0 o sistema desemaranha, assim tem-se que:

sen (27, ) = sen(2(n + %)TF) = sen(2nm) cos m + cos(2nm)sent = 0,Vn (C.7)
Sendo
S1(Tew, ) = € 2781(7,0) + (2v + 1)(1 —e77) (C.8)
e
So(Tew, B) = €278 (7,0) + (2v + 1)(1 — e>77) (C.9)

obtém-se que

lim Sy(7,8) = (2v + 1)

T—00

lim Sy(7,B) = (2v + 1) (C.10)

T—0Q

Com dissipacao, isto é, com o sistema acoplado ao reservatério, 5 # 0, em 7 = 7, tem-se

S1(Tex, B) = 6_257-”51(7693, 0)+ (2v+1)(1 — 6_257)

S5 (Tew, ) = €727 Sy (7o, 0) + (20 + 1) (1 — e727) (C.11)
Sl(TeanB) = 6_26763052(07 0) + <2V + 1)<1 - 6_257—)
Sy(Tew, B) = €727 51(0,0) 4+ (2v + 1)(1 — e 2°7) (C.12)

nos instantes 7., tem-se:

S1(Tew, B) = €727 209722 4 (2 4 1)(1 — 7 2°7)

So(Te, B) = €727 20172 4 (20 + 1)(1 — e 277) (C.13)
onde
1
Tex = (N + 5)7?;71 ezt (C.14)
Asssim,

Sl(Te:wﬁ) < 1
Quge 20Tt (9 £ 1)(1—e”2T) < 1 (C.15)
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C.1. UM DOS MODOS NAO-COMPRIMIDO E OUTRO COMPRIMIDO

co1m

Portanto,

Gl +2(1-¢) < 1
(Go—2)¢+2z < 1

(z—=G2)¢ > z—1

Z—gz
z—1
Z—g2
z—1
—207Tez > In
ﬁ Z—g2
1 z—1 1 2 —Gs

ex < ——1 = =5
T 2 nz—Q’Q 2ﬁnz—1

672ﬂ7-ez >

sendo que
z2—Gy>z—1

uma vez que Go < 1 Assim,

1 1 20+ 1— Gy
Z Bl P
(n—|—2)7r < 2511 5
1 w+1-G, 1
] _Z
no< ooy, 5 (B, v #0)

No limite de temperatura nula, v = 0, sendo

2 1— 2 1
pvtl-6 _ 1n_V[1+__%]
2v 2v v 2u
tem-se
) 2v+1—-G,
Iimln —— =
v—0 2v

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

Como n < oo entao ha finitos intervalos de tempos nos quais o modo 1 assume um valor

de 51 < 1. Ha n + 1 valores de tempos para os quais S;(7,3) < 1 e hd n + 1 intervalos de

tempo nos quais S;(7, 3) < 1.
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Apeéendice D

Matriz M

D.1 Elementos da matriz das covariancias

Sendo os elementos definidos por

1
dos = §<QQQﬁ + QBQa>

e a matriz Q = ||q.s| da forma ¢ = (Z1; p1; T2; p2) onde,

ﬁk—7(ak+a2) kzg(ak—ab
com as relacoes inversas,
. 1 : . 1 . A .
ay = —2($k +ipy)  a) = —2(9% —ipy)  df =3 pL =D

de forma que
q11 q12 13 q14
q21 Qq22 (23 (24

431 432 (33 (34

q41 Q442 443 Q44

Cujos elementos sao dados por:

1/,. .
Q1 = §<(al+ab2>

1,1, NN 1. Aty A .
a2 = {5 +a)@ —a) + 5@ - aD)a +a))
1,1, . . 1. . .
1 = (50 +al)as +af) + 5@ +a) (@ +a))
1,1, . . 1. Aty g A .
qu = 55 (@ +al)a —af) + (@ - ah)(@ +a}))
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D.1.
1. ELEMENTOS DA MATRIZ DAS COVARIANCIAS

421

422

423

q24

q31

432

q33

434

441

442

443

q44

q11

q12

q13

q14

q21

q22

q23

424

q31

q32

q33

q34

1
an — a) (@ + ) + o (@ + )
(i1 — ) (@ +a}) + 5 (@ +af) (@ — af) )

P ) S

| — P N N Y| P
[\
<

N | —

NN RN~ =N -

| DN | —
|
—~
Q>
)
|
Q>
B —-
N
()
\/

2

= %(@f) + (af*) +2(alan + %))
= 5 (@) —@h)
1
- §<<a1a2> + (@wab) + (azal) + <&1d$>)
- 212,(<a1a2> + (afi) — (@al) - (alah))
— (@ - @m)
= ‘1<<d?>+<d*2>—2“ :
12 1 <a1a1+§>>
= 5 ((ne) + (@ab) — (@las) — (alah))
= 5 (tand) + Galad) — (mad) — (alan))
1
= 5 ((@az) + (@lad) + (@laz) + (@al)
— %<<€L1d2> — (afas) + (@rab) — <d§d;>>
— %(@g) +(ay) + 2(agal + %))
— (@ - ab)
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(D.21)
(D.22)
(D.23)
(D.24)
(D.25)
(D.26)
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(D.28)
(D.29)
(D.30)
(D.31)

(D.32)



D.2. RELAGAO ENTRE OS ELEMENTOS Q.5 E M,

q41

qa2

443

qaa

D.2 Relagao entre os elementos g,3 € M,g3

(D.33)
(D.34)
(D.35)

(D.36)

A matriz M, cujos elementos sao escritos em termos dos operadores bosonicos assume a

forma

onde a relacao entre os elementos g.3 € mqp ¢ dada por:

q11

q12

q13

q14

q21

422

q23

q24

431

q32

q33

q34

q41

al) (ayab) My Mg Mg
al) (a0ad) || || Moy My Moy
al) (alal) My My My
al) (abal) My My My
1

§(M11+M33+2M13+1)

1

— (M, — M.

22.( 11 33)

1

§(M12+M32+M14+M34)

1

%(Mm + M3y — Myy — Msy)
1

Z(MH — Ms3)

1
—§(M11 + Msz —2My3 — 1)

1

Z(Mm — M3y + My — Msy)
1

—§(M12 — M3y — My + Masy)

1
§(M12 + M3y + Mg + Msy)

1

2_2'<M12 — M3y + My — Msy)
1

§(M22 + Myy + 2Msy + 1)

1

Z(Mm — Myy)

1
_Q_i(M12 + M3y — Myy — Msy)
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My
Moy
M3
My

(D.37)

(D.38)
(D.39)
(D.40)
(D.41)
(D.42)
(D.43)
(D.44)
(D.45)
(D.46)
(D.47)
(D.48)
(D.49)

(D.50)



D.2. RELAGAO ENTRE OS ELEMENTOS Q.5 E M,

1
Qa2 = —§(M12 — M3y — Mg + M3,) (D.51)
1
Qa3 = 2_2'(M22 — M) (D.52)
1
Qua = —§(M22 + Myy — 2Myy — 1), (D.53)
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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