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RESUMO

Neste trabalho ¢ proposta uma metodologia alternativa para o estudo
do tratamento do cancer de préstata através da radioterapia, a partir de resultados
obtidos da modelagem matematica. O crescimento do tumor é simulado através da
utilizacao de um modelo matematico no qual sao consideradas as interacoes entre
células normais (), imunolégicas (I) e tumorais (7T'), representado por um sistema
de trés equagoes diferenciais ordinarias. A modelagem do processo leva em conta
um modelo especifico para taxa de crescimento do cancer de préstata baseada em
dados clinicos reais: a escala de Gleason e o nivel de PSA para pacientes individuais.
O efeito do tratamento por radioterapia é simulado pela aplicagao do modelo linear-
quadratico (LQ). Foram realizadas simulagoes a partir dos protocolos de tratamento
padroes. Em nossos resultados, mostramos que o controle 6timo pode ser usado
para descrever protocolos de tratamento mais eficientes que os protocolos padroes
utilizados atualmente na medicina. A metodologia de estudo proposta permitiu
avaliar o efeito de diferentes protocolos de tratamento sobre a evolugao do tumor,
podendo-se obter um protocolo menos agressivo ao paciente e que permita a cura

em menor tempo e com dose total de radiacao menor.

Palavras-chave: Cancer de préostata, Modelagem matematica, Con-
trole 6timo linear feedback, Radioterapia, Dinamica populacional, Crescimento de

tumores.



ABSTRACT

In the present work we propose an alternative methodology for the
mathematical modeling of prostate cancer growth and treatment by radiotherapy.
The tumor growth is simulated using a mathematical model in which the interactions
between normal cells (N), immune (I) and tumor (T) are considered, represented
by a system of three ordinary differential equations. The model takes in account a
specific growth rate for the prostate cancer based on real clinical datas: the Gleason
scale and the PSA level for individual patients. The treatment effect for radiotherapy
is simulated by the application of the linear-quadratic model (LQ) to simulate the
effect of radiation on the growth rate of the various cell types. We performed
simulations of the different treatment standard protocols. In our results, we show
that the optimal control can be used to describe more efficient treatment protocols
than the standards currently used. Our methodology allowed to evaluate the effects
of different treatment protocols on the evolution of the tumor, being able to get a
less aggressive protocol to the patient that allows the cure in shorter time and with

smaller total dose of radiation.

Keywords: Prostate cancer, Mathematical modelling, Optimal linear

feedback control , Radiotherapy, Dynamic populacional, Tumors growth.



INTRODUCAO

Do estudo da literatura observa-se que existem basicamente duas frentes
de atuacao que consideram a modelagem matematica e o tratamento de tumores.
Por um lado, existem os modelos de crescimento de tumores. Estes podem ser
de uma grande variedade e a resolugao também utiliza uma grande variedade de
métodos numéricos e/ou analiticos. Em nossa revisao bibliografica verificou-se que
a maioria dos modelos de crescimento de tumores sao baseados em Equacgoes Dife-
renciais Ordindrias, embora, alguns autores, como Sachs et al. [49] por exemplo,
defendam o uso de Equacoes Diferenciais Parciais para descrever o crescimento de
tumores. Uma revisao muito abrangente da aplicacao de modelos matematicos para
o estudo do crescimento de tumores pode ser encontrada em Araijo [1]. Por outro
lado, os modelos para tratamentos por radioterapia sao baseados principalmente
no conhecido modelo linear-quadrético (LQ). O modelo LQ é bem conhecido na
comunidade cientifica das areas de fisica médica e radiobiologia e existem muitos
trabalhos de revisdo, dentre os quais podemos citar Fowler [18]. Este modelo é
baseado na hipdtese de que é possivel avaliar a efetividade de um dado tratamento
a partir do conhecimento de certos parametros radiobiologicos que determinam os
aspectos fisicos e biologicos da interacao da radiagao com os tecidos. Os parametros
radiobioldgicos sao determinados empiricamente a partir de experimentos n vivo
ou em laboratdrio. A grandeza importante é a fracao de células sobreviventes apds
o tratamento ou apdés uma dada aplicacao da radiagao. Porém, um dos aspectos
relevantes do modelo é a necessidade de se realizar correcoes na fracao de células
sobreviventes devido a fenomenos bem conhecidos ligados a radioterapia, tais como:
reparo, repopulagao, reoxigenacao e redistribuicao. No Capitulo 1 apresentamos
com mais detalhes estas questoes. Neste momento é importante apenas citar de
passagem que aqueles fenomenos sao de natureza biolégica, enquanto que a dose de
radiagao aplicada ¢ uma grandeza fisica. Seria interessante e desejavel separar as
questoes biolégicas dos aspectos fisicos da radioterapia.

Na ultima década, varios autores tém apresentado estratégias otimas
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de tratamento de cancer, sejam através da quimioterapia, sejam através da radiote-
rapia, baseadas nos modelos matemadticos [17, 27, 37, 45, 58], entre outros. Em
Pillis e Radunskaya [45] foi estudada a dindmica de crescimento de tumores, onde
foram determinados os valores dos parametros que permitem o controle do tumor
por quimioterapia. Neste modelo é possivel incluir muitos efeitos de origem biolégica
como, por exemplo, o estado do sistema imunoldgico do paciente e a agressividade do
tumor. Outros aspectos como reoxigenagao, repopulacao e reparo também podem,
em principio, ser incluidos no modelo, mas isto nao sera feito no presente trabalho.
Baseados em consideragoes radiobioldgicas, Moonem e Bartelink [37], apresentam
varias estratégias de fracionamento, testadas clinicamente, que ofereceram um ganho
terapéutico promissor para melhorar o controle do tumor e suas complicagoes finais.
Fowler e seus colaboradores [17], planejaram um conjunto de protocolos de hipofra-
cionamento para o cancer de prostata de forma que as complicagoes tardias dos
tecidos retais fossem mantidas constantes ao longo do tratamento. Isto foi feito
ajustando a dose por fracao e dose total para manter um nivel constante de efeitos
tardios.

Devido ao crescimento da incidéncia de cancer, nos ultimos anos, em
conseqiiéncia do aumento da expectativa de vida e de uma maior exposicao da po-
pulacao a fatores de risco, varios autores tém demonstrado o interesse no estudo da
prevencao e tratamento desta doenca.

Como o cancer de préstata é o tumor maligno com maior incidéncia em
homens com idade acima de 50 anos e a radioterapia é o tratamento mais adequado
para este tipo de tumor, éste foi escolhido como tema do presente trabalho e, sendo o
modelo Linear Quadratico o melhor modelo disponivel da atualidade para descrever
o efeito bioldgico da morte celular radio-induzida, este modelo foi utilizado para
modelar o tratamento por radioterapia.

O objetivo principal da Radioterapia é fornecer ao tumor uma dose
de radiacao suficientemente alta e uniformemente distribuida, de forma a poupar
os tecidos adjacentes saudaveis dos efeitos da radiacao. Atualmente, a técnica de

Radioterapia de intensidade modulada do feixe (IMRT) [58] usada na Radioterapia



Introducao 3

Convencional desempenha um avanco importante para o tratamento de tumores
situados perto de estruturas anatomicas complexas, como é o caso dos tumores de
prostata e de cabeca e garganta.

Um dos objetivos do presente trabalho é mostrar que a modelagem
matematica do tratamento do cancer de préstata pode ser realizada pelo acopla-
mento entre um modelo de crescimento de tumores e o modelo Linear Quadratico
utilizado para descrever o efeito do tratamento por Radioterapia, observando a
dinamica do sistema do crescimento de tumores. Com esse acoplamento é possivel
analisar as diferencas entre os diversos protocolos de tratamento por radioterapia,
além de permitir a inclusao de fatores importantes, como a agressividade do tumor
e a efetividade do sistema imunologico.

Outro objetivo deste trabalho é encontrar um modelo especifico para
taxa de crescimento do cancer de préstata, do modelo de crescimento de tumores,
em funcao de dados clinicos reais: a escala de Gleason e o nivel de PSA para pa-
cientes individuais.

E finalmente, o objetivo principal deste trabalho é mostrar que o con-
trole 6timo pode ser usado para descrever protocolos de tratamento mais eficientes
que os protocolos padroes utilizados atualmente na medicina. A metodologia de es-
tudo proposta permitira avaliar o efeito de diferentes protocolos de tratamento sobre
a evolugao do tumor, podendo-se obter um protocolo menos agressivo ao paciente e
que permita a cura em menor tempo e com dose total de radiagao menor.

O Capitulo 1 apresenta informagoes sobre o cancer, em particular sobre
o cancer de prostata. E comentado sobre a importancia do sistema imunolégico
no combate ao cancer, a descoberta da terapia de radiagao bem como os principios
basicos em radioterapia. Na secao 1.5 é feita uma andlise sobre a importancia da
modelagem matematica da radioterapia e nas secoes 1.7 e 1.8 sao mostrados alguns
exemplos de modelos de crescimento de tumores solidos e da taxa de crescimento
para o cancer de préstata. Foram estudados os aspectos radiobioldgicos e a funda-
mentacao tedrica da modelagem matematica do tratamento do cancer.

No Capitulo 2 é apresentado o modelo matemaético utilizado para des-
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crever a dinamica do crescimento do cancer de préstata baseado em um modelo es-
pecifico para taxa de crescimento do cancer de préstata em funcao de dados clinicos
reais: a escala de Gleason e o nivel de PSA para pacientes individuais.

No Capitulo 3 serd apresentado o método numérico de resolugao do sis-
tema de equagoes diferenciais ordindrias, no qual sera feito um breve estudo sobre
a convergencia do método utilizado.

Os Capitulos 4 e 5 sao dedicados a formulagao do problema de controle
6timo do modelo de crescimento de tumores, baseada na aplicacao do controle 6timo
linear feedback.

No Capitulo 6 é formulado o controle do crescimento do cancer de
prostata por radioterapia e a seguir sao testados alguns protocolos de tratamento
utilizados atualmente na medicina.

O Capitulo 7 é destinado ao tratamento do cancer de préstata por
hipofracionamento utilizando os protocolos de tratamento sugeridos por Fowler e
seus colaboradores os quais sao comparados com os protocolos utilizados por alguns
centros especializados no tratamento do cancer de préstata.

No Capitulo 8 serao encontrados os protocolos otimizados de trata-
mento por radioterapia segundo o controle 6timo linear feedback. Neste capitulo
sao sugeridos alguns protocolos de tratamentos que podem ser menos agressivos ao
paciente e que permitam a cura do tumor em menor tempo e com dose total de ra-
diacao menor, resultando com isso, uma economia consideravel de recursos humanos
e financeiros.

O 1ltimo Capitulo é destinado as conclusoes do trabalho e sugere tra-

balhos futuros.



1 FUNDAMENTACAO TEORICA DA
MODELAGEM MATEMATICA DO
TRATAMENTO DO CANCER

A resposta de um tumor a um dado tratamento depende de varios
fatores, inclusive do grau de severidade da doenca, o tipo de tratamento e a capaci-
dade do sistema imunolégico do proprio paciente em reagir a doenca. A modelagem
matematica desse processo é considerada uma poderosa ferramenta no desenvolvi-
mento de novos regimes de tratamento. Nas ultimas décadas esse tema tem sido
abordado por muitos autores, que utilizaram uma variedade de modelos para des-
crever diversos tipos de tratamentos. No entanto, observamos em nossa pesquisa
bibliografica que a utilizacao da modelagem matematica tem acontecido nos ca-
sos de tratamentos através de quimioterapia. Nos tratamentos mais modernos de
radioterapia a aplicacao de modelos matematicos nao alcangou o mesmo grau de
desenvolvimento. O objetivo deste trabalho é mostrar que utilizando a teoria do
controle 6timo, é possivel descrever protocolos de tratamento mais eficientes que os

protocolos padroes utilizados na atualidade.

1.1 O que é o Cancer ?

O cancer se origina de uma unica célula transformada, que sofreu algum
tipo de mutagao, seja por um agente externo ou interno ao organismo. Esta célula
nao obedece ao regulamento de diferenciacao e proliferacao celular, forma um clone,
e continua a crescer sem respeitar as necessidades do corpo.

Durante uma divisao celular, as novas células copiam o coédigo genético
do DNA das células existentes. Na duplicacao do DNA acontecem muitas mutacoes,
muitas delas implicam em mudancas que nao sao detectadas na atividade metabdlica
do organismo e passam desapercebidas pelos érgaos de vigilancia imunolégica. Ou-

tras podem determinar a morte destas células e, por conseqiiéncia, também nao
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sao detectadas. Apenas um pequeno nimero de mutagoes que ocorrem em genes
especificos (geralmente aqueles responsaveis pelo crescimento, reparagao e divisao
celular) podem determinar o crescimento sem controle das células dando inicio ao
tumor.

Entao, o cancer é uma doenca causada por danos no DNA e sua al-
teragao do codigo genético, ao longo do tempo.

As células tumorais possuem caracteristicas comuns a todos os tipos
de cancer, como por exemplo, a perda do controle do crescimento celular e de
suas funcoes no tecido saudavel, infiltracao nos tecidos adjacentes e formacao de
metastases, que sao propagacoes irregulares de fragmentos da célula cancerigena
para outras regioes ou érgaos distantes do tumor de origem, por via hematogénica
ou linfatica.

Dos casos de cancer conhecidos atualmente, 80% a 90% estao associados
ao uso de produtos quimicos e afins, ao consumo de certos alimentos e medicamentos
ou ainda aos habitos de saude, como a exposi¢ao excessiva aos raios solares, cau-
sadores do cancer de pele, por exemplo. Os casos de cancer relacionados a fatores
exclusivamente hereditarios e étnicos sao raros.

A aparicao e crescimento do cancer em sua fase inicial é relativamente
silenciosa e seus poucos sintomas se confundem facilmente com os produzidos por
doencas banais. Somente quando o cancer se expande é que aparecem manifestacoes
que permitem o seu diagnostico.

Estima-se que 1g de tumor contenha aproximadamente 1 bilhao (109)

3. Supondo que o tumor se desenvolve de

de células e ocupe um volume de 1 cm
uma unica célula, quando alcanca 1 cm?, isto significa que ele ja completou 30 du-
plicagoes celulares. Mais 10 duplicagoes resultariam numa massa de 1 kg de tumor,
que é o tamanho méximo que um tumor pode alcancar [10, 21]. (Ver Tabela 1.1).

O tratamento do cancer é complicado pela habilidade que as células
tumorais tém de se espalhar pelos tecidos adjacentes. Todas as células tumorais

devem ser removidas sem que as funcoes dos tecidos normais sejam prejudicadas.

Se alguma célula sobreviver, pode-se desenvolver um novo tumor e, eventualmente
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Tabela 1.1: Relagao entre nimero de duplicagoes, niimero de células e tamanho do tumor.

Duplicagoes Células Gramas de tumor Deteccao
0 1 Nanograma
10 103 Micrograma .
20 106 Miligrama Microscopica
30 10° Grama Palpédvel *
40 1012 Quilograma Debilitagao/Morte

* A menor massa de tumor clinicamente detectdvel tem 1 grama de peso e um
centimetro cubico de diametro [10, 21].

o reaparecimento da doenca.

Atualmente, os tratamentos disponiveis para o cancer sao:
e (lirurgia: é um tratamento local com o objetivo de remover o tecido doente e o
minimo possivel de tecido saudavel. Porém, pode haver disseminacgao das células tu-
morais para outras partes do corpo e estas células podem nao ser detectadas e, entao,
a cirurgia nao é suficiente para eliminar a doenca completamente. Nesses casos
associam-se outras modalidades de tratamento como a radioterapia ou a quimiote-
rapia.
e (Quimioterapia: Consiste na utilizacao de medicamentos que tem acao citotoxica
(matam as células) essas drogas sao introduzidas na corrente sangliinea para re-
tardar o crescimento de células metastaticas ou aliviar os sintomas causados pelo
crescimento do tumor.
e Radioterapia: Uma forma de combater o crescimento desregulado das células
tumorais, é o tratamento por radioterapia, o qual emprega feixes de radiacao io-
nizantes para destruir as células tumorais. A radiacao danifica tanto as células
sadias quanto as células neoplasicas, alterando o material genético da célula do tu-
mor evitando que ela cresga e se reproduza.

Devido a fase mitotica ser mais radiossensivel e as tumorais apresentarem
um crescimento mais rapido que as células normais o efeito da radiacao é maior em
células tumorais do que em células normais.

e Hormonioterapia: é o uso de hormoénios que restringem o crescimento de alguns
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tumores. Pode ser utilizada como tratamento exclusivo, mas geralmente é associada

com outras modalidades de tratamento.

1.2 O Cancer de Prostata

O cancer de préstata é o tumor maligno mais diagnosticado em homens
com idade acima de 50 anos nos paises desenvolvidos, como os Estados Unidos e
Canadad, e a segunda causa de morte por cancer, atras dos tumores de pulmao. No
Brasil, conforme estimativas do Instituto Nacional de Céancer para o ano de 2006, o
cancer de préstata permanece na 2* colocagao em incidéncia, atras dos tumores de
pele e, na mortalidade, é superado apenas pelo cancer de pulmao [24]. As modali-
dades terapeuticas disponiveis para o tratamento do cancer de prostata localizado
envolvem a radioterapia, a cirurgia, a quimioterapia ou a hormonioterapia, isolados
ou combinados entre si. O método selecionado depende de seu estadio, velocidade
de crescimento, e da idade e satde geral do paciente. Também ¢ importante con-
siderar os beneficios e potenciais efeitos colaterais para cada opcao de tratamento.
Todos esses fatores podem e devem ser completamente discutidos na busca da me-
lhor opcao de tratamento. Dentre as técnicas de tratamento citadas anteriormente,
a radioterapia é a opcao terapéutica mais indicada para este tipo de tumor.

O estadiamento patologico continua sendo o mais poderoso parametro
de previsao de comportamento tumoral e do resultado do tratamento. As chances
de cura dos pacientes portadores de cancer de prostata diminuem significativamente
quando o estadiamento patoldgico indica acometimento das margens cirdrgicas,
penetracao no tecido periprostatico, invasao das vesiculas seminais e, finalmente,
metastases locais ou distantes. Apesar do diagnodstico de cancer da préstata estar
sendo realizado mais precocemente, uma grande porcentagem de pacientes ja tem
doenca extra-capsular no momento do tratamento definitivo. Mais de 95 % dos tu-
mores prostaticos sao adenocarcimonas. A agressividade é determinada pela escala
de Gleason, que atribui duas notas - de 1 a 5 - para as alteracoes estruturais da

glandula. Os fatores de pior prognéstico do estadio da doenca (estadio > que T3)
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sdo: volume tumoral (favordvel < 4cc) e os niveis séricos de antigeno prostatico

especifico (prostatic specific antigen, PSA)(favordvel < 10)[14].

1.2.1 Aspectos fisiologicos

A proéstata é um 6rgao pequeno mede aproximadamente de 4 a 6 cm de
comprimento, fica localizado abaixo da bexiga e na frente do reto (ver Figura 1.1).

E um orgao sexual secundario responsavel pela producao de um dos
componentes do liquido seminal. Também, produz o PSA (Antigeno Prostatico
FEspecifico), que tem a fungao biolégica de auxiliar na reproducao humana.

Pode ser sede de dois processos distintos. O primeiro é o crescimento

testiculo

uretra

Figura 1.1: Tlustragao do Aparelho Geniturindrio, préstata (em vermelho).

benigno, chamado de hiperplasia, que acomete quase 90% dos homens apds os 40
anos e que produz dificuldade para a eliminacao da urina. O segundo é o cancer
da préstata, que surge associado ou nao ao crescimento benigno e que se manifesta

quase sempre depois que os homens completam 50 anos.
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1.2.2 Causas

Todo homem nasce programado para ter cancer da préstata, pois todos
carregam em seu codigo genético os chamados ” proto-oncogenes”, que dao a ordem
para uma célula normal se transformar em outra maligna. Isto s6 nao ocorre in-
discriminadamente porque a funcao dos proto-oncogenes é antagonizada por outro
grupo de genes protetores, chamados de ” supressores”, dos quais os mais conheci-
dos sao o p53 e o p21. Estes genes promovem o suicidio das células toda vez que
elas sofrem um processo de degeneracao maligna, num fenomeno conhecido como
apoptose [51].

O cancer da prostata surge porque as multiplas divisoes celulares, que
ocorrem em todos os seres vivos, acompanham-se de discreta fragmentagao dos cro-
mossomos, que vao se privando de parte do seu material genético. Com o decorrer
dos anos acumulam-se perdas dos genes supressores, que libera a atividade dos

proto-oncogenes e permite a degeneracao das células prostaticas.

1.2.3 Diagnéstico do cancer de prostata

O cancer da préstata nao produz sintomas nas fases iniciais. Com
o decorrer do tempo podem surgir dificuldade para expelir a urina, jato urinario
fraco ou aumento do nimero de micgoes. Estes sintomas sao comuns nos casos de
crescimento benigno, de modo que a presenca deles nao indica, necessariamente, a
existéncia de cancer mas exige, no minimo, uma avaliacdo médica [52].

A deteccao precoce do cancer de préstata se faz por meio do exame
anual, que deve ser feito a partir dos 50 anos, para a populagao geral, e 40 anos,
para grupos de risco. Este exame é feito pelo toque retal digital, que pode identificar
um nédulo tipicamente endurecido.

Recentemente, estd sendo utilizada a andlise da dosagem do PSA, que
detecta 80% dos casos novos, é um teste muito util no diagndstico e seguimento
do cancer de prostata que detecta uma substancia do sangue que freqiientemente

aumenta em casos de cancer de prostata e outras doencas da prostata.
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O PSA é uma enzima produzida pela epitélio da glandula, é o melhor
indicador para bidpsia da préstata. Sua interpretacao deve ser cuidadosamente in-
dividualizada. O nivel de PSA até 4 ng/ml é considerado normal, de 4 a 10 ng/ml
¢ considerado levemente elevado, niveis entre 10 e 20 ng/ml sdo considerados mode-
radamente elevados e acima de 20 ng/ml, altamente elevado. No diagnéstico cerca
de 80% dos pacientes com cancer de préstata apresentam PSA acima de 4 ng/ml
[57]. O PSA pode ainda variar de acordo com a idade, em individuos com menos
de 60 anos, ele deve ser relacionado ao que é normal para a idade (2,5 ng/ml para a
4?. década e 3,5 ng/ml para a 5*.), enquanto um nivel abaixo de 6 ng/ml dever ser
considerado normal para homens com 70 anos ou mais.

Para a pesquisa das metastases devem ser realizados os exames hema-
tolégicos: hemograma, fosfatases acida e alcalina, PSA hemossedimentacao e crea-
tinina. No diagndstico por imagem, deve-se realizar: cintolografia dssea, tomografia

ou ressonancia magnética pélvica ou Ossea se necessario radiografia de torax.

1.2.4 Sistema de Estadiamento TNM

O método mais comum de estadiamento do cancer de prostata é o
sistema de estadiamento TNM. E um sistema internacional desenvolvido pelo The
American Joint Committee on Cancer, adotado desde 1975, que descreve os estadios
do cancer de préstata e os métodos mais comuns de tratamento.

Utilizando o sistema de estadiamento TNM, o médico patologista sera
capaz de identificar o estddio da doenca, e podera sugerir os métodos comuns de
tratamento para cada estadio.

O sistema de estadiamento TNM ¢é dividido em trés componentes:

e T se refere ao tamanho do tumor primario;
e N descreve a extensao do envolvimento do ndédulo linfatico;

e M se refere a presenca ou auséncia de metastases.
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Estagio Descricao
Tla | Nao palpdvel. Menos de 5% da amostra é maligna.
T1b Nao palpavel. Mais de 5% da amostra é maligna.
Tlc | Nao palpéavel, mas PSA (Antigeno Prostatico Especifico) elevado.
T2a Palpével. Circunscrito a menos da metade de um lobo.
T2b Palpavel. Afetando mais da metade de um lobo, mas nao os dois.
T2c Palpéavel. Tumor comprometendo os dois lobos.
T3a Extensao extracapsular unilateral.
T3b Extensao extracapsular bilateral.
T3c Tumor que invadiu as vesiculas seminais.

T4 Tumor que se disseminou além da prostata, nas estruturas adjacentes.
N Tumor que se espalhou pelos linfonodos pélvicos.
M Tumor que se espalhou além dos linfonodos pélvicos.

Tabela 1.2: Estadio clinico do cancer de préstata - TNM

A Tabela 2.1 mostra os estddios do cancer de préstata classificados de
acordo com o sistema TNM.

Em geral, o estddio T'1 (Figura 1.2) indica que o tumor é microscépico e
nao pode ser tocado no exame de toque retal. O estadio T2 se refere aos tumores que
sao palpaveis, mas parecem estar inteiramente circunscritos a glandula. O cancer
T3 (Figura 1.2) ja se disseminou além da préstata, invadindo as vesiculas seminais,
adjacentes a préstata. Os tumores T4 tém extensao ainda maior. O sistema avalia
ainda se o cancer apresenta metdstase nos linfonodos pélvicos (N) ou em locais

distantes (M).

Figura 1.2: Estddio Tla (a esquerda). Estddio T3a (a direita).
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1.2.5 Escala de Gleason e agressividade do cancer de préstata

Caso os testes diagnosticados e outros exames revelem um tumor ma-
ligno, o médico pode utilizar o sistema de graduacao de Gleason para ajudar a
descrever a aparéncia do tecido prostatico canceroso.

Utilizando o sistema de graduacao de Gleason, um patologista exami-
nara o tecido prostatico biopsiado com o auxilio de um microscépio. O patolo-
gista examinara a aparéncia das células cancerosas em comparagao com as células
prostaticas normais. Se as células forem bastante semelhantes ao tecido prostatico
normal, diz-se que sao bastante diferenciadas e sao consideradas como sendo de grau
1 (que tém comportamento menos agressivo) pela escala de Gleason. Isto significa
que nao é esperado que o tumor cresca rapidamente. Por outro lado, se as células
em questao forem bastante irregulares e muito diferentes das células prostaticas nor-
mais, entao serao menos diferenciadas e serao consideradas como sendo de grau 5,
que geralmente apresentam um comportamento mais agressivo. Os graus 2-4 sao
utilizados para os tumores que se encontram entre os graus 1 e 5, com os nimeros
mais altos correspondendo a um crescimento tumoral mais rapido.

Pelo fato do tecido do cancer de préstata ser freqiientemente composto
de areas que tém graus diferentes, o patologista examinard rigorosamente as areas
que compoem a porcao maior do tecido. Os graus de Gleason sao entao atribuidos
aos dois padroes de células que ocorrem mais comumente. Uma vez que os dois
graus tenham sido atribuidos, uma pontuacao de Gleason pode ser determinada.
Isso é feito através da somatéria dos dois graus. A pontuagao de Gleason tera como
resultado um nimero entre 2 e 10. Quanto mais elevada a pontuacao, maior serd a
agressividade do cancer.

A Figura 1.3 mostra a aparéncia das células cancerigenas de um tecido
prostatico biopsiado visto sob o olhar de um microscépio. A comparacdo com as
células prostaticas normais, e a analise destas células cancerigenas ¢ que determi-
narao o grau em que o tumor se encontra e sua agressividade segundo a escala de

Gleason.
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1 F | as, k) 3 45 4B a8 5
Figura 1.3: Sistema de Gleason para graduacao histolégica do cancer de préstata de acordo com

a aparéncia das células cancerigenas do tecido prostatico biopsiado.

A chance de disseminacao do cancer para fora da prostata, causando
danos aos outros érgaos (bexiga, reto e vesiculas seminais), varia de acordo com a
escala de Gleason: cerca de 25% para graus entre 2 e 4, 50% para Gleason de 5 a 7

e chegando a 75% para graus 8 a 10 [36].

1.2.6 O Crescimento Benigno

Apds os 40 anos, 80% a 90% dos homens apresentam um crescimento
benigno progressivo da préstata, a hiperplasia prostatica, que estrangula o canal
uretral e cria graus variados de dificuldade para expelir a urina. Nos casos extremos
é necessaria uma cirurgia para aliviar o desconforto urinario.

As causas do benigno da prostata nao sao completamente conhecidas.
Contudo, pesquisas realizadas com animais ja demonstraram que a testosterona esta

relacionada ao aparecimento do problema.

1.2.7 Prevencao

Segundo Srougi [51], talvez ji seja possivel evitar a hiperplasia da
prostata. Alguns alimentos provavelmente interferem no crescimento da glandula.
A soja, certos vegetais (tomate, brdcolis, feijao, ervilha, etc.) e algumas frutas
(abdbora e melancia) promovem no organismo um actimulo de enterolactona, daidzeina

e genisteina, substancias que tém efeito inibidor sobre o aparecimento do cancer
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prostatico. A ingestao desses alimentos desde a adolescéncia poderia atenuar o de-

senvolvimento da glandula.

1.3 O Sistema Imunolégico no Combate ao Cancer

A resposta imune do organismo humano se dd de duas formas: uma é
a imunidade humoral (dependente de anticorpos) e a outra ¢ a imunidade celular
(dependente de células) [12].

O bago ¢ um dos érgaos responsaveis pela vigilancia imunolégica contra
o cancer, pois é capaz de reconhecer certas substancias estranhas ao organismo, que
passam por ele através do sangue.

O bago possui vasta populacao de linfocitos, macrofagos, e outras células
do sistema imunolégico. Entre as células normalmente encontradas nos linfono-
dos e no bago, estdao as células apresentadoras de antigenos (normalmente os
macréfagos), que reconhecem o material estranho ao corpo. Essas células estimulam
os linfécitos Ty (ou C'Dy) a liberar certas substancias (interleucinas e interferons)
que estimulam outros linfécitos T (o ”T”vem do Timo, onde essas células se desen-
volvem) e outras células de defesa. Os linfécitos B transformam-se em plasmécitos,
células produtoras de imunoglobinas (ou anticorpos), proteinas que se ligam es-
pecificamente a determinados antigenos.

Os anticorpos sao mais ativos contra patdgenos extracelulares, como
a maioria das bactérias. Como as células cancerigenas sao originadas da mutacao
das préprias células normais do organismo, o ataque a estas células infectadas é
executado por outras células, representando a imunidade celular. As interleuci-
nas estinulam os linfécitos Tx e os linfécitos T 7 matadores”, éstes por sua vez,
adquirem acao citotéxica e destroem as células cancerigenas ou células infectadas
por virus (Figura 1.4).

A medida em que o patégeno é eliminado do organismo a producao de
células imunolégicas diminui e as células remanescentes do combate ao cancer se

transformam em células de memoria. As células da linhagem B e da linhagem T
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adquirem memoéria imunoldgica, podendo desencadear a resposta imune com mais

rapidez e intensidade no caso de uma reincidéncia do tumor [12, 25, 42].

Canver cell Lethal holes

Cytotoxie T cell

(b)

Figura 1.4: (a) Célula T do sistema imune (laranja) matando célula cancerosa (rosa).
(b) Outro tipo de célula T, chamada de citotdxica (menor, verde), ataca uma
célula cancerosa (maior, amarelada). Os ”furos”’indicados pelas setas sao
chamados de danos sub-letais. Foto do Science Museum.

O sistema imunolégico também é responsavel pela ”limpeza”do organis-
mo, ou seja, a retirada de células mortas, a renovagao de determinadas estruturas e
rejeicao de transplantes ou enxertos.

Em alguns casos, a resposta imunolégica pode falhar devido a diversos
fatores, tais como [10]:
e A idade: um sistema imunoldgico imaturo ou senil.
e A massa tumoral que pode ser: muito pequena, insuficiente para estimular uma
resposta imune, ou muito grande, superando a capacidade do sistema imunolédgico.
e As células tumorais podem liberar certas substancias que suprimem a atividade
imunolégica, ou protegem a célula da vigilancia imunoldgica.
e As células tumorais sao capazes de ”copiar”’substancias produzidas pelas células

normais e, desta forma conseguem escapar da deteccao, e ainda, invadir a medula
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6ssea, provocando a diminuicao da producao de linfécitos.
e FE por ultimo, a resposta imunoldgica pode ser prejudicada pelo proprio trata-
mento, seja pelo uso de medicamentos ou pela depressao da resposta imunolégica

induzida pela radiagao.

1.4 Oncologia e a Terapia de radiacao

Logo apds a descoberta do Raio-X pelo fisico alemao, Whilhelm C.
Roentgen em 1895, esta nova forma de energia rapidamente transformou-se em fer-
ramenta para diagnosticos na medicina e varios clinicos comecaram a desenvolver
suas experiéncias com o uso da terapia do raio-x para tumores malignos. Em 1896
Lister na Inglaterra e Grubbe e Ludlam nos Estados Unidos sugeriram que os raios-x
poderiam ser tuteis no tratamento do cancer. As primeiras tentativas nao tiveram
grande sucesso. Entretanto, hoje a terapia de radiacao é reconhecida como um im-
portante instrumento no combate ao cancer.

A primeira demonstracao experimental do beneficio terapéutico da fra-
cionamento veio do trabalho de Regaud e Ferroux em 1927. Eles mostraram que
com a irradiagao fracionada direcionada ao testiculo de um carneiro, era possivel
esteriliza-lo com menos danos de pele do que depois de uma dose unica.

Em 1929, Coutard alcancou as primeiras curas de tumores, usando
regimes de baixa-taxa-dose fracionada que era individualmente adaptada depen-
dendo da pele dos pacientes e da reacao da mucosa. Seu trabalho foi responsavel
pela inovacao definitiva da radioterapia fracionada que até entao era realizada em
doses grandes e tnicas.

Os progressos da fisica médica na década de 30 permitiram quantificar
as doses de radiagao e estabelecer uma relacao entre quantidade e efeito bioldgico.

Em 1944, Strandqvist publicou os resultados de observagoes clinicas
que relacionavam o efeito das radiacoes sobre os tecidos e da dose com o tempo de
administracao e a distribuicao desta no tempo.

Em 1976, J. F. Fowler publica os seus resultados experimentais e apre-
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senta o primeiro modelo matematico capaz de explicar de forma eficiente a morte
celular radio-induzida, cujos resultados foram baseados em experiéncias com ratos
em laboratério.

No ano de 1994, Moonen e Bartelink [37] discutem as vdrias técnicas
de regimes de fracionamento alterados, como o hiperfracionamento, o fracionamento
acelerado e o hipofracionamento, bem como a razao pela escolha destes programas
de radiagao nao padronizados.

O desenvolvimento da fisica e da engenharia nuclear proporcionaram
um grande avanco na producao de materiais radioativos obtidos artificialmente,
propiciando novas fontes (entre elas o cobalto 60) com diferentes caracteristicas
para uso em terapias. Esses avancos na area da fisica associados a uma melhor
compreensao dos mecanismos bioquimicos da interacao da radiacao com a matéria
trouxeram as bases tedricas para tratamentos que concentram grandes doses de ra-
diacao em um determinado volume alvo, protegendo os tecidos normais e lesando
a0 maximo os tumorais.

O desenvolvimento na engenharia de construcao de aceleradores, que
passaram a ser construidos em tamanhos apropriados para uso clinico e com grande
variedade de energias e de tipos de radiacao, representou um aumento significativo
de opcoes de tratamento, cada vez melhores e mais otimizados.

Em 2003 Xiangkui Mu et al. [58], estudaram o efeito da fracao de
tempo na radioterapia intensiva modulada (IMRT). Em suas experiéncias foram
utilizadas células do figado de um hamster chinés para simular situacoes clinicas. A
validade dos seus resultados experimentais foi verificada através do modelo linear-
quadratico, que é modelo mais amplamente utilizado na literatura para descrever o
efeito da morte celular radio-induzida.

Em 2003, Fowler et al. também defende em seu trabalho o uso dos
regimes hipofracionados na analise de novos protocolos, sugerindo que testes rea-
lizados para radioterapia de cancer de préstata mostraram que a hipofracionamento
apresentou um potencial de ganho terapéutico como também vantagens economicas

e logisticas.
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1.4.1 O que é Radioterapia?

A radioterapia consiste na utilizacao de radiagoes ionizantes para des-
truir células tumorais. A radiacao danifica o material genético da célula do tumor
evitando que ela crescga e se reproduza. A quantidade de sessoes, radiacao utilizada
e o tempo de exposicao é determinada pelo tipo e tamanho do tumor.

E indicada para tratar tumores sélidos, mas também utiliza-se para o
tratamento de leucemias e linfomas. Pode ser utilizada como tratamento isolado ou
combinada a cirurgia e quimioterapia.

O tratamento radioterapico pode ser feito de duas maneiras:

e Teleterapia ou Radioterapia Externa: tratamento em que o paciente
recebe a radiacao de uma fonte externa. Ou seja, uma maquina emite
a radiagdo que atinge o tumor (Figura 1.5 (a e b)). Nesse tipo de
tratamento a radiagdo também atinge toda estrutura (tecidos e orgaos)

que estiverem no trajeto do tumor.

e Braquiterapia ou Radioterapia de Contato: Na Braquiterapia a fonte
de radiacao é colocada no interior do corpo do paciente. Materiais ra-
dioativos, geralmente pequenas capsulas, sao colocadas junto ao tumor
liberando doses de radiacao diretamente sobre ele, afetando ao minimo
os orgaos mais préximos e preservando os mais distantes da area do

implante (Figura 1.5 (c e d)).

A radioterapia externa é uma modalidade terapéutica que se baseia na
utilizacao de radiagao ionizante proveniente de aceleradores lineares . Este método
de tratamento do cancro envolve a utilizacao de feixe elétrons ou raios-X de energias
entre 100 keV e 50 MeV. Os elétrons sao principalmente utilizados no tratamento
de lesoes superficiais (patologias cutaneas) ou de pouca profundidade, enquanto os
raios-X sao utilizados no tratamento de tumores malignos profundos, situados vérios

centimetros abaixo da pele. As técnicas de simulacao Monte Carlo é uma importante
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ferramenta no calculo de doses de radiacao absorvida em varios campos ligados a

Medicina.

Figura 1.5: (a) Acelerador linear para Terapia de radiacdo externa. (b) Sala de Radioterapia.
(c) e (d) Aparelho utilizado em Braquiterapia. Acelerador linear mével com brago
robético, THE LANCET Oncology Vol. 5 March 2004.

1.4.2 Reagoes colaterais da Radioterapia

A mesma radiacao que destréi os tumores, também agride as células sa-
dias podendo causar efeitos colaterais. O tipo e a intensidade desses efeitos variam
de acordo com a area tratada e a resposta do paciente ao tratamento.

Entre os efeitos colaterais mais frequentes estao: feridas na boca, ver-

melhidao da pele, diarréia, dor para urinar e boca seca.
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1.4.3 Principios Basicos em Radioterapia

A radioterapia é um método capaz de destruir células tumorais, empre-
gando feixes de radiagoes ionizantes. Uma dose pré-calculada de radiacao é aplicada,
em um determinado tempo, a um volume de tecido que engloba o tumor, buscando
erradicar todas as células tumorais, com o menor dano possivel para as células nor-
mais circunvizinhas, a custa das quais se fara a regeneracao da area irradiada. Ou
seja, o objetivo da radioterapia é a morte celular, isto é, a perda da capacidade pro-
liferativa e a perda da integridade reprodutiva através dos mecanismos de lesoes no
DNA, como o acumulo de danos letais e sub-letais (alteragdo no DNA que impede
a divisao e reprodugao celular).

As radiagoes ionizantes sao eletromagnéticas ou corpusculares que car-
regam e depositam energia. Ao interagirem com os tecidos, dao origem a elétrons
rapidos que ionizam o meio e criam efeitos quimicos como a hidrélise da agua e a
ruptura das cadeias de DNA. A morte celular pode ocorrer entao por varios mecanis-
mos, desde a inativacao de sistemas vitais para a célula até sua incapacidade de
reproducao.

Considerando que os tecidos normais tendem a repopular as regioes ir-
radiadas com mais facilidade que os tumorais, embora os tumores também o facam,
mas como existe muito mais tecidos sadios do que tumorais nas regioes irradiadas,
entao esta caracteristica favorece o tratamento por radioterapia.

A resposta dos tecidos as radiagoes depende de diversos fatores, tais
como a sensibilidade do tumor a radiacao, sua localizagao e oxigenacao, assim como
a qualidade e a quantidade da radiacao e o tempo total em que ela é administrada.
Para que o efeito bioldgico atinja o maior nimero de células tumorais e a tolerancia
dos tecidos normais seja respeitada, a dose total de radiacao a ser administrada é
habitualmente fracionada em doses didrias iguais, quando se usa a terapia externa.

A Dose absorvida (D) é a energia depositada por unidade de massa do
meio. Exprime a quantidade de energia que uma radiacao ionizante comunica a uma

determinada quantidade de matéria. Uma unidade especial para a dose absorvida é
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o rad (Radiation Absorved Dose ou Dose Absorvida de Radiacao). Define-se como
uma dose de 100 erg de energia por grama de matéria. No Sistema Internacional a
sua unidade é J/kg a que foi dado o nome de gray (Gy). Um gray é a absorgao de

1 Joule de radiacao por 1 kg de matéria.

1.4.4 Interacao biolégica da radiagao

Os efeitos bioldgicos da radiagao ionizante resultam principalmente em
danos no DNA. Quando a radiacao ionizante é absorvida pelo meio biolégico, ela
pode interagir diretamente com os alvos criticos das células. Os atomos desse alvo
sofrerao excitacao, ou seja, a mudanca de dérbita dos elétrons no atomo, e, prin-
cipalmente, ionizacao, que consiste na ejecao de elétron do atomo. Este elétron
inicia uma cadeia de eventos que levam a alteracao biologica. Observa-se, assim
o chamado efeito direto da radiacao, que constitui cerca de 30% de seu efeito
biologico. A radiacao pode também interagir com um dos principais constituintes
do meio intracelular - a agua - produzindo radicais livres. Nesse caso, temos o
efeito indireto que corresponde a aproximadamente 70% de seu efeito bioldgico
(Ver Figura 1.6).

Na Figura 1.6 a estrutura do DNA é mostrada esquematicamente: as
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Figura 1.6: Esquema do mecanismo de lesao celular retirado de Hall E. J [21].
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letras S, P, A, T, G, e C representam acucar, fésforo, adenine, timine, guanine, e
citosine, respectivamente. Na agao direta um elétron secundario resultante da absor-
¢ao de um féton de raio-x interage com o DNA para produzir um efeito. Na acao
indireta o elétron secundario interage com uma molécula de dgua para produzir um
radical hidroxil (OH™), que por sua vez provoca outros danos para o DNA. A hélice
de DNA possui um diametro de cerca de 2 nm. Estima-se que os radicais livres
formados em um cilindro cujo didmetro é o dobro da hélice do DNA podem afetar
este DNA.

A radiacao ionizante interage de modo nao-seletivo e com qualquer com-
ponente celular. Porém, na literatura, ha dados consistentes que indicam que o DNA
¢ um dos alvos mais importantes para os efeitos citotéxicos da radiacao. Considera-
se que as células suportem mais ou menos a mesma quantidade de quebras duplas
por gray de radiacao. O que diferencia na resposta ¢ a capacidade e a fidelidade do
reparo dessas alteracoes do DNA. Esse é um dos principais fatores que influenciam
nas diferentes radiossensibilidades dos tecidos.

Considerando a célula individualmente, podem ocorrer alteracoes no
DNA, como quebras simples e duplas; nos cromossomos, em fragmentos acéntricos,
dicéntricos, anéis e translocacoes; nas membranas, por peroxidacao lipidica; e no
estimulo da transducao de sinais, que levam a expressao de genes e producao de
proteinas. KEssa cascata relaciona-se com fungoes-chave que permitem a célula so-
breviver ou nao apéds a irradiagao.

Considerando os tecidos, a posicao das células no ciclo celular é critica
para a resposta destes a radiacao.

A fase de mitose (M) é muito sensivel a radiagao, pois existe grande
possibilidade de "fixacao”da lesao radio-induzida. Isso deve decorrer da grande
compactacao do DNA, que torna as lesoes inacessiveis as enzimas reparadoras e
dificulta o reparo. A fase de sintese (S) é a menos radiossensivel possivelmente
em razao da duplicidade do conteuido informacional, o que poderia tornar viavel
a atuacao dos mecanismos de reparo. A radiacdo provoca retardo em G2/M, que

provavelmente acontece para haver o reparo da lesao radio-induzida, antes da divisao
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celular. Observou-se ainda que a falta de retardo em G2 esta associada ao aumento
da radiossensibilidade. Ocorre também o retardo em Gl/S. Esse controle na fase
de sintese (S) evita a replicacao de DNA lesado. O retardo em Gl apds uma lesao
em DNA radio-induzida esté associado a presencga das proteinas p53 e p21 e pode
resultar em reparo do DNA ou em morte celular por apoptose (Ver Figura 1.7).

Doses baixas de radiacao induzem apoptose e doses altas a necrose.

(Mitose)

G, G,
[ Radiosensibilidade

S (fase de sintese de DNA)

Figura 1.7: Fases do Ciclo Celular [21].

Observou-se que em linfécitos, doses baixas (0,05 Gy) e moderadas (1 a 5 Gy) levam
a morte por apoptose, e ap6s doses altas (20 Gy) ocorre a morte nao-apoptdtica.

A morte celular radio-induzida é de grande relevancia clinica para a
radioterapia, e pode ser de dois tipos: morte clonogénica (perda da capacidade de
divisao celular) e morte por apoptose.

A radiossensibilidade celular é o grau e a velocidade de resposta dos
tecidos a irradiacao e estd associada a atividade mitdtica da célula: por um lado,
quanto mais indiferenciado e proliferativo o tecido, mais sensivel a irradiacao e, por
outro, quanto mais diferenciado e estavel, mais resistente. A radiossensibilidade
também depende da origem do tecido: quanto mais sensivel o tecido original, mais
sensivel o tecido derivado.

A resposta tumoral a irradiacao depende também do aporte de oxigénio
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as células malignas. Devido a sua eletroafinidade o oxigénio liga-se avidamente aos
elétrons gerados na ionizagao do DNA, causando danos a esta molécula. A presenca
de quantidades adequadas de oxigénio aumenta sua sensibilidade em 3 vezes (efeito
oxigénio, ou OER - Ozygen Enchancement Ratio).

E muito dificil estabelecer uma relacao de causalidade entre radiossen-
sibilidade e radiocurabilidade. Tumores de resposta tardia a irradiacao, isto ¢é, de
regressao lenta apds serem irradiados, podem desaparecer apds certo tempo de trata-
mento (tumores de préstata) e tumores agudamente responsivos podem repopular
rapidamente apds uma ”resposta completa” (carcinomas indiferenciados de pulmao).

O controle local de um dado tumor, por ser de natureza estatistica, é
funcao da quantidade de células clonogénicas existentes quando no inicio do trata-
mento. Quanto maior o nimero de células maior serd a dose de irradiagao necessaria
para o controle. Assim a radiossensibilidade tecidual e a radiocurabilidade tumoral
fundamentam a escolha do tratamento radioterapico. O indice terapéutico de um
plano radioterapico é obtido a partir da probabilidade de lesar os tecidos normais
adjacentes e a de curar o tumor.

Devido a varios defeitos metabdlicos inerentes a sua atividade mitética
das neoplasias a regeneracao tende a ser menos eficaz para danos sub-letais. Tecidos
normais tendem a se recuperar entre duas aplicacoes, desde que haja um intervalo
de ao menos 4 horas, enquanto que os tumorais tendem a demorar mais ou nao o

fazem.

1.4.5 Ensaios preditivos de resposta radiobiolégica

Nos tltimos anos, esta sendo observado um grande interesse da medicina
na determinacgao daqueles fatores que permitam predizer a resposta e a toxicidade
dos tratamentos radioterapicos. As vantagens potenciais destes tipos de estudos
seriam a determinacao de tratamentos mais adequados para pacientes individuais,
assim como a respectiva tomada de medidas preventivas para aqueles pacientes mais

"radiossensiveis”, aos quais se espera uma menor tolerancia ao tratamento.
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Um ensaio preditivo de resposta (ou toxicidade) poderia ser obtido como
aquele que se realiza com amostras procedentes de células de tumor e de tecido sadio
e cujo resultado se correlaciona com a resposta do paciente a radioterapia. Para a
realizacao deste tipo de ensaio é aplicado um feixe de irradiacao em cultivos celulares
(in vitro) de células de tumor e de tecido sadio (Figura 1.8) e assim s@o determinados

os parametros da radiossensibilidade.

Figura 1.8: Placa com cultivo de células tumorais (in vitro) irradiadas com doses de 1-4 Gy.

1.5 A Modelagem Matematica na Radioterapia

O requisito principal para um modelo matematico satisfatério de qual-
quer processo € que as equagoes devem fornecer um avaliagao precisa e razoavel do
fenomeno estudado independentemente do grau de complexidade e das condigoes
iniciais do mesmo. Em geral, técnicas de modelagem matematica devem responder
a pergunta ” e se”quando aplicadas a modelos numéricos.

Diferentemente do caso de fisica, engenharia e biologia, a aplicacao de
tais modelos em medicina tem sido limitada. As formas de decisao médicas exigem
normalmente uma combinagao de conhecimentos e experiéncia a fim de analisar e
interpretar sintomas, sinais fisicos, imagens e parametros bioquimicos. Esta forma
de decisao é inadequada em processos nao-lineares complexos, até certo ponto os
métodos computacionais sao indicados.

Historicamente exemplos de modelagem podem incluir relagoes deter-
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ministicas entre velocidade, distancia e tempo, enunciado por Galileu e Newton.

Hoje em dia, modelos deterministicos sao habitualmente usados em pro-
jetos computadorizados de carros, aeronaves, produgao industrial, e assim por dian-
te. Muitos dos mecanismos Newtonianos envolvem um balanceamento da posicao
das forcas para que solugoes otimizadas possam ser encontradas, usando o calculo
diferencial.

Existem interesses paralelos para a otimizacao do tratamento do cancer
por radioterapia, onde o efeito citotoxico da radiacao deve ser equilibrado de tal
forma que o tratamento seja mais nocivo para o tumor do que para as células nor-
mais, e também o tempo total de tratamento deve ser equilibrado contra a re-

producao das células tumorais.

1.5.1 Qual a importancia da Modelagem Matematica na Radioterapia?

Os tratamentos de radioterapia normalmente seguem prescri¢oes padrao
(derivadas empiricamente), sendo muito pequeno o uso de modelos na prescrigao de
tratamentos por radioterapia. Isto se deve em parte ao fracasso de formulagoes anti-
gas e em parte por causa da falta de dados radiobioldgicos precisos para pacientes
individuais. O desenvolvimento de modelos a partir de dados realisticos propor-
cionarao inevitavelmente um maior uso de técnicas de modelagem.

A falta do uso da modelagem na prescricao de tratamentos é marcado
pelo contraste do uso existente da matematica em tratamentos planejados, dosime-
tria e ciéncia de processamento de imagens. Este paradoxo provavelmente reflete
o mal entendido da suposicao que a matematica pode ser usada para formular a
descricao do processo fisico, mas nao a descricao de eventos bioldgicos.

O desenvolvimento de técnicas em radioterapia podem introduzir mu-
dancas nao so fisicas mas também em diferentes aspectos como por exemplo, dose
por fracao, taxa de dose, tempo global, e assim por diante. Dentre as intimeras
mudancgas ¢é dificil estimar qual delas possui uma maior influéncia nos resultados

clinicos. Tais situagoes exigem o uso da modelagem para estimar as contribuicoes
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das variacoes separadas de mudancas fisicas e para os parametros biolégicos no re-
sultado do tratamento. A alternativa é executar uma série complexa de tentativas
clinicas aleatdrias: tais aproximacoes exaustivas podem nao s6 tomar muitos anos
para realiza-las, mas também consumir recursos consideraveis.

A modelagem matematica deveria ocupar um papel central no processo
de decisao quando multiplos parametros contribuem para o resultado da radiote-

rapia. A Modelagem Matematica pode ser usada para:

(a) identificar protocolos de tratamento potencialmente perigosos;

(b) otimizar os resultados do tratamento;

(c) elaboracao de projetos clinicos mais eficientes;

(d) reduzir os efeitos colaterais da radiacao, tornando o tratamento menos

doloroso ao paciente.

A Modelagem Matemaética pode ser o elo de ligacao entre as relacoes
existentes entre a radiacao fisica, a genética, os parametros radiobiolégicos e os
fatores clinicos o que conseqiiéntemente resultara no controle étimo do tratamento

de cancer.

1.5.2 Fracionamento em Radioterapia

Até 1920, a Radioterapia era realizada com a distribuicao de uma dose
grande e tnica. A justificativa bioldgica era a suposicao de que a recuperagao do
dano causado pela radiacao era mais eficiente em células de tumor de crescimento
rapido do que em tecidos normais. O medo que havia entre os especialistas era
de que uma dose fracionada pudesse causar danos no tecido normal por causa de
acumulacao dos danos da radiacao.

Alguns anos depois iniciou-se o uso de tratamentos fracionados através
de fragoes multiplas de baixa-taxa-dose. Supos-se que a fracionamento aumentaria

a chance das células de tumor serem irradiadas na fase mitotica mais sensivel.
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A primeira demonstragao experimental do beneficio terapéutico da fra-
cionamento veio do trabalho de Regaud e Ferroux em 1927. Eles mostraram que
com a irradiacao fracionada aplicada ao testiculo de um carneiro era possivel esteri-
liza-lo com menos danos de pele que se aplicasse uma dose grande e Unica.

Em 1929, Coutard alcangou as primeiras curas de tumores solidos, prin-
cipalmente de cérebro e garganta, usando regimes de baixa-taxa-dose fracionada que
era individualmente adaptado dependendo da pele dos pacientes e da reacao da mu-
cosa.

Seu trabalho foi responsavel pela inovacao definitiva da radioterapia
fracionada. Baseado em motivos economicos, porém, muitos centros tiveram que
interromper o método de baixa-taxa-dose fracionada original de Coutard em favor
do tratamento de alta-taxa-dose.

Baclesse, que sucedeu Coutard no Instituto Curie, demonstrou que o
tamanho da fragao em lugar a taxa-dose teve maior influéncia na intensidade de
reacoes agudas da pele. Ele mostrou também que as rea¢oes mucosais da pele pode-
riam ser evitadas estendendo o tempo de tratamento global.

Este é o método de Baclesse que forma a base do que é chamado atual-
mente de ”fracionamento convencional”.

O fracionamento do tratamento é a divisao da dose total em varias
aplicagoes cada uma com doses menores. As caracteristicas importantes do fra-
cionamento sao a dose por fragao, o nimero de fragoes, e a freqiiéncia das aplicagoes.

O fracionamento é importante para que as células normais recomponham-
se apos cada fragao (reparo). Efeitos agudos ou tardios observados com dose tnica,
podem ser reduzidos com o fracionamento. O fracionamento aumenta a diferenca
na taxa de recuperacao entre células normais e tumorais, desta forma ocorre uma
melhor oxigenacao apds cada fracao. Nao se sabe ao certo qual o melhor intervalo
entre cada fracao, sabe-se porém, que este intervalo nao pode ser muito grande, o
que possibilitaria a ocorréncia de uma re-populacgao significativa de células tumorais

entre as fragoes.
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1.6 Modelos de Resposta Radiobiolégica

Esta secao é reservada para a apresentacao de dois modelos de resposta
radiobioldgica utilizados para descrever os efeitos da radioterapia para a morte celu-
lar radio-induzida. Na secao 1.6.2 é dada uma atencao especial ao modelo Linear
Quadratico que sera utilizado para a modelagem do tratamento por radioterapia no

presente trabalho.

1.6.1 Modelo da Lei de Poténcia

A separacao dos componentes do tempo, fracionamento e o efeito domi-
nante do fracionamento explicam a lei de poténcia proposto por Ellis (1969) aplicada
sé para efeitos agudos de pele (eritema e descamagao) e nao para efeitos tardios como
fibroses. Ainda assim, este modelo formou a base de outros métodos empiricos para
ajuste da dose total para mudancas de tempo ou nimero de fragoes globais.

Neste modelo, a dose total (D) para um regime de fracionamento suge-
rido é obtida pelo produto entre a dose padrao nominal (NSD), o niimero de fragdes
(N) e o tempo de tratamento global (7). A equagao que representa a lei de poténcia
¢ dada por:

D=NSD-N*-TY (1.1)

Aqui, NSD (Nominal Standard Dose) é uma constante (proporcional
ao tecido que estd sendo irradiado).

Os dados ajustados deram os respectivos valores de z = 0,24 (para 5
fragoes por semana) e y = 0,11.

Este modelo puramente empirico exigiu modificagoes significativas para
aplicagoes em tecidos tardios (um aumento no fracionamento e uma redugao no
tempo exponencial, respectivamente). Este modelo é muito rigido para tecidos
biolégicos complexos, nao pode ser extrapolado para todos os tecidos, libera erros
nos numeros de fragoes baixas e superestima o aumento da dose total com hipofra-

cionamento [26].
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1.6.2 Modelo Linear Quadratico

O modelo Linear Quadratico (LQ) de efeito de radiagao, proposto por
Douglas e Fowler (1976), provavelmente é o melhor modelo atualmente disponivel
[26]. Originalmente era um modelo empirico usado para ajustar os danos de ra-
diacao nos cromossomos e supressao do crescimento do tumor. O uso de coeficientes
separados (« e () para os tipos separados de danos da radiagao letal, relaciona
ambas em uma Unica fracao de tratamento para o processo de fracionamento em
radioterapia. O modelo é adaptavel para os diferentes tipos de tecidos (de resposta
precoce ou tardia) e satisfaz de forma eficaz este requisito quando uma dose isolada
nao aumenta continuamente o nimero de fragoes.
O modelo LQ foi deduzido inicialmente de dois principios separados:
(i) Dano na base do DNA por uma alta transferéncia linear de energia (LET)
ionizante ou por duas interacoes de baixa transferéncia linear de energia ionizante;
(i) Reparo nos eventos moleculares, ou formacao de taxas nao reparaveis e dano
no DNA potencialmente reparavel e processos de reparo [26].
A partir dos resultados obtidos de varios experimentos, observou-se
uma reducao na fracao de células sobreviventes na medida em que se aumentava o
tamanho da dose por fragdo. Admitindo que o efeito da radiacao apresenta um de-
caimento exponencial obteve-se uma curva de regressao (polinomio de grau 2) para
o ajuste dos parametros a e (3.

Neste modelo, a fracao de células sobreviventes (S) é expressa por:

S — 6—(n11mem de lesoes letais) (1.2)

e o modelo LQ tem a forma

S = ¢ @P=AD* (1.3)

onde « e  sao constantes que representam o sistema bioldgico.
O logaritmo (negativo) da fracdo sobrevivente é entao relacionado a

dose de radiacao como

—In(S) = aD + BD? (1.4)
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onde D é a dose unica.
O termo —In(S) pode ser substituido por E, definido como o log. de

células mortas por radiacao de forma que:
—In(S) = E =aD + D> (1.5)
Para radioterapia fracionada
E = n(ad + pd?), (1.6)

onde n é o nimero de fracoes e D = nd é a dose total.

O modelo LQ padrao assume a existéncia de 2 componentes fundamen-
tais para explicar a morte celular radio-induzida, utilizando um ndmero minimo
de parametros ajustdveis: um linear (a), proporcional a dose utilizada e outro
quadrético (), proporcional ao quadrado desta dose [21]. O conhecimento destes 2
fatores e a inclusao dos mesmos em equacoes relacionadas a curva de sobrevivéncia
celular, levou a conclusao que as contribuicoes linear e quadratica para a morte celu-
lar sao iguais a uma dose caracterizada pelo indice a//3, esta razao é a grandeza mais
importante dentro da radioterapia, pois o conhecimento de valores especificos para
cada tipo de tumor possibilita o uso de protocolos mais eficientes para o controle do
cancer [21].

Nesta dose, os danos causados por ambos os componentes sao idénticos.
Pelo fato do indice o/ ser utilizado para quantificar a sensibilidade dos tecidos ao
fracionamento, as vezes é denominado ” capacidade de reparo”. Ou seja, a classica
analise das curvas de sobrevivéncia mostra que, para tecidos de resposta precoce e
para tumores em geral, o indice /3 é alto (entre 7 Gy e 10 Gy) e caracterizado
por uma curva alargada, e que para tecidos de resposta tardia, tal indice é pequeno
(entre 1 Gy e 3 Gy) e caracterizado por uma curva ”curta” (Figura 1.9). Este en-
curtamento da curva é promovido pelo componente quadratico () e resulta em um
efeito protetor, quando da divisao da dose [21].

De maneira geral, os Tumores encontram-se agrupados com os Tecidos
de Resposta Precoce devido ao seu elevado indice a/3. Para os efeitos precoces,

o indice é elevado, devido a dominancia de « a doses baixas; por outro lado, para
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Figura 1.9: (a) Curva de sobrevivéncia cldssica para um regime multi-fracionado, no qual a dose
total de irradiagao é fornecida em fragoes idénticas, separadas por um periodo de
tempo longo o suficiente que permita o reparo do dano sub-letal entre as fragoes. (b)

Relagao Dose-Resposta cldssica para (A) Tumores e Tecidos Normais de Resposta
Precoce e (B) Tecidos Normais de Resposta Tardia.

os efeitos tardios, o indice é baixo em decorréncia da dominancia de 3 nas doses

elevadas.

1.6.2.1 Determinacao dos parametros o e 3 do modelo L()

Os parametros biolégicos o e § do modelo LQ geralmente sao obti-
dos mediante experimentos realizados in vitro e com ratos em laboratério. Este
experimento consiste basicamente na aplicagao de uma fracao de dose tunica em
células cancerigenas, irradiadas com doses em diferentes niveis com uma taxa-dose
constante (geralmente, 2 Gy/min)[58]. Desta forma ¢é obtida a fragdo de células
sobreviventes (.S) por dose de radiacao e, a partir da anélise do gréfico de E por D
é feita a regressao da curva de sobrevivéncia e os parametros o e 3 do modelo LQ
sao ajustados através do método de minimos quadrados, [21, 27, 58].

A Figura 1.10 mostra um exemplo de como sao realizadas estas ex-
periéncias com ratos em laboratério.

A primeira experiéncia, neste sentido, foi realizada por Douglas e Fowler

1976, e os resultados destas experiéncias podem ser vistos na Figura 1.11.
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Figura 1.10: Imobilizacio dos animais em dispositivos pldsticos, acoplados a um suporte de

madeira, de modo que apenas a regiao da cabega e pescogo estivesse no campo da

radiagao.
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Figura 1.11: (a) Gréfico da dose total reciproca contra dose/fragio, das equagdes do modelo LQ
(1.4) e (1.5). (b) Curva de sobrevivéncia celular.

Na Figura 1.11(a) o log. de células mortas é dado por E = n(ad+ 3d?);
entdo F/nd = a+ d onde n é o nimero de fragoes, d (Gy), é a dose total. O in-
tercepto no eixo Y é E/a e o declive é E/3, entao sua relacao da a/f3.

Na Figura 1.11(b) a curva de sobrevivéncia celular é obtida dividindo-se
cada dose total iso-efetiva pelo nimero de fragoes, e plotando como uma funcao de
dose-por-fracao, representando a proporc¢ao total log, de células mortas por tamanho
de fragao.

As grandezas importantes do modelo LQ é a razdo «/f e a fracdo

de células sobreviventes apds o tratamento ou apds uma dada aplicagao da ra-
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diacao. Porém, um dos aspectos relevantes deste modelo é a necessidade de se
realizar correcoes na fragao de células sobreviventes devido a fenémenos bioldgicos
bem conhecidos ligados a radioterapia, tais como: reparo, repopulacao, reoxigenagao

e redistribuigao (conhecidos como os 4 Rs da Radioterapia).

1.6.2.2 Reparo

Para descrever o efeito biologico do tratamento dado com baixa—taxa—
dose ou com muitas sub-fragoes em cada fracao, correcoes devido ao reparo incom-
pleto de danos sub-letais devem ser distribuidos no modelo LQ. Muitos modelos
diferen-tes foram desenvolvidos para explicar o reparo celular. Comum para a maio-
ria deles é que eles basicamente multiplicam o termo quadratico no modelo fra-
cionado LQ por uma funcao corretora G.

Assim a equagao (1.6) pode ser reescrita como:
E = n(ad + GBd?), (1.7)

onde G é uma correcao para o reparo incompleto.

Na literatura existem varios modelos sugeridos para esta funcao cor-
retora. Alguns modelos sao projetados para corrigir com baixa ou moderada taxa
de dose durante a irradiacao, outros admitem que a taxa-dose é alta, mas a dose
ao contrario é distribuida em varias fracoes repetidas com espacamento de tempo
muito pequeno para recuperacao completa. Neste caso, o tempo entre as fracoes é
variado nos modelos.

Em Lea-Catcheside sao apresentados alguns modelos utilizados para a
correcao de taxa-dose baseada em dados de irradiacao continua com taxa-dose baixa
ou moderada.

O modelo mais utilizado no meio cientifico para a funcao de correcao

do reparo incompleto (G) é apresentada da seguinte forma:

G = (2/D?) / T Rt / LN Rt (1.8)

—0o0 —0o0

onde, R(t) é taxa-dose para um determinado ntimero de fragoes, D é a dose total, e

A é a taxa de reparo constante.
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Uma equagao mais simplificada para a fungdo G pode ser vista em [31]:

A
A+ p)’

onde A\ é a constante de decaimento e u é a constante de reparo.

(1.9)

Se o tempo de irradiagao é muito pequeno, entao considera-se G = 1, ou
seja, é considerado como um reparo completo, mas para os tratamentos prolongados
G < 1 (geralmente G ~ 1073).

Maiores detalhes sobre a funcao de reparo G podem ser vistos nos tra-

balhos [31, 48, 49].
1.6.2.3 Repopulagao

De acordo com Jones e Dale [27] a inclusao do efeito da repopulacao das
células durante o tratamento é considerado por muitos autores como um importante
avanco no uso do modelo LQ.

A repopulacao de células clonogénicas é descrita pelo modelo cresci-

mento populacional de Malthus através da seguinte equacao:

dN
— =7rN 1.10
onde r > 0 é a taxa de crescimento e NV é o nimero de células clonogénicas.

A solugao analitica da equacao (1.10) é dada por:
N(t) = N(0)e™, (1.11)

onde N (0) é o numero inicial de células clonogénicas e r pode ser encontrado através

da seguinte féormula:
In 2

= — 1.12
"= Tpot” (1.12)

onde o T'pot é tempo potencial de duplicacao celular. Ignorando-se a perda espontanea

de células, tém-se:

Tpot wn vitro ~ Tpot in vivo.
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Incluindo o efeito da repopulagao das células clonogénicas a matanca
de células (1.6), pode ser reescrita de forma simplificada como:

In(2)

E = n(ad + pd?) — Tpot”

(1.13)

Para tecidos de resposta rapida («/f = 10 Gy) o Tpot estd em torno
de 5 dias, para tecidos de resposta lenta (a/f = 1-5 Gy) o Tpot pode chegar até
125 dias. Para tumores prostéticos o Tpot médio é 42 dias [7, 15]. Estima-se que o
Tpot para tecidos de resposta lenta ¢ tao grande que a repopulacao é considerada
quase nula.

Outros modelos ainda, levam em conta o fator perda celular (CLF)
que pode ser definido como a probabilidade em que as células tumorais morrerao
por outras causas tais como, hipoxia, insuficiéncia de nutrientes e outros fatores do

crescimento.

1.6.2.4 Hipozia

A falta do oxigénio reduz a matanca celular, quantidades adequadas
de oxigénio aumentam a sensibilidade das células tumorais em até 3 vezes (efeito
oxigénio, ou OER - Ozygen Enchancement Ratio).

De acordo com Brenner [7] admite-se que o oxigénio altera o efeito da
dose e uma modifica¢ao simples na equagao (1.6) descreve o fenémeno da hipoxia

dado pela seguinte equacao:

E=n <a—d—|—ﬁ—cf> , (1.14)
4o dg
onde g, e gz sao respectivamente os valores limitantes do OER em pequenas e
grandes doses por fracao.
A equacao acima descreve a matanca de células que ocorre no interior
de tumores hipdxicos, dependendo dos valores de g, e g3 esta taxa de matanca pode

ser mailor ou menor.
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1.7 Modelos de crescimento de tumores sdlidos

Nos ultimos anos, varios autores tém demonstrado o interesse no uso
de modelos matematicos para descrever a dinamica de crescimento de um tumor
[1, 13, 32, 53, 49].

A maioria dos modelos experimentais de crescimento de tumores apre-

sentam as seguintes fases em comum [60]:

1. Uma fase inicial, durante a qual as células tumorais crescem quasi-

exponencialmente.

2. Uma fase onde ocorre a formacao de um ntcleo necrético, acumulacao
de células latentes ao redor deste nicleo e separagao de células multi-

plicativas na periferia.

3. Uma fase onde a taxa de crescimento comeca a diminuir e o tumor

tende a um diametro maximo.

A dinamica do crescimento, na maioria das vezes, é baseada em modelos
classicos, como o modelo logistico de Verhulst, competicao entre espécies de Lotka
Volterra ou exponencial de Gompertz. Segundo Pillis e Radunskaya [45] o modelo
de Gompertz é muito popular em oncologia.

Nesse modelo, o crescimento de um tumor sélido ¢ dado por:

dr dy

ol @y _ 1.15
o = = oy, (1.15)

onde T' > 0 é o volume do tumor e 7 é a taxa efetiva de crescimento, que decresce
exponencialmente de acordo com a hipdtese de que as células do interior do vo-
lume tumoral nao tém acesso ao oxigénio e outras substancias necessarias para sua
replicacao.

Fister e Panetta [13], usaram uma extensdo do modelo de Gompertz
para descrever o crescimento do tumor e o efeito do tratamento por quimioterapia:

dT’ 0
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onde T é o volume do tumor e A é a taxa de crescimento, # representa o tamanho
maximo do tumor e G(T,u(t)) descreve a interacdo entre o tratamento prescrito
pelo médico e o volume do tumor.

Como ja foi mencionado, a dificuldade no desenvolvimento e aprimora-
mento de modelos matematicos que descrevam o crescimento do cancer é a auséncia
de dados reais, ou mesmo experimentais. Bassanezi e colaboradores [4] propuseram
um modelo para representar o crescimento de tumores solidos constituidos de células
replicativas (vidveis) e células diferenciadas (que nao se dividem), relacionando seu

tamanho com a populacao de células replicativas:

(d |
_mzvm(uﬁ)

dt Ina
dn Inp (1.17)

onde m é massa de células replicativas e v sua taxa de crescimento, n é a populagao
de células diferenciadas (tecido morto), y é a taxa de inibi¢ao devida a quantidade de
tecido morto presente no tumor, p é a probabilidade das células serem viaveis. Para
validar este modelo, foram feitas simulacoes numéricas e os resultados comparados
com dados experimentais de crescimento de tumores sélidos provocados em ratos.
Sachs et al. [49], fazem uma anélise dos modelos de equagdes diferenciais
ordindrias utilizados para descrever o crescimento de tumores sélidos e ressalta a
superioridade dos modelos de equagoes diferenciais parciais. Neste trabalho, ainda
destaca o uso modelos ”pouco sofisticados” para o estudo do tratamento de tumores
e fazem um breve comentario sobre o modelo linear-quadrético, utilizado para des-

crever o tratamento por Radioterapia.
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1.8 PSA, Gleason e taxa de crescimento do cancer de

prostata

Nos ultimos anos, varios autores estudaram a relacao existente entre os
niveis de PSA e o grau de diferenciagao do tumor (escala de Gleason) com o volume
e a extensao do cancer de préstata. Em geral, o volume do tumor esta relacionado
com sua extensao [36, 55]. Para um dado volume, a probabilidade de envolvimento
capsular é maior que a de invasao das vesiculas seminais, que, por sua vez, é maior
que a probabilidade de metéstase [36, 55].

O nivel do PSA aumenta com o avango do estadio clinico (TNM) e é
proporcional ao volume estimado do tumor, pacientes com tumores confinados na
préstata costumam ter niveis séricos de PSA inferiores a 20 ng/ml (Estadio < 7'2),
enquanto que, em pacientes com doenca extraprostatica, esses niveis situam-se en-
tre 20 e 80 ng/ml (Estadio > T'3). Niveis acima de 100 ng/ml indicam metéstase
(Estadio M). A producdo de PSA pelas células sauddveis da prostata é varidvel,
portanto nao é possivel determinar um valor maximo de PSA em um paciente sem
cancer.

Swanson e colaboradores [55] desenvolveram um modelo matemético
para a dinamica dos niveis de PSA como uma funcao do volume do tumor. O mode-
lo fornece uma possivel explicagao para o fato de que pacientes com tumores que
crescem mais rapidamente, freqiientemente apresentam niveis baixos de PSA, con-
forme mostra a Figura 1.12.

Geralmente, tumores maiores tém grau de diferenciacao alto e tu-
mores pequenos, grau baixo, ha uma tendéncia em supor que os tumores comecam
com um grau de diferenciagao baixo e, quando alcancam um determinado tamanho,
passam para um alto grau. Alternativamente, tumores podem comegar com grau
alto e, por causa de seu rapido crescimento, sao detectados em tamanho avancado.
Similarmente, tumores com grau baixo podem evoluir tao devagar que tendem a ser
detectados em volumes pequenos.

Segundo publicacao do INCA [36], graus de Gleason entre 2 e 4 signifi-
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Figura 1.12: Taxa de crescimento do tumor em fungio do nivel de PSA para um volume fixo de

tumor, segundo o modelo de Swanson e colaboradores [55].

cam que o tumor provavelmente tera um crescimento lento, graus intermediérios,
entre 5 e 7, podem significar um tumor de crescimento moderado ou rapido e este
crescimento vai depender de outros fatores, incluindo o tempo no qual o paciente
tem o tumor. Graus entre 8 e 10 significam um tumor de crescimento muito rapido.

O crescimento do cancer de préstata varia entre os individuos, pois
enquanto alguns tumores crescem rapidamente, outros permanecem estaciondrios.
Numa tentativa de descrever esta diferenca, a taxa de crescimento pode ser mode-
lada em funcao de duas varidveis que estao, de alguma forma, relacionadas com o
crescimento do tumor e variam entre os individuos: o nivel de PSA e a escala de
Gleason.

Castanho [9] utilizou o modelo de crescimento de tumores (1.16), sem
considerar o tratamento, para descrever a modelagem da taxa de crescimento do
cancer de préstata em fungao da escala de Gleason e do nivel de PSA, baseada em
um conjunto de regras de acordo com a teoria dos conjuntos fuzzy. A base de re-
gras proposta neste trabalho foi construida com a informagao de especialistas e de
acordo com os dados disponiveis na literatura. Este modelo parte de uma hipdtese

simplificadora de que o tumor cresce confinado na préstata até um valor maximo
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que o organismo pode suportar. Os casos em que ha extensao extraprostatica e
metastase nao sao descritos por este modelo. Assim, os niveis de PSA sao limitados
pelos valores que indicam extensao extraprostatica.

Segundo Castanho [9] a expressao analitica para a taxa de crescimento
do tumor, originada da modelagem fuzzy, foi encontrada considerando-se um valor
fixo para a escala de Gleason (com G=6), desta forma a taxa de crescimento (\)
foi descrita como uma func¢ao apenas dos niveis de PSA (p), aproximada por uma

funcao linear por partes, cuja expressao analitica é:

1 se p < Pmin

)‘<p> = M S€  Dmin < p < Pmax (118)
Pmin — Pmax
0 S€ P> Pmaz

Esta taxa estd representada na Figura 1.13 como uma aproximacao para

uma escala de Gleason igual a 6.

_—

= laxa de Crescimento do tnmao

- F
HT] [IRE

Hiveis de PSA

Figura 1.13: Taxa de crescimento do tumor em fungao dos niveis de PSA no sangue, considerando

a escala de Gleason igual a 6, segundo o modelo de Castanho [9].



2 MODELO DE CRESCIMENTO DE
TUMORES

Nesta secao sera apresentado o modelo utilizado para descrever o cresci-
mento de um tumor proposto por Pillis e Radunskaya (2003) [45]. Este modelo foi
aplicado para descrever o tratamento do tumor por quimioterapia e foram determi-
nados os parametros que permitem o controle do tumor.

O modelo matematico de crescimento de tumores é uma sintese dos es-
tudos realizados por varios pesquisadores que utilizaram uma variedade de modelos
durante as tultimas décadas.

Este modelo ja havia sido utilizado por Pillis e Radunskaya em 2001 no
qual o crescimento do tumor, a resposta imune e o tratamento por quimioterapia
foram representados por um sistema de equagoes diferenciais [44].

O diferencial deste modelo em relacao aos outros até entao utilizados, é
que o presente modelo simula a dinamica populacional e a interacao entre as diferen-
tes espécies de células.

Na secao 2.5 serd proposta uma expressao matematica especifica para
a taxa de crescimento do cancer de prostata baseada em dados clinicos de pacientes

individualizados.

2.1 O Modelo - Equacoes

No modelo em questao I(t) denota o nimero de células imunes, T'(t) o
numero de células de tumor, e N(t) o nimero de células normais, no instante ¢.

O modelo inclui células do sistema imunolégico cujo crescimento pode
ser estimulado pela presenca do tumor e isso pode destruir as células de tumor
por um processo cinético. De acordo com o que foi comentado na secao 1.3, é
considerado que a fonte de células imunes estd fora do sistema assim é razoavel

assumir uma taxa de afluéncia constante s. Além disso, na auséncia de qualquer
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tumor, as células imunes morrerao a uma taxa per capita d; e resultam em uma
populagao a longo prazo de tamanho s/d; células. Assim, a proliferagdo de células
imune nunca sofrera uma aglomeracao de células. A presenca de células de tumor
estimula a resposta imunoldgica, representada pelo termo de crescimento nao-linear

positivo para as células imunoldgicas,

pI(1)T(t) (2.1)
a+T(t)
onde p e o sao constantes positivas.

Além disso, a reacao das células imunologicas e células de tumor pode
resultar na morte de células de tumor ou na inatividade das células imunoldgicas,

representada pelas duas condigoes de competigao,

ar dl

= —alT() o= —al(T() (2:2)

No modelo em questao considera-se que as células normais (N) e tu-
morais (") seguem uma lei de crescimento logistico, onde células normais e células
de tumor competem por recursos disponiveis (nutrientes e espago), enquanto células
do sistema imunolégico (I) e células de tumor competem de forma presa-predador,
com os parametros r; e b; representando as respectivas taxas de crescimento e coe-
ficientes de inibicao: ¢ = 1 identifica os parametros associados ao tumor, i = 2
identifica os parametros associados as células sadias. Além disso, hd duas condigoes
que representam a competicao entre as células tumorais e as células normais.

O modelo de crescimento de tumores pode ser representado pelo seguinte

sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

N =ryN (1 — byN) — esTN

T = 7“1T (1 - blT) - CQIT - C3TN (23)
. IT
I:s+ap+—T—c1[T—d1[

Sujeito as condicoes iniciais:

T(0) =T, (2.4)
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As condigoes iniciais sao constantes e podem ser variadas de acordo
com cada caso.

O termo T'N aproxima a probabilidade de que ocorra um encontro entre
células normais e tumorais e uma conseqiiente disputa por recursos, supondo que
ambas as espécies se movimentam aleatériamente e estao uniformemente distribuidas
no espaco. De forma semelhante, o termo I7T' descreve a probabilidade de encontros
entre predador (1) e presa (1) supondo que ambos se movimentam de forma aleatéria
e estao distribuidos uniformemente no espago [6]. Esta hipétese é baseada na ”Lei
de acao das massas” (ver Apéndice A).

A raz@o cy/cq pode ser definida como a eficiéncia do predador, isto é, a
eficiéncia do sistema imunolégico em ”matar”’uma unidade de célula tumoral.

Neste modelo, os parametros foram encontrados de forma qualitativa,
visando a estabilidade do sistema, e nao enfoca nenhum tipo de tumor em particular.
Porém, as leis de crescimento adotadas sao semelhantes a de modelos classicos de
crescimento adotados por varios autores, como Gompertz e Verhulst, e permitem

uma visao bastante coerente do comportamento do tumor na dinamica do sistema.

2.2 Pontos de Equilibrio do Sistema

Podem ser classificados os seguintes tipos de pontos de equilibrio do
sistema (2.3) sem controle:
1) Livre de tumor: Nesta categoria, a populacao de células de tumor é zero, mas

as células normais sobrevivem. O ponto de equilibrio tem a forma:

(b—t,o, dil) (2.5)

2) Morto: E classificado um ponto de equilibrio como "morto”se a populagao de
células normais é zero. Entao, hé dois possiveis tipos de ”equilibrio morto”:

e Tipo i (0,0,s/d;): neste caso, a populagdo de células normais e de células de
tumor sao zero;

e Tipo i (0,a, f(a)): neste caso, a populacao de células normais é zero e as células
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de tumor sobrevivem. Aqui a é uma solugdo nao-negativa para:

Co 1
Onde, a populacao de células imunes f(a) é dada em fungao da populacao de células

de tumor (em T = a):

s(a+a)
cra(a+a) +dy (a+a) —pa’

f(a)

3) Coexistindo: Aqui, ambas as células normais e de tumor coexistem com popu-

lacoes diferentes de zero. O ponto de equilibrio é determinado por:

(9(b), 0, f (b)) (2.6)

Onde, b é uma solucao nao-negativa de:

bt (Tf—zl) £(b) + (%) g(b) — bil ~0.

Neste ponto, g(b) é definida como uma fung¢ao que descreve a populagao
de células normais, e f(b) como a populagao de células imunes, ambas em termos

da populacdo de tumor, em (7" = b):

1 Cy
b)=—— | —|b.
g9(b) b (m[b)

Dependendo dos valores destes parametros, podera haver zero, um, dois,

ou trés destes equilibrios.

2.3 Analise da Estabilidade do Ponto de Equilibrio Livre
de Tumor

E de nosso interesse transferir o sistema (2.3) que apresenta um regime
com cancer para o ponto de equilibrio livre de tumor (2.5).

Nesta secao, mostra-se para quais parametros o ponto de equilibrio livre
de tumor ¢é localmente estéavel.

Escrevendo o sistema (2.3) na forma linearizada, temos:

T = Jx(t), (2.7)
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onde, z(t) = [N(t) T(t) I(t)]' e J é a matriz Jacobiana, que pode ser escrita na

forma seguinte:

FON O oV -
ON 0T 0I
j_ | or or ot 28
ON 0T 0I
o1 o1 ol
L ON 0T 01 -

Escrevendo a equagao (2.7) ao redor do ponto de equilibrio (2.5) da o

seguinte sistema linearizado:

N ro — 2T2b2 —C4/b2 0 N

. CoS C3

T | = 0 T &by 0 T |, (2.9)
. pS C1S

1 0 ——— —d I

leé d1 !
com auto-valores
/\1:7’2—2T2b2, /\2:7“1—%—%, /\3:—d1 <0 (210)
di by

Assim, o equilibrio livre de tumor é estavel desde que A\; e Ay sejam
negativos.
Se 1 —2by < 0, entao A\; < 0. Em nossas simulacoes, a populacao de

células normais é normalizada, ou seja, by = 1, conseqiientemente, A\; é negativo.

M<0=r < ij—8+c3. (2.11)
1

A equagao (2.11) relaciona a taxa de crescimento das células de tumor
(r1), com o " coeficiente de resisténcia” (cos/dy), que mede como eficazmente o sis-
tema imune compete com as células de tumor. Se este equilibrio livre de tumor é
instavel, entao de acordo com este modelo, nenhuma quantia de radiacao podera
erradicar o tumor completamente.

E importante ressaltar que a dindmica do sistema (2.3) descreve o cresci-
mento do nimero de células por centimetro ctibico de tecido em funcao do tempo
t (em dias). O ponto de equilibrio localmente estével (2.5) representa o estado no

qual o paciente é considerado ”curado”, ou seja, livre de tumor.
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2.4 Descricao dos parametros do modelo

Nesta sec¢ao, serao resumidos os significados dos parametros do modelo
matemdtico proposto por [45], os parametros foram encontrados de forma qualita-
tiva, visando a estabilidade do sistema, e a principio nao enfoca nenhum tipo de
tumor em particular. Na secao 2.5 sera apresentado um modelo que pode ser uti-
lizado para descrever a taxa de crescimento especifica para o cancer de prostata.
Este modelo leva em conta as caracteristicas deste tumor, como por exemplo, o seu
crescimento lento e seu tempo potencial de duplicagao, conforme comentado nas
secoes 1.2 e 1.8.

Os valores dos parametros adotados para o modelo de crescimento de

tumores foram os seguintes:

a1:O,2 CLQZO,B G3:O,1 b1:1,0 62:1,0 61:1,0
02:0,5 03:].,0 C4:].,O d120,2 7’1:].,5 7’2:1,0
s=0,33 a=0,3 p =001

Para estes valores de parametros, existem dois pontos de equilibrio do
tipo morto, instavel, um ponto de equilibrio de coexisténcia, estavel, com N = 0,44,
T = 0,56, I = 0,44, e um ponto de equilibrio livre de tumor, estavel com N = 1,0,
T=0,1=1,65.

A descricao dos parametros implementados é a seguinte:
e Fracao de morte celular. 0 < a; < 0.5, com a3z < a; < a9, foram adotados
diferentes valores para a;, pois sabe-se que cada célula reage de maneira diferente a

um determinado tipo de tratamento, seja quimioterapia ou radioterapia.

o Cocficientes de inibicdo. by' < by,' = 1. Estdo relacionados com a competicao
entre si de células da mesma espécie por recursos disponiveis. Trata-se de um fa-

tor inibitorio do crescimento das células e estd relacionado com sua ”capacidade de

A r T2 .
sobrevivéncia”. Os valores ky = — e ko = — descrevem a capacidade de suporte

1
by by



Modelo de crescimento de tumores 49

das células tumorais e normais, respectivamente, ou seja, descrevem a capacidade

maxima de células que o organismo pode suportar.

e C(Coeficientes de competicao. ¢y, ¢, c3, ¢4 520 considerados positivos nestas simu-
lacoes. Alguns autores discutem que c3 poderia ser negativo, e ha alguma evidéncia
clinica para isto, um coeficiente de competicao negativo neste caso implicaria na
destruicao da célula normal que compete com as células de tumor por alimento e
espaco, a presenca das células normais estimularia crescimento adicional da popu-
lacao de células de tumor. Nestas experiéncias preliminares, porém, é considerada

a competicao destrutiva.

e Taxa de morte dy. Aqui, d; é a taxa de morte per capita das células imunes.

e Tuxa de crescimento por unidade. 11 e ry, com tempo normalizado de forma
que 7 = 1. Dependendo do tipo de cancer e a fase de crescimento, r; pode ser
maior ou menor que 7. Aqui, é admitido que a populacao de células de tumor

cresce mais rapidamente que a populacao de células normais, assim r; > rs.

e Taxa de fonte de entrada de células tmunes. s, a taxa de fonte fixa para células

imunes na auséncia de um tumor, 0 < s <0, 5.

o Tuaxa de limite imune. « estd relacionado com a declividade inversa da curva
de resposta imune. Quando o nimero de células de tumor 7' é igual a o, a taxa de

resposta imune esta na metade de seu valor de maximo. Neste modelo @ = 0, 3.

o Tuaxa de resposta Imune p. No estudo deste modelo, foi escolhido o valor de
p = 0,01 para simular um paciente com sistema imune comprometido.

Um exemplo de gréfico que caracteriza as trajetérias do sistema (2.3),
sem controle, com ponto de equilibrio de coexisténcia (2.6), estavel, e condigoes ini-

ciais (0,9;0,25;0,25) estd na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Trajetérias temporais do sistema de crescimento de um tumor sem controle.

De acordo com a Figura 2.1 a populagao de células tumorais subjuga
o sistema, enquanto a populacao de células normais diminui rapidamente para va-
lores abaixo dos niveis de sobrevivéncia [45]. Neste grafico foi considerado um tumor
relativamente grande (7'(0) = 0,25). Isto corresponde a um tumor com aproxima-
damente 0,25x10'! células, ou uma esfera de diametro entre 1,8 e 3,9 centimetros.
Os niveis de descoberta clinica para um tumor geralmente estao em torno de 10°
células (aproximadamente 1 cm?), assim o volume de tumor inicial de 0,25 unidades
normalizadas estd acima dos niveis minimos de descoberta clinica.

Nesta simulagao foi considerado um sistema imunoldgico debilitado
(1(0) = 0,25), ou seja, um nivel de 15,15% de seu estado saudavel, que é determi-
nado neste modelo por I = s/d1 = 1,65 para os valores de parametros apresentados
nesta secao.

Para as condigbes iniciais dadas o Tpot (27p) é de 52 dias. Existem

varios trabalhos que tentam encontrar o valor do Tpot para tumores prostaticos
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[7, 15, 22, 23, 29, 30]. Haustermans [22] realizou uma experiéncia com 5 amostras
diferentes de tumores prostaticos ”in vitro” e os valores encontrados para o Tpot
dessas células foram 16, 23, 28, 42, e 61 dias. Estima-se que o Tpot médio para o
cancer de préstata é de 42 dias [15]. No nosso modelo, este valor de Tpot é obtido
mudando as condigdes inicias para (0,85;0,25;0,05). Isto quer dizer que alterando os
parametros do modelo de crescimento de tumores (2.3), pode se ajustar o modelo
para qualquer Tpot. Em vista da falta de dados definitivos sobre o Tpot em nossas
simulagoes serao utilizadas aquelas condicoes iniciais onde o Tpot é igual a 52 dias.

De acordo com [20, 54] a duragao do ciclo celular pode variar em fungao
do tipo de tecido, do organismo, e por influéncias da temperatura e outras condigoes
fisiolégicas, podendo ir de 3 a 174 horas. Por exemplo, em linfécitos " in wvitro”a
duracao do ciclo celular estda em torno de 24 horas e em células do tecido epitelial
a duracao é de 8 horas. Um caso tipico de duracao de um ciclo celular é o de
células em cultura, cujo ciclo celular dura em torno 20 horas e cada fase tem a
seguinte duragao: Gj (sintese de proteinas, enzimas e RNA, fase em que ocorre
o "amadurecimento” celular) 8 horas, S (sintese de DNA) 6 horas, Gy (sintese de
moléculas necessarias a divisao celular, antecede a mitose) 5 horas e M (divisao
celular) 1 hora [19]. Assim, é razodvel admitir que o tempo de crescimento celular
(t) do modelo (2.3) é dado em dias. Esta consideragao serd bastante ttil para as
segoOes seguintes nas quais serao realizadas simulagoes com diferentes protocolos de
fracionamentos nao-convencionais, onde as doses diarias serao subdividas em fragoes
menores com intervalos de tempo diferenciados mas nao inferiores a 4 horas entre

as aplicagoes.

2.5 Taxa de crescimento do cancer de proéstata

Dentre os tumores soélidos, o cancer de préstata é o inico que existe em
duas formas: uma forma histologica ou latente e uma forma clinicamente evidente.
Assim a evolugao de um cancer de préstata pode ser rapida (rapida disseminagao da

neoplasia, antes mesmo de surgirem os sintomas locais) ou lenta e indolente (com
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lesGes que permanecem estaciondrias) [36].

Levando-se em conta esta caracteristica, um modelo de crescimento do
cancer de prostata deve incluir variaveis que permitam identificar em qual caso cada
paciente se enquadra. Os parametros mais utilizados para o prognostico do cancer
de préstata sao: niveis de Antigeno Prostatico Especifico no sangue (PSA), grau de
diferenciacao das células do tumor dado pela escala de Gleason e o volume do tumor,
avaliado por métodos de imagem como a ultra-sonografia transretal e a ressonancia
magnética.

De acordo com o que foi visto na secao 1.8, a taxa de crescimento do
tumor estd relacionada, de alguma forma, com o grau de diferenciacao das células
e com o nivel do PSA no sangue. Quanto mais rapido o crescimento mais agressivo
é o tumor. Essas informacoes sobre a dinamica do cancer de préstata fornecerao
subsidios para o desenvolvimento de um modelo especifico para o crescimento do
cancer de préstata para pacientes individuais.

O objetivo desta secao é encontrar uma expressao analitica para taxa
de crescimento do cancer de préstata, do modelo de crescimento de tumores, em
funcao da escala de Gleason e do nivel do PSA para pacientes individuais.

No modelo de crescimento de tumores (2.3) a taxa de crescimento para
as células tumorais (r1) é assumida para estar em torno de 1,5, isto é, ro < 1 <
¢28/dy + c3. Deste modo no presente trabalho a escala de Gleason é adicionada na
expressao (1.14), que pode entao ser reescrita em fungao dos niveis de PSA (P) e

também da graduagao de Gleason (G):

1+ 0,0715G se P < P,
P — Pmax
Tl(G, P) = W + O, 0715G se szn < P < pmax (212)
0 se P>Pr

max

onde, P¥ = Ppaz +0,0715(Prar — Prin)G.
A taxa de crescimento do cancer de prostata (2.12) em fungao dos niveis

de PSA e da graduagao de Gleason estd representada na Figura 2.2.
De acordo com o que foi exposto em Castanho [9], algumas experiéncias

clinicas tém confirmado a hipdtese de que o cancer de prostata se desenvolve rapi-
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Figura 2.2: Taxa de crescimento do cancer de préstata em funcio dos niveis de PSA e da Escala
de Gleason . PSA < 20 ng/ml: Tumor confinado na préstata. PSA de 20 a 80 ng/ml:

tumor extraprostatico. PSA > 100 ng/ml: metdstase

damente até alcangar um tamanho que exija a vascularizagdo. Somente apds este
estadio, pode-se esperar que o crescimento do tumor seja refletido num aumento
dos niveis de PSA no sangue. Baseando-se nessa hipotese, pode-se interpretar P,
como o nivel de PSA a partir do qual as células do interior do tumor param de se
multiplicar e, conseqiientemente, a taxa de crescimento do tumor comeca a diminuir.
Este modelo considera um tamanho maximo que o tumor localizado pode alcangar.
Deste modo, P,,.. pode ser interpretado como o ponto a partir do qual ha estabi-
lizacdo do volume local, embora os niveis de PSA possam continuar aumentando
devido a mestastases.

Este modelo prevé uma taxa de crescimento diferenciada para pacientes
individuais, dependendo do nivel de PSA e da escala de Gleason de cada paciente.

Em nossas simulagoes, consideramos r; = 1,5. De acordo com a equagao (2.12) este
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valor corresponde a um paciente com cancer confinado na préstata (nivel de PSA
< 20 ng/ml), estadio clinico < T2¢ e graduagao de Gleason igual a 7. Esta taxa
de crescimento sera considerada como padrao nas simulacoes seguintes, seguindo a
linha de vérios trabalhos, como o realizado por Fowler e seus colaboradores [17], que
realizaram uma série de protocolos de hipofracionamento para o cancer de préstata
tomando como base dados clinicos de pacientes submetidos ao tratamento por ra-
dioterapia com escore de Gleason e niveis de PSA semelhantes aos sugeridos nesta

Secao.



3 METODO NUMERICO

A solugao numérica do sistema crescimento de um tumor e tratamento
por radioterapia foi desenvolvido no software Matlab 7.0 baseado no método de Eu-
ler. Foi adotado o método de Euler para a realizacao dessas simulagoes, visto que a
variavel tempo pode ser mais facilmente manipulada em fun¢ao da relacao entre o
periodo de crescimento e o periodo de tratamento. Também foi utilizado o método
de Runge Kutta de 4*. ordem para o crescimento de um tumor e para o controle
linear feedback e em ambos os métodos nao houve problemas de convergéncia.

Ao realizar um estudo numeérico, a primeira preocupacao que devemos
ter em mente se refere ao erro. Existem varias formas de erros, como o de trunca-
mento ou o de arredondamento, que podem prejudicar o resultado encontrado.

Em vista do exposto acima, essa se¢ao visa o calculo do termo prin-
cipal do erro local de truncamento. Cabe salientar, que esse estudo sera realizado
apenas para o método de Euler. O calculo do erro local de truncamento para o
método de Runge-Kutta de quarta ordem, ja foi bastante explorado pela literatura,

e o resultado obtido é um erro na ordem cinco [2, 3.

3.1 Meétodo de Euler

O método de Euler (1768) é o método numérico mais elementar de
resolucao de equacgoes diferenciais ordinarias. Tem uma interpretagao geométrica

elementar. Considere-se a equacao diferencial:

dy

2~ fla), (3.1

onde z e y sdo as variaveis independentes e dependentes, respectivamente. f(z,y) é a
fungao derivada que é em geral funcao das varidveis independentes (por ex. tempo) e
dependentes (em geral, velocidade e posigao). A derivada pode ser definida de forma

elementar como o limite da razao entre os incrementos em y e x para incrementos
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na variavel independente muito pequenos:

. Ay
Relyv 32

Se o valor de y é conhecido para um determinado valor de x é possivel calcular o
valor da varidvel dependente y para um valor posterior da variavel independente
x através da resolu¢do numérica das equagoes (3.1) e (3.2). Sejam conhecidos os
valores num determinado ponto (x,,y,). O valor de y,,1 pode ser determinado a

partir da equagao (3.2) aproximando a derivada por diferengas finitas:

Ay Y1 — Y .
lim —2% = lim 2222 — lim ,
Az—0 Az Az—0 Tpy1 — Tp h—0 h

yn-i—l - yn (3 3)
onde h = x,.; — x, é chamado de passo (constante) de integracao da equagao
diferencial. Se a derivada for escrita como f(z,,y,) e se for tomado o limite de um
intervalo infinitesimal, fica:

Yn+1 — Un

h = f(xmyn)a (3'4)

e finalmente:
Yn+1 = Yn + hf(.%‘n, Un), (35)

que é a equagao que constitui o método de Euler de resolucao numérica de

equacoes diferenciais ordinarias.

3.2 FErro Local de Truncamento

Para determinar o termo principal do erro local de truncamento, é es-
tabelecida a relagao entre o método de Euler (3.5) com a série de Taylor com resto.
Seja y(z) uma fungao que possui k + 1 derivadas continuas em um intervalo aberto

que contém x e a, entao a série de Taylor é definida da seguinte forma:

y"(a) y*(c)
2! (k+1)!

onde ¢ é um ponto qualquer entre a e x. Admitindo k =1, a =2, e v = x,11 =

y(x) = yla) +y'(a)(x —a) + (z—a)’+ -+ (z—a)",  (3.6)

x, + h, a equacao (3.6) pode ser reescrita da seguinte maneira:

y"(c)

21 (xn—&-l - mn)Qa (3'7)

?/(mn—%l) = y(xn) + y/(xn)(xn-ﬁ-l - ajn) +
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de onde segue:
2

y<xn+1) = y(xn> + hf(xm yn) =+ 53/’(6), (38>
N—_——
ELT
e finalmente,
h2
TPELT = ay”(c). (3.9)

Podemos observar que a equagao (3.8) ¢é igual a equagao apresentada
em (3.5) com excegao da segunda derivada, logo podemos afirmar que o termo da
segunda derivada é o termo principal do erro local de truncamento, e assim temos

que o método de Euler tem erro de ordem dois, ou seja, O(h?).

3.3 Convergéncia, Consisténcia e Estabilidade do Método

Numeérico

O estudo que se faz necessario ainda é a convergéncia do método. Con-
vergencia ¢ a tendeéncia da solucao aproximada para a solucao exata quando h tende
a zero.

Esse estudo, em geral, é de dificil analise, porém o teorema proposto
por Lax [33], facilita tal estudo.

TEOREMA DE LAX (sobre Equivaléncia):

Para que um método seja convergente é necessdrio e suficiente que ele seja consis-
tente e estavel.

Entao de acordo com o teorema apresentado acima, para provar a con-
vergéncia é suficiente mostrar a estabilidade e a consisténcia do método, sendo que:
i) Consisténcia: O método é dito consistente, se a equagao de diferencas finitas

representa a EDO, ou seja:

lim ELT = 0,
h—0

onde ELT é o erro local de truncamento.

Em geral, os métodos de diferencas finitas sao consistentes.
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ii) Estabilidade: O método chama-se estavel, se o erro local para o passo posterior
nao aumentar (em maédulo).
Na secao a seguir sera mostrado que o método satisfaz a consisténcia e

a estabilidade.

3.3.1 Prova da Consisténcia e Estabilidade do Método

A resolugdo numérica do sistema (2.3) através do método de Euler é

dada por:

N1 = Ny + b (raN, (1 = boN,) — e T, N,,)

Tn+1 - Tn + h (TlTn (]- - blTn) - C2InTn - C3TnNn) (310)
LT,
In—l—l =1I,+ h (5 + (f+ T, -l T, — dlln)

A expressao 3.9 (termo principal do erro local de truncamento) re-
presenta um avanc¢o no estudo do erro, mas ainda deixa a desejar: apesar da in-
formagao da existéncia de y”(c), muitas vezes nao é possivel o seu célculo, ainda
mais se tratando de sistemas de equagoes nao-lineares. Na pratica, procura-se esta-
belecer cotas ou estimativas para que se possa conduzir os cdlculos com seguranca.
Comumente a derivada é considerada constante e h é considerado suficientemente
pequeno para ser tomado como parametro do ELT. Portanto, é de se esperar que
quanto menor o valor de h, menor o ELT[2].

De acordo com o que foi exposto acima, a consisténcia e a estabilidade
do método de Euler serao mostradas de forma numérica através da comparacao com
o método de Runge-Kutta de 4. ordem.

O método de Runge-Kutta de 4*. ordem é um método classico de reso-
lugao de equacoes diferenciais ordindrias e sua convergéncia ja foi bastante estudada
na literatura e seu erro local é de ordem 5, ou seja, O(h%) [2, 6].

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 serao mostradas uma comparacgao das solugoes do

sistema (3.10) encontradas pelos métodos de Euler e Runge-Kutta de 4°. ordem.
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Tabela 3.1: Comparacao das solugdes obtidas entre os métodos de Euler ¢ RK4 com

h=1.
n N, T, I, N} Tx I N,-N; T,-T; I,-1I}
Euler Euler Euler RK4 RK4 RK4
0 0.9000 0.2500 0.2500 0.9000 0.2500 0.2500 0.0000 0.0000  0.0000
1 0.7650 0.2750 0.4686 0.8067 0.2729 0.4226 -0,0417 0.0021  0.0460
2 0.7344 0.2992 0.5782 0.7583 0.2893 0.5244 -0,0239 0.0099 0.0538
3 0.7097 0.3075 0.6224 0.7300 0.3000 0.5819 -0,0203 0.0075  0.0406
4 0.6975 0.3129 0.6397 0.7124 0.3073 0.6130 -0,0149 0.0056  0.0267
5 0.6902 0.3171 0.6448 0.7008 0.3128 0.6289 -0,0106 0.0043 0.0159
6 0.6852 0.3208 0.6446 0.6927 0.3173 0.6361 -0,0075 0.0035 0.0086
7 0.6810 0.3244 0.6422 0.6866 0.3214 0.6383 -0,0056 0.0031  0.0040
8 0.6773 0.3280 0.6387 0.6816 0.3252 0.6377 -0,0043 0.0028 0.0011
9 0.6737 0.3317 0.6347 0.6772 0.3290 0.6357 -0,0035 0.0027 -0.0010
10 0.6700 0.3355 0.6316 0.6731 0.3329 0.6322 -0,0031 0.0026 -0.0006

Tabela 3.2: Comparacao das solugoes obtidas entre os métodos de Euler e RK4 com

h=0,5.
n N, Tn I, Ny T I N,—N; T,-Tr I,—1I
Euler Euler Euler RK4 RK4 RK4

0 0.9000 0.2500 0.2500 0.9000 0.2500 0.2500 0.0000 0.0000  0.0000
0.5 0.8325 0.2625 0.3593 0.8447 0.2621 0.3471 -0.0122 0.0004 0.0122
1.0 0.7930 0.2748 0.4421 0.8067 0.2729 0.4226 -0.0137 0.0019  0.0195
1.5 0.7661 0.2850 0.5032 0.7791 0.2820 0.4805 -0.0130 0.0030  0.0226
2.0 0.7465 0.2928 0.5474 0.7583 0.2893 0.5244 -0.0118 0.0035  0.0229
2.5 0.7318 0.2987 0.5789 0.7424 0.2952 0.5574 -0.0106 0.0035 0.0214
3.0 0.7206 0.3033 0.6009 0.7300 0.3000 0.5819 -0.0094 0.0033  0.0190
3.5 0.7120 0.3069 0.6162 0.7202 0.3040 0.5999 -0.0082 0.0029 0.0163
4.0 0.7053 0.3099 0.6266 0.7124 0.3073 0.6130 -0.0071 0.0026  0.0136
4.5 0.6999 0.3125 0.6334 0.7060 0.3102 0.6224 -0.0061 0.0023  0.0111
5.0 0.6956 0.3148 0.6377 0.7008 0.3128 0.6289 -0.0052 0.0020  0.0088
5.5  0.6920 0.3169 0.6402 0.6964 0.3151 0.6333 -0.0045 0.0018  0.0069
6.0 0.6889 0.3189 0.6414 0.6927 0.3173 0.6361 -0.0038 0.0016  0.0053
6.5 0.6862 0.3208 0.6416 0.6895 0.3194 0.6376 -0.0032 0.0014  0.0040
7.0 0.6838 0.3227 0.6412 0.6866 0.3214 0.6383 -0.0028 0.0013  0.0029
7.5 0.6816 0.3246 0.6403 0.6840 0.3233 0.6382 -0.0024 0.0013  0.0021
8.0 0.6795 0.3264 0.6390 0.6816 0.3252 0.6377 -0.0021 0.0012 0.0014
85 0.6775 0.3283 0.6375 0.6793 0.3271 0.6367 -0.0018 0.0011  0.0008
9.0 0.6755 0.3301 0.6358 0.6772 0.3290 0.6354 -0.0016 0.0011  0.0004
9.5 0.6736 0.3320 0.6339 0.6751 0.3309 0.6339 -0.0015 0.0011  0.0000
10.0 0.6717 0.3339 0.6322 0.6731 0.3329 0.6322 -0.0014 0.0010  0.0000
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Pelas Tabelas 3.1 e 3.2 é possivel perceber que a medida em que é
diminuido o passo de integracao (h) a solucdo de Euler se torna cada vez mais
proxima da solucao obtida pelo método de Runge-Kutta. Usando-se um passo de
h =10,25ede h = 0,1 a diferenca entre os métodos para n = 10 é da ordem de
10~*. Para um tempo final de n = 150 e h < 1 a diferenca é da ordem de 107°.

Entao desta forma, mostra-se que o método de Euler é estavel e con-
sistente, portanto o método de Euler pode ser considerado convergente para este

sistema em estudo.



4 PROBLEMA DE SINTESE LINEAR
FEEDBACK

Neste capitulo apresenta-se a formulacao do controle étimo linear feed-
back para sistemas nao lineares e as condi¢oes que garantem a aplicabilidade do
método.

O controle feedback, ou controle de malha fechada, é um mecanismo
bésico pelo qual, sistemas mecanicos, elétricos, ou biolégicos, mantém o seu equilibrio.

Pode ser definido como controle feedback o uso de sinais de diferenca,
determinados pela comparacao dos valores atuais das varidveis do sistema com os
valores desejados, como um meio de controlar o sistema.

Dado um sistema nao-linear na seguinte forma:
&= Az + g(x) (4.1)

onde x € R™ é o vetor das variaveis de estado, A € R ™" é uma matriz constante, e
g(x) é o vetor, cujos elementos sao fungoes continuas.
Seja & uma funcao vetorial que caracteriza a trajetéria desejada. O

sistema controlado tem a seguinte forma:
t=Ar+g(x)+U (4.2)
onde U € R™ é o vetor de controle que consiste de duas partes
U=1u+w (4.3)

A parte @ do vetor de controle que mantém o sistema (4.2) controlado na trajetéria

desejada (feedforward) pode ser escrita na seguinte forma:
=1 — Ai+ g(&) (4.4)

e o vetor de controle u; é quem estabiliza o sistema em torno da trajetoria desejada

(feedback) e tem a seguinte forma:

u = Bu (4.5)
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onde B € R ™™ é uma matriz constante.
Definindo
y=x—2 (4.6)

como o desvio da trajetéria do sistema (4.2) da trajetéria desejada, e admitindo
(4.3)—(4.5), chegamos a equacao em desvios (4.7):
i = Az + g(z) +  — AZ + g(Z) + Bu
i—i=A(x— )+ g(x) — g(%) + Bu
y=Ay+g(x) — g(Z) + Bu (4.7)

A parte nao-linear do sistema (4.7) pode ser escrita como:

9(x) = 9(z) = Gz, 7)(x — ) (4.8)

onde G(x,Z) é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de z e & . Admitindo

(4.8) o sistema (4.7) pode ser escrito na seguinte forma:
y= Ay +G(z,%)y + Bu (4.9)

Para encontrar o vetor de controle u Rafikov & Balthazar [46], formu-
laram o seguinte problema do controle étimo:

Encontrar o controle 6timo u que transfere o sistema (4.9) de qualquer
estado inicial ao estado final

y(o0) =0 (4.10)

minimizando o seguinte funcional:
J = / (yTQy + uTRu> dt, (4.11)
0

Para sistemas lineares a funcao g(x) = 0 e o controle 6timo é encontrado na seguinte
forma:
uw=—R'BTPy (4.12)
onde a matriz P € & ™" é simétrica e satisfaz a seguinte equacao nao-linear algébrica
de Riccati [38]:
PA+A"P+Q - PBR'B"P=0 (4.13)
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onde as matrizes @ € R ™" e R € R ™™ sado constantes, definidas positivas, cujos

elementos sao coeficientes de ponderacao do funcional:

J

/ (y"Qy +u" Ru) dt, (4.14)
0

Em diversos trabalhos a solugao do problema do controle 6timo nao-
linear (4.7)—(4.9) é procurada em forma de controle linear feedback (4.12).

Ainda em Rafikov & Balthazar [46] foi formulado o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Se existem as matrizes () e R, definidas positivas, sendo @) simétrica,

tais que a matriz

Q=Q—G"(x,%)P — PG(x, ), (4.15)

seja definida positiva para a matriz G limitada, entao o controle otimo linear feedback
(4.12) € dtimo para transferir o sistema nao-linear (4.9) de qualquer estado inicial

ao estado final (4.10) minimizando o funcional (4.11).

Conforme a teoria do controle 6timo de sistemas lineares com funcional
quadratico, a equagao nao-linear algébrica de Riccati (4.13) tem solugao tnica, posi-
tiva e simétrica P > 0 para quaisquer R > 0 e () > 0 dadas. O sistema controlado

(4.9) tem a estabilidade global, pois existe a fun¢ao de Lyapunov
V =y’ Py, (4.16)

positiva definida, cuja derivada, calculada nas trajetérias 6timas do sistema (4.9) é
definida negativa pois,

V = —4y"Qy — u” Ru, (4.17)

onde as matrizes Q e R sao definidas positivas.

A condigao suficiente para que o valor do funcional otimizado (4.11)
seja finito é a controlabilidade completa para as matrizes A e B. Isto significa que a
matriz de controle

B AB ... A
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tem que ser nao-singular, ou seja, conter n colunas linearmente independentes.

Neste caso
rank [B AB --- A" 1Bl =n

E importante destacar que a matriz A na equagao (4.7) nao é tnica, e
pode influenciar no desempenho do controlador.

O que garante a aplicabilidade do controle linear feedback para sistemas
néo lineares é a positividade da matriz Q.

De acordo com Rafikov & Balthazar [47], neste caso é dificil calcular a
matriz Q analiticamente. Através de simulagbes numéricas é possivel mostrar que
uma funcdo L(t) dada por:

L(t) = 4" Qy, (4.18)
é definida positiva e isto implica que a matriz Q é definida positiva. Conseqiiente-
mente a equacao (4.12) representa um controle Gtimo.

A fungdo L(t) caracteriza a soma de desvios quadraticos do sistema da
trajetoria desejada.

De acordo com Ogata [41], o indice de Desempenho dado pelo funcional

(4.14) pode ser calculado por:

J = 2"7(0)Pz(0). (4.19)

Assim, o indice de desempenho J pode ser obtido em termos do estado
inicial z(0) e P.

Como foi mencionado anteriormente, a lei de controle linear dada pela
Equacao (4.12) é a lei de controle 6timo. Em conseqiiéncia, se os elementos da matriz
K = R7'BTP forem determinados de modo a minimizar o indice de desempenho
(4.11), entao u(t) = —Ky(t) é 6timo qualquer que seja o estado inicial y(0).

Alguns autores como Ogata [39, 41], por exemplo, denominam a matriz
K, como matriz de ganho de realimentacao.

A Escolha das matrizes peso QQ e R é feita visando a estabilidade do
sistema, pois sao elas que determinam a importancia relativa dos desvios das tra-

jetorias desejadas e do consumo dos sinais de controle.
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Quando se utiliza o critério quadratico, a selecao das matrizes peso
torna-se um processo extremamente trabalhoso.

Usualmente esta selecao consiste em verificar, apds varias simulagoes do
problema, quais os valores destas matrizes que melhor satisfazem a certos critérios
(como por exemplo, a quantidade de células mortas, maximo controle e tempo de
estabilizac¢ao), que quando alcancados, refletem um melhor desempenho do sistema.
Isto se deve ao fato de nao existir um método sistematico para tal selegao.

A Figura 4.1 mostra o diagrama de blocos da configuracao étima.

= Ax+g(x)+Bul___ = |

=

Figura 4.1: Sistema de Controle Otimo Linear Feedback. Adaptado de Ogata [40].



5 CONTROLE OTIMO DO MODELO DE
CRESCIMENTO DE TUMORES

Este capitulo é dedicado ao problema de tratamento de cancer que é
formulado em termos da teoria de controle étimo utilizando o regulador de estado,
minimizando o funcional nao-quadratico.

Na secao 5.1 é formulado o problema de otimizacao a fim de escolher
o controle étimo com base no modelo populacional (2.3) e interpretar este controle

em termos do tipo de tratamento disponivel ou possivel para sua realizacao [50].

5.1 Formulacao do Problema de Controle Otimo Linear

Feedback

O controle feedback pode ser definido como o uso de sinais de diferenca,
determinados pela comparacao dos valores atuais das variaveis do sistema com o
regime desejado, como uma forma de controlar este sistema.

O sistema de crescimento de tumores com controle tem entao a seguinte

forma:

N = TQN(]_ — ng) —C4TN—CL3U

T = 7"1T (1 — blT) — CQIT — CsTN — AU (51)
I=s+

IT
a+T—CllT—d1]—a1U

A introducao da funcao de controle no modelo nesta forma, significa
que o controle u além de diminuir a populagao de células tumorais, também esta
prejudicando o crescimento das células normais e imunes com coeficientes a3 e aq,
respectivamente. Os parametros a; (coeficientes de resposta) estao relacionados com
a taxa de matanca celular.

Considerando o sistema com controle (5.1), os desvios de sua trajetéria
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desejada podem ser definidos por:

N
T—T (5.2)
I —

Y1
Y2
Y3 I

Onde o regime desejado é o ponto de equilibrio, localmente estével, livre de tumor:

1 S ~ 1 ~ ~ S
— 0. = N=— T=0 1=-— 5.3
<b27 7d1> b27 ? dl ( )

De acordo com as equagoes (4.7)-(4.8) e admitindo (5.2)—(5.3), pode-

mos escrever a equacao em desvios, da seguinte forma:

y= Ay + G(x,2)y + Bu (5.4)
onde,
T2<1 — 2b2N) —C4N 0
A= 0 T1(62j+03N> 0 )
0 —Clj —d1

é a matriz dos termos lineares.

—Tabay1 — Ca¥o 0 0 —ag

G = 0 —r1biys — c3y1 — cayz 0 B=| —a,
I

0 M — Y3 0 —ay
o+ Yo

Aqui G é a matriz cujos elementos sao fungoes nao-lineares continuas e
B é matriz constante.
Conforme apresentado no Capitulo 4, o controle linear 6timo, ¢ dado

por:

u=—R'BTPy (5.5)

onde a matriz P € & ™" é simétrica e satisfaz a seguinte equacao nao-linear algébrica
de Riccati [38]:
PA+A"P+Q - PBR'B"P=0 (5.6)
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onde as matrizes @ € R ™™ e R € R ™™ sao constantes, definidas positivas.
O controle 6timo u transfere o sistema (5.4) de qualquer estado inicial

ao estado final:

y(tr) =0, tf—o0 (5.7)
minimizando o funcional:
i
J = / (yTQy + uTRu> dt, (5.8)
0
onde a matriz:
Q=Q-G"P- PG, (5.9)

é definida positiva para a matriz G limitada.
Para avaliar se a matriz () é definida positiva, é suficiente avaliar se a
funcao

L(t) = y"Qy (5.10)

¢ definida positiva.
A fungao L(t) que caracteriza a soma de desvios quadraticos do sistema

da trajetéria desejada é encontrada numericamente.

5.1.1 Simulagoes Numéricas

Para as simulagoes numéricas do controle 6timo feedback do crescimento
de um tumor foi desenvolvido no software Matlab um programa para a resolugao
numeérica baseado no método de Runge Kutta de 4*. ordem.

Os valores dos parametros do modelo de crescimento de tumores sao os

mesmos apresentados na secao 2.4.

Escolhendo,

10 0
Q=101 0 e R = 1],
0 0 0,01
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obtém-se
0,4985 —0,3489 —0,0006

P=1-0,3489  2,2879 —0,0600
—0,0006 —0,0600  0,0246

A matriz P é obtida resolvendo-se a equacao nao-linear algébrica de
Riccati (5.6), através da fungdo LQR do software MATLAB.
Com as matrizes P, R e B, é possivel calcular a fungao de controle (5.5)

que tem, entao, a seguinte forma:
u=—0,0550 (N — 1) +0,63957 — 0,0132 (I — 1,65) (5.11)

As trajetérias do sistema controlado (5.1) com controle 6timo linear
(5.11), condigoes iniciais (0,9;0,25;0,25) e ponto de equilibrio (1; 0; 1,65) estao nas
Figuras 5.1 e 5.2:

Normais i
Tumorais -
Imunoldgicas -
controle linear u| -

Numero de Células

O & 1 1 1 L 1 L 1
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
Tempo (Dias)

Figura 5.1: Trajetérias temporais do Sistema de crescimento de um tumor com controle 6timo
linear feedback (5.11).
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Imune

Tumor

Figura 5.2: Diagrama de Fase do Sistema de crescimento de um tumor com controle 6timo linear
feedback (5.11).

A Figura 5.2 representa as trajetorias espaciais do sistema controlado
(5.1) partindo do ponto inicial (0,9, 0,25, 0,25) ao ponto de equilibrio (1, 0, 1,65).

Pela Figura 5.3 pode ser verificado que a fungao L(t) é definida posi-
tiva, entdao a matriz Q também é definida positiva e o controle linear (5.11) é 6timo.

A eliminacao tumor ocorreu em 23 dias e o ponto de equilibrio foi al-

0.25

0.225¢

L® =y'Qy

0.2

0.175¢

0.15r

L(®)

0.125¢
0.1+
0.0751
0.05r

0.0251

2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 46 45 50
Tempo (Dias)
Figura 5.3: Soma de desvios quadraticos das trajetérias do sistema (L(t) = y7 Qy).

cancado em 43 dias.
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Adota-se a forma diagonal para Q e R, pois isto possibilita que as com-
ponentes do estado e do controle sejam analisadas individualmente, facilitando o
ajuste e a interpretagao biologica destas.

A interpretacao bioldgica da matriz Q para o controle do crescimento
de tumores é a seguinte:

Os elementos ¢11, 22 € ¢33 estao relacionados com a importancia que as
células normais, tumorais e imunoldgicas respectivamente, representam no controle
em questao, por isso o peso dos elementos relacionados as células normais e tumorais
¢ maior.

Foram realizadas varias simulacoes e a matriz QQ escolhida permite que
se obtenha uma resposta mais lenta ou mais rapida apenas com a variagao de R.

Em Ogata [41] a resposta do sistema ao controle ¢ atribuida ao fator
¢11 da matriz @), no trabalho atual a resposta do sistema esta associada a variagao
de R.

A matriz R neste controle é de ordem 1, este caso é conhecido como
matriz R ” degenerada”.

A Figura 5.4 mostra algumas fungdes de controle e seus respectivos

desvios encontradas a partir da variacao de R. Nela, observa-se que quando R =0,75

0.25 T T T T
R=0.75 R=0.75
0.225}; =-=mR=1 1 0.35 -==R=1 B
. « R=2 « R=2
o 02 R=6 | = R=6
> Vo < 0.3
-, 0.475f" , ! SN
. %
=} N L S d
- 015 ] g 0% %
:—c - A '
- 0.125 1 o020 % |
0 = A
'S 0.1 | = N ox
S : - 015f v % —
0.075 12 - %
. 7 N
= 01f % 1
0.05 g < A%
oosf N\ % ]
0.025 ] : O
s s
0 . - 0 . e
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tempo (Dias) Tempo (Dias)
(a) (b)

Figura 5.4: (a) Funcoes de controle linear (u) a partir da variagao de R; (b) Soma de Desvios
Quadraticos das Trajetérias do sistema a partir da variagao de R.

a funcdo de controle (u) é maior, e na medida em que se aumenta o valor de R
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diminui o valor de u.

Na Figura 5.4 (b) sdo mostradas as fung¢oes que representam os respec-
tivos desvios das trajetorias obtidos com a variacao de R.

Analisando os desvios das trajetérias Figura 5.4(b), é possivel ver que
as fungoes Lo 75 e L; (originadas da fungao de controle (5.5), com R=0,75 e R=1,
respectivamente) apresentam valores muito préximos, por outro lado, se comparar-
mos L, com Lg a diferenca entre os desvios é bastante grande.

Com a intencao de facilitar a decisao da escolha da fungao de controle

otima, nés adotamos os seguintes critérios:

1. Soma dos Sinais de controle. Partindo-se da hipdtese de que quanto
menor a quantidade e o valor desses sinais, menor sera a quantidade de
radiacao (ou droga, no caso de quimioterapia) necessaria para o controle

do tumor:
> (), u(t) > 0. (5.12)

2. Soma dos Desvios quadrdticos . O objetivo do controle é minimizar os

desvios das trajetérias do sistema no menor tempo possivel.

L=> (y(t)"Qut)). (5.13)

3. Indice de desempenho. Esta relacionado com a minimizacao de custos

e pode ser obtido em termos do estado inicial z(0) e P:

J = 27(0)Px(0). (5.14)

Assim, para a funcao de controle com R=0,75, temos:

ty Ly
Sugns(t) =282, Y Lyns(t)=227 e J=0377 (5.15)
t=0 t=0

E para a funcao de controle com R=1, temos:

ty ty
dou(t)=2,8 ) Li(t)=299 e J=038 (5.16)
t=0

t=0
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Os critérios de escolha mencionados anteriormente sugerem que o me-
lhor valor para a funcao de controle é R=0,75, por outro lado a funcao de controle
com R=1 apresentou resultados muito proximos. Contudo, em nossas simulacoes,
verificou-se que o controle feedback s6 faz sentido para valores de R > 1, este valor
de R pode ser considerado como um limitante para a realizagao do controle feed-
back, pois para valores inferiores esta estratégia nao é satisfatoria, pois a funcao de
controle, sendo positiva e decrescente, com o passar do tempo ultrapassa o ponto
zero tornando-se negativa e a populacao de células tumorais cai abaixo do ponto de
equilibrio. Isto significa que a partir de algum momento as células tumorais devem
ser re-introduzidas no sistema para que seja restabelecido o ponto de equilibrio, o

que do ponto de vista clinico seria contraditério (ver Figura 5.5).

025 T T T T T
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Figura 5.5: Comparacao das Trajetérias do Tumor com R = 0,75 e R = 1: Em detalhe o regime

oscilatorio apresentado pela trajetéria T0.75.

A Figura 5.5 mostra as trajetorias do tumor com controle linear feed-
back, percebe-se que a trajetéria em vermelho (R=0,75) converge mais rapidamente

para zero do que a outra, porém, esta trajetéria apresenta valores negativos entre
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15 e 20 dias, isto significa que o controle é 6timo do ponto de vista temporal, mas
nao do ponto de vista clinico.

Neste sentido, fica facil compreender a importancia da inclusao das ma-
trizes Q e R no funcional (5.8), visto que uma redugao arbitrariamente rapida do
estado pode ser conseguida a custa de um aumento correspondentemente grande
do controle empregado, implicando, contudo uma impossibilidade préatica na imple-
mentagao de tal solucao, como foi mostrado da Figura 5.5. Por outro lado, uma
reducao arbitrariamente grande no controle pode provocar uma grande elevacao do
estado, ou seja, um aumento do nimero de células tumorais, ou um tempo de es-
tabilizagao (tempo de ”cura”) muito longo, situagao indesejavel num processo de
controle de tumores. Logo, o que se deseja ao se escolher as matrizes Q e R é um
compromisso dos valores dos elementos destas matrizes com a realidade pratica do
problema.

Desta forma pode-se afirmar que a fungao de controle (5.11) inicial-
mente proposta (com R=1) é fungao de controle étimo mais indicada para o modelo
de crescimento de tumores. A fungao de controle 6timo proposta para o tratamento
do cancer, pode ser aplicada para diversos tipos de tratamento (quimioterapia, ra-
dioterapia ou cirurgia), mediante a interpretagao dos significados especificos de cada
um dos parametros.

Uma estratégia de controle eficiente pode representar uma economia
de recursos, ou ainda um menor dispéndio dos sinais de controle, no menor tempo
possivel.

A estratégia a ser escolhida deve levar em conta todas estas particulari-
dades, pois o objetivo ¢ encontrar uma funcao de controle capaz de minimizar os
desvios das trajetorias ao mesmo tempo em que proporciona o menor custo possivel

para a realizagao do mesmo.



6 MODELAGEM MATEMATICA DO
TRATAMENTO DE CANCER POR
RADIOTERAPIA

Este capitulo é dedicado a apresentacao do modelo amplamente uti-
lizado na literatura para descrever os efeitos bioldgicos da morte célular radio-
induzida.

Na secao 6.1 sera feita a formulacao do modelo LQ aplicado para o
modelo de crescimento de tumores.

A formulacao de modelos matematicos para representar fenomenos fisicos
e bioldgicos é uma tarefa reconhecidamente muito complexa. Em particular, quando

a modelagem diz respeito a dinamica de populagoes ...

6.1 Radioterapia e o Modelo Linear Quadratico

O modelo linear-quadratico (LQ) foi desenvolvido para simular o efeito
biolégico de dose unica de irradiagoes dadas com diferentes doses em niveis de in-
tervalos grandes para recuperar os danos sub-letais entre as irradiacoes, utilizando
um nuimero minimo de parametros ajustaveis. Este modelo é baseado na existéncia
de dois componentes fundamentais: um linear («), proporcional a dose utilizada e
outro quadréatico (), proporcional ao quadrado desta dose. O conhecimento destes
dois parametros e a inclusao dos mesmos em equacoes relacionadas a curva de so-
brevivéncia celular, levou a conclusao que as contribuigoes linear e quadratica para
a morte celular sdo iguais a uma dose caracterizada pelo indice a/3. Pelo fato do
indice o/ ser utilizado para quantificar a sensibilidade dos tecidos ao fraciona-
mento, as vezes é denominado ”capacidade de reparo”. Deste modo o indice o/
para tecidos de resposta precoce é alto (entre 7 Gy e 10 Gy) e para tecidos de res-
posta tardia, tal indice é pequeno (entre 1 Gy e 3 Gy).

A adequada relacao entre a dose e o tempo total de tratamento é um
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dos topicos de maior debate na historia da radioterapia, sendo que gracas a esse
interesse muitos avancos ocorreram nos ltimos anos.
A curva de sobrevivéncia neste caso é dose-efetiva, ou seja, € uma funcao

exponencial da dose que pode ser representada pela seguinte equacao:
S = ¢ @P-GOD?, (6.1)

onde S é a fracao de células sobreviventes depois de uma irradiacdo, a e 3 sao
parametros constantes caracterizando o sistema biolégico, D é a Dose total absorvida
e G é funcao de reparo celular.

Como ainda nao sao conhecidos os valores especificos dos parametros
para cada tipo de tumor, em nossos estudos preliminares ndés adotamos G = 1
(reparo completo entre as fragoes).

No estudo de regimes fracionados, uma modificacao comum do modelo
LQ (6.1) por superposicao de fragao unica de sobrevivéncia é utilizada. A fracao
sobrevivente para regimes diferentes deste modo, pode ser descrita pela seguinte
equacao:

S = efnadfnﬁdQ’ (62)

onde n é o numero de aplicagoes e d é a dose por fracao. Para as duas equacgoes
acima, o reparo completo entre fracoes é assumido.

No modelo proposto no presente estudo é assumido que a radioterapia
mata todos os tipos de células, mas que a taxa de matanca difere para cada tipo de

célula, com a curva de resposta em todos os casos descrita pelo modelo LQ:
F, =1 — ¢ noad-—nfid® (6.3)

onde F; é definida como a fracdo de morte celular.

Nosso interesse é analisar a fracao diaria de células mortas por dose de
radiagao e a influéncia deste controle na dinamica de crescimento do tumor através
do sistema (2.3).

Deste modo o modelo LQ (6.3) pode ser reescrito como:

fi=0(1 — e~ d=Bdy (6.4)
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onde f; é a fracao diaria de células mortas a cada dose aplicada no local de tumor;

e o parametro ¢ é dado por :

0, se te # 1
1, se te =t

onde
t. = periodo de crescimento,
t; = periodo de tratamento.

Foram adotados diferentes valores de «; e [3; para simular respostas
radiobioldgicas diferentes, onde ¢ = 1,2, 3 identifica os parametros relacionados as
células tumorais, normais e imunolédgicas, respectivamente.

Assim podemos reescrever f da seguinte forma:

fi=6(1 — e~ d=0d%) (6.5)
fo = 6(1 — e—02d=0d) (6.6)
fy = 0(1 — e~ sd=lsd?y (6.7)

A fragdo de morte celular (f;) é um evento externo ao sistema que atua
na forma de " stnais tmpulsivos”, ou seja, ¢ uma grandeza absoluta que afeta o
crescimento das células cujo objetivo é a eliminacao do tumor. A fracao f; estd
relacionada com o passo temporal, pois esta forma de controle do sistema (2.3) pode
ser continua (sem interrupgao do tratamento nos finais de semana) ou descontinua
(com interrup¢ao do tratamento nos finais de semana) dependendo de cada proto-
colo de tratamento. O tamanho da dose por fracao e o nimero de aplicacoes sao
determinados segundo os protocolos de tratamento padrao por radioterapia.

A Figura 6.1 mostra de forma resumida, o diagrama de blocos da con-
figuragao do Controle do tumor por Radioterapia.

Os parametros de entrada sao: O ntmero de células iniciais e o proto-
colo de tratamento que sao determinados de acordo com o diagnéstico da doenca.

Neste diagrama, as variaveis do sistema de crescimento do cancer

de préstata (N, T' e I) s@o representadas de forma genérica por y e o modelo da

dinamica do sistema é resolvido pelo Método de Euler.
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Figura 6.1: Esquema de Controle do sistema (2.3) por Radioterapia.

Nos ajustamos os valores de a; e 3; de forma que a fracao de células

mortas fosse menor do que a fracao de morte celular encontrada por alguns autores,

com isso nossa intengao ¢ tornar o tratamento menos agressivo ao paciente, mas sem

correr o risco de falha no tratamento. Em nossas simulagoes os valores que melhor

se ajustaram ao modelo LQ foram:

Para Tecidos de resposta precoce (a/f = 10 Gy):

a1 = 0,011 Gy
B =0,0011 Gy~2

Qg = (i3 = 0, 0055 Gy_l
By = B3 = 0,00055 Gy 2

Para Tecidos de resposta tardia (a/8 = 3 Gy):

a; = 0,033 Gyt
8, = 0,011 Gy~2

ay = az =0,0165 Gy~!
62 = 53 = 0, 0055 Gy_2
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Tabela 6.1: Valores de a e 3 de acordo com [18, 21, 7, 59].

Autores a Gy ! B Gy ? indice (Gy)* Tipo de Tecido
Fowler et al. (1976) 0,014  0,00135 10,4 Resposta Precoce
Hall E. J. (1994) 0,012  0,00129 10,1 Resposta Precoce
Brenner & Hall (1999) 0,036 0,024 1,5 Cancer de Prostata
Jones and Dale (2000) 0,35 0,035 10,0 Resposta Precoce
Xiangkui Mu et al. (2003) 0,16 0,016 10,0 Resposta Precoce
Wang et al. (2003) 0,15 0,05 3,0 Resposta Tardia
O presente estudo** 0,11 0,011 10,0 Resposta Precoce
O presente estudo** 0,033 0,011 3,0 Resposta tardia
O presente estudo** 0,033 0,022 1,5 Cancer de Préstata

* O indice o/ define a sensibilidade do tecido & radiacéo.
** Valores para as células tumorais.

e  Para Tecidos prostéticos (a/F = 1.5 Gy):

a; = 0,033 Gyt ay = az =0,0165 Gy !

B =0,022 Gy2 By = B35 =0,011 Gy2

A Tabela 6.1 mostra os diferentes valores atribuidos aos parametros «
e [ encontrados por alguns autores.

A Figura 6.2 mostra uma comparacao entre as curvas de sobrevivéncia
celular (S) adotadas por alguns autores e a curva de sobrevivéncia resultante de

nossas simulagoes.
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Figura 6.2: (a) Curvas de Sobrevivéncia celular para Tecidos normais de resposta precoce e
Tumores em geral o/ = 10 Gy. (b) Curvas de Sobrevivéncia celular para Tumores
prostaticos a/8 = 1.5 Gy, para os valores ajustados no presente trabalho e Tecidos
de resposta tardia a/8 = 3 Gy.
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A Figura 6.3 mostra o encurtamento da curva de sobrevivéncia para

tecidos prostaticos, ajustados neste trabalho.
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Figura 6.3: Curvas de Sobrevivéncia celular para os valores ajustados no presente trabalho (Tu-

mores em geral /8 = 10 Gy, Tumores prostdticos o/ = 1,5 Gy).

Este encurtamento da curva em vermelho é promovido pelo componente
quadratico () e resulta em um efeito protetor, quando da divisdo da dose [21].

E importante notar, porém, que esta aplicacao simples do modelo LQ
nao leva em conta outros fenomenos relacionados ao fracionamento como reoxi-
genagao, redistribuicao, repopulacao e reparo. Tendo em vista da falta de dados
definitivos para todos os tipos de tumores em nossas experiéncias preliminares, es-
tamos admitindo que a influéncia destes fenomenos esta implicita na sensibilidade
diferenciada ao fracionamento ao considerar que a sensibilidade das células tumorais
é 2 vezes maior que a sensibilidade das células sadias, ou seja, foi considerado que
az = g = ay1/2 e B3 = [Py = 41/2. Esta hipétese simplificadora é bastante razoavel
se lembrarmos que devido a fase mitdtica ser mais radiossensivel e as tumorais a-

presentarem um crescimento mais rapido que as células sadias o efeito da radiagao

é maior em células tumorais.
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6.1.1 Dose Biologicamente Efetiva (BED)

Um conceito muito importante dentro da Radioterapia é o BED, pois
ele permite fazer a comparagao de diferentes programas de radiagao. O desenvolvi-
mento de calculos mais precisos sobre a sensibilidade dos tumores permitiu o uso do
fracionamento para tecidos especificos.

O BED é igual a dose total (D) multiplicada pela efetividade relativa,
que ¢ definida como ER =1+ d/(a/f3), onde d é a dose por fragao [27].

BED =D {1 + %} (6.8)

Para tecidos de resposta precoce é assumido uma razao o/ = 10 Gy
e para tecidos de resposta tardia é assumido «/3 = 3 Gy, considerando os danos
tardios causados aos tecidos normais pela radiagao.

O modelo BED representa a dose exigida em um determinado efeito
quando feito por infinitas doses pequenas de fracao ou em taxas muito baixas no
caso de radiacao continua. Deste modo, para alcancar a dose efetiva entre duas

fracoes de tempo de doses totais Dy e Dy e doses por fracao d; e do, respectivamente:

D, <1 + ad—/lﬁ> =D, (1 + j—%) (6.9)

e a razao «/ [ pode ser estimada dos parametros, Dy e Dy e d; e dy que s@o conheci-
dos.

De acordo com o estudo realizado por Jones [28] o modelo linear quadrético
pode, em principio, ser estendido para quantificar uma possivel redugao na tolerancia

do tecido normal a radiacao em situacoes clinicas especiais.

6.1.2 Dose Total Normalizada (NTD)

Quando sao determinados novos regimes de fracionamento para cada
tipo de tumor, geralmente desenvolvidos de acordo com o modelo LQ padrao, proje-
tados para produzirem os mesmos niveis de efeitos tardios, uma analise importante

neste momento seria investigar que outros efeitos mais estes regimes hipofracionados
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podem causar usando uma razao «/(3 = 1.5 Gy para um tumor de préstata.
Um caminho conveniente para fazer esta consideracao é a Dose Total
Normalizada (NTD), que nos diz a dose, cedida em fracoes de 2 Gy, que daria o

efeito biologico equivalente para novas doses hipofracionadas [17].

O NTD ¢ definido aqui como:

_ an’l)(l @
NTD = Dpova (1+ &/ﬁ)/<1+a/ﬁ) (6.10)

= BED/(ER para fragoes de 2 Gy),

onde D,e © dpova 820 respectivamente a dose total e a dose por fragao para um
esquema de hipofracionamento sugerido. Como o objetivo é estimar o efeito destes
esquemas de iso-efeito-tardios no controle do tumor, o/ = 1.5 Gy é o valor apro-

priado para a prostata.

6.2 Técnicas de Fracionamento em Radioterapia

Esta secao discute algumas modalidades de fracionamento utilizadas
atualmente nos tratamentos por radioterapia.

De acordo com Brenner [8] o fracionamento tem um papel fundamental
na radioterapia, fornecendo uma vantagem terapéutica no controle do tumor e no
estudo das complicagoes tardias do tratamento.

Os principais objetivos do fracionamento basicamente sao: permitir
a recuperagao dos tecidos normais entre os tratamentos (re-populagao), diminuir
a morbidade aguda da radiagdo (reparo), permitir a morte celular em diferentes

momentos do ciclo celular (redistribuicao).

6.2.1 Fracionamento convencional

Consiste em administrar 1,8 a 2 Gy por fragao, diariamente, 5 dias na
semana (de segunda a sexta-feira) durante cerca de 5 semanas. A dose total é de-
terminada pelo tipo do tumor em tratamento e pela tolerancia do tecido normal

adjacente (geralmente varia entre 30 e 70 Gy).
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Fundamentando-se nos 4 Rs da radioterapia o fracionamento de dose
funciona dividindo-se a dose de radiacao, com isto, poupam-se os tecidos normais,
em razao do reparo da lesao sub-letal (RLSL) entre as fracoes e da repopulacao
das células. Além disso o fracionamento aumenta a quantidade de lesao nas células
tumorais em conseqiiéncia da reoxigenagao (o oxigénio sensibiliza as células a ra-
diagao) e da redistribuicao das células nas fases sensiveis do ciclo celular. Esse ¢ o

protocolo mais usado na rotina da radioterapia.

6.2.2 Hiperfracionamento

Consiste em administrar doses menores por fracao do que no fraciona-
mento convencional e um maior nimero de fragoes, sem alterar o tempo de duragao
do tratamento. Geralmente sao usadas fragoes de 1,15 a 1,25 Gy 2 vezes/dia, o
intervalo entre as fragoes nao deve ser inferior a 4 horas para dar tempo de ocor-
rer o RLSL no tecido normal de resposta lenta. E indicado quando o tratamento

convencional esta limitado pela tolerancia do tecido normal de resposta lenta.

6.2.3 Hiperfracionamento e Fracionamento acelerado

A finalidade Fracionamento acelerado é diminuir o tempo total de trata-
mento e estao indicados para tumores de crescimento réapido, por exemplo, alguns
tumores de cabeca e pescogo.

Quanto ao Hiperfracionamento acelerado ele consiste em doses menores

por fragao (1.15 a 1.25 Gy) e um maior nimero de fragdes (2 vezes por dia).

6.2.4 Hipofracionamento

Doses grandes por fragao (2 a 8 Gy), em geral aplicadas 5 dias por
semana, ¢ indicado para tumores de crescimento lento (tumores de resposta tardia).
Recentemente, o interesse pelo hipofracionamento no tratamento dos

tumores prostaticos malignos foi reavivado apds o levantamento da hipotese de que
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estes tumores teriam um comportamento semelhante ao dos tecidos de resposta
tardia [43].

Diversas caracteristicas clinicas do cancer de préstata sugerem que este
seja um tumor de resposta tardia. Entre elas destacam-se sua historia natural,
caracterizada pela velocidade de crescimento lento, seu baixo indice de proliferagao
tumoral, o qual é determinado pelo Tempo Potencial de Duplicacao (Tpot = 42
dias, com média de 15 a 170 dias), e a regressao lenta do tumor apds a radioterapia

11, 15).

6.2.5 Protocolos de tratamento

Moonen e Bartelink [37], apresentam vdrias estratégias de fraciona-
mentos nao-convencionais, testadas clinicamente, que ofereceram um ganho terapéu-
tico promissor para melhorar o controle do tumor e suas complicacoes tardias.

De acordo com Moonen e Bartelink [37], para pelo menos trés tipos
de tumor, isto, é tumores de cabeca e pescoco, carcinoma de bexiga e cancer de
pulmao, existem dados que sugerem as vantagens tedricas de regimes hiperfraciona-
dos. A Organiza¢io Européia para Pesquisa e Tratamento de Cancer (EORTC)
administrou uma experiéncia em que 356 pacientes com carcinoma oro-faringeral,
foram tratados através de radiagao convencional para uma dose total de 70 Gy em
35 fragoes em 7 semanas ou com um programa hiperfracionado com uma dose mais
alta de 80.5 Gy em 70 fragoes. Os resultados demonstraram um significativo controle
local melhorado (56% vs. 38% em 5 anos) sem aumento nas taxas de complicagoes.

Ainda segundo Moonen e Bartelink [37], Um tipo extremo de acele-
ragao que estd sendo atualmente testado é o regime CHART (Terapia de Radiacao
Acelerada Hiperfractionada Continua). Pacientes com cancer de cabega e pescogo e
cancer de pulmao de células localmente avancadas, sao tratados dentro 12 dias com
uma dose total de 54 Gy dada em trés fracoes de 1,5 Gy por dia com 6h de intervalo.
Nesta aproximacgao supoe-se que a rapida re-populacao de células de tumor comeca

logo apds o tratamento.
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Tabela 6.2: Protocolos de Fracionamento convencionais e nao-convencionais [17, 37].

Tipo de Frs. dose por. Dose Total Tempo de intervalo Método
Tratamento fracao Tratamento

Frac. Convencional 35 2,00 Gy 70,00 Gy 7 semanas 24 horas  Convencional

Hiperfracionamento 58 1,20 Gy 69,60 Gy 6 semanas  >12 horas RTOG*

Hipofracionamento 15 3,62 Gy 54,35 Gy 3 semanas 24 horas  Fowler (2003)
Frac. Acelerado 36 1,50 Gy 54,00 Gy 12 dias 8 horas CHART

* Grupo de Oncologia e Terapia de Radiacdo

Fowler et al. [17] defende em seu trabalho o uso dos regimes hipofra-
cionados na andlise de novos protocolos, sugerindo que testes realizados para ra-
dioterapia de cancer de prostata mostraram que a hipofracionamento apresentou
um potencial de ganho terapéutico como também vantagens economicas e logisticas.

A Tabela 6.2 apresenta trés exemplos de protocolos de fracionamento
nao-convencional e compara os resultados com o fracionamento convencial.

Como foi visto a cima uma infinidade de protocolos de fracionamento
podem ser sugeridos ja que os mesmos dependem de varios fatores, como por exem-

plo, o tipo de tumor e o estadio em que o mesmo se encontra.

6.3 Simulagoes Numéricas

Com base no Modelo de Crescimento de tumores (2.3) foram realizadas
simulacoes do controle do tumor por radioterapia de acordo com os protocolos apre-
sentados na Tabela 6.2.

No Capitulo 2 foi comentado que o passo de integracao (h) seria fixado
de acordo com o tipo de fracionamento a ser realizado. A idéia é simular o efeito
do fracionamento em diferentes fases do ciclo celular. Desta forma, o intervalo en-
tre as fragoes é que determinarda o passo de integracao do modelo de crescimento
de tumores. Por exemplo, de acordo com os protocolos da Tabela 6.2 o passo de
integracao para o Fracionameto Convencional e Hipofracionamento é de h = 1, para
o Hiperfracionamento é h = 0.5 e finalmente para o Fracionameto Acelerado é de

h = 1/3. Logo, o que se pretende ao escolher um passo de integragao relacionado
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com o intervalo entre as fragoes é um compromisso da modelagem matematica com
a realidade pratica do problema.

O objetivo do tratamento por radioterapia é a eliminacao do tumor,
preservando ao maximo as células normais. Para tanto foram adotados os seguintes
critérios:

1- A cada sessao de radioterapia a fracao de morte celular das células normais (f2)
nao pode ser superior a 44% do estado inicial;

2- A populagao de células normais nao deve ser inferior a 0.44 unidades, e o pa-
ciente é considerado ”curado” quando seu estado saudavel dado por (1/bg, 0, s/d;)
¢ atingido.

Os critérios acima foram adotados com o objetivo de minimizar as com-
plicagoes tardias para os tecidos normais e manter a populacao de células normais
acima dos niveis minimos de sobrevivéncia.

As simulagoes que nao obedecem a esses critérios nao sao recomendaveis
do ponto de vista clinico, pois experiéncias clinicas como as relatadas em [11, 17, 37]
mostram que tratamentos acima destes niveis podem aumentar as complicacoes fi-
nais e os efeitos colaterais causados pela radioterapia.

Alguns estudos levantam a hipdtese de que os protocolos padroes uti-
lizados na literatura podem nao ser ”6timos”, neste sentido, nds realizamos algumas
simulagdes do modelo de crescimento de tumores, considerando o/ = 1,5 Gy para
o cancer de prostata e aplicando o controle por radioterapia de acordo com os proto-
colos de tratamentos apresentados na Tabela 6.2 e condigdes iniciais (0,9;0,25;0,25).

Os resultados das simulacoes estao sumarizados da Tabela 6.3.

A Figura 6.4 mostra que todas as técnicas de fracionamento levam o
sistema ao ponto de equilibrio, livre de tumor (1;0;1,65).

As simulagoes mostram que o fracionamento convencional, embora con-
trole o tumor, talvez nao seja o esquema de tratamento ideal, pois neste caso, é uti-
lizado um nimero excessivo de fragoes e resultados praticamente idénticos podem
ser obtidos com uma significatica reducao na dose total.

Ja o método de Hiperfracionamento RTOG apresentou uma pequena
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Figura 6.4: (a) Fracionamento Convencional (35F x 2 Gy) 6 interrupgoes de final de semana. (b)
Hiperfracionamento (RTOG) 5 interrupgoes de final de semana. (c¢) Fracionamento
Acelerado (CHART) nenhuma interrupgao. (d) Hipofracionamento (Préstata) 2 in-
terrupgoes de final de semana.

reducao da dose total e fracao de morte celular, contudo o tempo de eliminagao
do tumor foi o maior de todos os esquemas de tratamento (105,5 dias), e também
do ponto de vista economico ele nao é viavel, pois o aumento do nimero de doses
por dia nao resultou em melhora na qualidade do tratamento, por essa razao este
esquema pode ser mais recomendado para tumores de crescimento rapido, onde se
faz necessario um maior nimero de fracoes, durante o tratamento, o que nao ¢ o
caso do cancer de proéstata.

O método CHART parece uma opc¢ao interessante para o tratamento do
cancer de prostata, pois apresentou uma reducao consideravel na dose total, embora

tenha apresentado a segunda maior fracao de morte celular. Além disso, a sua dose
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Tabela 6.3: Resultados dos regimes nido convencionais de radioterapia considerando /3 = 1,5

Gy.
Tipo de fa BED* NTD Eliminacao Método
Tratamento do Tumor

Frac. Convencional 0,074 116,67 Gy 70.00 Gy 84,0 dias Convencional

Hiperfracionamento 0,07 125,28 Gy 77,55 Gy  105,5 dias RTOG*

Hipofracionamento 0,185 120,00 Gy 79,56 Gy 47,0 dias  Fowler (2003)
Frac. Acelerado 0,145 135,00 Gy 81,00 Gy 60,0 dias CHART

* BED calculado para efeitos tardios de 3 Gy.
fo = fragado de células Normais mortas por dose de radiagao por dia.
3 BED para uma dose didria de 3F x 1,5 Gy = 4,5 Gy

didria é equivalente a doses de regimes hipofracionados (3 x 1,5 Gy = 4,5 Gy), mas
com a vantagem do intervalo de 8 horas entre as fra¢oes, o que possibilita um maior
reparo das células normais.

Dentre as técnicas de tratamento atualmente utilizadas para o controle
do cancer de préstata o hipofracionamento mostra que é a opcao terapéutica mais
apropriada para este tipo de tumor, pois foi possivel controla-lo no menor tempo
possivel sem aumentar sensivelmente a fracao de morte celular e ainda com uma
reducao do ntimero de fragoes e da dose total. Ainda se comparados o Hipofraciona-
mento com o fracionamento convencial correspondente, podemos ver que Hipofra-
cionamento apresentou uma razao de ganho terapéutico dado por: 79,56 Gy / 70 Gy
= 1,14 em termos de dose equivalente contra 1,16 para o Fracionamento Acelerado
(CHART) que foi considerado o segundo melhor resultado.

Outra observacao importante refere-se as interrupgoes do tratamento
nos sabados e domingos elas sao importantes, pois proporcionam aos tecidos sadios
uma recuperacao maior das células sadias, tornando o tratamento menos doloroso

ao paciente.



7  HIPOFRACIONAMENTO NO
TRATAMENTO DO CANCER DE
PROSTATA

Este capitulo é dedicado ao controle do cancer de prostata através das
técnicas de hipofracionamento em radioterapia.

Recentemente, um interesse renovado sobre o uso do hipofracionamento
para o tratamento do cancer de préstata pela radioterapia esta sendo observado. Tal
mudanca de estratégia estd relacionada ao novo conceito radiobiolégico de que os
tumores prostaticos possuem um indice o/ muito mais baixo do que o previamente
estimado.

Na secao 7.1 sera feita a analise dos regimes hipofracionados para o
tratamento do cancer de préstata, usando o modelo linear-quadratico padrao (LQ),
segundo os protocolos de hipofracionamento sugeridos no trabalho realizado por
Fowler et al. [17] os quais s@o comparados com os protocolos utilizados por alguns
centros especializados no tratamento do cancer de préstata.

Os resultados estimados sao tedricos, embora baseados no melhor mo-
delo da atualidade com parametros a/3, que sao amplamente discutidos na histéria

da radioterapia.

7.1 Controle do cancer de prostata por Radioterapia

Nos ultimos anos, varios estudos relataram um grande debate a respeito
do valor de o/ para o cancer de préstata. Brenner e Hall [7] sugeriram que em
carcinomas prostaticos a sensibilidade ao fracionamento (quantificada pela razao
a/3) fosse semelhante a de tecidos normais de resposta tardia, pela razao biolégica
que os tumores de préstata tém a taxa de crescimento natural mais lenta de todos
os tumores. O Tpot médio (tempo potencial de duplicacdo do numero de células,

que nao leva em conta qualquer fator de perda celular), medido antes do inicio do
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tratamento ¢ de 42 dias (abrangéncia de 15 a 170 dias)[15]. O valor de a/f esti-
mado por Brenner e Hall foi de 1,5 Gy (95% intervalo de confianca [CI] = 0,8-2,2).
A estimativa de 1,5 Gy para o cancer de prostata foi baseada em um modelo de
comparacao das doses de 65-80 Gy usadas em radiacao externa e as doses mais
altas em Braquiterapia, usadas com implantes permanentes (100-160 Gy). Atual-
mente, existem vérios relatos de autores, como Lindsay [34] por exemplo, que estao
confirmando os resultados obtidos por Brenner e Hall, por essse motivo em nossas
simulagoes o valor de /3 = 1,5 Gy para o cancer de prostata serd considerado
como padrao no presente estudo.

Fowler et al. [17] sugeriram uma série de protocolos de hipofraciona-
mento para o tratamento do cancer de prostata e a primeira etapa deste planeja-
mento foi baseada na andlise dos resultados experimentais de cinco grandes cen-
tros publicados no periodo 1997-2000, para 5 anos do bNED (nenhuma evidéncia
bioquimica de doenga) do cancer de préstata de risco intermedidrio, usando somente
a terapia de radiacao externa, considerando pacientes com cancer de préstata de
"risco Intermediario”. Os pacientes foram definidos principalmente por possuirem
antigeno prostatico especifico (PSA) entre 10 e 20 ng/ml, e adicionalmente em ter-
mos da pontuagao de Gleason > 7 ou Estadio > T2b. Pacientes com PSA, pontuagao
de Gleason e estddio mais baixos seriam considerados favoraveis, considerando que
aqueles pacientes com duas ou mais destas caracteristicas de alto risco seriam clas-
sificados como desfavoraveis.

A segunda etapa foi calcular a dose-por-fracao e doses totais de uma va-
riedade de regimes que rederiam o mesmo nivel de efeitos tardios como trés regimes
atuais de tratamento do cancer de prostata, para uma aproximacao dos progra-
mas considerados de agressividade conservativa até uma ”dose altamente escalada”.
Especificamente, foram escolhidos doses de 66, 72, e 78 Gy em fragoes de 2 Gy
comecando por estes regimes de dose, como mostra a Tabela 7.1.

Esta série de tratamentos hipofracionados foi construida de forma que
as complicagoes tardias fossem mantidas constantes nos mesmos planos da dose

fisica, como sao atualmente usadas para os programas de fragoes de 2 Gy, mas que
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Tabela 7.1: Futuros protocolos para o cancer de préstata: iso-efetivo para complicacdes tardias
com a/f = 3 Gy. Adaptada de Fowler et al. [17].

N°. do N°. de dose por. Dose Total NTD bNED fo TET

Protocolo  Fragoes  fragao (Gy) (Gy) (%) (Dias)
1 33 2,00 66,00 66,00 51,60 0,074 84,0
2 25 243 60,77 6825 5850 0,099 76,0
3 20 2,83 56,60 70,02 64,40 0,126 58,0
4 15 342 51,37 72,28 69,90 0,169 49,0
5 10 444 4437 7526 7700 0252 40,0
6 5 6,76 33,80  79.81 8550 0459 28,0
7 36 2,00 72,00 72,00 69,20 0,074 84,0
8 2% 258 6451 7521 77,00 0,109 63,0
9 20 3,00 60,00 77,14 81,00 0138 550
10 15 3,62 5435 7956 8520 0,185 47,0
11 10 4,69 46,85 82,79 89,60 0,273 38,0
12 ) 7,12 35,58 87,09 94,00 0,491 27,0
13 39 2,00 78,00 78,00 82,60 0,074 84,0
14 25 273 68,13 8225 8890 0,119 61,0
15 20 316 6328 8433 91,20 0,145 53,0
16 15 3,82 57,23 86,91 93.50 0,199 45,0
17 10 4,92 49,23 90,34 95,70 0,294 36,0
18 5 746 3729 9544 97,60 0520 250

Abreviagoes: bNED = nenhuma evidéncia bioquimica de doenga; NTD = Dose Total Normalizada
(para fragoes de 2 Gy), fa = fragao de células Normais mortas por dia, TET = Tempo de Eliminagao
do Tumor.

cause mais danos para os tumores ja que o ntimero de fragoes sao menores e que as
doses por fracao se tornam maiores. Estes protocolos sao mostrados na Tabela 7.1
com trés blocos distintos, cada um representando um conjunto possivel de protoco-
los de hipofracionamento para futuros tratamentos de prostata.

O tratamento por fracionamento convencional é assumido para consis-
tir de 33, 36, ou 39 fracoes de 2 Gy, dados cinco vezes por semana. Os tratamentos
padroes de dose de 2 Gy ”diariamente”sao mostrados na primeira linha de cada dos
trés blocos da Tabela 7.1. Cada etapa (linha em cada bloco da Tabela 7.1) consiste
de um protocolo de hipofracionamento crescente onde, tipicamente, cinco fragoes
sdo subtraidas da linha acima (omitindo-se 30 fragoes hipofracionadas). Todas as
linhas do mesmo bloco sao planejadas para causar o mesmo grau de danos tardios
em tecidos retais como qualquer uma das 33, 36, ou 39 fragoes de 2 Gy.

Isto é feito admitindo que a razao «/F é de 3 Gy para danos tardios
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para todos os programas, e ajustando a dose por fracao e a dose total para cada
linha de forma que a Dose Biologicamente Efetiva em Gys seja a mesma em toda
linha dentro de cada um dos trés blocos na Tabela 7.1 (no 1° bloco: BED=110 Gys,
no 2° bloco: BED=120 Gy3 e no 3° bloco: BED=130 Gy3). O BED ¢ igual a dose
total multiplicada pela efetividade relativa, que é definida como 1 + d/(a/3), onde
d é a dose por fragdo. Deste modo, por exemplo, no Bloco 2 da Tabela 7.1, nas
primeiras cinco colunas o BED para a primeira linha de 36 fracoes de 2 Gy ¢é 36 x
2 Gy x (1 4+ 2 Gy/3 Gy) = 120 Gys. Mas usando os passos sucessivos deste mesmo
bloco, nés alcangamos cinco fragoes de 7,12 Gy, donde BED = 35.58 Gy x (1 + 7.12
Gy/3 Gy), que é também 120 Gys. Deste modo as reagdes tardias no tecido retal
sao mantidas as mesmas para cada uma das etapas do hipofracionamento.

O efeito destes regimes de hipofracionamento no controle do tumor
deve ser entao investigado. Um caminho conveniente para fazer esta consideracao é
a Dose Total Normalizada (NTD), que nos diz a dose, cedidas em fragoes de 2 Gy,
que daria o efeito bioldgico equivalente para novas doses hipofracionadas. Como nos
estamos tentando estimar o efeito destes esquemas de iso-efeito-tardios no controle
do tumor, a/3 = 1,5 Gy é o valor apropriado para a prostata.

Por exemplo, para uma fra¢ao de tamanho 3 Gy (como na terceira linha
do bloco de 36 Gy na Tabela 7.1), o NTD para tumores com uma razao «/f de 1.5
Gy éde: 60x (1 4+ 3 Gy/1,5 Gy)/(1 + 2 Gy/1,5 Gy) = 77,1 Gy.

Este é o NTD - a dose em fragoes de 2 Gy que daria o efeito biolégico
equivalente no tumor de préstata para a dose mais baixa hipofracionada de 20 x 3
Gy = 60 Gy. As reagoes tardias de um tecido retal teria é claro que ser aquelas
correspondentes para 36 F x 2 Gy = 72 Gy, considerando que o efeito nos tumores
de proéstata seria maior com este esquema de hipofracionamento, correspondente
para 77,1 Gy se dados em fracoes de 2 Gy. Deste modo, ha uma razao de ganho

terapéutico resultante de 77,1/72 = 1,07 em termos de dose de equivalente (Ver

Apéndice A).
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7.2 Simulagoes Numéricas

Com base no Modelo de Crescimento de tumores (2.3) foram reali-

zadas simulacoes do controle do cancer de prostata por radioterapia de acordo

com os protocolos apresentados na Tabela 7.1 e condigdes iniciais (0,9;0,25;0,25).

Os resultados das simulacoes sao mostrados nas duas ultimas colunas
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Figura 7.1: Protocolos de Hipofracionamento: (a) Protocolo 13. (b) Protocolo 14. (c) Protocolo
15. (d) Protocolo 16. (e) Protocolo 17. (f) Protocolo 18.
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da Tabela 7.1, e as respectivas trajetorias da dinamica do sistema de crescimento
do cancer de préstata é mostrado na Figura 7.1.

A Figura 7.1 mostra que todas as técnicas de Hipofracionamento suge-
ridas, levam o sistema (2.3) ao ponto de equilibrio, livre de tumor (1;0;1,65). Foram
realizadas simulacoes com todos os protocolos da Tabela 7.1. Aqui sao apresenta-
dos apenas os resultados graficos do 3° bloco da Tabela 7.1. O que difere de um
protocolo para outro é a fracao de células normais mortas por dia de tratamento e
a porcentagem crescente de probabilidade de ”cura”dado pelo bNED (6% coluna da
Tabela 7.1).

A Figura 7.1 mostra que o controle do tumor torna-se mais eficiente
na medida em que doses por fracdo maiores sao administradas, sugerindo que o
uso regimes hipofracionados forneceriam a principio, uma maior razao de ganho
terapéutico. Por exemplo, pode ser visto pela Tabela 7.1 que 10 fracoes de 4,44 Gy,
deviam dar ao mesmo controle do tumor (medido, por exemplo, pelo bNED) como
em 70 Gy em fragoes de 2 Gy, mas s6 com as mesmas complicacoes tardias como
66 Gy em fragoes de 2 Gy; neste caso, o bNED estimado para o tumor aumentou
de 51,6% (com 33 F x 2 Gy) para 77,1% (com 10 F x 4,44 Gy), entdao a razao
terapéutica havia sido substancialmente aumentada (em torno de 25%).

Contudo, deve-se tomar um cuidado especial com o aumento excessivo
do tamanho da dose e da diminuicao do tempo total de tratamento, pois o efeito
citotoxico deste controle pode ser perigoso, e a populacao de células normais pode
cair abaixo dos niveis de sobrevivéncia, como mostra a Figura 7.1(f) e também pela
Tabela 7.1 é possivel perceber que a fracao de morte de células normais (f3) é muito
alta para os protocolos 6, 12 e 18 (0,46, 0,49 e 0,52 respectivamente), o que indica
que nestas circunstancias este protocolo nao é recomendavel, pois é muito agressivo
ao paciente.

O préximo passo de nossa analise é comparar os regimes de hipofra-
cionamentos sugeridos por Fowler e colaboradores com os protocolos que estao sendo

atualmente utilizados por alguns centros de tratamento do cancer de préstata, como

a Universidade McGill de Montreal [11] e o Christie Hospital NHS, EUA [35].
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As trajetorias do sistema de crescimento do cancer de préstata con-
siderando as mesmas condigoes iniciais, estao na Figura 7.2 e os resultados de nossas
simulagoes estao sumarizados na Tabela 7.2.

As simulacoes numéricas mostram que os protocolos de hipofraciona-

Normal
Tumor
— Imune
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Tempo (Dias) Tempo (Dias)
(a) (b)

Normal | |
Tumor ||
Imune |4
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(c)

Figura 7.2: Protocolos de Hipofracionamento: (a) Protocolo 19 (McGill University - Montreal-
Canada (2001)[11]. (b) Protocolo 20 (Christie Hospital NHS 1995-1998). (c) Proto-
colo 21 (Christie Hospital NHS 1995-1998) [35].

mento para o cancer de prostata sugeridos por Fowler e seus colaboradores é muito
semelhante aos protocolos de hipofracionamento utilizados por alguns centros espe-
cializados em cancer de prostata, o que mostra que os protocolos sugeridos neste
trabalho tém grande possibilidade de melhorar a qualidade do tratamento do cancer
mediante o auxilio da interpretacao da dinamica de crescimento de tumores aliada
ao modelo LQ.

A Figura 7.3 compara as trajetorias da populagao de células tumorais
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Tabela 7.2: Protocolos para o Tratamento do cancer de préstata: Complicacoes tardias con-
siderando o/ = 3 Gy.

N°. do N°. de dose por. Dose Total NTD bNED BED fo TET

Protocolo  Fragoes  fragao (Gy) (Gy) (%) (Gys) (Dias)
19 22 3,00 66,00 84,86 95,12 132,00 0,138 56,0
20 16 3,13 50,08 66,25 68,15 102,33 0,147 54,0
21 14 4,00 56,00 88,00 91,60 130,67 0,215 44,0

Abreviagoes: bNED = nenhuma evidéncia bioquimica de doenca; NTD = Dose Total Normalizada
(para fragoes de 2 Gy), f3 = fragdo de células Normais mortas por dia, TET = Tempo de Eliminagéo
do Tumor.

contralada de acordo com os protocolos de hipofracionamento mostrados nas Tabelas
7.1 e 7.2 e o Fracionamento Acelerado CHART (Tabela 6.2).

A escolha foi feita de modo a comparar o desempenho dos diferentes
regimes de fracionamento com dose total semelhantes, por exemplo compara-se, o
protocolo 3 (DT=56,6 Gy), o protocolo 21 (DT=56,0 Gy) e o Fracionamento Acele-
rado CHART (DT=54 Gy).

—— Protocolo 3

0.2751 | prostata a/B=1,5 Gy —e— Protocolo 17 ||
0.254¢ += =1 Protocolo 20 |1
Protocolo 21
_ BED=135 G i
0.225 Y3 Frac. CHART

BED=130,67 Gy,
BED=130 Gy, ]
BED=110 Gy, 1

BED=102,33 Gy,

Numero de Células Tumorais

=5 e

0 1 1 1 1 1 2 Y ~
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (Dias)

TR
55 60

Figura 7.3: Comparagao das trajetérias do Tumor calculadas do sistema (2.3) de acordo com os

protocolos sugeridos por Fowler e os protocolos usados atualmente.



8 PROTOCOLOS OTIMIZADOS DE
TRATAMENTO POR RADIOTERAPIA

Este capitulo é destinado a determinagao dos protocolos étimos de
tratamento por Radioterapia usando a teoria do controle étimo linear feedback.

Nosso problema de controle 6timo consiste basicamente em determinar
a Dose 6tima de radiacao capaz de eliminar o tumor, no menor tempo possivel,
preservando ao maximo as células normais do tecido adjacente.

Na secao 8.2 serd feita uma comparacao entre os protocolos padrao

utilizados na literatura e os protocolos otimizados sugeridos neste trabalho.

8.1 Determinacao da dose 6tima de Radiacao

A determinacao da dose étima pode ser obtida da seguinte relacao:

Seja F' a fracao de células mortas por dose de radiacao, dada por:
F=1—¢P=pD (8.1)
e seja u(t) a fungao de controle 6timo feedback, dada por:
u(t) = —0,0550 (N(t) — 1) +0,63957°(t) — 0,0132 (1 (t) — 1,65) (8.2)
Igualando-se (8.1) com (8.2), temos:
1 — e @AD" — (1), u(t) > 0. (8.3)

O objetivo é encontrar a dose 6tima, assim devemos encontrar uma

expressao para D em funcao de u(t):

1 —u(t) = e @P=0P" (8.4)

In|1 —u(t)| = —aD — 3D? (8.5)
Denotando A = In |1 — u(t)|, temos:

BD?* 4+ aD + A =0, (8.6)
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podemos encontrar o valor para D da seguinte férmula:

—a /a2 —4pA

Dyo = 8.7
% (57)
Admitindo que D tem que ser positiva, temos
— 2 —46A
p— et vaer- 464 (8.8)

20
Assim, a dose por fragao otimizada em funcao do controle linear feed-

back (8.2) é dada por:
d=Fk"'D, (8.9)

onde k é um fator de corre¢ao de dose/tempo.

De acordo com os resultados das simulagoes da secao 5.1.1, a fungao de
controle 6timo u(t) é positiva e decrescente, isto implica que o nimero de fragoes e
o tamanho da dose de radiacao dependem do nimero de sinais de controle e de sua
intensidade necessarios para eliminar o Tumor.

Assim, o resultado esperado sao doses decrescentes em fragoes determi-
nadas de acordo com o ntimero de sinais de controle.

O fator de correcao de dose/tempo (k) é determinado pela razao entre
o tempo de exposigao do paciente a radiagao e o tempo total de tratamento (deter-
minado pelo ntiimero de sinais de controle) em minutos. O tempo de exposigao do
paciente a radiacao geralmente varia de 2 a 20 minutos, de acordo com a taxa-dose
utilizada (a/3) e o tipo de tratamento recomendado pelo médico radiologista [58].
Para pacientes com cancer de préstata tratados com radioterapia externa (de 35 a
40 aplicagoes) as se¢oes duram quinze minutos [51].

Matematicamente, podemos escrever k da seguinte forma:

T min
k = : 1
(.7) = 51760 minyn (8.10)
Assim,
-
— 11
B, m) = o (311)

onde, n é o nimero de sinais de controle e 7 é o tempo de exposicao do paciente a

radiacao.
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Na Fisica, o Roentgen (R) é a unidade de medida de exposi¢ao a ra-
diacao baseada na capacidade de causar ionizacao. Ela é igual a 2,58x10~% Coulomb
por kg no ar. Geralmente uma exposicao de 1 roentgen resulta numa dose absorvida
no tecido biolégico de cerca de 1 rad.

No nosso caso, o fator de corregao (ou de exposicao a radiagao) é varidvel
e depende do numero de fragoes e do tempo de exposicao diaria de radiacao. Por
exemplo, se o nimero de fragoes é igual a 23 e o tempo de exposicao é igual 8,545

min o valor de k=1 é igual a 3875,95, logo k ~ R.

8.2 Resultados

A solucao numérica implementada nesta secao, pode ser dividida basi-
camente em trés etapas. A primeira corresponde ao calculo da funcao de controle
linear feedback (8.2). Uma vez determinados os valores dos sinais de controle wu,
passa-se para a segunda etapa, onde sao determinados o nimero de aplicacoes e o
tamanho de cada dose por fragao segundo a equagcao (8.9), a determinagao do niimero
de fracoes e o tamanho de cada dose é o que chamamos de protocolos otimizados
de tratamento por radioterapia. A terceira e tultima etapa consiste na integragao
numérica do Modelo de crescimento do cancer de préstata (2.3) aplicando o controle
por Radioterapia neste crescimento, através do modelo LQ.

Na Figura 8.1 apresenta-se um diagrama de blocos, de forma resumida,
destas tres etapas.

Neste diagrama de blocos (Figura 8.1) as varidveis do sistema de cresci-
mento do cancer de préstata (N, T e I) sao representadas de forma genérica por
y e o modelo da dinamica do sistema é resolvido pelo método de diferencas finitas
(Método de Euler).

E importante ressaltar que a funcdo de controle linear feedback (8.2),
encontrada na secao 5.1, é 6tima para controlar o sistema quaisquer que sejam as
condicoes iniciais, contudo, os valores desta funcao de controle dependem dos valores

das condigoes iniciais, e esses sinais de controle (u) implicam em doses maiores ou
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Figura 8.1: Diagrama de Blocos da Configuracao do Controle Otimo do Tratamento do Cancer

de Prostata por Radioterapia.

menores, dependendo dos valores da fungao de controle (8.2).

Em nossas experiéncias nés simulamos dois métodos de Fracionamento:
no primeiro o tratamento é interrompido no final de semana com o objetivo de recu-
perar os tecidos sadios, no segundo método, adota-se um tratamento continuo (sem
interrup¢ao), reduzindo desta forma o tempo global de tratamento, como mostra a
Figura 8.2.

Os resultados de nossas simulagoes, bem como as trajetérias do sistema,

podem ser vistos nas Figuras 8.2 e 8.3.
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Na Figura 8.2, mostra-se o valor das doses otimizadas que foram deter-
minadas segundo a fungao de controle (8.2), com condigbes iniciais (0,9; 0,25; 0,25).

Nos dois primeiros protocolos otimizados, as doses sao decrescentes re-
presentadas pelas ”janelas”em negrito, partindo-se da esquerda para a direita, as
”janelas”em branco representam a interrupcao do tratamento no fim de semana
(sébados e domingos). No fracionamento convencional as doses didrias sdo iguais ao
longo do tratamento (2 Gy).

Para os protocolos otimizados o fator de corregao (ou de exposigao a ra-
diagao) k, foi calculado tomando-se 7 = 8,545 min (tempo de exposi¢ao a radiagao)

e n = 23 (n° sinais de controle = dias de tratamento).

Fracionamento Otimizado 1: 23 fracdes em 4,5 semanas. Dose Total = 41, 97 Gy.

0LO8 | D06 | 004

Fracionamento Otimizado 2: 23 fracoes em 23 dias. Dose Total = 41, 97 Gy.

408 | 3.86 | 3.62
0.9 | 0.74 039 | 027/ 0.18
Fracionamento Convencional: 35 fracoes de 2 Gy em 7 semanas. Dose Total = 70 Gy.
[ 21202 ]2[2]

Figura 8.2: Cada fragao de dose é representada por B, enquanto [JJ representa uma interrupgao

do fim de semana.

Os resultados da Figura 8.3 mostram que nos trés casos o tumor foi
eliminado, como ja haviamos comentado nas se¢oes anteriores o fracionamento con-
vencional nao é uma opc¢ao terapéutica aconselhavel para o cancer de préstata, pois

resultados melhores podem ser obtidos com um nimero muito menor de fragoes e
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Figura 8.3: Protocolos de Tratamento Otimizados: (a) Fracionamento 1 com interrupgao no
final de semana. (b) Fracionamento 2 sem interrupcdo no final de semana. (c)
Fracionamento Convencional (35 F x 2 Gy). (d) Fracdo de células mortas por dose
de radiacao e fungdo de controle linear feedback (u).

com uma consideravel reducao na dose total.

De acordo com estas simulagoes é possivel reduzir a dose total de 70 Gy
para 41,97 Gy com os protocolos otimizados e também é possivel reduzir o tempo
de tratamento de 35 para 23 fragdes. De acordo com a Figura 8.3 o fracionamento
otimizado 2 (sem interrupgao do final de semana) apresentou os melhores resulta-
dos, visto que o tempo para eliminacao do tumor foi de 47 dias, contra 51 dias do
fracionamento otimizado 1 (com intervalo nos finais de semana) e 84 dias do fra-
cionamento convencional.

Outra vantagem da utilizacao de doses decrescentes de acordo com os

protocolos otimizados sugeridos neste trabalho, é que a medida em que se diminui o
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tamanho da dose, também diminui o valor da Dose Biologicamente efetiva (BED),
isso quer dizer que além de minimizar os custos de tratamento, seja na dose total ou
no tempo total de tratamento, também estamos minimizando os efeitos das reacoes

tardias causadas pelas radiagoes ionizantes, como mostra a Figura 8.4.
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Figura 8.4: Protocolos de Tratamento Otimizados: (a) dose por fracdo. (b) Efetividade Relativa.
(c¢) Dose Total Normalizada. (d) Dose Biologicamente Efetiva.

Pela Figura 8.4 é possivel perceber que o NTD comeca em 71,52 Gy
e ao final das 23 fragoes passa para 18,44 Gy, do mesmo modo o BED inicial é
de 104,42 Gy e ao final do tratamento o valor do BED é de 42,5 Gy, ou seja, o
valor final do BED que representa os danos causados ao tecido normal devido as
radiagoes fica em torno de 59,3% menor que o seu valor inicial, o que resulta em

um tratamento consideravelmente menos agressivo ao paciente, mas que ao mesmo
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tempo proporciona o controle do tumor, minimizando o tempo e a dose total e con-
sequentemente reduzindo os custos de tratamento, mas sem perder a qualidade do
mesmo. Vale lembrar que o BED para o fracionamento convencional é igual 116,67
Gy e permanece constante durante todo o tratamento, ficando evidente o ganho
terapéutico proporcionado pelos protocolos otimizados sugeridos neste trabalho.

Na Figura 8.5 sao comparadas as trajetérias da populagao de células

0.3 - - - - . . . : :
Controle Feedback
Fracionamento Convencional
Fracionamento Otimizado 1 |1
Fracionamento Otimizado 2

Populacao de Células de Tumor

0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
Tempo (Dias)

Figura 8.5: Populacio de células de tumor com controle 6timo do tratamento por Radioterapia.

tumorais para cada um dos trés métodos de tratamento. Se comparadas estas tra-
jetorias € visivel o ganho tanto em aspectos logisticos como econdémicos do controle
proporcionado pelos protocolos sugeridos neste trabalho, confirmando deste modo a
superioridade de regimes hipofracionados nao-convencionais para o tratamento do

cancer de prostata conforme havia sugerido Fowler et al. [17].



CONCLUSOES

O cancer de prostata é o tumor maligno com maior incidéncia em
homens com idade acima de 50 anos. E curdvel enquanto confinado a glandula
prostatica; porém, em muitos casos a doenca sé ¢ descoberta quando o cancer ja ul-
trapassou os limites da glandula. A radioterapia é o tratamento mais adequado para
este tipo de tumor, e o modelo linear quadratico (LQ) é o melhor modelo disponivel
da atualidade para descrever o efeito biolégico da morte celular radio-induzida do
tratamento por radioterapia.

Neste trabalho foi mostrado que a modelagem matematica do trata-
mento do cancer de prostata pode ser realizada pelo acoplamento entre um modelo
de crescimento de tumores e o modelo Linear Quadratico utilizado para descrever o
efeito do tratamento por Radioterapia, observando a dinamica do sistema do cresci-
mento de tumores. O crescimento do tumor foi simulado através da utilizacao de
um modelo mateméatico no qual sao consideradas as interagoes entre células normais
(N), imunolégicas (I) e tumorais (7'), representado por um sistema de trés equagoes
diferenciais ordinarias. A modelagem do processo levou em conta um modelo es-
pecifico para taxa de crescimento do cancer de préstata baseada em dados clinicos
reais: a escala de Gleason e o nivel de PSA para pacientes individuais.

A resolucao do modelo de crescimento de tumores, foi apresentada no
Capitulo 2 onde foram encontrados os pontos de equilibrio do sistema e mostrou-se
ainda para quais valores de parametros o ponto de equilibrio livre de tumor ¢ lo-
calmente estavel. Este ponto de equilibrio representa o estado no qual o paciente é
considerado ”curado”, ou seja, livre de tumor. Os parametros deste modelo podem
ser relacionados a diversos fatores biologicos, tais como: agressividade do tumor
(taxa de crescimento, r1), competigdo entre os diferentes tipos de células (¢;, com
i =1...4) e a resposta imunoldgica (p).

O modelo Linear Quadratico (LQ) foi utilizado para descrever o efeito
do tratamento por radioterapia. Este modelo admite a existéncia de 2 componentes

fundamentais para explicar a morte celular radio-induzida: um linear («), propor-
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cional a dose utilizada e outro quadratico (/3), proporcional ao quadrado desta dose.
A razao o/ 3 é utilizada para quantificar a sensibilidade dos tecidos ao fracionamento
e as vezes ¢ denominada ” capacidade de reparo”.

Com relagdo ao controle 6timo (Capitulos 4 e 5), verificou-se que é
possivel transferir um sistema nao linear que apresenta um regime com cancer,
para um regime desejado, neste caso, um ponto de equilibrio estavel livre de tu-
mor, segundo a teoria do controle étimo linear feedback, transferindo o sistema nao
linear de qualquer estado inicial ao estado final, minimizando os desvios das tra-
jetorias. Foi provado que os coeficientes de ponderacao Q e R podem influenciar
na convergéncia do sistema, que pode ser mais lenta ou mais rapida, ou até resul-
tar em valores abaixo do ponto de equilibrio para a populacao de células tumorais.
Isto significa que a partir de algum momento as células tumorais deveriam ser re-
introduzidas no sistema para que fosse restabelecido o ponto de equilibrio, o que
do ponto de vista bioldgico, e também se tratando de crescimento de populagoes
seria contraditério. As simulacées computacionais mostraram que a metodologia
proposta por Rafikov e Balthazar [46], aplicada para o controle linear de sistemas
nao lineares permite estabiliza-los na trajetoria desejada, visto que os resultados
alcancados foram satisfatorios para este tipo de problema. A funcao de controle
otimo proposta para o tratamento do cancer, pode ser aplicada para diversos tipos
de tratamento (quimioterapia, radioterapia ou cirurgia), mediante a interpretacao
dos significados especificos de cada um dos parametros.

A modelagem matematica realizada no presente estudo pode ser conside-
rada como uma ferramenta 1util, que tem o potencial para melhorar a qualidade do
planejamento e tratamento do cancer de préstata, seja na economia de recursos ou
na reducao do tempo total de tratamento.

Com a metodologia adotada no presente trabalho foi possivel analisar
as diferencas entre os diversos protocolos de tratamento por radioterapia, além de
permitir a inclusao de fatores importantes, como a agressividade do tumor e a efe-
tividade do sistema imunolégico.

No Capitulo 8 mostramos que o controle 6timo pode ser usado para des-
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crever protocolos de tratamento mais eficientes que os protocolos padroes utilizados
atualmente na medicina. A metodologia de estudo proposta é capaz de avaliar o
efeito de diferentes protocolos de tratamento sobre a evolugao do tumor, podendo-
se obter um protocolo menos agressivo ao paciente e que permita a cura em menor
tempo e com dose total de radiacao menor.

Os resultados obtidos sugerem que é possivel otimizar os protocolos de
tratamento do cancer de préstata por radioterapia de acordo com os resultados a-
presentados neste trabalho.

Outra conclusao relevante refere-se a falta de dados clinicos ou experi-
mentais referentes aos valores dos parametros do modelo de crescimento de tumores
como a competicao entre células normais e tumorais por alimento e espaco e ainda
dados referentes ao sistema imunolégico.

Ressaltamos também a importancia da precisa avaliagao da equivaléncia
biolégica entre o fracionamento convencional e os esquemas alternativos, aqui cita-
dos, a fim de se evitar uma super dosagem nos érgaos adjacentes ou doses insufi-
cientes no volume tumoral.

Este trabalho fornece uma importante contribuicao no estudo do trata-
mento do cancer de prostata, pois mostramos que a dinamica de crescimento de tu-
mores representada pelo modelo exposto neste trabalho representa de forma bastante
coerente o processo real, pois foi possivel a aplicacao de protocolos de tratamento
reais com parametros radiobiolégicos (a e ) amplamente discutidos na literatura.

E importante observar que a aplicacao simples do modelo LQ nao leva
em conta outros fenomenos relacionados ao fracionamento como reoxigenacao, re-
distribuicao, repopulacao e reparo. O modelo pode ser melhorado e os efeitos destes
fenomenos mencionados podem ser melhor explorados em trabalhos futuros.

Em trabalhos futuros, pretende-se analisar a influéncia de outros fatores
relacionados a competicao entre as espécies e também fatores relacionados a radio-
terapia como o tempo de exposicao a radiagao e o volume irradiado, por exemplo.

Um desafio futuro é o desenvolvimento de ensaios clinicamente aplicaveis.

Isto nos forneceria informacoes sobre as caracteristicas bioldgicas do tumor e dos teci-
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dos normais, como radiosensitividade intrinseca, dano de reparo sub-letal e tempo
de duplicagao do tumor (Tpot), atividade proliferativa durante o tratamento de mi-
cro condigbes ambientais. O conhecimento destes parametros nos habilitaria para
projetar programas 6timos de fracionamento para pacientes individuais.

Do ponto de vista da modelagem matematica as perspectivas futuras
sao de inclusao de outros fatores biolégicos, como repopulacao, redistribuicao e
reparo no modelo de crescimento de tumores. Isso nos levaria a uma condicao de
buscar a simulacao dos diversos protocolos de tratamento conhecidos, bem como
encontrar os protocolos mais indicados para cada tipo de tumor.

Finalizando, é importante salientar que a inclusao de tais fatores na
dinamica de crescimento de tumores pode eliminar a necessidade de realizacao de
correcoes no modelo LQ. Isso levaria a possibilidade de se realizar uma comparagao
direta entre os protocolos de tratamento obtidos do modelo com aqueles efetiva-
mente utilizados.

Talvez a contribuicao mais importante possa ser obtida com o aprimora-
mento deste modelo com sua validacao através de dados reais ou experimentais dos
parametros envolvidos. O modelo poderia ser utilizado para acompanhar a evolugao
do tratamento para pacientes individuais e conseqiientemente forneceria subsidios
para avaliar o desempenho do tratamento inicialmente adotado e, em caso de falha,

a tomada de decisoes sobre a mudanca de estratégia do mesmo.
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Apéndice A

A.1 Glossario

ATOMO - Um &dtomo é a menor particula de um elemento que ainda guarda as pro-
priedades quimicas deste elemento. Um atomo consiste de um nicleo central massivo, constituido
de prétons e neutrons, carregado com uma carga elétrica positiva, em torno do qual elétrons se

movem em Orbitas relativamente grandes e distantes.

BEQUEREL, Bq - E a unidade de atividade no sistema internacional de medidas

(SI). E equivalente a uma desintegragio/segundo ou aproximadamente 2,7x10~1 Curie.

DOENCAS DE RADIACAO - Sio os efeitos agudos nao aleatérios causados por
uma grande dose de radiagao sobre o corpo inteiro, tal como a que pode ser recebida em um
acidente com reator nuclear ou a partir de uma exposigao nuclear e seus produtos. Os sintomas e
seus efeitos variam com a intensidade da dose, abrangendo desde nauseas temporarias até morte.

VEJA efeitos aleatérios.

DOSE ABSORVIDA (D) - Genericamente, é a quantidade de energia da radiacao
que é absorvida por um corpo. Existem vdarias definigoes especiais para especificar diferentes

aplicagbes. VEJA rad, rem, roentgen, sievert e gray.

DOSE EQUIVALENTE (H) - E uma medida da dose de radiacio num tecido. Esta
grandeza tem maior significado biolégico que a dose absorvida, pois permite relacionar os varios
efeitos biolégicos de véarios tipos de radiagdo. A sua unidade no Sistema Internacional é Sievert
(Sv). O nome foi dado em homenagem ao médico sueco Rolf Maximilian Sievert (1896-1966) que

estudou os efeitos biolégicos da radiagao.

DOSE EFETIVA (E) A relagao entre a probabilidade de efeitos estocdsticos e dose
equivalente depende também do tecido irradiado, sendo necessario definir uma nova grandeza
derivada da dose equivalente, para indicar a combinacao de doses diferentes para diversos tecidos

de tal modo que fique bem relacionada com os efeitos estocéasticos devido a todos os érgaos.

DOSE LIMITE - Em protecao radiolégica, é dose maxima de exposicao a radiacao
permitida para uma pessoa num certo periodo de tempo. Os limites atuais recomendados pelo
ICRP - International Comission on Radiological Protection (Comissao Internacional de Protegao
Radioldgica) - e prescritos pela CNEN (Comissao Nacional de Energia Nuclear), sao:

(i) Para pessoas que trabalham diretamente com radiagdo, 50 milisieverts (5 rem)
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por ano.
(ii) Para pessoas do piblico, 5 milisieverts (0,5 rem) por ano. Estes limites procuram
minimizar a ocorréncia de efeitos aleatérios e prevenir a ocorréncia de efeitos nao aleatérios. A

dose limite nao deve ser tomada como um ”limite seguro”.

DOSIMETRO - E um instrumento que serve para medir doses de radiacao ou razoes

entre doses e é usado por pessoas que trabalham com radiacao.

EFEITOS ALEATORIOS (OU EFEITOS ESTOCASTICOS) - Sao aqueles que
tém a probabilidade de ocorréncia proporcional a dose; eles abrangem inducao de cancer e efeitos
genéticos. Efeitos nao-aleatérios sao aqueles que aparecem somente depois que uma dose suficien-

temente grande é ultrapassada. VEJA dose limite.

EFEITOS GENETICOS (OU HEREDITARIOS) - Séo os efeitos produzidos nos

descendentes da pessoa ou organismo exposto. VEJA efeitos somaticos.

EFEITOS SOMATICOS- Séo os efeitos da radiagao no corpo da pessoa ou animal

exposto.

ELETRON - Uma das particulas elementares das quais toda matéria é constituida.
Ele carrega uma unidade simples de carga negativa igual a 1.6x107'° coulomb e tem massa de

9x1073! quilogramas.

FATOR DE QUALIDADE (da radiagao) - E uma fator usado para expressar o efeito
biolégico prejudicial (eficdcia na produgéo de danos) dos diferentes tipos de radiagdes: particulas
alfa tém um fator de qualidade 20, neutrons de 10 e raios-X, raios gama e elétrons fator de qualidade

1.

GRAY, Gy - E a unidade de dose absorvida no SI (Sistema Internacional) e equivale
a 1 Joule por quilograma. 1 Gy = 100 rads.

[ON - E um &tomo que perdeu ou ganhou um ou mais elétrons orbitais ficando,

desta forma, eletricamente carregado.

IONIZACAO - E o processo de formacao de fons por retirada ou acréscimo de

elétrons.

ISOTOPOS - Sao atomos do mesmo elemento que tem pesos atomicos diferentes
devido a diferengas no nimero de neutrons de cada nicleo. Isétopos tem o mesmo nimero atéomico

(Z) mas diferente nimero de massa (A).
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LEIDE ACAO DAS MASSAS - A taxa de colisdes entre moléculas de duas substancias

quimicas em uma solucao é proporcional ao produto das duas concentragoes.

MEIA-VIDA - E o tempo caracteristico para que a atividade de uma substancia
radioativa decaia & metade do seu valor inicial, isto é, para que a metade dos atomos presentes se
desintegre. Meias-vidas variam desde décimos a milhoes de segundos até centenas ou milhdes de

anos, dependendo da estabilidade do niicleo em questao.

NUCLEO - E a parte central de um atomo na qual a carga positiva e aproximada-

mente toda a massa estao concentradas e em torno da qual estao os elétrons.

PROTON - E uma particula elementar estdvel com uma carga de 1,6x10 —1!°

Coulomb e uma massa de 1,67x1072" kg que se encontra em todos os nuclideos. O nimero de

prétons presentes em um ntcleo de qualquer elemento é o nimero atémico Z do elemento.

RAD (Radiation Absorbed Dose ou Dose Absorvida de Radiacio)- E uma unidade
de dose absorvida de radiagdo que equivale a 0,01 Joules por kg. Atualmente usa-se o gray (Gy)
para expressar dose absorvida no sistema internacional (SI), que é igual a 100 rads. VEJA roentgen,

rem e gray.

RADIACAO - Sio ondas eletromagnéticas, especialmente (no contexto da energia
nuclear) raios X ou raios gama, ou particulas rdpidas (elétrons, particulas alfa, neutrons, prétons),

isto é, sao todos os modos pelos quais um atomo libera energia.

RADIAQAO IONIZANTE - O termo radiacdo ionizante se refere a particulas ca-
pazes de produzir ionizagao em um meio, ou seja as particulas devem ter energia suficiente para
"arrancar”elétron de um &tomo, formando o par fon positivo - fon negativo (871), ou de quebrar
uma molécula (energia necessdria da ordem de 5 a 7 eV), formando fons moleculares positivo e

negativo.

RADIOATIVIDADE - E a propriedade de varios ntcleos atomicos que se desinte-
gram espontaneamente com perda de energia através da emissao de uma particula carregada e/ou

radiacao gama.
RADIOISOTOPO - E o elemento radioativo natural.

RADIOLOGIA - E o ramo da medicina especializado nos usos das radiagoes ion-

izantes para diagnodsticos médicos e no estudo de seus efeitos.

RADIOTERAPIA - Tratamento de doengas pelo uso de radiagdo ionizante.
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RADIOTOXIDEZ - E uma medida do dano provocado por uma substancia radioa-

tiva num corpo ou 6rgao especifico.
RADONIO - E um gés inerte radioativo de origem natural.

RAIOS GAMA - Sao radiagdes eletromagnéticas de ondas muito curtas, de origem

nuclear, emitidas tanto durante transi¢bes como na fissdo e na desintegracao radioativa.

RAIOS X - Sao radiagoes eletromagnéticas que possuem comprimento de onda muito
menor (isto é, energia muito maior) que a luz visivel. Sao produzidos por transi¢oes de elétrons

nas érbitas atdmicas, sao semelhantes aos raios gama mas possuem, em geral, menor energia.

REM (Roentgen Equivalent Man) - E a unidade de dose absorvida efetiva de ra-
diacao por tecido (tecido bioldgico), sendo o produto entre a dose em rads e o fator de qualidade.

Em unidades do SI (Sistema Internacional) usa-se o sievert (Sv) que ¢ igual a 100 rem.

ROENTGEN - E uma unidade de exposicao a radiagao baseada na capacidade de
causar ionizacao. Ela é igual a 2,58x10~* Coulomb por kg no ar. Geralmente uma exposicio de 1

roentgen resulta numa dose absorvida no tecido biolégico de cerca de 1 rad.

SI (Sistema Internacional de Unidades) - E um sistema pratico de unidades de

medida desenvolvido para unificar e facilitar o uso internacional destas unidades.

SIEVERT (Sv) - E a unidade de dose equivalente de radiagao no sistema interna-

cional; é o produto entre a dose absorvida em grays e o fator de qualidade. 1 Sv = 100 rem.

TAXA DE DOSAGEM - E a dose absorvida por unidade de tempo, em geral, rems
por ano. Também usada para especificar o nivel de intensidade da radiacao em um dado ponto,

em geral, dada em milirads por hora.

TRANSFERENCIA LINEAR DE ENERGIA (LET) - E a taxa com que uma
particula carregada ou onda eletromagnética perde energia quando passa através da matéria. Ela

é alta para particulas alfa e baixa para raios gama.

Este Glossério foi adaptado de [56].
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A.2 Trabalhos Relacionados com a Dissertacao

1. Artigos Publicados em Anais de eventos

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Controle Otimo Linear para o Modelo de Crescimento de Tumores. Proceedings of 5th
Brazilian Conference on Dynamics, Control and Their Applications (DINCON
- 2006), Guaratinguetd, Sao Paulo, Brazil, 2006.

2. Artigos Submetidos para Revistas

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Modelagem Matematica do Crescimento de Tumores com Tratamento através da Radio-
terapia. Submetido para TEMA /Seleta do XXIX CNMAC, em 31 de Agosto de
2006.

E. W. STIEGELMEIER, J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV.
Dinamica do Crescimento de Tumores com Controle Otimo Linear Feedback. Submetido

para TEMA /Seleta do XXIX CNMAC, em 31 de Agosto de 2006.

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Optimal Linear Feedback Strategy of the Tumor Treatment. Submetido para Revista
MPE - Mathematical Problems in Engineering - Dynamics and Control in

Sciences and Engineering, em 01 de Outubro de 2006.

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Linear Feedback Control for a Mathematical Model of Tumor Growth. Submetido para
ISBM indexado ao livro " BIOMAT 2006 - Internacional Symposium on Mathe-
matical and Computational Biology”, para World Scientific Co. Pte. Ltd.
Aceito para publicacao em 26 de Janeiro de 2007.

3. Trabalhos Apresentados em Congressos e Seminarios

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Optimal Linear Control for the Model of Tumor Growth. Trabalho apresentado em sessao

oral no 5th Brazilian Conference on Dynamics, Control and Their Applications
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(DINCON-2006), realizado de 23 a 26 de Maio de 2006, Faculdade de Engenharia de
Guaratingueta - UNESP, SP, Brazil.

E. W. STIEGELMEIER, J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV.
Modelagem Matemética do Tratamento de Cancer através da Radioterapia. Trabalho a-
presentado em sessao oral no Foz 2006 - Congresso de Matematica e suas Aplicagoes,

organizado pela Universidade Federal do Parand e Parque Tecnolégico de Itaipu de 07 a

11 de Agosto de 2006, em Foz do Iguacu, PR.

J. C. SILVEIRA, G. FELDMANN, M. RAFIKOV, E. W. STIEGELMEIER.
Controle Otimo Linear para o Modelo de Crescimento de Tumores. Trabalho apresentado
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