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Resumo
Neste trabalho estudamos os ampos de vetores planares semi-homogêneosquadrátios e também os ampos de vetores planares quadrátios om duasretas paralelas invariantes pelo �uxo. Para ada uma dessas lasses, obtemosuma lassi�ação dos retratos de fase global no diso de Poinaré e apresen�tamos as respetivas formas normais. Dentre as ténias utilizadas no desen�volvimento do trabalho destaamos a Compati�ação de Poinaré e o Métododo Blow-up.Palavras Chaves: Retratos de fase, sistemas semi-homogêneos, sistemasquadrátios.
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Abstrat
In this work we study the planar quadrati semi-homogeneous vetor �eldsand the lass of planar quadrati vetor �elds possessing two parallel �ow in�variant straight lines. For eah one of these lasses, we obtain a lassi�ationof the global phase portraits in the Poinaré dis and we present their nor�mal forms. Among the tehnis used during the development of the work weemphasize the Poinaré Compati�ation and the Blow-up Method.Key words: Phase portraits, semi-homogeneous systems, quadrati sys�tems.
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Introdução
Considere P e Q polin�mios homogêneos reais nas variáveis x e y de graus

m e n, respetivamente. Nesse aso, dizemos que o ampo de vetores
X = (P,Q) : IR2 → IR2é um ampo de vetores polinomial planar semi-homogêneo. Em partiular, se

m = n, temos que X é um ampo vetorial polinomial planar homogêneo.O aso m = n tem sido estudado por vários autores. Os ampos vetoriaispolinomiais quadrátios homogêneos (m = n = 2) foram estudados por Lya-gina [14℄, Markus [15℄, Korol [16℄, Sibirskii e Vulpe [17℄, Newton [18℄, Date[19℄ e Vdovina [20℄; os ampos vetoriais polinomiais úbios homogêneos (m =

n = 3) foi estudado por Cima e Llibre [21℄; o aso geral m = n foi estudadopor Argemí [22℄, Cima e Llibre [21℄, Collins [23℄ e Llibre e outros [24℄. Emtodos esses trabalhos é desrito um algoritmo para obter o retrato de fase deum ampo polinomial homogêneo para todo grau m = n, a lassi�ação detodos os retratos de fase de ampos polinomiais homogêneos de graus 2 e 3 e,lassi�ação algébria de ampos polinomiais homogêneos.Neste ontexto podemos pereber que o estudo dos ampos de vetores ho�mogêneos já se enontra bem adiantado. Com isso nos sentimos motivados aexplorar outras lasses de ampos de vetores, omo por exemplo a lasse dosampos polinomiais semi-homogêneos. Dentro desta lasse a família mais sim�ples, não trivial é quando m = 1 e n = 2, ou seja, vamos estudar os amposda forma



Introdução 2
X :

{
ẋ = ax+ by

ẏ = Ax2 +Bxy + Cy2.
(1)Este estudo é relativamente reente, o artigo no qual baseamos nosso trabalhoé [1℄ de 1997, ujos autores são Laurent Cairó e Jaume Llibre. Este artigo foipioneiro na époa pois iniiou o estudo de ampos polinomiais semi-homogê�neos.Esta área de pesquisa tem sido muito feunda, só para se ter um idéia nosúltimos 30 anos foram publiados mais de 1000 papers tratando de ampospolinomiais quadrátios.Os passos prinipais para se hegar a essa lassi�ação onsiste iniialmenteem reduzir o ampo iniial que possui 5 parâmetros a 23 formas normais quepossuem apenas 2 parâmetros. Depois passa-se a uma análise loal dos pontosrítios �nitos utilizando o Teorema de Hartman, no aso dos pontos hiperbóli�os, Teorema da Variedade Central, no aso dos pontos parialmente hiperbóli�os e a Ténia do Blow-up para os pontos om autovalor zero duplo. Para aanálise dos pontos singulares no in�nito nos valeremos da Compati�ação dePoinaré.Temos o seguinte resultado referente a esta família de ampos semi-homogê�neos:Teorema 0.0.1. O retrato de fase de todo ampo de vetores polinomial planarsemi-homogêneo de graus 1 e 2

X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +Bxy + Cy2)é topologiamente equivalente a uma das 30 on�gurações listadas na Figura
1. Além disso ada um dos retratos a seguir provém de um ampo de vetoresde graus 1 e 2.Posteriormente ao estudo dos ampos polinomiais semi-homogêneos, vamosIntrodução



Introdução0.0 3PSfrag replaements
k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10

k = 11 k = 12 k = 13 k = 14 k = 15

k = 16 k = 17 k = 18 k = 19 k = 20

k = 21 k = 22 k = 23 k = 24 k = 25

k = 26 k = 27 k = 28 k = 29 k = 30Figura 1: Os 30 possíveis retratos de fase global.partir para o estudo de um problema om uma motivação na biologia.Na literatura é onheido o modelo de A. Lotka (1925) e V. Volterra (1926),presa-predador que fornee a dinâmia de populações dependentes entre si. Se
x denota o número de predadores e y denota o número de presas, então omodelo de Lotka-Volterra toma a forma

{
ẋ = −ax+ bxy = x(−a + by)

ẏ = −cxy + dy = y(−cx+ d),onde a, b, c e d são onstantes positivas.Introdução



Introdução 4Observe que trata-se de um sistema planar quadrátio onde, na ausêniade predadores (x = 0), ẏ = dy e, assim o número de presas rese exponenial�mente. Na ausênia de presas, ẋ = −ax, e assim a população de predadorestende a extinguir-se. Note também que os eixos x e y são invariantes pelo�uxo.Tendo este famoso modelo em mente, estamos interessados em estudar umaso degenerado deste problema: quando estamos om um sistema polinomialplanar om duas retas paralelas invariantes pelo �uxo.Podemos supor, sem perda de generalidade, que a família de ampos é daforma
X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2). (2)Com efeito, dado um ampo de vetores qualquer que possua duas retasparalelas invariantes pelo �uxo, podemos através de rotação, translação e mul�tipliação por um esalar obter o ampo dado aima.As ténias utilizadas no estudo desta família de ampos são basiamenteas mesmas utilizadas no estudo da família de ampos semi-homogêneos.Chamamos a atenção para o fato de que o estudo desta segunda famíliade ampos é um trabalho original, desenvolvido durante o segundo ano domestrado.Demonstraremos o seguinte resultadoTeorema 0.0.2. O retrato de fase global no diso de Poinaré do ampo

X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + fy2) é topologiamente equi-valente a um dos retratos apresentados nas Figuras 2 e 3.Dividiremos este trabalho em duas partes, uma referente ao estudo dafamília de ampos X(x, y) = (ax + by, Ax2 + Bxy + Cy2) e a outra ao es�tudo da família X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2).
Introdução
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PSfrag replaements
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Parte IEstudo da Família
X(x, y) = (ax+ by,Ax2 +Bxy+Cy2).
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Capítulo 1
Formas Normais

Nosso interesse aqui restringir-se-á a ampos de vetores semi-homogêneos
X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) da forma linear P (x, y) = ax + by e quadrátia
Q(x, y) = Ax2 +Bxy+Cy2. Note que esse ampo de vetores semi-homogêneopossui 5 oe�ientes independentes.Nesse apítulo mostraremos que se pode reduzir o estudo desse sistemapara o estudo de 23 formas normais, levando em onta somente parâmetrosesseniais.De�nição 1.0.1. Dizemos que dois ampos de vetores X(x, y) e Y (x, y) em
IRn são topologiamente equivalentes se existe um homeomor�smo do IRnque leva órbitas do �uxo induzido por X(x, y) em órbitas do �uxo induzido por
Y (x, y), preservando ou invertendo o sentido de todas as trajetórias.Teorema 1.0.3. Seja X(x, y) um ampo de vetores semi-homogêneo da forma
(ax + by, Ax2 + Bxy + Cy2), temos que seu retrato de fase é topologiamenteequivalente a um dos retratos de fase dos ampos de vetores da lista seguinte:9
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X1 = (x+ y, x2 +Bxy + Cy2) comB · C 6= 0,

X2 = (x+ y, xy + Cy2) comC 6= 0,

X3 = (x+ y, x2 + Cy2) comC 6= 0,

X4 = (x+ y, x2 +Bxy) comB 6= 0,

X5 = (x+ y, x2)

X6 = (x+ y, xy),

X7 = (x+ y, y2),

X8 = (y, x2 + xy + Cy2) comC 6= 0,

X9 = (y, xy + y2),

X10 = (y, x2 + y2),

X11 = (y, x2 − y2),

X12 = (y, x2 + xy),

X13 = (y, x2),

X14 = (y, xy),

X15 = (y, y2),

X16 = (x, x2 + xy + Cy2) comC 6= 0,



11
X17 = (x, xy + y2),

X18 = (x, x2 + y2),

X19 = (x, x2 − y2),

X20 = (x, x2 + xy),

X21 = (x, x2),

X22 = (x, xy),

X23 = (x, y2).Demonstração Considere a seguinte mudança linear de variáveis





x = αx

y = βy

t = γt.Temos que o ampo X(x, y) pode ser reesrito nas novas variáveis omo
X(x, y) =

(
ax

γ
+
bαy

βγ
,
Aβx2

α2γ
+
Bxy

αγ
+
Cy2

βγ

)
.As 23 formas normais apareem quando onsideramos a ombinação das3 possibilidades de a e b: a · b 6= 0, a = 0 e b 6= 0, a 6= 0 e b = 0 om as7 possibilidades de A,B e C: A · B · C 6= 0, A = 0 e B · C 6= 0, B = 0 e

A · C 6= 0, C = 0 e A · B 6= 0, A 6= 0 e B = C = 0, B 6= 0 e A = C = 0, C 6= 0e A = B = 0.Note que desta forma obtemos 21 possibilidades, ontudo quando analisa-mos os asos observamos 2 dupliações, o que resulta ao todo 23 possibilidades.Vamos analisar alguns desses asos para eluidar as idéias.
• Caso a · b · A 6= 0 e B · C 6= 0. Estas ondições impliam que podemos



Formas Normais 12esolher α, β e γ tais que:
a

γ
= 1,

bα

βγ
= 1 e βA

α2γ
= 1.O que nos remete ao seguinte ampo: (x+ y, x2 +Bxy + Cy2). Se igno�rarmos as barras ulminamos no ampo X1.

• Caso a · b ·A 6= 0, B = 0 e C 6= 0, temos X3 = (x+ y, x2 + Cy2).
• Caso a · b ·A 6= 0, B 6= 0 e C = 0 temos X4 = (x+ y, x2 +Bxy).
• Caso a · b ·A 6= 0 e B = C = 0 temos X5 = (x+ y, x2).
• Caso a · b ·B 6= 0, e A = C = 0. Consideremos aqui as restrições

B

αγ
= 1,

bα

βγ
= 1 e γ = a,temos o ampo (x+y, xy), ignorando as barras temos o ampoX6(x, y) =

(x+ y, xy).
• Caso a = 0, b · A · C 6= 0 e B = 0.Considere as equações

bα

βγ
= 1,

βA

α2γ
= 1 e C

βγ
= 1.Note que nesse aso surgem duas possibilidades a serem onsideradas, asquais são as dupliações supraitadas: A · C > 0 e A · C < 0, o que nosleva aos ampos X10 = (y, x2 + y2) e X11 = (y, x2 − y2).Note que proedendo analogamente aos ítens aima e utilizando-nos de umargumento ombinatorial obtemos as 23 possibilidades de ampos na formanormal.

�Pelo Teorema 1.0.3 podemos observar que o estudo de ampos de vetoressemi-homogêneos (ax+ by, Ax2 +Bxy+Cy2) foi reduzido à analise de amposde vetores semi-homogêneos dependendo, no máximo de dois parâmetros.



Capítulo 2
De�nições Preliminares
2.1 Introdução

Nesse apítulo serão introduzidas algumas de�nições básias e notações,as quais neessitaremos para a análise do retrato de fase loal nos pontossingulares na parte �nita ou in�nita de um ampo de vetores semi-homogêneodado pelo Teorema 1.0.3.Denotaremos por Pn(IR2) o onjunto dos ampos de vetores polinomiais no
IR2 da formaX(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) onde P (x, y) e Q(x, y) são polin�miosreais nas variáveis x e y de grau no máximo n, onde n ∈ IN sendo que INrepresenta o onjunto usual dos inteiros positivos.2.2 Pontos Singulares2.2.1 Pontos Singulares Não Degenerados

Nessa seção apresentaremos alguns resultados, a era de pontos singulares,que são válidos para ampos mais gerais e não só para os ampos de nossointeresse prinipal.Um ponto q ∈ IR2 é dito um ponto rítio, estado de equilíbrio ou13



De�nições Preliminares 14singularidade de um ampo de vetores X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) se P (q) =

Q(q) = 0.Chamaremos a atenção para alguns resultados onde P (x, y) e Q(x, y) sãofunções analítias em uma vizinhança de q.Sejam D = Px(q)Qy(q) − Py(q)Qx(q) e T = Px(q) + Qy(q), temos queuma singularidade é hamada não degenerada se D 6= 0. Segue que estasingularidade é neessariamente uma singularidade isolada.De fato, sabemos que D é o determinante da matriz Jaobiana do ampoe, omo D 6= 0 temos pelo Teorema da Função Inversa que X(x, y) é umdifeomor�smo loal, assim leva zero em zero donde segue que não podemos teroutro ponto om imagem zero.Admitamos, sem perda de generalidade, que a singularidade q é a origem.Temos que o ampo X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) admite a seguinte repre�sentação em uma vizinhança da origem:





ẋ = P (x, y) = ax+ by + ϕ(x, y)

ẏ = Q(x, y) = cx+ dy + ψ(x, y).A equação araterístia do estado de equilíbrio, nesse aso a origem, é
∣∣∣∣∣
a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − T · λ+D = 0, (2.1)om T = a+ d e D = ad− bc, neste aso.Estamos no aso onde D 6= 0. As raízes λ1 e λ2 da equação araterístiasão hamadas raízes araterístias. Dependendo da natureza das raízesaraterístias o sistema pode ser reduzido por uma transformação linear, emuma vizinhança do estado de equilíbrio, a uma das seguintes formas an�nias:Caso 1: Raízes araterístias reais e distintas (λ1 6= λ2).Temos o sistema:



2.2 Pontos Singulares 15





ẋ = P (x, y) = λ1x+ ϕ(x, y)

ẏ = Q(x, y) = λ2y + ψ(x, y)Caso 2: Raízes araterístias reais e iguais (λ1 = λ2 = λ).





ẋ = P (x, y) = λx+ ϕ(x, y)

ẏ = Q(x, y) = λy + µx+ ψ(x, y)Aqui µ pode ser nulo ou não.Caso 3: Raízes araterístias omplexas onjugadas (λ1 = α +

βi, λ2 = α− βi,

β 6= 0).Temos o sistema:





ẋ = P (x, y) = αx− βy + ϕ(x, y)

ẏ = Q(x, y) = βx+ αy + ψ(x, y)A seguir exibiremos todos os tipos possíveis de estados de equilíbrio ujasraízes araterístias têm parte real não nula e, esboçaremos os retratos de faseem uma vizinhança do estado de equilíbrio.Para foos e nós ilustraremos somente o aso estável. Para obter o retratode fase para nós ou foos instáveis, simplesmente revertemos a direção dassetas.I.Nós: orresponde ao aso onde as raízes araterístias são reaise de sinais iguais.(a)Nó não degenerado estável: λ1 6= λ2, λ1 < 0, λ2 < 0.Nesse aso temos D > 0, T 2 − 4D > 0 e T < 0.(b)Nó estável degenerado: λ1 = λ2 = λ, λ < 0, µ 6= 0, isto é, D > 0, T 2 −
4D = 0 e T < 0.
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Figura 2.1: Nó estável na forma an�nia.

Figura 2.2: Nó estável degenerado na forma an�nia.()Nó estável: λ1 = λ2 = λ, λ < 0, µ = 0.II.Pontos de Sela : Corresponde ao aso onde as raízes araterís�tias são reais e om sinais opostos.Nesse aso temos λ1 < 0, λ2 > 0 ou λ1 > 0, λ2 < 0, isto é, D < 0.III.Foos: Corresponde a raízes araterístias omplexas onju�gadas.Nesse aso temos λ1 = α + βi, λ2 = α − βi, β 6= 0, isto é, D > 0 e
T 2 − 4D < 0.
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Figura 2.3: Nó estável.

Figura 2.4: Sela na forma an�nia.Aqui podem oorrer dois asos:(a)Foo estável: Se α < 0.A �gura 2.5 a seguir ilustra um foo estável om β > 0. A �gura 2.6 parao aso onde β < 0.(b)Foo instável: Se α > 0.Observe que a estrutura topológia, no retrato de fase de um nó e um fooé a mesma em uma vizinhança do ponto rítio.
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Figura 2.5: Foo es�tável om β > 0. Figura 2.6: Foo es�tável om β < 0.2.2.2 Pontos Singulares ElementaresDe�nição 2.2.1. Um ponto rítio ou singularidade q é elementar se D = 0e T 6= 0.Nesse aso temos que o ponto q é um ponto isolado no onjunto de todosos pontos singulares.Considere novamente o ampo de vetores
X(x, y) = (P (x, y), y +Q(x, y)) = (P (x, y), Q(x, y)). (2.2)Admitamos agora que P (x, y) e Q(x, y) possui um únio ponto rítio (0, 0)em uma vizinhança da origem, e são analítias nessa vizinhança. Temos tam�bém que sua expansão em série de potênia omeça om termos quadrátios.Nossas a�rmações, omo já omentamos, se restringem a uma vizinhançasu�ientemente pequena Uδ(0) da origem. Seja

T = T (x, y) = σ(x, y) =
∂P (x, y)

∂x
+
∂Q(x, y)

∂y
. (2.3)Temos que σ(x, y) é uma função ontínua, σ(0, 0) = σ = 1. Daí podemosassumir que σ(x, y) > 0 para quaisquer pontos em Uδ(0) e assim faremos usodo Teste de Bendixson e Dula, o qual enuniaremos abaixo.Teorema 2.2.1. (Teste de Dula e Bendixson para regiões simples�mente onexas)
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dx

dt
= P (x, y)

dy

dt
= Q(x, y),

(2.4)um sistema dinâmio analítio, G uma subregião simplesmente onexa do domíniode de�nição do sistema (2.4). Seja B(x, y) uma função ontinuamente dife-reniável de�nida em G tal que a função
∂(BP )

∂x
+
∂(BQ)

∂y
(2.5)não muda de sinal. Temos que não existem urvas simples fehadas em G quesão união de trajetórias do sistema (2.4).Observação 2.2.1. A ondição aima permite que a função (2.5) seja nula emum número �nito de pontos isolados e urvas suaves, ontudo possui o mesmosinal em todos os pontos de G.DemonstraçãoDemonstremos iniialmente que a regiãoG não ontém trajetórias fehadas.Vamos fazer a demonstração por partes.Suponhamos que G ontém uma trajetória fehada L. Considere a integralde linha

I =

∫

L

(−BQdx+BPdy).Temos que I = 0. Com efeito, sejam
x = ϕ(t) e y = ψ(t),as equações da trajetória L, onde 0 ≤ t ≤ T . Temos

I =

∫ T

0

B(ϕ(t), ψ(t)) [−Q(ϕ(t), ψ(t))ϕ(t)′ + P (ϕ(t), ψ(t))ψ(t)′] dt (2.6)e portanto,



De�nições Preliminares 20
ϕ′(t) = P (ϕ(t), ψ(t)), ψ′(t) = Q(ϕ(t), ψ(t)),pois (ϕ(t), ψ(t)) é solução do sistema (2.4).Note que os olhetes da equação é nulo, logo I = 0.Por outro lado, temos pelo Teorema de Green que

I =

∫ ∫

Ω

[
∂

∂x
(BP ) +

∂

∂y
(BQ)

]
dxdy,onde Ω é a região limitada pela urva fehada L (Ω ⊂ G). Mas por hipótese afunção que está sendo integrada não muda de sinal, logo a integral não podeser nula. O que nos onduz a uma ontradição. Portanto, G não ontémtrajetórias fehadas.Mostremos agora que G não ontém um �loop� fehado simples, isto é,a união de um ponto singular e uma trajetória fehada L que tende para aorigem quando t → ±∞. Analogamente ao feito anteriormente, suponhamosque existe um loop em G. Seja Cε um írulo entrado na origem om raiosu�ientemente pequeno tal que existem pontos de L fora da região limitadapelo írulo.Como (2.4) é um sistema analítio, L é uma urva analítia e portanto�orta� Cε somente em um número �nito de pontos, os quais dividem Cε emum número �nito de subaros.

.
.
.

PSfrag replaements
Ω1

Ω2

Ωnγ1

γ2

γn

L

∆1

∆2

∆n

ε

CεFigura 2.7: As regiões Ω1,Ω2, . . . ,Ωn.



2.2 Pontos Singulares 21Se Ω denota a região limitada pelo loop L e Ωε o onjunto dos pontos de Ωque distam mais do que ε da origem, temos que Ωε é um onjunto aberto do
IR2 e, a fronteira desse onjunto é a união dos subaros menionados aima.Daí temos que Ωε é a união de um número �nito de omponentes
Ω1,Ω2, . . . ,Ωn. Denotemos as fronteiras orientadas positivamente de γ1, γ2, . . . , γn.Temos que essas fronteiras são urvas suaves por partes.Considere a integral

Iε =

∫ ∫

Ωε

[
∂

∂x
(BP ) +

∂

∂y
(BQ)

]
dxdy

=
n∑

k=1

∫ ∫

Ωk

[
∂

∂x
(BP ) +

∂

∂y
(BQ)

]
dxdy.Como o integrando não muda de sinal, a integral é não nula e portanto |Iε|rese om o deresimento ε. Portanto, para todo ε < ε0,

|Iε| > |Iε0
|. (2.7)Por outro lado, o Teorema de Green nos diz que

Iε0
=

n∑

k=1

∮

γk

(−BQdx+BPdy).Como já mostramos aima temos que a integral de linha de −BQdx+BPdysobre qualquer parte da trajetória L do sistema (2.4) é nula, segue que Iε éigual a soma de integrais sobre os aros de Cε que apareem na fronteira dasregiões Ωk. Denotemos esses aros por ∆1,∆2, . . . ,∆k, daí temos
Iε =

n∑

k=1

∫

∆k

(−BQdx+BPdy).Expressando os termos da integral de linha om respeito ao omprimentode aro, temos
Iε =

n∑

k=1

∫

∆k

(−BQ cos θ +BP sen θ) ds,



De�nições Preliminares 22onde θ é o ângulo entre a tangente ao írulo Cε e o eixo x positivo.Seja M o máximo da expressão
|BQ| + |BP |em Ω.Estimando a expressão aima para Iε e observando que a soma do ompri�mento de todos os aros ∆k é menor que o omprimento 2πε de Cε, temos
|Iε| < 2πMε.Para ε su�ientemente pequeno, esta inequação ontradiz (2.7). Daí segueque não existe loop na região G.A prova de que G não pode onter trajetórias fehadas as quais são uniãode trajetórias gerais e pontos singulares O1, O2, . . . , Om é análoga ao feito an�teriormente, exeto que teremos que onsiderar írulos C1ε, C2ε, . . . , Cmε sobtodos os pontos singulares.Donde onluímos a demonstração.

�Fizemos a demonstração do Teste de Dula e Bendixson porque trata-se deum resultado muito útil para deidirmos quando um sistema possui trajetóriasfehadas. Este resultado é utilizado na demonstração do próximo teorema, aqual não faremos aqui pois é muito longa e ténia e daí fugiria do enfoqueprinipal do trabalho.Vamos agora enuniar o resultado dessa seção que desreve as possibilidadesde estrutura topológia de um estado de equilíbrio (0, 0) do ampo planar (2.2),uja demonstração pode ser enontrada em [6℄.Teorema 2.2.2. Seja (0, 0) um ponto singulares isolado do sistema (2.2). Seja
y = ϕ(x) a solução da equação y + Q2(x, y) = 0 na vizinhança da origem eassumimos que a expansão em série da função ψ(x) = P (x, ϕ(x)) = ∆mx

m +

. . . onde m ≥ 2,∆m 6= 0. Temos:(i) Se m é ímpar e ∆m > 0 temos que (0, 0) é um nó topológio,



2.2 Pontos Singulares 23(ii) Se m é ímpar e ∆m < 0 temos que (0, 0) é um ponto de sela sendo queduas de suas separatrizes tendem a 0 na direção 0 e π e outras duas nadireção π

2
e 3

2
π;(iii) Se m é par temos que (0, 0) é uma sela-nó, isto é, um ponto singular ujavizinhança é a união de um setor parabólio e dois setores hiperbólios.Se ∆m < 0 os setores hiperbólios ontém um segmento do eixo x positivoque têm omo fronteira a origem (veja �gura 2.10),e se ∆m > 0 os setoresontém um segmento do eixo x negativo (veja �gura 2.11).Interpretação geométria do teorema 2.2.2.

Figura 2.8: Caso onde ∆m > 0 e mé ímpar. Figura 2.9: Caso onde ∆m < 0 e m éímpar.
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Figura 2.10: Caso onde ∆m < 0e m é par. Figura 2.11: Caso onde ∆m > 0e m é par.2.2.3 Pontos Singulares NilpotentesQuando D = T = 0 mas a matriz Jaobiana em q não é nula e q é umponto singular isolado no onjunto de todos os pontos singulares, dizemos que
q é nilpotente. Citaremos agora o resultado de pontos singulares nilpotentes,o qual faremos uso e, uja demonstração pode ser enontrada em [3℄.Teorema 2.2.3. Seja (0, 0) um ponto singular isolado do ampo de vetores
(y+F (x, y), G(x, y)), onde F e G são funções analítias em uma vizinhança daorigem omeçando om termos quadrátios nas variáveis x e y. Seja y = f(x)a solução da equação y + F (x, y) = 0 em uma vizinhança da origem.Suponhamos que o desenvolvimento da função G(x, f(x)) é da forma

G(x, f(x)) = Kxr +H.O.T.e (
∂F

∂x
+
∂G

∂y

)
(x, f(x)) = Lxλ +H.O.T.om K 6= 0, r ≥ 2 e λ ≥ 1.

• (a) Se r é par e r > 2λ+ 1, temos que a origem é uma sela-nó;
• (b) Se r é par e r < 2λ+1 temos que a origem é uma úspide, isto é, um



2.2 Pontos Singulares 25ponto rítio formado pela união de dois setores hiperbólios. Portanto,a úspide possui duas separatrizes tangentes ao eixo x positivo;
• () Se r é ímpar, K < 0, r = 2λ+1, λ par e L2+4K(λ+1) ≥ 0 temos quea origem é um nó estável se L < 0, possuindo todas as órbitas tangentesao eixo x em (0, 0).
• (d) Se r é ímpar, K < 0, r = 2λ+1, λ ímpar e L2 +4K(λ+1) ≥ 0 temosque a origem é uma sela elíptia.Finalmente, se a matriz Jaobiana no ponto singular q é identiamentenula, e q é um ponto singular isolado dentro do onjunto de todos os pontossingulares, dizemos que q é linearmente nulo. O estudo do retrato de faseloal, neste aso, neessita de um tratamento espeial (blow-ups).





Capítulo 3
A Esfera de Poinaré e Pontos Singularesno In�nito
3.1 Introdução

O objetivo desse apítulo é enontrar ferramentas as quais propiie o estudodo omportamento de �uxos no �in�nito� e, não somente em vizinhanças depontos singulares.Para estudarmos o omportamento de trajetórias de sistemas planares no�in�nito� faremos uso da projeção estereográ�a e da projeção entral asquais, de�niremos a seguir.O omportamento de trajetórias longe da origem poderá ser entendido es�tudando o omportamento de trajetórias próximas de �pontos no in�nito", istoé, próximas do polo norte da esfera de Bendixson ou no equador da esfera dePoinaré.3.2 A esfera de Poinaré
Iniiemos essa seção de�nindo a projeção estereográ�a.27



A Esfera de Poinaré e Pontos Singulares no In�nito 28De�nição 3.2.1. Seja a esfera S2 = {(x, y, z) ∈ IR3; x2 +y2 +z2 = 1} em IR3.Projetamos a esfera S2 sobre o plano xy omo indiado na �gura a seguir.
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Figura 3.1: Projeção estereográ�a de S2 sobre o plano xy.Analisando os triângulos dados na �gura 3.2 temos que as equações quede�nem (X, Y ) em termos de (x, y, z) são dadas por
X =

x

1 − z
, Y =

y

1 − z
.Temos que a projeção de�nida pelo onjunto dessas equações é hamadaprojeção estereográ�a.
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Figura 3.2: Um orte na �gura anterior.



3.2 A esfera de Poinaré 29Note que o onjunto dessas equações estabelee uma bijeção entre os pontos
(x, y, z) do hemisfério norte da esfera unitária S2 e os pontos (X, Y ) do plano.A idéia de analisar o omportamento global de sistemas dinâmios planaresusando a projeção estereográ�a da esfera sobre o plano é devida a Bendixson.A esfera, inluindo o ponto rítio no in�nito, é hamada de esfera de Ben�dixson.Se utilizarmos da projeção estereográ�a, o ponto no in�nito é usualmenteum ponto singular ompliado do �uxo induzido na esfera e, posteriormenteteremos uma di�uldade para analisarmos o �uxo na vizinhança desse pontosingular.Contudo, temos uma outra maneira de estudarmos o omportamento de tra�jetórias �no in�nito�, a qual é hamada esfera de Poinaré, onde projetamospelo entro da esfera unitária

S2 = {(X, Y, Z) ∈ IR3; X2 + Y2 + Z2 = 1}pontos diametralmente opostos sobre o plano xy tangente a S2 no polo norteou no polo sul, onforme ilustra a �gura 3.3 .
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Figura 3.3: Projeção entral do hemisfério superior de S2 sobre o plano xy.Esse tipo de projeção entral introduzida por Poinaré têm a vantagem deque os pontos singulares no in�nito estão espalhados ao longo do equador da



A Esfera de Poinaré e Pontos Singulares no In�nito 30esfera de Poinaré e são portanto mais naturais do que os pontos singulares noin�nito da esfera de Bendixson.Se projetarmos o hemisfério superior de S2 sobre o plano xy, teremos triân�gulos similares aos da �gura 3.4.
PSfrag replaementsZ
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Figura 3.4: Projeção entral sobre o plano xy.Observando esses triângulos obtemos as equações que relaionam os pontos
(x, y) no plano om os pontos (X, Y, Z) na esfera

x =
X

Z
e y =

Y

Z
. (3.1)De uma forma análoga podemos de�nir equações que expressam (X, Y, Z)em termos de (x, y) que são dadas por

X =
x√

1 + x2 + y2
, Y =

y√
1 + x2 + y2

e Z =
1√

1 + x2 + y2
.Essas equações estabeleem uma bijeção entre os pontos (X, Y, Z) om Z >

0 (o hemisfério norte da esfera) e os pontos (x, y) no plano. A origem 0 ∈ IR3orresponde ao polo norte (0, 0, 1) da esfera, pontos no írulo x2 + y2 = 1orrespondem a pontos no írulo X2 + Y 2 =
1

2
e Z =

1√
2
em S2 e, pontos noequador de S2 orresponde a �írulos no in�nito� ou �pontos no in�nito� de

IR2.



3.2 A esfera de Poinaré 31Observe que pontos diametralmente opostos que não estão no equador de
S2 orrespondem ao mesmo ponto (x, y) ∈ IR2 (veja �gura 3.3). Portanto, énatural esperarmos que pontos diametralmente opostos no equador levem apontos iguais no in�nito.O hemisfério om os pontos diametralmente opostos identi�ados é o mo-delo para o plano projetivo.Visualizaremos que o �uxo na esfera de Poinaré induz um sistema dinâmioem IR2 onde o �uxo em vizinhanças de pontos diametralmente opostos é topo�logiamente equivalente.Considere o �uxo de�nido por um sistema dinâmio em IR2






ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)

(3.2)onde P e Q são funções polinomiais de x e y. Seja m o maior grau de P e Q.O sistema aima pode ser esrito
dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)ou na forma diferenial omo
Q(x, y)dx− P (x, y)dy = 0. (3.3)Observe que qualquer uma das últimas formas perdemos a direção do �uxoao longo da urva solução de (3.2).De (3.1), temos

dx =
ZdX −XdZ

Z2
, dy =

ZdY − Y dZ

Z2
. (3.4)Daí (3.3) pode ser reesrita omo

Q(ZdX −XdZ) − P (ZdY − Y dZ) = 0



A Esfera de Poinaré e Pontos Singulares no In�nito 32onde P = P (x, y) = P

(
X

Z
,
Y

Z

) e Q = Q(x, y) = Q

(
X

Z
,
Y

Z

).Para eliminarmos Z nos denominadores, multipliamos a equação anteriorpor Zm e obtemos
ZQ∗dX − ZP ∗dY + (Y P ∗ −XQ∗)dZ = 0 (3.5)onde P ∗(X, Y, Z) = ZmP

(
X

Z
,
Y

Z

) eQ∗(X, Y, Z) = ZmQ

(
X

Z
,
Y

Z

) são polin�miosem (X, Y, Z).Por outro lado essa equação pode ser reesrita ainda na forma de determi�nante
∣∣∣∣∣∣∣

dX dY dZ

X Y Z

P ∗ Q∗ 0

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.6)A equação diferenial (3.5) de�ne uma família de urvas soluções ou �uxosem S2. Cada urva solução orresponde a exatamente a uma urva solução dosistema (3.2) em IR2.Além disso, o �uxo na esfera de Poinaré de�nido por (3.5) nos permiteestudar o omportamento do �uxo de�nido por (3.2) no in�nito, isto é, vamosestudar o �uxo de�nido por (3.5) nas vizinhanças do equador de S2. Temosque o equador de S2 é onstituído de pontos singulares e trajetórias de (3.5).Se tomarmos Z = 0 em (3.5), temos que (Y P ∗ −XQ∗)dZ = 0. Se Y P ∗ −

XQ∗ 6= 0 temos que dZ = 0, isto é, temos uma trajetória passando por umponto regular no equador de S2. Daí onluímos que os pontos singulares de
(3.5), que estão no equador de S2 são dados pela equação

Y P ∗ −XQ∗ = 0. (3.7)Se
P (x, y) = P1(x, y) + · · ·+ Pm(x, y)
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Q(x, y) = Q1(x, y) + · · · +Qm(x, y)onde Pj e Qj são polin�mios homogêneos e j india o grau do polin�mio nasvariáveis x e y. Daí

Y P ∗ −XQ∗ = ZmY P1

(
X

Z
,
Y

Z

)
+ · · ·+ ZmY Pm

(
X

Z
,
Y

Z

)
−

−ZmXQ1

(
X

Z
,
Y

Z

)
− · · · − ZmXQm

(
X

Z
,
Y

Z

)

= Zm−1Y P1(X, Y ) + · · ·+ Y Pm(X, Y )−

−Zm−1XQ1(X, Y ) − · · · −XQm(X, Y ).Se �zermos Z = 0, temos que Y P ∗ − XQ∗ = Y Pm(X, Y ) − XQm(X, Y ).E, além disso para Z = 0 temos X2 + Y 2 = 1, daí (3.7) é equivalente a
sen θ Pm(cos θ, sen θ) − cos θ Qm(cos θ, sen θ) = 0.Assim, temos que os pontos singulares no in�nito são determinados olo�ando os termos de maior grau em termos de θ e igualando a zero. O que nosremete ao seguinte resultado:Teorema 3.2.1. Os pontos singulares no in�nito para o sistema polinomial degrau m (3.2) oorrem nos pontos (X, Y, 0) no equador da esfera de Poinaréonde X2 + Y 2 = 1 e

XQm(X, Y ) − Y Pm(X, Y ) = 0 (3.8)ou equivalentemente, em oordenadas polares onde os ângulos θj e θj + π sa-tisfazem
Gm+1 ≡ cos θ Qm(cos θ, sen θ) − sen θ Pm(cos θ, sen θ) = 0. (3.9)



A Esfera de Poinaré e Pontos Singulares no In�nito 34Essa equação possui no máximo m+ 1 pares de raízes θj e θj + π a não serque Gm+1(θ) seja identiamente nula.Na esfera temos oordenadas (z, θ) onde





X =
√

1 − Z2cos θ

Y =
√

1 − Z2 sen θ.

(3.10)Note que na esfera será θ̇ que de�ne se o movimento é anti-horário (θ̇ > 0)ou horário (θ̇ < 0).Com efeito, de (3.10) temos que
dθ

dt
=

1
(√

1

Z2
− 1

)2
(XQ− Y P ).Sabemos também que o sinal de (XQ−Y P ) é idêntio ao sinal de (XQ∗−

Y P ∗) pois Z > 0. Donde segue a a�rmação.Daí podemos onluir que se Gm+1(θ) não é identiamente nula, o �uxo noequador da esfera de Poinaré será no sentido anti-horário para os pontos queorrespondem a ângulos θ tais que Gm+1(θ) > 0 e será nos sentido horário parapontos que orrespondam a ângulos θ tais que Gm+1(θ) < 0.Uma vez determinados os pontos singulares surge uma pergunta natural:Qual o omportamento qualitativo nas vizinhanças desses pontos?Vamos agora determinar o omportamento de pontos singulares no in�nito.Sejam α, o plano tangente a S2 no ponto (0, 0,−1), C e C ′ os pontos deinterseção do eixo X om o equador e D,D′ os pontos de interseção do eixo Yom o equador. Veja �gura 3.5.Seja α∗ o plano tangente a S2 em C. Considere um sistema de oordenadas
(u, z) no plano α∗ tal que u está na direção do eixo Y e z na direção opostado eixo Z.



3.2 A esfera de Poinaré 35Considere M ′ e M ′′ dois pontos antípodais em S2 e, M∗ a interseção daprojeção entral om o plano α∗. Veja �gura 3.6. Considere também o ponto
M no plano α e M∗ o orrespondente ponto em α∗.

Figura 3.5: Figura 3.6:Temos que M e M∗ possuem as seguintes oordenadas espaiais: (x, y,−1)e (1, u,−z), respetivamente e, onsiderando a reta que passa por (0, 0, 0) e Mtemos
x =

y

u
=

1

z
(3.11)ou

x =
1

z
, y =

u

z
. (3.12)Para o plano α̂ (tangente a esfera S2 em D) temos relações análogas asoordenadas x, y e z, v:

x =
v

z
, y =

1

z
,ou

v =
x

y
, z =

1

y
. (3.13)As transformações (3.12) e (3.13) são hamadas transformações de Poinaré.Apliando as transformações (3.12) para o sistema (3.2) temos
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du

dt
= −uzP

(
1

z
,
u

z

)
+ zQ

(
1

z
,
u

z

)

dz

dt
= −z2P

(
1

z
,
u

z

)
.

(3.14)Para z 6= 0 (isto é, pontos que não estão no equador) as trajetórias dessesistema são obviamente projeções de trajetórias na esfera ou o que é o mesmo,projeções (passando pelo entro 0) de trajetórias do sistema (3.2) no plano α.Considere o sistema (3.14), se multipliarmos esse sistema por zm−1 e tro�armos y por u temos





zm−1
dy

dt
= −yzmP

(
1

z
,
y

z

)
+ zmQ

(
1

z
,
y

z

)

zm−1
dz

dt
= −zm+1P

(
1

z
,
y

z

)
.Esrevendo zm−1

dt
=

1

dτ
temos dt = zm−1dτ .Daí o sistema (3.14) pode ser reesrito:






dy

dτ
= −yzmP

(
1

z
,
y

z

)
+ zmQ

(
1

z
,
y

z

)

dz

dτ
= −zm+1P

(
1

z
,
y

z

)
.

(3.15)Note que esse sistema é topologiamente equivalente ao sistema (3.14) (e,onseqüentemente ao sistema (3.2)) quando m é ímpar e topologiamente equi-valente om direção reversa se m é par.Observação 3.2.1. Salientamos aqui que os polin�mios P e Q em questãosão homogêneos, daí segue a a�rmação anterior. Quando não o são não valeo resultado.Observe que o sistema (3.15) está de�nido para z = 0, isto é, para todo oplano α∗.Esses resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:
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PSfrag replaements0
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(X, Y, Z)

−(X, Y, Z)Figura 3.7: Projeção entral somente sob um hemisfério da esfera.Teorema 3.2.2. O �uxo de�nido por (3.5) na arta orrespondente a {y =

(y1, y2, y3) ∈ S2; y1 > 0} no equador da esfera de Poinaré S2, exeto o ponto
(0, 1, 0), é topologiamente equivalente ao �uxo de�nido pelo sistema






ẏ = zm

[
Q

(
1

z
,
y

z

)
− yP

(
1

z
,
y

z

)]

ż = −zm+1P

(
1

z
,
y

z

)
.

(3.16)Analogamente, o �uxo de�nido por (3.5) na arta orrespondente a {y =

(y1, y2, y3) ∈ S2; y2 > 0} no equador de S2, exeto o ponto (1, 0, 0) é topologi�amente equivalente ao �uxo de�nido pelo sistema





ẋ = zm

[
P

(
x

z
,
1

z

)
− xQ

(
x

z
,
1

z

)]

ż = −zm+1Q

(
x

z
,
1

z

)
.

(3.17)
Observação 3.2.2. Para determinarmos o retrato de fase nas artas {y =

(y1, y2, y3) ∈ S2; y1 < 0} e {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; y2 < 0} basta observarmosque o ampo dado no Teorema 3.2.2 provém do ampo original multipliado porum fator zm e utilizarmo-nos da projeção entral.



A Esfera de Poinaré e Pontos Singulares no In�nito 38De�nição 3.2.2. Os ampos (3.16) e (3.17), obtidos pelo Teorema anteriorpara o ampo X(x, y) são denominados ampos de vetores ompati��ados de Poinaré nas artas U1 = {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; y1 > 0} e
U2 = {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; y2 > 0}, respetivamente, e são denotados por
ρ(X).A ompati�ação de Poinaré possui a propriedade de que S1 é invariantesob o �uxo de P (X).Observação 3.2.3. O ponto singular de (3.16) em (y0, 0) orresponde aoseguinte ponto singular de (3.5):

(
1√

1 + y2
0

,
y0√

1 + y2
0

, 0

)em S2, e o ponto singular de (3.17) orresponde ao ponto singular de (3.5)dado por
(

x0√
1 + x2

0

,
1√

1 + x2
0

, 0

)em S2.De�nição 3.2.3. A projeção do hemisfério norte fehado da esfera S2 noonjunto {(y1, y2, y3); y3 = 0}, isto é, (y1, y2, y3) 7→ (y1, y2) é hamada de disode Poinaré.Denotamos o diso de Poinaré por D2.Observação 3.2.4. No restante deste texto dizemos que dois ampos de vetorespolinomiais X(x, y) e Y (x, y) em IR2 são topologiamente equivalentes seexiste um homeomor�smo em S2 preservando o in�nito S1, levando órbitas do�uxo induzido por P (X) em órbitas do �uxo induzido por P (Y ), preservandoou invertendo o sentido de todas as órbitas.



Capítulo 4
Pontos Singulares na Parte Finita do Campo
4.1 Introdução

Sejam P (x, y) e Q(x, y) polin�mios homogêneos de graus 1 e 2, respetiva�mente, temos que a solução P (x, y) = Q(x, y) = 0 pode ser somente a origemou uma linha reta passando pela origem.Com efeito, sabemos que a expressão P (x, y) = ax + by = 0, têm omosolução uma reta passando pela origem, a solução da expressão Q(x, y) =

Ax2 + Bxy + Cy2 = 0 pode ser (0, 0) ou um par de retas onorrentes pelaorigem. Donde onluímos que os pontos singulares do ampo X(x, y) =

(P (x, y), Q(x, y)) são a origem ou uma linha reta passando pela origem.Teorema 4.1.1. Sejam Xi, i = 1, 2, . . . , 23, os ampos de vetores do Teorema
1.0.3.

• (a) A origem é uma sela-nó elementar para X1 se B − C 6= 1, para
X2 se C 6= 1, para X3 se C 6= −1, para X4 se B 6= 1 e para Xi om
i ∈ {5, 6, 7, 16, 17, 18, 19, 23}. Portanto, a loalização das 3 separatrizespodem ser obtidas pelo Lema 4.1.2 a seguir.

• (b) A origem é uma úspide para Xi om i ∈ {8, 10, 11, 12, 13} possuindoas duas separatrizes tangentes ao eixo x positivo.39
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• () A linha reta x + y = 0 é formada por pontos singulares para X1 se
B − C = 1, para X2 se C = 1, para X3 se C = −1 e para X4 se B = 1.

• (d) A linha reta x = 0 é formada por pontos singulares para Xi om
i ∈ {20, 21, 22}.

• (e) A linha reta y = 0 é formada por pontos singulares para Xi om
i ∈ {9, 14, 15}.Para demonstrar o Teorema 4.1.1, neessitaremos de alguns lemas prelimi-nares.Lema 4.1.1. Se X(x, y) é um ampo de vetores quadrátio planar da forma

(ax+ by, Ax2 +Bxy+Cy2), então a origem é um ponto singular elementar se
a 6= 0 e, nilpotente se a = 0.Demonstração Temos que a matriz Jaobiana é dada por

[
a b

0 0

]

.Portanto, temos que a origem é elementar se a 6= 0 e nilpotente se a = 0.Como P (x, y) = ax+ by tem que ser linear, o aso a = b = 0 não é possível.
�Os próximos dois Lemas detalham o omportamento loal do �uxo naorigem. Veremos que a origem é uma sela-nó se a 6= 0 e uma úspide se

a = 0.Lema 4.1.2. Seja o ampo de vetores (x+by, Ax2+Bxy+Cy2), então o retratode fase loal em uma vizinhança da origem é uma sela-nó elementar om doissetores hiperbólios tendo as duas separatrizes instáveis tangentes ao eixo x e aseparatriz estável tangente a semi-reta x+ by = 0 om y < 0 (respetivamente
y > 0) onde Ab2 −Bb+ C > 0 (respetivamente Ab2 − Bb+ C < 0).DemonstraçãoVamos apliar o Teorema 2.2.2 no ampo aima, mas para isso faremos aseguinte mudança de variáveis



4.1 Introdução 41





x1 = y

x2 = x+ by.A qual nos forneerá um ampo de vetores na forma
(F (x1, x2), x2 +G(x1, x2)),onde

F (x1, x2) = (Ab2 −Bb+ C)x2
1 + (B − 2Ab)x1x2 + Ax2

2,e
G(x1, x2) = b(Ab2 − Bb+ C)x2

1 + b(B − 2Ab)x1x2 + Abx2
2.Seja x2 = g(x1) = b(Ab2−Bb+C)x2

1+H.O.T. a solução de x2+G(x1, x2) = 0na vizinhança de (0, 0). Temos f(x1) = F (x1, g(x1)) = (Ab2 − Bb + C)x2
1 +

H.O.T..Portanto, pelo Teorema 2.2.2, segue o requerido.
�Lema 4.1.3. Seja o ampo de vetores (y, x2 +Bxy + Cy2), então a origem éuma úspide possuindo duas separatrizes tangentes ao eixo x positivo.DemonstraçãoVamos utilizar agora o Teorema 2.2.3 na origem do ampo de vetores

(y + F (x, y), G(x, y)) = (y, x2 +Bxy + Cy2).Temos y = 0 = f(x), a solução de y + F (x, y) = 0, logo G(x, f(x)) =

G(x, 0) = x2 = Kxr e
(
∂F

∂x
+
∂G

∂y

)
(x, f(x)) = Bx = Lxλ.Suponhamos que B 6= 0, daí temos que r = 2 é par e r < 2λ+1 = 3. Logo,pelo Teorema 2.2.3(b) onluímos esse aso.



Pontos Singulares na Parte Finita do Campo 42Tratemos agora os asos onde B = 0. Para esta análise faremos blow-uppolar. Temos os seguintes ampos a serem onsiderados: X10, X11 e X13.No ampo X10 = (y, x2 + y2), onde B = 0 e C = 1, fazendo um blow-uppolar obtemos o ampo:
(
r(r + cos t)sen t,

1

2
(−1 + 2rcos t+ cos 2t)

)
.Fazendo um novo blow-up polar no ponto (r, t) = (0, 0) temos






ṙ1 =
1

8
r1
(
(8 + 5r2

1)cos t1 + r1(8cos[2t1] + 3r1cos[3t1])
)
sen t1

ṫ1 = cos2 t1 −
1

2
r1cos t1(4 + 3r1cos t1)sen

2t1.Contudo ainda não há uma desingularização, e surgem mais dois pontossingulares: (0, π
2

) e (0,−π
2

).Fazendo um novo blow-up na direção (0, π
2

) temos





ṙ2 =
1

2
r2
2(4cos t2sen

2 t2 + 2sen3 t2 − cos2 t2sen t2(2 + 3r2
2sen

2 t2)+

+cos3t2(−2 + 5r2
2sen

2 t2))

ṫ2 = −1

2
r2cos t2sen t2(−4sent2 + cos t2(−6 + r2

2sen t2(3cos t2 + 5sen t2)))ujas singularidades são: (0, π
2

)
,
(
0,−π

2

)
, (0, Arccos [− 2√

13
]), (0,−Arccos [ 2√

13
])e (0, 0), as quais são todas selas elementares.E, na direção (0,−π

2

) temos
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ṙ2 = −1

2
r2
2(4cos t2sen

2 t2 − 2sen3 t2 + cos2 t2sen t2(2 + 3r2
2sen

2 t2)+

+cos3t2(−2 + 5r2
2sen

2 t2))

ṫ2 =
1

2
r2cos t2sen t2(4sent2 + cos t2(−6 + r2

2sen t2(−3cos t2 + 5sen t2))).ujas singularidades são: (0, π
2

)
,
(
0,−π

2

)
, (0,−Arccos [− 2√

13
]), (0, Arccos [ 2√

13
])e (0, 0), as quais são todas selas elementares.Como as singularidades desses ampos são todas hiperbólias, trazendo asinformações através de �blow-down� obtemos que a origem é uma úspide.Proedendo analogamente om os ampos X11 e X13 obtemos também quea origem é uma úspide.Com relação ao ampo X13 teremos um trabalho extra, visto que quando�zermos o primeiro �blow-up� já irá surgir duas direções a serem analisadas enão somente uma omo nesse aso que detalhamos.Donde onluímos o Lema.

�Observação 4.1.1. No trabalho original, uja parte da dissertação é baseada,a análise desses asos isolados não foi onsiderada e, om isso preenhemosesta launa, que se tratava do aso onde o parâmetro B assume o valor nulo.Nos Lemas seguintes araterizamos os asos onde a origem não é um pontosingular isolado.Lema 4.1.4. Considere o ampo de vetores (x+ by, Ax2 +Bxy+Cy2), temosque a linha reta x+by = 0 é formada de pontos singulares se Ab2−Bb+C = 0.Demonstração



Pontos Singulares na Parte Finita do Campo 44Podemos reesrever o ampo da seguinte forma
(x+ by, (x+ by)(Ax+ (B −Ab)y)).De fato, temos que Ax2 + Bxy + Cy2 = (x + by)(Ax + (B − Ab)y) +

(Ab2 − Bb + C)y2. Como por hipótese temos Ab2 − Bb + C = 0, segue que
Ax2 +Bxy + Cy2 = (x+ by)(Ax+ (B − Ab)y).Donde onluímos o Lema.

�Lema 4.1.5. Considere o ampo de vetores (y, Bxy+Cy2). Temos que a linhareta y = 0 é formada por pontos singulares.DemonstraçãoA demonstração é imediata, pois y é fator omum às duas omponentes doampo.
�Demonstração do Teorema 4.1.1.A demonstração do Teorema segue imediatamente dos Lemas 4.1.1 ao 4.1.5.
�Dos Lemas 4.1.2 e 4.1.3 segue o seguinte resultado:Proposição 4.1.1. Considere o ampo de vetores analítio

(ax+ by +O2(x, y), Ax
2 +Bxy + Cy2 +O3(x, y))possuindo a origem omo ponto singular isolado. Onde O2(x, y) e O3(x, y) rep�resentam polin�mios homogêneos de ordem maior que 2 e 3, respetivamente.

• (i) Se a 6= 0, podemos assumir que a = 1, e a origem é uma sela-nóelementar om dois setores hiperbólios tendo duas separatrizes instáveistangentes ao eixo x e uma estável tangente a linha reta x+ by = 0 om
y < 0 (respetivamente y > 0) quando Ab2−Bb+C > 0 ( respetivamente
y < 0).

• (ii) Se a = 0 e b 6= 0, podemos assumir que b = 1 e A = 1, e a origem seráuma úspide possuindo as duas separatrizes tangentes ao eixo x positivo.
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Capítulo 5
Pontos Singulares na Parte In�nita doCampo
5.1 Introdução

As expressões
zn
2

(
Q

(
1

z2
,
z1
z2

)
− z1P

(
1

z2
,
z1
z2

)
,−z2P

(
1

z2
,
z1
z2

)) em U1, (5.1)
zn
2

(
P

(
z1
z2
,

1

z2

)
− z1Q

(
z1
z2
,

1

z2

)
,−z2Q

(
z1
z2
,

1

z2

)) em U2, (5.2)para a ompati�ação de Poinaré P (X) do ampo X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +

Bxy + Cy2), uja dedução enontra-se no Teorema 3.2.2, são esritas omo
(A+Bz1 + Cz2

1 − z1z2(a + bz1),−z2(a+ bz1)) em U1, (5.3)47
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(z2(az1 + b) − z1(Az

2
1 +Bz1 + C),−z2(Az2

1 +Bz1 + C)) em U2. (5.4)De�nição 5.1.1. Um ponto singular q de P (X) é dito um ponto na partein�nita do ampo de X(x, y) se q pertene ao equador da esfera e, é um umponto na parte �nita do ampo se q ∈ S2\S1.Observemos que os pontos singulares de P (X) são simétrios om respeitoa origem da esfera de Poinaré. Portanto, podemos estudar pontos singularesno in�nito restringindo nossa análise para pontos singulares no in�nito nasartas loais U1 e U2.
PSfrag replaements0

(z1, z2)

(X, Y, Z)

−(X, Y, Z)Figura 5.1: Projeção entral somente sob um hemisfério da esfera.Portanto, pelas de�nições de arta loal os únios pontos singulares noin�nito que podem pertener a (U2 ∪ V2)\(U1 ∪ V1) são as origens de U2 e V2.
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PSfrag replaementsZ

Z

Z

X

X Y

Y

Figura 5.2: As artas U1, U2, V1 e V2.Temos que os pontos singulares no in�nito de X(x, y) são os pontos (z1, 0)de U1 tal que A+Bz1 + Cz2
1 = 0 e (0, 0) de U2.Para estudarmos o omportamento loal dos pontos singulares no in�nito,neessitaremos de suas partes lineares, as quais serão dadas pelas matrizesJaobianas, que são da forma

[
B + 2Cz1 −az1 − bz2

1

0 0

] e [
−C b

0 −C

] (5.5)nos pontos (z1, 0) ∈ U1 e (0, 0) ∈ U2, respetivamente.5.2 A origem da arta U2 omo ponto singular na partein�nita do ampoPelas expressões em (5.5) a origem de uma arta loal U2 é não-degeneradase C 6= 0, nilpotente se C = 0 e b 6= 0 e linearmente nula se C = b = 0.Teorema 5.2.1. Denotemos por Xi, para i ∈ {1, 2, . . . , 23} os ampos devetores do Teorema 1.0.3. A origem da arta loal U2 é
• (a) Um nó estável para Xi om i ∈ {1, 2, 3, 8, 16} se C > 0 e, para Xiom i ∈ {5, 7, 9, 10, 13, 15, 17, 18, 23};
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• (b) Um nó instável para Xi om i ∈ {1, 2, 3, 8, 16} se C < 0 e, para Xiom i ∈ {11, 19};
• () Uma sela-elíptia para Xi om i ∈ {4, 6, 12, 14}, possuindo as sepa-ratrizes do setor hiperbólio no in�nito (S1). Para X4 om B > 0 epara X6, X12 e X14 o setor elíptio está em z2 > 0 e, a separatriz estáveloinide loalmente om o eixo z1 positivo. Para X4 om B < 0 o setorelíptio está em z2 < 0 e, a separatriz estável oinide loalmente om oeixo z1 negativo;
• (d) Um ponto singular não isolado para Xi om i ∈ {20, 21, 22}.Antes de demonstrarmos o Teorema 5.2.1 neessitaremos de dois Lemasauxiliares.Lema 5.2.1. Considere o ampo de vetores

X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +Bxy + Cy2),temos que a origem de U2 é um nó estável se C > 0, e um nó instável se
C < 0.DemonstraçãoTemos por hipótese que C > 0 ou C < 0. Este Lema segue imediatamenteda subseção 2.2.1, pois D = C2 e T = −2C, logo T 2 = 4C2. Assim, 4D ≥ T 2.Portanto, é um nó estável se T < 0, isto é, C > 0, e é um nó instável se
T > 0, isto é, C < 0.

�No próximo Lema estudaremos o retrato de fase loal da origem de U2quando é um ponto singular nilpotente.Lema 5.2.2. Considere o ampo de vetores
X(x, y) = (ax+ y, Ax2 +Bxy).A origem de U2 é uma sela-elíptia se B 6= 0 um nó estável se B = 0. Se

B 6= 0 as separatrizes do setor hiperbólio da sela-elíptia estão no in�nito
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(S1). Se B > 0 (respetivamente B < 0) o setor elíptio está em z2 > 0(respetivamente z2 < 0), e a separatriz estável oinide loalmente om o eixo
z1 positivo (respetivamente negativo).DemonstraçãoPor (5.4) a expressão de P (X) na arta loal U2 é

(z2 + F (z1, z2), G(z1, z2)) = (z2 −Bz2
1 + az1z2 −Az3

1 ,−Bz1z2 −Az2
1z2).Seja z2 = f(z1) a solução de z2 + F (z1, z2) = 0 em uma vizinhança daorigem. Temos que

f(z1) = Bz2
1 + (A− aB)z3

1 − a(A− aB)z4
1 + . . .Temos G(z1, f(z1)) = −B2z3

1 + B(aB − 2A)z4
1 − (A − aB)2z5

1 + · · · =

Kzk
1 + . . . . Temos também que

∂F

∂z1
+
∂G

∂z2
= −3Bz1 + az2 − 4Az2

1 ,donde resulta que
(
∂F

∂z1
+
∂G

∂z2

)
(z1, f(z1)) = −3Bz1 + (aB − 4A)z2

1 + (aA− a2B)z3
1 + . . .

= Lzλ
1 +H.O.T..Se B 6= 0, temos K = −B2, k = 3, L = −3B e λ = 1. Como k é ímpar,

K < 0, k = 2λ+ 1, λ é ímpar e L2 + 4K(λ+ 1) = B2 > 0, pelo Teorema 2.2.3(d) segue que a origem de U2 é uma sela-elíptia.Estudemos agora a loalização das duas separatrizes da sela-elíptia omrespeito ao in�nito, isto é, om respeito ao eixo z1. Para realizarmos esseestudo faremos uso de blow-ups polares.Estamos om o ampo (y − Bx2 + axy − Ax3,−Bxy −Ax2y) .Fazendo um blow-up polar obtemos
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(
rcos[t](−Br + sen[t] + rcos[t](−Ar + asen[t])),−(1 + arcos[t])sen2[t]

)
.Este ampo possui duas singularidades: (0, 0) e (0, π).Analisemos iniialmente a singularidade (0, 0). Fazendo um novo blow-uppolar temos






ṙ1 =
1

2
r2
1(2cos2[t1]sen[t1] − 2sen3[t1] − 2ar1cos[t1]sen

3[t1]+

+cos3[t1](−2B + r1sen[t1](2a+Br1sen[t1])))

ṫ1 =
1

16
r1(−B(−8 + r2

1)cos[t1] +Br2
1cos[3t1]−

−16(1 + ar1cos[t1])sen[t1])sen[2t1].Reesalando esse ampo por um fator r, obtemos





ṙ1 =
1

2
r1(2cos2[t1]sen[t1] − 2sen3[t1] − 2ar1cos[t1]sen

3[t1]+

+cos3[t1](−2B + r1sen[t1](2a+Br1sen[t1])))

ṫ1 =
1

16
(−B(−8 + r2

1)cos[t1] +Br2
1cos[3t1]−

−16(1 + ar1cos[t1])sen[t1])sen[2t1].Este ampo possui as singularidades: (0, 0), (0, π
2
) e (0, Arc cotg 2

B
), as quaissão selas elementares e na direção (0, Arc cotg 2

B
) temos um nó.Analisemos agora a singularidade (0, π). Fazendo um novo blow-up polartemos
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ṙ1 =
1

2
r2
1((2cos2[t1]sen[t1] − 2sen3[t1] + 2ar1cos[t1]sen

3[t1]−

−cos3[t1](−2B + r1sen[t1](2a+Br1sen[t1]))))

ṫ1 =
1

16
r1((Br2

1cos[3t1] + 16sen[t1] − cos[t1]((B(−8 + r2
1))+

+16ar1sen[t1])))sen[2t1].Reesalando esse ampo por um fator r, obtemos





ṙ1 =
1

2
r1((2cos2[t1]sen[t1] − 2sen3[t1] + 2ar1cos[t1]sen

3[t1]−

−cos3[t1](−2B + r1sen[t1](2a+Br1sen[t1]))))

ṫ1 =
1

16
((Br2

1cos[3t1] + 16sen[t1] − cos[t1]((B(−8 + r2
1))+

+16ar1sen[t1])))sen[2t1].Este ampo possui as singularidades: (0, 0), (0, π
2
) e (0, Arc cotg−2

B
), as quaissão selas elementares e na direção (0, Arc cotg 2

B
) temos um nó.Se B = 0 temos que K = −A2, k = 5, L = −4A, λ = 2 e A 6= 0 pois asegunda omponente do ampo é de segundo grau.Como k é ímpar, K < 0, k = 2λ + 1, λ é par e L2 + 4K(λ + 1) = 4 > 0,pelo Teorema 2.2.3 () segue que a origem de U2 é um nó estável.

�Se b = C = 0 temos o ampo de vetores (ax,Ax2 +Bxy). Note que x = 0 éuma reta omposta de pontos singulares, a origem de U2 é um ponto singularnão isolado.Estudaremos no apítulo 6 o retrato de fase loal da origem de U2 para tais



Pontos Singulares na Parte In�nita do Campo 54sistemas.Demonstração do Teorema 5.2.1A demonstração deste Teorema segue imediatamente dos Lemas 5.2.1 e
5.2.2 e do parágrafo anterior.

�5.3 A origem da arta U1 omo ponto singular na partein�nita do ampoVimos na seção anterior que os pontos singulares in�nitos (z1, 0) na artaloal U1 de X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +Bxy +Cy2) neessariamente satisfazem
A+Bz1 + Cz2

1 = 0.Se B2 − 4AC ≥ 0 de�nimos
z±1 =

−B ± δ

2Ce
α± = ±(a + bz±1 )

δ
,onde δ =

√
B2 − 4AC.De aordo om as �guras a seguir, lassi�aremos a sela-nó elementar (z+

1 , 0)(respetivamente (z−1 , 0)) em tipos α+ < 0 e α+ > 0, (respetivamente α− < 0e α− > 0).
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Figura 5.3: α+ < 0. Figura 5.4: α+ > 0.
Figura 5.5: α− < 0. Figura 5.6: α− > 0.A seguir demonstraremos um resultado relevante na direção da demonstra-ção do Teorema 0.0.1.Teorema 5.3.1. Denotemos por Xi, para i = 1, 2, . . . , 23, os ampos de vetoresdo Teorema 1.0.3.

• (1) Se C >
B2

4
temos que X1 não têm pontos singulares no in�nito em

U1. Se C =
B2

4
, temos (− 2

B
, 0

) é o únio ponto singular in�nito de X1em U1.Além disso, se B 6= 2 temos uma sela-nó nilpotente e a loalização desuas separatrizes om respeito ao in�nito é desrita no Lema 5.3.2 .Se B = 2, o ponto (− 2

B
, 0

) é não isolado dentro do onjunto de todospontos singulares. Se C <
B2

4
temos X1 possui dois pontos singularesin�nitos em U1, a saber (z±1 , 0). Além disso, se B −C 6= 1, estes pontosserão selas-nós elementares.Se B−C = 1, temos (− 1

C
, 0

) é uma sela-nó elementar e, (−1, 0) é umponto singular não isolado dentro do onjunto de todos pontos singulares.
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1 < −1 < 0 < z−1 , e asselas-nós elementares (z±1 , 0) são do tipo α+ > 0 e α− < 0.Se 0 < C <

B2

4
e B < 0, (onseqüentemente B − C < 1), temos

0 < z−1 < z+
1 , e (z±1 , 0) são do tipo α+ < 0 e α− > 0.Se 0 < C <
B2

4
, 0 < B < 2 e B−C < 1, temos z−1 < z+

1 < −1, e (z±1 , 0)são do tipo α+ > 0 e α− < 0.Se 0 < C <
B2

4
, B > 2 e B−C < 1, temos −1 < z−1 < z+

1 < 0, e (z±1 , 0)são do tipo α+ < 0 e α− > 0.Se C > 0 e B − C > 1, temos z−1 < −1 < z+
1 < 0, e (z±1 , 0) são do tipo

α+ < 0 e α− < 0.Se C < 0 e B − C > 1, temos −1 < z+
1 < 0 < z−1 , e (z±1 , 0) são do tipo

α+ < 0 e α− > 0.
• (2) O ampo X2 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, a saber,

(0, 0) e (− 1

C
, 0

). Se C 6= 1, esses pontos serão selas-nó elementares.Se C = 1 temos (0, 0) é uma sela-nó elementar e, (−1, 0) é um pontosingular não isolado. Além disso, (0, 0) é do tipo α+ < 0 para todo C e,(
− 1

C
, 0

) é do tipo α− > 0 para C < 0, α− < 0 para 0 < C < 1 e α− > 0para C > 1.
• (3) Se C > 0 temos que X3 não possui pontos singulares in�nitos em U1.Se C < 0 temos que X3 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, asaber (z±1 , 0) =

(
± 1√

C
, 0

) . Se C 6= −1 estes pontos serão selas-nós ele�mentares. Se C = −1, temos que (1, 0) é um ponto singular não isolado.Além disso, ( 1√
|C|

, 0

) é do tipo α− > 0 para C < 0, e (− 1√
|C|

, 0

) édo tipo α+ < 0 para C < −1, e α+ > 0 para −1 < C < 0.
• (4) O ampo X4 possui um ponto singular em U1, a saber, (− 1

B
, 0

). Se
B 6= 1 temos que este ponto é uma sela-nó elementar. Se B = 1 esteé um ponto singular não isolado. Além disso, a sela-nó elementar é do
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• (5) O ampo X5 não possui pontos singulares in�nitos em U1.
• (6) O ampo X6 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber (0, 0)o qual é uma sela-nó elementar. Além disso, esta sela-nó elementar é dotipo α+.
• (7) O ampo X7 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber (0, 0)o qual é linearmente nulo.
• (8) Se C >

1

4
temos que X8 não possui pontos singulares no in�nitode U1. Se C =
1

4
temos que X8 possui um ponto singular in�nito em

U1, a saber (−2, 0) e este é uma sela-nó nilpotente e a loalização desuas separatrizes om respeito ao in�nito são desritas na parte 3.2 da�gura 5.7. Se C <
1

4
temos que X8 possui pontos singulares in�nitos em

U1, a saber (z±1 , 0), os quais são selas-nós elementares. Além disso, se
0 < C <

1

4
, temos z−1 < z+

1 < 0, e (z±1 , 0) são do tipo α+ > 0 e α− < 0.Se C < 0, temos z+
1 < 0 < z−1 , e (z±1 , 0) são do tipo α+ > 0 e α− > 0.

• (9) O ampo X9 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, a saber,
(z+

1 , 0) = (0, 0) e (z−1 , 0) = (−1, 0). O ponto singular (−1, 0) é umasela-nó elementar do tipo α− < 0, e (0, 0) é não isolado.
• (10) O ampo X10 não possui pontos singulares in�nitos em U1.
• (11) O ampo X11 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, a saber

(z±1 , 0) = (∓1, 0), os quais são selas-nós elementares do tipo α+ > 0 e
α− > 0.

• (12) O ampo X12 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber
(−1, 0), o qual é uma sela-nó elementar do tipo α+ > 0.

• (13) O ampo X13 não possui pontos singulares in�nitos em U1.
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• (14) O ampo X14 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber (0, 0),o qual é não isolado.
• (15) O ampo X15 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber (0, 0),o qual é não isolado.
• (16) Se C >

1

4
temos que o ampo X16 não possui pontos singularesin�nitos em U1. Se C =

1

4
temos que X16 possui um ponto singularin�nito em U1, a saber (−2, 0), e este é uma sela-nó nilpotente e a lo�alização de suas separatrizes om respeito ao in�nito são desritas naparte 3.1 da �gura 5.7. Se C <

1

4
e C 6= 0, temos que X16 possui doispontos singulares in�nitos em U1, a saber (z±1 , 0) os quais são selas-nóselementares do tipo α+ < 0 e α− > 0. Além disso, se 0 < C <

1

4
, temosque z−1 < z+

1 < −1. Se C < 0, temos −1 < z+
1 < 0 < z−1 .

• (17) O ampo X17 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, a saber
(z+

1 , 0) = (0, 0) e (z−1 , 0) = (−1, 0), os quais são selas-nós elementaresdo tipo α+ < 0 e α− > 0.
• (18) O ampo X18 não possui pontos singulares in�nitos em U1.
• (19) O ampo X19 possui dois pontos singulares in�nitos em U1, a saber

(z±1 , 0) = (∓1, 0), os quais são selas-nós elementares do tipo α+ < 0 e
α− > 0.

• (20) O ampo X20 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber
(−1, 0), o qual é uma sela-nó elementar do tipo α+ < 0.

• (21) O ampo X21 não possui pontos singulares in�nitos em U1.
• (22) O ampo X22 possui um ponto singular in�nito em U1, a saber (0, 0),o qual é uma sela-nó elementar do tipo α+ < 0.
• (23) O ampo X23 possui um ponto singular in�nito emU1, a saber (0, 0),o qual é linearmente nulo.Para demonstrar o Teorema 5.3.1 preisaremos dos dois próximos Lemas.
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3.1 3.2 3.3

qqq Figura 5.7: Sela nó nilpotente (− 2

B
, 0

)
∈ U1.Lema 5.3.1. Considere o ampo de vetores X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +Bxy +

Cy2).(1) Se C 6= 0, δ > 0 e (z±1 , 0) são pontos singulares isolados em U1, temos
(z±1 , 0) são selas-nós elementares. Além disso, a separatriz em (z±1 , 0) quenão é tangente ao eixo z1 tende para o in�nito om inlinação −α±z±1 .(2) Se C = 0 e B 6= 0, temos (−A

B
, 0

) é o únio ponto singular in�nito em
U1, e se este for isolado teremos uma sela-nó elementar.DemonstraçãoAssumimos que δ > 0. Vamos transladar o ponto singular (z±1 , 0) para aorigem das oordenadas. Utilizando-nos da equação (3.16) e, observando que

δ =
√
B2 − 4AC, z±1 são raízes de A+Bz1 +Cz2

1 e que z±1 =
−B ± δ

2C
, obtemoso seguinte ampo de vetores

(±δz1 − (a+ bz±1 )z±1 z2 +Cz2
1 − (a+ 2bz±1 )z1z2 − bz2

1z2,−(a+ bz±1 )z2
2 − bz1z

2
2).Vamos apliar o Teorema 2.2.2, para isso preisamos esrever esse ampode vetores na forma an�nia

(F (x, y), y +G(x, y)).Com esse intuito vamos apliar a mudança de variáveis





x = z2

y = ±δz1 − (a+ bz±1 )z±1 z2



Pontos Singulares na Parte In�nita do Campo 60o que nos onduz ao seguinte ampo
(
−(a+ bz±1 )x2 ∓ b

δ

[
y + z±1 (a + bz±1 )x

]
x2,±δy +H.O.T.

)
.Reesalando o tempo por um fator±δ, obtemos o ampo de vetores (F (x, y), y+

G(x, y)) om
F (x, y) = ∓(a + bz±1 )x2

δ
+H.O.T.,e

y +G(x, y) = y +H.O.T..Como F (x, y) omeça om um termo em x2, a solução y = g(x) de y +

G(x, y) = 0 em uma vizinhança de (0, 0) omeçará om pelo menos um fatorlinear, donde segue que f(x) = F (x, g(x)) iniiar-se-á om o termo
∓(a + bz±1 )

δ
x2seguido de termos de ordem superior.Portanto, a sela-nó estará bem araterizada pelo oe�iente−α± = ∓a + bz±1

δde x2 em F (x, y). Logo, pelo Teorema 2.2.2 e voltando através da mudançade oordenadas segue que a separatriz em (z±1 , 0) não é tangente ao eixo z1 e,tende para o in�nito om inlinação −α±z±1 .De fato, temos que o in�nito aqui trata-se de z2 = 0, isto é, o eixo z1. Daí,a reta que determina a direção om a qual a separatriz tende para o in�nito édeterminada por z1 = m1z2. Substituindo na mudança de variáveis temos
y = ±δm1z2 − (a+ bz±1 )z±1 z2

= [±δm1 − (a + bz±1 )z±1 ]z2,o que resulta que
±δm1 = (a + bz±1 )z±1 ,
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m1 =

(a+ bz±1 )z±1
±δ z±1 = −α±z±1 .Note que a + bz±1 6= 0 segue do Teorema 4.1.1, pois (z±1 , 0) é um pontosingular isolado. Daí onluímos o item (1) do Lema.Suponhamos agora que C = 0 e B 6= 0. Iniialmente transladaremos oponto singular (−A

B
, 0

) para a origem, obtendo assim o ampo de vetores





ż1 = Bz1 +
A(aB − bA)

B2
z2 +

(
2bA

B
− a

)
z1z2 − bz2

1z2 − bz2
1z2

ż2 = −aB − bA

B
z2
2 − bz1z

2
2 .

(5.6)Analogamente, para podermos apliar o Teorema 2.2.2 para esse ampo devetores preisamos esrevê-lo na forma an�nia. Para tanto, apliaremos amudança de variáveis





x = z2

y =
Bz1 + A(aB − bA)z2

B2
,e o ampo terá a seguinte forma

(
−aB − bA

B
x2 +H.O.T., y +H.O.T.

)
.Donde obtemos o ampo da forma (F (x, y), y + G(x, y)) om F (x, y) =

−aB − bA

B
x2 +H.O.T. e y +G(x, y) = y +H.O.T..Como (−A

B
, 0

) é um ponto singular isolado, obtemos de (5.6) que aB −

bA 6= 0. Logo, pelo Teorema 2.2.2 segue que (−A
B
, 0

) é uma sela-nó elemen�tar.Assim, ompletamos a demonstração do item (2) do Lema.
�
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X(x, y) =

(
ax+ by, x2 + Bxy +

B2y2

4

) om B 6= 0. Se aB − 2b 6= 0, temosum únio ponto singular no in�nito q =

(
− 2

B
, 0

), na arta loal U1 é umasela-nó nilpotente. Além disso, seu retrato de fase loal é topologiamente equi-valente ao retrato de fase da parte 3.1 da �gura 5.7, para X = X1 om B > 2e, para X = X6. Se 0 < B < 2 temos que o retrato é topologiamente equiva�lente ao retrato da parte 3.2 da �gura 5.7, para X = X1 om 0 < B < 2 e para
X = X8 om C =

1

4
. E, será topologiamente equivalente ao retrato da parte3.3 da �gura 5.7 para X = X1 om B < 0. Se aB− 2b = 0, temos que o ponto

q é um ponto singular não-isolado.DemonstraçãoPela expressão (3.16) obtemos o seguinte ampo de vetores
(

1 +Bz1 +
B2

4
z2
1 − az1z2 − bz2

1z2,−az2
2 − bz1z

2
2

)
.Note que se aB − 2b 6= 0, temos (− 2

B
, 0

)
= q é o únio ponto singu�lar in�nito. Translademos agora o ponto singular (− 2

B
, 0

) para o origem,forneendo assim um novo ampo de vetores
(

2

B

(
a− 2b

B

)
z2 +

B2

4
z2
1 +

(
4b

B
− a

)
z1z2 − bz2

1z2,−
(
a− 2b

B

)
z2
2 − bz1z

2
2

)
.Assumiremos agora que aB − 2b 6= 0. Vamos apliar o Teorema 2.2.3,primeiro reesalaremos o ampo de vetores pelo fator B2

2(aB − 2b)
, obtendoassim

(z2 + F (z1, z2), G(z1, z2)) (5.7)onde
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F (z1, z2) =

B4

8(aB − 2b)
z2
1 +

B(4b− aB)

2(aB − 2b)
z1z2 −

bB2

2(aB − 2b)
z2
1z2,e

G(z1, z2) = −B
2
z2
2 −

bB2

2(aB − 2b)
z1z

2
2 .Temos, z2 = f(z1) = − B4

8(aB − 2b)
z2
1 + H.O.T., onde f(z1) é solução daequação: z2 + F (z1, z2) = 0.Daí temos que

G(z1, f(z1)) = − B9

128(aB − 2b)2
z4
1 +H.O.T. = Kzk

1 +H.O.T.e
(
∂F

∂z1
+
∂G

∂z2

)
(z1, f(z1)) =

B4

4(aB − 2b)
z1 +H.O.T. = Lzλ

1 +H.O.T..Logo, temos que k = 4 e k > 3 = 2λ+ 1. Daí pelo Teorema 2.2.3 , o pontosingular (− 2

B
, 0

) é uma sela-nó nilpotente.Suponhamos agora que aB− 2b = 0. Temos z1 é fator omum de ambos osomponentes do ampo de vetores, donde segue que q é um ponto não isolado.Para onluirmos a demonstração do Lema, preisamos realizar um estudoda loalização das separatrizes da sela-nó om respeito ao in�nito.Considere a seguinte identi�ação (z1, z2) 7→ (x, y). Temos o seguinteampo
(
y +

B4

8(B − 2)
x2 +

B(4 − B)

2(B − 2)
xy − B2

2(B − 2)
x2y,−B

2
y2 − B2

2(B − 2)
xy2

)
,o qual possui o eixo x invariante. De fato, substituindo (x, 0) no ampo temos
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(

B4

8(B − 2)
x2, 0

).
PSfrag replaementsaso B > 2 aso B < 2Observe que obtemos este ampo por um reesalonamento do ampo origi�nal pelo fator B2

2(B − 2)
. Daí temos que para B > 2 o ampo será o mesmo e,para B < 2 teremos que inverter a direção das setas. Donde onluímos que adireção sob o eixo x é da esquerda para a direita para todo parâmetro B.Vamos enontrar a estrutura topológia da origem. Para isso vamos prou�rar uma urva do tipo y(x) = a1x+ a2x

2 + a3x
3 + . . .. Daí temos que

ẏ = (a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + . . .)ẋ.Substituindo os valores ẋ e ẏ do ampo e oloando os oe�ientes a1, a2 e

a3 em função dos oe�ientes do ampo, obtemos que
y(x) =

B4

8(B − 2)

[
−x2 +

6B −B2

4(B − 2)2
x3

]
+ . . .Vamos onsiderar aqui somente os termos até ordem 3 da urva e do ampo,pois objetivamos estudar o omportamento do ampo sob a urva em umavizinhança da origem.Daí temos que y(x) =

B4

8(B − 2)

[
−x2 +

6B −B2

4(B − 2)2
x3

]. Avaliando estaurva no ampo, obtemos a seguinte expressão
X(x, y(x)) =

(
B5(22 − 13B + 2B2)

32(B − 2)3
x3 +H.O.T.,− B9

128(B − 2)2
x4 +H.O.T.

)
.Temos que 22−13B+2B2 > 0 para todo B ∈ IR. Logo, para B > 2 temos
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32(B − 2)3
> 0 e − B9

128(B − 2)2
< 0. O retrato para este aso será dadana �gura a seguir.Temos ainda os asos onde 0 < B < 2 e B < 0. O que nos fornee osseguintes retratos

PSfrag replaementsaso B > 2 aso 0 < B < 2 aso B < 0Figura 5.8:Donde onluímos �nalmente a demonstração deste lema.
�





Capítulo 6
Retratos de Fase Global om Pontos Sin�gulares Linearmente Nulo

Estudaremos aqui retratos de fase no diso de Poinaré de ampos de ve�tores dados na Figura 1, os quais possuem pontos singulares linearmente nulos.Pelo Teorema 5.3.1 temos que os únios ampos de vetores do Teorema
1.0.3 que possuem pontos singulares linearmente nulos são X7 e X23 e, esteponto singular é a origem (0, 0) das artas loais U1 e V1.Pelo Teorema 4.1.1 temos que a origem é uma sela-nó elementar sendo queas duas separatrizes instáveis estão no eixo x e a separatriz estável está ontidaem y < 0 (observe o Teorema 4.1.1).Para que possamos desrever o retrato de fase global de X7 e X23 vamosiniialmente fazer um estudo do retrato de fase loal nos pontos singulareslinearmente nulos.Temos que o ampo de vetores X(x, y) = (x+ by, y2) orresponde a X7 ou
X23 de aordo om b = 1 ou b = 0, respetivamente. Por (3.16) temos que aexpressão de P (X) na arta loal U1 é dada por

(z2
1 − z1z2 − bz2

1z2,−z2
2 − bz1z

2
2). (6.1)Note que a origem é o únio ponto singular in�nito em U1, sendo esse ponto67
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1 − z1z2 − bz2

1z2,−z2
2 − bz1z

2
2) e, fazendo um blow-uppolar obtemos o

(
1

4
r(3cos[t] + cos[3t] − 4((1 + brcos[t]))sen[t]),−cos2[t]sen[t]

)
.Este ampo possui 4 singularidades: (0, 0), (0, π

2
), (0, π) e (0,−π

2
), onde

(0, 0) e (0, π) são selas elementares e para determinarmos o omportamentonas outras duas direções analisaremos o ampo aima e o ampo (z2
1 − z1z2 −

bz2
1z2,−z2

2 − bz1z
2
2).Com essas informações em mãos e fazendo um blow-down obtemos o retratode fase.

Figura 6.1: O retrato de fase loal da origem na arta U1.

Figura 6.2: O retrato de fase global dos ampos X7 e X23.



Capítulo 7
Retrato de Fase Global om In�nitos Pon�tos Crítios

Neste apítulo analisaremos os retratos de fase de ρ(Xi) om i = 1, 2, . . . , 23no diso de Poinaré os quais possuam in�nitos pontos singulares.Antes de partirmos para a lassi�ação dos ampos om in�nitos pontossingulares, vamos a um resultado preliminar que fornee ondições sobre osparâmetros a, b, A,B e C para que oorra in�nitos pontos singulares.Lema 7.0.3. Os ampos de vetores que possuem in�nitos pontos singularessão aqueles que satisfazem a seguinte relação entre os oe�ientes: B−C = 1.DemonstraçãoVimos no Capítulo 4 que podemos ter somente a origem omo singularidadeou uma reta de singularidades passando pela origem.Para que tenhamos in�nitos pontos singulares, neste aso uma reta pas�sando pela origem, é preiso que a primeira expressão do ampo ax+by seja umfator da segunda Ax2 +Bxy+Cy2. Resolvendo a equação Ax2 +Bxy+Cy2 =

(ax+by)(αx+βy) e, oloando α e β em função dos oe�ientes do ampo obte�mos a seguinte relação: Bab = a2C + b2A. Observando que, após o Capítulode Formas Normais, temos a = b = A = 1, segue o resultado.
�69



Retrato de Fase Global om In�nitos Pontos Crítios 70Teorema 7.0.2. O retrato de fase global de ρ(Xi) possuindo in�nitos pontossingulares é topologiamente equivalente a um dos retratos apresentadas naFigura 7.1.DemonstraçãoAnalisaremos iniialmente o ampo X1 om B − C = 1 e suponhamos
C < 0.Temos X1(x, y) = (x+ y, x2 +(1+C)xy+Cy2) = (x+ y, (x+ y)(x+Cy)).Consideremos iniialmente o ampo (1, x+Cy) e depois aresentaremos a esseampo a reta de singularidades x+ y = 0 para obter o ampo original.No ampo (1, x+ Cy) só temos pontos singulares no in�nito, os quais são:
±(0, 1, 0) e ±

(
− C√

C2 + 1
,

1√
C2 + 1

, 0

).

PSfrag replaements
�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 4 �gura 5 �gura 6

�gura 7 �gura 8 �gura 9Figura 7.1: Retratos de fase global dos ampos om in�nitos pontos singulares.



71A �gura 1 orresponde ao ampo X1 om B − C = 1 e C < 0 e, para X3om C = −1.A �gura 2 orresponde ao ampo X1 om B − C = 1 e 0 < C < 1 e, para
X9.A �gura 3 orresponde ao ampo X1 om B − C = 1 e C = 1.A �gura 4 orresponde ao ampo X1 om B − C = 1 e C > 1 e, para X2om C = 1.A �gura 5 orresponde ao ampo X4 om B = 1 e, para X14.A �gura 6 orresponde ao ampo X15.A �gura 7 orresponde ao ampo X20.A �gura 8 orresponde ao ampo X21.A �gura 9 orresponde ao ampo X22.Observe que o ponto( C√

C2 + 1
,− 1√

C2 + 1
, 0

) orresponde ao ponto (C, 0)na arta V1 = {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; y2 > 0}.Utilizando-nos das equações (3.16) e (3.17), da teoria de pontos hiperbóliose do Teorema 2.2.2 obtemos o retrato de fase global para esse ampo.

Figura 7.2: Retratos de fase global do ampo (1, x+ Cy) om C < 0.Inserindo a reta de singularidades x+y = 0 nesse retrato e observando quea direção do ampo será preservado para a região onde x+y > 0 e, invertemosa direção das setas onde x + y < 0, obtemos o retrato que se enontra noteorema.



Retrato de Fase Global om In�nitos Pontos Crítios 72Analisaremos os ampos X9 e X1 om B−C = 1 e suponhamos 0 < C < 1.Temos X9(x, y) = (y, xy+ y2) e X1(x, y) = (x+u, x2 +(1+C)xy+Cy2) =

(x+y, (x+y)(x+Cy)). Consideremos iniialmente o ampo (1, x+Cy) e depoisaresentaremos a esse ampo as retas de singularidades y = 0 ou x + y = 0,para o ampo X9 ou X1, para obter o ampo original.No ampo (1, x+ Cy) só temos pontos singulares no in�nito, os quais são:
±(0, 1, 0) e ±

(
− C√

C2 + 1
,

1√
C2 + 1

, 0

).Temos que o ponto ( C√
C2 + 1

,− 1√
C2 + 1

, 0

) orresponde ao ponto (C, 0)na arta V1 = {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; y2 > 0}.Utilizando-nos novamente das equações (3.16) e (3.17), da teoria de pontoshiperbólios e do Teorema 2.2.3 obtemos o retrato de fase global para esseampo.
PSfrag replaements�gura 1 �gura 2Figura 7.3: Retratos de fase global do ampo (1, x + Cy) om 0 < C < 1 e,dos ampos X9 e X1 om 0 < C < 1, respetivamente.Inserindo as retas de singularidades y = 0 e x+y = 0 na �gura 1, observandoa direção das setas, obtemos o retrato que se enontra no enuniado do teorema.Analisaremos o ampo X1 om B − C = 1 e suponhamos C = 1.Temos X1(x, y) = (x + y, (x + y)2). Consideremos iniialmente o ampo

(1, x + y) e depois aresentaremos a esse ampo a reta de singularidades
x+ y = 0 para obter o ampo original.



73Proedendo analogamente aos ampos anteriores obtemos o retrato
PSfrag replaements�gura 1 �gura 2Figura 7.4: Retratos de fase global do ampo (1, x + y) e, do ampo X1 om

C = 1, respetivamente.Inserindo a reta de singularidades x + y = 0 na �gura 1 e, observando adireção do ampo obtemos o retrato que se enontra no teorema.Analisaremos os ampos X2 om C = 1 e X1 om B−C = 1 e suponhamos
C > 1.Temos X2(x, y) = (x + y, xy + y2) = (x + y, (x + y)y) e
X1(x, y) = (x+ y, (x+ y)(x+ Cy)).Consideremos iniialmente o ampo (1, x + Cy) e depois aresentaremosa esse ampo a reta de singularidades x+ y = 0 para obter o ampo original.Proedendo analogamente aos ampos anteriores obtemos o retrato

PSfrag replaements�gura�guraFigura 7.5: Retratos de fase global do ampo (1, x + Cy) e, dos ampos X1om C > 1 e X2 om C = 1, respetivamente.



Retrato de Fase Global om In�nitos Pontos Crítios 74Inserindo a reta de singularidades x + y = 0 na �gura 1 e observando adireção do ampo sob esta reta obtemos a �gura 2.Analisaremos agora o ampo (1, y) e depois aresentaremos a esse ampoa reta de singularidades x+ y = 0 para obter o ampo X2 om C = 1.Proedendo analogamente aos ampos anteriores obtemos o retrato da�gura 7.5.Se onsiderarmos as retas de singularidades y = 0 ou x = 0 ao invés de
x+ y = 0, obtemos os retratos de fase orrespondentes aos ampos X15 e X22,respetivamente, os quais são ilustrados na Figura 7.6.

PSfrag replaements�gura 1 �gura 2Figura 7.6: Retratos de fase global dos ampos X15 e X22, respetivamente.Analisaremos os ampos X4 om B = 1, X14 e X21.Temos X4(x, y) = (x + y, (x + y)x), om B = 1, X14(x, y) = (y, xy) e
X21(x, y) = (x, x2).Consideremos iniialmente o ampo (1, x) e depois aresentaremos a esseampo as retas de singularidades x+y = 0, y = 0 e x = 0 para obter os amposoriginais.Proedendo analogamente aos ampos anteriores obtemos os retratos dadosna Figura 7.7.Inserindo a reta de singularidades x + y = 0 na �gura 1 e observando adireção do ampo sob esta reta obtemos a �gura 2, que orresponde ao ampo



75

PSfrag replaements�gura 1 �gura 2Figura 7.7: Retratos de fase global dos ampos (1, x) e X4 om B = 1, respe�tivamente.
X4 om B = 1.Inserindo a reta de singularidades y = 0 na �gura 1 da �gura 7.7 e obser�vando a direção do ampo sob esta reta obtemos o retrato que orresponde aoampo X14. Inserindo a reta de singularidades x = 0 retrato e observando adireção do ampo sob esta reta obtemos o retrato que orresponde ao ampo
X21. Na Figura 7.8 exibiremos estes retratos.

PSfrag replaements�gura�guraFigura 7.8: Retratos de fase global dos ampos X14 e X21, respetivamente.Analisemos agora o ampo X20 = (x, x2 + xy).Como �zemos anteriormente, partiremos do ampo (1, x+y) e depois ares�entemos a reta de singularidades x = 0.



Retrato de Fase Global om In�nitos Pontos Crítios 76Identi�ando os pontos singulares in�nitos do ampo e em seguida ana-lisando o omportamento nesses pontos analogamente aos asos anteriores,obtemos o retrato dado a seguir. Em seguida basta onsiderarmos a reta desingularidades x = 0, obtendo assim o retrato de fase global do ampo X20.
PSfrag replaements�gura�guraFigura 7.9: Retratos de fase global dos ampos (1, x + y) e X20, respetiva�mente.Donde onluímos �nalmente a demonstração deste teorema.

�



Capítulo 8
Retratos de Fase Loal om Finitos Pon�tos Crítios

O primeiro passo na araterização de todos retratos de fase dos amposde vetores Xi om i = 1, 2, . . . , 23 do Teorema 1.0.3 é lassi�ar os retratos defase loal de todos os pontos singulares �nitos e in�nitos.Depois do estudo realizado até o momento neessitamos onsiderar somenteos ampos onde ρ(Xi) possui um número �nito de pontos de equilíbrio e ne-nhum deles é linearmente nulo.Já temos alguns resultados nessa direção que nos auxiliarão nesta lassi��ação. O Teorema 4.1.1 nos fornee o retrato de fase loal no únio pontosingular �nito, a origem.O Teorema 5.2.1 ontribui om o retrato de fase loal na origem das ar�tas U2 e V2 e, o Teorema 5.3.1 arateriza o retrato de fase loal em pontossingulares nas artas U1 e V1, quando estes pontos existem.Todos esses resultados itados aima podem ser ondensados no seguinteTeorema:Teorema 8.0.3. O retrato de fase loal de todos os pontos singulares no disode Poinaré é topologiamente equivalente a um dos retratos exibidos nas Fi-guras 8.1 e 8.2. 77



Retratos de Fase Loal om Finitos Pontos Crítios 78DemonstraçãoNos retratos que seguem abaixo traçamos uma reta ligando pontos antipo�dais no in�nito e desenhamos a direção do �uxo ao longo dessas retas. Saber oomportamento do ampo sob essas retas é relevante uma vez que nos propor�iona saber qual a direção do ampo, ou seja, em que direção o �uxo ruza estareta. Para determinarmos essa direção basta avaliarmos o �uxo nos pontos dareta.É impresindível quando tratamos de retratos de fase no diso de Poinarétermos em mente o proedimento da ompati�ação de Poinaré (a partegeométria), pois para determinarmos o omportamento de pontos nas artas
Vi = {y = (y1, y2, y3) ∈ S2; yi < 0} faremos uso da projeção entral, umavez que onheemos apenas a estrutura topológia dos pontos nas artas Ui =

{y = (y1, y2, y3) ∈ S2; yi > 0}.Feito essas observações e onsiderando as informações que temos até omomento, segue o teorema.
�
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�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 4 �gura 5 �gura 6

�gura 7 �gura 8 �gura 9

�gura 10 �gura 11 �gura 12Figura 8.1: Os 12 primeiros retratos de fase loal no diso de Poinaré quepossuem �nitos pontos rítios.
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�gura 13 �gura 14 �gura 15

�gura 16 �gura 17 �gura 18

�gura 19 �gura 20 �gura 21

�gura 22Figura 8.2: Os 10 últimos retratos de fase loal no diso de Poinaré quepossuem �nitos pontos rítios.



Capítulo 9
Retratos de Fase Global no Diso de Poinaréom Finitos Pontos Crítios

Baseados nos retratos de fase loal obtidos no apítulo anterior podemosesboçar os retratos de fase global no diso de Poinaré dos ampos do Teorema
1.0.3 om �nitos pontos singulares sendo que nenhum deles é linearmente nulo.As �guras que se seguem orrespondem as �guras da seção anterior, omos mesmos índies. Exluímos aqui as �guras 4 e 6, as quais serão analisadasposteriormente.De�nição 9.0.1. Uma separatriz de ρ(Xi) é uma órbita que é um pontosingular, ou um ilo limite ou uma trajetória que perorre a fronteira de umsetor hiperbólio até um ponto singular.Observação 9.0.1. Os ampos de vetores em questão (aqueles da forma (ax+

by, Ax2 +Bxy + Cy2)) não possuem ilos limites.Com efeito, isso segue do fato de que se um ampo de vetores polinomialquadrátio têm um ilo limite, temos que em seu interior existe um únioponto singular, o qual deverá ser um foo. Este resultado enontra-se em [12℄.Através do estudo anterior das singularidades, sabemos que nossos ampos
Xi não têm foo, segue daí que não podemos ter ilos limites.81



Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré om Finitos Pontos Crítios 82Em [13℄ Neumann provou que o onjunto formado por todas as separatrizesde ρ(Xi), denotado por S(ρ(Xi)), é fehado.De�nição 9.0.2. As omponentes onexas abertas de S2\S(ρ(Xi)) sãohamadas regiões an�nias de ρ(Xi).De�nição 9.0.3. De�nimos on�guração de separatriz omo a união de
S(ρ(Xi)) om uma solução representativa esolhida para ada região an�nia.Duas on�gurações de separatriz S1 e S2 são topologiamente equiva-lentes se existe um homeomor�smo preservando a orientação que leva tra�jetórias de S1 em trajetórias de S2.Teorema 9.0.4. (Neumann) Suponhamos que P (X) e P (Y ) são �uxos on�tínuos em S2 om ponto singulares isolados. Temos que P (X) e P (Y ) sãotopologiamente equivalentes se, e somente se, suas on�gurações de separatrizsão topologiamente equivalentes.O Teorema 9.0.4 nos diz que para obtermos o retrato de fase global dos am�pos de vetores ρ(Xi) desritas no Teorema 8.0.3 essenialmente neessitaremostomar o α− e o ω−limite de todas as separatrizes de ρ(Xi).Baseados nos retratos de fase loal obtidos no apítulo anterior e, on�siderando a direção do �uxo ao longo das retas que ligam pontos singulares noin�nito temos que ada um dos retratos de fase loal nos fornee um retratode fase global, exeto as �guras 4 e 6, as quais nos forneem mais 3 possíveisretratos ada uma.Daí os retratos de fase global dos ampos são dados nas Figuras 9.1 e 9.2.As �guras 4 e 6 dos retratos de fase loal nos forneem os seguintes retratosde fase global, sendo que as �guras 1, 2 e 3 orrespondem a �gura 4 e 5, 6 e 7orrespondem a �gura 6. Veja Figura 9.3.
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�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 5 �gura 7 �gura 8

�gura 9 �gura 10 �gura 11

�gura 12 �gura 13 �gura 14Figura 9.1: Retratos de fase global no diso de Poinaré. Não onsideramosaqui as �guras 4 e 6 do teorema referente aos retratos de fase loal.Os retratos de fase das �guras 1 e 3 que se enontram na Figura 9.3 sãoprovenientes, por exemplo, dos sistemas (x + y, x2 − xy + y2

4
) e (x + y, x2 −

10xy + 25y2), respetivamente, isto é, para B = −1 e B = −10. Daí temospor ontinuidade do parâmetro que existe B ∈ (−10,−1) tal que o sistema(
x+ y, x2 +Bxy +

B2

4
y2

) nos forneerá o retrato da �gura 2.Os retratos de fase das �guras 4 e 6 que se enontram na Figura 9.3 sãoprovenientes, por exemplo, dos sistemas (x+ y, x2 −xy+ 0.24
4
y2) e (x+ y, x2 −

10xy + 24y2), respetivamente. Daí temos por ontinuidade do parâmetro o
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�gura 15 �gura 16 �gura 17

�gura 18 �gura 19 �gura 20

�gura 21 �gura 22Figura 9.2: Os 8 seguintes retratos de fase global no diso de Poinaré.retrato da �gura 5 também será proveniente de um sistema, isto é, este retratoserá realizado.
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�gura�gura�gura�gura�gura�guraFigura 9.3: Os 6 retratos de fase global que vem dos retratos de fase loal das�guras 4 e 6.





Capítulo 10
Demonstração do Teorema 0.0.1

No apítulo 6 obtemos um únio retrato de fase global para o ampo devetores semi-homogêneo de graus 1 e 2 possuindo algum ponto singular linear�mente nulo, veja �gura 6.2.No apítulo 7 obtemos 9 retratos de fase para os ampos de vetores semi�-homogêneos de graus 1 e 2, possuindo in�nitos pontos singulares, veja �gura
7.1.Como os retratos de fase das �guras 1 e 4 (respetivamente �gura 2), quese enontram na �gura 7.1, são topologiamente equivalentes sob um homeo�mor�smo que preserva, (respetivamente reverte) o sentido das órbitas, e osretratos das �guras 7 e 9 são topologiamente equivalentes, obtemos daí que 6dos 9 retratos de fase da �gura 7.1 estão em diferentes lasses de equivalêniatopológia.No apítulo 9 obtemos 26 retratos de fase para os ampos de vetores semi�-homogêneos de graus 1 e 2 possuindo �nitos pontos singulares, onde nenhumdeles é linearmente nulo. Observe que os retratos de fase das �guras 13 da�gura 9.1, 3 da �gura 9.3 e 6 da �gura 9.3, são topologiamente equivalentesaos retratos de fase das �guras 11, da �gura 9.1, 2 da �gura 9.1 e 8, da �gura
9.1 respetivamente, o que resulta somente 23 lasses diferentes de retratos de87



Demonstração do Teorema 0.0.1 88fase nas �guras 9.1, 9.2 e 9.3.Logo, temos 1 + 6 + 23 = 30 diferentes retratos de fase para os ampos devetores semi-homogêneos de graus 1 e 2, sendo que todos esses são provenientesde algum sistema, isto é, são realizáveis.Donde onluímos, �nalmente a demonstração do Teorema 0.0.1, prinipalobjetivo desta parte do trabalho.
�



Parte IIEstudo da Família X(x, y) =

(x2− 1, a+ bx+ cy+ dx2 + exy+ fy2).
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Capítulo 11
Formas NormaisVamos utilizar a teoria de Formas Normais para estudar a seguinte família deampos de vetores

X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2). (11.1)O proedimento para entendermos a estrutura dessa família será o mesmoque apliamos no estudo da família
X(x, y) = (ax+ by, Ax2 +Bxy + Cy2).Teorema 11.0.5. Seja X(x, y) um ampo de vetores da forma (x2 − 1, a +

bx + cy + dx2 + exy + fy2), temos que seu retrato de fase é topologiamenteequivalente a um dos retratos de fase das seguintes famílias de ampos:1. X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + y2);2. X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy);3. X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + x2 + exy);4. X(x, y) = (x2 − 1, a+ x+ cy + exy);5. X(x, y) = (x2 − 1, cy + exy).Demonstração Consideremos a seguinte mudança linear de variáveis:91
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x = αx

y = βy

t = γt

(11.2)O que nos remete ao seguinte ampo
X(x, y) =

(
1

αγ
x2 − α

γ
,
β

γ
a+

bβ

αγ
x+

c

γ
y +

dβ

γα2
x2 +

e

αγ
x y +

f

βγ
y2

)
.Vamos impor as seguintes ondições: αγ = 1 e α

γ
= 1, isto é, α = γ = 1.Assim, temos liberdade somente sobre o parâmetro β, isto é, podemos utilizarsomente o parâmetro β para simpli�ar a expressão do ampo original. Dondesurge os seguintes asos:1. f 6= 0;2. f = d = b = 0 e a 6= 0;3. f = 0 e d 6= 0;4. f = d = 0 e b 6= 0;5. f = d = b = a = 0.Donde segue o teorema.

�Nos apítulos 12, 13, 14, 15 e 16 vamos realizar o estudo dos ítens 1., 2., 3., 4.e 5., respetivamente.



Capítulo 12
Estudo da FamíliaX(x, y) = (x2−1, a+

bx + cy + dx2 + exy + y2).

Neste apítulo vamos expor todos os possíveis retratos de fase global nodiso de Poinaré da família
X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + y2), (12.1)onheendo assim, toda a estrutura topológia da mesma.12.1 Singularidades na Parte Finita do CampoVamos partir para o estudo das singularidades na parte �nita do ampo.Sejam,

∆+ = (c+ e)2 − 4(a+ b+ d), (12.2)
∆− = (c− e)2 − 4(a− b+ d), (12.3)Temos as seguintes singularidades:93
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(

1,
−(c + e) +

√
∆+

2

)
,

(
1,

−(c + e) −√
∆+

2

)
,

(
−1,

−(c− e) +
√

∆−
2

) e
(
−1,

−(c− e) −√
∆−

2

)
, aso ∆+ > 0 e ∆− > 0.Se ∆+ = 0 e ∆− > 0 temos as seguintes singularidades

(
−1,

−(c− e) +
√

∆−
2

)
,

(
−1,

−(c− e) −√
∆−

2

) e (1,
−(c + e)

2

)
.Se ∆+ < 0 e ∆− > 0 temos as seguintes singularidades

(
−1,

−(c− e) +
√

∆−
2

) e (−1,
−(c− e) −√

∆−
2

)
.Se ∆+ > 0 e ∆− = 0 temos as seguintes singularidades

(
1,

−(c + e) +
√

∆+

2

)
,

(
1,

−(c + e) −√
∆+

2

) e (−1,
−(c− e)

2

).Se ∆+ = 0 e ∆− = 0 temos duas singularidades
(

1,
−(c + e)

2

) e (−1,
−(c− e)

2

).Se ∆+ < 0 e ∆− = 0 temos a singularidade
(
−1,

−(c− e)

2

).Se ∆+ > 0 e ∆− < 0 temos as seguintes singularidades
(

1,
−(c + e) +

√
∆+

2

) e (1,
−(c + e) −√

∆+

2

)
.Se ∆+ = 0 e ∆− < 0 temos a singularidade

(
1,

−(c + e)

2

)
.No aso onde ∆+ < 0 e ∆− < 0 não temos singularidades na parte �nitado ampo.



12.1 Singularidades na Parte Finita do Campo 95Resumindo, temos os seguintes asos a serem analisados:1. ∆+ > 0,∆− > 0;2. ∆+ = 0,∆− > 0;3. ∆+ < 0,∆− > 0;4. ∆+ > 0,∆− = 0;5. ∆+ = 0,∆− = 0;6. ∆+ < 0,∆− = 0;7. ∆+ > 0,∆− < 0;8. ∆+ = 0,∆− < 0 e9. ∆+ < 0,∆− < 0.Vamos analisar a estrutura topológia das singularidades, na parte �nitado ampo em ada um dos asos. A matriz Jaobiana do ampo em questão édada a seguir
J(x, y) =




2x 0

b+ 2dx+ ey c+ ey + 2y



 . (12.4)Considere os pontos
(

1,
−(c + e) +

√
∆+

2

)
= z+

1 ,

(
1,

−(c + e) −√
∆+

2

)
= z+

2 ,

(
−1,

−(c− e) +
√

∆−
2

)
= z−1 ,

(
−1,

−(c− e) −√
∆−

2

)
= z−2 ,

(
1,

−(c + e)

2

)
= n+ e (−1,

−(c− e)

2

)
= n−.



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2). 96Com intuito de ompreendermos a estrutura topológia em ada uma dassingularidades vamos avaliar ada uma delas na matriz Jaobiana, obtendoassim os seguintes resultados: z+
1 é um repulsor, z+

2 é uma sela, tendo omovariedade estável o eixo y, z−1 é uma sela, tendo omo variedade instável o eixo
y e z−2 é um atrator.Os pontos n+ e n− não são hiperbólios e sua análise preisa de um uidadomaior.Temos que as expressões da matriz Jaobiana avaliada nos pontos n+ e n−são

[
2 0

b+ 2d− 1

2
e(c+ e) 0

]e
[

−2 0

b− 2d+ 1

2
e(−c + e) 0

]
,respetivamente.Para entendermos o omportamento do ampo na vizinhança do ponto n+vamos transladá-lo para a origem do ampo. Considere a seguinte mudançade oordenadas,






u = x− 1

v = y +
c+ e

2obtemos assim um novo ampo:
X(u, v) =

(
u2 + 2u,

(
b+ 2d+

ce

2
− e2

2

)
u+ euv + du2 + v2

)
.Daí oloando u = 0 temos X(0, v) = (0, v2), donde onluímos que oretrato de fase loal da singularidade é dado na �gura a seguir.Proedendo analogamente om a singularidade n− onluímos que esta sin�gularidade possui o seguinte retrato de fase loal:
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Figura 12.1: Retratos de fase loal das singularidades n− e n+, respetiva�mente.Todos esses resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:Teorema 12.1.1. Seja a família de ampos X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy +

dx2 + exy + y2), temos que(a) Os pontos z+
1 é um repulsor e z+

2 é uma sela tendo omo variedade estávelo eixo y se ∆+ > 0;(b) Os pontos z−1 é uma sela, tendo omo variedade instável o eixo y e z−2 éum atrator se ∆− > 0;() O ponto n+ é uma sela-nó elementar om dois setores hiperbólios se
∆+ = 0. Esta sela-nó tem omo separatriz estável a semi-reta x = 1 om
y <

−(c+ e)

2
e a separatriz instável tangente a reta

y =
1

2

[
b+ 2d− e

2
(c + e)

]
x;(d) O ponto n− é uma sela-nó elementar om dois setores hiperbólios se

∆− = 0. Esta sela-nó tem omo separatriz instável a semi-reta x = −1om y >
−(c− e)

2
e a separatriz estável tangente a reta

y =
1

2

[
b− 2d− e

2
(c− e)

]
x;(e) O ampo não possui singularidades na parte �nita se ∆+ < 0 e ∆− < 0.



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2). 98Demonstração A demonstração deste resultado segue das a�rmaçõesanteriores.
�12.2 Singularidades na Parte In�nita do CampoEstamos estudando o seguinte ampo de vetores X(x, y) = (x2 − 1, a +

bx + cy + dx2 + exy + y2) = (P (x, y), Q(x, y)). Estamos interessados agoraem entendermos a dinâmia próximo das singularidades na parte in�nita doampo. Vamos realizar um estudo nas artas U1, V1, U2 e V2.Gostaríamos de hamar a atenção neste ponto para o fato de que o ampoque estamos trabalhando não é homogêneo, o que faz neessário estudarmos aexpressão do ampo nas 4 artas.Seja
∆U = (e− 1)2 − 4d. (12.5)Vamos onsiderar agora a arta U1 do ampo ompati�ado. Temos oseguinte resultadoTeorema 12.2.1. Considere o ampo X(x, y) = (x2 − 1, a + bx+ cy + dx2 +

exy + y2), na arta U1 temos os seguintes resultados(a) O ampo X(x, y) possui as singularidades (−(e− 1) +
√

∆U

2
, 0

) e
(−(e− 1) −

√
∆U

2
, 0

), se ∆U > 0. Sendo uma sela e um atrator, respe�tivamente. Além disso, a sela possui o eixo y omo variedade instável;(b) O ampo possui a singularidade (−(e− 1)

2
, 0

) se ∆U = 0. A qual seráuma sela-nó elementar om dois setores hiperbólios, tendo omo varie-dade instável a semi-reta formada pelo eixo y om y >
−(e− 1)

2
e avariedade estável tangente a reta x = −

[
b− c

2
(e− 1)

]
y;



12.2 Singularidades na Parte In�nita do Campo 99() Não possui singularidades se ∆U < 0.Demonstração A expressão do ampo ompati�ado na arta U1 é dadaa seguir





ẏ = az2 + bz + cyz + d+ ey + y2 − y + yz2

ż = −z + z3

(12.6)As singularidades são (−(e− 1) +
√

∆U

2
, 0

) e (−(e− 1) −
√

∆U

2
, 0

), se
∆U > 0.Se ∆U = 0 temos uma únia singularidade (−(e− 1)

2
, 0

) e, se ∆U < 0não temos singularidades.Vamos agora analisar a estrutura topológia das singularidades. Calulandoa matriz Jaobiana e avaliando nas singularidades onluímos que(−(e− 1) +
√

∆U

2
, 0

) é uma sela, tendo omo variedade instável o eixo y,
(−(e− 1) −

√
∆U

2
, 0

) é um atrator e, a singularidade (−(e− 1)

2
, 0

) é nãohiperbólia, om a seguinte representação matriial




0 b− c

2
(e− 1)

0 −1



 .Neste aso neessitaremos de uma outra estratégia para obtermos infor�mações aera da dinâmia em sua vizinhança.Contudo se avaliarmos o ampo nos pontos do tipo (y, 0) obtemos





ẏ = d+ ey + y2 − y

ż = 0No aso onde ∆U = 0 temos que d =

(
e− 1

2

)2. Fazendo ẏ = 0 obtemos aequação y2 + (e− 1)y +
(e− 1)2

4
= 0, isto é, y = −(e− 1)

2
. Donde segue que
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ẏ ≥ 0. O retrato de fase loal será exibido a seguir.PSfrag replaements
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z

Figura 12.2: Retrato de fase loal da singularidade na arta U1.
�Consideremos a arta V1. Temos o resultadoTeorema 12.2.2. Seja X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2), naarta V1 temos os seguintes resultados(a) O ampo X(x, y) possui as singularidades (−(1 − e) +

√
∆U

2
, 0

) e
(−(1 − e) −

√
∆U

2
, 0

), se ∆U > 0. Sendo um repulsor e uma sela,respetivamente. Além disso, a sela possui o eixo y omo variedade es�tável;(b) O ampo possui a singularidade (−(1 − e)

2
, 0

) se ∆U = 0. A qual éuma sela-nó elementar om dois setores hiperbólios, tendo omo varie-dade estável a semi-reta formada pelo eixo y om y <
−(1 − e)

2
e avariedade instável tangente a reta x = −

[
b− c

2
(e− 1)

]
y;() Não possui singularidades se ∆U < 0.Demonstração Na arta V1 temos a seguinte expressão do ampo om�pati�ado:
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ẏ = az2 − bz + cyz + d− ey + y2 + y − yz2

ż = z − z3

(12.7)As singularidades são (−(1 − e) +
√

∆U

2
, 0

) e (−(1 − e) −
√

∆U

2
, 0

), se
∆U > 0.Se ∆U = 0 temos uma únia singularidade (−(1 − e)

2
, 0

) e, se ∆U < 0não temos singularidades.Objetivamos estudar agora a estrutura topológia das singularidades. Cal�ulando a matriz Jaobiana e avaliando nas singularidades onluímos que(−(1 − e) +
√

∆U

2
, 0

) é um repulsor, (−(1 − e) −
√

∆U

2
, 0

) é uma sela, tendoomo variedade estável o eixo y e, a singularidade (−(1 − e)

2
, 0

) é não hiper�bólia, om a seguinte representação matriial




0 −b+
c

2
(e− 1)

0 1



 .Neste aso neessitaremos de uma outra estratégia para obtermos infor�mações aera da dinâmia em sua vizinhança.Contudo se avaliarmos o ampo nos pontos do tipo (y, 0) obtemos





ẏ = d+ ey + y2 − y

ż = 0No aso onde ∆U = 0 temos que d =

(
e− 1

2

)2. Fazendo ẏ = 0 obtemos aequação y2 + (1 − e)y +
(e− 1)2

4
= 0, isto é, y = −(1 − e)

2
. Donde segue que

ẏ ≥ 0. O retrato de fase loal será exibido a seguir.
�
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Figura 12.3: Retrato de fase loal da singularidade na arta V1.Teorema 12.2.3. Considere o ampo X(x, y) = (x2 − 1, a + bx+ cy + dx2 +

exy + y2). Temos os seguintes resultados aera da arta U2 e V2(a) A origem da arta U2 é um atrator;(b) A origem da arta V2 é um repulsor;Demonstração Na arta U2 temos o seguinte ampo ompati�ado:





ẋ = x2 − z2 − axz2 − bx2z − cxz − dx3 − ex2 − x

ż = −az3 − bxz2 − cz2 − dx2z − exz − z

(12.8)Nesta arta onsideremos somente a singularidade que se enontra na origem.Calulando a matriz Jaobiana e avaliando na origem, obtemos a seguintematriz:
[
−1 0

0 −1

]

,donde onluímos que a origem é um atrator.Finalmente, na arta V2 obtemos a seguinte expressão para o ampo om�pati�ado:





ẋ = x2 − z2 + axz2 + bx2z − cxz + dx3 − ex2 + x

ż = az3 + bxz2 − cz2 + dx2z − exz + z

(12.9)



12.3 Retratos de Fase Loal no Diso de Poinaré 103Nesta arta, omo na arta U2, onsideremos somente a singularidade quese enontra na origem.Analogamente ao realizado na arta anterior, vamos alular a matriz Ja�obiana e avaliar na origem, obtendo assim a seguinte matriz:
[

1 0

0 1

]
,donde onluímos que a origem é um repulsor.

�Vamos expliitar agora a estrutura topológia em uma vizinhança da sin�gularidade na parte �nita e in�nita do ampo. Observe que na parte �nita doampo, temos a seguinte relação entre as singularidades
−(c + e) +

√
(c+ e)2 − 4(a+ b+ d) > −(c+ e) −

√
(c+ e)2 − 4(a+ b+ d)e

−(c− e) +
√

(c− e)2 − 4(a− b+ d) > −(c− e) −
√

(c− e)2 − 4(a− b+ d).12.3 Retratos de Fase Loal no Diso de PoinaréNesta seção nos dediaremos a agrupar as informações obtidas até o mo�mento, esboçando os retratos de fase loal no diso de Poinaré. Com isso,aglutinaremos todas as informações que obtivemos nas seções anteriores navizinhança da singularidade.Observe que nas seções anteriores, onde analisamos a estrutura das singu�laridades na parte �nita e in�nita tivemos que onsiderar os asos onde ∆+,∆−e ∆U eram positivos, negativos e nulos. Donde surgem 27 asos a serem on�siderados.1. ∆+ > 0,∆− > 0 e ∆U > 0;
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Figura 12.4: Retratos de fase loal das singularidades z−1 , z−2 , z+
1 e z+

2 , respe�tivamente.2. ∆+ > 0,∆− > 0 e ∆U = 0;3. ∆+ > 0,∆− > 0 e ∆U < 0;4. ∆+ > 0,∆− = 0 e ∆U > 0;5. ∆+ > 0,∆− = 0 e ∆U = 0;6. ∆+ > 0,∆− = 0 e ∆U < 0;7. ∆+ > 0,∆− < 0 e ∆U > 0;8. ∆+ > 0,∆− < 0 e ∆U = 0;9. ∆+ > 0,∆− < 0 e ∆U < 0;10. ∆+ = 0,∆− > 0 e ∆U > 0;11. ∆+ = 0,∆− > 0 e ∆U = 0;12. ∆+ = 0,∆− > 0 e ∆U < 0;13. ∆+ = 0,∆− = 0 e ∆U > 0;14. ∆+ = 0,∆− = 0 e ∆U = 0;15. ∆+ = 0,∆− = 0 e ∆U < 0;



12.3 Retratos de Fase Loal no Diso de Poinaré 10516. ∆+ = 0,∆− < 0 e ∆U > 0;17. ∆+ = 0,∆− < 0 e ∆U = 0;18. ∆+ = 0,∆− < 0 e ∆U < 0;19. ∆+ < 0,∆− > 0 e ∆U > 0;20. ∆+ < 0,∆− > 0 e ∆U = 0;21. ∆+ < 0,∆− > 0 e ∆U < 0;22. ∆+ < 0,∆− = 0 e ∆U > 0;23. ∆+ < 0,∆− = 0 e ∆U = 0;24. ∆+ < 0,∆− = 0 e ∆U < 0;25. ∆+ < 0,∆− < 0 e ∆U > 0;26. ∆+ < 0,∆− < 0 e ∆U = 0;27. ∆+ < 0,∆− < 0 e ∆U < 0.Como estamos tratando de uma família a 5 parâmetros, temos que asondições aima determinam partições no IR5. Vamos veri�ar que essas par�tições não são vazias, para isso vamos exibir para ada aso um ponto que estana região.No aso 1. temos o ponto (a, b, c, d, e) = (−1, 0, 3,−4, 0), no aso 2. temos oponto (−1, 0, 2, 0, 1), no aso 3. temos o ponto (−2, 0, 4, 1, 1), no aso 4. temoso ponto (0,−1, 2, 0, 0), no aso 5. temos o ponto (0,−1, 3, 0, 1), no aso 6. temoso ponto (0, 0, 3, 1, 1), no aso 7. temos o ponto (0,−2,−1, 0, 0), no aso 8. temoso ponto (0,−1, 2, 0, 1), no aso 9. temos o ponto (−1,−1, 0, 1, 0), no aso 10.temos o ponto (−1, 1, 0, 0, 0), no aso 11. temos o ponto (0, 0,−1, 0, 1), no aso
12. temos o ponto (−1, 0.25, 0, 1, 1), no aso 13. temos o ponto (1, 0, 2, 0, 0), noaso 14. temos o ponto (0, 0, 1, 0.25, 0), no aso 15. temos o ponto (−0.75, 0, 0, 1, 1),no aso 16. temos o ponto (1,−1, 0, 0, 0), no aso 17. temos o ponto
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(1,−1,−1, 0, 1), no aso 18. temos o ponto (0,−1, 0, 1, 0), no aso 19. temos oponto (0, 1, 0, 0, 0), no aso 20. temos o ponto (0, 2, 0, 0, 1), no aso 21. temos oponto (0, 1, 1, 1, 0), no aso 22. temos o ponto (1, 1, 0, 0, 0), no aso 23. temos oponto (1, 0.75, 0, 0, 1), no aso 24. temos o ponto (0, 1, 1, 1, 1), no aso 25. temoso ponto (1, 0, 0, 0, 0), no aso 26. temos o ponto (12,−5, 1, 0, 1) e, �nalmenteno aso 27. temos o ponto (0, 0, 1, 1, 0).Teorema 12.3.1. O retrato de fase loal no diso de Poinaré do ampo
X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2) é topologiamente equiva�lente a um dos retratos listados a seguir.

PSfrag replaements
�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 4 �gura 5 �gura 6

�gura 7 �gura 8 �gura 9Figura 12.5: Os 9 primeiros retratos de fase loal no diso de Poinaré.
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�gura 10 �gura 11 �gura 12

�gura 13 �gura 14 �gura 15

�gura 16 �gura 17 �gura 18Figura 12.6: Os 9 seguintes retratos de fase loal no diso de Poinaré.



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2). 108

PSfrag replaements

�gura 19 �gura 20 �gura 21

�gura 22 �gura 23 �gura 24

�gura 25 �gura 26 �gura 27Figura 12.7: Os 9 últimos retratos de fase loal no diso de Poinaré.A demonstração segue da observação dos resultados obtidos no teorema
12.1.1 e na seção 12.2.

�12.4 Retratos de Fase Global no Diso de PoinaréNesta seção almejamos expliitar os retratos de fase global no diso de



12.4 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 109Poinaré. Contudo, quando observamos os retratos de fase loal temos que,em alguns asos, podem existir mais de uma possibilidade de ompletar oretrato.Para deidirmos aera dessa possibilidade, vamos utilizar a seguinte idéia,a qual possui um grande apelo geométrio: onsidere a reta que une duassingularidades e alule o produto esalar entre o vetor normal desta retaom o ampo restrito a reta. Note que se o produto esalar for negativo,respetivamente positivo, temos que o ângulo entre o vetor normal e o amporestrito a reta é maior que 90◦, respetivamente menor que 90◦.Como a direção do vetor normal é onheida, poderemos deidir daí qual éa direção do �uxo e, om isso deidirmos sobre a possível existênia, ou não,de um determinado aso.Vamos dividir esta análise em três asos: nas artas U1 e V1, na partein�nita do ampo e, por último na parte �nita do ampo.Vamos tratar iniialmente do aso referente a arta V1.Sejam (r, 0) a singularidade que se enontra na arta V1 e (u, v) a singu�laridade que se enontra na parte �nita do ampo. Temos que a reta que uneestes dois pontos é dada por
Σ := {(x, y); y = −rx+ v + ru}. (12.10)A qual possui o seguinte vetor normal −→n = (r, 1). Calulando o produtointerno deste vetor om o ampo restrito a esta reta, obtemos

〈−→n ,X|Σ〉 = a− r + c(v + r(u− x)) + (v + r(u− x))2+

+bx+ e(v + r(u− x))x+ dx2 + rx2.

(12.11)Agora temos que substituir as oordenadas das singularidades e avaliar osinal da expressão aima para obtermos uma resposta sobre a direção do �uxo.Neessitamos onsiderar aqui os seguintes asos: 1., 2., 4., 5., 10., 11., 13.,
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14., 20., 22. e 23.. Vamos detalhar um desses asos, por exemplo o aso 23..Substituindo as oordenadas da singularidade, obtemos a seguinte expressãopara (12.11):
〈−→n ,X|Σ〉 =

1

4

[
(3 + 4a− c2 − 2e) + 2(1 + 2b− ce)x+ (4d− (1 − e)2)x2

]
.Observe que o termo de x2 é 4d− (1− e)2 = ∆U , o qual é nulo neste aso.O termo de x é 2(1+2b−ce) = 2− 1

2
∆+ > 0 e, oloando x = −1 na expressão

(12.11), temos 〈−→n ,X|Σ〉|{x=−1} = −1

4
∆−, o qual é nulo neste aso. Dondeonluímos que 〈−→n ,X|Σ〉 < 0 para todo x < −1. Portanto a direção do amposob esta reta é sempre para baixo.A análise é análoga aos demais asos, om exeção do aso 19., o qual pre�isamos uma maior atenção om relação as singularidades que tomamos. Nesteaso, onsideramos a singularidade (−(1 − e) −

√
∆U

2
, 0

) na parte in�nita doampo e a singularidade (−1,
−(c− e) +

√
∆−

2

) na parte �nita do ampo.Daí obtemos a seguinte expressão para (12.11):
〈−→n ,X|Σ〉 =

1

2
[(2b− 4d+ (2 +

√
∆−)(1 +

√
∆U ) + e(−2 − c+ e))

+(2b− 4d+ (2 +
√

∆−)(1 +
√

∆U) + e(−2 − c+ e))x].Temos laramente que 〈−→n ,X|Σ〉|{x=−1} = 0. Vamos analisar agora o oe��iente de x. Agrupando os termos de maneira onveniente, obtemos
1

2

(
∆U − 1

4
∆+ +

1

4
∆− + 1 + 2

√
∆U +

√
∆− +

√
∆−
√

∆U

)
,omo neste aso ∆+ < 0,∆− > 0 e ∆U > 0, obtemos que 〈−→n ,X|Σ〉 < 0 paratodo x < −1. Logo, a direção do �uxo ao longo deste reta é sempre para baixo.



12.4 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 111Com isso onheemos totalmente a dinâmia nesta região do diso de Poinaré.Proedendo analogamente no aso onde a singularidade se enontra na arta
V1, obtemos a seguinte expressão para o produto interno onde a singularidadese enontra na arta U1

〈−→n ,X|Σ〉 = a+ r + c(v + r(−u+ x)) + (v + r(−u+ x))2+

+bx+ e(v + r(−u+ x))x+ dx2 − rx2.

(12.12)Como realizamos anteriormente, vamos substituir as oordenadas das sin�gularidades e avaliar o sinal da expressão aima para desobrirmos a direçãodo �uxo.Vamos onsiderar aqui os seguintes asos: 1., 2., 4., 5., 7., 8., 10., 11., 13.,

14., 16. e 17.. Vamos explorar um desses asos, por exemplo o aso 16.. Subs-tituindo as oordenadas da singularidade, obtemos a seguinte expressão para
(12.12):

〈−→n ,X|Σ〉 =

[
a− c2

4
− d−

√
∆U +

1

4
(e− 2)2

]
+

+

[
−1 + b+ 2d+

√
∆U + e− 1

2
e(c + e)

]
x.Note que o termo de x, após uma reordenação é 1

4
(∆−−∆+)−(

√
∆U−1)2, oqual é negativo, pois neste aso temos ∆− < 0,∆U > 0 e ∆+ = 0. E, avaliandoa expressão (12.12) em x = 1, obtemos 〈−→n ,X|Σ〉|{x=1} = −2∆+, o qual é nuloneste aso. Donde onluímos que 〈−→n ,X|Σ〉 < 0 para todo x > 1. Portanto adireção do ampo sob esta reta é sempre para baixo.A análise será idêntia para os demais asos, om exeção do aso 7., parao qual dediaremos uma atenção maior om relação as singularidades quetomamos e, om relação as ontas para desobrirmos qual a direção do ampo



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2). 112ao longo da reta. Neste aso, onsideramos a singularidade(−(e− 1) −
√

∆U

2
, 0

)na parte in�nita do ampo e a singularidade (1,
−(c + e) +

√
∆+

2

) na parte�nita do ampo.Daí obtemos a seguinte expressão para (12.12):
〈−→n ,X|Σ〉 = α + βx =

1

2
[(−2b− 4d+ (−2 +

√
∆+)(−1 +

√
∆U)

+e(−2 + c+ e)) − (−2b− 4d+ (−2 +
√

∆+)(−1 +
√

∆U)

+e(−2 + c+ e))x].Temos laramente que 〈−→n ,X|Σ〉|{x=1} = 0. Vamos analisar agora o oe��iente β de x. Agrupando os termos de maneira onveniente, obtemos
β = −1

2

[

(
√

∆U − 1)2 +

(√
∆+

2
− 1

)2

− 1 − 1

4
∆− +

√
∆+

√
∆U

]

. (12.13)Para podermos onluir que a direção do �uxo ao longo da reta é para baixo,gostaríamos que β fosse negativo para todo x > 1. Faremos a demonstraçãopor absurdo. Suponhamos, que β seja positivo.Resolvendo a equação β = ξ em função de ∆−, obtemos que
∆− = 8ξ + (−2 +

√
∆+ + 2

√
∆U)2.Como estamos supondo que β > 0, temos que ξ > 0, donde segue que ∆− > 0.O que ontradiz a hipótese, pois nesse aso temos ∆− < 0. Donde segue que

β é sempre negativo para todo x > 1.Para o aso onde as duas singularidades estão na parte �nita do ampo oproesso também será análogo, om a seguinte alteração: vamos onsiderar as



12.4 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 113seguintes oordenadas das singularidades (−1, v) e (1, z). Daí temos a seguinteexpressão para o produto interno:
〈−→n ,X|Σ〉 =

1

2
[4a+ v2(−1 + x)2 + 4x(b+ dx)

+2(1 + x)(1 + c+ (−1 + e)x)z + (1 + x)2z2

−2v(−1 + x)(−1 + c+ z + x(−1 + e+ z))].

(12.14)
Analogamente ao proesso anterior, vamos substituir as oordenadas dassingularidades e avaliar o sinal da expressão aima para desobrirmos a direçãodo �uxo.Vamos onsiderar aqui os seguintes asos: 1., 2., 3., 4., 5., 6., 10., 11., 12., 13., 14.e 15.. Detalharemos um desses asos, por exemplo o aso 12., visto que os de�mais são análogos. Substituindo as oordenadas da singularidade, obtemos aseguinte expressão para (12.14):

〈−→n ,X|Σ〉 = α + βx+ γx2 =
1

8
[(12a+ 4b− 3c2 − 4d+ 4

√
∆− − 8e− 2ce + e2)

−(−8a− 8b+ 2c2 − 8d+ 4ce+ 2e2)x

−(4a− 4b− c2 − 12d+ 4
√

∆− − 8e+ 2ce+ 3e2)x2].Gostaríamos que 〈−→n ,X|Σ〉 < 0 para todo x ∈ (−1, 1). Reesrevendo otermo γ, obtemos γ = −4∆U + (
√

∆− − 2)2, o qual é positivo, pois nesteaso temos ∆U < 0. Avaliando a expressão (12.14) em x = ±1, temos que
〈−→n ,X|Σ〉|{x=±1} = 0.Donde onluímos que 〈−→n ,X|Σ〉 < 0 para todo x ∈ (−1, 1). Portanto adireção do ampo sob esta reta é sempre para baixo.A análise é análoga para os demais asos, om exeção do aso 3., para



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + dx2 + exy + y2). 114o qual dispensaremos uma atenção maior om relação as singularidades quetomamos e, om relação as ontas para desobrirmos qual a direção do ampoao longo da reta.Vamos onsiderar as singularidades (
1,

−(c+ e) +
√

∆+

2

) e
(
−1,

−(c− e) −√
∆−

2

) na parte �nita do ampo.Daí obtemos a seguinte expressão para (12.14):
〈−→n ,X|Σ〉 = α + βx2 =

=
1

4
[
(
4a− c2 − 4d+ 2

√
∆− + (−4 + e)e+ 2

√
∆+ −

√
∆−
√

∆+

)

+
(
−4a + c2 + 4d− 2

√
∆− − (−4 + e)e− 2

√
∆+ +

√
∆−

√
∆+

)
x2].Temos que 〈−→n ,X|Σ〉|{x=±1} = 0. Vamos analisar agora o oe�iente β de

x2. Agrupando os termos de maneira onveniente, obtemos
β =

1

4
[−2∆U − 2 +

(√
∆−√
2

−
√

2

)2

+

(√
∆+√
2

−
√

2

)2

+
√

∆−
√

∆+].

(12.15)Para onluirmos que a direção do �uxo ao longo da reta é para baixo,gostaríamos que β fosse positivo para todo x ∈ (−1, 1). Demonstremos porabsurdo. Suponhamos, que β seja negativo.Resolvendo a equação β = ξ em função de ∆U , obtemos que
∆U =

1

4
(−8ξ + (−2 +

√
∆U +

√
∆+)2).Como estamos supondo que β < 0, temos que ξ < 0, donde segue que

∆U > 0. O que ontradiz a hipótese, pois nesse aso temos ∆U < 0. Dondesegue que β é sempre positivo para todo x ∈ (−1, 1).



12.4 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 115Teorema 12.4.1. O retrato de fase do ampo de vetores polinomial planar
X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+ cy + dx2 + exy + y2)é topologiamente equivalente a um dos retratos listados nas Figuras 12.8, 12.9e 12.10.Demonstração A demonstração segue da observação doteorema 12.3.1 e das onsiderações feitas nesta seção.
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�gura 7 �gura 8 �gura 9Figura 12.8: Os 9 primeiros retratos de fase global no diso de Poinaré.
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�gura 16 �gura 17 �gura 18Figura 12.9: Os 9 seguintes retratos de fase global no diso de Poinaré.



12.4 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 117

PSfrag replaements

�gura 19 �gura 20 �gura 21

�gura 22 �gura 23 �gura 24

�gura 25 �gura 26 �gura 27Figura 12.10: Os 9 últimos retratos de fase global no diso de Poinaré.





Capítulo 13
Estudo da FamíliaX(x, y) = (x2−1, 1+

cy + exy).
Objetivamos agora estudar a estrutura topológia da seguinte família deampos de vetores

X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). (13.1)13.1 Singularidades na Parte Finita do CampoVamos partir para o estudo das singularidades na parte �nita do ampo.Temos as seguintes singularidades: (1,− 1

c + e

) e (−1,− 1

c− e

). Daí surgemtrês asos a serem onsiderados:(1) c+ e = 0;(2) c− e = 0;(3) c± e 6= 0.Vamos analisar a estrutura topológia das singularidades em ada um dosasos na parte �nita do ampo.No aso (1) temos o seguinte ampo119
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ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy − cxy.

(13.2)Daí temos a singularidade (−1,− 1

2c

) se c 6= 0. Se c = 0, temos o ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1,o qual não têm singularidades.No aso (2) temos o seguinte ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + cxy.Daí temos a singularidade (1,− 1

2c

) se c 6= 0. Se c = 0, temos o ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1,o qual não têm singularidades.No aso (3) temos o seguinte ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + exy.Daí temos as singularidades (1,− 1

c+ e

) e (−1,− 1

c− e

).Tratemos agora do aso (1), isto é, vamos analisar a estrutura topológiados pontos singulares dos ampos no aso (1).
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ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy − cxy,uja singularidade é (−1,− 1

2c

) se c 6= 0.Assumiremos que c 6= 0 pois omo vimos no aso c = 0 o ampo não possuisingularidades na parte �nita do ampo. Vamos à análise da parte linear doampo. Temos
J

(
−1,− 1

2c

)
=





−2 0

1

2
2c



 .Donde segue a singularidade é um nó atrator se c < 0 e uma sela se c > 0.PSfrag replaements
x x

y y

−1 −11 1

Figura 13.1: Retratos na parte �nita do ampo om c > 0 e c < 0, respetiva�mente.Vamos analisar agora o aso (2). Temos o seguinte ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + cxy,uja singularidade é (1,− 1

2c

) se c 6= 0.Assumiremos que c 6= 0 pois omo já vimos no aso c = 0 o ampo nãopossui singularidades na parte �nita do ampo.Analisando a parte linear do ampo temos,
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J

(
1,− 1

2c

)
=

[
2 0

−1

2
2c

]
.Donde segue a singularidade é um nó instável se c > 0 e uma sela se c < 0.PSfrag replaements

xx

yy

−1−1 11

Figura 13.2: Retratos na parte �nita do ampo om c < 0 e c > 0, respetiva�mente.Vamos analisar agora o aso (3). Temos o seguinte ampo





ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + exy,ujas singularidades são: (1,− 1

c+ e

) e (−1,− 1

c− e

).Vamos à parte linear do ampo,
J

(
1,− 1

c+ e

)
=



 2 0

− e

c+ e
c+ e



 .e
J

(
−1,− 1

c− e

)
=



 −2 0

− e

c− e
c− e



 .Donde segue a singularidade (1,− 1

c+ e

) é um nó instável se c + e > 0e uma sela se c + e < 0. A singularidade (−1,− 1

c− e

) é um nó estável se
c− e < 0 e uma sela se c− e > 0.
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Figura 13.3: Retratos na parte �nita do ampo da singularidade (1,− 1

c+ e

)om c+ e < 0 e c+ e > 0, respetivamente. PSfrag replaements
xx

yy
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Figura 13.4: Retratos na parte �nita do ampo da singularidade (1,− 1

c− e

)om c− e < 0 e c− e > 0, respetivamente.13.2 Singularidades na Parte In�nita do CampoEstudaremos agora as singularidades na parte in�nita do ampo. Objeti�vamos obter a dinâmia próximo a essas singularidades. Como no estudo daparte �nita vamos dividir nossa análise em 3 asos.Iniialmente tratemos do aso (1), isto é, onde c = −e. Na arta U1 temoso seguinte ampo ompati�ado:





ẏ = z2 + cyz − cy − y + yz2

ż = −z + z3

(13.3)As singularidades desse ampo é somente a origem, se c 6= −1 . Se c = −1
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ẏ = z2 − yz + yz2

ż = −z + z3.

(13.4)Daí a reta z = 0 é onstituída de singularidades, isto é, não temos umponto singular isolado. Tratemos esse aso posteriormente.Analisemos a dinâmia na origem do ampo (13.4). Temos,
J(0, 0) =

[
−1 − c 0

0 −1

]
.Donde segue que (0, 0) é uma sela se c < −1 e um nó atrator se c > −1.

PSfrag replaementsxx

yy

Figura 13.5: Retratos na parte in�nita do ampo om c < −1 e c > −1,respetivamente.Analisemos agora a arta U2.Temos o seguinte ampo ompati�ado:





ẋ = x2 − z2 − xz2 − cxz + cx2

ż = −z3 − cz2 + cxz

(13.5)Temos que a singularidade desse ampo é somente a origem, se c 6= −1 .Se c = −1 temos o seguinte ampo
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ẋ = −z2 − xz2 + xz

ż = −z3 + z2 − xz.

(13.6)Donde segue que a urva z = 0 é onstituída de singularidades. Vamosanalisar esse aso posteriormente.Analisemos a dinâmia na origem do ampo (13.5). Temos,
J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]

.Aqui temos um ponto singular degenerado, para que possamos entendersua dinâmia vamos preisar de um tratamento espeial . Faremos uso aqui deblow-ups polares para nos auxiliar nessa tarefa.Antes de efetuarmos as ontas, observe que a reta x = 1 é invariante e,além disso temos ẏ > 0. De fato, estamos tratando do ampo
{
ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy − cxyAssim, quando x = 1 temos ẏ = 1 > 0. O que nos diz que o �uxo sob areta x = 1 é sempre �subindo�. Veja Figura 13.6.PSfrag replaements
x

y

−1 1

Figura 13.6: Fluxo do ampo sob a reta x = 1.Lembremos que estamos supondo aqui que c 6= −1.Considere a seguinte mudança de variáveis
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{
x = rcos t

y = rsen tO que arateriza um blow-up polar. Daí obtemos o seguinte ampo
X(r, t) =

1

2
(r(1 + 2c)cos t+ rcos 3t− 2rsen t(c+ rsen t), sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π),

(
0, π

4

)
,
(
0, 3π

4

)
,
(
0, 5π

4

) e (0, 7π
4

).Dividimos nossa análise nos seguintes asos: c < −1,−1 < c < 0 e c > 0.Analisando a parte linear do ampo em ada uma das singularidades obtemosas seguintes �guras
PSfrag replaements

xxxx
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Figura 13.7: Retratos na parte in�nita do ampo om c < −1,−1 < c < 0 e
c > 0, respetivamente.Analisemos agora as artas V1 e V2. Na arta V1 temos o seguinte ampoompati�ado






ẏ = y − yz2 + z2 + cyz + cy

ż = z − z3.

(13.7)Temos nesta arta somente a origem omo singularidade se c 6= −1. Se
c = −1, temos o ampo






ẏ = −yz2 + z2 − yz

ż = z − z3.

(13.8)



13.2 Singularidades na Parte In�nita do Campo 127Daí z = 0 é onstituído de singularidades. Vamos onsiderar este ampoposteriormente.Analisemos a singularidade (0, 0) do ampo (13.7).
[

1 + c 0

0 1

]

.Se c > −1 temos que a origem é um nó instável e se c < −1 é uma sela.PSfrag replaements
xx

yy

Figura 13.8: Retratos na parte in�nita do ampo om c < −1 e c > −1,respetivamente.Na arta V2 temos o seguinte ampo ompati�ado:





ẋ = xz2 − cxz + cx2 + x2 − z2

ż = z3 − cz2 + cxz.

(13.9)Se c 6= −1 temos que a origem é a únia singularidade.Para c = −1 temos o seguinte ampo





ẋ = xz2 + xz − z2

ż = z3 + z2 − xz.

(13.10)Vamos onsiderar este ampo posteriormente.Analisemos a singularidade (0, 0) do ampo (13.9)
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J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]
.Temos que essa singularidade é degenerada. Para obter um entendimentodessa singularidade vamos utilizarmos de blow-ups.Considere a seguinte mudança de variáveis

{
x = rcos t

y = rsen tEsta mudança arateriza um blow-up polar, daí obtemos o ampoX(r, t) =
1

2
(r2 + rcos t+ 2brcos t− r2cos 2t+ rcos 3t− 2crsen t, sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π), (0, π

4
), (0, 3π

4
), (0, 5π

4
) e (0, 7π

4
). Avaliandoa parte linear do ampo nessas singularidades teremos 3 asos a serem onsi-derados c < −1,−1 < c < 0 e c > 0.

PSfrag replaements
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Figura 13.9: Retratos na parte in�nita do ampo om c < −1,−1 < c < 0 e
c > 0, respetivamente.Desta forma só nos resta analisarmos o aso onde o in�nito é onstituídode singularidades. Vamos fazê-lo futuramente.Vamos agora à análise do aso (2). O proedimento será análogo ao asoanterior. Consideremos agora a arta U1. Temos o seguinte ampo ompati��ado:






ẏ = z2 + cyz + cy − y + yz2

ż = −z + z3

(13.11)A singularidade é somente a origem, se c 6= 1 . Se c = 1 temos o seguinte
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ẏ = z2 + yz + yz2

ż = −z + z3.

(13.12)Daí teremos que a urva z = 0 é onstituída de singularidades.Como anteriormente, vamos onsiderar esse aso posteriormente.Vamos estudar a estrutura topológia do ampo (13.11) na origem. Temos,
J(0, 0) =

[
c− 1 0

0 −1

]

.Donde segue que (0, 0) é uma sela se c > 1 e um nó atrator se c < 1.PSfrag replaements
x x

y y

Figura 13.10: Retratos na parte in�nita do ampo om c < 1 e c > 1, respe�tivamente.Vamos agora à arta U2.Temos o ampo ompati�ado:





ẋ = x2 − z2 − xz2 − cxz − cx2

ż = −z3 − cz2 − cxz

(13.13)A singularidade desse ampo é somente a origem, se c 6= 1 . Se c = 1 temoso seguinte ampo
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ẋ = −z2 − xz2 − xz

ż = −z3 − z2 − xz.

(13.14)Observe que a reta z = 0, omo nos asos anteriores, é omposta de singu�laridades. Analisaremos esse aso futuramente.Estamos interessados na dinâmia na origem do ampo (13.13). Temos,
J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]

.Aqui temos novamente um ponto singular degenerado, faremos uso deblow-ups polares para entendermos esse aso.Como no aso anterior, observe que a reta x = −1 é invariante e, alémdisso temos ẏ > 0. De fato, temos o seguinte ampo
{
ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + cxyAssim, quando x = −1 temos ẏ = 1 > 0. Donde segue que o �uxo sob areta x = −1 é sempre de baixo para ima.PSfrag replaements
x

y

−1 1

Figura 13.11: Fluxo do ampo sob a reta x = −1.Lembremos que estamos supondo aqui que c 6= 1. Faremos aqui a seguintemudança de variáveis
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{
x = rcos t

y = rsen tOu seja, estamos efetuando um blow-up polar, obtendo assim o seguinte ampo
X(r, t) =

1

2
(r(1 − 2c)cos t+ rcos 3t− 2rsen t(c+ rsen t), sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π), (0, π

4
), (0, 3π

4
), (0, 5π

4
) e (0, 7π

4
).Dividimos nossa análise nos seguintes asos: c > 1, 0 < c < 1 e c < 0.Analisando a parte linear do ampo em ada uma das singularidades obtemosas seguintes �guras

PSfrag replaements

xxx

yyy

Figura 13.12: Retratos na parte in�nita do ampo om c > 1, 0 < c < 1 e
c < 0, respetivamente.Vamos partir agora para analisar as artas V1 e V2. Na arta V1 temos oseguinte ampo ompati�ado






ẏ = y − yz2 + z2 + cyz − cy

ż = z − z3.

(13.15)O únio ponto singular é a origem se c 6= 1. Se oloarmos c = 1, temos





ẏ = −yz2 + z2 + yz

ż = z − z3.

(13.16)Como nos asos anteriores temos que a urva z = 0 é onstituído de singu�



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 132laridades.Estamos interessados na singularidade (0, 0) do ampo (13.15). Vamosrealizar um estudo da parte linear
[

1 − c 0

0 1

]
.Se c < 1 temos que a origem é um nó instável e se c > 1 é uma sela.PSfrag replaements

x x

y y

Figura 13.13: Retratos na parte in�nita do ampo om c < 1 e c > 1, respe�tivamente.Na arta V2 temos o ampo ompati�ado:





ẋ = xz2 − cxz − cx2 + x2 − z2

ż = z3 − cz2 − cxz.

(13.17)Se c 6= 1 temos somente a origem omo ponto singular. Para c = 1 temoso seguinte ampo





ẋ = xz2 − xz − z2

ż = z3 − z2 − xz.

(13.18)Vamos estudar a parte linear da singularidade (0, 0) do ampo (13.17)

J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]
.



13.2 Singularidades na Parte In�nita do Campo 133Como nos asos anteriores, temos que essa singularidade é degenerada.Utilizaremos de blow-ups polares.Considere a seguinte mudança de variáveis
{

x = r cos t

z = r sen tDonde obtemos o seguinte ampo X(r, t) = 1

2
(r2 + rcos t − 2brcos t −

r2cos 2t+ rcos 3t− 2crsen t, sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π), (0, π
4
), (0, 3π

4
), (0, 5π

4
) e (0, 7π

4
). Con�siderando a parte linear desse ampo nessas singularidades teremos 3 asos aserem onsiderados c > 1, 0 < c < 1 e c < 0.

PSfrag replaements
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Figura 13.14: Retratos na parte in�nita do ampo om 0 < c < 1, c > 1 e
c < 0, respetivamente.Para este aso só nos falta analisarmos o aso onde o in�nito é onstituídode singularidades. Tratemos deste aso posteriormente.Vamos partir para a análise do aso (3). Novamente efetuaremos os mesmospassos que nos asos anteriores. Estamos agora tratando do seguinte ampo
X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy), onde c 6= ±e.Consideremos iniialmente a arta U1, onde temos o seguinte ampo om�pati�ado:






ẏ = z2 + cyz + ey − y + yz2

ż = −z + z3

(13.19)Teremos a origem omo únia singularidade aso e 6= 1 . Se e = 1 teremoso ampo



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 134





ẏ = z2 + cyz + yz2

ż = −z + z3.

(13.20)Daí teremos que z = 0 é linha de singularidades. Como nos asos anteriores,onsideremos esse aso posteriormente.Partiremos para a análise da parte linear da origem do ampo (13.19).Temos,
J(0, 0) =

[
e− 1 0

0 −1

]
.Donde segue que (0, 0) é uma sela se e > 1 e um nó estável se e < 1.PSfrag replaements

x x

y y

Figura 13.15: Retratos na parte in�nita do ampo om e < 1 e e > 1, respe�tivamente.Partimos agora para a análise da arta U2. Temos o ampo ompati�ado:





ẋ = x2 − z2 − xz2 − cxz − ex2

ż = −z3 − cz2 − exz

(13.21)Temos somente a origem omo ponto singular se e 6= 1 . Se e = 1 temos oampo
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ẋ = −z2 − xz2 − cxz

ż = −z3 − cz2 − xz.

(13.22)Observe que a reta z = 0, omo nos asos anteriores, é omposta de singu�laridades. Analisaremos esse aso futuramente.Vamos estudar a dinâmia da origem nesse ampo através da análise daparte linear do ampo (13.21). Temos
J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]
.Donde segue que a origem é um ponto singular degenerado. Seguindo oproedimento dos asos anteriores, vamos apliar blow-up polar na tentativade entendermos a dinâmia neste ponto.Estamos supondo que e 6= 1. Consideremos a mudança de variáveis

{
x = rcos t

y = rsen tObtemos daí o seguinte ampo
X(r, t) =

1

2
(r(−r + cos t− 2ecos t+ rcos 2t+ cos 3t− 2csen t), sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π), (0, π

4
), (0, 3π

4
), (0, 5π

4
) e (0, 7π

4
).Analisando a parte linear deste ampo em ada uma das singularidades, edividindo nossa análise nos seguintes asos:(a) e > 1, c+ e < 0 e e− c > 0;(b) e > 1, c+ e < 0 e e− c < 0;() e > 1, c+ e > 0 e e− c > 0;(d) e > 1, c+ e > 0 e e− c < 0;(e) e < 1, c+ e < 0 e e− c > 0;



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 136(f) e < 1, c+ e < 0 e e− c < 0;(g) e < 1, c+ e > 0 e e− c > 0;(h) e < 1, c+ e > 0 e e− c < 0.Obtemos assim as �guras a seguir. PSfrag replaements
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aso (b)
aso(e)
aso(a) aso (d)

aso (f)
aso()
aso (g) aso (h)Figura 13.16: Retratos na parte in�nita do ampo om os referidos asos.Estudemos agora a dinâmia nas artas V1 e V2. Na arta V1 temos oseguinte ampo ompati�ado






ẏ = y − yz2 + z2 + cyz − ey

ż = z − z3.

(13.23)Temos que a origem é a únia singularidade se e 6= 1. Coloando e = 1,obtemos o ampo





ẏ = −yz2 + z2 + cyz

ż = z − z3.

(13.24)Como já vimos, temos que a urva z = 0 é onstituído de singularidades.Vamos analisar a parte linear da origem do ampo (13.23)
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[

1 − e 0

0 1

]
.Se e < 1 temos que a origem é um nó instável e se e > 1 é uma sela.PSfrag replaements

x x

y
y

Figura 13.17: Retratos na parte in�nita do ampo om e < 1 e e > 1, respe�tivamente.Na arta V2 temos o seguinte ampo:





ẋ = xz2 − cxz − ex2 + x2 − z2

ż = z3 − cz2 − exz.

(13.25)Se e 6= 1 temos somente a origem omo ponto singular. Para e = 1 temoso ampo:





ẋ = xz2 − cxz − z2

ż = z3 − cz2 − xz.

(13.26)Analisemos a parte linear da singularidade (0, 0) do ampo (13.25)

J(0, 0) =

[
0 0

0 0

]

.Temos que essa singularidade também é degenerada. Utilizaremos blow-uppolar para tentar entender a dinâmia neste ponto.Considere a seguinte mudança de variáveis
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{

x = r cos t

z = r sen tObtemos assim o seguinte ampo X(r, t) = 1

2
(r(r+cos t−2ecos t−rcos 2t+

cos 3t− 2csen t), sen t− sen 3t).Cujas singularidades são (0, 0), (0, π), (0, π
4
), (0, 3π

4
), (0, 5π

4
) e (0, 7π

4
). Con�siderando a parte linear desse ampo e avaliando nessas singularidades teremosos seguintes asos a serem onsiderados:(a) e > 1, c+ e < 0 e e− c > 0;(b) e > 1, c+ e < 0 e e− c < 0;() e > 1, c+ e > 0 e e− c > 0;(d) e > 1, c+ e > 0 e e− c < 0;(e) e < 1, c+ e < 0 e e− c > 0;(f) e < 1, c+ e < 0 e e− c < 0;(g) e < 1, c+ e > 0 e e− c > 0;(h) e < 1, c+ e > 0 e e− c < 0.E daí obtemos a Figura 13.18.Para ompletar este aso só nos resta analisar o aso onde o in�nito éonstituído de singularidades. Vamos onsiderar este aso posteriormente.13.3 Campos om In�nitos Pontos Singulares na ParteIn�nitaVimos que na análise de singularidades realizadas anteriormente em algunsampos o �in�nito� é onstituído de singularidades as quais não são isoladas.Vamos agora realizar um estudo desses ampos, obtendo um retrato de faseloal para ada um dos ampos.
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aso (b)
aso(e)

aso(a) aso (d)
aso (f)

aso()
aso (g) aso (h)Figura 13.18: Retratos na parte in�nita do ampo om os referidos asos.Iniialmente tratemos do aso (1), isto é, do ampo X(x, y) = (x2 − 1, 1 +

by − bxy). Vimos que o �in�nito�, isto é, a linha z = 0 onstituída de pontossingulares, se c = −1. Daí teremos o seguinte ampo X(x, y) = (x2−1, 1+y+

xy). O ampo ompati�ado nas artas U1 e U2 são expressos nas equações
(13.4) e (13.6), respetivamente.Estamos interessados agora em ompreender a dinâmia próximo a reta
z = 0, a qual omo sabemos é onstituída de singularidades. Para termosum entendimento total da dinâmia próximo a esses pontos vamos analisaro ampo nas artas U1, U2, V1 e V2. É preiso termos em mente onde estãoloalizadas as artas as quais estamos analisando.Vamos onsiderar iniialmente a arta U1. O omportamento próximo dareta z = 0 será dado pela análise da parte linear do ampo na arta U1 nospontos do tipo (y0, 0). Assim, temos

J(y0, 0) =

[
0 −y0

0 −1

]

.Os autovalores são: 0 e −1. Além disso, a direção assoiada ao autovalornulo é z = 0 , e a direção assoiada ao autovalor -1 são as urvas do tipo
z = 1

y0

y.
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Figura 13.19: Cartas U1, U2, V1 e V2.Donde onluímos que a dinâmia próximo a esta reta de singularidades édada pela Figura 13.20.Analisemos agora a arta V1. A expressão do ampo ompati�ado é dadapor (13.8). Repetindo o mesmo proedimento da arta U1, temos que
J(y0, 0) =

[
0 −y0

0 1

]
.O que nos remete a seguinte Figura 13.20.

PSfrag replaements
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Carta U1 Carta V1Figura 13.20:Nos resta analisarmos somente a origem das artas U2 e V2.



13.3 Campos om In�nitos Pontos Singulares na Parte In�nita 141Observando as equações do blow-up obtidas em (13.8) e (13.10), temos quea dinâmia na origem das artas U2 e V2 é dada pela Figura 13.22.
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Figura 13.21:Assim, obtemos o retrato de fase loal dado na Figura 13.22 para este aso.
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Figura 13.22: Retrato de fase global para o aso (1) om c = −1.Vamos agora ao aso (2). Como no aso (1), sabemos que o �in�nito�, isto é,a linha z = 0 onstituída de pontos singulares, se c = 1. Estaremos estudandoaqui o ampo X(x, y) = (x2 − 1, 1 + y + xy). O ampo ompati�ado nasartas U1 e U2 são expressos nas equações (13.12) e (13.14), respetivamente.Como no aso (1), estamos interessados em ompreender a dinâmia pró-ximo a reta z = 0. Vamos novamente analisar o ampo nas artas U1, U2, V1 e
V2.



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 142Vamos onsiderar iniialmente a arta U1. O omportamento próximo dareta z = 0 será dado pela análise da parte linear do ampo na arta U1 dospontos do tipo (y0, 0). Assim, temos
J(y0, 0) =

[
0 y0

0 −1

]

.Os autovalores são: 0 e −1. Além disso, a direção assoiada ao autovalornulo é z = 0 , e a direção assoiada ao autovalor -1 são as urvas do tipo
z = − 1

y0

y.Donde onluímos que a dinâmia próximo a esta reta de singularidades édada pela Figura 13.23.Vamos a arta V1. A expressão do ampo nesta arta é dada por (13.16).Repetindo o mesmo proedimento anterior, temos
J(y0, 0) =

[
0 y0

0 1

]
.O que nos remete a Figura 13.23. PSfrag replaements
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Carta U1 Carta V1Figura 13.23:Nos resta analisarmos somente a origem das artas U2 e V2.Observando as equações do blow-up, temos que a dinâmia na origem dasartas U2 e V2 é dada pela �gura 13.3 respetivamente.Assim, obtemos o retrato de fase loal dado na Figura 13.25 para este aso.Vamos �nalmente ao aso (3). Sabemos que reta z = 0 onstituída depontos singulares, se e = 1. Estaremos estudando aqui o ampo X(x, y) =

(x2−1, 1+cy+exy). O ampo ompati�ado nas artas U1 e U2 são expressos
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Figura 13.24:
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Figura 13.25: Retrato de fase global para o aso (2) om c = 1.nas equações (13.20) e (13.22), respetivamente.Repetiremos aqui a mesma análise realizada nos asos anteriores. Vamosanalisar o ampo nas artas U1, U2, V1 e V2.Consideremos iniialmente a arta U1. O omportamento próximo da reta
z = 0 será dado pela análise da parte linear do ampo na arta U1 dos pontosdo tipo (y0, 0). Assim, temos

J(y0, 0) =

[
0 cy0

0 −1

]
.Os autovalores são: 0 e −1. Além disso, a direção assoiada ao autovalornulo é z = 0 , e a direção assoiada ao autovalor -1 são as urvas do tipo

z = − 1

cy0

y se c 6= 0 e, se c = 0 temos que esse autovalor estará assoiado adireção y = 0. Note que, em ambos os asos teremos a mesma dinâmia e,



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 144omo estamos interessados na estrutura topológia não neessitamos onsiderardois asos.A expressão do ampo na arta V1 é dada por (13.24). Repetindo o mesmoproedimento anterior, temos
J(y0, 0) =

[
0 cy0

0 −1

]
.Donde onluímos que a dinâmia próximo a estas retas de singularidadesé dada pela Figura 13.26.

PSfrag replaements
yy

zz

Carta U1 Carta V1Figura 13.26: Dinâmia próximo a reta de singularidades nas artas U1 e V1.Nos resta analisarmos somente a origem das artas U2 e V2. Observando asequações do blow-up obtidas anteriormente, temos que a dinâmia na origemdas artas U2 e V2 é dada pelas �guras 13.27 e 13.28, respetivamente. Ob�serve que neste aso surgem 3 possíveis retratos de aordo om a variação doparâmetro c. PSfrag replaements
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c < −1 −1 < c < 1 c > 1Figura 13.27: Retratos om relação à arta U2.
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c < −1 −1 < c < 1 c > 1Figura 13.28: Retratos om relação à arta V2.Assim, reunindo todas essas informações segue na Figura 13.29 os seguintesretratos de fase loal no diso de Poinaré para este aso.
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c < −1 −1 < c < 1 c > 1Figura 13.29: Retratos de fase global para o aso (3).13.4 Retratos de Fase LoalObjetivamos esboçar agora todos os possíveis retratos de fase loal no disode Poinaré da família de ampos
X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy).Da mesma forma que �zemos na análise de singularidades, vamos expor osretratos de fase loal dividindo-os nos asos (1), (2) e (3). Nesta fase vamosonsiderar as informações obtidas até aqui nos estudos anteriores. Nessa seçãotemos o seguinte resultadoTeorema 13.4.1. Os possíveis retratos de fase loal do ampo X(x, y) = (x2−
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1, 1 + cy + exy) são expressos na Figura 13.30.
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k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

k = 5 k = 6 k = 7 k = 8

k = 9 k = 10 k = 11 k = 12

k = 13 k = 14Figura 13.30: Os 14 retratos de fase loal.Demonstração A demonstração segue diretamente da observação dasinformações obtidas no estudo de singularidades.
�



13.5 Retratos de Fase Global 14713.5 Retratos de Fase GlobalNesta seção vamos exibir todos os possíveis retratos de fase global da famíliade ampos X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy).Antes de esboçarmos os retratos de fase vamos fazer algumas observaçõesom relação ao espaço de parâmetros (c, e).Considere a Figura 13.31, a qual representa o espaço de parâmetros (c, e)deomposto em quatro regiões.
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(I)

(II)

(III)

(IV )Figura 13.31: As quatro regiões que deompõem o espaço de parâmetros.As retas c = e e c = −e (em vermelho na �gura 13.31) separam o plano
(c, e) em quatro regiões: (I), (II), (III) e (IV ). Podemos araterizar essasregiões através dos seguintes onjuntos:

(I) = {(c, e);−c < e < c e c > 0}. (13.27)
(II) = {(c, e);−e < c < e e e > 0}. (13.28)
(III) = {(c, e); c < e < −c e c < 0}. (13.29)
(IV ) = {(c, e); e < c < −e e e < 0}. (13.30)



Estudo da Família X(x, y) = (x2 − 1, 1 + cy + exy). 148Até o momento possuímos somente as informações referentes a dinâmialoal dos possíveis retratos de fase. Para podermos esboçar os retratos globalpreisaremos levar em onta a dinâmia loal e, utilizaremos o Teorema deNeumann para obter o número mínimo de retratos de fase global.Cada um dos retratos de fase loal nos fornee somente um retrato de faseglobal, observando apenas o estrutura topológia das singularidades em adaum dos asos.Apresentemos agora o resultado referente a dinâmia global da família deampos que estamos estudando.Teorema 13.5.1. Os possíveis retratos de fase no diso de Poinaré da família
{
ẋ = x2 − 1

ẏ = 1 + cy + exy
(13.31)são dados na Figura 13.33.Esse resultado pode ser resumido de uma maneira mais didátia atravésda Figura 13.32 que representa o espaço de parâmetros. Em ada uma dessasregiões oorre somente uma das �guras apresentadas no teorema 13.5.1.
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Figura 13.32: Os possíveis retratos de fase que podem oorrer em ada umadas regiões do espaço de fase.
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Capítulo 14
Estudo da FamíliaX(x, y) = (x2−1, a+

bx + cy + x2 + exy).

Vamos onsiderar neste apítulo a análise dos ampos de vetores da seguintefamília X(x, y) = (x2 − 1, a + bx + cy + x2 + exy). Exporemos aqui todos ospossíveis retratos de fase global desta família.14.1 Retratos de Fase Global no Diso de PoinaréExpliitaremos nesta seção os retratos de fase no diso de Poinaré doampo em onsideração. O resultado prinipal será ondensado no seguinteteoremaTeorema 14.1.1. Considere a família de ampos X(x, y) = (x2 − 1, a+ bx+

cy+x2+exy), temos que os possíveis retratos de fase global são topologiamenteequivalentes a um dos retratos apresentados nas Figuras 14.1, 14.2 e 14.3.Demonstração A demonstração deste resultado segue exatamente asmesmas etapas dos realizadas nos apítulos anteriores, por isso não a faremosaqui.
�
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�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 4 �gura 5 �gura 6

�gura 7 �gura 8 �gura 9

�gura 10 �gura 11 �gura 12

�gura 13 �gura 14 �gura 15Figura 14.1: Os 15 primeiros retratos de fase global no diso de Poinaré.
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�gura 16 �gura 17 �gura 18

�gura 19 �gura 20 �gura 21

�gura 22 �gura 23 �gura 24

�gura 25 �gura 26 �gura 27

�gura 28 �gura 29 �gura 30Figura 14.2: Os 15 seguintes retratos de fase global no diso de Poinaré.
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�gura 31 �gura 32 �gura 33

�gura 34 �gura 35 �gura 36

�gura 37 �gura 38 �gura 39

�gura 40 �gura 41 �gura 42

�gura 43Figura 14.3: Os 13 últimos retratos de fase global no diso de Poinaré.



Capítulo 15
Estudo da FamíliaX(x, y) = (x2−1, a+

x + cy + exy).

Analogamente ao realizado no apítulo anterior, onsideremos aqui a análisedos ampos de vetores da família X(x, y) = (x2 − 1, a+ x+ cy + exy).Expliitaremos todos os possíveis retratos de fase global desta família.15.1 Retratos de Fase Global no Diso de PoinaréVamos exibir nesta seção os retratos de fase global do ampo X(x, y) =

(x2 − 1, a + x + cy + exy). Resumiremos o resultado prinipal no seguinteteoremaTeorema 15.1.1. Considere a família de ampos X(x, y) = (x2 − 1, a + x +

cy + exy), temos que os possíveis retratos de fase global são topologiamenteequivalentes a um dos retratos nas Figuras 15.1, 15.2 e 15.3.Demonstração Como no apítulo anterior não apresentaremos a demon�stração deste resultado, pois esta segue analogamente aos asos anteriores.
�
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�gura 7 �gura 8 �gura 9

�gura 10 �gura 11 �gura 12

�gura 13 �gura 14 �gura 15Figura 15.1: Os 15 primeiros retratos de fase global no diso de Poinaré.
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�gura 16 �gura 17 �gura 18

�gura 19 �gura 20 �gura 21
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�gura 25 �gura 26 �gura 27Figura 15.2: Os 12 seguintes retratos de fase global no diso de Poinaré.
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�gura 37 �gura 38 �gura 39Figura 15.3: Os 12 últimos retratos de fase global no diso de Poinaré.



Capítulo 16
Estudo da FamíliaX(x, y) = (x2−1, cy+

exy).

Como proedemos nos últimos apítulos, vamos tratar da análise de estru�tura topológia da família X(x, y) = (x2 − 1, cy + exy). Objetivamos exportodos os possíveis retratos de fase global desta família.16.1 Retratos de Fase Global no Diso de PoinaréO objetiva desta seção é apresentar todos os possíveis retratos de fase globalda família de ampos X(x, y) = (x2 − 1, cy+ exy). O resultado prinipal desteapítulo é o seguinte teoremaTeorema 16.1.1. Considere a família de ampos X(x, y) = (x2−1, cy+exy),temos que os possíveis retratos de fase global são topologiamente equivalentesa um dos retratos nas Figuras 16.1 e 16.2.Demonstração Seguindo o proedimento adotado nos apítulos anteri�ores, não apresentaremos a demonstração deste resultado.
�
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�gura 1 �gura 2 �gura 3

�gura 4 �gura 5 �gura 6

�gura 7 �gura 8 �gura 9Figura 16.1: Os 9 primeiros retratos de fase global no diso de Poinaré.



16.1 Retratos de Fase Global no Diso de Poinaré 161

PSfrag replaements

�gura 10 �gura 11 �gura 12

�gura 13 �gura 14 �gura 15

�gura 16 �gura 17 �gura 18

�gura 19Figura 16.2: Os 10 seguintes retratos de fase global no diso de Poinaré.





Capítulo 17
Demonstração do Teorema 0.0.2

A demonstração do Teorema 0.0.2 segue diretamente dos Teoremas 12.4.1, 13.5.1,

14.1.1, 15.1.1 e 16.1.1.
�

163





Bibliogra�a[1℄ Cairó, L. e Llibre, J., Phase portraits of planar semi-homo�geneous vetor �elds-I. Nonlinear Analysis. Theory Meth. andAppl., vol. 29, 1997, 7, 783-811.[2℄ Hirsh, M.W. e Smale, S., Di�erential equations, dynamial sys�tems, and linear algebra. Pure and Applied Mathematis, 60,Aademi Press, New York-London, 1974.[3℄ Andreev, A. F., Investigation of the behaviour of the integralurves of a system of two di�erential equations in the neighbor�hood of a singular point. Trans. Am. math. So., 1958,8, 183-207.[4℄ Perko, L., Di�erential equations and dynamial systems. Textsin Applied Mathematis, 7, Springer-Verlag, New York, 1991.[5℄ Rudin, W., Priniples of mathematial analysis. Seond edition.MGraw-Hill Book Co., New York, 1964.[6℄ A.A.Andronov, E.A.Leontovih,I.I. Gordon and A.G. Maier,Qualitative Theory of Seond-Order Dymamial Systems,JohnWiley and Sons, New York,1973.[7℄ A.A.Andronov, et. al.,Theory of Bifuration of Systems on aPlane, Israel Program for Sienti� Translation, Jerusalem, 1971.[8℄ J.Gukenheimer and P.Holmes, Nonlinear Osilations, Dynami�al Systems, and Bifuration of Vetor Fields, Springer-Verlag,New York, 1983. 165



Bibliogra�a 166[9℄ E.G.Velaso,Generi Properties of Polynomial Vetor Fields atIn�nity, transations of the Amerian Mathematial Soiety, vol�ume 143, páginas 201-222, 1969.[10℄ P. Hartman,Ordinary Diferential Equations, John Wiley andSons, New York, 1964.[11℄ C. Sparrow, The Lorenz Equations: Bifurations, Chaos, andStrange Attrators, Springer-Verlag, New York, 1982.[12℄ W. A. Coppel, A survey of quadrati systems., J. di�. Eqns, 1962,2, 293-304.[13℄ D. Neumann, Classi�ation of ontinous �ows on 2-manofolds,Pro. Am. math. So., 1975, 48, 73-81.[14℄ Lyagina, L. S., The integral urves of the equation y′ = (ax2 +

bxy+ cy2)/(dx2 + exy+ fy2) (em russo). Usp. mat. Nauk., 1951,6-2(42), 171-183.[15℄ Markus, L., Quadrati di�erential equations and non-assoiativealgebras. In Annals of Mathematis Studies, vol. 45. PrinetonUniversity Press, 1960, 185-213.[16℄ Korol, N. A., The integral urves of a ertain di�erential equation(em russo). Minsk. Gos. Ped. Inst. Minsk, 1973, 47-51.[17℄ Sibirskii, K. S. e Vulpe, N. I., Geometri lassi�ation ofquadrati di�erential systems. Di�erential Equations, 1977, 13,548-556.[18℄ Newton, T. A., Two-dimensional homogeneous quadrati difer�ential systems. SIAM Review, 1978, 20, 120-138.[19℄ Date, T., Classi�ation and analysis of two-dimensional homo�geneous quadrati di�erential equations systems. J. di�. Eqns,1979, 32, 311-334.



167[20℄ Vdovina, E. V., Classi�ation of singular points of the equation
y′ = (a0x

2+a1xy+a2y
2)/(b0x

2+b1xy+b2y
2) by Forster's method(em russo). Di�. Uravn., 1984, 20, 1809-1813.[21℄ Cima, A. e Llibre, J., Algebrai and topologial lassi�ationof the homogeneous ubi vetor �elds in the plane. J. Math.Analysis Appli., 1990, 147, 420-448.[22℄ Argemí, J., Sur les points singuliers multiples de systmes dy�namiques dans IR2. Annali di Matematia Pura ed Appliata,Serie IV, 1968, 79, 35-70.[23℄ Collins, C. B., Algebrai lassi�ation of homogeneous polyno�mial vetor �elds in the plane. Japan J. Indust. Appl. Math.,1996, 13, no. 1, 63�91.[24℄ Llibre, J., Perez del Rio, J. S. e Rodriguez, J. A., Struturalstability of planar homogeneous polynomial vetor �elds. Aplia�tions to ritial points and to in�nity. J. di�. Eqns, 1996, 125,490-520.



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

