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Resumo

Neste trabalho estudamos os campos de vetores planares semi-homogéneos
quadraticos e também os campos de vetores planares quadréaticos com duas
retas paralelas invariantes pelo fluxo. Para cada uma dessas classes, obtemos
uma classificacao dos retratos de fase global no disco de Poincaré e apresen-
tamos as respectivas formas normais. Dentre as técnicas utilizadas no desen-
volvimento do trabalho destacamos a Compactificacao de Poincaré e o Método

do Blow-up.

Palavras Chaves: Retratos de fase, sistemas semi-homogéneos, sistemas

quadraticos.
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Abstract

In this work we study the planar quadratic semi-homogeneous vector fields
and the class of planar quadratic vector fields possessing two parallel flow in-
variant straight lines. For each one of these classes, we obtain a classification
of the global phase portraits in the Poincaré disc and we present their nor-
mal forms. Among the technics used during the development of the work we

emphasize the Poincaré Compactification and the Blow-up Method.

Key words: Phase portraits, semi-homogeneous systems, quadratic sys-

tems.
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Introducao

Considere P e () polindmios homogéneos reais nas variaveis z e y de graus

m e n, respectivamente. Nesse caso, dizemos que o campo de vetores
X =(P,Q):R*— R?

é um campo de vetores polinomial planar semi-homogéneo. Em particular, se

m = n, temos que X ¢ um campo vetorial polinomial planar homogéneo.

O caso m = n tem sido estudado por varios autores. Os campos vetoriais
polinomiais quadraticos homogéneos (m = n = 2) foram estudados por Lya-
gina [14], Markus [15]|, Korol [16], Sibirskii e Vulpe [17], Newton [18]|, Date
[19] e Vdovina |20[; 0s campos vetoriais polinomiais ctibicos homogéneos (m =
n = 3) foi estudado por Cima e Llibre [21]; o caso geral m = n foi estudado
por Argemi [22], Cima e Llibre [21], Collins [23]| e Llibre e outros [24]. Em
todos esses trabalhos é descrito um algoritmo para obter o retrato de fase de
um campo polinomial homogéneo para todo grau m = n, a classificacao de
todos os retratos de fase de campos polinomiais homogéneos de graus 2 e 3 e,

classificacao algébrica de campos polinomiais homogéneos.

Neste contexto podemos perceber que o estudo dos campos de vetores ho-
mogéneos ja se encontra bem adiantado. Com isso nos sentimos motivados a
explorar outras classes de campos de vetores, como por exemplo a classe dos
campos polinomiais semi-homogéneos. Dentro desta classe a familia mais sim-
ples, nao trivial é quando m = 1 e n = 2, ou seja, vamos estudar os campos

da forma



Introducao 2

X . T =azr+ by (1)

| y = Az?+ Bay + Cy2. '
Este estudo é relativamente recente, o artigo no qual baseamos nosso trabalho
é |1] de 1997, cujos autores sao Laurent Caird e Jaume Llibre. Este artigo foi
pioneiro na época pois iniciou o estudo de campos polinomiais semi-homoge-
neos.

Esta area de pesquisa tem sido muito fecunda, s6 para se ter um idéia nos
ultimos 30 anos foram publicados mais de 1000 papers tratando de campos
polinomiais quadraticos.

Os passos principais para se chegar a essa classificacao consiste inicialmente
em reduzir o campo inicial que possui 5 parametros a 23 formas normais que
possuem apenas 2 parametros. Depois passa-se a uma analise local dos pontos
criticos finitos utilizando o Teorema de Hartman, no caso dos pontos hiperboli-
cos, Teorema da Variedade Central, no caso dos pontos parcialmente hiperboli-
cos e a Técnica do Blow-up para os pontos com autovalor zero duplo. Para a
andlise dos pontos singulares no infinito nos valeremos da Compactificacao de

Poincaré.

Temos o seguinte resultado referente a esta familia de campos semi-homogé-

neos:

Teorema o0.0.1. O retrato de fase de todo campo de vetores polinomial planar

semi-homogéneo de graus 1 e 2

X (z,y) = (ax + by, Ax* + Bxy + Cy?)

¢ topologicamente equivalente a uma das g0 configuracoes listadas na Figura

Além disso cada um dos retratos a sequir provém de um campo de vetores

de graus 1 e 2.

Posteriormente ao estudo dos campos polinomiais semi-homogéneos, vamos

Introducao



Introdugaoo.o 3

2RDOQ
2Q0Qw®
SR
SYCR

k=16 k=19 k=20

@@@ _
@@@@@

Figura 1: Os 30 possiveis retratos de fase global.

14 k=15

partir para o estudo de um problema com uma motivacao na biologia.

Na literatura é conhecido o modelo de A. Lotka (1925) e V. Volterra (1926),
presa-predador que fornece a dindmica de populagoes dependentes entre si. Se
x denota o nimero de predadores e y denota o nimero de presas, entao o

modelo de Lotka-Volterra toma a forma

&= —azx + bry = x(—a + by)
y=—cxy+dy = y(—cx + d),

onde a, b, c e d sao constantes positivas.

Introducao
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Observe que trata-se de um sistema planar quadréatico onde, na auséncia
de predadores (x = 0),y = dy e, assim o namero de presas cresce exponencial-
mente. Na auséncia de presas, © = —ax, e assim a populacao de predadores
tende a extinguir-se. Note também que os eixos x e y sao invariantes pelo
fluxo.

Tendo este famoso modelo em mente, estamos interessados em estudar um
caso degenerado deste problema: quando estamos com um sistema polinomial

planar com duas retas paralelas invariantes pelo fluxo.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a familia de campos ¢ da

forma

X(z,y) = (2% = 1,a + bz + cy + d2* + exy + fy°). (2)

Com efeito, dado um campo de vetores qualquer que possua duas retas
paralelas invariantes pelo fluxo, podemos através de rotacao, translacao e mul-
tiplicagao por um escalar obter o campo dado acima.

As técnicas utilizadas no estudo desta familia de campos sao basicamente

as mesmas utilizadas no estudo da familia de campos semi-homogéneos.

Chamamos a atencao para o fato de que o estudo desta segunda familia
de campos ¢ um trabalho original, desenvolvido durante o segundo ano do

mestrado.

Demonstraremos o seguinte resultado

Teorema o0.0.2. O retrato de fase global no disco de Poincaré do campo
X(z,y) = (2% — 1,a + bx + cy + dz* + exy + fy?) € topologicamente equi-

valente a um dos retratos apresentados nas Figuras 2 e 3.

Dividiremos este trabalho em duas partes, uma referente ao estudo da
familia de campos X (z,y) = (ax + by, Az*> + Bxy + Cy?) e a outra ao es-
tudo da familia X (z,y) = (22 — 1,a + bx + cy + dz* + exy + fy?).

Introducao
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Parte 1

Estudo da Familia
X(z,y) = (ax +by, Az + Bxy + Cy?).






Capitulo 1

Formas Normais

Nosso interesse aqui restringir-se-4 a campos de vetores semi-homogéneos
X(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) da forma linear P(x,y) = ax + by e quadratica
Q(x,y) = Az* + Bxy + Cy?. Note que esse campo de vetores semi-homogéneo

possui 5 coeficientes independentes.

Nesse capitulo mostraremos que se pode reduzir o estudo desse sistema
para o estudo de 23 formas normais, levando em conta somente parametros

essenciais.

Defini¢ao 1.0.1. Dizemos que dois campos de vetores X (x,y) e Y(z,y) em
IR" sao topologicamente equivalentes se eriste um homeomorfismo do IR"
que leva drbitas do fluzo induzido por X (x,y) em drbitas do fluzo induzido por

Y (x,y), preservando ou invertendo o sentido de todas as trajetorias.

Teorema 1.0.3. Seja X (x,y) um campo de vetores semi-homogéneo da forma
(ax + by, Ax® + Bay + Cy?), temos que seu retrato de fase € topologicamente

equivalente a um dos retratos de fase dos campos de vetores da lista sequinte:
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X1 = (z +y,2? + Bry + Cy?)

Xo = (v +y, 2y + Cy?)

X3 = (x4 y,2* + Cy?)

X, = (z +y,2? + Bry)
X5 = (v +y,2?)

Xo = (z+y,zy),

Xr = (z+y.9°),

Xg = (y, 2% + zy + Cy?)
Xo = (y, 2y + 9?),

X = (y,2* + %),

Xu = (y, 2% —y?),

Xio = (y, 2% + ay),

X13 = (yvxz)a
X4 = (y,2y),
X15 = (y7y2)7

X6 = (2,22 + 2y + Cy?)

com B -C # 0,

comC # 0,

comC # 0,

com B # 0,

comC # 0,

comC # 0,
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Xl? = (LU,SL’y + y2)7
Xis = (2, 2% + y?),
Xig = (5571'2 - y2)>

X20 = (LU,SL’2 + Iy),

Xo1 = (5571'2)7
Xog = (quy)v
X23 = (I,y2>.

Demonstracao Considere a seguinte mudanca linear de variaveis

T = ax
y =0y
t =nt.

Temos que o campo X (x,y) pode ser reescrito nas novas variaveis como

o ar  bay ApT?  Bmy O
X9 = (7+ B ey ay 67)'

As 23 formas normais aparecem quando consideramos a combinacao das
3 possibilidades de a e b: a-b # 0,a = 0e b # 0,a # 0 e b = 0 com as
7 possibilidades de A, Be C: A-B-C #0,A=0e B-C #0,B=20c¢e
A-C#0,C=0eA-B#0,A#0eB=C=0,B#0e A=C=0,C#0
e A=B=0.

Note que desta forma obtemos 21 possibilidades, contudo quando analisa-
mos os casos observamos 2 duplicagoes, o que resulta ao todo 23 possibilidades.

Vamos analisar alguns desses casos para elucidar as idéias.

e Casoa-b-A#0e B-C #0. Estas condi¢oes implicam que podemos
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escolher a, 3 e v tais que:

O que nos remete ao seguinte campo: (T + ¥, 7> + Bxy + Cy?). Se igno-

rarmos as barras culminamos no campo Xj.
e Casoa-b-A#0,B=0e C #0, temos X3 = (z + y, 2> + Cy?).
e Casoa-b-A#0,B#0e C =0 temos X, = (v + y, 2> + Bay).
e Casoa-b-A#0e B=C =0 temos X5 = (z +y,2?).

e Casoa-b-B+#0,e A= C =0. Consideremos aqui as restri¢goes

B ba le "
— =4 = 7 =aq,
ay g
temos o campo (T+7,7y), ignorando as barras temos o campo Xg(z,y) =

(z +y,zy).
e Casoa=0,b-A-C#0e B=0.

Considere as equagoes

boz_lﬁA 1 C

1.

_— = y T = e — —=

By oty By
Note que nesse caso surgem duas possibilidades a serem consideradas, as
quais sao as duplicacoes supracitadas: A-C >0e A-C < 0, o que nos
leva aos campos X19 = (y, 22 +4%) e X11 = (y, 2% — 3°).

Note que procedendo analogamente aos itens acima e utilizando-nos de um
argumento combinatorial obtemos as 23 possibilidades de campos na forma
normal.

|

Pelo Teorema 1.0.3 podemos observar que o estudo de campos de vetores

semi-homogeéneos (ax + by, Ax? + Bxy + Cy?) foi reduzido a analise de campos

de vetores semi-homogéneos dependendo, no maximo de dois parametros.




Capitulo 2

Definicoes Preliminares
2.1 Introducao

Nesse capitulo serao introduzidas algumas definicoes basicas e notacgoes,
as quais necessitaremos para a analise do retrato de fase local nos pontos
singulares na parte finita ou infinita de um campo de vetores semi-homogéneo
dado pelo Teorema 1.0.3.

Denotaremos por Pn(IRz) o conjunto dos campos de vetores polinomiais no
R? da forma X (z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) onde P(x,y) e Q(x, y) sao polindmios
reais nas variaveis x e y de grau no maximo n, onde n € IN sendo que IN

representa o conjunto usual dos inteiros positivos.

2.2 Pontos Singulares

2.2.1  Pontos Singulares Nao Degenerados

Nessa secao apresentaremos alguns resultados, a cerca de pontos singulares,
que sao validos para campos mais gerais € nao s6 para os campos de nosso
interesse principal.

Um ponto ¢ € IR? é dito um ponto critico, estado de equilibrio ou

13



Defini¢oes Preliminares 14

singularidade de um campo de vetores X (z,y) = (P(z,v), Q(z,y)) se P(q) =
Q(g) = 0.

Chamaremos a aten¢ao para alguns resultados onde P(x,y) e Q(z,y) sao

funcoes analiticas em uma vizinhanca de q.

Sejam D = P, (q)Qy(q) — Py(¢)Qx(q) e T = Py(q) + Q,(q), temos que
uma singularidade é chamada nao degenerada se D # 0. Segue que esta

singularidade é necessariamente uma singularidade isolada.

De fato, sabemos que D é o determinante da matriz Jacobiana do campo
e, como D # 0 temos pelo Teorema da Fung¢ao Inversa que X(z,y) é um
difeomorfismo local, assim leva zero em zero donde segue que nao podemos ter

outro ponto com imagem zero.
Admitamos, sem perda de generalidade, que a singularidade g é a origem.

Temos que o campo X (z,y) = (P(x,y), Q(x,y)) admite a seguinte repre-

sentacao em uma vizinhanca da origem:
&= P(r,y) = ax +by + o(z,y)

y=Q(x,y) = cx +dy +¢¥(z,y).
A equacgao caracteristica do estado de equilibrio, nesse caso a origem, é

a— A b

=\ —-T-A+D=0, (2.1)
c d—=A

comT =a+de D = ad— bc, neste caso.

Estamos no caso onde D # 0. As raizes \; e \y da equacao caracteristica
sao chamadas raizes caracteristicas. Dependendo da natureza das raizes
caracteristicas o sistema pode ser reduzido por uma transformacao linear, em

uma vizinhanca do estado de equilibrio, a uma das seguintes formas candnicas:

Caso 1: Raizes caracteristicas reais e distintas (A\; # A2).

Temos o sistema:
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&= Px,y) =Mz+p(z,y)

Caso 2: Raizes caracteristicas reais e iguais (A\; = Ay = \).

= P(x,y) =+ p,y)

y=Q(r,y) =y+px+Y(z,y)

Aqui g pode ser nulo ou nao.

Caso 3: Raizes caracteristicas complexas conjugadas (A, = o +
ﬁiv )\2 = Qo — 57’7
8 #0).

Temos o sistema:
= P(r,y) =ar—PBy+e(r,y)

y=Qx,y) =pr+ay+i(r,y)

A seguir exibiremos todos os tipos possiveis de estados de equilibrio cujas
raizes caracteristicas tém parte real nao nula e, esbocaremos os retratos de fase
em uma vizinhanga do estado de equilibrio.

Para focos e nos ilustraremos somente o caso estavel. Para obter o retrato
de fase para nos ou focos instaveis, simplesmente revertemos a direcao das

setas.

I.N6s: corresponde ao caso onde as raizes caracteristicas sao reais
e de sinais iguais.

(a)No6 nao degenerado estavel: A; # Ay, A\; < 0, A < 0.

Nesse caso temos D > 0,7% —4D > 0e T < 0.

(b)No estavel degenerado: A\ = Ao = A, A < 0, # 0, isto é, D > 0,T% —
4D =0eT < 0.
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/

Figura 2.1: N¢ estavel na forma candnica.

\
T~

Figura 2.2: N¢ estavel degenerado na forma canonica.

(c)No6 estavel: Ay =Xy = A A< 0,0 =0.
I1.Pontos de Sela : Corresponde ao caso onde as raizes caracteris-

ticas sao reais e com sinais opostos.

Nesse caso temos Ay < 0,Ay >0 ou \; >0, <0, isto é, D < 0.

III.Focos: Corresponde a raizes caracteristicas complexas conju-

gadas.

Nesse caso temos A\y = a + fBi,\y = a — (i,0 # 0, isto é, D > 0 e
T2 — 4D < 0.
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Figura 2.3: No estavel.

//
0N

Figura 2.4: Sela na forma canonica.

Aqui podem ocorrer dois casos:

(a)Foco estavel: Se a < 0.
A figura 2.5 a seguir ilustra um foco estavel com 3 > 0. A figura 2.6 para
o caso onde 3 < 0.

(b)Foco instavel: Se o > 0.

Observe que a estrutura topologica, no retrato de fase de um né6 e um foco

¢ a mesma em uma vizinhanca do ponto critico.
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Figura 2.50 Foco es- Figura 2.6: Foco es-
tavel com G > 0. tavel com G < 0.

2.2.2 Pontos Singulares Elementares

Definicao 2.2.1. Um ponto critico ou singularidade q € elementar se D =0

el # 0.

Nesse caso temos que o ponto ¢ ¢ um ponto isolado no conjunto de todos
os pontos singulares.

Considere novamente o campo de vetores

X(z,y) = (P(z,y),y + Qx,y)) = (P(x,y), Qx,y))- (2:2)

Admitamos agora que P(x,y) e Q(x,y) possui um tinico ponto critico (0, 0)
em uma vizinhanca da origem, e sao analiticas nessa vizinhanca. Temos tam-
bém que sua expansao em série de poténcia comeca com termos quadraticos.

Nossas afirmacoes, como ji comentamos, se restringem a uma vizinhanca

suficientemente pequena Us(0) da origem. Seja

OP(z,y)  9Q(x.y)
ox oy

Temos que o(x,y) é uma fungdo continua, ¢(0,0) = o = 1. Dai podemos

T=T(x,y) =0(x,y) = (2.3)

assumir que o(x,y) > 0 para quaisquer pontos em Us(0) e assim faremos uso

do Teste de Bendixson e Dulac, o qual enunciaremos abaixo.

Teorema 2.2.1. (Teste de Dulac e Bendixson para regides simples-

mente conexas)
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Sejam
dx
“_p
o (z,y)
(2-4)
dy
a Q(Iv y),

um sistema dindmico analitico, G uma subregiao simplesmente conexa do dominio
de definicao do sistema (2.4). Seja B(z,y) uma fun¢do continuamente dife-

rencidvel definida em G tal que a fungao

J(BP) N J(BQ)
ox dy

nao muda de sinal. Temos que nao existem curvas simples fechadas em G que

(2-5)

sao uniao de trajetorias do sistema (2.4).

Observagao 2.2.1. A condi¢do acima permite que a fun¢ao (2.5) seja nula em
um numero finito de pontos isolados e curvas suaves, contudo possui 0 mesmo
sinal em todos os pontos de G.

Demonstracao

Demonstremos inicialmente que a regiao G nao contém trajetorias fechadas.
Vamos fazer a demonstragao por partes.

Suponhamos que G contém uma trajetoria fechada L. Considere a integral
de linha

I= /(—Bde + BPdy).
L

Temos que I = 0. Com efeito, sejam

r=p(t) ey =t),

as equacoes da trajetoria L, onde 0 <t < T'. Temos

IZ/O B(p(t), ¥ (8) [=Q(p(t), ¥ () (t) + P(p(t), (1)) (t)]dt (2.6)

e portanto,
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' (t) = P(e(t),9 (1)), U(t) = Qe(t), ¥ (1)),

pois ((t),1(t)) é solugao do sistema (2.4).
Note que os colchetes da equacao ¢ nulo, logo I = 0.

Por outro lado, temos pelo Teorema de Green que

= / /Q L%(BPH%(BQ) drdy,

onde ) é a regido limitada pela curva fechada L (2 C G). Mas por hipotese a
funcao que esté sendo integrada nao muda de sinal, logo a integral nao pode
ser nula. O que nos conduz a uma contradicdo. Portanto, G nao contém
trajetorias fechadas.

Mostremos agora que G nao contém um “loop” fechado simples, isto é,
a uniao de um ponto singular e uma trajetoria fechada L que tende para a
origem quando t — 4o00. Analogamente ao feito anteriormente, suponhamos
que existe um loop em G. Seja C. um circulo centrado na origem com raio
suficientemente pequeno tal que existem pontos de L fora da regiao limitada
pelo circulo.

Como (2.4) é um sistema analitico, L é uma curva analitica e portanto

“corta” C. somente em um numero finito de pontos, os quais dividem C, em

oy

um numero finito de subarcos.

4!

Vn
Ce

Figura 2.7: As regides 1,9, ..., 8,.
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Se ) denota a regiao limitada pelo loop L e €. o conjunto dos pontos de €2
que distam mais do que € da origem, temos que ). é um conjunto aberto do
IR? e, a fronteira desse conjunto é a unido dos subarcos mencionados acima.

Dai temos que (). é a uniao de um numero finito de componentes
01,9, ...,9,. Denotemos as fronteiras orientadas positivamente de vy, ¥, . . ., Vn-
Temos que essas fronteiras sao curvas suaves por partes.

Considere a integral

L = / / | [%(BP%L@%(BQ)} dady

_ g / /Q k {%(BP) + 8%(3@)} dedy.

Como o integrando nao muda de sinal, a integral é nao nula e portanto ||

cresce com o decrescimento €. Portanto, para todo ¢ < &,

|[€| > ‘160‘- (2-7)

Por outro lado, o Teorema de Green nos diz que

Ly=>_ ]{ (~BQdx + BPdy).
k=1""k

Como ja mostramos acima temos que a integral de linha de —BQdxz+ BPdy
sobre qualquer parte da trajetoria L do sistema (2.4) é nula, segue que I, é
igual a soma de integrais sobre os arcos de C. que aparecem na fronteira das

regioes 2. Denotemos esses arcos por Ay, A, ..., A, dai temos

L=Y)" /A (—BQdz + BPdy).
k=1 K

Expressando os termos da integral de linha com respeito ao comprimento

de arco, temos

I. = Z /Ak(—BQ cos + BPsen0) ds,
k=1 v Ak
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onde 6 é o angulo entre a tangente ao circulo C. e o eixo x positivo.

Seja M o maximo da expressao

|BQ| + |BP|

em 2.
Estimando a expressao acima para I, e observando que a soma do compri-

mento de todos os arcos A é menor que o comprimento 27e de C., temos

|I.| < 2mMe.

Para ¢ suficientemente pequeno, esta inequacao contradiz (2.7). Dai segue
que nao existe loop na regiao G.

A prova de que GG nao pode conter trajetorias fechadas as quais sdo uniao
de trajetorias gerais e pontos singulares O, O,, ..., O,, é andloga ao feito an-
teriormente, exceto que teremos que considerar circulos Ci., Co, . .., Cpe sob
todos os pontos singulares.

Donde concluimos a demonstracao.
|

Fizemos a demonstragao do Teste de Dulac e Bendixson porque trata-se de
um resultado muito util para decidirmos quando um sistema possui trajetorias
fechadas. Este resultado é utilizado na demonstracao do proximo teorema, a
qual nao faremos aqui pois é muito longa e técnica e dai fugiria do enfoque

principal do trabalho.

Vamos agora enunciar o resultado dessa secao que descreve as possibilidades
de estrutura topologica de um estado de equilibrio (0, 0) do campo planar (2.2),

cuja demonstragao pode ser encontrada em [6].

Teorema 2.2.2. Seja (0,0) um ponto singulares isolado do sistema (2.2). Seja

y = ¢(x) a solugio da equagdao y + Q2(x,y) = 0 na vizinhanga da origem e

assumimos que a expansao em série da funcao () = Pz, p(z)) = Apz™ +
. onde m > 2,A,, # 0. Temos:

(i) Se m € impar e A,, > 0 temos que (0,0) € um nd topoldgico,
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(ii) Se m € impar e A, < 0 temos que (0,0) é um ponto de sela sendo que
duas de suas separatrizes tendem a 0 na direcao 0 e 7 e outras duas na

direcio ~
mrecao — e _7T,'
€105 ¢35

(111) Se m € par temos que (0,0) é uma sela-nd, isto €, um ponto singular cuja

vizinhanc¢a € a uniao de um setor parabolico e dois setores hiperbolicos.

Se A,, < 0 os setores hiperbdlicos contém um segmento do eizo x positivo
que tém como fronteira a origem (veja figura 2.10),e se A, > 0 os setores

contém um segmento do eixo z negativo (veja figura 2.11).

Interpretacao geométrica do teorema 2.2.2.

Y

/

NS

Figura 2.8: Caso onde A,, >0em  Figura 2.9: Caso onde A,, < 0em é
é impar. impar.
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y \/
= 5

Figura 2.11: Caso onde A,, > 0

Figura 2.10: Caso onde A,, < 0 e m € par.

e m é par.

2.2.3 Pontos Singulares Nilpotentes

Quando D = T = 0 mas a matriz Jacobiana em ¢ nao é nula e ¢ é um
ponto singular isolado no conjunto de todos os pontos singulares, dizemos que
q é nilpotente. Citaremos agora o resultado de pontos singulares nilpotentes,

o qual faremos uso e, cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.2.3. Seja (0,0) um ponto singular isolado do campo de vetores
(y+F(z,y),G(z,y)), onde F e G sao fun¢oes analiticas em uma vizinhanga da
origem comegando com termos quadrdticos nas varidveis x e y. Sejay = f(z)
a solugao da equacao y+ F(x,y) =0 em uma vizinhanga da origem.

Suponhamos que o desenvolvimento da fun¢ao G(z, f(x)) é da forma
Gz, f(zr)) = Ka" + HO.T.

(g—i + %) (z, f(z)) = La* + HO.T.

com K#£0,r>2el>1.

e (a) Ser épar er >2\+1, temos que a origem é uma sela-nd;

o (b) Ser éparer <2\+1 temos que a origem € uma cispide, isto é, um
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ponto critico formado pela uniao de dois setores hiperbolicos. Portanto,

a cuspide possui duas separatrizes tangentes ao eizo x positivo;

o (c)Ser éimpar, K < 0,r = 2\+1, A par e L>*+4K(\+1) > 0 temos que
a origem € um no estdvel se L < 0, possuindo todas as orbitas tangentes

ao eizo x em (0,0).

o (d) Ser éimpar, K < 0,7 = 2\+1, X impar e L?> +4K(A+1) > 0 temos

que a origem € uma sela eliptica.

Finalmente, se a matriz Jacobiana no ponto singular ¢ é identicamente
nula, e ¢ ¢ um ponto singular isolado dentro do conjunto de todos os pontos
singulares, dizemos que ¢ é linearmente nulo. O estudo do retrato de fase

local, neste caso, necessita de um tratamento especial (blow-ups).







Capitulo 3

A Esfera de Poincaré e Pontos Singulares

no Infinito

3.1 Introducao

O objetivo desse capitulo é encontrar ferramentas as quais propicie o estudo
do comportamento de fluxos no “infinito” e, nao somente em vizinhancas de
pontos singulares.

Para estudarmos o comportamento de trajetorias de sistemas planares no
“infinito” faremos uso da projegao estereografica e da projecao central as
quais, definiremos a seguir.

O comportamento de trajetorias longe da origem podera ser entendido es-
tudando o comportamento de trajetorias proximas de “pontos no infinito", isto
é, proximas do polo norte da esfera de Bendixson ou no equador da esfera de

Poincaré.

3.2 A esfera de Poincaré

Iniciemos essa secao definindo a projegao estereografica.

27
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Definigio 3.2.1. Seja a esfera S? = {(z,y,2) € R* x> +y?+22 =1} em R®.

Projetamos a esfera S? sobre o plano xy como indicado na figura a sequir.

Figura 3.1: Projecio estereografica de S? sobre o plano zy.

Analisando os triangulos dados na figura 3.2 temos que as equagoes que

definem (X,Y) em termos de (z,y, z) sao dadas por

T Y:y

X = , )
1—=2 1—=2

Temos que a projecao definida pelo conjunto dessas equagoes € chamada

projecao estereogrdfica.

Figura 3.2: Um corte na figura anterior.
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Note que o conjunto dessas equacoes estabelece uma bijecao entre os pontos
(7,9, 2) do hemisfério norte da esfera unitaria S? e os pontos (X,Y) do plano.
A idéia de analisar o comportamento global de sistemas dinamicos planares
usando a projecao estereografica da esfera sobre o plano é devida a Bendixson.
A esfera, incluindo o ponto critico no infinito, é chamada de esfera de Ben-

dixson.

Se utilizarmos da projecao estereografica, o ponto no infinito é usualmente
um ponto singular complicado do fluxo induzido na esfera e, posteriormente
teremos uma dificuldade para analisarmos o fluxo na vizinhanca desse ponto
singular.

Contudo, temos uma outra maneira de estudarmos o comportamento de tra-
jetorias “no infinito”, a qual é chamada esfera de Poincaré, onde projetamos

pelo centro da esfera unitaria

S?={(X,Y,Z) e R X*+Y?*+ 7Z* =1}

pontos diametralmente opostos sobre o plano xy tangente a S? no polo norte

ou no polo sul, conforme ilustra a figura 3.3 .

A

Figura 3.3: Projecao central do hemisfério superior de S? sobre o plano xy.

Esse tipo de projecao central introduzida por Poincaré tém a vantagem de

que os pontos singulares no infinito estao espalhados ao longo do equador da
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esfera de Poincaré e sao portanto mais naturais do que os pontos singulares no
infinito da esfera de Bendixson.
Se projetarmos o hemisfério superior de S? sobre o plano xy, teremos trian-

gulos similares aos da figura 3.4.

A

Figura 3.4: Projecao central sobre o plano xy.

Observando esses triangulos obtemos as equagoes que relacionam os pontos

(x,y) no plano com os pontos (X, Y, Z) na esfera

_E —X ( 1)
r=— e y=- 3

De uma forma analoga podemos definir equagdes que expressam (X, Y, Z)

em termos de (z,y) que sdo dadas por

X = * Y = y e 7 = !

Vita2+y? T+ a?+y2 VI+ a2+ 2

Essas equagoes estabelecem uma bijegao entre os pontos (X,Y, Z) com Z >

0 (o hemisfério norte da esfera) e os pontos (z,) no plano. A origem 0 € R?

corresponde ao polo norte (0,0, 1) da esfera, pontos no circulo 22 + y? = 1

1
correspondem a pontos no circulo X2+ Y? = — ¢ Z = — em S? e, pontos no

2977

equador de S? corresponde a “circulos no infinito” ou “pontos no infinito” de

R>.
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Observe que pontos diametralmente opostos que nao estao no equador de
S? correspondem ao mesmo ponto (x,y) € IR? (veja figura 3.3). Portanto, é
natural esperarmos que pontos diametralmente opostos no equador levem a

pontos iguais no infinito.

O hemisfério com os pontos diametralmente opostos identificados é o mo-

delo para o plano projetivo.

Visualizaremos que o fluxo na esfera de Poincaré induz um sistema dinamico
em IR? onde o fluxo em vizinhancas de pontos diametralmente opostos ¢ topo-

logicamente equivalente.

Considere o fluxo definido por um sistema dinamico em IR>

& = P(r,y)
(3-2)
j =Q(zy)
onde P e () sao funcoes polinomiais de x e y. Seja m o maior grau de P e Q.

O sistema acima pode ser escrito

dy _ Q(z,y)
dx  P(z,y)
ou na forma diferencial como

Observe que qualquer uma das ultimas formas perdemos a direcao do fluxo
ao longo da curva solucao de (3.2).
De (3.1), temos

 ZdX - XdZ | ZdY —YdZ

dx 72 ,dy — 2 (3-4)

Dai (3.3) pode ser reescrita como

Q(ZdX — XdZ) — P(ZdY —YdZ) =0
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XY XY
ondeP:P(x,y):P(?,z) eQ:Q(x,y):Q(?,E).

Para eliminarmos Z nos denominadores, multiplicamos a equacao anterior

por Z™ e obtemos

ZQ*dX — ZP*dY + (YP* — XQ*)dZ = 0 (3-5)

* m XY * __7m XY = AL
onde P*(X,Y,Z) = Z™P (?’E) eQ*(X,Y,Z2)=2"Q (Z’ Z) $a0 polindmios
em (XY, 7).

Por outro lado essa equacao pode ser reescrita ainda na forma de determi-

nante

X dy dz
X Y Z|=0 (3.6)
P* Q0

A equagao diferencial (3.5) define uma familia de curvas solugdes ou fluxos
em S2. Cada curva solu¢io corresponde a exatamente a uma curva soluciao do
sistema (3.2) em IR%.

Além disso, o fluxo na esfera de Poincaré definido por (3.5) nos permite
estudar o comportamento do fluxo definido por (3.2) no infinito, isto é, vamos
estudar o fluxo definido por (3.5) nas vizinhangas do equador de S?. Temos
que o equador de S? é constituido de pontos singulares e trajetorias de (3.5).

Se tomarmos Z = 0 em (3.5), temos que (Y P* — XQ*)dZ = 0. Se Y P* —
XQ* # 0 temos que dZ = 0, isto é, temos uma trajetéria passando por um
ponto regular no equador de S2. Dai concluimos que os pontos singulares de

(3.5), que estao no equador de S? sao dados pela equagao

YP*— XQ* = 0. (3.7)

Se

P(l’,y) :Pl(:v,y)++Pm(x,y)
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Q(l',y) = Ql(x>y) +eeet Qm(x>y)

onde P; e ); sao polindmios homogéneos e j indica o grau do polinémio nas

variaveis x e y. Dali

N >
N[ =

YP*— XQ* =Z"YP ( ) t e Z™Y P, (% g) -

)_..._szQm%, )

=Z"YP(X,)Y)+ -+ YP,(X,Y)-

Y

Y

N| >
NI~
NI~

X, (

2 X QUX,Y) — - — XQu(X,Y).
Se fizermos Z = 0, temos que YP* — XQ* = YP,(X,Y) — XQ(X,Y).
E, além disso para Z = 0 temos X? + Y? = 1, daf (3.7) é equivalente a

senf P,,(cos0,sen ) — cos Q,,(cosd,sen ) = 0.

Assim, temos que os pontos singulares no infinito sao determinados colo-
cando os termos de maior grau em termos de 6 e igualando a zero. O que nos

remete ao seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. Os pontos singulares no infinito para o sistema polinomial de
grau m (3.2) ocorrem nos pontos (X,Y,0) no equador da esfera de Poincaré
onde X? +Y?=1c¢e

XQun(X,)Y)=YP,(X,Y)=0 (3-8)

ou equivalentemente, em coordenadas polares onde os dngulos 0; e 0; + m sa-

tisfazem

Gmi1 = cos8Qp(cos,senf) — send P,,(cosf,send) = 0. (3.9)




A Esfera de Poincaré e Pontos Singulares no Infinito 34

Essa equacao possui no maximo m + 1 pares de raizes ¢; e 6; + 7 a nao ser

que Gp,11(0) seja identicamente nula.

Na esfera temos coordenadas (z, ) onde

X =+1—Z2cosb
(3.10)
Y =+v1—-7%send.

Note que na esfera sera 0 que define se o movimento é anti-horario ( > 0)
ou horario (6 < 0).
Com efeito, de (3.10) temos que

o 1

dt :
71

Sabemos também que o sinal de (X@Q — Y P) é idéntico ao sinal de (XQ* —
Y P*) pois Z > 0. Donde segue a afirmagao.

S(XQ-YP).

Dai podemos concluir que se G,,+1(6) nao é identicamente nula, o fluxo no
equador da esfera de Poincaré sera no sentido anti-horario para os pontos que
correspondem a angulos 6 tais que G,,1(#) > 0 e seré nos sentido horario para

pontos que correspondam a angulos € tais que G,,11(0) < 0.

Uma vez determinados os pontos singulares surge uma pergunta natural:

Qual o comportamento qualitativo nas vizinhancas desses pontos?

Vamos agora determinar o comportamento de pontos singulares no infinito.

Sejam «, o plano tangente a S? no ponto (0,0,—1), C e C’ os pontos de
intersecao do eixo X com o equador e D, D" os pontos de intersecao do eixo Y
com o equador. Veja figura 3.5.

Seja o* o plano tangente a S% em C. Considere um sistema de coordenadas
(u, z) no plano a* tal que u esta na dire¢ao do eixo Y e z na diregao oposta

do eixo Z.
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Considere M’ e M" dois pontos antipodais em S? e, M* a interseccao da
projecao central com o plano a*. Veja figura 3.6. Considere também o ponto

M no plano o e M* o correspondente ponto em a*.

Figura 3.5: Figura 3.6:

Temos que M e M* possuem as seguintes coordenadas espaciais: (z,y, —1)
e (1,u,—z), respectivamente e, considerando a reta que passa por (0,0,0) e M

temos

= - (3-11)

ou

—_
SHES

=, Yy = (3'12)

Para o plano @ (tangente a esfera S? em D) temos relagoes analogas as

coordenadas x,y e z,v:

v 1
r =, y=—,
z z
ou
T 1
v=—, z=-. (3.13)
Y Y

As transformacoes (3.12) e (3.13) sdo chamadas transformacgoes de Poincaré.

Aplicando as transformagoes (3.12) para o sistema (3.2) temos
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du 1 u 1 u
— =—uwzP (- — ) +2Q|—-,—
dt 2z 2z

dz 5 1 u
— =—z*P|-,—].
dt : (z’z)

Para z # 0 (isto é, pontos que nao estao no equador) as trajetorias desse

(3-14)

sistema sao obviamente projecoes de trajetorias na esfera ou o que é o mesmo,

projegoes (passando pelo centro 0) de trajetorias do sistema (3.2) no plano a.

Considere o sistema (3.14), se multiplicarmos esse sistema por 2™ ! e tro-
carmos y por u temos
d 1 1
Zm—l_y :—yZmP _’Q +ZmQ _’Q
dt 2"z 2z
zm_l% = —mtp Ly .
dt z' 2z
m—1
Escrevendo = — temos dt = 2™ 1dr.
dt dr
Dai o sistema (3.14) pode ser reescrito:
d 1 1
e () a(22)
dr 2’z 2z
(3-15)
de —zmtp (1, y) .
dr z' z

Note que esse sistema é topologicamente equivalente ao sistema (3.14) (e,
conseqiientemente ao sistema (3.2)) quando m é impar e topologicamente equi-

valente com direcao reversa se m é par.

Observacgao 3.2.1. Salientamos aqui que os polindomios P e () em questao
sao homogéneos, dai seque a afirmacgao anterior. Quando nao o sao nao vale

o resultado.

Observe que o sistema (3.15) esta definido para z = 0, isto é, para todo o
plano a*.

Esses resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:
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Figura 3.7: Projecao central somente sob um hemisfério da esfera.

Teorema 3.2.2. O fluzo definido por (3.5) na carta correspondente a {y =
(y1,y2,y3) € S% 41 > 0} no equador da esfera de Poincaré S?, exceto o ponto

(0,1,0), € topologicamente equivalente ao fluzo definido pelo sistema

o))
z Z z Z
i o= —pmHp (Lg).
z Z

Analogamente, o fluzo definido por (3.5) na carta correspondente a {y =

(3.16)

(Y1, Y2,y3) € S% 92 > 0} no equador de S?, exceto o ponto (1,0,0) € topologi-

camente equivalente ao fluzo definido pelo sistema

(3.17)
2 o= —zmtQ (E, 1) .
z Z

Observagao 3.2.2. Para determinarmos o retrato de fase nas cartas {y =
(y1,92,93) € S% 91 < 0} e {y = (y1,92,93) € S% 92 < 0} basta observarmos
que o campo dado no Teorema 3.2.2 provém do campo original multiplicado por

um fator 2™ e utilizarmo-nos da projecao central.
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Definigao 3.2.2. Os campos (3.16) e (3.17), obtidos pelo Teorema anterior
para o campo X(z,y) sao denominados campos de vetores compactifi-
cados de Poincaré nas cartas Uy = {y = (y1,y2,y3) € S*yr > 0} e
Uy = {y = (y1,y2,y3) € S*y2 > 0}, respectivamente, e sio denotados por

p(X).

A compactificacdo de Poincaré possui a propriedade de que S* é invariante

sob o fluxo de P(X).

Observagao 3.2.3. O ponto singular de (3.16) em (yo,0) corresponde ao

sequinte ponto singular de (3.5):

1 Yo 0
VIt Vit
em S?, e o ponto singular de (3.17) corresponde ao ponto singular de (3.5)

dado por

Zo 1 0
VI+ad J1+a2
em S?.

Definicao 3.2.3. A projecio do hemisfério norte fechado da esfera S* no

conjunto {(y1, Yo, y3); ys = 0}, isto & (Y1, Y2, y3) = (y1,42) € chamada de disco
de Poincaré.

Denotamos o disco de Poincaré por D?.

Observacgao 3.2.4. No restante deste texto dizemos que dois campos de vetores
polinomiais X (x,y) e Y(z,y) em IR? sdo topologicamente equivalentes se
existe um homeomorfismo em S? preservando o infinito S*, levando drbitas do
fluzo induzido por P(X) em drbitas do fluxo induzido por P(Y), preservando

ou invertendo o sentido de todas as drbitas.




Capitulo 4
Pontos Singulares na Parte Finita do Campo

4.1 Introducao

Sejam P(x,y) e Q(z,y) polindmios homogéneos de graus 1 e 2, respectiva-
mente, temos que a solu¢ao P(z,y) = Q(x,y) = 0 pode ser somente a origem
ou uma linha reta passando pela origem.

Com efeito, sabemos que a expressao P(z,y) = ax + by = 0, tém como
solu¢do uma reta passando pela origem, a solu¢do da expressao Q(z,y) =
Ax? + Bxy + Cy? = 0 pode ser (0,0) ou um par de retas concorrentes pela
origem. Donde concluimos que os pontos singulares do campo X(z,y) =

(P(z,y),Q(x,y)) sdo a origem ou uma linha reta passando pela origem.

Teorema 4.1.1. Sejam X;,i =1,2,...,23, os campos de vetores do Teorema

1.0.3.

e (a) A origem é uma sela-nd elementar para X; se B — C # 1, para
Xy se C'# 1, para X3 se C # —1, para X4 se B # 1 e para X; com
i €{5,6,7,16,17,18,19,23}. Portanto, a localiza¢do das 3 separatrizes

podem ser obtidas pelo Lema 4.1.2 a sequir.

e (b) A origem é uma cispide para X; com i € {8,10,11,12,13} possuindo

as duas separatrizes tangentes ao eizo T positivo.

39
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e (¢) A linha reta x +y = 0 € formada por pontos singulares para X, se

B—-C=1, para Xy se C =1, para X3 se C' = —1 e para X4 se B=1.

e (d) A linha reta x = 0 € formada por pontos singulares para X; com
i € {20,21,22}.

o (¢) A linha reta y = 0 € formada por pontos singulares para X; com

i €{9,14,15}.

Para demonstrar o Teorema 4.1.1, necessitaremos de alguns lemas prelimi-

nares.

Lema 4.1.1. Se X(x,y) é um campo de vetores quadrdtico planar da forma
(ax + by, Az® + Bxy + Cy?), entdo a origem é um ponto singular elementar se

a # 0 e, nilpotente se a = 0.

Demonstragcao Temos que a matriz Jacobiana é dada por

oo

Portanto, temos que a origem é elementar se a # 0 e nilpotente se a = 0.
Como P(z,y) = ax + by tem que ser linear, o caso a = b = 0 nao é possivel.
|
Os proximos dois Lemas detalham o comportamento local do fluxo na
origem. Veremos que a origem é uma sela-nd se a # 0 e uma cuspide se
a=0.

Lema 4.1.2. Seja o campo de vetores (v+by, Ax*+ Bxy+Cy?), entdo o retrato
de fase local em uma vizinhang¢a da origem € uma sela-no elementar com dois
setores hiperbolicos tendo as duas separatrizes instdveis tangentes ao eizo x e a
separatriz estdvel tangente a semi-reta x + by = 0 com y < 0 (respectivamente
y > 0) onde Ab*> — Bb+ C > 0 (respectivamente Ab*> — Bb+ C < 0).

Demonstragao
Vamos aplicar o Teorema 2.2.2 no campo acima, mas para isso faremos a

seguinte mudanca de variaveis
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rr =y

To= x4+ by.

A qual nos fornecera um campo de vetores na forma
(F(x1,22), 22 + G(21, 22)),

onde

F(l’l,LEQ) = (Abz — Bb+ C)SL’% + (B — 2Ab)$1$€2 + ASL’%,

G(z1,29) = b(AV* — Bb+ C)} + b(B — 2Ab)x115 + Abz3.

Seja xy = g(x1) = b(AV*— Bb+C)x3+H.O.T. a solugao de xo+G(x1, 79) = 0
na vizinhanga de (0,0). Temos f(z1) = F(z1,9(71)) = (Ab* — Bb+ C)az? +
HO.T.

Portanto, pelo Teorema 2.2.2, segue o requerido.
|

Lema 4.1.3. Seja o campo de vetores (y, 2% + Bxy + Cy?), entio a origem é

uma cuspide possuindo duas separatrizes tangentes ao eiro T positivo.

Demonstragao

Vamos utilizar agora o Teorema 2.2.3 na origem do campo de vetores

(y+ F(x,y), G(z,y)) = (y,2* + Bry + Cy?).
Temos y = 0 = f(z), a solugao de y + F(z,y) = 0, logo G(z, f(z)) =
G(x,0) =2>=Kz1" e

oF 0G
(8—:6 + 8—y) (z, f(x)) = Bx = La*.
Suponhamos que B # 0, dai temos que r =2 é par e r < 2\+1 = 3. Logo,

pelo Teorema 2.2.3(b) concluimos esse caso.
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Tratemos agora os casos onde B = 0. Para esta anélise faremos blow-up

polar. Temos os seguintes campos a serem considerados: Xig, X171 ¢ Xi3.

No campo X1y = (y,2? + 9?), onde B = 0 e C = 1, fazendo um blow-up

polar obtemos o campo:

1
<r(r + cost)sent, 5(—1 + 2rcost + cos 2t)) .

Fazendo um novo blow-up polar no ponto (r,t) = (0,0) temos

1
ro= " ((8 + 5ri)costy 4 ri(8cos(2t;] 4 3ricos[3t1])) sent
; 2 1 2
t; = cos‘t) — 571c08 t1(4 4 3ricosty)sen<t;.

Contudo ainda nao ha uma desingularizacao, e surgem mais dois pontos
s s
singulares: <O,§> e (0,—§>.

T
Fazendo um novo blow-up na direcao <0, 5) temos

( 1
ro = §T§(4COS tosen? ty + 2sen® ty — cos® tosen ty(2 + 3rasen” ty)+

. +c0s’ta(—2 + Brisen? ty))

. 1
ty = —5T2c08 tosen ty(—4senty + costy(—6 + rasen ty(3costy + Ssenty)))
\
jas singularidades sio: (0,2 ), (0, —Z (0, Arccos [——2=]), (0, — Arccos [2])
cujas singularidades sao: (0, ), (0,—5 ), (0, Ar 1), (0, weE;

e (0,0), as quais sao todas selas elementares.

E, na direcao (O, —g) temos
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1
ry = —§r§(4cos tasen? to — 2sen® ty + cos? tasen ta(2 + 3r§sen2 to)+

+cos’ta(—2 + Hrasen? ty))

. 1
ty = 572008 tosen ty(4senty + costy(—6 + risen ty(—3costy + Ssenty))).
\

cujas singularidades sdo: <0, g) , (O, —g) , (0, —Arccos [—\/%—3]), (0, Arccos [\/%_3])
e (0,0), as quais sao todas selas elementares.
Como as singularidades desses campos sao todas hiperbolicas, trazendo as

informagoes através de “blow-down” obtemos que a origem é uma cuspide.

Procedendo analogamente com os campos Xi; e X3 obtemos também que
a origem ¢é uma cuspide.

Com relagao ao campo X3 teremos um trabalho extra, visto que quando
fizermos o primeiro “blow-up” ja ird surgir duas direcoes a serem analisadas e

nao somente uma como nesse caso que detalhamos.

Donde concluimos o Lema.

Observacgao 4.1.1. No trabalho original, cuja parte da dissertacao € baseada,
a andlise desses casos isolados nao foi considerada e, com isso preenchemos

esta lacuna, que se tratava do caso onde o pardmetro B assume o valor nulo.

Nos Lemas seguintes caracterizamos os casos onde a origem nao ¢ um ponto

singular isolado.

Lema 4.1.4. Considere o campo de vetores (x + by, Az* + Bxy + Cy?), temos
que a linha reta x+by = 0 € formada de pontos singulares se Ab*> —Bb+C = 0.

Demonstracgao
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Podemos reescrever o campo da seguinte forma

(x + by, (x + by)(Ax + (B — Ab)y)).

De fato, temos que Az? + Bxy + Cy* = (z + by)(Ax + (B — Ab)y) +
(Ab*> — Bb + C)y® Como por hipotese temos Ab?> — Bb+ C = 0, segue que
Azx? 4+ Bry + Cy* = (z + by)(Az + (B — Ab)y).

Donde concluimos o Lema.

Lema 4.1.5. Considere o campo de vetores (y, Bxy+Cy?). Temos que a linha

reta y = 0 € formada por pontos singulares.

Demonstracao
A demonstracao é imediata, pois y é fator comum as duas componentes do
campo.
[
Demonstracao do Teorema 4.1.1.
A demonstragao do Teorema segue imediatamente dos Lemas 4.1.1 ao 4.1.5.
[

Dos Lemas 4.1.2 e 4.1.3 segue o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.1. Considere o campo de vetores analitico

(az + by + Oq(z,y), Az? + Bxy + Oy + Os(z,y))

possuindo a origem como ponto singular isolado. Onde Os(z,y) e Os(x,y) rep-

resentam polindmios homogéneos de ordem maior que 2 e g, respectivamente.

e (i) Se a # 0, podemos assumir que a = 1, e a origem é uma sela-nd
elementar com dois setores hiperbolicos tendo duas separatrizes instdveis
tangentes ao eizo x e uma estdavel tangente a linha reta x + by = 0 com

y < 0 (respectivamentey > 0) quando Ab?>—Bb+C > 0 ( respectivamente
y<0).

e (ii) Sea=0eb#0, podemos assumir queb =1 e A =1, e a origem serd

uma cuspide possuindo as duas separatrizes tangentes ao eixo xr positivo.
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A Proposicao 4.1.1 é a extensao do Teorema de Hartman para campos de

vetores planares comecando com termos lineares e quadraticos.







Capitulo 5

Pontos Singulares na Parte Infinita do

Campo
5.1 Introducao

As expressoes

1 1 1
Z;L (P (ﬂ7 _) - ZIQ <ﬂ7 _) a_ZQQ <ﬂa _)) em U2’ (52)
Z9 Z9 29 29 22 %22

para a compactificagao de Poincaré P(X) do campo X (z,y) = (ax + by, Ax? +

Bzy + Cy?), cuja dedugao encontra-se no Teorema 3.2.2, sdo escritas como

(A+ Bz + C22 — z120(a + b21), —29(a + bz1)) em Uy, (5-3)

47
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(20(az; +b) — 21(A2? + B2y + O), —23(A22 + B2, + C)) em Us.  (5.4)

Defini¢ao 5.1.1. Um ponto singular ¢ de P(X) é dito um ponto na parte
infinita do campo de X (z,y) se q pertence ao equador da esfera e, é um um

ponto na parte finita do campo se ¢ € S?\S*.

Observemos que os pontos singulares de P(X) sao simétricos com respeito
a origem da esfera de Poincaré. Portanto, podemos estudar pontos singulares
no infinito restringindo nossa anéalise para pontos singulares no infinito nas

cartas locais Uy e Us.

Figura 5.1: Projecao central somente sob um hemisfério da esfera.

Portanto, pelas definicoes de carta local os tinicos pontos singulares no

infinito que podem pertencer a (Us U V5)\(U; U V}) s@o as origens de Us e V5.
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Z

Figura 5.2: As cartas Uy, Uy, Vi e V5.

Temos que os pontos singulares no infinito de X (z,y) sdo os pontos (z1,0)
de U, tal que A+ Bz, +C2 =0e (0,0) de Us.

Para estudarmos o comportamento local dos pontos singulares no infinito,
necessitaremos de suas partes lineares, as quais serao dadas pelas matrizes

Jacobianas, que sao da forma

0 0

B+2Cz —az — bz}
0o -C

b ] (5.5)

nos pontos (z1,0) € Uy e (0,0) € Uy, respectivamente.

5.2 A origem da carta Us como ponto singular na parte

infinita do campo

Pelas expressoes em (5.5) a origem de uma carta local Uy é nao-degenerada
se C' #£ 0, nilpotente se C' =0 e b # 0 e linearmente nula se C' = b = 0.

Teorema §.2.1. Denotemos por X;, para ¢ € {1,2,...,23} 0s campos de

vetores do Teorema 1.0.3. A origem da carta local Uy é

e (a) Un nd estdvel para X; com i € {1,2,3,8,16} se C > 0 e, para X;
com i € {5,7,9,10,13,15,17,18,23};
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e (b) Um nd instdvel para X; com i € {1,2,3,8,16} se C' < 0 e, para X;
com i € {11,19};

e (c) Uma sela-eliptica para X; com i € {4,6,12,14}, possuindo as sepa-
ratrizes do setor hiperbdlico no infinito (S*). Para X, com B > 0 e
para Xg, X120 € X4 0 setor eliptico estd em zo > 0 e, a separatriz estdvel
coincide localmente com o eixo z, positivo. Para X, com B < 0 o setor
eliptico esta em zo < 0 e, a separatriz estdvel coincide localmente com o

e1ro z1 negativo;

e (d) Um ponto singular nao isolado para X; com i € {20,21,22}.

Antes de demonstrarmos o Teorema 5.2.1 necessitaremos de dois Lemas

auxiliares.

Lema 5.2.1. Considere o campo de vetores

X (z,y) = (ax + by, Az* + Bay + Cy?),

temos que a origem de Uy € um no estdvel se C' > 0, e um nd instdvel se

C <0.

Demonstragao
Temos por hipotese que C' > 0 ou C < 0. Este Lema segue imediatamente
da subsecdo 2.2.1, pois D = C? e T = —2C, logo T? = 4C?. Assim, 4D > T?.
Portanto, é um noé estavel se T' < 0, isto é, C' > 0, e é um no6 instavel se

T >0, isto é, C <O0.
[
No proximo Lema estudaremos o retrato de fase local da origem de U,

quando é um ponto singular nilpotente.

Lema 5.2.2. Considere o campo de vetores

X(z,y) = (ax + y, Az* + Bxy).

A origem de Uy é uma sela-eliptica se B # 0 um nd estdvel se B = 0. Se

B # 0 as separatrizes do setor hiperbolico da sela-eliptica estao no infinito
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(SY). Se B > 0 (respectivamente B < 0) o setor eliptico estd em zy > 0
(respectivamente zo < 0), e a separatriz estdvel coincide localmente com o eizo

21 positivo (respectivamente negativo).

Demonstracao

Por (5.4) a expressao de P(X) na carta local U, é

(22 4+ F(z1,22),G(21,22)) = (22 — Bzf + az1z9 — Azf, —Bz1z9 — Azfzg).

Seja zp = f(z1) a solu¢ao de zy + F(z1,22) = 0 em uma vizinhanga da

origem. Temos que

f(z1) = B2} + (A—aB)2} —a(A—aB)z} + ...

Temos G(z1, f(21)) = —B?z} + B(aB — 2A)z} — (A — aB)*2) + -+ =
Kz¥ 4+ ..., Temos também que
oF 0G
— +-—=-3B — 4A2°
9z + 97 21 + azo 21,

donde resulta que

a_F+8_G (21, f(21)) = =3Bz + (aB —4A)2? + (aA — a’B)23 + . ..
82’1 82’2

=Lz} + HOT.

Se B# 0, temos K = —B%2 k=3 L= -3Be XA=1. Como k & impar,
K <0,k=2\+1,)éimpare L? +4K (A + 1) = B> > 0, pelo Teorema 2.2.3
(d) segue que a origem de U, é uma sela-eliptica.

Estudemos agora a localizacao das duas separatrizes da sela-eliptica com
respeito ao infinito, isto é, com respeito ao eixo z;. Para realizarmos esse
estudo faremos uso de blow-ups polares.

Estamos com o campo (y — Bx? + axy — Az®, — By — Ax?y) .

Fazendo um blow-up polar obtemos
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(rcos[t](—Br + sen[t] + rcos[t](—Ar + asenl[t])), —(1 4 arcos|t])sen’[t]) .

Este campo possui duas singularidades: (0,0) e (0, 7).

Analisemos inicialmente a singularidade (0,0). Fazendo um novo blow-up

polar temos

(

\

1
o= §Tf(20082[t1]sen[tl] — 2sen®[t;] — 2ar;cos[t;|sen®[t;]+

+cos’[t1](—2B + risen[t1](2a + Brisen[t])))

. 1
f, = E7»1(—B(—8 + 7r})cos(t1] + Bricos[3t,|—

—16(1 4 arycos[ty])sen[t,])sen[2t;].

Reescalando esse campo por um fator r, obtemos

/

1
ro= §T1(2COS2 [t1]sen[t,] — 2sen®[t;] — 2ar cos|t;]sen®[t,]+
+cos®[t1](—2B + risen[t1](2a + Brisenlty])))

t = 1—6(—B(—8 + r})cos(t;] + Bricos[3t;]—

—16(1 + arycos[ty])sen[t,])sen[2t;].

Este campo possui as singularidades: (0,0), (0,%) e (0, Arc cotg%), as quais

sao selas elementares e na diregao (0, Arc cotg%) temos um no.

Analisemos agora a singularidade (0, 7). Fazendo um novo blow-up polar

temos
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( 1
r, = 57”%((2(:032 [t1]sen[t:] — 2sen®[t;] + 2aricos|t;]sen®[t;]—

—cos®[t1](—2B + risenlt1](2a + Brisen[t{]))))

t, = %rl((Br%cos[?)tl] + 16senlty] — cos[t1]((B(—8 +17))+

+16arisen(ti])))sen|2t].

\

Reescalando esse campo por um fator r, obtemos

( 1
o= 571((20052 [t1)sen[t;] — 2sen®[t;] + 2ar;cos|t;]sen®[t;]—

—cos®[t1](—=2B + risen[t1](2a + Brisenl[ty]))))

t; = %((Br%cos[?)tl] + 16senlty] — cos[t1]((B(—8 +17))+

+16arisent])))sen[2t,].

\

Este campo possui as singularidades: (0,0), (0, 7) e (0, Arc cotg%?), as quais
sdo selas elementares e na diregao (0, Arc cotg%) temos um no.

Se B =0 temos que K = —A%2 k =5 L = —4A X =2¢e¢ A # 0 pois a
segunda componente do campo é de segundo grau.

Como k é fmpar, K < 0,k =2 A+ 1, A épare L2 +4K(A+1) =4 > 0,
pelo Teorema 2.2.3 (¢) segue que a origem de Us é um no estéavel.

Se b = C' = 0 temos o campo de vetores (ax, Ar? + Bxy). Note que z = 0 é
uma reta composta de pontos singulares, a origem de U; ¢ um ponto singular

nao isolado.

Estudaremos no capitulo 6 o retrato de fase local da origem de U, para tais
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sistemas.

Demonstracao do Teorema 5.2.1
A demonstracao deste Teorema segue imediatamente dos Lemas 5.2.1 e

5.2.2 e do paragrafo anterior.

5.3 A origem da carta U; como ponto singular na parte

infinita do campo

Vimos na se¢ao anterior que os pontos singulares infinitos (z1,0) na carta

local Uy de X (x,y) = (ax + by, Az? + Bxy + Cy?) necessariamente satisfazem

A+ Bz +Cz] =0.

Se B? — 4AC > 0 definimos

Zi_—Bi(S
L 9C
e
ai:i@
5 b

onde § = /B2 —4AC.
De acordo com as figuras a seguir, classificaremos a sela-n6 elementar (2, 0)

respectivamente (z;,0)) em tipos a™ < 0 e a®™ > 0, (respectivamente o~ < 0
p 1>

ea” >0).
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P

Figura 5.3: at < 0. Figura 5.4: at > 0.

B

» P
[ <
> < L <

==

Figura 5.5: a= < 0. Figura 5.6: a= > 0.

A seguir demonstraremos um resultado relevante na direcao da demonstra-

¢ao do Teorema 0.0.1.

Teorema 5.3.1. Denotemos por X;, parai =1,2,...,23, 0s campos de vetores
do Teorema 1.0.3.

2
e (1) Se C > T temos que X1 nao tém pontos singulares no infinito em

B? 2
Uy. SeC = R temos (—E, O) € 0 unico ponto singular infinito de X,

em Uj.

Além disso, se B # 2 temos uma sela-nd nilpotente e a localiza¢ao de

suas separatrizes com respeito ao infinito € descrita no Lema 5.3.2 .

2
Se B =2, o ponto <_§’O) € nao isolado dentro do conjunto de todos

2
pontos singulares. Se C' < e temos X possui dois pontos singulares

infinitos em Uy, a saber (zfc, 0). Além disso, se B— C # 1, estes pontos
serao selas-nos elementares.

1
Se B—C =1, temos (—5, 0| € uma sela-nd elementar e, (—1,0) € um

ponto singular nao isolado dentro do conjunto de todos pontos singulares.
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Finalmente, se C < 0 e B—C <1, temos z{7 < -1 <0< 27, e as

selas-nds elementares (2,0) sio do tipo a™ >0 e a™ < 0.

B2
Se 0 < C < 7 ¢ B < 0, (conseqiientemente B — C' < 1), temos

0< 2 <z, e(z5,0) sdo do tipo at <0 ea™ > 0.

B2
SeO<C’<I,O<B<2eB—C<1, temos z; < 25 < —1, e (2F,0)

sao do tipo o™ >0 e a” <0.

B2
SeO<C’<I,B>2eB—C’<1, temos —1 < z; < 25 <0, e (27,0)

sao do tipo ™ <0 ea” > 0.

SeC>0eB—C>1, temos 27 < —1 <2 <0, e (zf,0) sdo do tipo

at<0ea <0.

SeC <0eB—C>1, temos —1 < 2z <0< 2z, e (2{,0) sdo do tipo
at<0ea >0.

e (2) O campo Xy possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a saber,
(0,0) e —é,O . Se C' # 1, esses pontos serao selas-nd elementares.
Se C' =1 temos (0,0) é uma sela-nd elementar e, (—1,0) é um ponto
singular nao isolado. Além disso, (0,0) é do tipo o < 0 para todo C' e,

(—1,0) € do tipoa” >0 para C <0,a” <0para0<C <lea >0

C
para C > 1.

e (3) Se C >0 temos que X3 nao possui pontos singulares infinitos em U;.

Se C' < 0 temos que X3 possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a

1
saber (z,0) = i\/—57 0) . SeC # —1 estes pontos serao selas-nos ele-
mentares. Se C' = —1, temos que (1,0) é um ponto singular ndao isolado.

Além disso, < € do tipo a~ > 0 para C' <0, e <—

ﬁ,o) ﬁ,o) e

do tipo a™ < 0 para C < —1, ea™ > 0 para —1 < C < 0.

1
e (4) O campo X4 possui um ponto singular em Uy, a saber, <_§’ 0). Se

B # 1 temos que este ponto € uma sela-nd elementar. Se B = 1 este

€ um ponto singular nao isolado. Além disso, a sela-nd elementar € do
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tipo a~ > 0,at >0 eat <0 de acordo com B<0,0<B<1eB>1,

respectivamente.
(5) O campo X5 nao possui pontos singulares infinitos em U;.

(6) O campo Xg possui um ponto singular infinito em Uy, a saber (0,0)
o qual € uma sela-nd elementar. Além disso, esta sela-nd elementar é do
tipo at.

(7) O campo X7 possui um ponto singular infinito em Uy, a saber (0,0)

o qual é linearmente nulo.

1
(8) Se C > 1 temos que Xg mao possui pontos singulares no infinito

de Uy. Se C = 1 temos que Xg possui um ponto singular infinito em
Ui, a saber (—=2,0) e este é uma sela-nd nilpotente e a localizagdo de
suas separatrizes com respeito ao infinito sao descritas na parte 3.2 da
figura 5.7. Se C' < 1 temos que Xg possui pontos singulares infinitos em

Uy, a saber (zfc,O), 0s quais sao selas-nos elementares. Além disso, se

0<C<Z’ temos 27 < z7 <0, e (2§,0) sdo do tipo at >0 e a” < 0.

Se C <0, temos z; <0< 27, e (27,0) sio do tipo a* >0 e a™ > 0.
(9) O campo Xg possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a saber,

(277,0) = (0,0) e (27,0) = (=1,0). O ponto singular (—1,0) é uma

sela-no elementar do tipo o~ < 0, e (0,0) é ndo isolado.
(10) O campo X19 nao possui pontos singulares infinitos em Uy .

(11) O campo X171 possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a saber
(2F,0) = (F1,0), o0s quais sio selas-nds elementares do tipo at > 0 e

a” > 0.

(12) O campo Xi2 possui um ponto singular infinito em Uy, a saber

(—1,0), o qual é uma sela-nd elementar do tipo ot > 0.

(13) O campo X13 nao possui pontos singulares infinitos em Uy .
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e (14) O campo X4 possui um ponto singular infinito em Uy, a saber (0,0),

0 qual € nao isolado.

e (15) O campo X5 possui um ponto singular infinito em Uy, a saber (0,0),

0 qual € nao isolado.

1
o (16) Se C > 1 temos que o campo X1 nao possui pontos singulares

infinitos em Uy, Se C = 1 temos que Xi6 possui um ponto singular
infinito em Uy, a saber (—2,0), e este € uma sela-nd nilpotente e a lo-
calizacao de suas separatrizes com respeito ao infinito sao descritas na
parte 3.1 da figura 5.7. Se C' < i e C # 0, temos que X6 possui dois
pontos singulares infinitos em Uy, a saber (zfc, 0) os quais sao selas-nds
elementares do tipo a™ <0 e a™ > 0. Além disso, se 0 < C' < ~, temos

que z; <z < —1. Se C' <0, temos —1 < z{7 <0 < 2.

(17) O campo X7 possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a saber
(277,0) = (0,0) e (27,0) = (=1,0), 0s quais sio selas-nds elementares

do tipo ™ <0 ea” > 0.

(18) O campo Xig nao possui pontos singulares infinitos em Uy .

(19) O campo Xy9 possui dois pontos singulares infinitos em Uy, a saber
(2F,0) = (F1,0), o0s quais sio selas-nds elementares do tipo at < 0 e

a” > 0.

(20) O campo Xog possui um ponto singular infinito em Uy, a saber

(—1,0), o qual é uma sela-nd elementar do tipo o™ < 0.

(21) O campo Xo1 nao possui pontos singulares infinitos em Uy .

(22) O campo Xaz possui um ponto singular infinito em Uy, a saber (0,0),

0 qual é uma sela-nd elementar do tipo o < 0.

(23) O campo Xag possui um ponto singular infinito emUs, a saber (0,0),

o qual é linearmente nulo.

Para demonstrar o Teorema 5.3.1 precisaremos dos dois proximos Lemas.
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3.1 3.2 3.3

2
Figura 5.7: Sela n6 nilpotente <_§’ O) e U.

Lema 5.3.1. Considere o campo de vetores X (z,y) = (ax + by, Az* + Bay +
Cy?).

(1) Se C # 0,6 > 0 e (zi,0) sdo pontos singulares isolados em Uy, temos

(27,0) sdo selas-nds elementares. Além disso, a separatriz em (2,0) que

nao € tangente ao eixo z, tende para o infinito com inclinag¢ao —aizf.

A
(2) SeC =0 e B #0, temos (_E’O ¢ 0 1inico ponto singular infinito em

Ui, e se este for isolado teremos uma sela-né elementar.

Demonstracgao
Assumimos que § > 0. Vamos transladar o ponto singular (zfc,()) para a

origem das coordenadas. Utilizando-nos da equagao (3.16) e, observando que

—B+0
§ =/ B? — 4AC, z{ sdo raizes de A+ Bz +Cz% e que 2f = o obtemos

o seguinte campo de vetores

(£621 — (a + b2z 20 + C22 — (a+ 2b27 ) 2120 — b2izg, —(a + b2i )23 — bz 23).

Vamos aplicar o Teorema 2.2.2, para isso precisamos escrever esse campo

de vetores na forma canonica

(F(2,y),y + G(z,y)).

Com esse intuito vamos aplicar a mudanca de variaveis

r = 29

y =462 — (a+ bz )zf 2
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0 que nos conduz ao seguinte campo

(—(a + bzf)2? F g [y + 21 (a + bz{")z] 2*, £y + H.O.T.) :

Reescalando o tempo por um fator +4, obtemos o campo de vetores (F(z,y), y+

G(z,y)) com

(a + bzi)a?

5 L HO.T,

F(r,y)=F

y+Gx,y)=y+ HO.T.

Como F(z,y) comega com um termo em z2, a solu¢ao y = g(x) de y +
G(z,y) = 0 em uma vizinhanga de (0,0) comecara com pelo menos um fator

linear, donde segue que f(x) = F(x,g(z)) iniciar-se-a4 com o termo

a+ bzt
:F( ; 1) 2
seguido de termos de ordem superior.

+
) ) a+ bz
Portanto, a sela-no estara bem caracterizada pelo coeficiente —a* = F———-

de 2% em F(z,y). Logo, pelo Teorema 2.2.2 e voltando através da mudanga

de coordenadas segue que a separatriz em (zf, 0) nao é tangente ao eixo z; e,

tende para o infinito com inclinagio —a*z;.

De fato, temos que o infinito aqui trata-se de z5 = 0, isto é, o eixo z;. Dali,
a reta que determina a direcao com a qual a separatriz tende para o infinito é

determinada por z; = mj 2. Substituindo na mudanca de variaveis temos
y = +6miz — (a+b2f)zf 2

= [£dmy — (a + bzli)zli]ZQ,

o que resulta que

+6my = (a + bzi) 2,
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isto é,

(a+bz)2 o + 4+

my = Zr=—a 2.
:l:(s 1 1

Note que a + bzfE # 0 segue do Teorema 4.1.1, pois (sz,O) é um ponto

singular isolado. Dai concluimos o item (1) do Lema.
Suponhamos agora que C = 0 e B # 0. Inicialmente transladaremos o

ponto singular <_§’ O) para a origem, obtendo assim o campo de vetores

. A(aB — bA 2bA
21 = Bz %22 + (F — a) 2129 — bZ%ZQ — bz%zg
(5-6)
. aB — DA
Zo = —ng — bz 2.

Analogamente, para podermos aplicar o Teorema 2.2.2 para esse campo de
vetores precisamos escrevé-lo na forma canénica. Para tanto, aplicaremos a

mudanca de variaveis
r = 29

Bz + A(aB — bA)z

e o campo terd a seguinte forma

(_CLB —bA

5 2+ HOT. y+ H.O.T.) .

Donde obtemos o campo da forma (F(z,y),y + G(z,y)) com F(z,y) =
B —bA
—aTx2 +HOT. ey+G(z,y)=y+ HO.T.

A
Como <_§’ O) ¢ um ponto singular isolado, obtemos de (5.6) que aB —

A
bA # 0. Logo, pelo Teorema 2.2.2 segue que (_E’ 0) ¢ uma sela-no6 elemen-
tar.

Assim, completamos a demonstracao do item (2) do Lema.
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Lema 5.3.2. Considere 0 campo de vetores
2,2
X(z,y) = (a:v + by, 2% + By + com B # 0. Se aB — 2b # 0, temos
L . . . 2 )
wm unico ponto singular no infinito ¢ = ( ——,0 ), na carta local Uy € uma

B

sela-no nilpotente. Além disso, seu retrato de fase local € topologicamente equi-
valente ao retrato de fase da parte 3.1 da figura 5.7, para X = X; com B > 2
e, para X = Xg. Se 0 < B < 2 temos que o retrato é topologicamente equiva-
lente ao retrato da parte g.2 da figura 5.7, para X = X1 com 0 < B < 2 e para
X = Xg com C = -. E, serd topologicamente equivalente ao retrato da parte
3.9 da figura 5.7 para X = X; com B < 0. Se aB —2b =0, temos que o ponto

q € um ponto singular nao-isolado.

Demonstracao

Pela expressao (3.16) obtemos o seguinte campo de vetores

B2
(1 + Bz + sz — az129 — bzfz% —az% - bzlzg) )

2
Note que se aB — 2b # 0, temos <_§’O) = ¢ é o tnico ponto singu-

2
lar infinito. Translademos agora o ponto singular <_§’O) para o origem,

fornecendo assim um novo campo de vetores

2 2b B? 4b 2b
(E (a - E) 2o + sz + (§ — a) 2129 — bzfzz, — (a — E) zg — bzlzg) .

Assumiremos agora que aB — 2b # 0. Vamos aplicar o Teorema 2.2.3,
2

primeiro reescalaremos o campo de vetores pelo fator ——————, obtendo

2(aB —2b)’

assim

(22 + F(21, 22), G(21, 22)) (5-7)

onde
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o) — B B —aB) 0B,
T RB —20) T 2(aB —2b) T 2(aB — 2b) 'Y
G( z)——EZQ—ﬂZZZ
)T TR T B —op)
4
Temos, 2o = f(z1) = _MZ% + H.O.T., onde f(z) é solugao da

equagao: zs + F(z1,2) = 0.

Dai temos que

BQ

- {1+ HOT =Kz8 + HO.T.
128(aB — 2022 T 1O a +HO

G(Zl, f(21)) =

OF  0G B A
(8—21 + 8—22> (21, f(21)) = HaB —20)" +HOT =Lz +HOT.

Logo, temos que k =4 e k > 3 =2\+ 1. Dai pelo Teorema 2.2.3 , o ponto
singular (—%, O) ¢ uma sela-n6 nilpotente.

Suponhamos agora que aB —2b = 0. Temos z; é fator comum de ambos os
componentes do campo de vetores, donde segue que ¢ ¢ um ponto nao isolado.

Para concluirmos a demonstracao do LLema, precisamos realizar um estudo
da localizacao das separatrizes da sela-né com respeito ao infinito.

Considere a seguinte identificagdo (21,22) — (x,y). Temos o seguinte

campo

. B' , BU-B B2 , B, B
YTsB—2" T2B-2Y am—2" Y 2Y Tam—2)" )

o qual possui o eixo x invariante. De fato, substituindo (x,0) no campo temos
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Y
O
Y
F
—
F

caso B > 2 caso B < 2

Observe que obtemos este campo por um reescalonamento do campo origi-
2

2(B—-2)
para B < 2 teremos que inverter a direcao das setas. Donde concluimos que a

nal pelo fator . Dai temos que para B > 2 o campo sera o mesmo e,

direcao sob o eixo x é da esquerda para a direita para todo parametro B.
Vamos encontrar a estrutura topologica da origem. Para isso vamos procu-

rar uma curva do tipo y(z) = a1z + asz® + azz® + .. .. Dai temos que

v = (ay + 2a0x + 3azx® + .. .)d.

Substituindo os valores & e ¢y do campo e colocando os coeficientes ay, as e

az em funcao dos coeficientes do campo, obtemos que

B* 68 — B?
y(w) = } ;

2
|2t
8(B —2) [ 4(B — 2)?
Vamos considerar aqui somente os termos até ordem 3 da curva e do campo,

pois objetivamos estudar o comportamento do campo sob a curva em uma

vizinhanga da origem.
Dai t (2) B* 2, 6B — B?
al temos que yY(z) = ————= |2+ —5——37
ane ¥ 8(B - 2) 4(B —2)?

curva no campo, obtemos a seguinte expressao

3}. Avaliando esta

B5(22 —13B + 2B? B?

Temos que 22 — 13B +2B? > 0 para todo B € IR. Logo, para B > 2 temos
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B® B?
que m >0e —m < 0. O retrato para este caso sera dada
na figura a seguir.
Temos ainda os casos onde 0 < B < 2 e B < 0. O que nos fornece os

seguintes retratos

Fre S St

caso B > 2 caso 0 < B < 2 caso B <0

Figura 5.8:

Donde concluimos finalmente a demonstragao deste lema.







Capitulo 6

Retratos de Fase Global com Pontos Sin-

oulares Linearmente Nulo

Estudaremos aqui retratos de fase no disco de Poincaré de campos de ve-
tores dados na Figura 1, os quais possuem pontos singulares linearmente nulos.

Pelo Teorema 5.3.1 temos que os tnicos campos de vetores do Teorema
1.0.3 que possuem pontos singulares linearmente nulos sao X7 e X3 e, este
ponto singular é a origem (0,0) das cartas locais Uy e V].

Pelo Teorema 4.1.1 temos que a origem é uma sela-n6 elementar sendo que
as duas separatrizes instaveis estao no eixo x e a separatriz estavel esta contida
em y < 0 (observe o Teorema 4.1.1).

Para que possamos descrever o retrato de fase global de X7 e Xy3 vamos
inicialmente fazer um estudo do retrato de fase local nos pontos singulares
linearmente nulos.

Temos que o campo de vetores X (z,y) = (z + by, y?) corresponde a X; ou
Xo3 de acordo com b =1 ou b = 0, respectivamente. Por (3.16) temos que a

expressao de P(X) na carta local U; é dada por

(22 — 2129 — b22zg, —22 — bz122). (6.1)
Note que a origem é o tinico ponto singular infinito em Uy, sendo esse ponto
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linearmente nulo.
Tomando o campo (22 — 212 — b2?2y, —22 — bz123) e, fazendo um blow-up

polar obtemos o

<ir(3cos[t] + cos[3t] — 4((1 + breos[t]))sen[t]), —cosz[t]sen[t]) )

Este campo possui 4 singularidades: (0,0), (0,%),(0,7) e (0,—3), onde
(0,0) e (0,7) sao selas elementares e para determinarmos o comportamento
nas outras duas dire¢oes analisaremos o campo acima e o campo (22 — 2129 —

2 2 2
bzizo, —25 — bz125).
Com essas informagoes em maos e fazendo um blow-down obtemos o retrato

de fase.

Figura 6.1: O retrato de fase local da origem na carta Uj.

Figura 6.2: O retrato de fase global dos campos X7 e Xos.




Capitulo 7

Retrato de Fase Global com Infinitos Pon-

tos Criticos

Neste capitulo analisaremos os retratos de fase de p(X;) comi =1,2,...,23
no disco de Poincaré os quais possuam infinitos pontos singulares.

Antes de partirmos para a classificacdo dos campos com infinitos pontos
singulares, vamos a um resultado preliminar que fornece condicoes sobre os

parametros a, b, A, B e C' para que ocorra infinitos pontos singulares.

Lema 7.0.3. Os campos de vetores que possuem infinitos pontos singulares

sao aqueles que satisfazem a sequinte rela¢ao entre os coeficientes: B—C = 1.

Demonstragao

Vimos no Capitulo 4 que podemos ter somente a origem como singularidade
ou uma reta de singularidades passando pela origem.

Para que tenhamos infinitos pontos singulares, neste caso uma reta pas-
sando pela origem, ¢ preciso que a primeira expressao do campo ax-+by seja um
fator da segunda Ax? + Bxy + Cy?. Resolvendo a equacao Az?+ Bxy+Cy? =
(ax+by)(ax+Fy) e, colocando a e 5 em fung¢ao dos coeficientes do campo obte-
mos a seguinte relacdo: Bab = a?>C + b*A. Observando que, apos o Capitulo

de Formas Normais, temos a = b = A = 1, segue o resultado.
|
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Teorema 7.0.2. O retrato de fase global de p(X;) possuindo infinitos pontos
singulares € topologicamente equivalente a um dos retratos apresentadas na
Figura 7.1.

Demonstracao

Analisaremos inicialmente o campo X; com B — C = 1 e suponhamos
C <0.

Temos X (z,y) = (x+y, 22+ (1+ C)zy+ Cy?) = (z+y, (x+y)(z+ Cy)).
Consideremos inicialmente o campo (1, z+Cy) e depois acrescentaremos a esse
campo a reta de singularidades = + y = 0 para obter o campo original.

No campo (1,z + Cy) so6 temos pontos singulares no infinito, os quais sao:

C 1
+£(0,1,0) e £ — , ,0).
O10€ ( V2 +1 V2 +1 )

) N7 RO
figura 1 figura 2 figura 3

£ O
S <

figura 4 figura 5 figura 6

D) AN L2

figura 7 figura 8 figura 9

Figura 7.1: Retratos de fase global dos campos com infinitos pontos singulares.
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A figura 1 corresponde ao campo X; com B—C =1e C <0 e, para X3
com C' = —1.

A figura 2 corresponde ao campo X; com B—C =1e0 < (C <1 e, para
Xy.

A figura 3 corresponde ao campo X; com B—C =1e (C =1.

A figura 4 corresponde ao campo X; com B—C =1e C > 1 e, para X,
com C' = 1.

A figura 5 corresponde ao campo X, com B =1 e, para Xy4.

A figura 6 corresponde ao campo Xis.

A figura 7 corresponde ao campo Xo.

A figura 8 corresponde ao campo Xo;.

A figura 9 corresponde ao campo Xo,.

C 1
VCZ+1 O 4T
na carta V; = {y = (y1,y2,y3) € S% 2 > 0}.

Observe que o ponto ( O) corresponde ao ponto (C,0)

Utilizando-nos das equagoes (3.16) e (3.17), da teoria de pontos hiperbdlicos

e do Teorema 2.2.2 obtemos o retrato de fase global para esse campo.

Figura 7.2: Retratos de fase global do campo (1,2 + Cy) com C < 0.

Inserindo a reta de singularidades x 4y = 0 nesse retrato e observando que
a direcao do campo serd preservado para a regiao onde x4y > 0 e, invertemos
a direcao das setas onde x + y < 0, obtemos o retrato que se encontra no

teorema.
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Analisaremos os campos Xg e X; com B—C =1 e suponhamos 0 < C' < 1.

Temos Xo(z,y) = (y, 2y +v%) e X1(z,y) = (v +u,2® + (1+C)ay + Cy?) =
(x+y, (z+y)(z+Cy)). Consideremos inicialmente o campo (1, z+Cy) e depois
acrescentaremos a esse campo as retas de singularidades y =0 ou x +y = 0,
para o campo Xg ou X, para obter o campo original.

No campo (1,z + Cy) s6 temos pontos singulares no infinito, os quais sdo:

+(0,1,0) i( ¢ ! 0)
Pl e - y y .
VC?2+1 V/C?+1

C 1
Temos que o ponto ,— ,0
PO\ VT T VeE A

na carta Vi = {y = (y1, y2,y3) € S% y2 > 0}.

) corresponde ao ponto (C,0)

Utilizando-nos novamente das equagoes (3.16) e (3.17), da teoria de pontos

hiperbolicos e do Teorema 2.2.3 obtemos o retrato de fase global para esse

\-

campo.

4

figura 1 figura 2

Figura 7.3: Retratos de fase global do campo (1,2 + Cy) com 0 < C' < 1 e,
dos campos Xg e X7 com 0 < C' < 1, respectivamente.

Inserindo as retas de singularidades y = 0 e z+y = 0 na figura 1, observando

a direcao das setas, obtemos o retrato que se encontra no enunciado do teorema.

Analisaremos o campo X; com B — C =1 e suponhamos C = 1.
Temos X;(z,y) = (z +y, (z + y)?). Consideremos inicialmente o campo
(1,z + y) e depois acrescentaremos a esse campo a reta de singularidades

x 4+ y = 0 para obter o campo original.
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Procedendo analogamente aos campos anteriores obtemos o retrato

figura 1 figura 2

Figura 7.4: Retratos de fase global do campo (1,z + y) e, do campo X; com
C =1, respectivamente.

Inserindo a reta de singularidades x 4+ y = 0 na figura 1 e, observando a

direcao do campo obtemos o retrato que se encontra no teorema.

Analisaremos os campos X5 com C' =1 e X; com B—C = 1 e suponhamos
C>1.

Temos Xz(z,y) = (v + y,oy + v?) = (v + y,(z + y)y) e
Xi(z,y) = (@ +y, (z+y)(z+Cy)).

Consideremos inicialmente o campo (1,x 4+ Cy) e depois acrescentaremos
a esse campo a reta de singularidades z + y = 0 para obter o campo original.

Procedendo analogamente aos campos anteriores obtemos o retrato

© &

Figura 7.5: Retratos de fase global do campo (1,2 + Cy) e, dos campos X;
com C'>1e Xy com C =1, respectivamente.
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Inserindo a reta de singularidades x + y = 0 na figura 1 e observando a

direcao do campo sob esta reta obtemos a figura 2.

Analisaremos agora o campo (1,y) e depois acrescentaremos a esse campo
a reta de singularidades x + y = 0 para obter o campo X, com C' = 1.

Procedendo analogamente aos campos anteriores obtemos o retrato da
figura 7.5.

Se considerarmos as retas de singularidades y = 0 ou z = 0 ao invés de
x +y = 0, obtemos os retratos de fase correspondentes aos campos Xi5 ¢ Xoo,

respectivamente, os quais sao ilustrados na Figura 7.6.

)

figura 1 figura 2

Figura 7.6: Retratos de fase global dos campos X5 e Xo9, respectivamente.

Analisaremos os campos X, com B =1, X4 e Xo;.

Temos Xy(z,y) = (z 4+ y,(x + y)x), com B = 1, Xyy(z,y) = (y,zy) e
Xoi(2,y) = (2,2?).

Consideremos inicialmente o campo (1, z) e depois acrescentaremos a esse
campo as retas de singularidades x4y = 0,y = 0 e z = 0 para obter os campos
originais.

Procedendo analogamente aos campos anteriores obtemos os retratos dados
na Figura 7.7.

Inserindo a reta de singularidades x + y = 0 na figura 1 e observando a

direcao do campo sob esta reta obtemos a figura 2, que corresponde ao campo
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© @

figura 1 figura 2

Figura 7.7: Retratos de fase global dos campos (1,x) e X; com B = 1, respec-
tivamente.

X4 com B =1.

Inserindo a reta de singularidades y = 0 na figura 1 da figura 7.7 e obser-
vando a direcao do campo sob esta reta obtemos o retrato que corresponde ao
campo Xy4. Inserindo a reta de singularidades x = 0 retrato e observando a
direcao do campo sob esta reta obtemos o retrato que corresponde ao campo

X51. Na Figura 7.8 exibiremos estes retratos.

Figura 7.8: Retratos de fase global dos campos X4 e Xo;, respectivamente.

Analisemos agora o campo Xog = (z, 2% + ).
Como fizemos anteriormente, partiremos do campo (1, z+y) e depois acres-

centemos a reta de singularidades x = 0.
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Identificando os pontos singulares infinitos do campo e em seguida ana-
lisando o comportamento nesses pontos analogamente aos casos anteriores,
obtemos o retrato dado a seguir. Em seguida basta considerarmos a reta de

singularidades z = 0, obtendo assim o retrato de fase global do campo Xo.

Figura 7.9: Retratos de fase global dos campos (1,x + y) e Xog, respectiva-
mente.

Donde concluimos finalmente a demonstracao deste teorema.




Capitulo 8

Retratos de Fase Local com Finitos Pon-

tos Criticos

O primeiro passo na caracterizacao de todos retratos de fase dos campos
de vetores X; com ¢ =1,2,...,23 do Teorema 1.0.3 é classificar os retratos de
fase local de todos os pontos singulares finitos e infinitos.

Depois do estudo realizado até o momento necessitamos considerar somente
os campos onde p(X;) possui um numero finito de pontos de equilibrio e ne-
nhum deles é linearmente nulo.

Ja temos alguns resultados nessa direcao que nos auxiliarao nesta classi-
ficacao. O Teorema 4.1.1 nos fornece o retrato de fase local no tinico ponto
singular finito, a origem.

O Teorema 5.2.1 contribui com o retrato de fase local na origem das car-
tas Uy e V5 e, o Teorema 5.3.1 caracteriza o retrato de fase local em pontos
singulares nas cartas U; e V], quando estes pontos existem.

Todos esses resultados citados acima podem ser condensados no seguinte

Teorema:

Teorema 8.0.3. O retrato de fase local de todos os pontos singulares no disco
de Poincaré € topologicamente equivalente a um dos retratos exibidos nas Fi-

guras 8.1 e 8.2.
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Demonstragao

Nos retratos que seguem abaixo tracamos uma reta ligando pontos antipo-
dais no infinito e desenhamos a dire¢ao do fluxo ao longo dessas retas. Saber o
comportamento do campo sob essas retas é relevante uma vez que nos propor-
ciona saber qual a direcao do campo, ou seja, em que direcao o fluxo cruza esta
reta. Para determinarmos essa direcao basta avaliarmos o fluxo nos pontos da
reta.

E imprescindivel quando tratamos de retratos de fase no disco de Poincaré
termos em mente o procedimento da compactificagao de Poincaré (a parte
geométrica), pois para determinarmos o comportamento de pontos nas cartas
Vi ={y = (y1,y2,y3) € S%y; < 0} faremos uso da projeciao central, uma
vez que conhecemos apenas a estrutura topologica dos pontos nas cartas U; =
{y = (y1,v2,43) € S%y: > 0}.

Feito essas observacoes e considerando as informacoes que temos até o

momento, segue o teorema.
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figura 1 figura 2 figura 3
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<
@

figura 4 figura 5 figura 6
figura 7 figura 8 figura 9
figura 10 figura 11 figura 12

Figura 8.1: Os 12 primeiros retratos de fase local no disco de Poincaré que
possuem finitos pontos criticos.
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figura 13 figura 14 figura 15
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figura 16 figura 17 figura 18
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figura 19 figura 20 figura 21
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figura 22

Figura 8.2: Os 10 ultimos retratos de fase local no disco de Poincaré que
possuem finitos pontos criticos.




Capitulo g

Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

com Finitos Pontos Criticos

Baseados nos retratos de fase local obtidos no capitulo anterior podemos
esbocar os retratos de fase global no disco de Poincaré dos campos do Teorema
1.0.3 com finitos pontos singulares sendo que nenhum deles ¢ linearmente nulo.

As figuras que se seguem correspondem as figuras da secao anterior, com
os mesmos indices. Excluimos aqui as figuras 4 e 6, as quais serao analisadas

posteriormente.

Definigao g9.0.1. Uma separatriz de p(X;) € uma drbita que € um ponto
singular, ou um ciclo limite ou uma trajetoria que percorre a fronteira de um

setor hiperbolico até um ponto singular.

Observagao g9.0.1. Os campos de vetores em questao (aqueles da forma (ax+

by, Ax? + Bxy + Cy?)) nao possuem ciclos limites.

Com efeito, isso segue do fato de que se um campo de vetores polinomial
quadratico tém um ciclo limite, temos que em seu interior existe um tnico
ponto singular, o qual devera ser um foco. Este resultado encontra-se em [12].

Através do estudo anterior das singularidades, sabemos que nossos campos

X, nao tém foco, segue dai que nao podemos ter ciclos limites.
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Em |13| Neumann provou que o conjunto formado por todas as separatrizes

de p(X;), denotado por S(p(X;)), é fechado.

Defini¢do 9.0.2. As componentes coneras abertas de S*\S(p(X;)) sdo

chamadas regidoes canénicas de p(X;).

Definicao g9.0.3. Definimos configuragao de separatriz como a uniao de

S(p(X;)) com uma solugdo representativa escolhida para cada regiago candnica.

Duas configuragoes de separatriz S; e S, sao topologicamente equiva-
lentes se existe um homeomorfismo preservando a orientacao que leva tra-

jetorias de S; em trajetorias de Ss.

Teorema 9.0.4. (Neumann) Suponhamos que P(X) e P(Y) sao fluzos con-
tinuos em S? com ponto singulares isolados. Temos que P(X) e P(Y) sao
topologicamente equivalentes se, e somente se, suas configuragoes de separatriz

sao topologicamente equivalentes.

O Teorema 9.0.4 nos diz que para obtermos o retrato de fase global dos cam-
pos de vetores p(X;) descritas no Teorema 8.0.3 essencialmente necessitaremos

tomar o a— e o w—limite de todas as separatrizes de p(X;).

Baseados nos retratos de fase local obtidos no capitulo anterior e, con-
siderando a direcao do fluxo ao longo das retas que ligam pontos singulares no
infinito temos que cada um dos retratos de fase local nos fornece um retrato
de fase global, exceto as figuras 4 e 6, as quais nos fornecem mais 3 possiveis

retratos cada uma.

Dai os retratos de fase global dos campos sao dados nas Figuras 9.1 e 9.2.
As figuras 4 e 6 dos retratos de fase local nos fornecem os seguintes retratos
de fase global, sendo que as figuras 1,2 e 3 correspondem a figura 4 e 5,6 ¢ 7

correspondem a figura 6. Veja Figura 9.3.
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figura 2 figura 3
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figura 7 figura 8
figura 9 figura 10 figura 11
figura 12 figura 13 figura 14

Figura g.1: Retratos de fase global no disco de Poincaré. Nao consideramos
aqui as figuras 4 e 6 do teorema referente aos retratos de fase local.

Os retratos de fase das figuras 1 e 3 que se encontram na Figura 9.3 sao
provenientes, por exemplo, dos sistemas (z + y, % — zy + y;) e (z+ y, % —
10xy + 25y2), respectivamente, isto é, para B = —1 e B = —10. Dai temos

por continuidade do parametro que existe B € (—10,—1) tal que o sistema

32
(x +vy, 2%+ Bry + Igf) nos fornecera o retrato da figura 2.

Os retratos de fase das figuras 4 e 6 que se encontram na Figura 9.3 sao

provenientes, por exemplo, dos sistemas (z +y, 2> —zy + 22y%) e (x +y, 2% —

10xy + 24y?), respectivamente. Dai temos por continuidade do parametro o
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Figura g.2: Os 8 seguintes retratos de fase global no disco de Poincaré.

retrato da figura 5 também seré proveniente de um sistema, isto é, este retrato
serd realizado.




figura 4

Figura 9.3: Os 6 retratos de fase global que vem dos retratos de fase local das
figuras 4 e 6.







Capitulo 10

Demonstracao do Teorema 0.0.1

No capitulo 6 obtemos um tnico retrato de fase global para o campo de
vetores semi-homogéneo de graus 1 e 2 possuindo algum ponto singular linear-
mente nulo, veja figura 6.2.

No capitulo 7 obtemos g retratos de fase para os campos de vetores semi-
-homogéneos de graus 1 e 2, possuindo infinitos pontos singulares, veja figura

7.1.

Como os retratos de fase das figuras 1 e 4 (respectivamente figura 2), que
se encontram na figura 7.1, sao topologicamente equivalentes sob um homeo-
morfismo que preserva, (respectivamente reverte) o sentido das orbitas, e os
retratos das figuras 7 e 9 sao topologicamente equivalentes, obtemos dai que 6
dos g retratos de fase da figura 7.1 estao em diferentes classes de equivaléncia

topologica.

No capitulo 9 obtemos 26 retratos de fase para os campos de vetores semi-
-homogéneos de graus 1 e 2 possuindo finitos pontos singulares, onde nenhum
deles é linearmente nulo. Observe que os retratos de fase das figuras 13 da
figura 9.1, 3 da figura 9.3 e 6 da figura 9.3, sao topologicamente equivalentes
aos retratos de fase das figuras 11, da figura 9.1, 2 da figura 9.1 e 8, da figura

9.1 respectivamente, o que resulta somente 23 classes diferentes de retratos de
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fase nas figuras 9.1,9.2 e 9.3.

Logo, temos 1+ 6 + 23 = 30 diferentes retratos de fase para os campos de
vetores semi-homogéneos de graus 1 e 2, sendo que todos esses sao provenientes
de algum sistema, isto é, sao realizaveis.

Donde concluimos, finalmente a demonstracao do Teorema 0.0.1, principal
objetivo desta parte do trabalho.

[ |




Parte 11

Estudo da Familia X (z,y) =
(22 —1,a+ bz + cy + dz’ + exy + fy?).






Capitulo 11

Formas Normais

Vamos utilizar a teoria de Formas Normais para estudar a seguinte familia de

campos de vetores

X(z,y) = (2° = 1,a + bz + cy + da* + exy + fy°). (11.1)

O procedimento para entendermos a estrutura dessa familia serd o mesmo

que aplicamos no estudo da familia
X(z,y) = (ax + by, Ax* + Bxy + Cy?).

Teorema 11.0.5. Seja X (z,y) um campo de vetores da forma (z* — 1,a +
br + cy + dx* + exy + fy?), temos que seu retrato de fase é topologicamente

equivalente a um dos retratos de fase das sequintes familias de campos:
1. X(z,y) = (2% — 1,a+ br + cy + dz* + exy + y°);
2. X(z,y) = (22— 1,1+ cy + exy);
9. X(z,y) = (2 — 1,a + bx + cy + 2° + exy);
4. X(z,y) = (2* = L,a+x +cy + exy);
5. X(z,y) = (22 — 1, cy + exy).
Demonstracao Consideremos a seguinte mudanca linear de variaveis:
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T = Qx
7 =0y (11.2)
| T =t

O que nos remete ao seguinte campo

X(x,y) = (sz - =

a
ay v

d
a+ ﬁ—+—y+—ﬁf2+—§y S )
ay oy ya? By

. . . a . .
Vamos impor as seguintes condi¢oes: ay =1e — =1, isto é, a = v = 1.
v
Assim, temos liberdade somente sobre o parametro (3, isto é, podemos utilizar
somente o parametro ( para simplificar a expressao do campo original. Donde

surge os seguintes casos:
1. f#0;
2. f=d=b=0¢ea#0;
3. f=0ed#0;
4. f=d=0eb#0;
5 f=d=b=a=0.

Donde segue o teorema.

Nos capitulos 12,13, 14, 15 e 16 vamos realizar o estudo dos itens 1., 2., 3., 4.

e 5., respectivamente.




Capitulo 12

Estudo da Familia X (z,y) = (#°—1, a+
bx + cy + dz? + exy + y2).

Neste capitulo vamos expor todos os possiveis retratos de fase global no

disco de Poincaré da familia

X(z,y) = (2* — 1,a + bx + cy + d2® + exy + ), (12.1)

conhecendo assim, toda a estrutura topologica da mesma.

12.1  Singularidades na Parte Finita do Campo

Vamos partir para o estudo das singularidades na parte finita do campo.

Sejam,
Al =(c+e)? —4(a+b+d), (12.2)

A =(c—e)*—4(a—b+d), (12.3)

Temos as seguintes singularidades:

93
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<1 —(c+e)+\/A+> <1 —(c+e)—\/A+) (_1 —(c—e)+\/A_)e
9 2 bl bl 2 ) Y 2

(—1, i G e>2_ A_) ,caso Ay >0e A_ > 0.

Se A, =0e A_ > 0 temos as seguintes singularidades

(4 ) (1 e (25

Se A, <0e A_ > 0 temos as seguintes singularidades

<_17 —(c—e)2+ JA__) . <_17 —(6—6)2—\/K).

Se A, >0e A_ =0 temos as seguintes singularidades

<1’ —(c—|—6)2+ \/A_+> | <1 —(c+e)2—\/A_+) . <_1’¥>‘

Se Ay =0e A_ =0 temos duas singularidades

(452)- (252

Se Ay <0e A_ =0 temos a singularidade

(17552)

Se A, >0e A_ <0 temos as seguintes singularidades

(1’ —(c+e)2+ \/A_+) (1 —(c+e)2— \/E) ‘

€ )
Se Ay =0e A_ <0 temos a singularidade

()

No caso onde A, < 0 e A_ < 0 nao temos singularidades na parte finita

do campo.
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Resumindo, temos os seguintes casos a serem analisados:

1. Ay >0,A_ > 0;
2. A, =0,A_ > 0;
3. Ay <0,A_ > 0;
4. Ay > 0,A_ = 0;
5 Ay =0,A_ =0;
6. Ay <0,A_=0;
7. AL >0,A_ <0
8. A, =0,A_<O0e

9. Ay <0,A_ <0.

Vamos analisar a estrutura topologica das singularidades, na parte finita
do campo em cada um dos casos. A matriz Jacobiana do campo em questao é

dada a seguir

2z 0
J(z,y) = : (12.4)
b+ 2dxr+ey c+ey+2y

Considere os pontos

(1’ —(c+e>2+ VK) . (1’ —(cte) - %E) N

2 ~ %
(1)
0t e (_1,

:Z2_’

s
)




Estudo da Familia X (x,y) = (2% — 1,a + bz + cy + dz® + exy + y?). 96

Com intuito de compreendermos a estrutura topologica em cada uma das
singularidades vamos avaliar cada uma delas na matriz Jacobiana, obtendo
assim os seguintes resultados: z; ¢ um repulsor, z é uma sela, tendo como
variedade estével o eixo y, z; é uma sela, tendo como variedade instavel o eixo
y e z, € um atrator.

Os pontos n™ e n~ nao sao hiperbolicos e sua analise precisa de um cuidado
maior.

Temos que as expressoes da matriz Jacobiana avaliada nos pontos n* e n~

Sao
2 0
b+2d—le(c+e) O
e
-2 0
b—2d+ie(—c+e) 0|’
respectivamente.

Para entendermos o comportamento do campo na vizinhanca do ponto n™
vamos translada-lo para a origem do campo. Considere a seguinte mudanca

de coordenadas,
u =x—1

c+e
2

obtemos assim um novo campo:

2
X(u,v) = <u2+2u, <b+2d—|—c—e—e—)u—|—euv+du2+02).

2 2
Dai colocando u = 0 temos X (0,v) = (0,v?), donde concluimos que o
retrato de fase local da singularidade é dado na figura a seguir.
Procedendo analogamente com a singularidade n~ concluimos que esta sin-

gularidade possui o seguinte retrato de fase local:
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Figura 12.1: Retratos de fase local das singularidades n~ e n™, respectiva-
mente.

Todos esses resultados podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 12.1.1. Seja a familia de campos X (x,y) = (22 — 1,a + bx + cy +

dz? + exy + y?), temos que

(a) Os pontos z € um repulsor e z3 é uma sela tendo como variedade estdvel

0 eizoy se Ay > 0;

(b) Os pontos z; € uma sela, tendo como variedade instdvel o eizo y e z5 €

um atrator se A_ > 0;

(¢) O ponto n* é uma sela-nd elementar com dois setores hiperbdlicos se

A, = 0. Esta sela-nd tem como separatriz estdvel a semi-reta x =1 com

—(c+e) o
Y < ——~ e a Separatriz instdvel tangente a reta

1 e
y 2[b+ d 2(c+e) x;

(d) O ponto n~ é uma sela-nd elementar com dois setores hiperbdlicos se

A_ = 0. Esta sela-nd tem como separatriz instdvel a semi-reta v = —1
—(c—e
com Yy > % e a Separatriz estdvel tangente a reta
1 e
=—1b—2d— = c—e]x;
y=73| S(e—e)

(e) O campo nao possui singularidades na parte finita se Ay <0 e A_ <0.
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Demonstracao A demonstracao deste resultado segue das afirmacoes
anteriores.

12.2  Singularidades na Parte Infinita do Campo

Estamos estudando o seguinte campo de vetores X (z,y) = (z* — 1,a +
br + cy + dz* + exy + y*) = (P(x,y),Q(x,y)). Estamos interessados agora
em entendermos a dindmica proximo das singularidades na parte infinita do
campo. Vamos realizar um estudo nas cartas Uy, Vy, U e V5.

Gostariamos de chamar a atencao neste ponto para o fato de que o campo
que estamos trabalhando nao é homogéneo, o que faz necessario estudarmos a
expressao do campo nas 4 cartas.

Seja

Ay = (e—1)% —4d. (12.5)

Vamos considerar agora a carta U; do campo compactificado. Temos o

seguinte resultado

Teorema 12.2.1. Considere o campo X (z,y) = (z? — 1,a + bz + cy + da® +

exy + y?), na carta Uy temos os sequintes resultados

(a) O campo X(z,y) possui as singularidades

—(e—1)—VAy
2
tivamente. Além disso, a sela possui o eixo y como variedade instdvel;

—(e—1)
2

(—(e— 1)2+ \/A—U,o) .

,0), se Ay > 0. Sendo uma sela e um atrator, respec-

(b) O campo possui a singularidade ( ,O) se Ay = 0. A qual serd

uma sela-no elementar com dois setores hiperbolicos, tendo como varie-

—(e—1
dade instavel a semi-reta formada pelo eixo y com y > g e a

2

variedade estdvel tangente a reta x = — [b — % (e — 1)} Y5
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(¢) Nao possui singularidades se Ay < 0.

Demonstracao A expressao do campo compactificado na carta U; é dada

a seguir
y =a2+bz4+cyz+d+ey+y?—y+ y2?

2 =—z+28

As singularidades sao (
Ay > 0.
o . —(e—1)

Se Ay = 0 temos uma tnica singularidade T,O e, se Ay < 0

nao temos singularidades.
Vamos agora analisar a estrutura topoldgica das singularidades. Calculando
a matriz Jacobiana e avaliando nas singularidades concluimos que
—~(e—1)+vAy
(=
) —VAy

(—@—12 VAy

,0] é uma sela, tendo como variedade instavel o eixo y,

—(e—1
,0) é um atrator e, a singularidade (%,O) ¢ nao

hiperbolica, com a seguinte representacao matricial

0 b—%@—l)

0 -1

Neste caso necessitaremos de uma outra estratégia para obtermos infor-
macoes acerca da dinamica em sua vizinhanca.

Contudo se avaliarmos o campo nos pontos do tipo (y,0) obtemos

y =d+ey+y*—vy

z =0
e—1\°
No caso onde Ay = 0 temos que d = 5 . Fazendo y = 0 obtemos a
1) 1
equagao y> + (e — 1)y + % =0, isto &, y = _(e 5 ) Donde segue que
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y > 0. O retrato de fase local sera exibido a seguir.

"
r—

Figura 12.2: Retrato de fase local da singularidade na carta Uj.

Consideremos a carta V;. Temos o resultado

Teorema 12.2.2. Seja X(z,y) = (2% — 1,a + bx + cy + dx® + exy + y?), na

carta Vi temos os sequintes resultados

(a) O campo X(z,y)
(—(1 —6) - AU

possui as singularidades

(—(1 —e)2+ \/A_U,o) .

0), se Ay > 0. Sendo um repulsor e uma sela,

2
respectivamente. Além disso, a sela possui o eixo y como variedade es-

tdavel;

—(1—e
(b) O campo possui a singularidade Q,O se Ay = 0. A qual ¢
uma sela-no elementar com dois setores hiperbolicos, tendo como varie-

—(1—¢)

dade estdvel a semi-reta formada pelo eizo y com y < —s e a
c
variedade instdavel tangente a reta v = — [b - 5(6 - 1)} Y5

(¢) Nao possui singularidades se Ay < 0.

Demonstracao Na carta V) temos a seguinte expressao do campo com-

pactificado:
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y =az—bz+cyz+d—ey+y?+y—y?

3 =228

As singularidades sao <_(1 — €)2+ AU,O) e <_(1 — 6)2_ AU,O), se
AU > 0.

—(1—
Se Ay = 0 temos uma tnica singularidade (%,O) e, se Ay < 0
nao temos singularidades.

Objetivamos estudar agora a estrutura topologica das singularidades. Cal-

culando a matriz Jacobiana e avaliando nas singularidades concluimos que

(_(1 - 6)2+ \/A—U,0> & um repulsor, (_(1 — 6)2_ VAy

, O) ¢ uma sela, tendo

(10

como variedade estavel o eixo y e, a singularidade 5 ,

) ¢ nao hiper-

bolica, com a seguinte representacao matricial
&
0 —b+ 5(6 - 1)

0 1

Neste caso necessitaremos de uma outra estratégia para obtermos infor-

macoes acerca da dinamica em sua vizinhanca.

Contudo se avaliarmos o campo nos pontos do tipo (y,0) obtemos
y =d+ey+y’—y

z =0

e—1
2

No caso onde Ay = 0 temos que d = (
(e—D?
4

y > 0. O retrato de fase local sera exibido a seguir.

2
) . Fazendo y = 0 obtemos a

(1-e¢)
2

equagao y? + (1 —e)y + =0, isto é, y = — . Donde segue que
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Figura 12.3: Retrato de fase local da singularidade na carta V;.

Teorema 12.2.3. Considere o campo X (z,y) = (2> —1,a + bx + cy + da® +

exy + y?). Temos os sequintes resultados acerca da carta Uy e Vs
(a) A origem da carta Uy € um atrator;
(b) A origem da carta Va é um repulsor;
Demonstracao Na carta U, temos o seguinte campo compactificado:

i =% — 2% —axz® —ba*z — crz — dad —ex? —x
(12.8)
2 = —az’ —bwz? —c2® —da*z —exz — 2z
Nesta carta consideremos somente a singularidade que se encontra na origem.

Calculando a matriz Jacobiana e avaliando na origem, obtemos a seguinte

0L

donde concluimos que a origem é um atrator.

matriz:

Finalmente, na carta V5 obtemos a seguinte expressao para o campo com-

pactificado:

T =a?— 224+ ax® + b’z —cxz+da® —ex® +x
(12.9)
2 =a +brz? —c? +datz —exz+ 2
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Nesta carta, como na carta Us,, consideremos somente a singularidade que
se encontra na origem.
Analogamente ao realizado na carta anterior, vamos calcular a matriz Ja-

cobiana e avaliar na origem, obtendo assim a seguinte matriz:

1)

donde concluimos que a origem é um repulsor.

Vamos explicitar agora a estrutura topologica em uma vizinhancga da sin-
gularidade na parte finita e infinita do campo. Observe que na parte finita do

campo, temos a seguinte relacao entre as singularidades

—(c+e)+V(c+e2—4(a+b+d) >—(c+e)—/(ct+e?—4(a+b+d)

—(c—e)+V(c—e2—4a—b+d)>—(c—e)—+/(c—e)?—4(a—Db+d).

12.3 Retratos de Fase Local no Disco de Poincaré

Nesta secao nos dedicaremos a agrupar as informacgoes obtidas até o mo-
mento, esbocando os retratos de fase local no disco de Poincaré. Com isso,
aglutinaremos todas as informacoes que obtivemos nas se¢oes anteriores na
vizinhanca da singularidade.

Observe que nas sec¢oes anteriores, onde analisamos a estrutura das singu-
laridades na parte finita e infinita tivemos que considerar os casos onde A, A_
e Ay eram positivos, negativos e nulos. Donde surgem 27 casos a serem con-

siderados.

1. Ay >0,A_>0e Ay > 0;
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4 4

1
Vy
Figura 12.4: Retratos de fase local das singularidades 27, 2, , 2] e 23, respec-
tivamente.

O
1
N

2. Ay >0,A_>0e Ay =0;
3. AL >0,A_>0e Ay <0
4. Ay >0,A_=0e Ay > 0;
5 Ay >0,A_=0e Ay =0;
6. Ay >0,A_=0e Ay <O0;
7. Ay >0,A_<0e Ay > 0;
8. Ay >0,A_<0eAy=0;
9. Ay >0,A_<0eAy <0
10. AL, =0,A_>0e Ay > 0;
11. Ay, =0,A_>0e Ay =0;
12. A, =0,A_>0e Ay <0;
13. AL =0,A_=0e Ay > 0;
14. Ay, =0,A_=0e Ay =0;

15. Ay =0,A_=0e Ay <0;
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16. AL, =0,A_<0e Ay > 0;
17. AL, =0,A_<0e Ay =0;
18. AL, =0,A_<0e Ay <0
19. AL <0,A_>0e Ay > 0;
20. AL <0,A_>0e Ay =0;
21. AL <0,A_>0e Ay <0;
22. AL <0,A_=0e Ay > 0;
23. A, <0,A_=0e Ay =0;
24. Ay <0,A_=0e Ay <0;
25. Ay <0,A_<0e Ay > 0;
26. AL <0,A_<0e Ay =0;

27. AL <0,A_<0e Ay <0.

Como estamos tratando de uma familia a 5 parametros, temos que as
condicoes acima determinam particdes no IR®. Vamos verificar que essas par-
ticoes nao sao vazias, para isso vamos exibir para cada caso um ponto que esta

na regiao.

No caso 1. temos o ponto (a,b,c,d,e) = (—1,0,3,—4,0), no caso 2. temos o
ponto (—1,0,2,0, 1), no caso 3. temos o ponto (—2,0,4,1,1), no caso 4. temos
o ponto (0,—1,2,0,0), no caso 5. temos o ponto (0, —1,3,0, 1), no caso 6. temos
o ponto (0,0,3,1, 1), no caso 7. temos o ponto (0, —2,—1,0,0), no caso 8. temos
o ponto (0,—1,2,0,1), no caso 9. temos o ponto (—1,—1,0,1,0), no caso 10.
temos o ponto (—1,1,0,0,0), no caso 11. temos o ponto (0,0,—1,0, 1), no caso
12. temos o ponto (—1,0.25,0,1,1), no caso 13. temos o ponto (1,0,2,0,0), no
caso 14. temos o ponto (0,0, 1,0.25,0), no caso 15. temos o ponto (—0.75,0,0,1, 1),

no caso 16. temos o ponto (1,—1,0,0,0), no caso 17. temos o ponto
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(1,—1,—1,0,1), no caso 18. temos o ponto (0,—1,0,1,0), no caso 19. temos o
ponto (0,1,0,0,0), no caso 20. temos o ponto (0,2,0,0, 1), no caso 21. temos o
ponto (0,1,1,1,0), no caso 22. temos o ponto (1,1,0,0,0), no caso 23. temos o
ponto (1,0.75,0,0, 1), no caso 24. temos o ponto (0,1, 1,1, 1), no caso 25. temos
o ponto (1,0,0,0,0), no caso 26. temos o ponto (12, —5,1,0,1) e, finalmente
no caso 27. temos o ponto (0,0,1,1,0).

Teorema 12.3.1. O retrato de fase local no disco de Poincaré do campo
X(z,y) = (2 — 1,a + bx + cy + dz* + exy + y?) € topologicamente equiva-

lente a um dos retratos listados a sequir.

figura 1 figura 2 figura 3
figura 4 figura 5 figura 6
figura 7 figura 8 figura 9

Figura 12.5: Os 9 primeiros retratos de fase local no disco de Poincaré.
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figura 10 figura 11 figura 12
figura 13 figura 14 figura 15
figura 16 figura 17 figura 18

Figura 12.6: Os 9 seguintes retratos de fase local no disco de Poincaré.
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figura 19 figura 20 figura 21
figura 22 figura 23 figura 24
figura 25 figura 26 figura 27

Figura 12.7: Os 9 ultimos retratos de fase local no disco de Poincaré.

A demonstracao segue da observacao dos resultados obtidos no teorema
12.1.1 e na secao 12.2.
|

12.4 Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

Nesta secao almejamos explicitar os retratos de fase global no disco de
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Poincaré. Contudo, quando observamos os retratos de fase local temos que,
em alguns casos, podem existir mais de uma possibilidade de completar o
retrato.

Para decidirmos acerca dessa possibilidade, vamos utilizar a seguinte idéia,
a qual possui um grande apelo geométrico: considere a reta que une duas
singularidades e calcule o produto escalar entre o vetor normal desta reta
com o campo restrito a reta. Note que se o produto escalar for negativo,
respectivamente positivo, temos que o angulo entre o vetor normal e o campo
restrito a reta ¢ maior que 90°, respectivamente menor que 90°.

Como a direcao do vetor normal é conhecida, poderemos decidir dai qual é
a direcao do fluxo e, com isso decidirmos sobre a possivel existéncia, ou nao,
de um determinado caso.

Vamos dividir esta analise em trés casos: nas cartas U; e Vi, na parte

infinita do campo e, por tltimo na parte finita do campo.
Vamos tratar inicialmente do caso referente a carta V.

Sejam (r,0) a singularidade que se encontra na carta V; e (u,v) a singu-
laridade que se encontra na parte finita do campo. Temos que a reta que une

estes dois pontos é dada por

Y o={(x,y);y = —rx+v+ru}. (12.10)

A qual possui o seguinte vetor normal 7 = (r,1). Calculando o produto

interno deste vetor com o campo restrito a esta reta, obtemos

(M, X|s)= a—r+cv+ru—=2)+@w+ru—=2x)*+
(12.11)

+bxr +e(v+r(u—x))x + dz* + ra’.

Agora temos que substituir as coordenadas das singularidades e avaliar o

sinal da expressao acima para obtermos uma resposta sobre a direcao do fluxo.

Necessitamos considerar aqui os seguintes casos: 1.,2.,4.,5.,10.,11.,13.,
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14.,20.,22. e 23.. Vamos detalhar um desses casos, por exemplo o caso 23..
Substituindo as coordenadas da singularidade, obtemos a seguinte expressao
para (12.11):

(W, X|s)==[B+4a—c —2¢) +2(1+2b—ce)z + (4d — (1 — e)*)2”] .

> =

Observe que o termo de z? é 4d — (1 — €)? = Ay, o qual é nulo neste caso.

O termo de z ¢ 2(14+2b—ce) = 2— %A+ > 0 e, colocando x = —1 na expressao

1
(12.11), temos (7, X|s)|(z=—1} = —=A_, o qual é nulo neste caso. Donde

concluimos que (7', X|g) < 0 para todo 2 < —1. Portanto a dire¢io do campo

sob esta reta é sempre para baixo.

A andlise é andloga aos demais casos, com excecao do caso 19., o qual pre-

cisamos uma maior atencao com relacao as singularidades que tomamos. Neste

~(1—¢) - vAy
2

—(c—e)+VA_
2

Dai obtemos a seguinte expressao para (12.11):

caso, consideramos a singularidade ,O) na parte infinita do

campo e a singularidade (—1, ) na parte finita do campo.

(7, X|g) = %[(2@ C4d+ 24+ VAL 4+ VA (=2 — e+ 0))

+(2b—4d + 2+ VAD) (1 + VAy) + e(—2 — c +e))a].

Temos claramente que (7, X |s)|(z=—1; = 0. Vamos analisar agora o coefi-

ciente de x. Agrupando os termos de maneira conveniente, obtemos

% (AU - im + %A_ F142vA0 + A+ \/A_\/AU) ,

como neste caso A, < 0,A_ >0 e Ay > 0, obtemos que (7, X|x) < 0 para

todo x < —1. Logo, a direcao do fluxo ao longo deste reta é sempre para baixo.
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Com isso conhecemos totalmente a dinAmica nesta regiao do disco de Poincaré.

Procedendo analogamente no caso onde a singularidade se encontra na carta
V1, obtemos a seguinte expressao para o produto interno onde a singularidade

se encontra na carta Uy

(M, X|s)= a+r+cv+r(—u+z))+ @+r(—u+z))*+
(12.12)

+bx + e(v + r(—u+x))x + da* — ra’.

Como realizamos anteriormente, vamos substituir as coordenadas das sin-
gularidades e avaliar o sinal da expressao acima para descobrirmos a direcao

do fluxo.

Vamos considerar aqui os seguintes casos: 1.,2.,4..5.,7.,8.,10.,11.,13.,
14.,16. e 17.. Vamos explorar um desses casos, por exemplo o caso 16.. Subs-

tituindo as coordenadas da singularidade, obtemos a seguinte expressao para
(12.12):

C2

(1, X|sx) z{a—z—d— AU—|—i(6_2)2:|_‘_

1
+ {—1+b+2d+\/AU+e—§e(c+e)] .

Note que o termo de x, apds uma reordenacao é i(A_—AjL)—( Ay—1)2 0
qual é negativo, pois neste caso temos A_ < 0, Ay >0e A, = 0. E, avaliando
a expressio (12.12) em @ = 1, obtemos (7, X|s)|(z=1} = —2A4, 0 qual é nulo
neste caso. Donde concluimos que (7, X|s) < 0 para todo x > 1. Portanto a

direcao do campo sob esta reta é sempre para baixo.

A andlise sera idéntica para os demais casos, com excecao do caso 7., para
o qual dedicaremos uma atengao maior com relacao as singularidades que

tomamos e, com relacao as contas para descobrirmos qual a direcao do campo
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ao longo da reta. Neste caso, consideramos a singularidade

—(cte)+VAy
2

na parte infinita do campo e a singularidade (1, ) na parte

finita do campo.

Dai obtemos a seguinte expressao para (12.12):

(7,X]s) =t fr = 5[(~2— 4+ (-2 + /A7) (-1 +v/A0)
+e(=2+c+e)) — (=20 —4d + (=2 + VAL (=1 + VAp)

+e(—2+c+e))xl.

Temos claramente que (70, X|s)|(z=1; = 0. Vamos analisar agora o coefi-

ciente 3 de x. Agrupando os termos de maneira conveniente, obtemos

1

7=

<¢A7—1>2+(E—1) S1-A L VALVAS|L (12ag)

2

Para podermos concluir que a direcao do fluxo ao longo da reta é para baixo,
gostariamos que 3 fosse negativo para todo x > 1. Faremos a demonstracao
por absurdo. Suponhamos, que (3 seja positivo.

Resolvendo a equacao § = £ em funcao de A_, obtemos que

A =8¢+ (=2 + AL+ 2/ Ap)?.

Como estamos supondo que 3 > 0, temos que £ > 0, donde segue que A_ > 0.
O que contradiz a hipdtese, pois nesse caso temos A_ < 0. Donde segue que

[ é sempre negativo para todo r > 1.

Para o caso onde as duas singularidades estao na parte finita do campo o

processo também serd analogo, com a seguinte alteracao: vamos considerar as
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seguintes coordenadas das singularidades (—1,v) e (1, z). Dai temos a seguinte

expressao para o produto interno:

(7, X|s) = %[4& 402 (—1 4 2)” + da(b + da)
+2(1+2)(1+c+ (=1 + e)x)z + (1 + 2)222 (12.14)

—20(—1+z)(-14+c+z+z(-1+e+2)))]

Analogamente ao processo anterior, vamos substituir as coordenadas das
singularidades e avaliar o sinal da expressao acima para descobrirmos a direcao

do fluxo.

Vamos considerar aqui os seguintes casos: 1.,2.,3.,4.,5.,6.,10.,11.,12.,13., 14.
e 15.. Detalharemos um desses casos, por exemplo o caso 12., visto que os de-
mais sao andlogos. Substituindo as coordenadas da singularidade, obtemos a

seguinte expressao para (12.14):

1
(M, X|g) =a+pz+y2?= é[(12a+4b — 3¢ —4d + 4/ A_ — 8e — 2ce + €?)
—(—8a — 8b + 2¢? — 8d + 4ce + 2e*)x

—(4a — 4b — ® — 12d + 4\/A_ — 8e + 2ce + 3¢e*)z?].

Gostariamos que (7, X|y) < 0 para todo z € (—1,1). Reescrevendo o
termo 7, obtemos v = —4Ay + (/A_ — 2)?, o qual é positivo, pois neste
caso temos Ay < 0. Avaliando a expressao (12.14) em = = +1, temos que
(W, X|s)[{z=s1y = 0.

Donde concluimos que (7, X|s) < 0 para todo x € (—1,1). Portanto a

direcao do campo sob esta reta é sempre para baixo.

A anélise é analoga para os demais casos, com excecao do caso 3., para
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o qual dispensaremos uma atencao maior com relacao as singularidades que
tomamos e, com relacao as contas para descobrirmos qual a direcao do campo

ao longo da reta.

(17 —(c—|—6)2+ \/E>

Vamos  considerar as  singularidades

(_1’ —(c—e¢) = VAZ

2
Dai obtemos a seguinte expressao para (12.14):

) na parte finita do campo.

<W>X|E> :Oé—l—ﬁllf2:
:3[(4%02_4d+2¢z+<_4+e>e+2m_mm)

+ (—da+ A +4d - 2¢/A° = (4 +e)e — 2/ A +VAVAY) 27,

Temos que (7, X|s)|{z—+1} = 0. Vamos analisar agora o coeficiente 3 de

2%, Agrupando os termos de maneira conveniente, obtemos

5 =gl -2+t (%—ﬂf

(12.15)

V2

Para concluirmos que a direcao do fluxo ao longo da reta é para baixo,

(YA 2+\/K\/A_+.
(%) |

gostariamos que [ fosse positivo para todo x € (—1,1). Demonstremos por

absurdo. Suponhamos, que 3 seja negativo.

Resolvendo a equacao 8 = £ em funcao de Ay, obtemos que

Ay = i(—Sf +(=2+ Ay + VAL,

Como estamos supondo que § < 0, temos que £ < 0, donde segue que
Ay > 0. O que contradiz a hipotese, pois nesse caso temos Ay < 0. Donde

segue que [3 é sempre positivo para todo x € (—1,1).
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Teorema 12.4.1. O retrato de fase do campo de vetores polinomial planar

X(z,y) = (2* — 1,a + bx + cy + da® + exy + y*)

€ topologicamente equivalente a um dos retratos listados nas Figuras 12.8,12.9
e 12.10.

Demonstragao A demonstracao segue da observacao do

teorema 12.3.1 e das consideracoes feitas nesta secao.

AN /A AN
0 OO
\gﬁ'; \9/ Q

figura 1 figura 2 figura 3
figura 4 figura 5 figura 6
figura 7 figura 8 figura 9

Figura 12.8: Os 9 primeiros retratos de fase global no disco de Poincaré.
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AWz
&

D P &P
. NIA N

ole
CICIC:

Figura 12.9: Os 9 seguintes retratos de fase global no disco de Poincaré.
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q
A

figura 19 figura 20 figura 21
figura 22 figura 23 figura 24
figura 25 figura 26 figura 27

Figura 12.10: Os 9 tltimos retratos de fase global no disco de Poincaré.







Capitulo 13

Estudo da Familia X (z, y) = (22 —1, 1+
cy + exy).

Objetivamos agora estudar a estrutura topologica da seguinte familia de

campos de vetores
X(z,y) = (2* = 1,1 + cy + exy). (13.1)

13.1  Singularidades na Parte Finita do Campo

Vamos partir para o estudo das singularidades na parte finita do campo.

1
Temos as seguintes singularidades: (1, o ) e <—1, — ) Dai surgem
c+e

c—e
trés casos a serem considerados:

(1) c+e=0;
(2) c—e=0;
(3) cte#0.

Vamos analisar a estrutura topologica das singularidades em cada um dos
casos na parte finita do campo.

No caso (1) temos o seguinte campo

119
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A |
(13.2)
y =1+cy— cay.
) . 1
Dai temos a singularidade | —1, ~% se ¢ # 0. Se ¢ =0, temos o campo
c

T =z2—-1

y =1,
o qual nao tém singularidades.

No caso (2) temos o seguinte campo
T =221
y =14 cy+ cxy.
) . 1
Dai temos a singularidade ( 1, ~% se ¢ # 0. Se ¢ =0, temos o campo
c
T =a%—1

y =1,
o qual nao tém singularidades.

No caso (3) temos o seguinte campo
T =21

Yy =14cy+exy.

1 1
Dai temos as singularidades (1, — ) e (—1, — )
c+e c—e

Tratemos agora do caso (1), isto é, vamos analisar a estrutura topologica

dos pontos singulares dos campos no caso (1).
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Temos o campo
T =a2-1

y =14 cy— cxy,

1
cuja singularidade é (—1, —2—) se ¢ # 0.
c
Assumiremos que ¢ # 0 pois como vimos no caso ¢ = 0 0 campo nao possui
singularidades na parte finita do campo. Vamos a anélise da parte linear do

campo. Temos

-2 0
(b |
2c 1
5 2c

Donde segue a singularidade é um n6 atrator se ¢ < 0 e uma sela se ¢ > 0.

s
T
-1 k/ 1 x _

Az
Af

Figura 13.1: Retratos na parte finita do campo com ¢ > 0 e ¢ < 0, respectiva-
mente.

Vamos analisar agora o caso (2). Temos o seguinte campo
=21
y =1+cy+ cxy,

1
cuja singularidade é (1, —2—) se ¢ # 0.
c
Assumiremos que ¢ # 0 pois como ja vimos no caso ¢ = 0 0 campo nao
possui singularidades na parte finita do campo.

Analisando a parte linear do campo temos,
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J(L_i): 200
2c —% 2c

Donde segue a singularidade é um no instavel se ¢ > 0 e uma sela se ¢ < 0.

y }% y

b
XY

Figura 13.2: Retratos na parte finita do campo com ¢ < 0 e ¢ > 0, respectiva-
mente.

Vamos analisar agora o caso (3). Temos o seguinte campo
T =a2*-1

y =14 cy—+exy,

1 1
cujas singularidades sao: <1, - ) e (—1, — )

c+e c—e
Vamos a parte linear do campo,
1 2 0
J <1,— ) = e
c+e — ct+e
ct+e
e
1 —2 0
J (—1,— ) = e
c—e — c—e
c—e

) é um no instével se c+e > 0

1

c—e

Donde segue a singularidade <1, -
c+e

e uma sela se ¢ + e < 0. A singularidade <—1, — ) ¢ um no estavel se

c—e<0eumaselasec—e > 0.




13.2 Singularidades na Parte Infinita do Campo 123

y A% y

4

1
Figura 13.3: Retratos na parte finita do campo da singularidade (1, o )
c+e

com c+e < 0ec+e >0, respectivamente.

» y

Ve

b
¥

1
Figura 13.4: Retratos na parte finita do campo da singularidade (1, - )
c—e

comc—e <0ec—e>0, respectivamente.
13.2 Singularidades na Parte Infinita do Campo

Estudaremos agora as singularidades na parte infinita do campo. Objeti-
vamos obter a dindmica proximo a essas singularidades. Como no estudo da
parte finita vamos dividir nossa anélise em 3 casos.

Inicialmente tratemos do caso (1), isto é, onde ¢ = —e. Na carta U; temos

o seguinte campo compactificado:

Y :zz+cyz—cy—y+y22
(13.3)

2 =—z+28

As singularidades desse campo é somente a origem, se ¢ # —1 . Se ¢ = —1
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temos o seguinte campo

y =22 —yz+y?
(13.4)
2 =—z+ 25
Dai a reta z = 0 ¢ constituida de singularidades, isto é, nao temos um
ponto singular isolado. Tratemos esse caso posteriormente.

Analisemos a dinamica na origem do campo (13.4). Temos,

J(0,0) = [ _10_0 _01 ] .

Donde segue que (0,0) é uma sela se ¢ < —1 e um no atrator se ¢ > —1.

Figura 13.5: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < —1 e ¢ > —1,
respectivamente.

Analisemos agora a carta U,.

Temos o seguinte campo compactificado:

T =a%— 22— 22 —cxz+cx?
(13.5)

2 o=—2—c+crz

Temos que a singularidade desse campo é somente a origem, se ¢ # —1 .

Se ¢ = —1 temos o seguinte campo
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i =—22—x22+ 2z

(13.6)
2 =-22 4222z
Donde segue que a curva z = 0 é constituida de singularidades. Vamos
analisar esse caso posteriormente.

Analisemos a dinamica na origem do campo (13.5). Temos,

J(0,0)zlg 8]

Aqui temos um ponto singular degenerado, para que possamos entender
sua dinamica vamos precisar de um tratamento especial . Faremos uso aqui de
blow-ups polares para nos auxiliar nessa tarefa.

Antes de efetuarmos as contas, observe que a reta x = 1 é invariante e,

além disso temos g > 0. De fato, estamos tratando do campo

T =221
y =1+cy—cay
Assim, quando x = 1 temos y = 1 > 0. O que nos diz que o fluxo sob a

reta x = 1 é sempre “subindo”. Veja Figura 13.6.

Figura 13.6: Fluxo do campo sob a reta z = 1.

Lembremos que estamos supondo aqui que ¢ # —1.

Considere a seguinte mudanca de variaveis
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r =rcost
Yy =rsent

O que caracteriza um blow-up polar. Dai obtemos o seguinte campo

1
X(r,t) = 5(7"(1 + 2c)cost + rcos 3t — 2rsent(c + rsent),sent — sen 3t).

: : : X s 3 s 7
Cujas singularidades sao (0,0), (0, ), (O, Z) , (O, T) , (0, %) e (0, T)'
Dividimos nossa analise nos seguintes casos: ¢ < —1,—1 <c<0ec > 0.
Analisando a parte linear do campo em cada uma das singularidades obtemos

as seguintes figuras

y y Y

Figura 13.7: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < =1, -1 <c <0 e
c > 0, respectivamente.

Analisemos agora as cartas V; e V5. Na carta V; temos o seguinte campo

compactificado

U :y—y22+22+cyz+cy

(13.7)

2 =z 25

Temos nesta carta somente a origem como singularidade se ¢ # —1. Se

c = —1, temos o campo
y =-—y2+22—yz

z =z—2°.
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Dai z = 0 é constituido de singularidades. Vamos considerar este campo

posteriormente.

Analisemos a singularidade (0,0) do campo (13.7).

0 1

1+¢ O]

Se ¢ > —1 temos que a origem é um no instavel e se ¢ < —1 é uma sela.

.
Ladl

v
| 4
A

Figura 13.8: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < —1 e ¢ > —1,
respectivamente.

Na carta V5 temos o seguinte campo compactificado:

T =2’ —cxz+cr’+ 2% — 22

(13.9)
2 =2 —c2? +cxz.
Se ¢ # —1 temos que a origem é a tinica singularidade.
Para ¢ = —1 temos o seguinte campo
T =z 4rxz— 22
(13.10)

2 =28422 12
Vamos considerar este campo posteriormente.

Analisemos a singularidade (0,0) do campo (13.9)
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J(0,0):[S 8]

Temos que essa singularidade é degenerada. Para obter um entendimento
dessa singularidade vamos utilizarmos de blow-ups.

Considere a seguinte mudanca de variaveis

T =rcost
{ Yy =rsent
Esta mudanga caracteriza um blow-up polar, dai obtemos o campo X (r,t) =
(r? + reost + 2brcost — r?cos 2t + rcos 3t — 2crsent, sent — sen 3t).
Cujas singularidades sao (0, 0), (0, ), (0,%), (0, 2%), (0, 25) e (0, IT). Avaliando
a parte linear do campo nessas singularidades teremos 3 casos a serem consi-

derados c < —1, -1 <c<0ec>0.

Yy Yy
wxl.x :

Figura 13.9: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < =1, -1 <c < 0Oe
c > 0, respectivamente.

Desta forma sé nos resta analisarmos o caso onde o infinito é constituido
de singularidades. Vamos fazé-lo futuramente.

Vamos agora a analise do caso (2). O procedimento sera anilogo ao caso
anterior. Consideremos agora a carta U;. Temos o seguinte campo compactifi-

cado:

y =22 +cyz+cy—y+y?
(13.11)

2 =—z+42°

A singularidade é somente a origem, se ¢ # 1 . Se ¢ = 1 temos o seguinte
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campo

y =224 yz+yz?
(13.12)
2 =—z+ 25
Dai teremos que a curva z = 0 é constituida de singularidades.
Como anteriormente, vamos considerar esse caso posteriormente.

Vamos estudar a estrutura topoléogica do campo (13.11) na origem. Temos,

J(0,0) = lcgl _01]

Donde segue que (0,0) é uma sela se ¢ > 1 e um noé atrator se ¢ < 1.

dl
)

A
L 4
v

[
»

Figura 13.10: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < 1 e ¢ > 1, respec-
tivamente.

Vamos agora a carta Us,.

Temos o campo compactificado:

T =a— 22— 2% —cxz — ca?

(13.13)

2 = —2—c?—caxz

A singularidade desse campo é somente a origem, se ¢ # 1. Se ¢ = 1 temos

0 seguinte campo
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T = —2°—xz°— 22

(13.14)

2 =—2—22_—z2

Observe que a reta z = 0, como nos casos anteriores, ¢ composta de singu-
laridades. Analisaremos esse caso futuramente.

Estamos interessados na dinamica na origem do campo (13.13). Temos,

Aqui temos novamente um ponto singular degenerado, faremos uso de

blow-ups polares para entendermos esse caso.

Como no caso anterior, observe que a reta x = —1 é invariante e, além

disso temos y > 0. De fato, temos o seguinte campo

A |
y =1+cy+cry

Assim, quando z = —1 temos ¥ = 1 > 0. Donde segue que o fluxo sob a
reta x = —1 é sempre de baixo para cima.
Y
A
~1 1 x
Figura 13.11: Fluxo do campo sob a reta x = —1.

Lembremos que estamos supondo aqui que ¢ # 1. Faremos aqui a seguinte
mudanca de variaveis
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r =rcost
Yy =rsent

Ou seja, estamos efetuando um blow-up polar, obtendo assim o seguinte campo

1
X(r,t) = 5(7"(1 — 2c)cost + rcos 3t — 2rsent(c+ rsent),sent — sen 3t).

Cujas singularidades sio (0,0), (0,7), (0,%), (0,2F), (0,28) e (0, IF).
Dividimos nossa anélise nos seguintes casos: ¢ > 1,0 < ¢ < lec < 0.
Analisando a parte linear do campo em cada uma das singularidades obtemos

as seguintes figuras

<

> > x > >

T

Figura 13.12: Retratos na parte infinita do campo com ¢ > 1,0 < c < 1l e
c < 0, respectivamente.

Vamos partir agora para analisar as cartas V; e V5. Na carta V; temos o

seguinte campo compactificado

y =y —y2+ 22 teyr—cy

(13.15)

2 =z 25

O tnico ponto singular é a origem se ¢ # 1. Se colocarmos ¢ = 1, temos

y =-y22+22+yz
(13.16)

2 =z— 25

Como nos casos anteriores temos que a curva z = 0 é constituido de singu-
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laridades.
Estamos interessados na singularidade (0,0) do campo (13.15). Vamos

realizar um estudo da parte linear

1—¢c 0
0o 1|
Se ¢ < 1 temos que a origem é um no instavel e se ¢ > 1 é uma sela.

Y

Figura 13.13: Retratos na parte infinita do campo com ¢ < 1 e ¢ > 1, respec-
tivamente.

Na carta V5 temos o campo compactificado:

2 2

T =ax2—cxz—cxl+ a2t —z
(13.17)

2 =23 —c2? —cxz.

Se ¢ # 1 temos somente a origem como ponto singular. Para ¢ = 1 temos

0 seguinte campo

T =x22 —xz— 22

(13.18)
2 =23—22—zxz.

Vamos estudar a parte linear da singularidade (0,0) do campo (13.17)

J(0,0):[S 8]
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Como nos casos anteriores, temos que essa singularidade é degenerada.
Utilizaremos de blow-ups polares.

Considere a seguinte mudanca de variaveis

r =rcost
z =rsent
Donde obtemos o seguinte campo X (r,t) = $(r® + rcost — 2brcost —
r2cos 2t + rcos 3t — 2crsen t, sent — sen 3t).
Cujas singularidades sdo (0,0), (0,7), (0,%),(0,25),(0,25) e (0, ). Con-
siderando a parte linear desse campo nessas singularidades teremos 3 casos a

serem considerados ¢ > 1,0 <c<1lec<0.

Y Y

Figura 13.14: Retratos na parte infinita do campo com 0 < ¢ < 1,¢ > 1 e
c < 0, respectivamente.

Para este caso s6 nos falta analisarmos o caso onde o infinito é constituido
de singularidades. Tratemos deste caso posteriormente.

Vamos partir para a analise do caso (3). Novamente efetuaremos os mesmos
passos que nos casos anteriores. Estamos agora tratando do seguinte campo
X(z,y) = (2 — 1,1+ cy + exy), onde ¢ # *e.

Consideremos inicialmente a carta U;, onde temos o seguinte campo com-

pactificado:

y =22+cyz+ey—y—+yz?
(13.19)
2 =—z+28
Teremos a origem como unica singularidade caso e # 1 . Se e = 1 teremos

0 campo
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y =2+ cyz+y2?
(13.20)
3 = —z+ 25
Dai teremos que z = 0 é linha de singularidades. Como nos casos anteriores,

consideremos esse caso posteriormente.

Partiremos para a andlise da parte linear da origem do campo (13.19).

Temos,

J(0,0) = [e;l _01]

Donde segue que (0,0) é uma sela se e > 1 e um no estavel se e < 1.

A
L 4
v

Figura 13.15: Retratos na parte infinita do campo com e < 1 e e > 1, respec-
tivamente.

Partimos agora para a analise da carta Us. Temos o campo compactificado:

& =a%— 22— 12?2 —cxz — ex?
(13.21)

2 =—222—c2®2—exz

Temos somente a origem como ponto singular se e 21 . Se e = 1 temos o

campo
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i =—22—x2®2—cxz

(13.22)

2 =—=2—c2?—zz.

Observe que a reta z = 0, como nos casos anteriores, é composta de singu-
laridades. Analisaremos esse caso futuramente.
Vamos estudar a dinamica da origem nesse campo através da andlise da

parte linear do campo (13.21). Temos

J(0,0):[S 8]

Donde segue que a origem é um ponto singular degenerado. Seguindo o
procedimento dos casos anteriores, vamos aplicar blow-up polar na tentativa
de entendermos a dindmica neste ponto.

Estamos supondo que e # 1. Consideremos a mudanca de variaveis

T =rcost
Yy =rsent

Obtemos dai o seguinte campo

1
X(r,t) = i(r(—r + cost — 2ecost + rcos 2t 4+ cos 3t — 2csent), sent — sen 3t).

Cujas singularidades sao (0,0), (0,7), (0,%), (0,22), (0, 2%) e (0, ).
Analisando a parte linear deste campo em cada uma das singularidades, e

dividindo nossa analise nos seguintes casos:
(a) e>1l,c+e<0ee—c>0;
(b) e>1l,c+e<0ee—c<O0;
(c) e>l,c+e>0ee—c>0;
(d)e>1l,c+e>0ee—c<O0;

(e) e<l,c+e<0ee—c>0;
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f) e<l,c+e<0ee—c<0;
(g) e<l,c+e>0ee—c>0;
(h) e<l,c+e>0ee—c<O.
Obtemos assim as figuras a seguir.
Y
caso( caso ( caso(c caso (d)
Y
caso(e caso ( caso caso (h)

Figura 13.16: Retratos na parte infinita do campo com os referidos casos.

Estudemos agora a dinamica nas cartas V; e V5. Na carta Vi temos o
seguinte campo compactificado

U :y—y22+z2+cyz—ey

(13.23)

2 =z— 25

Temos que a origem é a tnica singularidade se e # 1. Colocando e = 1,
obtemos o campo

y = —y2?+ 22 +cyz

(13.24)

2 =z-—25

Como ja vimos, temos que a curva z = 0 é constituido de singularidades.

Vamos analisar a parte linear da origem do campo (13.23)
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)

Se e < 1 temos que a origem é um no6 instavel e se e > 1 ¢ uma sela.

13.2

Y

Figura 13.17: Retratos na parte infinita do campo com e < 1 e e > 1, respec-

tivamente.

Na carta V5 temos o seguinte campo:

T =x2? —crz — ex® + 1 — 22
(13-25)
3 =23 —c2? —exz.
Se e # 1 temos somente a origem como ponto singular. Para e = 1 temos

0 campo:
T =x22—cxz— 2

(13.26)
2 =23 —c2? — 2.

Analisemos a parte linear da singularidade (0,0) do campo (13.25)

J(0,0):[g 8]

Temos que essa singularidade também é degenerada. Utilizaremos blow-up
polar para tentar entender a dinamica neste ponto.

Considere a seguinte mudanca de variaveis
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r =rcost
z =rsent

Obtemos assim o seguinte campo X (r,t) = (r(r+cost —2ecos t —rcos 2t +

cos 3t — 2csent), sent — sen 3t).
Cujas singularidades sdo (0,0), (0,7), (0,%),(0,25),(0,2) e (0, ). Con-
siderando a parte linear desse campo e avaliando nessas singularidades teremos

os seguintes casos a serem considerados:

(a) e>1l,c+e<0ee—c>0;
(b) e>1l,c+e<0ee—c<O0;
(c)e>1l,c+e>0ee—c>0;
(d) e>l,c+e>0ee—c<0;
(e) e<l,c+e<0ee—c>0;
(f) e<lyc+e<0ee—c<O;
(g) e<l,c+e>0ee—c>0;

(hy e<l,c+e>0ee—c<0.

E dai obtemos a Figura 13.18.
Para completar este caso s6 nos resta analisar o caso onde o infinito é

constituido de singularidades. Vamos considerar este caso posteriormente.

13.3  Campos com Infinitos Pontos Singulares na Parte

Infinita

Vimos que na andlise de singularidades realizadas anteriormente em alguns
campos o “infinito” é constituido de singularidades as quais nao sao isoladas.
Vamos agora realizar um estudo desses campos, obtendo um retrato de fase

local para cada um dos campos.
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Aﬁﬂbﬁﬁw

caso(c
caso(a ¢aso caso
(‘aqo caso Caso caso

Figura 13.18: Retratos na parte infinita do campo com os referidos casos.

Inicialmente tratemos do caso (1), isto ¢, do campo X (z,y) = (2? — 1,1+
by — bxry). Vimos que o “infinito”, isto é, a linha z = 0 constituida de pontos
singulares, se ¢ = —1. Daf teremos o seguinte campo X (z,y) = (22 —1,1+y+
xy). O campo compactificado nas cartas U; e Uy sdo expressos nas equagoes
(13.4) e (13.6), respectivamente.

Estamos interessados agora em compreender a dinamica proximo a reta
z = 0, a qual como sabemos é constituida de singularidades. Para termos
um entendimento total da dinamica proximo a esses pontos vamos analisar
o campo nas cartas Uy, Us, V; e Va. E preciso termos em mente onde estao

localizadas as cartas as quais estamos analisando.

Vamos considerar inicialmente a carta U;. O comportamento proximo da
reta z = 0 serd dado pela analise da parte linear do campo na carta U; nos

pontos do tipo (yo,0). Assim, temos

T(u0,0) = [g o ]

Os autovalores sao: 0 e —1. Além disso, a dire¢ao associada ao autovalor

nulo é z = 0, e a direcao associada ao autovalor -1 sao as curvas do tipo

1
Z = 1.
yOy
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Figura 13.19: Cartas Uy, Us, V; e V5.

Donde concluimos que a dinamica proximo a esta reta de singularidades é
dada pela Figura 13.20.
Analisemos agora a carta V7. A expressao do campo compactificado é dada

por (13.8). Repetindo o mesmo procedimento da carta Uy, temos que

J(y0,0) = [g o ]

O que nos remete a seguinte Figura 13.20.

N\

Carta U; Carta V

Figura 13.20:

Nos resta analisarmos somente a origem das cartas Us e V5.
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Observando as equacoes do blow-up obtidas em (13.8) e (13.10), temos que

a dinamica na origem das cartas Us e V5 é dada pela Figura 13.22.

Carta U, Carta V4

Figura 13.21:

Assim, obtemos o retrato de fase local dado na Figura 13.22 para este caso.

Figura 13.22: Retrato de fase global para o caso (1) com ¢ = —1.

Vamos agora ao caso (2). Como no caso (1), sabemos que o “infinito”, isto é,
a linha z = 0 constituida de pontos singulares, se ¢ = 1. Estaremos estudando
aqui o campo X (x,y) = (22 — 1,1+ y + xy). O campo compactificado nas

cartas U; e Uy sdo expressos nas equagoes (13.12) e (13.14), respectivamente.

Como no caso (1), estamos interessados em compreender a dinamica pro-

ximo a reta z = 0. Vamos novamente analisar o campo nas cartas Uy, U,, V] e

V.
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Vamos considerar inicialmente a carta U;. O comportamento proximo da
reta z = 0 serd dado pela analise da parte linear do campo na carta U; dos

pontos do tipo (yo,0). Assim, temos

T(y0,0) = [g ﬁj].

Os autovalores sao: 0 e —1. Além disso, a direcao associada ao autovalor
nulo é z = 0, e a direcao associada ao autovalor -1 sao as curvas do tipo
s= -1y

Donde concluimos que a dinamica préoximo a esta reta de singularidades é
dada pela Figura 13.23.

Vamos a carta V5. A expressao do campo nesta carta é dada por (13.16).

Repetindo o mesmo procedimento anterior, temos

I(30,0) = [g yf].

O que nos remete a Figura 13.23.

SN\ s\,

Carta U Carta V;

Figura 13.23:

Nos resta analisarmos somente a origem das cartas Us e V5.

Observando as equagoes do blow-up, temos que a dindmica na origem das
cartas Uy e V5 é dada pela figura 13.3 respectivamente.

Assim, obtemos o retrato de fase local dado na Figura 13.25 para este caso.

Vamos finalmente ao caso (3). Sabemos que reta z = 0 constituida de
pontos singulares, se e = 1. Estaremos estudando aqui o campo X (x,y) =

(22 —1,14+cy+exy). O campo compactificado nas cartas U; e U, sdo expressos
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z z

Figura 13.25: Retrato de fase global para o caso (2) com ¢ = 1.

nas equagoes (13.20) e (13.22), respectivamente.

Repetiremos aqui a mesma andlise realizada nos casos anteriores. Vamos
analisar o campo nas cartas Uy, Us, V7 e V.

Consideremos inicialmente a carta U;. O comportamento proximo da reta
z = 0 sera dado pela andlise da parte linear do campo na carta U; dos pontos

do tipo (yo,0). Assim, temos

T(y0,0) = [g Cj’;].

Os autovalores sao: 0 e —1. Além disso, a dire¢ao associada ao autovalor
nulo é z = 0, e a direcao associada ao autovalor -1 sao as curvas do tipo
z=——ysec#0e sec=0 temos que esse autovalor estara associado a

CYo
direcao y = 0. Note que, em ambos os casos teremos a mesma dinamica e,
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como estamos interessados na estrutura topoldgica nao necessitamos considerar
dois casos.
A expressao do campo na carta V; é dada por (13.24). Repetindo o mesmo

procedimento anterior, temos

T(0,0) = [g C_y;].

Donde concluimos que a dinamica proximo a estas retas de singularidades
é dada pela Figura 13.26.

S\\W/ s s\

Carta Uy Carta V;

Figura 13.26: Dinamica proximo a reta de singularidades nas cartas U; e V;.

Nos resta analisarmos somente a origem das cartas Us e V5. Observando as
equagoes do blow-up obtidas anteriormente, temos que a dinamica na origem
das cartas U, e V5 é dada pelas figuras 13.27 e 13.28, respectivamente. Ob-
serve que neste caso surgem 3 possiveis retratos de acordo com a variacao do

parametro c.

z

c< —1 —l<e<1 c>1

Figura 13.27: Retratos com relacao a carta Us.
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z

—1l<exl1

c< —1

Figura 13.28: Retratos com relagao a carta V5.

Assim, reunindo todas essas informagdes segue na Figura 13.29 os seguintes

retratos de fase local no disco de Poincaré para este caso.

Figura 13.29: Retratos de fase global para o caso (3).

13.4 Retratos de Fase Local

Objetivamos esbogar agora todos os possiveis retratos de fase local no disco

de Poincaré da familia de campos

X(z,y) = (¢* = 1,1 + cy + exy).

Da mesma forma que fizemos na analise de singularidades, vamos expor os
retratos de fase local dividindo-os nos casos (1),(2) e (3). Nesta fase vamos
considerar as informacoes obtidas até aqui nos estudos anteriores. Nessa secao

temos o seguinte resultado

Teorema 13.4.1. Os possiveis retratos de fase local do campo X (x,y) = (2% —
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1,1+ cy + exy) sao expressos na Figura 13.30.

el

k=1 k=2 k=3 k=4
) |
A
Y.
k= EL=6 k=17
G/
X
k=9 k=10 k=11 k=12
k=13 k=14

Figura 13.30: Os 14 retratos de fase local.

Demonstracao A demonstragao segue diretamente da observacao das

informagoes obtidas no estudo de singularidades.
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13.5 Retratos de Fase Global

Nesta secao vamos exibir todos os possiveis retratos de fase global da familia
de campos X (z,y) = (2* — 1,1 + cy + exy).

Antes de esbocarmos os retratos de fase vamos fazer algumas observagoes
com relagao ao espaco de parametros (c, e).

Considere a Figura 13.31, a qual representa o espago de parametros (c, e)

decomposto em quatro regioes.

Figura 13.31: As quatro regides que decompoem o espaco de parametros.

As retas ¢ = e e ¢ = —e (em vermelho na figura 13.31) separam o plano
(c,e) em quatro regides: (I),(I1),(I1I) e (IV). Podemos caracterizar essas

regioes através dos seguintes conjuntos:

(I)={(c,e);—c<e<cec>0}. (13.27)
(II) ={(c,e);—e<c<eee>0}. (13.28)
(I1I) ={(c,e);c<e< —cec<O0}. (13.29)

(IV) ={(c,e);e <c < —eee<0}. (13.30)
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Até o momento possuimos somente as informacoes referentes a dinamica
local dos possiveis retratos de fase. Para podermos esbogar os retratos global
precisaremos levar em conta a dinamica local e, utilizaremos o Teorema de
Neumann para obter o niimero minimo de retratos de fase global.

Cada um dos retratos de fase local nos fornece somente um retrato de fase
global, observando apenas o estrutura topologica das singularidades em cada
um dos casos.

Apresentemos agora o resultado referente a dinamica global da familia de

campos que estamos estudando.

Teorema 13.5.1. Os possiveis retratos de fase no disco de Poincaré da familia

x =a2-1
. (13.31)
y =1+cy+exy

sao dados na Figura 13.33.
Esse resultado pode ser resumido de uma maneira mais didatica através

da Figura 13.32 que representa o espago de parametros. Em cada uma dessas

regioes ocorre somente uma das figuras apresentadas no teorema 13.5.1.

Figura 13.32: Os possiveis retratos de fase que podem ocorrer em cada uma
das regioes do espaco de fase.
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5SS G

k=13
k=17

k=19

Figura 13.33: Os retratos de fase global.







Capitulo 14

Estudo da Familia X (z,y) = (#°—1, a+
bx + cy + 2 + exy).

Vamos considerar neste capitulo a analise dos campos de vetores da seguinte
familia X (z,y) = (2% — 1,a + bz + cy + 2% + exy). Exporemos aqui todos os

possiveis retratos de fase global desta familia.

14.1  Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

Explicitaremos nesta secao os retratos de fase no disco de Poincaré do
campo em consideracao. O resultado principal serd condensado no seguinte

teorema

Teorema 14.1.1. Considere a familia de campos X (z,y) = (#* —1,a + bxr +
cy+az+exy), temos que 0s possiveis retratos de fase global sao topologicamente

equivalentes a um dos retratos apresentados nas Figuras 14.1,14.2 e 14.3.

Demonstracao A demonstracao deste resultado segue exatamente as
mesmas etapas dos realizadas nos capitulos anteriores, por isso nao a faremos
aqui.

151
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AR

HO G
DO

Figura 14.1: Os 15 primeiros retratos de fase global no disco de Poincaré.




14.1 Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

15

DO®

figura 16 figura 17 figura 18
@ @

figura 19 figura 20 figura 21
@ @

figura 22 figura 23 figura 24

(P (7

‘

figura 25 figura 26 figura 27

figura 28 figura 29 figura 30

Figura 14.2: Os 15 seguintes retratos de fase global no disco de Poincaré.
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O

=
=

figura 31 figura 32 figura 33

figura 34 figura 35 figura 36

figura 37 figura 38 figura 39
figura 40 figura 41 figura 42

figura 43

Figura 14.3: Os 13 tltimos retratos de fase global no disco de Poincaré.




Capitulo 15

Estudo da Familia X (z,y) = (#°—1, a+
T+ cy + exy).

Analogamente ao realizado no capitulo anterior, consideremos aqui a analise
dos campos de vetores da familia X (x,y) = (2% — 1,a + z + cy + exy).

Explicitaremos todos os possiveis retratos de fase global desta familia.

15.1  Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

Vamos exibir nesta se¢ao os retratos de fase global do campo X (z,y) =
(22 — 1,a + = + cy + exy). Resumiremos o resultado principal no seguinte

teorema

Teorema 15.1.1. Considere a familia de campos X (z,y) = (2* — 1,a +x +
cy + exy), temos que os possiveis retratos de fase global sao topologicamente

equivalentes a um dos retratos nas Figuras 15.1,15.2 e 15.3.

Demonstracao Como no capitulo anterior nao apresentaremos a demon-
stracao deste resultado, pois esta segue analogamente aos casos anteriores.
[
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DOG

YW
LU
DO

Figura 15.1: Os 15 primeiros retratos de fase global no disco de Poincaré.
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GL

~
o
~

figura 16 figura 17 figura 18
@ '
figura 19 figura 20 figura 21
figura 22 figura 23 figura 24
figura 25 figura 26 figura 27

Figura 15.2: Os 12 seguintes retratos de fase global no disco de Poincaré.
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figura 28 figura 29 figura 30

figura 37 figura 38 figura 39

Figura 15.3: Os 12 tdltimos retratos de fase global no disco de Poincaré.




Capitulo 16

Estudo da Familia X (z,y) = (2°—1, cy+
exry).

Como procedemos nos tltimos capitulos, vamos tratar da anélise de estru-
tura topologica da familia X (z,y) = (2% — 1,cy + exy). Objetivamos expor

todos os possiveis retratos de fase global desta familia.

16.1  Retratos de Fase Global no Disco de Poincaré

O objetiva desta secao ¢ apresentar todos os possiveis retratos de fase global
da familia de campos X (x,y) = (2° — 1, cy + exy). O resultado principal deste

capitulo é o seguinte teorema

Teorema 16.1.1. Considere a familia de campos X (z,y) = (2* — 1, cy +exy),
temos que os possiveis retratos de fase global sao topologicamente equivalentes

a um dos retratos nas Figuras 16.1 e 16.2.

Demonstracao Seguindo o procedimento adotado nos capitulos anteri-

ores, nao apresentaremos a demonstracao deste resultado.
|
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figura 1 figura 2 figura 3
figura 4 figura 5 figura 6
figura 7 figura 8 figura 9

Figura 16.1: Os 9 primeiros retratos de fase global no disco de Poincaré.
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ZEN
DD

figura 10 figura 11

figura 12

figura 15

figura 16 figura 17

figura 18

figura 19

Figura 16.2: Os 10 seguintes retratos de fase global no disco de Poincaré.







Capitulo 17
Demonstracao do Teorema 0.0.2

A demonstracgao do Teorema 0.0.2 segue diretamente dos Teoremas 12.4.1,13.5.1,
14.1.1,15.1.1 e 16.1.1.
|
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