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Câmpus São José do Rio Preto, como parte dos requisitos

para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática
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profissionais e humanos.
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Resumo

Uma substituição é uma aplicação de um conjunto finito A (alfabeto) ao

conjunto das palavras finitas sobre A. Neste trabalho, estudaremos propriedades



Abstract

A substitution is a map from a finite setA (alphabet) to the set of finite words

whose letters belong to A. In this work, we study some topological and metrical

properties of the dynamical system associated to a substitution. In particular, we

prove that for a class of substitutions, the associated dynamical system is minimal

and ergodic.

Key words: Substitutions, Minimality, Ergodicity.



Introdução

A teoria dos sistemas dinâmicos começou com o estudo do comportamento dos

planetas. Desde então houve um grande avanço desta teoria. Ela foi usada em

outras áreas como Qúımica, Economia, Telecomunicações entre outras.

Um sistema dinâmico é um par (X,T ) onde X é o espaço dos estados e

T : X → X é uma transformação que leva um estado a um outro estado seguindo

uma lei de evolução (tempo).

Uma maneira de obter sistemas dinâmicos simples e interessantes é discreti-

zando o tempo e o espaço de estados (exemplo: tempo = IN e X = AIN onde A é

um conjunto finito). Estes sistemas são chamados sistemas dinâmicos simb¶olicos.

O interessante destes sistemas é que eles têm aplicações significantes nas telecomu-

nicações e envolvem várias áreas da matemática como a teoria dos números, teoria

ergódica, dinâmica complexa entre outras.

Uma classe importante dos sistemas dinâmicos simbólicos é a chamada classe

dos sistemas dinâmicos substitutivos. Uma substituição é uma aplicação de um

conjunto finito A (alfabeto) ao conjunto das palavras finitas escritas com o alfabeto

A. Exemplo: A = {a, b}, σ : a 7→ ab, b 7→ a.

Dada uma substituição σ sobre um alfabeto A, podemos estender σ a AIN (o

conjunto das palavras infinitas sobre A) por concatenação:

σ(a1 · · · an · · · ) = σ(a1) · · · σ(an) · · · , ∀a1, · · · , an, · · · ∈ AIN.

Uma boa propriedade das substituições é que elas têm pontos periódicos, isto é,

existem k ∈ IN e u ∈ AIN tais que σk(u) = u.

Definimos um sistema dinâmico associado a σ como um par (Ω, S) onde S é

10
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a aplicação deslocamento (shift) e Ω = {Sn(u), n ∈ IN} é o fecho (com respeito a

topologia produto das topologias discretas sobre A) da órbita de u por S onde u é

um ponto periódico da substituição σ.

A teoria dos sistemas dinâmicos substitutivos começou com A. Hedlund e M.

Morse [9]. Eles foram os primeiros a falarem de substituição. Usaram seqüências

infinitas de śımbolos associadas a uma substituição (chamada substituição de Morse-

Hedlund) para investigar as geodésicas sobre superf́ıcies com curvatura negativa.

Desde então esta teoria começou a se desenvolver e foi ligada a vários tópicos em

diversas áreas da matemática, tais como teoria dos sistemas dinâmicos, fractais,

azulejamento do plano, automorfismos hiperbólicos do toro, frações cont́ınuas mul-

tidimensionais, aproximações diofantinas, permutações de intervalos e sistemas de

numerações em base complexa. Para uma resenha sobre estes tópicos ver [1], [2],

[4], [10], [11], [15], [16], [5].

As substituições foram usadas em outras áreas como a Qúımica, F́ısica Teórica,

Genoma, etc. Por exemplo, na f́ısica teórica elas foram usadas devido ao fato das

seqüências definidas pelas substituições fornecerem um ótimo modelo unidimensi-

onal dos quase cristais. Particularmente alguns f́ısicos estudaram as propriedades

de operador de Shrödinger discreto com o potencial dado pelas substituições [5].

Atualmente, há vários grupos trabalhando em sistemas dinâmicos simbólicos subs-

titutivos, principalmente na França, Estados Unidos, Rússia e Japão.

As substituições que consideraremos neste trabalho são as chamadas substitui»c~oes

primitivas (existe k ∈ IN tal que para todo a, b ∈ A, a letra a aparece na palavra

σk(b)). A vantagem de uma substituição primitiva é que o sistema dinâmico associ-

ado não depende do ponto periódico, além do mais ele é minimal, de entropia nula

e unicamente ergódico.

Neste trabalho estudaremos propriedades topológicas e dinâmicas dos sistemas

dinâmicos associados a substituições. Em particular, mostraremos que se a subs-

tituição é primitiva, então o sistema dinâmico é minimal, ergódico e unicamente

ergódico.

O trabalho é dividido em três caṕıtulos e um apêndice. No primeiro caṕıtulo



12

definimos os sistemas dinâmicos de acordo com as caracteŕısticas do espaço X, por

exemplo, sistema dinâmico topológico ou mensurável, e também definimos ergodi-

cidade e unicidade ergódica, para posteriormente mostrarmos as vantagens destes

conceitos, através de dois teoremas, dentre eles, o teorema de Poincaré. Para mos-

trarmos estes teoremas, utilizamos alguns resultados de teoria da medida e enunci-

amos o Teorema Ergódico de Birkhoff. Ao final do caṕıtulo, demos um exemplo de

sistema dinâmico minimal e ergódico.

No segundo caṕıtulo, definimos sistemas dinâmicos simbólicos e para isso, de-

finimos o conjunto das palavras infinitas AN, linguagens, cilindros, uma métrica

para este conjunto AN e a aplicação deslocamento (shift), com o intuito de es-

tudar propriedades topológicas dos sistemas dinâmicos simbólicos. Abordamos as

substituições e alguns resultados relacionados a elas.

No terceiro caṕıtulo, definimos primitividade de uma substituição e matriz da

substituição, para iniciar o estudo da ergodicidade. Finalmente, demonstramos que

dada uma substituição primitiva, o sistema dinâmico associado a ela é minimal e

unicamente ergódico.

O apêndice traz a prova do Teorema de Perron Frobenius, muito útil no terceiro

caṕıtulo para a prova da ergodicidade e da unicidade ergódica.



Caṕıtulo 1

Sistemas Dinâmicos

Neste caṕıtulo veremos algumas definições e resultados necessários ao estudo dos

sistemas dinâmicos, como a minimalidade, a ergodicidade e a unicidade ergódica.

Um Sistema Dinâmico é um par (X, T ) onde X é um conjunto não vazio e

T : X → X é uma aplicação. Se X for um espaço topológico e T uma aplicação

cont́ınua, dizemos que (X,T ) é um Sistema Dinâmico Topológico. Se X é

munido de uma σ-álgebra e T : X → X é mensurável, dizemos que (X,T ) é um

Sistema Dinâmico Mensurável.

Dado x ∈ X, chamamos de órbita de x sobre T o conjunto definido por

O(x) = {T n(x) ; n ∈ N} onde T 0(x) = x, T n(x) = T (T n−1(x)), ∀n ≥ 1.

Um dos objetivos dos sistemas dinâmicos é o estudo do comportamento das

órbitas.

Exemplo 1.0.1 : Rota»c~ao no c¶‡rculo

Seja S1 = {z ∈ C; |z| = 1} , θ ∈ [0, 2π[. Tome Rθ(z) = zeiθ.

(S1, Rθ) é um sistema dinâmico topológico e mensurável.

Um subconjunto E ⊂ X é dito T -invariante se T (E) ⊂ E. Dizemos que o

sistema topológico (X, T ) é minimal se os únicos conjuntos T -invariantes fechados

são X e ∅.
A importância da minimalidade vem do seguinte teorema:



14

Teorema 1.0.1 : O sistema (X,T ) ¶e minimal se, e somente se, O(x) ¶e densa em

X, para todo x ∈ X.

Demonstração: Suponhamos que o sistema (X, T ) é minimal. Temos

T (O(x)) = {T n+1(x); n ∈ N} ⊂ O(x)

logo, o fecho de T (O(x)) em X está contido no fecho de O(x) em X, isto é,

T (O(x)) ⊂ O(x). Como T é cont́ınua, temos que T (O(x)) ⊂ T (O(x)) ⊂ O(x).

Assim, O(x) = X

Vamos mostrar a implicação rećıproca. Suponhamos que existe E  X tal que

E é T -invariante, fechado e E 6= ∅. Sejam x ∈ E e y ∈ X \ E. Como T (E) ⊂ E,

então O(x) ⊂ E. Assim, (X \ E) ∩ O(x) = ∅. Como E é fechado, X \ E é aberto.

Como y ∈ X \ E, y não está em O(x). Portanto, a órbita de x não é densa.

2

Seja (X, T ) um sistema dinâmico mensurável e µ uma medida sobre X. Dize-

mos que µ é invariante por T se para qualquer conjunto B mensurável, tivermos

µ(T−1(B)) = µ(B). Se existe uma única medida de probabilidade invariante por

T , dizemos que o sistema é unicamente ergódico. Dizemos ainda que o sistema

(X, T ), munido de uma medida de probabilidade µ invariante é ergódico se, para

todo B mensurável, T−1(B) = B implicar em µ(B) = 0 ou 1.

A vantagem de termos uma medida invariante é devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.0.2 (Poincar¶e) Seja (X, T ) um sistema dinâmico mensur¶avel e µ

uma medida invariante flnita. Seja E ⊂ X um conjunto mensur¶avel qualquer com

µ(E) > 0. Ent~ao, µ-quase todo ponto x ∈ E tem algum iterado T n(x), n ≥ 1, que

tamb¶em est¶a em E.

Demonstração: Seja E0 = {x ∈ E ; T n(x) ∈ E para algum n ∈ N∗} e considere

Ω = E \ E0 = {x ∈ E ; T n(x) /∈ E, ∀n ≥ 1}
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Se x ∈ X e T n(x) /∈ E, então x ∈ T−n(Ec) = T−n(X \ E). Assim, se x ∈ Ω,

temos x ∈ T−n(Ec), para todo n ∈ N∗. Logo,

Ω = E ∩
( ∞⋂

n=1

T−n(Ec)

)

Portanto, Ω é mensurável, conseqüentemente E \ Ω = E0 também é men-

surável. Assim, ({T−n(Ω)}) é uma seqüência de conjuntos mensuráveis tal que

µ(Ω) = µ(T−n(Ω)), para todo n ∈ N∗. Além disso, os conjuntos T−n(Ω) são dois a

dois disjuntos. De fato, se existissem y ∈ X, r, s ∈ N∗ tais que y ∈ T−r(Ω)∩T−s(Ω),

então T r(y) ∈ Ω e T s(y) ∈ Ω. Logo, T n(T r(y)) /∈ E, para ∀n ≥ 1. Podemos supor

sem perda de generalidade, s > r. Assim, T s(y) = T s−r(T r(y)), ou seja, T r(y) ∈ E0,

pois T s(y) ∈ Ω ⊂ E. Mas isto contradiz o fato de T r(y) ∈ Ω = E \ E0.

Portanto,

µ(X) ≥ µ

( ∞⋃
n=0

T−n(Ω)

)
=

∞∑
n=0

µ(T−n(Ω)) =
∞∑

n=0

µ(Ω)

Como µ é finita e µ(E) > 0, temos que µ(Ω) = 0. Logo, µ(E0) = µ(E), ou seja, a

menos de um conjunto de medida nula, todo ponto x de E tem algum iterado T n(x)

em E.

2

O interesse de termos um sistema dinâmico ergódico vem do seguinte teorema:

Teorema 1.0.3 : Seja (X, T ) um sistema dinâmico mensur¶avel e µ uma medida

de probabilidade invariante. Ent~ao (X, T ) ¶e erg¶odico se, e somente se, para todo

conjunto A ⊂ X mensur¶avel, para µ-quase todo ponto x ∈ X,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(x)) = µ(A)

onde χA ¶e a fun»c~ao caracter¶‡stica de A em X.

Para provarmos o teorema (1.0.3), precisamos dos seguintes resultados:
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Proposição 1.0.1 : Seja (X,T ) um sistema dinâmico mensur¶avel e µ uma medida

de probabilidade invariante. Se T ¶e erg¶odica, ent~ao para todo B mensur¶avel tal

que µ(T−1 B 4B) = 0, tem-se que µ(B) = 0 ou µ(B) = 1, onde T−1 B 4B =

= [T−1 B ∩Bc] ∪ [(T−1 B)c ∩B] ¶e a diferen»ca sim¶etrica.

Demonstração: Seja B um conjunto mensurável tal que µ(T−1 B 4B) = 0.

Vamos construir um conjunto B∞ tal que T−1(B∞) = B∞ e µ(B∞ 4B) = 0.

Para cada n ≥ 0, temos que

T−n B 4 B ⊂
n−1⋃
i=0

T−(i+1) B 4 T−i B =
n−1⋃
i=0

T−i(T−1 B 4 B)

Portanto,

µ(T−n B 4 B) ≤ µ

(
n−1⋃
i=0

T−i(T−1 B 4 B)

)
≤

n−1∑
i=0

µ(T−i(T−1 B 4 B)) =

=
n−1∑
i=0

µ(T−1 B 4 B) = 0

Logo, para cada n ≥ 0, temos µ(T−n B 4 B) = 0.

Seja

B∞ =
∞⋂

n=0

∞⋃
i=n

T−i B

Como B4
∞⋃

i=n

T−i B ⊂
∞⋃

i=n

B4T−i B, temos

µ

(
B4

∞⋃
i=n

T−i B

)
≤

∞∑
i=n

µ(B4T−i B) = 0, para cada n ≥ 0

Como os conjuntos
∞⋃

i=n

T−i B decrescem em n e cada um tem medida igual à

medida de B, temos que µ(B∞ 4B) = 0, logo µ(B∞) = µ(B). Além disso,

T−1(B∞) = T−1

( ∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−i B

)
=

∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−(i+1) B =
∞⋂

n=0

∞⋃
i=n+1

T−i B = B∞

Portanto, obtivemos um conjunto B∞ com T−1(B∞) = B∞ e µ(B∞) = µ(B).

Pela ergodicidade, µ(B∞) = 0 ou µ(B∞) = 1, logo µ(B) = 0 ou µ(B) = 1.

2
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Teorema 1.0.4 : Seja (X,T ) um sistema dinâmico mensur¶avel, µ uma medida de

probabilidade invariante e L2(µ) = {f : X → C ; f¶e mensur¶avel e
∫

X
|f |2 dµ < ∞}.

As seguintes aflrma»c~oes s~ao equivalentes:

(i) T ¶e erg¶odica.

(ii) Se f ¶e mensur¶avel e (f ◦T )(x) = f(x), ∀x ∈ X, ent~ao f ¶e constante µ-quase

sempre.

(iii) Se f ¶e mensur¶avel e (f ◦T )(x) = f(x), µ-quase sempre, ent~ao f ¶e constante

µ-quase sempre.

(iv) Se f ∈ L2(µ) e (f ◦ T )(x) = f(x), ∀x ∈ X, ent~ao f ¶e constante µ-quase

sempre.

(v) Se f ∈ L2(µ) e (f ◦ T )(x) = f(x), µ-quase sempre, ent~ao f ¶e constante

µ-quase sempre.

Demonstração: Trivialmente temos (iii) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (iv), (v) ⇒ (iv) e

(iii) ⇒ (v). Resta mostrar apenas (i) ⇒ (iii) e (iv) ⇒ (i). Primeiramente, va-

mos mostrar (i) ⇒ (iii). Seja T ergódica e suponha que f é mensurável e f ◦T = f ,

µ-quase sempre. Podemos assumir que f é uma função que assume valores reais,

pois se f assume valores complexos, consideramos as partes real e imaginária sepa-

radamente. Definimos, para k ∈ Z e n > 0,

X(k, n) =

{
x ∈ X ;

k

2n
≤ f(x) <

k + 1

2n

}
= f−1

([
k

2n
,

k + 1

2n

))

Temos que

T−1 X(k, n) 4 X(k, n) ⊂ {x ∈ X ; (f ◦ T )(x) 6= f(x)}

pois se x ∈ T−1 X(k, n) 4 X(k, n), então x ∈ T−1 X(k, n) \ X(k, n) ou

x ∈ X(k, n) \ T−1 X(k, n), isto é, T (x) ∈ X(k, n) e x /∈ X(k, n) ou x ∈ X(k, n) e

T (x) /∈ X(k, n). Isto quer dizer que,

(f ◦ T )(x) ∈ f(X(k, n)) ⊂
[

k

2n
,
k + 1

2n

]
e f(x) /∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

]

ou
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f(x) ∈
[

k

2n
,
k + 1

2n

]
e (f ◦ T )(x) /∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

]

Portanto, (f ◦ T )(x) 6= f(x).

Assim, µ(T−1 X(k, n) 4 X(k, n)) = 0 e pela proposição anterior, µ(X(k, n)) =

= 0 ou µ(X(k, n)) = 1. Para cada n fixo,
⋃

k∈Z
X(k, n) = X é disjunta, logo existe

um único kn tal que µ(X(kn, n)) = 1.

Seja Y =
∞⋂

n=1

X(kn, n). Temos que X = X(kn, n) ∪ Rn = Gn com µ(Rn) = 0.

Logo,

X =
∞⋂

n=1

Gn =
∞⋂

n=1

(X(kn, n) ∪Rn) ⊂
∞⋂

n=1

X(kn, n) ∪R = Y ∪R

onde R =
∞⋃

n=1

Rn. Assim,

1 = µ(X) ≤ µ(Y ∪R) ≤ µ(Y ) + µ(R) = µ(Y ) ≤ 1

Portanto, µ(Y ) = 1.

Além disso, se x ∈ Y , então

kn

2n
≤ f(x) <

kn + 1

2n
, ∀n ≥ 1

Afirmamos que f é constante em Y . De fato:

Suponhamos que f não seja constante em Y . Então existem x, y ∈ Y , x 6= y,

tais que f(x) 6= f(y). Podemos supor f(x) > f(y). Então existe n0 ∈ N tal que

f(x)− f(y) > 1
2n0

. Por outro lado,

kn0

2n0
≤ f(x) , f(y) <

kn0 + 1

2n0

Dáı,

f(x)− f(y) <
kn0 + 1− kn0

2n0
=

1

2n0

o que é uma contradição. Assim, f é constante em Y , logo f é constante em µ-quase

todo ponto.

Mostremos (iv) ⇒ (i). Suponha que T−1(E) = E, E mensurável. Então

χE ∈ L2(µ) e (χE ◦ T )(x) = χE(x), ∀x ∈ X. Logo χE é constante µ-quase sempre.

Como χE = 0 ou χE = 1, então µ(E) =
∫

χEd µ = 0 ou µ(E) = 1.
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2

Teorema 1.0.5 (Teorema Erg¶odico de Birkhofi)(ver [17], pg 34-35)

Seja T : X → X uma transforma»c~ao mensur¶avel e µ uma medida de probabilidade

invariante por T . Dado qualquer conjunto mensur¶avel E ⊂ X, o lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χE(T j(x))

existe em µ-quase todo ponto x ∈ X. Al¶em disso,

∫

X

[
lim

n→∞
1

n

n−1∑
j=0

χE(T j(x))

]
dµ = µ(E).

Demonstração: (Teorema 1.0.3)

Vamos mostrar que a função

ϕ(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(x))

é invariante. De fato:

(ϕ ◦ T )(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(T (x))) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

χA(T j(x)) =

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(x))− 1

n
[ χA(x)−χA(T n(x)) ] = ϕ(x)− lim

n→∞
1

n
[ χA(x)−χA(T n(x)) ]

Como a função caracteŕıstica é limitada, o último limite é igual a zero. Portanto,

(ϕ ◦ T )(x) = ϕ(x). Assim, pelo teorema (1.0.4), ϕ(x) é constante em µ-quase todo

ponto, logo
∫

X
ϕ(x) dµ = ϕ(x) . Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff,

ϕ(x) =

∫

X

ϕ(x) dµ = µ(A)

isto é, lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(x)) = µ(A), para µ-quase todo ponto.

Reciprocamente, se A é um conjunto mensurável tal que T−1(A) = A, então

x ∈ A se, e somente se, T j(x) ∈ A, para todo j ≥ 0. Isso implica que χA(T j(x)) =

= χA(x), para todo j ≥ 0. Por hipótese,

µ(A) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(T j(x))
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Assim,

µ(A) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(x) = χA(x), ∀x ∈ X

Como a função caracteŕıstica só toma valores 0 e 1, temos µ(A) = 0 ou 1.

Portanto, o sistema é ergódico.

2

Teorema 1.0.6 : Seja θ ∈ [0, 2π[. Se
θ

π
¶e irracional, ent~ao (S1, Rθ) ¶e minimal e

erg¶odico.

Demonstração: Mostremos inicialmente que o sistema (S1, Rθ) é minimal. Como
θ

π
é irracional, então pelo teorema de Weyl, a seqüência

(
nθ

π

)

mod 1

é densa em [0, 1[.

Logo, ∀x ∈ [0, 1[, existem duas seqüências (nk)k≥0 e (pk)k≥0, onde nk ∈ N e pk ∈ Z
tais que nk

θ

π
+ pk

k→∞−→ x. Logo, 2nk θ + 2πpk
k→∞−→ 2πx.

Portanto,

ei(2nk θ +2πpk) k→∞−→ e2iπx

e conseqüentemente,

e2ink θ k→∞−→ e2iπx

Seja y ∈ S1. Então existe x ∈ [0, 1[ tal que y = e2iπx. Logo existe (nk)k≥0 tal

que e2inkθ → y. Assim,

{einθ , n ∈ N} = S1

Seja z ∈ S1. Então,

{Rn
θ (z) , n ∈ N } = {zeinθ , n ∈ N } = z{einθ , n ∈ N } = zS1 = S1

Portanto, (S1, Rθ) é minimal.

Mostremos agora a ergodicidade do sistema. Como θ
π

é irracional, então einθ 6= 1,

para todo n ∈ N∗.
Seja a = eiθ. Então an 6= 1, ∀n ∈ N∗. Seja λ a medida de Lebesgue sobre S1 e

f ∈ L2(λ) tal que f ◦ Rθ = f . Logo, f(Rθ(z)) = f(az) = f(z). Considere f(z) =

=
∞∑

n=−∞
bnzn a série de Fourier de f . Então f(az) =

∞∑
n=−∞

bna
nzn =

∞∑
n=−∞

bnzn.
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Dáı, bnanzn = bnz
n para cada n 6= 0, logo bn(an − 1) = 0. Como an 6= 1, temos

bn = 0, com n 6= 0. Assim, f é constante µ-quase sempre. Pelo teorema (1.0.4), Rθ

é ergódica.

2

Observação 1.0.1 : Se
θ

π
∈ Q, ent~ao teremos

θ

π
=

p

q
, onde p, q ∈ N, ou seja,

2qθ = 2pπ. Seja z ∈ S1. Temos

O(z) = {z, zeiθ, . . . , zei(2q−1)θ}

Portanto, (S1, Rθ) n~ao ¶e minimal.

Al¶em do mais, dado f(z) = z2q, temos que

(f ◦Rθ)(z) = z2q. e2iqθ = z2q. e2ipπ = z2q = f(z)

Como f n~ao ¶e constante, ent~ao (S1, Rθ) n~ao ¶e erg¶odico.



Caṕıtulo 2

Sistemas Dinâmicos Simbólicos e

Substituições

Neste caṕıtulo estudaremos algumas propriedades dos sistemas dinâmicos simbólicos

e introduziremos o conceito de substituição, com alguns exemplos e resultados.

2.1 Palavras, Linguagens e Cilindros

Seja n ∈ N e A = {w0, . . . , wn} um conjunto finito. Chamamos A de alfabeto

e cada elemento wi de letra do alfabeto A.

Uma palavra finita (resp. infinita) em A é uma seqüência finita (resp. infinita)

de letras de A. O conjunto de todas as palavras finitas (resp. infinitas) sobre A será

denotado por A∗ (resp. AN).

Exemplo 2.1.1 :

A = {1,2} 121 ∈ A∗ ; 121111 . . . ∈ AN

O comprimento de uma palavra w é o número de letras de w, denotado por

|w|.
Dada uma palavra w = w0w1 . . . em AN , dizemos que a palavra finita u é um

fator de w, se existir k ∈ N tal que u = wkwk+1 . . . wk+|u|−1.
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A linguagem de uma palavra w em AN é o conjunto de todos os fatores de

w, sendo denotada por L(w) e, por Ln(w), o conjunto de todos os seus fatores de

comprimento n, onde n ∈ N∗.

Observação 2.1.1 : Identiflcamos o conjunto das palavras inflnitas AN com o con-

junto das seqũências com termos em A.

Sejam a0, . . . , an ∈ A . Dizemos que o conjunto

C = [a0, . . . , an] = {(xi)i≥0; xi = ai, ∀ 0 ≤ i ≤ n} é um cilindro em AN

2.2 Distância sobre AN

Definimos a aplicação d : AN ×AN −→ R+ por

(u, v) 7−→




e−min{i; ui 6=vi}, se u 6= v;

0, se u = v

onde u = (ui)i≥0 e v = (vi)i≥0.

Proposição 2.2.1 : d ¶e m¶etrica.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ AN. Temos que:

(i) d(x, y) ≥ 0 e d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y, pela própria definição da

métrica;

(ii) d(x, y) = e−min{i;xi 6=yi} = e−min{i;yi 6=xi} = d(y, x);

(iii) Mostremos a desigualdade triangular:

• Se x 6= y, y = z, então d(x, z) + d(z, y) = d(x, y) + d(y, y) = d(x, y) ≥ d(x, y)

• Se x = y, y 6= z, então d(x, y) = d(x, x) ≤ d(x, z) + d(z, y)

• Se x 6= y, x = z, então d(x, z) + d(z, y) = d(x, x) + d(x, y) = d(x, y) ≥ d(x, y)
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• Se x 6= y, y 6= z, x 6= z, considere:

n0 = min{i; xi 6= yi} ; n1 = min{i; xi 6= zi} ; n2 = min{i; yi 6= zi}

Temos então que xn0 6= yn0 , logo xn0 6= zn0 ou zn0 6= yn0 . Assim, se xn0 6= zn0

temos que n1 ≤ n0 (pois n1 = min{i; xi 6= zi}). Se zn0 6= yn0 temos que

n2 ≤ n0 (pois n2 = min{i; yi 6= zi}). Logo, −n1 ≥ −n0 ou −n2 ≥ −n0 e

então e−n0 ≤ e−n1 ou e−n0 ≤ e−n2 . Portanto, e−n0 ≤ e−n1 + e−n2 , isto é,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

2

A partir de agora, consideraremos AN como sendo um espaço métrico com a

métrica d.

Proposição 2.2.2 : Os cilindros s~ao conjuntos abertos e fechados.

Demonstração: Considere o cilindro

C = [a0, . . . , an] = {(xi)i∈N ; xi = ai,∀ 0 ≤ i ≤ n}

com a0, . . . , an ∈ A. C é aberto. De fato:

Seja x ∈ C e considere ε = 1
en . Vamos mostrar que B(x, ε) ⊂ C. Seja y ∈ B(x, ε).

Então d(x, y) < ε, ou seja,
1

emin{i;xi 6=yi} <
1

en
. Logo, min{i; xi 6= yi} > n. Assim,

xi = yi para todo 0 ≤ i ≤ n, ou seja, y0 = a0, . . . , yn = an e portanto y ∈ C.

C é fechado. De fato:

Considere AN \ C = Cc = {(xi)i∈N ∈ AN ; xi 6= ai para algum i ∈ {0, . . . , n}} e

k0 = min{i ∈ {0, . . . , n}; xi 6= ai}. Tome ε = 1
ek0

e x ∈ Cc. Vamos mostrar que

B(x, ε) ⊂ Cc. Com efeito, seja y ∈ B(x, ε). Logo d(x, y) < ε, ou seja,
1

emin{i;xi 6=yi} <

<
1

ek0
. Assim, min{i; xi 6= yi} > k0 e então xi = yi para 0 ≤ i ≤ k0, em particular,

xk0 = yk0 . Como xk0 6= ak0 , temos que yk0 6= ak0 e portanto y ∈ Cc. Logo Cc é aberto

e assim, C é fechado.

2

Proposição 2.2.3 : Os cilindros geram a topologia τd.
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Demonstração: Seja G um aberto não vazio de AN. Vamos mostrar que para

todo x ∈ G, existe um cilindro C = [a0, . . . , an] com n ∈ N tal que x ∈ C ⊂ G. Seja

x ∈ G. Como G é aberto, existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ G. Considere p ∈ N tal que

e−p < r. Logo, B(x, e−p) ⊂ B(x, r) ⊂ G. Seja o cilindro C = [x0, . . . , xp] e y 6= x

tal que y ∈ C. Temos que min{i; xi 6= yi} ≥ p + 1. Logo, d(x, y) =
1

emin{i;xi 6=yi} ≤
≤ 1

ep+1
≤ 1

ep
< r, ou seja, y ∈ B(x, r) ⊂ G. Portanto, C ⊂ G e x ∈ C.

2

Proposição 2.2.4 : Todo aberto se escreve como uni~ao enumer¶avel de cilindros.

Demonstração: Seja G um aberto não vazio de AN. Pela proposição anterior,

para todo x ∈ G, existe um cilindro Cx tal que x ∈ Cx ⊂ G. Além do mais,

Cx 6= Cy para todo x, y ∈ G tal que x 6= y. Logo, {x} ⊂ Cx ⊂ G e portanto

G =
⋃
x∈G

{x} ⊂
⋃
x∈G

Cx ⊂ G, ou seja, G =
⋃
x∈G

Cx.

Por outro lado, o conjunto dos cilindros de AN é

C =
⋃

n∈N
In, onde In = {[a0, . . . , an] , ai ∈ A}

Como In é finito, para todo n, então C é enumerável. Portanto, G é uma união

enumerável de cilindros.

2

Corolário 2.2.1 : A σ-¶algebra gerada pelos abertos (boreleana) ¶e igual µa σ-¶algebra

gerada pelos cilindros.

Demonstração: Vamos denotar por B = {O ⊂ AN ; O é aberto} e seja C o con-

junto dos cilindros em AN. Seja σB a σ-álgebra gerada pelos abertos e σC a σ-álgebra

gerada pelos cilindros.

Sabemos que os cilindros são abertos, logo C ⊂ σB. Mas como σC é a menor

σ-álgebra que contém C, temos σC ⊂ σB.

Reciprocamente, temos que O =
⋃

i∈N
Ci, onde O ∈ B e Ci ∈ C. Logo, para todo

O ∈ B, O pertence à σC. Assim, B ⊂ σC e portanto σB ⊂ σC.

2
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Proposição 2.2.5 : A topologia induzida pela distância d ¶e igual µa topologia pro-

duto das topologias discretas sobre A.

Demonstração: Denotaremos por τd a topologia induzida por d e por τ a topo-

logia produto das topologias discretas sobre A.

(i) τd ⊂ τ . De fato:

Considere o cilindro C = [u0 . . . un] que é um aberto básico de τd.

Temos que C = {u0} × . . .× {un} × A×A× . . . e portanto C ∈ τ .

(ii) τ ⊂ τd. De fato:

Seja n ∈ N e On =
∏

i∈N
Ai, onde




Ai = A, se i > n;

Ai ⊂ A, se 0 ≤ i ≤ n
, um aberto básico de

τ .

Seja x = x0x1 . . . ∈ On. Então x ∈ C = [x0 . . . xn] e claramente C ⊂ On. Logo,

On ∈ τd.

2

Proposição 2.2.6 : AN ¶e um espa»co compacto.

Demonstração: Seja (x(n))n≥0 uma seqüência de elementos de AN, onde

x(n) = (x
(n)
i )i∈N para todo n ∈ N, ou seja, x(n) = x

(n)
0 x

(n)
1 x

(n)
2 . . .

Considere Ca = {k ∈ N; x
(k)
0 = a}, a ∈ A. Temos que N =

⋃
a∈A

Ca, pois dado

k ∈ N consideramos o elemento x(k) da seqüência (x(n))n≥0. Então existe ak ∈ A tal

que x
(k)
0 = ak, logo k ∈ Cak

⊂
⋃
a∈A

Ca.

Como A é finito e
⋃
a∈A

Ca é infinito, existe a0 ∈ A tal que Ca0 = {k ∈ N ; x
(k)
0 =

= a0} é infinito. Escolhemos k0 ∈ Ca0 .

Considere Ca0b = {k ∈ Ca0 ; x
(k)
1 = b}, com b ∈ A. Pelo mesmo argumento acima,

Ca0 =
⋃

b∈A
Ca0b e portanto

⋃

b∈A
Ca0b é infinito. Logo, existe a1 ∈ A tal que Ca0a1 =

= {k ∈ Ca0 ; x
(k)
1 = a1} é infinito. Escolhemos k1 ∈ Ca0a1 . Procedendo desta

maneira, construiremos uma seqüência (ai)i≥0 tal que x
(k0)
0 = a0, x

(k1)
1 = a1, . . . ,

x
(kn)
n = an para todo n ∈ N e também uma subseqüência (x(kn))n≥0 de (x(n))n≥0

onde cada elemento x(ki) pertence a AN e tal que os i-ésimos primeiros termos são
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x
(k0)
0 x

(k1)
1 . . . x

(ki)
i = a0a1 . . . ai. Assim, lim

n→∞
(x(kn)) = (ai)i≥0, isto é, a subseqüência

converge. Portanto, qualquer seqüência possui subseqüência convergente, ou seja,

AN é compacto.

2

Observação 2.2.1 : O fato de AN ser um espa»co compacto segue tamb¶em do Teo-

rema de Tychonofi, pois τd ¶e a topologia produto das topologias discretas sobre A e

A ¶e compacto pela topologia discreta, pois ¶e flnito.

2.3 Deslocamento

O deslocamento (shift) é a aplicação S : AN 7−→ AN definida por

S (a0a1a2 . . .) = a1a2 . . .

Uma palavra w em AN é dita periódica pelo deslocamento (S-periódica) se

existir um inteiro positivo h tal que Sh(w) = w.

Seja w ∈ AN. A órbita de w sobre S é o conjunto definido por

O(w) = {Sn(w) : n ∈ N}

Proposição 2.3.1 : O deslocamento S : AN → AN ¶e uma aplica»c~ao sobrejetora e

cont¶‡nua.

Demonstração: Seja w = w0w1 . . . uma palavra emAN. Considere u = w0w0w1 . . .

outra palavra em AN. Temos que S(u) = w. Portanto, S é sobrejetora.

S é cont́ınua. De fato:

Sejam x = x0x1 . . . e y = y0y1 . . . em AN.
Se x = y, então d(x, y) = d(S(x), S(y)) = 0. Suponhamos então x 6= y e d(x, y) =

= e−(n+1), n ∈ N. Logo, x0 . . . xn = y0 . . . yn e xn+1 6= yn+1. Temos que

S(x) = x1x2 . . . e S(y) = y1y2 . . . com x1 . . . xn = y1 . . . yn. Portanto, d(S(x), S(y)) =

= e−n. Assim, para todo x, y ∈ AN, d(S(x), S(y)) = e.d(x, y), logo S é cont́ınua.

2
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Proposição 2.3.2 : Se w ¶e S-peri¶odica, ent~ao o fecho da ¶orbita de w pelo shift ¶e

flnito, isto ¶e, O(w) ¶e flnito.

Demonstração: Se w é S-periódica, então existe k > 0 tal que Sk(w) = w, logo

O(w) = {w, S(w), . . . , Sk−1(w)}, ou seja, O(w) é finita. Como num espaço métrico

todo conjunto finito é fechado, então O(w) é fechada e assim O(w) = O(w) é finito.

2

Observação 2.3.1 : A rec¶‡proca n~ao ¶e verdadeira. De fato:

Considere a palavra w = 1222 . . .. Temos que Sk(w) = 222 . . ., para qualquer

k > 0, ou seja, O(w) = {w, S(w)} que ¶e flnita e portanto O(w) ¶e flnita. No entanto,

w n~ao ¶e S-peri¶odica pois n~ao existe k > 0 tal que Sk(w) = w.

2.4 Sistemas Dinâmicos Simbólicos

Seja Ωw = O(w) o fecho da órbita e w pelo shift. Então:

Proposição 2.4.1 : S(Ωw) ⊂ Ωw.

Demonstração: Seja x ∈ Ωw. Então existe uma seqüência (zk)k≥0 de elementos

de O(w) tal que x = lim
k→∞

zk. Como zk ∈ O(w), para cada k ≥ 0, então zk =

= Snk(w), com nk ∈ N. Assim, x = lim
k→∞

Snk(w). Logo, S(x) = S( lim
k→∞

Snk(w)) =

lim
k→∞

S nk+1(w), ou seja, S(x) ∈ Ωw e portanto S(Ωw) ⊂ Ωw.

2

O sistema dinâmico simbólico gerado por uma palavra w ∈ AN é o par

(Ωw, S). Como Ωw = {Sn(w); n ∈ N} é um subconjunto fechado de AN, que é

compacto, então Ωw é compacto.

2.4.1 Relação com a rotação no ćırculo

Seja (S1, Rθ) onde Rθ(z) = zeiθ. Particionamos o ćırculo em d arcos conexos

S1 =
d⋃

i=1

Ai
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Seja A = {1,. . . ,d} e considere

f : S1 −→ AN

x 7−→ u0u1u2 . . .

onde Rθ(x) ∈Aun , ∀n ∈ N.

Temos

S ◦ f(x) = f ◦Rθ(x) ∀x ∈ S1

isto quer dizer que o shift em AN é equivalente a aplicar a rotação em S1.

Por outro lado, se f(u) = u = u0u1u2 . . ., então

f({Rn
θ (x) , n ∈ N}) = Ωu.

Observação 2.4.1 : A aplica»c~ao f n~ao ¶e injetora e nem sobrejetora.

Proposição 2.4.2 : Seja u uma palavra em AN. Ent~ao,

Ωu = {w ∈ AN : L(w) ⊆ L(u)}

Demonstração: Seja w ∈ Ωu. Então existe uma seqüência (nk)k≥0 tal que

w = lim
k→∞

Snk(u). Logo, para todo n ∈ N, existe kn ∈ N tal que w0 . . . wn =

= ukn . . . ukn+n e (kn)n≥0 é crescente.

Seja v = wp . . . wp+m ∈ L(w), com p,m ∈ N. Tomando n > p + m, temos

que v = wp . . . wp+m é um fator de w0 . . . wn. Como w = lim
k→∞

Snk(u), temos que

wp . . . wp+m é um fator de u. Logo, v ∈ L(u) e portanto L(w) ⊂ L(u). Donde,

Ωu ⊂ {w ∈ AN : L(w) ⊆ L(u)}

Agora seja w ∈ AN tal que L(w) ⊆ L(u). Como w0 . . . wn ∈ L(w), então

para todo n ∈ N existe pn ∈ N tal que w0 . . . wn = upnupn+1 . . . upn+n . Sabemos que

S pn(u) = upnupn+1 . . ., logo para todo n ∈ N existe uma seqüência

(pn)n≥0 ∈ N tal que Spn(u) coincide com w em w0 . . . wn, ou seja, w = lim
n→∞

S pn(u),

pois d(Spn(u), w) ≤ e−(n+1). Como (S pn(u))n≥0 é uma seqüência de elementos de

O(u), temos que w ∈ O(u) = Ωu. 2
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Seja w(n) uma seqüência de elementos de A∗ e sejam x ∈ A, w ∈ AN. Dizemos

que w(n) converge para w, e denotamos por lim
n→∞

w(n) = w, se a seqüência (w(n)) =

= w(n)xxx . . . de elementos de AN converge para w, com respeito à distância d.

Exemplo 2.4.1 : w(n) = u1 . . . u2n = 1212 . . . 12 converge para w = 121212 . . ..

Observação 2.4.2 : Podemos deflnir AZ como o conjunto das palavras bi-inflnitas

sobre A, isto ¶e, (xi)i∈Z = . . . x−2x−1 . x0x1x2 . . .. Da mesma maneira, podemos

deflnir uma m¶etrica d : AZ ×AZ −→ R+ por:

(u, v) 7−→




e−min{n∈N; u[−n,n] 6=v[−n,n]}, se u 6= v;

0, se u = v

onde u[−n,n] ¶e o cilindro [u−n . . . u−1 . u0 . . . un].

Considerando os cilindros [a−n . . . a−1 . a0 . . . up], n, p ∈ N, podemos mostrar as

mesmas propriedades que no caso AN. A vantagem que temos em AZ ¶e que o shift

S deflnido por S((xi)i∈Z) = (xi+1)i∈Z ¶e um homeomorflsmo em AZ. Al¶em do mais,

a rec¶‡proca da proposi»c~ao (2.3.2) tamb¶em vale.

Uma palavra infinita u é minimal (ou uniformemente recorrente) se toda pala-

vra finita ocorrendo em u, ocorre em um número infinito de posições com lacunas

limitadas, isto é, para todo fator W de u, existe s ∈ N tal que para todo n, W é um

fator de un . . . un+s−1.

Lema 2.4.1 : Se u ¶e minimal e w ∈ Ωu, ent~ao u ∈ Ωw.

Demonstração: Como u é minimal, então para todo p ∈ N, temos que u0 . . . up

aparece infinitas vezes em u, com lacunas limitadas. Como w ∈ Ωu, então pela

proposição (2.4.2), L(w) ⊆ L(u). Assim, para todo n ∈ N, existe kn ∈ N tal que

w0 . . . wn = ukn . . . ukn+n

Logo, tomando n suficientemente grande temos que u0 . . . up é um fator de

ukn . . . ukn+n = w0 . . . wn ∈ L(w), para todo p ∈ N. Portanto, L(u) ⊆ L(w), o

que implica que u ∈ Ωw.

2
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Proposição 2.4.3 : O sistema (Ωu, S) ¶e minimal se, e somente se, a palavra u ¶e

minimal.

Demonstração: Se u é uma seqüência minimal em Ωu, vimos no lema anterior

que para todo w ∈ Ωu, temos u ∈ Ωw. Como S(Ωw) ⊂ Ωw e u ∈ Ωw, então

S(u) ∈ Ωw. Logo, Sn(u) ∈ Ωw, ∀n ∈ N.

Temos então que, {Sn(u) ; n ≥ 0} ⊂ Ωw. Logo,{Sn(u) ; n ≥ 0} ⊂ Ωw = Ωw e

portanto Ωu ⊂ Ωw.

Como Ωw ⊂ Ωu, para todo w ∈ Ωu, segue que Ωw = Ωu e conclúımos assim que

todas as órbitas são densas. Logo, (Ωu, S) é minimal.

Reciprocamente, se (Ωu, S) é minimal, então para todo w ∈ Ωu, temos que

Ωw = Ωu. Logo, u ∈ Ωw e Ln(u) ⊂ Ln(w), para todo n.

Afirmativa 1: Seja W um fator de u. Então W deve aparecer em todo w ∈ Ωu.

De fato:

Como W aparece em u, então W = ui . . . ui+n−1 ∈ Ln(u), i ∈ N e como

Ln(u) ⊂ Ln(w), logo W ∈ Ln(w), isto é, W é um fator de w, para todo w ∈ Ωu.

Afirmativa 2: Ωu =
∞⋃

n=0

S−n([W ]).

Claramente
∞⋃

n=0

S−n([W ]) ⊂ Ωu, pois S : Ωu → Ωu é uma aplicação.

Seja w ∈ Ωu. Pela afirmativa 1, W aparece em w. Dáı existem n, p ∈ N tal que

W = wn . . . wn+p. Como w = w0w1 . . ., então Sn(w) = wnwn+1 . . . ∈ [W ]. Portanto,

w ∈ S−n([W ]).

Pela compacidade de Ωu e como
∞⋃

n=0

S−n([W ]) é uma cobertura aberta para

Ωu, temos que existe p tal que Ωu =

p⋃
i=1

S−ni([W ]). Assim, para todo k ≥ 0,

Sk(u) ∈
p⋃

i=1

S−ni([W ]). Logo, para todo k ∈ N, existe nik tal que Snik
+k(u) ∈ [W ].

Portanto, W aparece uma infinidade de vezes em u pois {ni0 , ni1 + 1, ni2 +

+ 2, . . . , nik + k, . . .} é infinito. Temos também que as lacunas são limitadas pois:

(nik+k)−(nik−1
+k−1) = nik−nik−1

+1 ≤ max
i=1,...,p

{ni}− min
i=1,...,p

{ni}+1 ≤ max
i=1,...,p

{ni}+1
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Portanto, u é minimal.

2

2.5 Substituições

Uma substituição é uma aplicação σ : A → A∗ que a cada letra a ∈ A as-

socia uma palavra σ(a) ∈ A∗. Podemos estender uma substituição σ ao conjunto

das palavras finitas (resp. infinitas) por concatenação, isto é, σ(w0w1 . . . wn) =

= σ(w0)σ(w1) . . . σ(wn) (resp. σ(w0w1 . . .) = σ(w0)σ(w1) . . .). Além do mais, numa

substituição temos que ter lim
n→∞

|σn(a)| = +∞, para todo a ∈ A, sendo |σn(a)| o

comprimento do n-ésimo iterado de a por σ.

Seja o alfabeto A = {1, 2}. A substituição de Fibonacci σ é definida por

σ(1) = 12 e σ(2) = 1 e a substituição de Morse τ é definida por τ(1) = 12 e

τ(2) = 21.

Seja w uma palavra em AN. Dizemos que w é um ponto periódico da substi-

tuição σ se existir k ∈ N∗ tal que σk(w) = w e dizemos que w é um ponto fixo da

substituição σ se σ(w) = w.

Exemplo 2.5.1 : Seja σ(1) = 12, σ(2) = 1. Temos, para todo n ∈ N que

σn+1(1) = σn(σ(1)) = σn(1)σn(2). Logo, σn(1) converge para um ponto flxo de

σ e assim um ponto flxo ¶e 12112 . . .

Exemplo 2.5.2 : Seja σ(1) = 21 σ(2) = 12. Temos u = 1221 . . . = lim
n→∞

σ2n(1) e

v = 2112 . . . = lim
n→∞

σ2n(2) s~ao pontos peri¶odicos, pois σ2(u) = u e σ2(v) = v.

Proposição 2.5.1 : Uma substitui»c~ao σ : AN → AN ¶e uma aplica»c~ao cont¶‡nua.

Demonstração: Sejam x = (xi)i∈N e y = (yi)i∈N ∈ AN e σ uma substituição.

Suponhamos que x 6= y e que d(x, y) = e−n, n ∈ N∗. Então, x0 . . . xn−1 = y0 . . . yn−1.

Seja σ(x) = x
′
0x

′
1 . . . e σ(y) = y

′
0y

′
1 . . .. Logo, σ(x0) . . . σ(xn−1) = σ(y0) . . . σ(yn−1).

Como |σ(a)| ≥ 1,∀a ∈ A, então |σ(x0) . . . σ(xn−1)| = |σ(y0) . . . σ(yn−1)| ≥ n. Assim,

min{i; x′i 6= y
′
i} ≥ n + 1
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Portanto, d(σ(x), σ(y)) = e−min{i ; x
′
i 6=y

′
i} ≤ e−(n+1) = e−1d(x, y). Logo, σ é cont́ınua.

2

Proposição 2.5.2 : Seja u ∈ AN. A palavra u ¶e peri¶odica para σ se, e somente se,

u = lim
n→∞

σnk(a), onde a ∈ A, k ∈ N e σk(a) come»ca com a.

Demonstração: Seja u = u0u1 . . . um ponto periódico de σ. Então existe k ∈ N∗

tal que σk(u) = u. Logo existe v ∈ A∗ tal que σk(u0) = u0v. Vamos mostrar que

u = lim
k→∞

σnk(u0). De fato, para todo n ∈ N∗,

σnk(u) = σ(n−1)kσk(u) = σ(n−1)k(u) = σ(n−2)kσk(u) = σ(n−2)k(u) = . . . = σk(u) = u.

Logo, u = σnk(u) = σnk(u0)σ
nk(u1) . . .. Como lim

n→∞
|σn(a)| = ∞, ∀a ∈ A, então

lim
n→∞

|σnk(u0)| = ∞. Portanto, lim
n→∞

σnk(u0) = u.

Reciprocamente, se u = lim
n→∞

σnk(a) com σk(a) começando com a, então

σk(u) = σk( lim
n→∞

σnk(a)) = lim
n→∞

σ(n+1)k(a) = u

Portanto, σk(u) = u, ou seja, u é periódico.

2

Exemplo 2.5.3 : Seja σ(1) = 21 σ(2) = 12. Temos σ2(1) = 1221 e σ2(2) = 2112,

portanto u = lim
n→∞

σ2n(1) e v = lim
n→∞

σ2n(2) s~ao pontos peri¶odicos de per¶‡odo 2.

Proposição 2.5.3 : Toda substitui»c~ao tem pelo menos um ponto peri¶odico.

Demonstração: Seja σ uma substituição. Suponha que σ não possua um ponto

periódico. Então, pela proposição anterior, para todo a ∈ A, k ∈ N∗, σk(a) não

começa com a. Assim, para todo a ∈ A, n, k ∈ N, temos σnk(a) = xnvn, onde

xn 6= a, xn ∈ A e vn ∈ A∗.

Afirmativa: ∀n,m ∈ N, com n 6= m, temos xn 6= xm. De fato:

Suponha n < m, então xmvm = σmk(a) = σ(m−n)k(σnk(a)) = σ(m−n)k(xnvn), ou

seja, xmvm = σ(m−n)k(xnvn). Dáı segue que xn 6= xm, pois pela hipótese inicial

σ(m−n)k(xnvn) não começa com xn e portanto está provada a afirmativa. Como
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N é um conjunto infinito, então {xn ; n ∈ N} é infinito, mas isto é absurdo pois

{xn ; n ∈ N} ⊂ A, que é finito.

2



Caṕıtulo 3

Sistemas Dinâmicos associados a

Substituições

Neste caṕıtulo estudaremos o sistema dinâmico associado a uma substituição

primitiva. Em particular, mostraremos que esse sistema é minimal e não depende

do ponto periódico. Além do mais, o sistema é ergódico. Para mostrar esta última

propriedade, usaremos o teorema de Perron Frobenius.

3.1 Resultados sobre primitividade

Uma substituição σ definida sobre um alfabeto A é dita primitiva se existir

k > 0 tal que para todo a, b ∈ A, a letra a aparece em σk(b).

Exemplo 3.1.1 Na substitui»c~ao de Fibonacci temos que 1 e 2 aparecem em σ2(1)

e em σ2(2). Logo esta substitui»c~ao ¶e primitiva.

Proposição 3.1.1 : Se σ ¶e uma substitui»c~ao primitiva, ent~ao existe N ∈ N tal que

para todo k ≥ N e para todo a, b ∈ A, a aparece em σk(b).

Demonstração: Como σ é primitiva, existe N ∈ N tal que para todo a, b ∈ A,

a aparece em σN(b). Seja k ≥ N . Então existe p ≥ 0 tal que k = N + p. Logo,

σk(b) = σN+p(b) = σN(σp(b)).
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Seja c ∈ A tal que c aparece em σp(b). Então σN(c) aparece em σN(σp(b)). Pela

hipótese inicial, temos que a aparece em σN(c). Logo, a aparece em σN(σp(b)) =

σk(b).

2

Proposição 3.1.2 : Se σ ¶e primitiva, ent~ao qualquer um dos seus pontos peri¶odicos

¶e minimal.

Demonstração: Seja u = u0u1u2 . . . um ponto periódico de σ. Então existe

k ∈ N∗ tal que u = σk(u). Como σ é primitiva, pela proposição anterior, existe

N ∈ N tal que para todo k ≥ N e para todo a, b ∈ A, a aparece em σk(b). Logo,

para todo i ∈ N temos que u0 aparece em σkN(ui).

Sabemos que u = σkN(u) = σkN(u0)σ
kN(u1) . . .. Assim, u0 aparece uma infi-

nidade de vezes em u. Fazendo M = max{|σkN(a)| ; a ∈ A}, temos então que u0

aparece infinitas vezes com lacunas limitadas por 2M .

Seja V uma palavra finita que aparece em u. Como u = lim
n→∞

σnk(u0), existe n

suficientemente grande tal que V aparece em σnk(u0) e como σnk(u0) aparece infinitas

vezes em u (pois u0 aparece), também V aparece infinitas vezes em u com lacunas

limitadas por 2M
′
, onde M

′
= max{|σnk(a)| ; a ∈ A}. Portanto, u é minimal.

2

Proposição 3.1.3 : Se σ ¶e primitiva e u e v dois pontos peri¶odicos da substitui»c~ao

σ, ent~ao L(u) = L(v).

Demonstração: Como u e v são pontos periódicos da substituição σ, existem k

e k
′
em N∗ tais que u = σk(u), v = σk

′
(v). Seja m = kk

′
. Então:

σm(u) = σkk
′
(u) = σ(k

′−1)kσk(u) = σ(k
′−1)k(u) = . . . = σk(u) = u

Da mesma maneira, σm(v) = v. Denotemos τ = σm. Então τ(u) = u e τ(v) = v.

Sabemos ainda que:

u = lim
n→∞

τn(a) onde a é uma letra tal que τ(a) começa com a.

v = lim
n→∞

τn(b) onde b é uma letra tal que τ(b) começa com b.

Mostremos que L(u) ⊂ L(v). Com efeito:
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Seja W ∈ L(u). Como u = lim
n→∞

τn(a), existe N suficientemente grande tal que

W aparece em τn(a) = σmn(a), para todo n ≥ N . Como σ é primitiva, existe p ∈ N∗

tal que a aparece em σp(b). Pela proposição (3.1.1), temos então que a aparece em

σpm(b). Logo, σmn(a) aparece em σmn+pm(b) = σm(n+p)(b). Assim W aparece em

σm(n+p)(b), ou seja, w ∈ L(v).

Analogamente, mostra-se que L(v) ⊂ L(u)

2

O teorema seguinte é um dos resultados mais importantes deste trabalho:

Teorema 3.1.1 : Se σ ¶e primitiva e u um ponto peri¶odico, ent~ao o sistema (Ωu, S) ¶e

minimal e n~ao depende do ponto peri¶odico u, isto ¶e, se v ¶e um outro ponto peri¶odico,

ent~ao Ωu = Ωv.

Demonstração: A minimalidade do sistema segue das proposições (2.4.3) e (3.1.2)

e o fato de que (Ωu, S) não depende de u vem da proposição anterior e da proposição

(2.4.2). 2

Observação 3.1.1 : A partir de agora, se σ ¶e primitiva, denotaremos Ωu por Ω.

3.2 Matriz da Substituição

Antes de estudar a ergodicidade, vamos dar algumas definições e resultados.

Seja σ uma substituição definida no alfabeto A = {0,1, . . . , s-1}. Se B e C são

duas palavras em A∗, denotamos por LC(B) o número de ocorrências de C em B.

Em particular, se i ∈ A, Li(B) é o número de ocorrências de i em B. Chamamos de

σ-matrix, e denotamos por M = Mσ, a matriz cujas entradas são lij = Li(σ(j)),

i, j ∈ A. M é uma matriz s × s positiva (com entradas não-negativas, não todas

iguais a zero) cujas entradas são inteiros ≥ 0.

Exemplo 3.2.1 : Se σ ¶e a substitui»c~ao de Fibonacci, ent~ao Mσ =


 1 1

1 0



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A vantagem da matriz da substituição é devido às duas proposições:

Proposição 3.2.1 : Para todo a ∈ A, n ∈ N, L(σn(a)) = Mn(L(a)), onde para

todo B ∈ A∗, LB = (L0(B), . . . , Ls−1(B))t.

Demonstração: A prova será por indução sobre n.

No caso n = 1, temos que mostrar que L(σ(a)) = M(L(a)), onde

M = Mσ =




`00 · · · `0(s−1)

...
...

...

`(s−1)0 · · · `(s−1)(s−1)




e `ij = Li(σ(j)), com 0 ≤ i, j ≤ s− 1.

L(a) é o vetor s-dimensional de coordenadas todas nulas, com exceção da posição

(a + 1), onde aparece 1.

Portanto, M(L(a)) é a coluna (`0a, `1a, · · · , `(s−1)a)
t, que é exatamente o vetor

L(σ(a)).

Suponhamos então que L(σn−1(a)) = Mn−1(L(a)). Assim,

L(σn(a)) = L(σn−1(σ(a))) = Mn−1(L(σ(a))) = Mn−1(M(L(a))) = Mn(L(a)).

2

Proposição 3.2.2 : σ ¶e primitiva se, e somente se, Mσ ¶e primitiva, isto ¶e, ∃k > 0

tal que todas as entradas da matriz Mk
σ s~ao estritamente positivas.

Demonstração: σ é primitiva se, e somente se, existe k > 0 tal que para quais-

quer a, b ∈ A, a letra a aparece em σk(b), o que equivale a dizer que o vetor s-

dimensional

L(σk(a)) = ( L0(σ
k(a)), · · · , Ls−1(σ

k(a)) )

tem todas as coordenadas positivas, para todo a ∈ A.
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Mas os s vetores L(σk(a)) são exatamente as s colunas da matriz Mk
σ , pois pela

proposição anterior, L(σn(a)) = Mn(L(a)), para todo n ∈ N.

Portanto, isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que a matriz Mk
σ tem todas

as entradas estritamente positivas, isto é, Mσ é primitiva.

2

3.3 Ergodicidade

Nosso objetivo agora é provar o teorema seguinte que, juntamente com o teorema

(3.1.1), representam os teoremas principais do trabalho.

Teorema 3.3.1 : Se σ ¶e primitiva, ent~ao existe uma ¶unica medida µ invariante por

S, tal que o sistema (Ω, S, µ) ¶e erg¶odico, isto ¶e, o sistema ¶e unicamente erg¶odico.

Seja σ uma substituição primitiva. Então existe um ponto periódico u tal que

σk(u) = u para algum k ∈ N. Considere τ = σk. Temos que τ é uma substituição

primitiva (vem da prop. 3.1.1) e u um ponto fixo de τ . Além do mais, Ωσ = Ωτ .

Logo, para mostrar a ergodicidade, podemos supor, sem perda de generalidade, que

σ é uma substituição primitiva que tem um ponto fixo, isto é, existe pelo menos

uma letra a tal que σ(a) começa com a. Um teorema muito útil será o teorema de

Perron Frobenius (apêndice):

Teorema 3.3.2 (Perron-Frobenius) Seja M uma matriz n~ao negativa e primi-

tiva. Ent~ao:

1. Existe um autovalor θ > 0 tal que θ > |λ| para todo λ autovalor de M ;

2. O autovalor θ tem multiplicidade alg¶ebrica 1.

Antes de provarmos o teorema (3.3.1), vejamos alguns resultados:

Proposição 3.3.1 : Para todo α ∈ A, a seqũência S-dimensional de vetores

(
L(σn(α))

θn

)

converge a um autovetor v(α) estritamente positivo correspondente a θ.



40

Demonstração: Como σ é primitiva, então pela proposição (3.2.2), a matriz Mσ

é primitiva. Logo, pelo teorema de Perron Frobenius, temos um autovalor θ simples

e dominante.

O Teorema de decomposi»c~ao prim¶aria (ver [12], pg 271) nos diz que podemos

decompor Rs como soma direta de subespaços Mσ - invariantes V1, . . . , Vr, onde V1

é o ker (Mσ − θI) e Vi, com 2 ≤ i ≤ r são os auto-espaços associados aos demais

autovalores:

Rs = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr = V1 ⊕W2

onde W2 = V2 ⊕ · · · ⊕ Vr.

Seja x ∈ Rs. Então x = x1 +x2 com x1 ∈ V1 e x2 ∈ W2. Considere as aplicações:

P1 : Rs −→ V1

x 7−→ x1

e

P2 : Rs −→ W2

x 7−→ x2

onde P1 é a aplicação projeção na primeira coordenada e P2 a projeção na segunda

coordenada.

Temos que

Mσx = Mσx1 + Mσx2 = θx1 + Mσx2 = θP1(x) + MσP2(x)

logo, Mσ = θP1 + N , onde N = MσP2. Além do mais, P1N = NP1 = 0. De fato:

P1N(x) = P1(MσP2(x)) = P1(Mσ(x2)) = P1(0 + Mσ(x2)) = 0

NP1(x) = N(x1) = MσP2(x1) = MσP2(x1 + 0) = Mσ(0) = 0

Deduzimos da decomposição M = Mσ = θP1 + N que Mn = θnP1 + Nn. Com

efeito, provando por indução sobre n, temos que para n = 2 é válido, pois

M2 = (θP1 + N)2 = θ2P 2
1 + N2 + 2θP1N = θ2P1 + N2
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Suponhamos então que Mn = θnP1 + Nn. Assim,

Mn+1 = M(Mn) = M(θnP1) + M(Nn) = (θP1 + N)(θnP1) + (θP1 + N)(Nn) =

= θn+1P 2
1 + N(θnP1) + θP1N

n + Nn+1 = θn+1P1 + Nn+1

ou seja, Mn+1 = θn+1P1 + Nn+1

Portanto,

lim
n→∞

Mn

θn
= lim

n→∞
θnP1

θn
+

Nn

θn
= P1 + lim

n→∞
Nn

θn

Vamos provar que:

Lema 3.3.1 : lim
n→∞

Nn

θn
= 0

Demonstração: Seja β um autovalor de N . Então existe x ∈ Rs \ {0} tal que

Nx = MσP2(x) = βx

logo, MσP2(x)−βP2(x) = βP1(x) e ambos os membros pertencem a V1∩W2. Assim,

MσP2(x) = βP2(x)

Agora, se P2(x) = 0, então P1(x) = 0, logo x = 0, o que é absurdo. Portanto,

P2(x) 6= 0 e β é autovalor de Mσ. Como P2(x) ∈ W2, então P2(x) /∈ ker (Mσ − θI),

logo β 6= θ. Portanto, pelo Teorema de Perron-Frobenius, os autovalores de N têm

módulo menor que θ.

Por outro lado, usando a forma canônica de Jordan, existe uma matriz P tal que

P−1NP =




B1 0 · · · 0

0 B2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · · · · Bk




onde os B′
ks são blocos da forma




λk 1

λk 1
. . . 1

λk




= λkI+Q e Q =




0 1

0 1
. . . 1

0



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com Qs = 0. Logo, para todo n > s,

Bn
K =

n∑
i=0

C i
nλ

n−i
k Qi =

s−1∑
i=0

Ci
nλ

n−i
k Qi

Seja 0 ≤ i ≤ s− 1. Temos

C i
n =

n!

i!(n− i)!
=

n(n− 1) . . . (n− i + 1)

i!
< ns

Como Qi é uma matriz formada apenas por 0 e 1 e |λk| < θ, temos
Bn

k

θn
→ 0,

para todo k ∈ N∗.
Dáı,

(P−1NP )n

θn
=

P−1NnP

θn
→ 0. Portanto

Nn

θn
→ 0.

2

Assim, lim
n→∞

Mn

θn
= P1

Seja α ∈ A. Temos que (
L(σn(α))

θn
) = (

MnL(α)

θn
) tende a P1(L(α)). O vetor

v(α) = P1(L(α)) é um autovetor estritamente positivo correspondente a θ.

2

Proposição 3.3.2 : Sejam α, j ∈ A . Quando n → ∞, a seqũência de n¶umeros

reais
Lj(σ

n(α))

|σn(α) | admite um limite dj > 0, o qual ¶e independente de α.

Demonstração: Aplicando a proposição (3.3.1), observamos que a seqüência de

vetores s-dimensional

(
L(σn(α))

| σn(α) |
)

converge ao vetor limite
v(α)

< v(α), ` >
, onde ` =

(1, . . . , 1) ∈ Rs, pois

L(σn(α))

| σn(α) | =

L(σn(α))

θn

|σn(α) |
θn

=

L(σn(α))

θn

< L(σn(α)), ` >

θn

=

L(σn(α))

θn

<
L(σn(α))

θn
, ` >

−→ v(α)

< v(α), ` >

que é precisamente o autovetor estritamente positivo associado a θ, cuja soma das

coordenadas é 1. O número dj = vj é portanto maior que zero, e independe de α.

2
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Proposição 3.3.3 : Seja u um ponto flxo de σ. Ent~ao para toda letra α de u e

toda palavra B de u, a seqũência de reais

LB(σn(α))

|σn(α)|

admite um limite dB > 0 quando n →∞.

Demonstração: Seja B uma palavra em u de comprimento ` ≥ 1. Se ` = 1, o

resultado está provado pela proposição (3.3.2). Suponhamos ` ≥ 2 e escrevemos A`

como o conjunto de todas as palavras de comprimento `. Se A` puder ser identificado

com o conjunto de todas as letras de algum ponto fixo de uma substituição primitiva

σ`, definida em A`, a proposição (3.3.3) pode ser derivada da proposição (3.3.2).

Seja w uma “letra” do alfabeto A`. Definimos uma substituição σ` da seguinte

maneira:

Se

σ(w) = σ(w0 . . . w`−1) = y0 . . . y|σ(w0)|−1y|σ(w0)| . . . y|σ(w)|−1

colocamos

σ`(w) = (y0 . . . y`−1) (y1 . . . y`) . . . (y|σ(w0)|−1 . . . y|σ(w0)|+`−2) (3.1)

Definido desta maneira, temos |σ`(w)| = |σ(w0)| e estendemos σ` a A∗
` e AN` por

concatenação.

Antes de completar a prova, vejamos dois lemas:

Lema 3.3.2 : σ` admite como um ponto flxo a seqũência U`, onde

U` = (u0 . . . u`−1) (u1 . . . u`) (u2 . . . u`+1) . . .

cujas \letras" s~ao todas as palavras de comprimento ` em u, ocorrendo na mesma

ordem que em u.

Demonstração: Iteramos a substituição σ` na primeira palavra em u de compri-

mento `, w = u0u1 . . . u`−1.
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σ(w) = u0u1 . . . u|σ(w)|−1, pois u = σ(u). De (3.1), temos

σ`(w) = (u0 . . . u`−1) (u1 . . . u`) . . . (u|σ(u0)|−1 . . . u|σ(u0)|+`−2)

Logo, σ`(w) começa com w. Portanto, pela proposição (2.5.2), U` = (u0 . . . u`−1) . . .

é um ponto fixo de σ`.

2

Lema 3.3.3 : Se σ ¶e primitiva, ent~ao σ` ¶e primitiva.

Demonstração: Sejam w e B em A`. Como u = σn(u) = lim
n→∞

σn(α) para algum

α ∈ A, então existe p ≥ 1 tal que B é um fator de σp(α). Como σ é primitiva, existe

m0 ∈ N∗ tal que σm(w0) contém α para todo m ≥ m0. Logo, σp(α) é um fator de

σm+p(w0) e B é um fator de σm+p(w0). Escrevendo

σn(w) = σn(w0)σ
n(w1 . . . w`−1) = y0y1 . . . y|σn(w0)|−1α0α1 . . .

temos, iterando (3.1),

σn
` (w) = (y0 . . . y`−1) (y1 . . . y`) . . . (y|σn(w0)|−1α0 . . . α`−2) (3.2)

Notamos que σn
` (w) tem como “letras” todas as palavras de comprimento ` em

σn(w0). Tomando m suficientemente grande e n = m + p, vemos que σn
` (w) contém

B. Logo, para todo w e B em A`, existe n ∈ N∗, tal que σn
` (w) contém B.

Provemos que σ` é primitiva. Com efeito, pelo lema (3.3.3), sabemos que existe

w ∈ A` tal que σ`(w) começa com w e lim
n→∞

σn
` (w) = U` é um ponto fixo de σ`.

Afirmativa 1: Existe n0 ∈ N tal que para todo c ∈ A`, σn0
` (w) contém c.

De fato, pelo que provamos, para todo a ∈ A`, existe na ∈ N∗ tal que σna
` (w)

contém a. Seja n0 = max
a∈A`

na, então para todo a ∈ A`, σna
` (w) é um prefixo de

σn0
` (w). Assim, ∀c ∈ A`, σn0

` (w) contém c.

Afirmativa 2 : Existe m ∈ N, tal que para todo b ∈ A`, σm(b) contém todas

as letras de A`.

De fato, seja b ∈ A`. Então existe nb ∈ N∗ tal que σnb
` (b) contém w. Logo,

σn0+nb
` (b) contém σn0

` (w). Seja n1 = max
b∈A`

nb. Então,

σn0+n1
` (b) = σ

(n1−nb)+(n0+nb)
` (b) = σ

(n1−nb)
` σ

(n0+nb)
` (b)
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Como σn0+nb
` (b) contém σn0

` (w), então σn0+n1
` (b) contém σn1−nb

` (σn0
` (w)) que contém

σn0
` (w). Assim, pela afirmação (1), deduzimos que existe m = n0 + n1 tal que para

todo b, c ∈ A`, σm
` (b) contém c.

2

Vamos completar agora a prova da proposição (3.3.3). Aplicando à substituição

σ`, a proposição precedente, obtemos:

lim
n→∞

LB(σn
` (w))

|σn
` (w)| = dB > 0

independente de w. Mas por (3.2), |σn
` (w)| = |σn(w0)| e LB(σn

` (w)) ∼ LB(σn(w0))

quando n →∞ (isto é, têm a mesma ordem de grandeza). Finalmente,

lim
n→∞

LB(σn(w0))

|σn(w0)| = dB > 0

independente de w0 e a prova está completa.

2

Proposição 3.3.4 : Para toda palavra B de u = u0u1 . . ., temos que

lim
n→∞

LB(uk . . . uk+n)

n + 1

existe e n~ao depende de k.

Demonstração: A fim de usar a proposição (3.3.3), vamos tentar comparar uk . . . uk+N

com uma palavra σn(w) para algum w ∈ A∗ e n ≥ 1. Como u = σ(u) = σp(u), para

todo p ∈ N∗, então se N é suficientemente maior que n, podemos decompor:

uk . . . uk+N = B0 σn(uj . . . uj+`) B1 (3.3)

onde B0 e B1 são palavras de u, cujo comprimento é menor ou igual ao

sup
α∈A

|σn(α)| = rn. Portanto,

N + 1 = |B0|+ |B1|+
j+`∑
i=j

|σn(ui)| (3.4)
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e

LB(uk . . . uk+N)− (N + 1)dB = LB(uk . . . uk+N)− dB(|B0|+ |B1|)− dB

j+`∑
i=j

|σn(ui)|.

Como lim
n→∞

LB(σn(ui))

|σn(ui)| = dB, para todo i, então, para todo ε > 0 fixado,

|LB(σn(ui))− |σn(ui)| dB | ≤ ε |σn(ui)| (3.5)

para n suficientemente grande.

De acordo com (3.4), deduzimos de (3.5),

LB(σn(ui)) < dB|σn(ui)|+ ε|σn(ui)| =⇒
j+`∑
i=j

LB(σn(ui)) <

j+`∑
i=j

dB|σn(ui)|+ε

j+`∑
i=j

|σn(ui)| ≤

≤ dB

j+`∑
i=j

|σn(ui)|+ ε(N + 1) =⇒ −dB

j+`∑
i=j

|σn(ui)| ≤ −
j+`∑
i=j

LB(σn(ui)) + ε(N + 1)

Logo,

∣∣∣∣∣ LB(uk . . . uk+N)− dB

j+`∑
i=j

|σn(ui)|
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ LB(uk . . . uk+N)−
j+`∑
i=j

LB(σn(ui))

∣∣∣∣∣+ε (N+1)

Por outro lado,

LB(uk . . . uk+N) = LB(B0 σn(uj . . . uj+`) B1) ≤

≤ LB(B0) + LB(B1) +

j+`∑
i=j

LB(σn(ui)) +

j+`∑
i=j−1

LB(σn(ui ui+1))

onde a última soma leva em conta as ocorrências de B sobre palavras consecutivas,

admitindo que σn(uj−1) intersecta B0 e σn(uj+`+1) intersecta B1. B pode intersectar

as palavras σn(ui) e σn(ui+1) no máximo |B| vezes, portanto, finalmente obtemos a

majoração:

|LB(uk . . . uk+N)− (N + 1)dB | ≤
∣∣∣∣∣LB(uk . . . uk+N)− dB

j+`∑
i=j

|σn(ui)|
∣∣∣∣∣ + |dB(|B0|+|B1|)| ≤
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≤
∣∣∣∣∣ LB(uk . . . uk+N)−

j+`∑
i=j

LB(σn(ui))

∣∣∣∣∣+ ε (N+1)+2dBrn ≤
∣∣∣∣∣

j+`∑
i=j−1

LB(σn(uiui+1))

∣∣∣∣∣ +

+2rn + ε(N + 1) + 2dBrn ≤ (2 + 2dB)rn + ε(N + 1) + |B|(` + 1)

Escolhemos n a fim de obter (3.5) e também N suficientemente maior que n,

para termos a decomposição (3.3) de uk . . . uk+N , como também a estimativa:

|B| ≤ ε inf
α∈A

|σn(α)|

Aplicando (3.4), obtemos

|B| (` + 1) ≤ ε inf
α∈A

|σn(α)|(` + 1) ≤ ε

j+`∑
i=j

|σn(ui)| ≤ ε (N + 1)

Assim,

|B| (` + 1) ≤ ε (N + 1)

e ∣∣∣∣
LB(uk . . . uk+N)

N + 1
− dB

∣∣∣∣ ≤
2dBrn + 2rn

N + 1
+ 2 ε ≤ 4rn

N + 1
+ 2 ε

pois 0 < dB < 1. Portanto,

∣∣∣∣
LB(uk . . . uk+N)

N + 1
− dB

∣∣∣∣ ≤
4rn

N + 1
+ 2 ε

uniformemente em k e o teorema está provado. 2

Observação 3.3.1 : O n¶umero lim
n→∞

LB(uk . . . uk+n)

n + 1
¶e a freqũência de apari»c~ao da

palavra B em u, denotada por fB.

Vamos provar a ergodicidade:

Demonstração: (Teorema 3.3.1)

Seja σ uma substituição primitiva. Relembramos que supomos que σ tem um

ponto fixo. Seja v um ponto fixo de σ e Ω = Ωv. Para todo fator W de v, definimos

a medida do cilindro associado por

µ([W ]) = fW
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Temos que o conjunto formado pelas uniões finitas de cilindros dois a dois dis-

juntos é uma álgebra B de subconjuntos de Ω. Logo, extendemos µ a esta álgebra,

fazendo µ(
n⋃

i=1

Ci) =
n∑

i=1

µ(Ci) . Pelo Teorema de Extensão, existe uma única função

finita, finitamente aditiva, que é uma extensão de µ à σ-álgebra gerada pela álgebra

B. Além do mais, esta σ-álgebra é igual à σ-álgebra boreleana. Portanto, podemos

extender essa medida µ a todos os conjuntos mensuráveis.

Temos que µ é uma medida S - invariante. Com efeito, S−1[W ] =
s−1⋃
i=0

[iW ]. Logo,

µ(S−1[W ]) =
s−1∑
i=0

µ([iW ]) =
s−1∑
i=0

fiW =
s−1∑
i=0

lim
n→∞

LiW (vk . . . vk+n)

n + 1
=

= lim
n→∞

s−1∑
i=0

LiW (vk . . . vk+n)

n + 1
= lim

n→∞
LW (vk . . . vk+n)

n + 1
= fW = µ([W ])

Vamos mostrar que para todo cilindro [W ],

1

N

N−1∑
n=0

χ[W ](S
n+j(v)) → f[W ] = µ([W ]) =

∫

Ω

χ[W ]dµ (3.6)

onde χ[W ] é a função caracteŕıstica de [W ] em Ωv.

Com efeito, temos

LW (vj . . . vj+N) = χ[W ]S
j(v) + χ[W ]S

j+1(v) + . . . + χ[W ]S
j+N−|W |(v)

tendendo N para infinito e usando o fato que o limite não muda se trocarmos N−|W |
por N − 1 e a proposição (3.3.4), obtemos a relação (3.6).

Como os cilindros geram a σ-álgebra boreleana, temos para todo x ∈ Ω, A ⊂ Ω

mensurável,

1

N

N−1∑
n=0

χA(Sn(x)) −→ µ(A).

Logo, pelo teorema (1.0.4), (Ω, S) é ergódico em relação a µ.

2

Observação 3.3.2 : Temos que µ ¶e uma medida de probabilidade. Com efeito, se

A = {0, . . . , d}, ent~ao Ω = [0] ∪ . . . ∪ [d] (uni~ao disjunta). Da¶‡,

µ(Ω) = µ([0]) + . . . + µ([d]) = f0 + . . . + fd
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Mas, por deflni»c~ao, fi ¶e o limite da seqũência
Li(vk . . . vk+n)

n + 1
. Como

d∑
i=0

Li(vk . . . vk+n)

n + 1
=

n + 1

n + 1
= 1,

temos µ(Ω) = 1.

Resta-nos mostrar que a medida µ, definida no teorema (3.3.1), é unica. Dada

uma função simples ϕ, então ϕ =

p∑
i=1

ciχ[Wi], onde p ∈ N e ci ∈ C. Para cada

i ∈ {1, . . . , p}, temos que

1

N

N−1∑
n=0

χ[Wi](S
n+j(v)) →

∫

Ω

χ[Wi]dµ

uniformemente em j. Logo,

1

N

N−1∑
n=0

ciχ[Wi](S
n+j(v)) →

∫

Ω

ciχ[Wi]dµ

uniformemente em j. Assim,

p∑
i=1

(
1

N

N−1∑
n=0

ciχ[Wi](S
n+j(v))

)
→

p∑
i=1

∫

Ω

ciχ[Wi] dµ

Portanto,

1

N

N−1∑
n=0

(
p∑

i=1

ciχ[Wi](S
n+j(v))

)
→

∫

Ω

p∑
i=1

ciχ[Wi] dµ

ou seja,

1

i
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Demonstração: (a) Se g(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω, então existe uma seqüência

(ϕk) de funções simples mensuráveis tal que lim
k→∞

ϕk = g e 0 ≤ ϕk ≤ ϕk+1, k ∈ N.

Logo, para cada k ∈ N, temos por (3.7) que

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

ϕk( Sn+j(v)) ) =

∫

Ω

ϕk dµ

uniformemente em j. Por outro lado,

lim
k→∞

(
lim

N→∞
1

N

N−1∑
n=0

ϕk( Sn+j(v))

)
= lim

k→∞

∫

Ω

ϕk dµ =

∫

Ω

lim
k→∞

ϕk dµ =

∫

Ω

g dµ

Como (ϕk)k≥0 converge uniformemente para g,

lim
N→∞

(
lim
k→∞

1

N

N−1∑
n=0

ϕk(S
n+j(v))

)
=

∫

Ω

g dµ

Portanto,

1

N

N−1∑
n=0

g( Sn+j(v) ) →
∫

Ω

g dµ (3.8)

uniformemente em j.

(b) Se existe x ∈ Ω tal que g(x) < 0, então g = g+ − g−, onde g+(u) =

= max{g(u), 0} e g−(u) = max{−g(u), 0}. Como g+ e g− são funções não negativas,

por (a) temos que

1

N

N−1∑
n=0

g+( Sn+j(v) ) →
∫

Ω

g+ dµ

e
1

N

N−1∑
n=0

g−( Sn+j(v) ) →
∫

Ω

g− dµ

Assim,

1

N

[
N−1∑
n=0

g+( Sn+j(v) )−
N−1∑
n=0

g−( Sn+j(v) )

]
→

∫

Ω

g+ dµ−
∫

Ω

g− dµ =

=

∫

Ω

g+ − g− dµ =

∫

Ω

g dµ

Portanto,

1

N

(
N−1∑
n=0

g ( Sn+j(v) )

)
→

∫

Ω

g dµ (3.9)
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Temos então de (3.8) e (3.9) que para toda função cont́ınua g,

1

N

N−1∑
n=0

g ( Sn+j(v) ) →
∫

Ω

g dµ

uniformemente em j.

2

Assim, para qualquer seqüência de inteiros nk, temos que

1

N

N−1∑
n=0

g ( Sn+nk(v) ) →
∫

Ω

g dµ (3.10)

uniformemente em k, para qualquer g cont́ınua.

Seja w ∈ Ω = {Sn(v) ; n ∈ N}. Então existe uma seqüência (nk)k≥0 de números

naturais tal que Snk(v) → w. Seja n ∈ N, então lim
k→∞

Sn+nk(v) = Sn(w). Assim,

1

N

N−1∑
n=0

g (Sn(w) ) =
1

N

N−1∑
n=0

g
(

lim
k→∞

Sn+nk(v)
)

= lim
k→∞

[
1

N

N−1∑
n=0

g (Sn+nk(v) )

]

Mas por (3.10), o último limite converge para lim
k→∞

∫

Ω

g dµ =

∫

Ω

g dµ. Portanto,

1

N

N−1∑
n=0

g (Sn(w) ) →
∫

Ω

g dµ (3.11)

para todo w ∈ Ω e para toda função cont́ınua g.

Finalmente, suponhamos que existe outra medida de probabilidade S-invariante

ν, isto é, ν(B) = ν(S−1(B)), para qualquer B mensurável. Então, para todo n,

ν(S−n(B)) = ν(B), o que quer dizer que

∫

Ω

g (Sn(w) ) dν =

∫

Ω

g(w
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Por outro lado,

1

N

∫

Ω

N−1∑
n=0

g (Sn(w) ) dν =

∫

Ω

1

N

N−1∑
n=0

g (Sn(w) ) dν (3.12)

Seja M = max{|g(x)|, x ∈ Ω}. Temos

∣∣∣∣∣
1

N

N−1∑
n=0

g(Sn(w))

∣∣∣∣∣ ≤
1

N

N−1∑
n=0

|g(Sn(w))| ≤ 1

N

N−1∑
n=0

M = M

Em virtude de (3.11) e (3.12) e pelo Teorema da Convergência Limitada, temos

1

N

∫

Ω

N−1∑
n=0

g (Sn(w) ) dν →
∫

Ω

(

∫

Ω

g(w) dµ ) dν

e

∫

Ω

(

∫

Ω

g(w) dµ ) dν =

∫

Ω

g(w) dµ

∫

Ω

dν =

∫

Ω

g(w) dµ . ν(Ωv) =

∫

Ω

g(w) dµ

Portanto, ∫

Ω

g(w) dµ =

∫

Ω

g(w) dν

para toda função cont́ınua g.

Temos ainda que χ[W ] é cont́ınua. De fato:

χ[W ] : Ω → {0, 1} ⊂ R. Seja A um aberto em R.

(i) Se 0 e 1 pertencem a A, então (χ[W ])
−1(A) = Ω que é aberto.

(ii) Se 0 ∈ A e 1 /∈ A, então (χ[W ])
−1(A) = Ω\[W ]. Como [W ] é fechado, então

Ω\[W ] é aberto.

(iii) Se 1 ∈ A e 0 /∈ A, então (χ[W ])
−1(A) = [W ] que é aberto.

Tomando então g = χ[W ], temos

∫

Ω

χ[W ] dν =

∫

Ω

χ[W ] dµ,

ou seja, ν([W ]) = µ([W ]) para todo cilindro [W ]. Como os cilindros geram a σ-

álgebra boreleana, obtemos que ν = µ.



Apêndice

Neste apêndice vamos enunciar e provar o Teorema de Perron-Frobenius. Esse

teorema se refere a matrizes d× d cujos elementos são positivos. Resumidamente, o

teorema afirma que tal matriz possui um autovalor positivo que tem multiplicidade

algébrica um e que é o maior autovalor em módulo.

Teorema 3.3.3 (Perron-Frobenius) Seja M uma matriz n~ao negativa e primi-

tiva. Ent~ao:

1. Existe um autovalor θ > 0 tal que θ > |λ| para todo λ autovalor de M ;

2. O autovalor θ tem multiplicidade alg¶ebrica 1.

Antes de apresentar a prova do Teorema de Perron Frobenius vamos enunciar e

provar o seguinte lema:

Lema 3.3.5 : Sejam y1, . . . , yn n¶umeros complexos n~ao nulos. Se |y1 + . . . + yn| =
= |y1|+ . . . + |yn|, ent~ao

arg y1 = . . . = arg yn

onde arg yi ¶e o argumento de yi, ∀i = 1, . . . , n.

Demonstração: A demonstração será feita por indução sobre n. É válido para

n = 2. De fato, sejam y1, y2 ∈ C\{0} tais que |y1 + y2| = |y1|+ |y2|. Temos que:

|y1 + y2|2 − (|y1|+ |y2|)2 = y1.y2 + y1.y2 − 2|y1||y2| = 0 (3.13)
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Colocando y1 = r1e
iθ e y2 = r2e

iφ, onde θ, φ ∈ [0, 2π), obtemos de (3.13),

ei(θ−φ) + ei(φ−θ) = 2

Logo, ei(θ−φ) +
1

ei(φ−θ)
= 2 e, portanto, ei(θ−φ) = 1. Logo, θ = φ.

Suponhamos que a propriedade seja válida para n = 2, . . . , k. Sejam y1, . . . , yk, yk+1 ∈
∈ C\{0} tais que |y1 + . . . + yk+1| = |y1|+ . . . + |yk+1|. Como,

|y1|+ . . . + |yk+1| = |y1 + . . . + yk+1| ≤ |y1 + . . . + yk|+ |yk+1|

então,

|y1|+ . . . + |yk| ≤ |y1 + . . . + yk|

Logo, |y1 + . . . + yk| = |y1| + . . . + |yk|. Pela hipótese de indução, obtemos que

arg y1 = arg y2 = . . . = arg yk. Portanto, arg (y1 + . . . + yk) = arg y1.

Vamos mostrar que arg y1 = arg yk+1.

Como |y1+ . . .+yk+1| = (|y1|+ . . .+ |yk|)+ |yk+1| e |y1|+ . . .+ |yk| = |y1+ . . .+yk|,
então |y1 + . . .+yk+1| = |y1 + . . .+yk|+ |yk+1|. Pela hipótese de indução para n = 2,

temos que arg (y1 + . . . + yk) = arg yk+1 e assim, arg y1 = arg yk+1.

Portanto, arg y1 = . . . = arg yk = arg yk+1.

2

Vamos à demonstração do Teorema de Perron Frobenius.

Demonstração: (i) Seja τ um autovalor de M tal que |τ | ≥ |λ|, para todo λ

outro autovalor de M e seja y o autovetor de M associado a λ. Logo, para todo i,

temos

τyi =
∑

j

mijyj

onde mij são os coeficientes da matriz M . Logo, |τyi| =

∣∣∣∣∣
∑

j

mijyj

∣∣∣∣∣ implica que

|τ ||yi| ≤
∑

j

mij|yj|, pois M > 0. Dáı, temos que
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|τ | ≤ min
i

∑
j

mij|yj|

|yi|
Note que se yi = 0, então |τ | ≤ +∞. Seja a função r definida, para x ≥ 0, x 6= 0,

por

r(x) = min
i

∑
j

mijxj

xi

A função r(x) = min
i

Mx

xi

é cont́ınua, para todo x no conjunto {x ∈ Rs : x > 0}.
Logo, sup

x 6=0,x>0
r(x) é atingido. De fato, como r(cx) = r(x), ∀x ∈ Rs, para todo c

elemento de r, então sup
x 6=0,x>0

r(x) = sup
|x|=1,x≥0

r(x). Como r é cont́ınua e o conjunto

{x ∈ Rs : ‖x‖ = 1} é compacto, então sup
|x|=1,x≥0

r(x) é alcançado.

Seja θ = sup
|x|=1,x≥0

r(x). Dáı, 0 < |τ | < θ. Como min
i

∑
j

mijxi

xi

≤ θ, para

todo x ≥ 0, então vamos mostrar que θ também é um autovalor. Com efeito, seja

θ = min
i

∑
j

mij|yi|

|yi| , para algum y ≥ 0, com ‖y‖ = 1 e seja z = My− θy 6= 0. Como

Mk > 0 para algum k, então

Mkz = M(Mky)− θMky > 0

Se x = Mky, então θx < Mx e isso implica que θxi <
∑

j

mijxj, para todo i, ou

seja, θ <

∑
j

mijxj

xi

, para todo i, o que é uma contradição.

Portanto, mostramos que θ > 0 é também um autovalor e que θ ≥ |λ|, para

qualquer outro autovalor λ de M .

Suponhamos agora que exista λ autovalor de M tal que θ = |λ|. Como My = λy,

então M |y| = θ|y|. Dáı segue que

Mk|y| = θk|y| = |Mky|

e que para todo i



56

∣∣∣∣∣
∑

j

mk
ijyj

∣∣∣∣∣ =
∑

j

mk
ij|yj|

Dáı pelo lema (3.3.5), temos que os argumentos de yi são todos idênticos e seja

yj = |yj|eiφ sua representação polar. Como y é autovetor associado a λ então, ye−iφ

também o é. Logo, para todo j

yje
−iφ = |yj|eiφe−iφ = |yj| > 0

e isso implica que ye−iφ é autovetor, estritamente positivo, associado a λ.

Assim, 0 < Mye−iφ = λye−iφ implica que λ > 0, necessariamente. Logo, con-

clúımos que λ = θ. Portanto, θ > |λ|, para todo λ autovalor de M .

Para a prova do restante do teorema, temos o seguinte lema que vamos apenas

enunciar:

Lema 3.3.6 : Seja θ o autovalor dominante da matriz primitiva M . Se x ¶e um au-

tovetor correspondente a θ, ent~ao |x| ¶e um autovetor estritamente positivo associado

a θ.

(ii) O auto-espaço associado a θ, ker(M − θI) tem dimensão 1. De fato, se não

tivesse, consideremos x e y vetores linearmente independentes em ker(M−θI). Pelo

lema (3.3.6) temos que xi e yi são diferentes de zero, para todo i. Seja z = x− x1

y1

y.

Desta forma, z tem que ser identicamente nulo.

Vamos mostrar agora que ker (M − θI) = ker (M − θI)2, o que implica que θ é

simples.

Suponhamos que x0 ∈ ker (M − θI)2 \ker (M − θI). Temos que Mx0 = θx0 +x,

onde x ∈ ker (M − θI).

Vamos mostrar, por indução, que para todo n ≥ 1, Mnx0 = θnx0 +nθn−1x. Com

efeito, é válido para n = 1, pois Mx0 = θx0 + x. Suponhamos válido para n. Logo,

M(Mnx0) = Mθnx0 + Mnθn−1x

Mn+1x0 = θnMx0 + nθn−1Mx
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Mn+1x0 = θn(θx0 + x) + nθn−1θx

Mn+1x0 = θn+1x0 + (n + 1)θnx

Temos que existe n0 suficientemente grande e existe uma constante c > 0 tal que

Mn0|x0| ≥ |Mn0x0| ≥ n0θ
n0−1c ≥ θn0|x0| (3.14)

Logo, Mn0 é matriz primitiva com autovalor dominante θn0 . De (3.14), deduzi-

mos que Mn0|x0| = θn0|x0| e então, Mn0x0 = θn0x0, como no item (i). Isso contradiz

nossa suposição e portanto, ker (M − θI) = ker (M − θI)2.

2
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Janeiro-RJ, 2005.

[14] Queffélec, M. Substitution Dynamical Systems-Spectral Analysis, Lec-

ture Notes in Mathematics, Vol 1294, Springer-Verlag, 1987, Berlin.

[15] Rauzy, G., Nombres alg¶ebriques et substitutions, Bull. Soc. Math.

France , 110, (1982), 147-178.

[16] Thurston, W.P., Groups, tilings, and flnite state automata, AMS

Colloquim lectures, 1990.

[17] Walters, P., An Introduction to Ergodic Theory, Springer-Verlag, New

York-Berlin, 1982.



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
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