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RESUMO

Esta dissertagao tem como objetivos um estudo detalhado do mdédulo canonico
e do funtor dualizante para anéis de Cohen-Macaulay locais e as demonstracoes dos
teoremas de dualidade de Grothendieck. Iniciamos com o caso Artiniano e depois
estendemos ao caso geral. Analisamos a unicidade do funtor dualizante através da
interveniéncia do médulo candnico, uma peca chave da algebra comutativa moderna.
Focamos, em especial, nos chamados anéis de Gorenstein, caracterizados, entre os
anéis de Cohen—-Macaulay, como aqueles que sao seu proprio médulo canonico. Expli-
citamos o funtor dualizante. Analisamos o comportamento do moédulo canonico sob
o processo de localizacao e completamento. Por fim, trabalhamos nas demonstracoes
dos teoremas de dualidade de Grothendieck.

PALAVRAS CHAVES
Médulo Canonico Homologia Dualidade de Grothendieck



ABSTRACT

The main purpose of this dissertation is a detailed study of canonical module
and the dualizing functor for local Cohen-Macaulay rings and the proof of the duality
theorems of Grothendieck. We start with the Artinian case and later we extend
to the general case. Using the canonical module, an important subject of modern
commutative algebra, we examine the unicity of dualizing functor. We give special
attention in Gorenstein rings, those whom are Cohen-Macaulay rings and have free
canonical module. After, we make explicit the dualizing functor and analyze the
behavior of the canonical module under the localization and completion process. We
conclude with the duality theorems of Grothendieck.

KEYWORDS
Canonical Module Homology Grothendieck’s Duality
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Introducao

Esta dissertacao tem como metas a serem atingidas apresentar o médulo canénico
e suas propriedades no caso local, através da teoria de dualidade local, e depois de-
monstrar os teoremas de dualidade de Grothendieck. Esta teoria é um tépico classico
e fundamental dentro da algebra comutativa e da geometria algébrica, justificando
a abordagem do tema. Na geometria algébrica o médulo canonico corresponde ao
moédulo das segoes do fibrado canonico de uma variedade, onde o fibrado canénico é
a poténcia exterior “topo” do fibrado cotangente.

Uma das motivagoes desta dissertacao é a inexisténcia de referéncias sobre o as-
sunto na literatura em portugués. Além disso, a mera transcricao do conteudo de
referéncias notdveis, tais como o compéndio de D. Eisenbud ([2]), nao seria possivel
em uma dissertacao de Mestrado, que pudesse servir a titulo de referéncia agil. Nosso
desafio foi o de repensarmos a teoria, em muitos detalhes além do usual, de modo a
darmos um formato proprio, adequado a deteccao dos principais resultados. Alguns
argumentos foram detalhados um pouco mais e véarias demonstracoes lancaram mao
de outras fontes especializadas. Finalmente, mas nao menos importante, tivemos a
preocupagao de dar uma feicao elementar a uma teoria de alta sofisticacgao.

Grothendieck introduziu o médulo candnico, também conhecido sob a designacao
de médulo dualizante, e provou o teorema de dualidade local. Para compreensao dessa
teoria faz-se necessario desenvolver ferramentas de homologia, que serao revisadas no
primeiro capitulo.

Usamos como principal referéncia o livro Commutative Algebra, de D. Eisenbud
([2]). Outras referéncias muito usadas nesta dissertagao foram os livros: T'dpicos de
Algebra Comutativa, de J. F. Andrade e A. Simis ([8]) e Cohen-Macaulay Rings de
W. Bruns e J. Herzog ([1]).

Esta dissertacao estda dividida em trés capitulos. O primeiro consiste dos pre-
liminares minimos, com o objetivo de fornecermos conceitos essenciais para melhor
compreensao deste trabalho. Nesta parte fazemos uma revisao sucinta, sem demons-
tragoes, de nogoes basicas de anéis, modulos, funtores e homologia.

No segundo capitulo comegamos, com Eisenbud, justificando a falha da nocao
usual de dual algébrico para a construcao de uma teoria de dualidade em que se
possa introduzir um funtor dualizante com todas as propriedades esperadas. Por
simplicidade, ainda segundo Eisenbud, consideramos, inicialmente, o caso em que o
anel de base A é uma k-algebra local de dimensao vetorial finita sobre um corpo k
— em particular, uma situagao de “igual caracteristica”. Nesta situagao, definimos o



funtor dualizante

D(M) = Homy (M, k),

na categoria de A-médulos e demonstramos as propriedades principais de D. Com
o intuito de provarmos a existéncia de D, independentemente da hipotese de igual
caracteristica — mais ainda, introduzir o médulo canonico w4, ponto alto da teoria
de dualidade, — introduzimos dois conceitos: topo e socle de um moédulo. Estas
nogoes permitem a extensao da teoria ao caso Artiniano local arbitrario, fornecendo
a existéncia e unicidade do médulo canonico e a explicitacao do funtor dualizante

D(M) = Homy(M,wa).

Mediante hipoteses adicionais sobre o anel, obtemos outras representagoes de wy.
Em especial, destacamos os anéis Artinianos com a propriedade deles proprios serem
seus modulos canonicos — chamados anéis de Gorenstein. Expomos o método formal
geral para construir anéis de Gorenstein através da técnica de sistemas inversos de
Macaulay.

A segunda etapa consiste em considerarmos anéis locais de dimensao arbitraria.
Voltamos a focar a existéncia e a unicidade do médulo canénico. Provamos o teore-
ma central de dualidade, que fornece uma condigao necessaria e suficiente para um
A-modulo ser o médulo canonico de A. Os pormenores da demonstragao requerem
o estudo dos médulos de Cohen-Macaulay méaximos e dos médulos de dimensao in-
jetiva finita. Veremos, em seguida, o comportamento de w4 por localizacao e por
completamento. E por tltimo, retornamos ao funtor dualizante no caso Artiniano.

No terceiro capitulo usamos como base o livro de Bruns e Herzog. Comecamos
com a definicao do funtor

Tw(M) = {z € M ; m*z = 0 para algum k > 0},

sendo M A-mddulo, depois introduzimos o funtor de cohomologia, H (—). Vimos al-
gumas propriedades de H{ (—), que sao andlogas ao do funtor Ext. Antes de partimos
para as demonstracoes dos teoremas de dualidade de Grothendieck exibimos quatro
resultados, dentre eles o Teorema de Dualidade de Matlis. Por fim provaremos os
teoremas de dualidade de Grothendieck.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é uma breve revisao dos principais resultados da teoria dos anéis e dos
modulos a serem usados neste texto. Todos os anéis serao comutativos com identidade.
Tipicamente, um anel sera denotado pelas letras A, B, etc., um ideal, por I, J, etc.,
e um moédulo, por M, N, etc.

1.1 Anéis Noetherianos

Definicao 1.1 Um anel A é dito ser um anel Noetheriano se toda cadeia crescente de
ideais estabiliza. Ou seja, dados ideais [ C [, C --- existe r tal que I, = [, 1 = ---.

1.1.1 Teoremas de finitude

Definicao 1.2 A altura de um ideal primo P C A é o supremo dos comprimentos /¢
das cadeias de ideais primos

RCPC---CP=P

Esta nogao se generaliza para um ideal arbitrario I C A, mediante a nogao de primos
minimos de um ideal I (ou do anel residual A/T), pondo

alt (/) = min{alt (P)| P € Min(A/I)},
onde Min(A/I) denota o conjunto dos primos minimos de A/I.

O teorema bésico sobre esta nog¢ao fundamental tem a seguinte formulacao:

Teorema 1.3 (Teorema do Ideal Primo de Krull) Se A é um anel Noetheriano
el C A é um ideal gerado por n elementos, entdo tem-se alt (P) < n para todo P
tdeal primo minimo de I.

O controle do nimero de geradores de um médulo é administrado pelo famoso
Lema de Nakayama (também chamado de Lema de Azumaya—Krull-Nakayama, fa-
zendo justiga a prioridade de Krull e Azumaya, segundo o préprio Nakayama). No
capitulo sobre médulos, este lema tera sua formulagao mais geral para estes.



Lema 1.4 (Nakayama) Se I C A € um ideal contido na interseccao de todos os
ideais mdzimos de A e J C A um ideal finitamente gerado, tem-se:

e SeIJ=J, entao J = {0},

e Dados ay,...,a, € J cujas imagens em J/IJ geram este A/I-mddulo, entao
aiy...,a, geram J.

Este resultado se aplica, notadamente, no caso de um anel regular ou graduado.

1.1.2 Anéis Artinianos

Os anéis definidos pela estabilidade de cadeias descendentes, em contraponto a defi-
nicao de anéis Noetherianos, sao os anéis Artinianos. Precisamente:

Definicao 1.5 Um anel A é dito ser um anel de Artin ou Artiniano se toda cadeia
decrescente de ideais estabiliza. Em outras palavras, dados ideais Iy 2 I, D - - - existe
rtalque I, = [, =---.

Estes anéis estarao na base da formulacao de uma teoria de dualidade local preliminar.

1.1.3 Anéis locais regulares

Lembramos que um anel é dito ser local se é Noetheriano e admite um tunico ideal
méaximo m. Usaremos a notacao habitual e auto-explicativa (A, m) para um anel
local.

Pelo teorema de Krull, a altura de m é limitada pelo nimero de geradores de m.
Isto motiva a seguinte nocao fundamental:

Definicao 1.6 Um anel local (A, m) de dimensao d é dito regular se seu ideal maximo
m é gerado por d elementos.

Um anel local regular de dimensao 0 é um corpo; pode-se mostrar que um anel
local regular de dimens@o 1 é um anel de valoracao discreta (DVR).

Para as propriedades basicas de um anel local regular remetemos o leitor a
[8, Capitulo III] (ver também [7]).

Proposicao 1.7 Se (A,m) é um anel reqular e v € m é um parametro reqular (isto
¢, x faz parte de um conjunto minimo de geradores de m), entdo A/(x) é regular e
dim A/(z) = dim A — 1.
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1.2 Modbdulos

Os médulos sobre um anel A formam uma categoria abeliana, com muitas proprieda-
des especiais. Varias das nocoes nesta categoria imitam as de espacos vetoriais sobre
um corpo: somas diretas, mddulos livres (aqueles que admitem base livre — como
espagos vetoriais), homomorfismos. Assim, por exemplo, dizer que M é livre com
base finita — dizemos que M tem posto finito — é equivalente a dizer que M ~ A",
para algum n.

Mas, a analogia termina aqui: em particular, a nocao rotineira de dual de um
espaco vetorial de dimensao finita, apesar de generalizavel a mddulos, nao tem a
forca de uma teoria de dualidade. Isto estabelece uma grande diferenca entre os dois
objetos e vai requerer, no caso de médulos, uma teoria de alta sofisticacao, para a
qual serao indispensaveis resultados absolutamente nao triviais de homologia.

Salvo mencao explicita em contrério, todos os mdédulos nesta tese serao finitamente
gerados.

1.2.1 Nogoes da teoria dos moédulos

O resultado bésico sobre niimero de geradores dado anteriormente para anéis Noe-
therianos, se estende para moédulos:

Lema 1.8 (Nakayama para médulos) Se I C A ¢ um ideal contido na inter-
seccao de todos os ideais mdximos de A e M é um A-mddulo finitamente gerado,
tem-se:

e Se IM = M, entio M = {0};

o Sexy,...,x, € M sdo tais que suas imagens em M /IM constituem um conjunto
de geradores para a estrutura de A/I-mddulo, entdo xq,...,x, geram M.

A nocao de dimensao de um mdédulo é dada em termos do seu anulador. Mais
geralmente, temos o seguinte conceito:

Defini¢ao 1.9 (Condutor) Sejam M A-mdédulo e N, N’ submédulos de M. O
condutor de N para N’, denotado por (N':4 N), é oideal {a € A /aN C N'} de A.

No caso de N'=0e N = M, o ideal ann (M) := (0 :4 M) é dito anulador de M.

Defini¢ao 1.10 (Dimensao de Krull de um Mdédulo) A dimensao de M é a di-
mensao do anel A/ann (M). Notagdo: dim M.

Em particular, se M = A/I, com [ ideal de A (isto é, M é um médulo ciclico), a
dimensao de Krull de M no sentido acima ¢é igual a dimensao de Krull de A/I, como
anel.

Definicao 1.11 (Médulo Simples) Um A-mdédulo nao-nulo M é simples quando
M nao possui submddulos préprios. Isto é equivalente a dizer que M ~ A/m, com m
um ideal maximo de A.
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1.2.2 Pré-homologia

Em geral, se I C A é um ideal e M um A-médulo, o submédulo de M gerado pelos
elementos ax, com a € [ e x € M, serd denotado por IM. O moédulo quociente
M /IM desempenha um papel muito importante na teoria para ideais I particulares,
COmMO veremos a Seguir.

Defini¢ao 1.12 (M-sequéncia) Sejam M um A-médulo e z = xq,...,2, C A.
Esta sequéncia é dita sequéncia reqgular ou M -sequéncia quando:

(i) aM ¢ M;
(i) zin & Z(M/ (21, .., 2) M),

sendo Z(N) o conjunto dos elementos de A que anulam algum elemento de N\{0}.

Habitualmente, a sequéncia z esta contida em um ideal fixo I C A — neste caso,
falamos de uma M-sequéncia em I.

A M-sequéncia que nao admite insercao prépria de novos elementos é dita
M -sequéncia mdxima. O resultado preliminar basico sobre M-sequéncias ¢ a in-
variancia do numero de elementos de M-sequéncias maximas. Mais precisamente:

Proposicao 1.13 [8, Proposigao 11.3] Se A é Noetheriano, I C A um ideal e M, um
A-mdodulo finitamente gerado tal que IM # M, entdo duas M-sequéncias mdximas
em I admitem mesmo numero de elementos.

Defini¢ao 1.14 (Profundidade) Sejam [ ideal de A e M A-médulo. Definimos
a profundidade de I em M como sendo a cardinalidade comum das M-sequéncias
méximas de I. Notagao: prof (I, M) ou grade(l, M) ou depth(I, M).

Para todo ideal I C A, tem-se
prof (I, A) < alt 1.
A demonstracao deste fato pode ser vista em [2, proposigao 18.2].

Proposigao 1.15 [2, Corolario 17.8] Se x1,...,x, € uma M-sequéncia, a sequéncia
zl, ... xl € uma M-sequéncia para todo inteiro positivo t. Em particular, se I € um
ideal de A e J € seu radical, temos

prof (I, M) = prof (J, M).

Se (A,m) ¢ local, pomos prof (M) := prof (m, M). Temos entdo prof (M)
< dim M. Quando ocorre a igualdade, M ¢ dito mddulo de Cohen—Macaulay
(C-M). Um anel A serd de Cohen—Macaulay quando, visto como A-médulo, é de
Cohen—Macaulay. Observemos que se A é um anel local regular, entao prof A
= dim A, logo A é de Cohen—Macaulay.
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Definicao 1.16 (Sistema de parametros - sop) Sejam (A, m) um anel local e M,
um A-modulo finitamente gerado. Um sistema de parametros de M é uma sequéncia
r=2x,...,T, €mtal que:

(i) O comprimento de M/xM é finito;

(ii) n é o menor valor possivel tal que (i) vale.

Representaremos este menor valor possivel por s(M).

A condigao (i) é equivalente a condi¢ao de que dim (M/(x1,...,z,)M) = 0.
Teorema 1.17 (Chevalley—Krull) dim M = s(M).

O teorema também leva o nome de P. Samuel quando se mostra que o niimero acima
ainda é o grau do chamado polinomio de Hilbert—Samuel.

Resulta do teorema acima que M é modulo de Cohen—Macaulay se, e so se, todo
(respectivamente, algum) sistema de parametros de M é M-sequéncia. Mais adiante
estudaremos os modulos de Cohen—-Macaulay mazimos, entendendo-se por isto aqueles
modulos M de Cohen—Macaulay tais que dim M = dim A. Esta condicao serd entao
equivalente a dizer que todo (respectivamente, algum) sistema de parametros de A é
uma M-sequéncia (ver Proposi¢ao 2.20).

Notemos que se (A, m) é local regular, entao todo sistema minimo de geradores
de m ¢ sistema de parametros.

Pode-se também mostrar:

Proposicao 1.18 Se A € local e (xy,...,x,) € um ideal préprio contendo uma
M -sequéncia de comprimento n, entao x1,...,x, € uma M-sequéncia.

Este resultado, tipico de anéis locais, pode ser demonstrado diretamente ou via o
complexo de Koszul (ver, por exemplo, [8, Capitulo I1I}).

1.2.3 Moddulos injetivos e projetivos

Defini¢ao 1.19 (Médulo injetivo) Um A-médulo @ é injetivo quando para todo
monomorfismo (homomorfismo injetivo) de A-médulo o : N — M e todo homomor-
fismo : N — @, existe um v : M — @ tal que § = vyoa. O diagrama abaixo ilustra
esta situagao:

0—N—>

7/
B\L 7/
}/ K

Q

O cerne desta teoria ¢é o fato de que todo médulo admite uma envoltoria injetiva,
no sentido de estar contido em um moédulo injetivo menor possivel. Primeiramente,
temos o seguinte critério de injetividade para um modulo:
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Proposicao 1.20 Sejam A anel e Q A-mddulo. Entao as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) @ € injetivo.

(ii) (Critério de Baer) Seja I ideal de A. Entdo todo homomorfismo 3 : 1 — @Q se
estende a A.

(iii) Homa(—, Q) preserva sequéncias curtas exatas.

Um médulo injetivo tem uma propriedade elementar importante, que serd usada
mais adiante. Para maior familiarizacao do leitor, juntamos uma demonstragao.

Lema 1.21 Sejam (A,m) um anel Artiniano local, M # 0 e Q # 0 A-mddulos. Se
Q € injetivo, entdo para todo x € M, x # 0, existe um A-homomorfismo ¢ : M — @Q
tal que p(z) # 0.

Demonstracao: Fixemos x € M, nao-nulo. Como m é o unico ideal primo de A e
Q # 0, tem-se Ass(Q) = {m}. Logo, existe y € @ tal que (0 :4 y) = m. Notemos que
y é ndo-nulo. Seja f: A — M o A-homomorfismo tal que 5(1) = x e consideremos
I = ker(B). Seja 3 : A/I — M o homomofismo injetivo induzido por . Definamos
a: A/l — @ porar ay. A aplicagdo é um homomorfismo pois I C (0 :4 y). Usando

o fato de @) ser injetivo, teremos o seguinte diagrama comutativo:

0— AT~

| A

Q

Disto resulta que, ¢ satisfaz ao enunciado desejado. [

Definicao 1.22 Sejam M mddulo e N submédulo de M. M é dito extensao essencial
de N, ou N é submaodulo essencial de M, quando todo submddulo de M intercepta
N nao trivialmente. Uma extensao essencial M de N que é modulo injetivo é dita
uma envoltoria injetiva de N.

Todo A-mddulo possui uma envoltoria injetiva, que é tnica a menos de isomor-
fismos. A demonstragao dessa afirmagao pode ser vista em [2, Proposi¢ao-Defini¢ao
A3.10]. Vemos que a envoltéria injetiva de um mdédulo injetivo é ele préprio.

Proposicao 1.23 A envoltdéria injetiva de uma soma direta de A-mddulos é cano-
nicamente isomorfa a soma direta das envoltorias injetivas dos somandos.

Agora estudaremos outro tipo de moédulo, os projetivos. Os médulos projetivos
foram introduzidos pela primeira vez em 1956 por Henri Cartan e Samuel Eilenberg.
O conceito de médulo projetivo sobre um anel é uma generalizacao da idéia de médulo
livre (isto é, um mddulo com base livre).
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Defini¢ao 1.24 (Mdédulo projetivo) Um A-médulo P é projetivo quando para to-
do epimorfismo (homomorfismo sobrejetivo) de A-médulo o : M — N e todo ho-
momorfismo § : P — N, existe um vy : P — M tal que 8 = a o~. Tal situagao é
ilustrada pelo diagrama abaixo:

M —> N

Um exemplo de modulo projetivo é um médulo livre. Em particular, todo anel A,
visto como A -mddulo, é projetivo.

Proposicao 1.25 Seja P um A-mddulo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) P € projetivo,

(ii) Para todo homomorfismo sobrejetivo de mddulos o« : M — N, a aplica¢ao
induzida Hom(P, M) — Hom(P, N) € um epimorfismo;

(iii) P € somando direto de um mddulo livre;

(iv) Para todo homomorfismo sobrejetivo o : M — P, existe f : P — M tal que
aofB=Ip.

1.2.4 Resolucoes

A nocao fundamental aqui é a de complexo.

Defini¢ao 1.26 (Complexo) Um complexo de médulos é uma sequéncia de médu-
los e homomorfismo

PYit+1 2 Pi—1
F:o... Fia F; Fiy

tal que @; 0 ;1 =0, Vi. A homologia de F em Fj}, ou a homologia de F de ordem i,
¢ definida como
H;F :=ker¢;/Im ¢; .

F ¢é dito exato em F; quando H;F = 0. Se F ¢ exato Vi, dizemos que F ¢ aciclico.

Conforme as propriedades do complexo temos os conceitos de resolucao livre e
projetiva, sendo que com o tultimo definimos a dimensao projetiva.

Defini¢ao 1.27 (Resolugao Livre) Uma resolugdo livre de um A-mddulo M é um
complexo aciclico

Feo. F, -2t F -2 F, M 0,

onde Fj; é livre para todo i > 0. Além disso, se (A, m) for local e o, (F,) C mF,_4,
para todo n > 0, o complexo é dito minimal.
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Defini¢ao 1.28 (Dimensao projetiva) Uma resolugao projetiva de um A-médulo
M é um complexo aciclico de A-médulos projetivos Fj,

Fio ... —=F, —2 ... F, -2 F, M 0.

A dimensao projetiva de M é o menor n acima tal que ,, é aplicagao injetiva - se um
tal n nao existe, dizemos que M tem dimensao projetiva infinita. Notacao: pd M.

Um teorema de extrema importancia que relaciona o conceito de dimensao proje-
tiva com a profundidade é a férmula de Auslander-Buchsbaum.

Teorema 1.29 (Férmula de Auslander-Buchsbaum) Seja (A, m) anel local. Se
M € um A-mddulo finitamente gerado de dimensao projetiva finita, entdo

prof (m, A) = pd M + prof (m, M).

1.3 Funtores

Um funtor é uma aplicacao entre categorias que satisfaz algumas propriedades. A
definigao precisa de funtor e suas propriedades elementares remetemos a [2, A5]. O
conceito de categoria foi introduzida por Eilenberg e Maclane para unificar idéias da
teoria de grupos e topologia.

A categoria que usaremos sera constituida pelo conjunto dos A-moédulos, sendo A
um anel fixado.

Um dos funtores que serd essencial a nossa teoria e que ¢ muito familiar na teoria
de grupos ¢é o funtor dualizante.

Definicao 1.30 (Funtor dualizante) Um funtor E na categoria de A-mddulos em
si mesmo ¢é dito dualizante se satisfizer as seguintes condigoes:

1. E é contravariante e exato;

2. E é A-linear, no sentido que a aplicacao natural

Homu(M,N) — Homyu(E(N), E(M))
v = Elp)

¢ um homomorfismo de A-mddulos;
3. E é idempotente — isto é, E? ~ I.
Vé-se que E satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se « é sobrejetiva (injetiva), entdo E(«) é injetiva (sobrejetiva);

(ii) Se M ¢ injetivo (projetivo), entdo E(M) é projetivo (injetivo);
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(iii) A aplicacdo natural de Hom (M, N) — Homu(E(N), E(M)), induzida por E,
¢ um isomorfismo, ou seja, Hom (M, N) ~ Hom,(E(N), E(M));

(iv) E(M & N)~ E(M)® E(N), sendo M e N A-mé6dulos.

As trés primeiras afirmagoes seguem, respectivamente, da exatidao de FE, das
defini¢oes de médulo projetivo e injetivo, e da idempoténcia de F. Para a tltima
observemos que

E(M & N)

12

Homu(A, E(M @& N))

Hom(E2(M & N), E(A))

Homy(M @ N, E(A))
(M
(A

12

12

12

Hom 4 E(A)) @ Homu (N, E(A))
Hom 4 ,E(M))@HomA(A,E(N))

~ E(M)® E(N).

12

1.3.1 Funtores derivados

Dado um funtor na categoria de A-médulos, podemos definir outros funtores, cha-
mados de funtores derivados. Um dos funtores mais tteis é Hom, a partir do qual
podemos obter o funtor Ext, que é fundamental neste estudo e cuja definicao passamos
a esbocgar.

Para cada ¢ € N definiremos um funtor associado a Hom, conhecido como funtor
derivado direito (Ext), denotado por

Exty (M, —) : N — Ext'(M, N),

onde M um A-mdédulo fixado e Ext’ (M, —) é construido da seguinte forma: para
cada A-médulo N, consideramos uma resolucao injetiva de N

$o 1
L

E: 0 N 1y
e aplicamos Hom (M, —) ao complexo, obtendo-se
Hom(M,E): 0— Homa(M, N) — Hom(M, Io) —>> Hom (M, I;) —-~
Definimos entdao Ext’ (M, N) como a homologia de ordem i deste complexo, isto é
Exty (M, N) = (ker;)/(Im p,_,),
para todo ¢ inteiro positivo e
Ext% (M, N) = Hom4(M, N).

Vemos que o Ext mede a exatidao do complexo Hom(M, E).
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Capitulo 2

O modulo canonico

O modulo candénico é um objeto central na teoria da dualidade na categoria de
A-modulos.  Este conceito é de fundamental importancia no estudo dos anéis de
Cohen—Macaulay. A finalidade deste capitulo é introduzir o médulo canonico e suas
propriedades no caso local.

2.1 Dwual de um moddulo

Nesta secao definiremos o dual de um maddulo, no sentido da teoria da dualidade.

Sejam A um anel e M um A-médulo finitamente gerado. A nogao usual de dual é
o A-médulo Hom (M, A). Infelizmente, ao contrario do que sucede com espagos
vetoriais de dimensao finita, em geral M nao ¢é reflexivo nesta definicao. Além
disso, o funtor M +— Homu(M, A) ndo é exato em sequéncias curtas exatas. Por
exemplo, tomando A = Z e M = Z/27, segue que Homu(M,A) = {0} e, con-
sequentimente, Hom4(Hom (M, A), A) 2 M. Quanto a preservagdo de sequéncias
exatas, se tal resultado fosse verdadeiro teriamos que A, visto como A-médulo, se-
ria injetivo - decorre da proposigdo 1.20 (iii). Mas isso é falso pois por exemplo
A=K[X,Y]/(X? XY? Y?3) nao ¢ injetivo.

Vamos proceder, mais cuidadosamente, por etapas. Suporemos, inicialmente, que
(A, m) é anel local de dimensao zero, contendo um corpo k sobre o qual A é espago
vetorial de dimensao finita (chamado caso “igual caracteristica em dimensao zero”).
Observemos que um A-mdédulo finitamente gerado M # {0} tem entdo comprimen-
to finito e sempre contém uma cépia isomorfa de A/m, j& que M admite algum
submédulo simples. Denotaremos por ¢(M) o comprimento de M.

Definiremos o dual de M como sendo

D(M) = Homy (M, k).

Para simplificarmos a notagao poremos D?(M) = D(D(M)).
Queremos, antes de tudo, que D(M) seja um A-mddulo. Para isto definiremos
uma agao de A em D(M) de acordo com a prescri¢ao:

(a.p)(m) = p(am), sendo p € D(M), a € Aem € M.
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Proposicao 2.1 D € um funtor dualizante da categoria de A-mddulos em si propria.

Demonstragao: E imediato que D é A-linear e contravariante, propriedades bem
conhecidas do funtor Hom. Provaremos que D preserva sequéncias exatas curtas e
que D*(M) ~ M.

Primeiro mostraremos que D preserva sequéncias exatas curtas. Dada uma se-
quéncia exata

M H 0,

segue que
0 —= Homy (H, k) —2= Homy,(M, k) —~ Homy (N, k),

sendo B(p) = o B e a(y) = v o a. Basta provarmos que @ é sobrejetivo. Para
mostrarmos que a ¢ sobrejetiva, consideremos N e M como espacos vetoriais sobre
k e usemos o fato de k, visto como k-mddulo, ser injetivo. Portanto, D preserva
sequéncias exatas.

Finalmente, para mostrarmos que D(D(M)) ~ M, definamos ® : M — D(D(M))
por ®(m)(a) = a(m), sendo m € M e a € D(M). Temos:

(a) ® estd bem definida. De fato, se 0 € k e o, € Homg(M, k), entao
®(m)(o.a + B) = (o.a + B)(m) = (oa)(m) + B(m) = oa(m) + ®(m)(B)
— 0@ (m)(a) + D(m)(3).
(b) ® é isomorfismo. Desde que ®(am + n)(a) = alam + n) = a(am) + a(n)
= a.P(m)(a) + ®(n)(«a), segue que ¢ é um A-homomorfismo.

Suponhamos agora que ®(m) = 0 para algum m € M. Entao ®(m)(a) = 0,
Vo € Homy (M, k). Ou seja, a(m) = 0,V o € Homg (M, k). Assim, m = 0 — a dltima
implicagao resulta de propriedades rotineiras de espacos vetoriais. Dessa forma, ® ¢é
injetivo.

Para provarmos que ® ¢é sobrejetivo, consideremos M como um k espaco vetorial
e ® como uma transformagao k-linear. Desde que dim ;M = dim ,D(D(M)) e ® é
injetivo, segue que é sobrejetivo. [

Sendo D funtor dualizante, concluimos - ver se¢ao 1.3 - que D possui as seguintes
propriedades:

(i) Se « é sobrejetiva (injetiva), entdo D(«a) é injetiva (sobrejetiva);
(ii) Se M ¢ injetivo (projetivo), entdo D(M) é projetivo (injetivo);
(iii) A aplicagao natural de Homy (M, N) — Hom(D(N), D(M)), induzida por D,

é um isomorfismo.

Veremos agora outras propriedades de D.

Proposicao 2.2 O funtor D satisfaz as sequintes condigoes:
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(a) Se M ¢€ simples, entdo D(M) também o é;
(b) €(M) = £(D(M));
(¢) ann (M) = ann (D(M)).

Demonstragao:

(a) Com efeito, suponhamos o contrario. Entao D(M) tem um submédulo préprio
nao trivial N. Aplicando D a sequéncia exata curta

0—=N—=DM)——(DM)/N)—=0,
obtemos
0— D(D(M)/N) —— D*(M) ~ M — D(N)—=0.

Como 0 C N C D(M), resulta que 0 C D(D(M)/N) C M. Logo M nao é simples, o
que ¢ uma contradigao.

(b) Procedemos por indugao sobre ¢(M). Se ¢(M) = 0 segue que M = 0,
logo D(M) = 0. Se ¢{(M) = 1, M é simples e, pelo item (a), D(M) é sim-
ples, assim ¢(D(M)) = 1. Agora, supondo ¢(M) > 1, podemos tomar N tal que
{0} € N € M. Ora, temos ¢{(M) = ¢{(N)+£(M/N) e, analogamente, como D é funtor
exato, {(D(M)) = ((D(N)) + ¢(D(M/N)). Pela hipétese indutiva, {(D(N)) = ¢(N)

((D(M/N)) = ¢{(M/N). Consequentemente, ¢(D(M)) = ¢(N) + ((M/N) = {(M),

como afirmamos.

(c) Com efeito, sejam a € ann (M) e p € D(M), temos que

(a.0)(m) = p(am) = ¢(0) =0 = (a.p) = 0.
(M)

Dai, ann (M) C ann (D(M)). Em particular, ann (D(M
D*(M) ~ M, ann (D(M)) C ann (M). Logo, ann (M) = ann (D(M)). u

Observemos que a demonstragao dos itens (a) e (b) valem para qualquer funtor
dualizante.

Como vimos até agora a definicao do nosso funtor estd ligada diretamente ao
corpo k. Mais adiante mostraremos que o funtor D é independente de k. Primeiro
veremos um caso particular: A corpo. Provaremos que D(M) ~ Homa(M, A), ou
seja, Homy (M, k) ~ Homy (M, A) como A espagos vetoriais. A existéncia desse iso-
morfismo equivale a mostrarmos que as dimensoes destes espagos coincidem. E como

dim A(HOHl,q(M, A)) = dim A(M)

dim (M) /dim x(A)

= dim y(Homy (M, k))/dim 4 (A)
= dim 4(Homg (M, k)),

temos que D(M) ~ Homyu (M, A).
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Para provarmos o caso geral precisaremos de mais resultados.

Os dois conceitos a seguir desempenharao papel importante nesta primeira visao
da dualidade.

Defini¢ao 2.3 O topo de um médulo M é o quociente M/mM e o socle (literalmente,
“pedestal” ou “plinto”) é o anulador (0 :p; m), denotados por Top (M) e Soc (M),
respectivamente.

Observemos que Top (M) ¢é soma direta de moddulos simples ja que §é
(A/m)-espago vetorial de dimensao finita, e Soc (M) é a soma de (isto é, contém)
todos os submédulos simples de M — de fato, se N C M é simples, entao N ~ A/m
e, portanto, se 0 # xz € N, entao Ar = N, logo x anula m. Além disto, ambos os
modulos sao nao triviais.

Exemplo 2.4 Seja A = K[X,Y]/(X? XY? Y?). Representando classes de elemen-
tos por letras mintsculas, uma k-base vetorial de A é {1, z,y, zy, y*} e Soc (A) é gera-
do por zy, y?. Entdo, D(A) é gerado pela base dual {1’,2', /', 2/, 4> } e Soc (D(A)) é
gerado por 1’; logo é médulo simples. Por outro lado, o anel A = K[X,Y]/(X?,Y3),
é gerado por 1,x,y, vy, y*, ry*, como k-espago vetorial, e Soc (A4) é gerado por zy?>.
Neste caso, Soc (D(A)) também ¢ simples.

Nos dois casos do exemplo acima, Soc (D(A)) é simples. Isto nos levar a per-
guntarmos se isso é verdade para todo anel local A de dimensao zero. A proposicao
abaixo mostra que esta afirmacao é verdadeira.

Proposicao 2.5 Sejam (A,m) anel local dimensdo zero e E, um funtor dualizante
da categoria de A-mdédulos finitamente gerados. Entao Soc (E(A)) é simples.

Demonstracao: Afirmamos que E(A) é a envoltéria injetiva de Soc (E(A)). Para
tal basta mostrarmos que F(A) é uma extensao essencial de Soc (E(A)), pois devido
a E ser funtor dualizante e A ser projetivo, F(A) é injetivo. Seja M submédulo de
E(A) nao-nulo. Como M é nao-nulo, M possui um submédulo N # {0} que é simples.
Segue que, N C M NSoc (E(A)), j& que Soc (E(A)) contém todos submddulo simples
de E(A). Logo E(A) é uma extensao essencial de Soc (F(A)) e, portanto, ¢ de fato
a envoltéria injetiva de Soc (E(A)).

Supondo que o socle de F(A) nao é simples entao Soc (F(A)) possui um somando
direto nao trivial como A/m-mdédulo, logo como A-médulo. Como a extensao injetiva
de uma soma direta é a soma direta das extensoes injetivas dos somandos segue
que podemos obter um somando direto préprio de E(A). Aplicando E teremos um
somando proprio de A, contudo A nao admite somando direto préprio, pois um anel
local nao possui idempotentes # 0, 1. Logo Soc (E(A)) é simples. "

Apesar da definicao do funtor dualizante D ter sido formulada em termos do
corpo k, vamos provar que, na verdade, sua existéncia independe da hipotese de
igual caracteristica. Para tal, procedemos da seguinte maneira: primeiro se existe
funtor dualizante, provaremos que ele é tinico (a menos de isomorfismos), e depois
construiremos um explicitamente.
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Proposicao 2.6 Seja (A,m) um anel Artiniano local. Se E é um funtor dualizante
da categoria dos A-mddulos finitamente gerados, entdao existe um isomorfismo de
funtores

E(—) ~ Homa(—, E(A)).

Além disso, E(A) € isomorfo a envoltdria injetiva de A/m. Portanto, s poderd
ezxistir no mdzrimo um funtor dualizante, a menos de isomorfismos.

Demonstragao: Pelas preliminares do capitulo anterior, temos que Hom (A, M)
~ M, Homy(M,N) ~ Homa(E(N),E(M)) e E(E(M)) ~ M. Aplicando os resulta-
dos acima na ordem dada, segue que

E(M) ~ Homu(A, E(M)) ~ Homa(E(E(M)), E(A)) ~ Homa (M, E(A)),

0 que prova a primeira parte da proposicao.

Segue pela demonstragao da proposicao 2.5 que F(A) é a envoltdria injetiva de
Soc (E(A)) e que E(A) tem socle simples, ou seja, Soc (E(A)) ~ A/m. Portanto
E(A) é a envoltéria injetiva de A/m. "

Com isso provamos que se existe um funtor dualizante, entao ele é inico, a menos
de isomorfismos. Agora explicitaremos um funtor dualizante.

Defini¢ao 2.7 Denotaremos por wy a envoltéria injetiva de A/m e ela serd chamada
de mddulo canoénico de A. Definimos:

D(M) := Homu(M,w,).

Notemos que, wq = D(A).
Provaremos que D é um funtor dualizante. Primeiramente, temos:

Lema 2.8 Sejam A um anel local de dimensao zero e E, M, A-mddulos. Se M ¢é
simples e E € extensdo essencial de M, entao Soc (E) = M.

Demonstracao: Seja N submédulo simples de E. Como E é extensao essencial de
M segue que M NN # {0}. Como M e N sdao ambos simples temos que M = N.

Logo o tnico submoddulo simples de £ é M. Por uma das caracterizagoes do socle
temos Soc (E) = M. "

Proposicao 2.9 Se (A, m) € anel local de dimensdo zero, entao o funtor
M +— D(M) = HOHlA(M, wA)

¢ um funtor dualizante na categoria dos A-mddulos finitamente gerados.
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Demonstragao: Devemos mostrar que: (i) D é A-linear e contravariante; (i) D é
exato; (iii) D*(M) = M.
(i) Segue diretamente da definigao.
(ii) Seja
0—>N "M~ —>0

uma sequeéncia exata. Aplicando D, obtemos a sequéncia exata a esquerda

D(B) D(a)
) —_— e

0— D(H p(M) 2L DN .

Resta provarmos que D(«) é sobrejetiva.
Lembremos que D(«) : D(M) — D(N) é dado por D(a)(p)(n) = ¢(a(n)). Seja
v € D(N). Temos o seguinte diagrama:

WA

|

NT>M

Como wy ¢ injetivo, existe ¢ € D(M) tal que v = p o . Assim, D(«)(yp) = 7. Logo,
D(a) é sobrejetiva.

Portanto, D preserva sequéncias exatas curtas.

(iii) Consideremos o homomorfismo

ay M — D*(M) = Hom(Hom (M, w4),wa),

dado por (ap(m))(p) = ¢(m), sendo ¢ € Homa(M,w4). Mostraremos que ayy € um
isomorfismo.

Suponhamos que ay; nao é injetivo, isto é, 3z € M, x # 0 tal que ay(z) = 0.
Pela defini¢ao de ayy, segue que p(z) = 0, V¢ € Homa(M,w,4). Mas isto contradiz
o Lema 1.21. Logo ay, é injetiva.

Para provarmos a sobrejetividade usaremos inducao sobre o comprimento de M.

Suponhamos que ¢(M) = 1. Se mostrarmos que ¢(D?*(M)) = 1, segue que ay é
isomorfismo, pois ay; € injetiva. Por definicao

D(M) = Homs(M,w,) ~ Homa(A/m,wa) = (0:,, m) = Soc (wa).

Como wy é extensao essencial de A/m, segue pela Proposigao 2.5 e o Lema 2.8 que
o socle de wq é A/m. Disto resulta que D(M) ~ A/m = ((D(M)) = 1. Aplicando o
mesmo argumento em D(M) temos que £(D*(M)) = 1.

Se o comprimento de M é maior que 1, seja M’ um submdédulo préprio e tomemos
M" = M/M'. Como D é exato, obtemos um diagrama comutativo de linhas exatas:

0 My 0

iaM/ laM laM//

0—> D2(M') = D2(M) —>~ D*(M") —>0
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Pela hipétese indutiva, oy e apgr sao isomorfismos. Pelo Lema da Serpente resulta
imediatamente que a,; é sobrejetiva. [

Portanto, todo anel local de dimensao zero téem modulo canonico e com base nele
podemos explicitar o funtor dualizante.

Corolario 2.10 Seja A um anel local Artiniano. Entao:
(i) wa € modulo fiel (isto €, (0:4 wa) = 0);
(ii) l(wa) = L(A);

(i) Enda(wa) ~ A.

Demonstragao: Por defini¢ao, tem-se D(A) = Homy(A,w4) >~ wy. Assim:
(1) 0 A Wpa = 0 ‘A HOHIA(A,WA) = 0.

(ii) Vimos antes que se D é funtor dualizante, entao ¢(D(A)) = ¢(A), logo
lwa) = L(A).

(iii) A ~ D*(A) = D(D(A)) =~ D(ws) = Homg(wa,wa) = Enda(wy). "

Voltando ao caso de igual caracteristica, vimos que Homy(—, k) é um funtor dua-
lizante. Resulta que Homy(—, k) ~ E(—), sendo E funtor dualizante. Em particular,
Homy (A, k) >~ wy.

Este resultado admite a seguinte generalizagao:

Proposicao 2.11 Seja (B,mg) — (A,m) um homomorfismo local de anéis locais,
com A Artiniano. Suponhamos que, através deste homomorfismo, A € finitamente
gerado como B-mddulo. Se E = E(B/mpg) € a envoltoria injetiva do corpo das
classes de residuo de B, entdo

wa = Hompg(A, E).
Em particular, se B também € Artiniano, entdo wa = Hompg(A, wp).

Demonstracao: Devemos provar que Hompg(A, F) é a envoltéria injetiva de A/m.
Ja que Homp(A, E) é um A-médulo injetivo, resta mostrarmos que Hompg(A, E) é
extensao essencial de A/m. O homomorfismo local (B,mg) — (A, m) induz uma
inclusd@o kg := B/mp C k = A/m tornando k espaco vetorial de dimensao finita
sobre o corpo kg.

Temos que k é um anel local de dimensao zero contendo um corpo, donde, pelo que
jé foi feito, Homy, (—, kp) e Homy(—, k) sao funtores dualizante sobre os k-médulos.
Pela proposicao 2.6 estes funtores sao isomorfos. Assim

Homy,, (k, k) ~ Homy(k, k) ~ k.
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Logo, nosso problema se resume a provarmos que Homp (A, E') é extensao essencial
de Homy, (k, k).

Para tal, seja S = Soc (Homp (A, F)). Temos que Homp(A, E) é extensao essencial
de S, pois todo médulo nao-nulo contém um submaédulo simples e socle é a soma de
todos os submédulo simples de Homp (A, E).

Mostremos que S ~ Homy,(k,kp). Para verificarmos este fato, seja
© €8 = (0 Homp(a,p) M), com ¢ # 0. Temos que ¢ € Homp(A, E) e mp = 0.
Como mgA C m, a imagem de ¢ é também anulada por mp = Im ¢ C Soc g(FE).
Por hipdtese, F é a envoltéria injetiva de kg, logo, e pelo Lema 2.8, segue que
Soc (E) = kg. Desde que kg é simples, Im ¢ # 0 e Im ¢ C kg, temos que Im ¢ = kg.

Definamos

w: S — Homy,(k, kp)

por w(p)(@) = ¢(a), sendoa € k = A/m e p(a) € kg = A/mp. Usando as considera-
¢oes acima segue que w ¢ isomorfimo. [

2.2 Anéis Artinianos de Gorenstein

Nesta secao, consideraremos a seguinte classe de anéis:
Definigao 2.12 Um anel Artiniano local A é um anel de Gorenstein quando wy ~ A.

Observemos que todo corpo é anel de Gorenstein. Mais tarde veremos outros anéis
de Gorenstein. O seguinte critério pode facilitar o reconhecimento de um tal anel.

Proposicao 2.13 Seja (A, m) um anel Artiniano local. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) A € Gorenstein;

O socle de A € simples;

)
(ii) A € injetivo como A-mddulo;
(iii)

)

(iv) wa € gerado por um tnico elemento.

Demonstragao:
(i) = (ii) Uma vez que w4 € injetivo e wy ~ A, segue que A é injetivo.

(ii) = (iii) Como um anel local nao possui idempotentes # 0,1, temos que
A nao possui somandos diretos proprios. Ora, supondo que o socle de A nao é
simples, Soc (A) pode ser escrito como soma direta de submddulos préprios, uma
vez que Soc (A) admite uma tal decomposigdo como espago vetorial sobre A/m e
esta decomposicao é automaticamente uma soma direta de A-mddulos devido a que
mSoc (A) = 0. Temos que a envoltéria injetiva de Soc (A) é A. Como a envoltdria
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injetiva de uma soma direta é a soma direta das extensoes injetivas dos somandos
(Proposicao 1.23) e a envoltéria injetiva de um mdédulo é tnica, segue que A pode
ser escrito como soma direta. Assim A pode ser decomposto propriamente como
A-médulo, contradi¢ao. Portanto Soc (A) é simples.

(iii) = (iv) Por hipdtese, socle de A é simples, ou seja, isomorfo a A/m. Prova-
remos que wy ~ A, e assim obtemos o resultado desejado. Seja I = Soc(A). Por
hipétese I ~ A/m, e como wy é a envoltdria injetiva de A/m, temos que I C wy.
Usando o fato de wy ser injetivo segue que o diagrama abaixo comuta

0—T—A

/
B\L P a
»
CL)A

onde a e # sao homomorfismos de inclusao. Supondo que v nao é injetivo, existe
um z € A tal que x é ndo-nulo e y(x) = 0. Notemos que A é extensao essencial
de I. Logo (x) intercepta I ndo trivialmente, ou seja, 3 ax € [ ndo-nulo, onde
a € A. Temos que fB(az) # 0 e y(a(az)) = 0. Isto contradiz o fato do diagrama ser
comutativo. Portanto, v é homomorfismo injetivo de A-mdédulos de igual comprimento
(Corolario 2.10), logo ¢ um isomorfismo.

(iv) = (i) Como w4 é gerado por um unico elemento, 3 w € wy tal que wy = Aw.
Consideremos o0 homomorfismo « : A — wy dado por a(a) = aw. Se mostrarmos que
« € isomorfismo temos que A é de Gorenstein. Ja sabemos que « é sobrejetivo. Se «
nao é injetivo, isto é, ker(a)) # 0 entao ¢(wa) < ¢(A), contradizendo o Corolério 2.10.
Portanto A é anel de Gorenstein. ]

Vimos anteriormente (Exemplo 2.4) que os anéis
KX, Y]/(X?Y?), K[X,Y]/(X? XY?Y?)

tém, respectivamente, socle simples e nao simples. Logo, somente o primeiro é Gorens-
tein.

Um método geral para construgoes de anéis Gorenstein é a técnica de sistemas
inversos de Macaulay. Descreveremos este método.

Seja S = k[x1,...,z,] o anel de polindmios sobre o corpo k. Mostraremos que

T:=klxy', .. a7 Ck(ay,...,2,)

admite estrutura de S-moédulo. Para isto seja L C k(zy,...,x,) o k-subespago ve-
torial gerado pelos monomios que nao estao em 7. Temos que L é S-submoddulo de
k(zy,...,z,), onde a multiplicacdo por escalares é a multiplicagao usual de fragdes
racionais. Consideremos a aplica¢do natural de T' C k(zy,...,z,) em k(z1,...,2,)/L
que leva o elemento de 7" na sua classe com respeito a L. Temos que esta aplicacao
¢ um isomorfismo de k espagos vetoriais. Ja que k(z1,...,z,)/L tem estrutura de

S-médulo, segue que T é um S-médulo por transporte de estrutura. Como T é
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gerado por monomios, para esclarecemos a acao de S em 7' sé precisamos analisar
nos monomios. Esta acao é dada por

st, sesteT
5.t = ‘.
0, caso contrario.

Para d > 0 inteiro denotaremos por S; o k-espaco vetorial gerado pelos monomios de
grau d.

Teorema 2.14 Com a notagao acima, existe wma bijecao da familia dos
S-submddulos M C T finitamente gerados tais que (0 :g M) C (x1,...,2,) €
S/(0 5 M) é um anel local de dimensio zero sobre a familia dos ideais I C S
tais que I C (xq,...,x,) € S/I é um anel local de dimensdo zero; explicitamente:

M — (OsM)
I — (0:p1).

Se M e I estao em correspondéncia, entao M ~ wg/r. Uma condi¢ao necessdria e
suficiente para que um ideal I C (z1,...,x,), onde S/I é um anel local de dimensao
zero, seja Gorenstein é que I = (0 :5 f) para algum f € T ndao-nulo.

Demonstragao: Para provarmos a correspondéncia, precisaremos aplicar a Pro-
posicao 2.11, com B = S. Necessitamos entao encontrar a envoltoria injetiva de
S/(z1,...,2,). Mostraremos que 7' ¢é a envoltéria injetiva de S/(z1,...,z,). Isto
segue dos seguintes fatos:

e Temos que o S-médulo T pode ser identificado como o dual graduado de S,
®qHomy (Sy, k) (a terminologia “dual graduado” vem do seguinte fato: o funtor
D que leva cada S-médulo graduado @&yMy em D(®4My) = GqHomy (Mg, k) é
dualizante na categoria dos S-mddulos graduados - para maiores detalhes reme-
temos ao Apéndice). Com efeito seja B a k base natural de S = k[xy,...,x,]
e B, a base dual com respeito a B. A cada elemento ™ € B associamos a
m~! € T, temos que esta funcao ¢ um isomorfismo. Portanto 7' é isomorfo ao
dual graduado de S.

e Afirmamos que T é injetivo. Isto equivale a mostrarmos que o dual graduado
de S é injetivo. Desde que &4Homg(Sq4, k) = D(S), S é projetivo e D ¢ funtor
dual graduado, temos que @ Homy(Sg, k) é injetivo. Logo T' é injetivo.

e Por fim provaremos que T é extensao essencial de K = S/(z1, ..., x,). Primeiro
veremos que S/(xy,...,x,) é submédulo de T'. Isto segue direto da agao de S
em T, onde K serd isomorfo aos elementos de grau zero de T = [z}, ..., 2, }].

Seja N submédulo de T' nao-trivial, ou seja, existe n € N nao-nulo. Podemos
escrevé-lo na forma
n=> ki(zy) ()"
I

sendo I = iy,...,i,. Se x; aparece em n, entao multipliquemos (z;)" por n,
sendo h o maior valor absoluto das poténcias de z; de n, assim obtemos um
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outro elemento nao-nulo de N onde nao aparece a variavel x;. Fazendo isto
nas outras variaveis encontraremos um elemento de N nao-nulo que também
pertence a K. Logo T é extensao essencial de K.

Em conclusao, T ¢ a envoltéria injetiva de S/(z1, ..., ;).
Seja I C (z1,...,x,) um ideal tal que S/I é um anel Artiniano local — isto é,
I é (xy,...,z,)-primdrio. Pela Proposi¢ao 2.11, o mddulo canénico de A = S/I é

wa = Homg(A,T) ~ (0 :x I) C T. Tomemos M := wy. Aplicando o corolério 2.10,
segue que (0:4 M) =0, isto é, (0:5 M) = 1.

Reciprocamente, fixamos um M submoddulo finitamente gerado de T tal que
(0:6 M) C (x1,...,2,) e S/(0:5 M) é um anel Artiniano local. Seja I = (0 :g5 M).
Provaremos que M = (0 :7 [). Claramente, M C (0 ;7 I) ~ w,. Para demonstrarmos
a inclusao inversa, apliquemos o funtor dualizante a

0— M —wy —wa/M—0

obtendo
0 — D(wa/M) — D(wa) ~A— D(M) — 0.

Se mostrarmos que A — D(M) é um isomorfismo, seguird que D(wa/M) = 0, e dai
wa/M =0, como queriamos. Ora, seja z pertecente ao nicleo de A — D(M) acima,
isto é, x € 0 : D(M). Por propriedades do funtor D, z € 0: M. Mas, (0: AM) = 0.

Exemplo 2.15 - Caso r = 3. Tomemos f = z;'az;! + 232 € T. Por um célculo
direto temos que I := (0 :5 f) = (2%, 23, 1123, Tox3, 1179 — 23) (0bserve que a agao
de S em T nao é a multiplicagdo usual de polindémios). Notemos que S/I é local de
dimensao zero. Pelo teorema acima segue que S/I é Gorenstein. Observe que S/I
nao ¢ interse¢ao completa - para maiores detalhes remetemos a [2, exercicio 21.6).

2.3 Modbdulo Canonico e Anéis de Gorenstein em
dimensoes maiores

Nesta secao estenderemos os resultados anteriores para anéis locais de Cohen—Macaulay
de dimensao arbitraria.
A definicao de médulo canonico sera por inducao na dim A.

Definigao 2.16 Seja (A,m) um anel Cohen—Macaulay local de dimesdao d. Um
A-médulo finitamente gerado w é maodulo canonico de A se existe um = € A regular
em ambos A e w tal que w/xw é mdédulo canoénico de A/(x). A é dito Gorenstein se
um tal médulo canonico é isomorfo a A.

Notemos que esta defini¢ao indutiva tem fundamento, pois dim A/(z) = dim A—1
e A/(x) é local Cohen-Macaulay. Além disso, se dim A = 0, 0o médulo candnico existe.

28



Em outras palavras, w serd o modulo canonico se existir alguma sequéncia regular
méaxima xi,...,xq em A (d = dim A) tal que w/(z1,...,24)w é a envoltéria injetiva
do corpo de classe de residuos de A/(z1,...,z4). Do mesmo modo,

A é Gorenstein < A/(xy,...,x4) é Gorenstein (no sentido de dimensao zero) <
w/(z1,...,xq)w é gerado por um s6 elemento < A tem mddulo canonico ciclico.

A titulo de ilustracao, é facil ver pela definicao que todo anel local regular é de
Gorenstein, usando de fato, um sistema de parametros regulares.

A defini¢ao de médulo canonico é insatisfatéria, a menos que decidamos as seguintes
questoes:

e A definicao independe da escolha da sequéncia regular zy, ..., z47

e Um moddulo canonico é inico a menos de isomorfismos?

Podemos antecipar que nem todo anel Cohen—Macaulay local admite um moédulo
canonico. Essa afirmacao ficard clara mais adiante.

Para resolvermos estas questoes introduziremos outras nocoes homoldgicas.

Definigao 2.17 (Resolugoes injetivas minimas) Sejam A um anel e M um
A-modulo. Um complexo aciclico de A-mddulos injetivos

E'FEy—F —...— FE, — ... (2.1)

tal que ker(Ey — E,) = M é dito ser uma resolu¢do injetiva de M. Uma resolucao
injetiva £ é dita minima se E,, é a envoltéria injetiva de ker(E,, — FE,1), V n.

A existéncia de resolucoes injetivas é garantida pelo resultado da existéncia de
“bastante injetivos”. Quando ¢é minima, serd unica a menos de isomorfismos
([2, Corolario A3.11]). Como no caso de resolugoes projetivas, a no¢ao fornece um
invariante numérico.

Defini¢ao 2.18 (Dimensao Injetiva) A dimensao injetiva idyM de M é o com-
primento de uma resolucao injetiva minima de M.

Finalizadas as definicoes necessarias ao entendimento do teorema central deste
capitulo, agora o enunciaremos.

Teorema 2.19 (Dualidade) Sejam A anel local Cohen—Macaulay de dimensdo d e
W um A-mddulo finitamente gerado. W € mddulo canénico de A se, e somente se,
satisfaz as sequintes condigoes:

(i) prof W =d;
(ii) idsW < oo;
(iii) End(W) = A.

Uma consequéncia imediata deste teorema é que uma condi¢ao necessaria e sufi-
ciente para um anel local Cohen-Macaulay seja de Gorenstein é que tenha dimensao
injetiva finita.

A demonstracao do Teorema 2.19 sera nosso objetivo principal no que segue, para
o qual precisaremos de outras preliminares.
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2.4 Mobdulos de Cohen—Macaulay maximos
Comegaremos por examinar a condi¢ao (i) do Teorema 2.19.

Proposicao 2.20 - Sejam (A, m) um anel local de dimensao d e M um A-médulo
finitamente gerado. As seguintes condicoes sao equivalentes:

a. Todo sistema de parametros de A é uma M-sequéncia.

b. Algum sistema de parametros de A é uma M-sequéncia.

c. prof M =d.
Notemos que se uma destas condigoes é satisfeita (e, portanto, todas) temos que M
¢ um moédulo Cohen—Macaulay maximo.
Demonstragao:

(a) = (b) Imediato devido a existéncia de sistemas de parametros em um anel
local arbitrario.

(b) = (c) Sabemos que
prof M < dim M < dim A =d.

Assim, prof M < d. Por outro lado, por hipdtese, existe x1,...,z, um sistema de
parametros de A que é uma M-sequéncia. Pelo Teorema de Krull, n = d. Dali,
prof M > d. Portanto, prof M = d.

(¢) = (a) Sejaxy,...,zq um sistema de parametros de A. Como oideal (z1,...,z4)
¢ m-primario, pela Proposi¢ao 1.15 temos

prof ((z1,...,24), M) = prof (m, M) = prof M = d.

Pela Proposicao 1.18, (z1,...,x4) é uma sequéncia regular.

Observemos que se (A, m) é Artiniano local, entdao todo médulo M finitamente
gerado é Cohen—Macaulay maximo. De fato,

0 < prof M = prof (m, M) < altm =dim A = 0.

Assim, prof M = 0. Se (A,m) é anel local regular, entdao, pela férmula de
Auslander—Buchsbaum, os A-mdédulos Cohen—Macaulay maximos sdo exatamente os
A-modulos livres de posto finito.
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2.5 Mobdulos de dimensao injetiva finita

Analisaremos a condigao (ii) do Teorema 2.19.

Lembremos que dados um A-médulo E e um ideal J de A, entao
Homu(A/J,E) ~ (0 :g J) C E. Se, além disto, E for injetivo entdo (0 :g J) é
A/ J-médulo injetivo.

Proposicao 2.21 Sejam A um anel local de Cohen—Macaulay e M um A-mddulo.
Seja € como em (2.1) uma resolu¢ao injetiva minima de M e x € A um elemento
reqular em A e em M. O complexo

& FEl—Ey,— -,
onde E! = Homa(A/(z), E;) e cujas aplicagoes sao as induzidas por E, € resolugdo
injetiva minima de M /xM sobre A/(x). Além disso, se N é um A-mddulo anulado

por T, entao 4 '
Extly ) (N, M/xM) ~ Ext (N, M), para Vj > 0.

Demonstragao: Seja

£:0 M By 2> 2> ... E,

tal resolucao. Aplicando o funtor Hom4(A/(z), —) obtemos

Homu(A/(x),E) : Homa(A/(z), M) — Homa(A/(z), Ep) o
sendo ; os homomorfismos induzidos por ¢;. Notemos que
Homa(A/(x), N) ~ (0 :y ),
para todo A-moédulo N. Assim,

Homu(A/(x),E) : (0 1y ) — (01, @) —2> (0 g, @) —2> -+
onde ¢} a restri¢ao de ¢; a (0 :g, ). Por hipétese (0 :3; ) = {0}, e 0 mesmo acontece
com (0 :g, z). De fato, como Fy é a envoltéria injetiva de M, se (0 :g, x) é nao-
nulo, entao (0 :g, x) intercepta M de maneira nao-trivial, ou seja, (0 :pr ) # {0},
contradizendo a hipétese. Logo, (0 :g, ) = {0}. Portanto, Homy(A/(x), M) =
Homy(A/(x), Ey) = 0.

Usando a terminologia do enunciado,

E" = Homy(A/(2),E).

Mostraremos que &' é a resolugdo injetiva minima de M/xM, visto como
A/(x)-médulo, e disto resulta que

id A/(I)M/xM =id AM —1.
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Primeiro veremos que a resolucao é injetiva. Pela observagao feita antes desta
proposi¢ao E! é injetivo, ¥V i. Temos que a homologia de Homy(A/(z),&) é por
defini¢ao Ext’ (A, M). Dai se mostrarmos que

ExtY(A/(z), M) ~ M/xM e Ext),(A/(z), M) =0,V j #1

segue que &’ é resolugao injetiva de M /zM. Para isto consideramos a sequéncia exata
curta

0 A—=A A/(x) —=0.

Esta nos dara a sequéncia exata longa

0 — Homy(A/(z), M) — Hom (A, M) —= Hom4 (A, M)

—— Ext}(A/(x), M) — Ext} (4, M) —— Ext!, (A, M)

— Ext/,(A/(z), M) — Ext/,(A, M) —— Ext/,(A, M)

E como Homy(A/(z), M) = 0, Homy (A, M) ~ M e Ext),(A, M) = 0 (Vj), segue da
sequéncia longa que Extl (A/(x), M) ~ M/zM e Ext’,(A/(z), M) =0, Yj # 1. Logo
&' é resolucao injetiva de M /zM.

Agora s6 falta provarmos que E], é a envoltéria injetiva do ker(E], — E/ ), Vn.

Com efeito, seja N submédulo nao-nulo de E!,. Entao N é submoddulo nao-nulo de
E,, e dai

{0} # Nn(ker(E, — E,y1)) = NN (ker(E, — E,1))NE..

Assim N N (ker(E, — E,;1)) N E # {0}. Ja que ¢; é a restrigdo de p; a E,
ker(E), — E) ;) = ker(E, — E,11) N E), e dessa forma N Nker(E, — E/_ ) # {0}.
Logo Ej, ¢é a envoltéria injetiva do ker(E), — E7 ), Vn.
Portanto & é resolucao injetiva minima de M /zM.
Agora mostraremos a segunda parte. Seja N um A-médulo anulado por z. Que-
remos demonstrar que
Ext’, /(@)

Observemos que toda aplicacao de N para um dos E; tem imagem anulada por z,
donde

(N, M/xM) ~ Ext/;""(N, M), para ¥Vj > 0.

Homy (N, E) ~ Homu (N, E') ~ Homy,, (N, E).

Analisando a homologia de cada resolucao temos que

Ext?, o) (NS Mz M) =~ Ext/;™" (N, M), para Vj > 0.
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Para explorar este resultado, faz-se necessaria familiarizacao com propriedades
de médulos de dimensao injetiva finita. Mddulos de Cohen—-Macaulay méximos, de
dimensao projetiva finita, sao triviais (isto é, livres) pela férmula de Auslander—
Buchsbaum. A proposicao a seguir mostra o que ocorre no caso de dimensao injetiva
finita.

Proposicao 2.22 Seja A anel local Cohen—Macaulay. Se M é um mddulo Cohen—
Macaulay mdximo, de dimensao injetiva finita, entdao

id AM = dim A.

Se dim A = 0, entdo M € soma direta de copias de wa; além disso, M ~ wy se, e
somente se, End(M) = A.

Demonstragao: Primeiro provaremos a segunda parte do enunciado. Supondo que
dim A = 0, consideremos o funtor dualizante D(—) = Homa(—,w,4). Por hipdtese,
M tem dimensao injetiva finita. Entao aplicando D, segue que D(M) tem dimensao
projetiva finita, e assim livre, pela férmula de Auslander-Buchsbaum. Logo, D(M)
é isomorfo a uma soma direta de cépias de A. Como D preserva somas diretas e
D*(M) ~ M, M é soma direta de cépias de D(A) = w4. Se M ~ wy, entao

Endy(M) ~ Enda(wa) ~ A,

a ultima equivaléncia ¢ devida ao Corolario 2.10. Reciprocamente suponhamos
End, (M) = A. Sabemos que M ~ (w4)", dai

Endy (M) ~ Enda((wa)™) = Homa((wa)™, wa) ~ @"Homa(wa,wa) >~ A™. Logo,
A" ~ A e assim n = 1. Portanto, M ~ wy se, somente se, End4 (M) = A.

Na primeira parte do problema usaremos indugao sobre dim A. Se dim A = 0,
vimos que M é soma direta de copias de wy. Como w4 € injetivo e a soma dire-
ta de moédulos injetivos, no caso Noetheriano, ¢ injetivo, segue que M ¢é injetivo,
isto é, id M = 0. Suponhamos dim A = d > 0. Seja T = x1,...,Ty um sistema
de parametros de A. Como M é C-M maéaximo, entdao T é também M-sequéncia.
Tomemos x = x;. Por hipétese x é nao divisor de zero em A e em M. Aplicando a
Proposicao 2.21 e usando a hipotese indutiva segue que

id M = 1—{—idA/(I)M/$M

= 1+dim A/(x)
= 14+dimA-—-1
dim A.
Portanto id 4M = dim A. n

Finalmente analisaremos a ultima condicao do Teorema 2.19, com a seguinte
proposicao.
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Proposigao 2.23 Sejam A anel Cohen—Macaulay local de dimensao d e M A-mddulo
Cohen—Macaulay mdximo de dimensao injetiva finita.

(a) Se N é um mddulo finitamente gerado com profundidade e, entdo

Ext’,(N, M) =0sej>d—e.

(b) Se x € um ndo divisor de zero de M, entdo x é um ndo divisor de zero de
Homa(N, M). Se N € também um Cohen—Macaulay mdzimo, entao o homo-
morfismo natural Homy (N, M) — Hom (o) (N/xN, M/xM) induz um isomor-
fismo de A/(x)-mddulos

Hom (N, M)/xHoma(N, M) ~ Homa ) (N/xN, M/xM).

Demonstragao:

(a) Podemos, sem perda de generalidade, supor M # {0}. Procederemos por
inducao sobre e. Caso e = 0, pela proposicao anterior, id ;M = dim A = d. Seja

0 M Ey Eq 0 0

resolucao injetiva de M. Por definigao Extf;l(N , M) é a homologia de ordem j da
resolugao obtida aplicando Hom (N, —) a resolucao acima. Se j > d — e = d, segue
que Ext’,(N, M) = {0}.

Caso e > 0. Como prof N = e > 0, existe x € m nao divisor de zero sobre N. Dai

T

0 N

N N/xN —0
segue que
-+ — Ext/, (N, M) — Ext/,(N, M) — Ext/; " (N/aN, M) — - - -
Temos que prof (N/zN) = e — 1. Pela hipdtese de indugao,
Exth(N/aN,M)=0,Vk>d—(e—1)=d—e+ 1.

Se j > d—-e Tomemos k = j+ 1, e observemos que k¥ > d —e + 1. Dali,
Ext’;" (N/zN, M) = 0. Assim,

Ext’, (N, M) —= Ext’, (N, M) —=0.
Portanto x Ext’,(N, M) = Ext/,(N,M). Usando o Lema de Nakayama temos que
Ext’, (N, M) = {0}.

(b) Seja x nao divisor de zero de M. Suponhamos que z seja divisor de zero de
Homy (N, M), isto é, existe ¢ € Homy (N, M), nao-nulo, tal que xp = 0. Como ¢ é
nao-nulo, existe n € N tal que m := ¢(n) # 0. Assim, xm = 0 = x é divisor de zero
de M, absurdo. Logo x é um nao divisor de zero sobre Hom 4 (N, M).
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Agora suponhamos N Cohen—Macaulay méximo e consideremos a sequéncia exata

curta
xT

0 M

M M/xM ——0.

Aplicando o funtor Hom 4 (N, —) obtemos a sequéncia exata longa
0 — Hom (N, M) — Homu (N, M) — Homu (N, M/xM) — Extl (N, M) — --- .

Ora, N é Cohen—Macaulay méximo e prof N = d. Entao, pelo item (a) do enunciado,
temos que Ext)(N, M) = 0, resultando a sequéncia exata curta

0 — Homy (N, M) — Homu (N, M) — Homa(N,M/zM) — 0

Logo,
Hom (N, M)/xHomy (N, M) ~ Homs (N, M/xM).

Com isto basta provarmos que Hom (N, M/xM) ~ Homy ) (N/xN, M/xM). Iso-
laremos este fato no seguinte lema, que serd também 1til mais adiante:

Lema 2.24 Sejam A anel local e M, N médulos finitamente gerados. Seja x elemen-
to do ideal mdximo de A tal que x € nao divisor de zero de M. Sejam ¢ : N — M
um A-homomorfismo e ) : NJxN — M /xM, o homomorfismo induzido por ¢.

(a) Se 1 € sobrejetivo, entio ¢ é sobrejetivo.
(b) Se ) € injetivo, entdo ¢ € injetivo.

Mais ainda, se M e N sao modulos C-M madximos, M tem dimensao injetiva finita e
todo A/(x)-homomorfismo 1 : NJxN — M/xM € induzido por um A-homomorfismo
p:N— M.

Demonstragao:

(a) Suponhamos v sobrejetivo. Digamos que (), ..., ¥ (1ny) geram M/xM, onde
ni,...,ng € N. Pela defini¢do de v, segue que [p(n1)], ..., [p(n4)] geram M/xM.
Pelo Lema de Nakayama, p(ny), ..., p(ng) geram M. Logo, ¢ é sobrejetiva.

(b) Suponhamos ? é um homomorfismo injetivo. Tomemos J = ker(y). Mos-
traremos que J = zJ. Como J é um moédulo, xJ C J. Reciprocamente, dado
jeJ=¢()=0= () =10]. J& que ¢ éinjetiva, j =0 = j € aN = j = zn,
para algum n € N. Temos que, ¢(zn) = ¢(j) = 0. E por outro lado, ¢(zn) = zp(n).
Dai, z¢p(n) = 0 = ¢(n) = 0, pois  nao é divisor de zero em M. Assim, n € J.
Desde que j é arbitrario, J C zJ. Logo, J = xJ e novamente aplicando o Lema de
Nakayama, J = 0 = ¢ ¢é injetivo.

A demonstragao da ultima afirmagao do lema é uma aplicacao do item b da
Proposicao anterior. [

Passemos, agora, a demonstracao do Teorema 2.19.
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Demonstracao do Teorema 2.19: Suponhamos que W ¢é médulo canonico
de A. Procederemos por indugao sobre dim A. Caso dim A = 0. Provaremos que W
satisfaz os trés itens (i), (ii), (iii):

(i) prof W < dim W < dim A = 0 = prof W = 0.

(ii) Pela teoria ja desenvolvida no caso Artiniano, W é a envoltéria injetiva de
A/m, sendo m o ideal maximo de A. Portanto, W é injetivo, isto é, id 4WW = 0.

(iii) End(W) = End(w4) = End(D(A)) = End(A) = A.

Suponhamos agora que dim A > 0. Como W é o mddulo candnico de A, existe
r € m que é regular em A e em W tal que W/xW é o médulo canoénico de A/(x).
Como dim (A/(z)) = dim A — 1, segue pela hipétese indutiva que o (A/(x))-médulo
W/xW satisfaz os itens (i), (ii) e (iii). Segue que:

(i) Como prof W = prof (W/xW) + 1 e prof (W/a2W) =d — 1, prof W = d.

(ii) Pela Proposigao 2.21, id 4 M/xM =id oM —1 e como id 4/ M/xM < oo,
segue que id /()M < oo.

(ili) Por hipétese End(W/xW) ~ A/(x), ou seja, Homy ) (W/aW, W/xW)
~ A/(x). Aplicando a Proposicao 2.23-(b),

HOIIIA/(I)<W/$VV, W/IW) ~ HOHIA(VV, W)/Z‘HOIHA(VV, W)

Logo, Hom (W, W)/xHoma(W, W) ~ A/(z). Pelo Lema 2.24, Hom4(W, W) ~ A.
Portanto, End(W) = A.

Reciprocamente, seja W satisfazendo as condigoes (i), (ii) e (iii). Novamente
usaremos inducao sobre dim A. Se dim A = 0, para mostrarmos que W = w4, basta
usarmos as condigoes (ii) e (iii) pois entao segue da Proposi¢ao 2.22.

Caso dim A > 0. Seja x nao divisor de zero de A. Provaremos que W/zW,
A/(z)-médulo, satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii). Com efeito,

(i) Podemos construir um sistema de pardmetros x = xz1,...,24 de A tal que
1 = x. Como A e M sao C-M maximo, segue pela Proposicao 2.20 que z é
sequéncia regular em A e em M. Logo x é nao divisor de zero em A e em M.
Assim prof W/azW =prof W —1=d —1 = dim A/(z).

(ii) id ay@)(M/xM) 4+ 1 =id 4M < 00 = id 4/ (M /2 M) < oo.
(iii) Pela Proposicao 2.23,
End(W/aW,W/xW) = End(W)/xEnd(W).
Assim, End(W/aW, W/xW) = A/(z).

Pela hipétese indutiva, W/zW é o mddulo canoénico de A/(z). Portanto, W é o
modulo canonico de A. n

Se analisarmos a demonstragao acima, fica claro que a definicao de médulo canonico
¢ independente da escolha dos elementos nao divisores de zero. Ou seja, se A tem
modulo canénico W e = é um elemento regular arbitririo entdo W/zW é mdédulo
canonico de A/(x).
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2.6 Unicidade e existéncia do moédulo canonico
Primeiro trabalharemos com a questao da unicidade.

Corolério 2.25 (Unicidade do médulo canénico) Seja A um anel local Cohen—
Macaulay, com mddulo canonico w. Se M é um A-mddulo Cohen—Macaulay mdximo
de dimensdo injetiva finita, entdo M € soma direta de copias de w. Em particular,
dois modulos canonicos de A sao isormorfos entre si.

Demonstragao: Usaremos indugao sobre dim A. Se dim A = 0, basta aplicarmos
a Proposi¢ao 2.22. Suponhamos que dim A > 0. Seja x € A elemento regular em A
e em w. Entdo w/zw é médulo canonico de A/(x). Aplicando a hipétese indutiva,
segue que M/xM ~ (w/zxw)®" ~ (WP /zw®™), para algum n > 1. Pelo Lema 2.24,
M ~ o,

Sejam w e w’ moédulos canodnicos de A. Tomando M = ' segue que w' ~ W%,
para algum n > 1 e, analogamente, w ~ ()™, para algum m > 1. Disto resulta
que W' ~ (W)®"  Como ' é finitamente gerado, mn = 1. Logo, v’ = w. n

Agora veremos a questao da existéncia. Recordemos que no caso de A ser anel
local regular, existe w, e tem-se wy ~ A. Provaremos que, se A é imagem de um
homomorfismo de um anel local que tem mddulo candnico, entao A também tem
modulo candnico.

Admitiremos o seguinte resultado sem demonstracao.

Lema 2.26 [2, Proposigao 18.4] Seja R um anel e M, N R-mddulos finitamente
gerados. Se (0 :g N)+ (0 :g M) = R — isto é, se N = (0 :g M)N - entao
Ext%>(M,N) = 0 para todo t. Se (0 :x M)N C N, entdo prof ((0 :r M),N) é o
menor nimero t tal que Exts (M, N) # 0.

Teorema 2.27 (Construindo mdédulos canénicos) Seja (R, mg) um anel local de
Cohen—-Macaulay, com mddulo candonico wg. Seja (A, m) uma R-dlgebra local tal que
vista como R-modulo € finitamente gerada e de Cohen—Macaulay. Entao A tem um
modulo canonico wa e vale

wa ~ Exth (A, wr),

onde ¢ = dim R — dim p A.
Demonstracao: Usaremos inducao sobre dim A, lembramos que, na hipdtese do
enunciado, dim A coincide com a dimensao de A como R-mdédulo e A é um anel de

Cohen-Macaulay. Se dim A = 0, isto é, ¢ = dim R, temos que (0 :g A) D (mg)",
para algum n natural, logo /(0 :g A) D mg, o que implica /(0 :g A) = mg. Pela

Proposicao 1.15,
prof (0 :g A) = prof (1/(0 :g A)).

Como /(0:g A) = mg e R é C-M, segue que prof (0 :p A) = dim R = ¢, logo,
dz = {z1,...,z.} R-sequéncia tal que z; € (0 :p A). Escrevamos R' = R/(z). Temos
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que R’ é local C-M de dimensao zero e, por defini¢do, wg = wg/zwr. Aplicando
a Proposigao 2.21 sucessivamente (no primeiro passo N = A, M =wre A = R) e
depois a Proposicao 2.11 segue que

ExtR(A,wr) =~ EXt%?il(AuwR/xle)

~ Ext%_/%th)(A,wR/(xl,xg)wR)

~ EX‘GOR/@ (A, wr/(T)wr)
~ Homp (A, wr)

>~ W4.

Passemos ao caso em que dim A > 0. Seja € m um elemento regular em A.
Para mostrarmos que Ext% (A, wr) é o médulo canénico de A basta provarmos que
x ¢é regular em Exth(A,wr) e Exth(A,wr)/xExtG(A,wr) é o médulo canodnico de
A/(x). A sequéncia exata

0 A—=A A/(x) —0.
induz uma sequéncia exata longa de Ext’s

o ——=ExtG(A/(x), wr) —= ExtG (A, wr) —— ExtG (A, wg) — Ext?l(A/(a:), WR)

- ExtS(A,wp)

Pela hipétese indutiva
wa/(z) ~ EXtCR+1(A/(l‘), wR).

Vamos mostrar que Ext$ ™ (A/(7),wr) ~ ExthG(A,wr)/rExt4G(A,wr) e que z é re-
gular em Ext% (A, wg). Isto seguird da sequéncia exata longa acima se provarmos que
Exth(A/(z),wr) = {0} e também Ext% (A4, wg) = {0}.
O anel A é C-M, donde prof ;A = dimpA = dimR — ¢ e, assim,
Ext (A, wr) = {0}, pela Proposicio 2.23, (a).
Quanto ao anulamento de Ext}(A/(z),wg), ponhamos I = 0 :g A. Como z ¢
regular em A, o ideal (I, z) tem grade ¢+ 1. Pelo Lema 2.26, Ext%(A/(x),wr) = {0}.
m

Notemos que uma consequéncia do teorema é que se R é anel local de Gorenstein
el C Atalque A= R/I é C-M, entao A admite médulo canonico wy ~ Ext}(A, wr),
onde c é a altura de I.

Para prosseguirmos, precisaremos de outro resultado, também admitido sem de-
monstragao.

Lema 2.28 [2, Coroldrio 19.15] Se R ¢é anel local reqular e A uma R-dlgebra local
finitamente gerada como R-mddulo, entao A é Cohen—Macaulay se, e somente se,
pd R A = codim rA, onde codim rA € a codimensao do anulador 0 :p A.
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Se no teorema anterior R for regular, temos o seguinte resultado:

Corolario 2.29 Seja R anel local reqular. Suponhamos que I é um ideal de codi-
mensio ¢ em R e que A= R/I € anel de Cohen—Macaulay. Se

Foo F, 2 R,

€ uma resolucao livre minimal de A, visto como R-mddulo, entdo o comprimento de [
éceF*:=Homg(F,wg) ¢ a resolucao livre minimal de wy. Além disso as segquintes
afirmacoes sao equivalentes:

a. A € Gorenstein.
b. F € simétrica no sentido que F* ~ F como complexo.
c. F.~R.

Demonstragao: Primeiro provaremos que o comprimento de F é c¢. Segue pelo
Lema 2.28 que pd pA = codim gA = codim (0 :g A) = codim gl = ¢. Como F
¢ uma resolugao projetiva, temos que n > c¢. Devido ao fato de R ser local, toda
resolucao projetiva é livre. Dai, aplicando o Teorema de unicidade da resolucao livre
minima ([2, Teorema 20.2]), n < ¢. Portanto

F:0 F. Fy R.

Agora mostraremos que F* := Hompg(F ,wgr) ~ Homg(F , R) é a resolugao livre mini-
mal de wy. Notemos que

[*:0——Homg(R, R) — Homg(F;, R) — - —— Hompg(F,, R) — - - -

e a homologia desta resolugao ¢, por definicao, Extr(A, R). Aplicando o Lema 2.26
e o Teorema 2.27 temos que Exth(A, R) = 0, para j < ¢, e wa ~ Exth(A, wg),
respectivamente. Logo F* é a resolugao livre minimal de w 4.

E por fim provaremos as implicagoes:

a = b) Se A é Gorenstein, entdo wy = A. Dai F* é resolucao livre minimal de A.
Logo, segue pela unicidade da resolucao livre minimal que F* ~ F.

b= c)Se F*~ [, entdao F. ~ Homg(R, R) ~ R. Logo, F. ~ R.
¢ = a) Como F. ~ R segue que
[*:0— R——Homg(F|,R) —=- - —R.
Ja que F* é a resolugao livre minimal de w4, temos que
R——wa——= = R/J ~ wy,
sendo J ideal de R. Pelo Teorema 2.19
End(wa) ~ A = Hompg/(R/J,R/J) A= R/J~A=R/[=J=1.

Portanto, A é Gorenstein. n
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2.7 Localizagao e completamento do médulo cano-
nico

Vérias passagens especificas da teoria de localizagao e completamento serao usadas
sem maiores detalhes. Estes resultados podem ser encontrados em
[2, Capitulos 2 e 7 |.

Lema 2.30 Sejam A anel local Cohen-Macaulay e P um ideal primo de A com co-
dimensao igual a c. Temos que existe um sop de A tal que os ¢ primeiros elementos
pertencem a P.

Corolario 2.31 Seja A anel local Cohen-Macaulay com médulo canénico wy. Se P
¢ ideal primo de A, entdo (wa)p € modulo candnico de Ap. Em particular, se A é
Gorenstein, entdo Ap € Gorenstein.

Demonstracao: Provaremos cada item da caracterizagao do moédulo canonico no
Teorema 2.19.

(i) Seja M um A-modulo finitamente gerado tal que prof M = dim A. Represente
por d e ¢ a dimensao e a codimensao de P, respectivamente. Pelo Lema 2.30 existe

um sop xi,...,T, tal que z1,...,x. € P. Segue pela Proposicao 2.20 que zy,...,x,
é M-sequéncia, em particular xy,...,r. também é. Localizando em P temos que a
sequéncia 1, ..., T, vista em Ap é uma Mp-sequéncia. Dai

prof Mp = ¢ = codim P = dim Ap.

Em particular tomando M = w, segue o resultado deste item.

(ii) Notemos que a localizacao de uma resolugao injetiva finita de w4 nos dar uma
resolucao injetiva finita de (wa)p.

(iii) Em virtude do isomorfismo Homa,(Np, Mp) ~ (Homa(N, M))p, segue que
End((wa)p) ~ (Enda(wa))p ~ Ap. "

Uma aplicacao desse corolario é um critério sobre quando um modulo candnico
w4 é um ideal de A.

Corolario 2.32 Seja (A,m) anel local de Cohen-Macaulay tal que o seu mddulo
canonico wy existe. Temos que

wya € isomorfo a um ideal de A <= A € genericamente Gorenstein,

sendo que um anel serd genericamente Gorenstein quando Ap € de Gorenstein para
todo P ideal primo minimo de A.

Demonstracao: Usaremos inducao sobre dim A.
Caso dim A = 0. Vamos supor que wy é isomorfo a um ideal de A. Seja P
ideal primo minimo de A, provaremos que Ap é de Gorenstein. Desde que P = m,
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temos Ap >~ A. Logo, precisamos mostrar que A é Gorenstein. Ja que wa C A e
(A) = l(wy), segue que wy = A. Reciprocamente, suponhamos que Ay, é Gorenstein.
Desde que A, ~ A, A é Gorenstein. Portanto o médulo canonico de A é um ideal de
A.

Caso dim A > 0. Suponhamos que w4 ¢é isomorfo a um ideal de A. Seja P ideal
primo minimo de A. Temos que alt P = 0, ou seja, dim Ap = 0. Pelo corolério 2.31,
o médulo canoénico de Ap é (wa)p. J& que (wa)p é ideal de Ap e dim Ap = 0, segue
pela demonstracao do caso dimensao zero que Ap é Gorenstein. Reciprocamente,
suponhamos que Ap é Gorenstein para todo ideal primo minimo P de A. Entao, pelo
Teorema 2.27, temos que

Ap ~ ExtimA(Ap, wy),

V P primo minimo de A. Assim w4 tem posto igual a 1. Segue pelo [1, 1.4.17] (Seja A
anel e M A-médulo de posto r, entao M é isomorfo a um submodulo de um A-médulo
livre finito de posto r) que Wy é isomorfo a um submédulo de A, ou seja, ideal de A.

]

Em particular, se A for um dominio local de Cohen-Macaulay com médulo cano-
nico, temos que seu modulo candnico é um ideal de A.

Coroldrio 2.33 Se (A, m) € anel local de Cohen-Macaulay com mddulo candnico wa,
entdo o completamento m-ddico A de A possui mddulo candnico que € dado por WA
Em particular, A € Gorenstein < o completamento A € Gorenstein.

Demonstragao: A definicao de médulo canonico diz que wy serd médulo candnico de
A se existir alguma sequéncia regular =y, ..., x4 de A tal que também é W 4-sequéncia
e a/(x1,...,29)@x é médulo candnico de A/(xy, ... xq)A.

Seja x1,...,xq sop de A. Fixemos zi,...,ry uma sequéncia regular de A que
também é wy-sequéncia. Olhando tal sequéncia em A temos que Ti,...,xq €
A—sequéncia e wa-sequéncia. Como

~ ~

Af(xy, ..., xg) A~ Af(x1,...,24)

e
WA/('Ilv cee ,..'lfd)WA = WA/(xlv s ,ﬂfd)u}A,
segue que wy ¢ o médulo candnico de A.
Agora veremos a questdo do anel ser de Gorenstein. Ja que A(zy,...,x24)A =
Af(xy,...,xq)A, A é Gorenstein se e somente se o A é. "

Um anel local A é dito intersecao completa quando existe um anel local regular
R e uma sequéncia regular z1, ..., x, propria de R tal que A ~ R/(x1,...,x,).

Notemos que uma intersecao completa é um anel de Cohen-Macaulay. Na verdade,
muito mais é valido:

Coroldrio 2.34 Se A = R/I, onde R ¢é anel local reqular e I ideal gerado por uma
sequéncia reqular, entdo A é Gorenstein.
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Demonstracao: Seja x1,...,z. a sequéncia regular que gera I. Entao o complexo
de Koszul K(zy,...,z. R) é a resolugao livre minimal de A como R-médulo. Mas,
este complexo tem comprimento c¢ e tltimo nimero de Betti igual a 1. O resultado
segue entao do Teorema 2.29. [

E bem conhecido que a reciproca nao vale se ¢ > 3 - o exemplo padrao é o ideal
gerado pelos Pfaffianos de uma matriz anti-simétrica genérica 5 x 5. Em codimensao
um a reciproca ¢ trivial, uma vez que I é necessariamente principal. Em codimensao
dois é o célebre resultado de Serre.

2.8 Dualidade no caso Cohen-Macaulay maximo

Agora retornaremos os estudos do funtor dual. Vamos generalizar o caso em que A é
local de dimensao zero do seguinte modo:

Teorema 2.35 (Funtor Dual) Seja (A, m) um anel Cohen-Macaulay local admi-
tindo mddulo candnico wy e D, o funtor dado por Homs(—,w4). O funtor D € funtor
dualizante sobre a categoria dos A-maodulos Cohen-Macaulay mdximo no sentido que:

(a) D preserva mddulos de Cohen-Macaulay mdximos;
(b) D preserva sequéncias exatas de A-mddulos de Cohen-Macaulay mdximos;

(c) A aplicagao natural M — D*M = Hom 4(Homa(M,wa),wa) que leva m € M
para aplicagao o — a(m), a € Homy(M,wa) € um isomorfismo quando M é
Cohen-Macaulay mdzimo.

Demonstragao:

(a) Usaremos indugao sobre dim A.

Caso dim A = 0. Temos que todo A-mdédulo é C-M maéaximo. Dai, D aplicado
a um A-médulo Cohen-Macaulay maximo é ainda um A-médulo Cohen-Macaulay
maximo.

Caso dim A > 0. Sejam M A-médulo C-M méximo e T = 21,...,24 (d = dim A)
um sop de A. Pela Proposicao 2.20, T é sequéncia regular de A e de M. Definamos
x = x1. Temos que M/xM, visto como A/(x)-médulo, é C-M méximo e w/(x)wy é
o médulo canoénico de A/(x). Pela hipétese indutiva, Homy ) (M/xM,w/(x)wa) é
C-M maéximo. Usando a Proposicao 2.23, temos

Hom /(o) (M /2 M,wa/(x)wa) ~ Homa(M,wa)/xHoma(M,wa).
Como z é nado divisor de zero em Hom(M,w,), segue que:

prof Homy (M, wy) = prof Homy ) (M/xM,wa/(x)wa) + 1
dim A/(z) +1
= dmA-1+1
= dim A.
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Portanto Hom4 (M, w,4) é C-M méaximo.

(b) Seja

0 M’ M M 0

uma sequéncia exata de A-médulos C-M méaximo. Entao

0 —Homs(M",wy) — Homs(M,wy)

—— Homy (M’ wy) —= Exty (M, wy) — -

Agora para provarmos que Ext!(M”,w,) = 0, basta aplicarmos a Proposicio 2.23 -
(a) para obtermos o resultado desejado.

(c) Denotemos por ¢y a aplicagio natural de M em D?(M), onde M é C-M
maximo. Usaremos indugao sobre dim A. O caso dim A = 0 segue da Proposicao 2.9.

Caso dim A > 0. Assim, usando o fato de A e de M serem C-M méaximos po-
demos tomar z € m nao divisor de zero de A e de M. Consideremos M /xzM como
A/(x)-médulo. Temos que

Phrtjers + MjzM — (D')*(M[xM)

é um isomorfismo, sendo D’ o funtor dualizante com respeito a A/(x) e ¢, oM B
aplicagao natural de M/xM em (D')*(M/xM). Utilizando a Proposigao 2.23 segue

que
D*(M)/xD*(M) = Homy(Homs(M,ws),wa)/rHoma(Homa(M,wa),was)
~ Homy(z)(Homa(M,ws)/xHoma(M,wa), wa/(z)wa)
~  Homy(x)(Hom @) (M/2M,wa/(x)wa),wa/(z)wa)
(D')*(M/xM).

Assim podemos considerar @', : M/zM — D*(M)/xD*(M). Notemos que Ot
é funcao induzida de ¢,;. Portanto, pelo Lema 2.24, ¢, é isomorfismo. [
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Capitulo 3

Teoremas de Dualidade

Neste capitulo provaremos os teoremas de dualidade de Grothendieck que fazem uma
conexao entre o funtor Ext e a cohomologia local. Para tal, usaremos resultados histo-
ricamente anteriores, tais como, por exemplo, o Teorema da Dualidade de Matlis. O
detalhamento desses resultados nos levariam muito longe dos objetivos deste trabalho,
assim que nos contentaremos em dar as referéncias apropriadas.

Introduziremos, primeiramente, a cohomologia local e mostraremos que a pro-
fundidade e dimensao de um moddulo podem ser detectados pelo seu anulamento e
nao-anulamento desta cohomologia, em um sentido a ser precisado. Por fim provare-
mos o Teorema da dualidade local de Grothendieck.

3.1 Cohomologia local

Passemos, o quanto antes, as nogoes fundamentais para a demonstracao do teorema
de dualidade de Grothendieck.

Sejam (A, m, k) anel local, sendo k¥ = A/m, e M A-médulo. Denotamos por
I'w(M) o submédulo de M constituido de todos os elementos de M com suporte {m}:

Tw(M) = {z € M ; m*z = 0 para algum k > 0} = 0 :3; m*™,

também conhecido como a saturacao de {0} por m.

Como trabalharemos com limite direto necessitaremos definir uma topologia em
A.

Seja X = xq,...,r, uma sequéncia de elementos de A que geram um ideal
m-primario. Consideremos

X* :a:]f,...,xfl,

para todo k > 0. A familia {X*}; é cofinal com a familia das poténcias de m (isto
é, cada elemento da primeira familia estar contido em algum elemento da segunda
familia e vice-versa), do que resulta

Tw(M) ={ye M; (X*)y =0 para algum k > 0}.

Evidentemente, I'y(—) é um funtor aditivo - preserva a soma de homomorfismo.
Uma outra caracteristica é que I'y,(—) é exato a esquerda, conforme proposi¢ao abaixo.
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Proposicao 3.1 O funtor I'y(—) € ezato a esquerda.

Demonstracao: Seja
B

0 M, —= M, M

uma sequéncia exata a esquerda. Aplicando I'y,(—), obtemos o complexo

To( M)~ Ton( M) —2= T (M)

sendo o = a|r, ) € B = Blr,(m,). Mostraremos que a sequéncia acima é exata a
esquerda e assim teremos o resultado desejado. Desde que « é injetivo, o/ também é.
Dai, resta provarmos que a sequéncia acima é exata em 'y, (Ms), isto é

ker 3 C Im o/.

Dado z € ker ', segue que 3(x) = 0. J& que a sequéncia dada é exata em M,, temos
que existe um y € M; tal que a(y) = z. Como x € I'y(M,), segue da definicao de
['m(—) que existe um k > 0 tal que m*z = 0. Notemos que

mFa(y) =0 = a(mfy) =0.

Mas « ¢ injetiva, logo y € I'n(M;) e o/ (y) = x.
Portanto I'y(—) ¢ exato a esquerda. "

Definigao 3.2 O funtor cohomologia local, denotado por H: (—), é o funtor derivado
direito de I'y(—).

Mais precisamente, seja

0 M Iy L

uma resolugao injetiva de M. Aplicando I'y,(—) obtemos
0—— (M) —Tu(lo) —Ta(l1) —- .
Temos que Hi (M) é a homologia deste complexo de ordem 4, ou seja,
H,\(M) = H'(Tw(I7)),

sendo [* resolugao injetiva de M.
Analogamente ao funtor Ext, dada uma sequéncia exata

0 M, My M; 0
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podemos obter a sequéncia exata longa

0 ——= (M) ——= (M) —Tn(Ms) .

— H (M) — H}(My) — H_,(Ms)

— H} (M) — H} (M) — H (Ms)

Outra propriedade de H};(—) é que o funtor transforma soma direta em produto
direto.

3.2 Teorema da dualidade local

Vamos utilizar alguns resultados preliminares, que serao enunciados sem demonstra-
¢ao. O primeiro deles é bastante elementar e serd citado por comodidade de referéncia.

Lema 3.3 [1, Exercicio 1.4.17] Sejam A anel e M um A-mddulo finitamente gera-
do livre de torcao. Se M tem posto, entao M ¢ isomorfo a um submodulo de um
A-mddulo livre de mesmo posto.

Dado um (A, m, k) anel local completo (um anel que é a imagem de um anel local
regular) e seja E a envoltdria injetiva de k. O funtor Hom(—, E) estabelece uma
equivaléncia entre a categoria dos A-mddulos Artinianos e A-moddulos finitamente
gerado, mais precisamente.

Proposicao 3.4 [1, Teorema 3.2.13|(Dualidade de Matlis) Sejam (A, m, k) anel lo-
cal completo e seja T'(—) = Homy(—, E(k)), onde E(k) é a envoltéria injetiva de k.
Denotemos por A(A) e F(A) as subcategorias plenas da categoria dos A-médulos con-

sistindo, respectivamente, dos modulos artinianos (mas, nao necessariamente Noethe-
rianos) e dos A-mddulos finitamente gerados. Dados N € A(A) e M € F(A), tem-se:

Proposicao 3.5 [1, Lema 3.5.4] Sejam (A, m, k) anel local e M um A-mddulo fini-
tamente gerado. Entao
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(a) Se M ¢ finitamente gerado, H: (M) € Artiniano ;
(b) Para i < prof M temos que H. (M) =0;
(c) Se A é Gorenstein, entdo

Hi(A) ~ E(k), sei=dim A
m o 0, caso contrdrio

?

(d) Se M denota o completamento m-ddico de um A-mddulo M, entio

H! (M) ~ Hi(M).

Agora o objetivo é construir um complexo cuja cohomologia é dada por H: (—).

Para tal introduz-se o complexo de Koszul dual, K*(—). O sistema {K*(X*)}, ¢é

direto, onde, como antes, X* = 2% ... zF: isto permite definir o complexo

C* :=lim K*(X*).

Este complexo desempenha um papel relevante nas demonstragoes dos teoremas de
dualidade. A importancia desse complexo resulta do Teorema abaixo.

Teorema 3.6 [1, Teorema 3.5.6] Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M, um
A-maodulo. Entao ' ‘
H. (M)~ H'(M ®4C").

A demonstragao deste teorema usa o fato de que C* se identifica com o complexo de
Cech.

O seguinte resultado bésico é conhecido como o teorema do anulamento de Grothen-
dieck.

Teorema 3.7 (Grothendieck) Sejam (A,m,k) um anel local e M um A-mddulo
finitamente gerado de profundidade t e dimensao d. Entao

(a) HL(M) =0 para todoi <t ei > d;

(b) Hy(M)#0 e Hy(M) # 0.

Demonstracao: Antes de mostrarmos os itens (a) e (b) precisaremos de um resul-
tado auxiliar que sera de grande utilidade.

(i) Seja ¢ : (A, m, k) — (A", m’' k') um homomorfismo local de anéis tal que mA’
é ideal m’-primério. Dado um A’-mdédulo M, provaremos que

HL (M)~ H.,(M),Viz>0,

onde M é visto como A-mddulo através do homomorfismo dado.
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Seja X = z1,...,x, um conjunto de geradores minimo de m. Denotando X' =
o(z1), ..., ¢(x,), introduzimos o complexo

C" = lim K* (X').
Como X' = p(X), temos que
C*R4aM~C* 24 M.

Pelo Teorema 3.6 H. (M) ~ H'(M ®4 C*) e H. (M) ~ H (M &4 C™), logo

H. (M)~ H., (M), Vi=>0.

Em resumo, se ¢ : (A,m, k) — (A", m’', k') é um homomorfismo local de anéis tal

que mA’ é ideal m/-primério, entao

HL (M)~ H.,(M),Vi=>0,

onde M é um A’-médulo.
Em seguida, vejamos a demonstragao dos itens (a) e (b).

(a) De acordo com o Teorema 3.5, temos que
H! (M) =0, Vi< prof M.

Para concluir, basta mostrar que H: (M) =0, Vi > d.

Seja ¢ : R — R = R/ann (M) o homomorfismo canénico de classes. Clara-
mente ¢ satisfaz as hipéteses de (i). Podemos considerar M como A’-médulo onde
dim oM = dim A’, pois A’ = A/ann (M). J& que H.(M) ~ H.,(M), reduzimos o
nosso problema ao caso em que dim A = dim M = d.

Sejam X = zq,...,x4 um sop de A e

C* =lim K*(X").
Por definicao de C* temos que C* =0, Vi > d. E pelo Teorema 3.6

H. (M)~ H (M ®,C*) =0, Vi>d.

(b) Para provar que HE (M) # 0, usaremos indugao sobre t. Se t = 0, entao
HY (M) =T (M) D Soc(M) # 0.

Agora suponhamos ¢ > 0. Entao existe um x € m que é M-regular. A sequéncia
exata

T

0 M M M/(x)M —0

induz a sequéncia exata longa em cohomologia

e HI (M) —— HI (M () M) — Hi(M) —= -+
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Truncando a sequéncia e aplicando o item (a) segue que
0 —H 7 (M/(x)M) — Hy, (M)

e assim H. Y (M/(z)M) — HL(M). Pela hipGtese indutiva H. Y (M/(z)M) #0 =
HE (M) 0.

Por fim mostraremos que

Hy(M) # 0.

Primeiramente reduziremos nosso problema ao caso em que A é completo. Para isto
basta usar o fato de que dim M = dim M e o Teorema 3.5-(d).

Seja P € Supp M com dim M = dim A/P. Entao dim M/PM = dim M = d.
Consideremos a sequéncia exata

0 U M M/PM —0,

onde U = PM. Esta induz a sequéncia
H{ (M) — Hy(M/PM) — H"\(U) -

Pelo item (a) HEY(U) = 0 e assim, se HE(M/PM) # 0, entao H4(M) # 0. Logo,
resta provarmos que H¢(M/PM) # 0. Tomemos A’ = A/P. Como M/PM é um
A/ P-mdédulo, por (i), podemos supor que A é dominio e dim A = dim M.

Todo dominio Noetheriano completo tem uma normalizacao de Noether, ou seja,
existe um (S,n) subanel local regular de A tal que A é um S-médulo finitamente
gerado (para maiores detalhes remetemos a [1, A.22]). Consideremos ¢ : S — A.
Temos que @ satisfaz as condigoes de (i), e dai podemos supor que A é regular.

Seja K o corpo de fragoes de A e o : M — K ®4 M, o homomorfismo natural.
Pondo U = kera e N = Im «, obtemos

0 U M N 0. (3.1)

E pela Proposicao 3.3, segue uma nova sequéncia exata

0 N A® 1174 0, (3.2)

onde s = posto M = posto N. De 3.2 obtemos
H{(N) — H(A%) — H{H (W)

Pela propriedade aditiva de dim(—) segue da sequéncia exata 3.2 que, dim W <
dim A = d e aplicando o item (a) resulta

HI(N)—— Hi(A%) —0. (3.3)
Como H} (—) leva soma direta em produto direto, temos que HZ(A®) ~ [HE(A)]°.
Aplicando 3.5-(c)
Hy(A) = E(k),
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onde E(k) é a envoltéria injetiva do A-mddulo k. Esta igualdade permite concluir
que [HEL(A)]* # 0. Por 3.3 segue que Hi(N) # 0. E por fim, usando 3.1 temos que
HZ(M) # 0. "

Por fim, provaremos o teorema conhecido como teorema da dualidade local. Antes,
observemos que todo anel completo tem moédulo canonico devido a proposicao 2.27.

Teorema 3.8 (Grothendieck) Seja (A, m, k) um anel local Cohen-Macaulay com-
pleto de dimensao d, sendo k = A/m. Entao para todo A-mddulo finitamente gerado
M e todo inteiro i existe um natural isomorfismo

H! (M) ~ Hom 4 (Ext (M, w,), E(k))

(&
Ext’y (M, w,) ~ Homa(HE (M), E(k)),

sendo E(k) a envoltdria injetiva de k.

Demonstragao: Pela proposigao 3.5-(a) temos que H: (M) sao Artinianos e aplican-
do a proposicao 3.4 segue que o primeiro isomorfismo é resultado do segundo. Pro-
varemos entdo o segundo isomorfismo. Tomemos i < 0, temos que Ext’ (M, w,4) = 0,
pois Ext é a homologia de um complexo que nao tem termos de ordem negativa.
Devemos mostrar que
Homy (HE/(M), E(k)) = 0.
Isto é equivalente a mostrar que HZ"(M) = 0, ou seja, Hi (M) =0, j > d. E essa
afirmacao segue do Teorema 3.7.
Para cada ¢ > 0 fixado definamos

T'(~) = Homa(Hy (=), B(k)).

Analisaremos o caso i = 0. Temos que T°(—) é contravariante, exata & esquerda e
aplica somas diretas em produtos diretos. Por [6, Teorema 3.36], existe um A-médulo
C tal que

T°(—) ~ Homu(—, C).
Segue da definigao de T°(—) que T°(A) ~ C. Como HZ(A) é um médulo Artiniano,
aplicando a dualidade de Matlis segue que C' é um A-mdédulo finitamente gerado.

De [6, pagina 212] resulta que os T%(—) sdo funtores derivados direito de T°(—).

Coletando a informagao até aqui, podemos concluir que

Homy (H: (M), E(k)) ~ Ext® (M, C), para todo i > 0 e A-médulo M. (3.4)

Assim, resta provar que C' >~ wy, o que terminara a demonstracao do teorema.
Pelo Teorema 3.7, temos que

i k, se1=20
H‘“(k)_{ 0, sei>0,
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pois dim k = 0 e HX (k) = I'n(k) = k. Dali, por 3.4,

k, sei1=d

Eixtly (k, C) = { 0, sei#d.

Mostraremos que C' satisfaz a caracterizacao do mdodulo canonico do Teorema 2.19.
Pelo [1, Teorema 1.2.8] segue que prof M = min{i ; Ext,(k, M) # 0}, assim C é
Cohen-Macaulay méaximo. O item (ii) segue do seguinte fato:

id(M) = sup{i ; Ext%(k, M) # 0}

(vide [1, 3.1.14]). Finalmente, para obtermos a tultima condigao, aplicaremos o [2,
Exercise 21.13] que diz que a condigdo (iii) pode ser substituida por Ext%(k, C) ~ k.
Portanto, C' ~ wy4. [
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Apeéendice

Funtor dualizante graduado
Uma graduagao de um anel A é uma decomposicao de A como soma direta
A:Ao@Al@...,

onde A; é grupo abeliano tal que A;A; C A1, Vi, 5 > 0.
Em particular, segue que Aq é fechado pelo produto de A e contém 1, logo é um
subanel de A e, portanto, A é um Ayp-mddulo e todo A; é, de fato, um Ag-submaddulo.
Seja A = @jenyA; um anel graduado. Uma graduacao de um A-médulo M é uma
decomposi¢ao de M como soma direta de subgrupos do grupo aditivo de M

M:Mo@Ml@...7

tal que A;M; C My, Vi,5 > 0.

A defini¢ao implica que cada M; é um Ap-modulo. Um elemento homogéneo de
grau ¢ de M é um elemento de M,;.

Existem mddulos naturalmente graduados sobre Z, com partes graduadas efetiva-
mente de ordem negativa. Assim, quando nos referirmos a definigao acima, estaremos
falando de um maodulo positivamente graduado.

Trabalharemos no caso de A ser um anel positivamente graduado e de Cohen—

Macaulay tal que
A:Ao@Al@AQ@...,

onde Ay é um corpo (este é o caso que precisamos no desenvolvimento da técnica de
sistemas inversos de Macaulay). Consideremos o funtor D, da categoria de A-médulos
graduados em si mesma, dado por

D(M) := Homy, (M, k) = @&,Homy, (My, k),

sendo M = &M, A-mddulo graduado.
O resultado basico é que D é funtor dualizante graduado, isto é, D satisfaz as
seguintes hipdteses:

(i) D é contravariante, isto é, dados M,N A-mddulos graduados e ¢ : N — M
homomorfismo homogéneo, existe um homomorfismo homogéneo D(p) : D(M) —
D(N) induzido por ¢ que leva a € D(M) em D(«).
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(ii) D é exato no sentido graduado, ou seja, D preserva sequéncias exatas de
A-médulos graduados, sendo que os homomorfismos que ligam estes modulos sao
homogeéneos.

(iii) D é A-linear — isto é, a aplicagao natural
*Homy(M,N) — *Homyu(D(N),D(M))
¢ — D(p)

¢ um homomorfismo de A-mdédulos, onde o asterisco indica que considera-se apenas
os homomorfismos homogéneos.

(iv) D é idempotente — isto é, D? ~ I.
Demonstracao: Notemos que
D(M) = @4D'(Ma),
sendo D’ o funtor dualizante na categoria de k-mdédulos em si mesmo definido por
D'(N) := Homy(N, k).

Mostraremos cada item separadamente.

(i) Dado um ¢ : N — M, sendo N = &;N; e M = @&;M; A-médulos graduados e
© homogéneo. Definemos por ¢; : N; — M; a componente homogeénea de ¢ de ordem
i. Seja a € D(M), assim

a=( .,y Qe Q)
sendo a; € D'(M;). Temos que
D(p)(e) = (..., D'(p-i)(a—), ..., D'(po)(a0), ..., D'(¢i) (i), .. ).

Devido a D'(g;)(ac;) = aD'(¢;)(c;) segue que D(¢) é um homomorfismo. E direto
da defini¢ao temos que D(y) é homogéneo. Portando D é contravariante.

(ii) Para provarmos que D é exato, basta mostrarmos que se ¢ : N — M é injetivo
(sobrejetivo), entao D(p) é sobrejetivo (injetivo).
Suponhamos que ¢ ¢é injetivo, assim ¢; ¢ injetivo, Vi. Dado
B:(...,Oé_i,...,Oéo,...,Oé_i,...) ED(N)
Como D' ¢ funtor exato, existe oy € D'(M;) tal que D'(p)(o;) = f;. Tomemos
a=(..,0 4...,q0,...,a_;,...) € D(M). Temos que D(¢)(a) = . Logo D(p) é
sobrejetiva.

Suponhamos agora que ¢ é sobrejetiva. Temos que ¢; é sobrejetivo. Seja o €
D(M) tal que D(p)(a) =0 = D'(¢;)(a;) =0 = «a; = 0, pois D'(g;) é injetivo.
Logo D() é injetivo.

(iii) Isto resulta direto da definigao.
(iv) Observe que
D*(M) = D(D(M)) = D(@,(D'M,)) = &,(D'(D'(My))) ~ &M
Logo D ¢ exato.

Portanto, D ¢ um funtor dualizante graduado.
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