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RESUMO

7

O objetivo desta pesquisa € investigar o aprendizado de Progressdes
Geométricas via fractais e as suas influéncias sobre a constru¢cdo do

conhecimento deste assunto.

A partir deste objetivo emergem as nossas questdes de pesquisa: Como a
utilizagdo dos fractais pode ser motivadora na percepgdo da auto-
semelhanca? Como a auto-semelhanca pode contribuir no processo de
generalizagdo das formulas da progressdo geométrica para alunos do
Ensino Médio? Para isto, desenvolvemos uma seqiiéncia de ensino, utilizando
alguns elementos da metodologia de pesquisa denominada engenharia didética.
A sequéncia concebida € constituida por trés blocos, sendo que no primeiro,
trabalhamos a construcdo de fractais; no segundo utilizamos a Geometria

Dindmica para representa-los; e no terceiro enfocamos as generalizacdes.

Empregamos em nossa pesquisa 0S pressupostos tedricos de Parzysz
para o0 ensino de geometria, no que concerne aos seus quatro niveis de
desenvolvimento do pensamento geomeétrico; as idéias de Machado que sugere
na construcdo de um objeto geométrico uma articulacdo entre quatro processos:
percepcdo, construcdo fisica, representagdo e organizacdo conceitual; as
situacdes de resolugdes de problemas para desenvolvimento de conceitos
significativos propostas por Vergnaud; e também a Geometria Dindmica para

incentivar o espirito investigativo do aluno.

A andlise dos resultados obtidos na aplicacdo da sequéncia didatica
mostrou que a constru¢do, a manipulacdo e a observacgdo levam a percepgéo da
auto-semelhancga, esta, por sua vez, facilita o processo de generalizacdo dos
elementos matematicos que compdem o estudo de Progressdes Geométricas.
N&o obstante, o nimero de alunos utilizado na sequéncia (22 duplas) nos trouxe
grandes dificuldades na aplicagdo das atividades, porém, refletiu um ambiente

semelhante ao encontrado em sala de aula.

Palavras-Chave: Fractais, Progress6es Geométricas, Geometria Dindmica.



ABSTRACT

The objective of this research is to investigate the learning of Geometric
Progressions by fractals and their influences on the construction of the knowledge

of this subject.

Starting from this objective our research questions emerge: How the use of
the fractals motivate can be in the perception of the solemnity-similarity?
How can the solemnity-similarity contribute in the process of generalization
of the formulas of the geometric progression to High School students? So,
we developed a teaching sequence, using some elements of the methodology of
research denominated engineering didacticism. The conceived sequence is
constituted by three blocks, and in the first, we worked the fractals construction; in
the second we used the Dynamic Geometry to represent them; and in the third

party we focused the generalizations.

We used in our research the theoretical presuppositions of Parzysz for the
geometry teaching, in what it concerns at their four levels of development of the
geometric thought; Machado's ideas that suggest in the construction of a
geometric object an articulation among four processes: perception, physical
construction, representation and conceptual organization; the situations of
resolutions of problems for development of significant concepts proposed by
Vergnaud; and also the Dynamic Geometry to motivate the student to

investigate.

The analysis of the results obtained in the application of the didactic
sequence showed that the construction, the manipulation and the observation take
to the perception of the solemnity-similarity this, has the aim to facilitate the
process of generalization of the mathematical elements that compound the study
of Geometric Progressions. In spite of, the number of students used in the
sequence (22 couples) brought us great difficulties in the application of the

activities, however, it reflected an atmosphere similar to the found at classroom.

Key-words: Fractals, Geometric Progressions, Dynamic Geometry.
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Capitulo 1:

PROBLEMATICA

1.1 Introducéo

A imagem negativa que se tem da profissdo de professor me fez protelar
uma op¢ao que em mim era latente: o gosto pelos numeros, célculos e desafios
matematicos e o desejo de ser professora. Em marco de 1993, deixando-me levar

pelas m
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Na busca de solugdes para os problemas anteriormente apresentados,
iniciei em 2000 uma especializacgdo em Educacdo Matemética. O curso
possibitou-me um contato com softwares mateméaticos para o ensino de fungdes,
trigonometria, geometria, etc., e, também, um conhecimento mais atualizado

sobre as novas pesquisas em Matemética.

Em 2002, busquei na Graduagdo em Letras, uma ajuda para entender as
dificuldades apresentadas pelos alunos na interpretagdo de textos, em especial,
textos mateméticos. Gerenciei estudos sobre os caminhos percorridos na
construgdo e desenvolvimento do raciocinio légico na Lingua Materna e na
Matematica, apoiada em um livro de Nilson José Machado, intitulado Lingua

Materna e Matematica: analise de uma impregnac¢ao mutua.

Nesses anos de magistério, percebi que hd muitas dificuldades para se
ensinar e aprender Matematica, dentro desta realidade, passei a buscar formas
de como contribuir com um ensino que leve em consideracdo as pesquisas da

area da Educacdo Matemética, de forma a minimizar as dificuldades detectadas.

Nos ultimos trés anos, € o curso de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica da Pontificia Universidade Catolica (PUC-SP) que me situa no mundo
das pesquisas académicas, mostrando-me quais trabalhos estdo sendo
desenvolvidos e o qué os pesquisadores tém trilhado no vasto campo do ensino

da Mateméatica.

As minhas preocupagdes estdo, agora mais do que nunca, voltadas para
como o aluno aprende, porque ele aprende e como esta aprendizagem pode ser

feita de modo mais efetivo.

Aliando a pesquisa que desenvolvi sobre o raciocinio l6gico a idéia de que
os alunos precisam experimentar a Matematica por caminhos diferentes, além dos
algoritmos e dos exercicios rotineiros, procurei um contetdo a ser trabalhado que,

de modo “mégico”, permitisse explorar 0os conceitos matematicos.

Paralelamente, como um dos trabalhos para a disciplina de Todpicos de
Geometria, ministradas pelo Prof. Dr. Vincenzo Bongiovanni, tive a oportunidade

de pesquisar sobre a Geometria Fractal. Desde o principio das leituras, tive a



certeza de que aquele era o elo que eu procurava para

13
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Quadro 1 - Atividades aplicadas para justificar a pesquisa

Pergunta 1: O que é uma Progressiao Geométrica?

Pergunta 2:

a) (1, 3,9, 27, ...) € uma Progressdo Geométrica? Justifique a sua resposta.

b) Sabendo que 1 é o 1° termo dessa seqliéncia, 3 € o0 2° termo, etc., qual é o milésimo termo
dessa sequéncia?

4+2=6
4+2+1=7
Pergunta 3: 4+2+1+£:E
2 2
4+2+1+E+E=§}
2 4 4

()

Se continuarmos esse processo indefinidamente o que acontecera com as somas?
Escolha uma das alternativas abaixo e justifique-a.

a) Elas se aproximardo de algum valor.
b) Elas ultrapassardo qualquer valor fixado.

As respostas obtidas foram as seguintes:

Com relagdo a Pergunta 1, 41% dos alunos sabiam o que era uma
Progressdo Geométrica, 34% deram respostas que atestam n&do saber o que é
uma progressdo geomeétrica e 25% ndo responderam ou disseram que nao
sabiam;

Quando, na Pergunta 2 — item a, demos um exemplo de uma progressao e
perguntamos se a mesma era uma Progressao Geomeétrica, o niumero de
acertos foi de 46% e o de erros 37%, e 17% dos alunos nédo responderam ou
afirmaram que nao sabiam;

Notamos que quando pedimos uma generalizagdo do milésimo termo da
progresséo dada como exemplo, na Pergunta 2 — item b, apenas 1 pessoa
acertou a questdo, 27% responderam de forma imprecisa, 28% néo
responderam ou afirmaram ndo compreender o questionamento e 44% dos
estudantes responderam que n&o sabiam;

Com relagdo a ultima questdo, verificamos que 27% dos alunos escolheram

acertadamente a alternativa a, sendo que destes, 9% justificaram
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corretamente e 18% erroneamente; 24% escolheram a alternativa b, portanto,
erraram; 30% ndo sabiam a resposta e 19% n&ao responderam ou n&o

compreenderam a questéao.

A partir desses dados fizemos a hipétese de que o ensino de Progressfes
Geométricas nao foi nem eficaz e nem concretizado, uma vez que, questdes
basicas como “O que € uma Progressdo Geomeétrica?” foram pouco acertadas,

mostrando que nao foram aprendidas pelos alunos.

Mediante as colocagfes anteriormente por nés observadas, faremos uso
delas para justificar a real necessidade em uma sequéncia de ensino para as
Progressfes Geométricas que permita ao aluno um entendimento mais solido
sobre o0 assunto, e que, através de descobertas e estimulos com a utilizacdo dos
fractais, feito ora por meio de material concreto, ora por via computacional, o leve
a perceber e a compreender as generalizagbes para o termo geral, a soma de

termos e a soma infinita desta seqiiéncia que € objeto de estudo deste trabalho.

Também como forma de justificar o nosso trabalho, procedemos ao estudo
de trabalhos pertinentes ao nosso tema, como uma tentativa de responder
perguntas deixadas em aberto dentro desses, ou como forma de ratificar

conclusdes por eles elaboradas e validadas.

Dentro deste contexto, a leitura da dissertacdo de mestrado de Seiji Isotani,
da Universidade de Sao Paulo, intitulada Desenvolvimento de ferramentas no
iGeom: utilizando a geometria dindmica no ensino presencial e a distancia,
apresentado em abril de 2005, foi uma das que mais nos interessou. O trabalho
citado contribui para o desenvolvimento de novos recursos didaticos no programa
iGeom, recursos estes que facilitam sua utilizagdo efetiva em sala de aula e em
ambientes de educacdo a distancia, tendo como foco o aperfeicoamento do
iGeom de uma maneira geral e, em particular, a implementagéo de recursos de
comunicacado, publicacdo, autoria e validagdo automatica de exercicios. Este
trabalho permitiu uma visdo clara da Geometria Dindmica, bem como, nos
mostrou a facilidade da construgéo de fractais com o uso do iGeom, o que nos

levou a ratificar a opcao pelo uso deste software na seqiéncia didética.
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O artigo Algoritmos e Fractais com programas de GD de Lebnidas de
Oliveira Branddo, do Departamento de Ciéncia da Computacdo, IME-USP,
publicado na Revista do Professor de Matematica, numero 49, em que apresenta
exemplos de atividades para estudos de geometria, algoritmos e progressoes
geométricas a partir de fractais, também foi bastante utilizado como base para
concepgao da nossa sequéncia. As atividades visam mostrar como o computador
pode catalisar o processo de aprendizagem, principalmente num ensino que
privilegie o pensar, construir, testar. Uma parte das investigagdes sugeridas pelo
artigo foram utilizadas por n6s na confeccdo da seqiéncia de ensino, com

algumas modificagdes, mais precisamente nas atividades do Bloco 3.

1.2 Descrigao do trabalho

Este trabalho constituir-se-4 de quatro capitulos descritos a seguir:

No Capitulo 1, apresentamos o tema desta pesquisa, sua justificativa e
relevancia, e o referencial tedrico através de concepgBes de Parsysz, que
classifica 0 ensino de Geometria em quatro niveis de aprendizagem; de Machado,
que traz a representacdo do conhecimento substituindo “a imagem da cadeia pela
idéia de rede de significagcdes, com seus feixes de relagBes causais ou ndo
causais, em permanentes transformacgdes” (Machado, 2005); de Vergnaud, que
toma como premissa que 0 conhecimento esta organizado em campos
conceituais cujo dominio, por parte do sujeito, ocorre ao longo de um periodo de
tempo, através de experiéncia, maturidade e aprendizagem; e da Geometria
Dindmica, que é a implementacdo do computador & geometria de régua e
compasso, sendo representada pelos softwares Cabri-Géometre e iGeom. Em
seguida formulamos nossa questdo de pesquisa e 0s meios utilizados para

respondé-la.

No Capitulo 2, deixamos reservado o trato aos Fractais e as Progressfes
Geométricas, com o objetivo de subsidiar a concepc¢éo das atividades do préximo

capitulo.
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No Capitulo 3, discorremos sobre a concepg¢éo das atividades, narrando
minuciosamente as escolhas para a confecgéo da sequéncia de atividades, assim
como, descrevemos 0 porqué de cada parte da mesma, a quem chamamos de
Bloco. Também trazemos a analise a priori, mostrando um estudo detalhado de
cada uma das atividades, suas respostas, suas estratégias de resolugdo e as
provaveis interferéncias da professora-pesquisadora em relacdo aos problemas

que surgiréo.

Dedicamos o Capitulo 4 a descrigdo de todo o processo de aplicacdo da
seqliéncia, e a analise a posteriori, fazendo sempre uma comparagdo com a

andlise a priori.

Finalmente, o Capitulo 5 € dedicado & apresentacdo dos resultados da

pesquisa.

1.3 Fundamentagéo tedrica

1.3.1 Parzysz

O desenvolvimento do pensamento geomeétrico apresenta-se essencial
para a construgcdo desta pesquisa, assim sendo, incorporaremos a ele os
pensamentos de Bernard Parzysz, expostos no artigo Articulation entre perception
et déduction dans une démarche géomeétrique em PE1 (2001) (que nés
traduzimos como Articulagdo entre percepcdo e dedugcdo num ambiente
geométrico de professores da escola elementar). No artigo, Parzysz discorre
sobre a hipotese de que os professores da Franca das séries iniciais do Ensino
Fundamental ndo distinguem claramente validagdes perceptivas de validagdes
tedricas. O modelo para o quadro tedrico apresentado por Parzysz neste artigo
situa o desenvolvimento do pensamento geométrico em quatro niveis, nomeados

de Gy, G4, G, e Gz, como descritos a seguir:



7 0

18

Nivel Go — Geometria concreta, onde as figuras (modelos, digramas, imagens
de computador) séo identificadas unicamente por seu aspecto geral. Os
objetos séao concretos e as validagdes perceptivas.

Nivel G1 — Geometria espago-gréfica, que é a geometria das representagdes
figurais e gréficas. Neste nivel o individuo comeca a discernir as propriedades
das figuras, mas ainda sem poder explica-las. As técnicas utilizadas para a
resolucdo de exercicios podem ser relacionadas a utilizagdo de instrumentos
como régua, compasso, esquadro e transferidor. E possivel representar
situacOes reais com objetos da geometria, relacionados aos elementos fisicos,
mas a validacéo ainda é feita de forma perceptiva.

Nivel G, — Geometria proto-axiomética, onde as demonstra¢des dos teoremas
sao feitas a partir de premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo. Por
exemplo, para se provar que a soma das medidas dos trés angulos internos de

um tridngulo é igual a 180° utiliz
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matematica e a lingua materna também foram alvo de investigacdo, sempre

objetivando a concepcao das idéias.

Paulatinamente seus trabalhos rumaram para questdes epistemologicas
mais amplas, perpassando os terrenos da matematica, da lingua e de
praticamente todas as disciplinas. Caminhou, entdo, para a caracterizagao das
concepgdes de conhecimento e inteligéncia, para o reconhecimento de imagens
metaféricas hegemonicas e na representacdo de tais concepgfes, bem como a
associagéo entre tais imagens e as correspondentes agbes docentes, como a

avaliacdo e o planejamento.

Y

Com relagédo a inteligéncia, Machado descarta a visdo ocidental de
grandeza a ser medida, quantificada quase sempre pelos testes de QI, ou do
conhecimento como um encadeamento de relagdes causais, onde idéias como as

de pré-requisitos ocupam uma posi¢do de destaque.

Apresenta a idéia de inteligéncia ligada as competéncias e o conhecimento
como uma rede de significag6es, formadas por feixes de relagbes em permanente

transformacéo.

Em Epistemologia e Didatica, os estudos de Machado sugerem uma
mudanga no verbo relativo ao conhecimento, deixando de ser possuir para ser
apropriar, adquirir ou construir. Esta permuta de significados deve-se muito a

Descartes com sua idéia de cadeia de conhecimento, onde

“os elos deveriam ser construidos linear e paulatinamente, ordenados por
uma bem definida hierarquia que conduziria do mais simples ao mais
complexo, ndo hesitando em delimitar com nitidez critérios de
simplicidade/complexidade”. (Machado, 2005)

A idéia de conhecimento estreita-se com a idé€ia de significado; conhecer €,

cada vez mais, conhecer o significado.

“Compreender é apreender a significagcdo... Apreender a significacao de
uma coisa, de um acontecimento ou situacdo é ver a coisa em suas
relacdes com outras coisas... Contrariamente, aquilo a que chamamos
de coisa bruta, a coisa sem sentido para nés, € algo cujas relagdes ndo
foram apreendidas”. (Dewey, apud Machado, 2005)
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A concepcdo de significado emerge naturalmente da concepgdo de
linguagem. Segundo Machado (2005), se as palavras representam etiquetas
estaveis, resultantes de classificacdes bem definidas, estruturadas a partir de
categorias universais, entdo se pode pretender equacionar o significado do
significado, bem como as distingdes entre lingua corrente e as linguagens

cientificas (...).

A construcdo do significado € sempre uma acgdo de significar, de
transformar um signo, de representar um signo, através de um processo de

significacao.

O abstrato e o concreto, no processo de constru¢do do conhecimento,

conduziriam
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representacdo e a concepcdo. Metaforicamente, ele associa estas etapas as

guatro faces de um tetraedro,

“com elementos comuns e multiplamente articuladas, configurando uma
estrutura a partir da qual, de modo metaférico, podem-se apreender ndo
apenas o significado e as funcdes do ensino de geometria, como também
alguns elementos bésicos na dindmica dos processos cognitivos de uma
maneira geral.” (Machado, 2005)

Também diz que as quatro faces — percepcéo, construcdo, representacéo e
concepcdo — sdo como atomos de uma estrutura molecular, que ndo pode ser

dissociada sem que a substancia seja destruida.

llustracdo 1 — Tetraedro representativo da construcdo do conhecimento geomeétrico.

De modo geral, temos as faces do tetrae
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resolucdo de problemas que tornam os conceitos significativos para os alunos
podem estar, pelo menos inicialmente, muito distantes do formalismo apresentado
pelo professor. Mas, apesar disso, tais situagdes sSao essenciais para o
desenvolvimento de conceitos. Quer dizer, ao mesmo tempo em que as situagdes

formais sdo necessarias é preciso levar em consideracéo que
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1.3.4 Geometria Dinamica

Entende-se por Geometria Dindmica a implementagdo do computador a
geometria de régua e compasso, dita tradicional. O vocébulo “dindmico” aparece
para se opor a estrutura estatica dessa geometria citada anteriormente. Na
Geometria Dindmica, o aluno pode alterar as posi¢fes dos objetos iniciais, apds
ter feito uma construcdo, e ainda ter as propriedades originais da figura

inabaladas.

Com os programas de GD podemos facilitar a verificagdo da validade de

formalizagé@o das construgoes.

Os programas de GD podem ser comparados a laboratérios virtuais nos

quais os estudantes podem manipular, investigar e aprender mateméatica.

“A contribuicdo dos programas de Geometria Dindmica segue em dois
ramos. Primeiro, provéem um ambiente no qual estudantes podem
experimentar livremente. Dessa forma, eles podem facilmente verificar
suas intuicbes e conjecturas durante o processo de procura de padroes,
propriedades, etc. Segundo, estes programas provéem formas néo
tradicionais para os estudantes aprenderem e entenderem os métodos e
conceitos matematicos... permitindo construir figuras complexas e
facilmente realizar, em tempo real, uma quantidade enorme de
transformacdes nestas figuras, proporcionando ao estudante o acesso a
uma grande variedade de exemplos que dificilmente seriam possiveis em
ambientes ndo computacionais ou em ambiente computacionais
estaticos”. (Marrades & Gutiérrez, apud Isotani, 2004)

Segundo Gravina (1996), a GD proporciona uma nova abordagem ao
aprendizado geométrico, onde conjecturas sdo feitas a partir da experimentacéo e
criacdo de objetos mateméticos. Deste modo, podemos introduzir o conceito
matematico dos objetos a partir da resposta grafica oferecida pelo programa de

GD, surgindo naturalmente dai o processo de argumentagéo e deducéo.

A GD possibilita visualizar uma mesma figura construida de vérias formas,
facilitando a compreensédo da geometria envolvida. Nesse aspecto, o professor
pode incentivar o espirito investigativo do aluno, solicitando ao final uma

justificativa para as rela¢des encontradas, ou seja, a prova matemética.
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Como a tarefa do professor é a de “parceiro” do aluno, encaminhando-o
para descobertas e desafios, o uso do computador por meio da Geometria
Dindmica torna-se um grande aliado no ensino de Matemética. O uso desta
tecnologia trds grandes beneficios ao ensino, ndo apenas pelas inovagbes, mas,

acima de tudo, pela troca de experiéncias e parceria entre o aluno e o professor.

As atividades com GD oferecem ao professor ferramentas para trabalhar a
capacidade de visualizar, transformar, generalizar, refletir e se comunicar com a
informac&o. J& para o aluno, a GD torna o aprendizado mais ativo fazendo-o

buscar conhecimento e produzir resultados positivos.

Um dos softwares de geometria dindmica mais difundido é o CABRI
Géometre (de CAhier BRouillon Interactif pour I'aprentissage de la géométrie),
que é o resultado das pesquisas conjuntas entre a Universidade Joseph Fourier
de Grenoble e o Centro Nacional de Pesquisa Cientifica (CNRS) realizadas no
Laboratorio de estruturas discretas e didaticas, e posteriormente, seguida pelo
laboratdrio Leibninz, ambos do IMSG - Institut d’'Informatiqe et de Mathematiques
Appliquees (Instituto de Informética e de Matematica Aplicada), sob a lideranca de

Jean-Marie Laborde.

O Cabri-Géometre é um software que permite construir todas as figuras da
geometria elementar que podem ser tracadas com a ajuda de uma régua e de um
compasso. Uma vez construidas, as figuras podem se movimentar conservando
as propriedades que lhes haviam sido atribuidas. Essa possibilidade de
deformagé&o permite o acesso rapido e continuo a todos os casos, constituindo-se
numa ferramenta rica de validacdo experimental de fatos geométricos. Ele tem
outros aspectos que vdo muito além da manipulacdo dindmica e imediata das

figuras.

O Cabri dispde de um conjunto de comandos de criagdo de objetos, de

construgdo e um menu diversos onde € possivel marcar e medir angulos,

recuperar o histérico de uma construcao, fazer macro-construgdes etc.
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llustracdo 2 - Interface principal do Cabri-Géométre

O Cabri atende a um conjunto diverso de objetivos didaticos que
contribuem para que os alunos desenvolvam seu pensamento geométrico, com
destaque para atividades relacionadas a: planejar, explorar, modelar, conjecturar,

definir, argumentar e demonstrar.

Um outro programa de geometria dindmica é o iGeom, que comecou a ser
desenvolvido no Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de Sé&o
Paulo (IME-USP) em 2000, coordenado pelo professor Lebnidas de Oliveira
Branddo. O objetivo inicial do projeto era disponibilizar um programa de GD
gratuito e que pudesse ser utilizado via Web.

Com o intuito de facilitar a inser¢gdo do iGeom nos cursos de Geometria, 0
foco principal para sua construgdo foi desenvolver e implementar novas
ferramentas neste programa, de tal forma que fosse possivel auxiliar tanto o
professor em sua tarefa de criar exercicios e validar as respostas obtidas, quanto
ao aluno oferecendo-lhe respostas rapidas para cada exercicio realizado. Além
disso, estes recursos precisavam funcionar como aplicativo e também via Internet

(através do uso dos applets).

O iGeom - Geometria Interativa na Internet € disponibilizado
gratuitamente, seja para uso direto na Internet ou para ser descarregado a partir
do Site iMéatica: http://www.matematica.br. L4 também ser4 encontrado um

pequeno roteiro para o uso do programa e exemplos, incluindo cursos de
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Geometria produzidos por alunos do curso de Licenciatura em Matematica do
IME-USP.

7

A interface do iGeom é estruturada a partir das opgcdes de menus, um
menu de botdes, dividido em menu principal e secundario, a area de desenho e

uma barra de mensagens.

llustracdo 3 - Interface principal do iGeom

Assim como os demais programas de GD, a versao atual do iGeom permite

realizar todas as operagdes béasicas de Geometria Dindmica, como por exemplo:

a) criar objetos geométricos como pontos, retas, semi-retas, segmentos,
circunferéncias, poligonos, é&reas, medidas dindmicas como &angulos e
distancias;

b) opgbes de edigcdo: esconder/mostrar, remover ou desfazer remogéo, criar
textos, rastrear e modificar as caracteristicas dos objetos;

c) opgoes de gravagao/recuperagao de arquivos em diferentes formatos;

d) outros recursos “avangados” como isometrias, perpendiculares e paralelas.

Além das caracteristicas usuais dos programas de GD, o iGeom possui
algumas caracteristicas que ndo sdo encontradas frequentemente em outros
programas de GD. Entre elas destacamos: a geragédo de “scripts” (ou “macros”)

recorrentes, a facil exportacdo para Web, a abertura de mdltiplas &reas de
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desenho, a autoria e validagdo automética de exercicios e a comunicagdo com

servidores (visando seu emprego em sistemas gerenciadores de cursos Web).

1.4 Questao de pesquisa

O estudo do aprendizado de Progressbes Geométricas via fractais e a
verificagdo de suas influéncias sobre a construgcdo do conhecimento deste
assunto é o foco desta dissertagdo. Baseado nos levantamentos bibliograficos
sobre a histéria das progressdes geométricas e dos fractais, investigaremos,
através de uma seqiéncia de ensino, como se da o processo da construcdo de
generalizagbes, observadas sob o prisma de atividades concretas — via

dobraduras; atividades em ambiente computacional e atividades dedutivas.

A partir deste foco emerge a nossa questdo de pesquisa: Como a
utilizagdo dos fractais pode ser motivadora na percepgdo da auto-
semelhangca? Como a auto-semelhanca pode contribuir no processo de
generalizagcdo das formulas da progressdo geométrica para alunos de

Ensino Médio?

Para responder a questdo de pesquisa pretendemos desenvolver uma
sequéncia de ensino utilizando alguns elementos da metodologia de pesquisa

denominada engenharia didética.

1.% Metbtolo@idj 10 .44467.52Tm (eTm ()Tj 1005Tj 1001505.285.6 TO1Tm (m61 44

A constr5.92 Tm (0) Tj 160.32201.36 Tm (0) Tj 10 1177.36 2013232 28548.8 266.1 Tm

an
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Essa analogia é esclarecida por Artigue (1988) quando menciona que, tal como o
engenheiro, o professor necessita de um conjunto de conhecimentos teoricos, ter
planejamento de todas as etapas da pesquisa, ai prevendo as possiveis
dificuldades e solucdes para os problemas encontrados, até a aplicacdo da

sequéncia.

A engenharia didatica fundamenta-se pela execucdo de quatro fases
sucessivas: andlises preliminares; concepcéo das atividades e analise a priori;

aplicacdo da sequéncia didatica e analise a posteriori.

As analises preliminares comp8em-se de referéncias ao quadro tedrico que
fundamenta a pesquisa de um estudo histérico e epistemoldgico do objeto a ser
tratado, das concepgdes dos sujeitos envolvidos e da compreensdo das

condicgdes reais a qual a experiéncia sera realizada.

Segundo Artigue (1988), as andlises prévias que dao sustentacdo a

investigacdo da engenharia didéatica séo:

= a andlise epistemoldgica dos conteldos visados pelo ensino;

a analise do ensino habitual e dos seus efeitos;

a andlise das concepg¢fes dos alunos, das dificuldades e obstaculos

gue marcam a sua evolucéo;

= a analise do campo de limitagdes no qual vira a situar-se a realizacdo
didatica efetiva;

= g, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da
investigacéo.

Estas analises sédo feitas para darem suporte & concep¢édo de engenharia
didatica, porém elas séo retomadas e aprofundadas durante todo o transcorrer do

trabalho.

A concepgdo e a analise a priori consistem na delimitacdo de um certo
ndmero de variaveis pertinentes ao sistema sobre 0s quais o0 ensino pode atuar,
chamadas de variaveis de comando. Nesta fase o pesquisador é norteado pelas

andlises preliminares.

Artigue (1988) diferencia as variaveis de comando como:

= as variaveis macrodidaticas ou globais, que dizem respeito a
organizacao global da engenharia;
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= as variaveis microdidaticas ou locais que dizem respeito a
organizacdo local de uma engenharia, isto €, a organizacdo de uma
sessao ou de uma fase, podendo umas e outras ser, por sua vez,
variaveis de ordem geral ou variaveis dependentes do conteldo
didatico cujo ensino € visado.

Na andlise a priori temos duas partes, a primeira caracteriza-se pela
descricdo das atividades e a Uultima, pelas caracteristicas de uma situagdo a-
didatica que se quis criar e que se quer aplicar aos alunos visados pela

experimentacao.

A aplicacdo da sequéncia didatica é a fase da experimentacdo
propriamente dita, e é nela que se d& o contato entre o
pesquisador/professor/observador(es) com os alunos que serdao alvo da
investigacdo. Segundo Artigue (1988), a experimentagéo supde:

= a explicitacdo dos objetivos e condi¢des de realizacdo da pesquisa a
populacdo de alunos que participara da experimentacéo;

= 0 estabelecimento do contrato didatico;

= aaplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

= 0 registro das observacbes feitas durante a experimentacdo

(observacao cuidadosa descrita em relatério, transcricdo dos registros
individuais, etc.).

E na analise a posteriori que se faz o tratamento das informacdes obtidas
na experimentacdo. E de suma importancia que essa analise retrate bem a
realidade, enriqueca e complemente os dados obtidos por outras técnicas, como
questionarios, entrevistas, didlogos, etc. Os dados para a analise a posteriori
podem ser obtidos pela observagdo do pesquisador ou dos observadores,

devidamente registrados nos protocolos da experiéncia.

Para finalizar a engenharia didatica € feita uma confrontacdo entre as
andlises a priori e a posteriori para validacdo ou refutacdo das hipdteses

levantadas no inicio do processo.

Pretendemos desenvolver a nossa engenharia didatica por meio de uma
seqliéncia de ensino sobre Progressdes Geomeétricas, usufruindo da beleza e da
possibilidade de recursdo que os Fractais proporcionam, identificando as
dificuldades e propondo solugBes na construgdo do ensino deste conteldo a

alunos do Ensino Médio.
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Capitulo 2:

ESTUDO DOS OBJETOS MATEMATICOS -
PROGRESSAO GEOMETRICA E FRACTAL

2.1 As Progressdes Geométricas na historia

A historia usa constantemente material de origem astronémica e cerimonial
de varios povos para “voltar ao passado” e também prever como eram 0S Seus
habitos e costumes. Porém, se ficassemos na dependéncia apenas desse
material as informagdes seriam muito imprecisas. Felizmente temos outras fontes

de informacgéo.

A civilizagdo egipcia contribuiu com a histéria, e ainda contribui, com uma
grande heranga para a humanidade, como podemos destacar: 0s papiros

egipcios, que “sobreviveram” ao desgaste do tempo.

Dentre esses papiros, 0 mais extenso no aspecto matematico € o Papiro
Rhind, com cerca de 30 cm de altura por 5 m de comprimento, que foi descoberto
em 1858, por um antiquario escocés, A. Henry Rhind, em visita ao Egito, que o
comprou em uma cidade préxima ao Rio Nilo; dai a origem de seu nome. Hoje o
papiro se encontra no British Museum (com excecdo de alguns fragmentos que
estdo no Brooklin Museum). Escrito em hierdtico, o papiro consta de 87
problemas e sua resolugdo. Muitos dos problemas tém por base problemas do

cotidiano, como a medida de cerveja e a diviséo de péo.

No que se refere as Progressdes Geomeétricas, ha um Unico problema, o
79. Trata-se de um problema de matematica recreativa, onde se tem uma
progressdo geométrica em que o primeiro termo e a razdo sdo ambos 7. O

enunciado do problema esta exposto da seguinte forma:
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“7 casas, 49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de trigo, 16807 hecates”

Supbe-se que Ahmes se referia a um problema, possivelmente ja
conhecido, em que cada casa ha 7 gatos, cada gato comeu 7 ratos, cada rato
comeu 7 espigas de trigo, cada espiga produziu 7 medidas de gréos de trigo.
Segundo Boyer (1996), este divertimento no Papiro de Ahmes (ou Rhind) parece

um antepassado do versinho infantil:

“Quando eu ia a S.” Ives,
encontrei um homem com sete mulheres;
cada mulher tinha sete sacos.
cada saco tinha sete gatos,
cada gato tinha sete gatinhos.
Gatinhos, gatos e sacos e mulheres,
Quantos iam a S.” Ives?”

(Boyer, 1996)

Para responder a pergunta “Quantos iam a S.”° lves?”, observe a tabela a

sequir:
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343 1 2801
Espigas de trigo 2401 2 5602
Medidas de gréos de trigo 16807 4 11204
TOTAL 19607 TOTAL 19607

Tabela 1 —“Quantos iam a S." lves?”

A segunda coluna mostra a soma (na ultima linha) dos cinco termos da
progressdo geométrica de razdo sete: 7+7°+7°+7*+7°. (Segundo Eves, devido a
essa representacéo em poténcias de 7, pensou-se que o escriba talvez estivesse
introduzindo a terminologia simbdlica casas, gatos, ratos, etc. para representar
primeira poténcia, segunda poténcia e assim por diante.) As duas Ultimas colunas
mostram o método egipcio de multiplicar 7 por 2801. Podemos notar, nas duas
Gltimas colunas, uma relacdo tendo em conta a férmula para a soma dos

primeiros n termos {1, q, g% ~, q"} de uma progressdo geométrica de razdo q,
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n

qg -1

tendo como primeiro termo 1, que é dada por 1+q+q”*+q" = . Temos 7

vezes este valor com razdo sete e 4 termos.  Logo,

4 —
7.7 -1 _ 7.16807 1
7-1

=7.2801=19607. Portanto, vé-se que este problema exibe a

férmula da soma dos n primeiros termos de uma Progressdo Geométrica.

Outra progressao interessante que aparece no Papiro de Rhind é formada
pelas fracbes 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64 do hecate, (unidade comum do

volume usada para medir quantidade de graos). Os termos dessa sequiéncia sao
conhecidos como fragdes dos olhos do deus Hérus.

1 1 1 _l_t'/'| '

2
llustragdo 4 - Extraida do livro Padr6es Numéricos e Sequiéncias

Os egipcios sabiam somar progressfes geométricas com 6 elementos:

111 1 1 1
S=—4+"+-+—+—+—
2 4 8 16 32 64
Eles multiplicavam todos os elementos por 64 (o ultimo denominador),

encontrando: 64.S = 64.E + 64.E + 64.1 + 64.i + 64.i + 64.i
2 4 8 16 32 64

Entdo: 64.5=32+16+8+4+2+1=063

_63

Dai: S=—
64
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Outro grande matemético que desenvolveu estudos que envolviam o0s
conceitos de progressodes foi Euclides. Pouco se sabe sobre sua vida. Viveu por
volta de 300 a.C. Visto a natureza de seu trabalho, presume-se que tenha

estudado com os discipulos de Plat&o.

Mais da metade do que escreveu foi perdido. Dentre suas obras, a de
maior expressividade, sem davida € Os Elementos. Uma vez que esta obra nédo
trouxe nenhuma descoberta, o sucesso da mesma € atribuido a grande
capacidade de ensinar de Euclides, conhecido pela sua habilidade em expor.
Segundo Eves (2004),

“nenhum trabalho, exceto a Biblia, foi tdo largamente usado ou estudado
e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia maior no pensamento
cientifico”.

Os Elementos néo tratam apenas de Geometria (em oposi¢cdo ao que se
pensa), nele também encontramos teoria dos numeros e algebra elementar
(geométrica). Os Elementos se compdem de 465 proposi¢des distribuidas em

treze livros.

llustracdo 5 - Os Elementos, extraida de www.unostiposduros.com em 03/04/06

E no livro VIII que encontramos as proporgdes continuas e Progressées
Geométricas relacionadas, de forma que, se temos uma propor¢do continem.4j 100633d Tm (T
a:b=b:c=c:d,end442304Tm (u)8504.72Tm (00 1398.64 264 ) T350 1 211.44 256.32 Tm
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“Se tantos nimeros quantos quisermos estao em propor¢ao continuada,
e se subtrai do segundo e Ultimo nimero iguais ao primeiro, entdo assim
como o excesso do segundo estd para o primeiro, 0 excesso do Ultimo
estara para todos os que o precedem”.

O enunciado acima equivale a férmula:

Ay~ a—-a

a, +a,+...+a, a
que por sua vez equivale a
n
g _a-ar
" 1-r

Os hindus também foram hébeis aritméticos e deram contribui¢cdes
significativas a algebra, somando Progressdes Aritméticas e Geométricas e
resolvendo problemas envolvendo juros simples e compostos, descontos e regras
de sociedade. Os problemas de aritmética hindus comumente envolviam
irracionais quadraticos, o teorema de Pitdgoras, Progressdes Aritméticas e

permutacoes.

Dentre os matematicos que a india produziu na segunda metade da ldade
Média, o mais importante foi Bhaskara (1114 - 1185). Ele foi também o ultimo
matematico medieval importante da india, e sua obra representa a culminagéo de
contribuicdes hindus anteriores. O seu tratado mais conhecido, o Lilavati, recebeu
o nome de sua filha, para consolar a moga que perdeu a oportunidade de se
casar por causa da confianca de seu pai em suas profecias astrologicas. Tanto o
Lilavati quanto o Vija-Ganita, contém numerosos problemas sobre os topicos
favoritos dos hindus: equag0es lineares e quadraticas, tanto determinadas quanto
indeterminadas, mensuragdo simples, progressdes aritméticas e geomeétricas,

radicais, triadas pitagoricas e outros.

A Matematica na Europa conta a histéria de Michael Stiefel (1486-1567),
considerado o maior algebrista aleméo do século XVI. Sua obra matematica mais
conhecida é Arithmética Integra, publicada em 1944 e dividida em trés partes,

ndmeros racionais, nameros irracionais e algebra. Na primeira parte, ou seja, na
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parte dos numeros racionais, Stiefel salienta as vantagens de se associar uma
progressdo aritmética a uma geométrica prenunciando assim, de quase um

século, a invencao dos logaritmos.

Outro grande matemético europeu é o escocés John Napier (1550 — 1617).
Napier estudava Matematica e Ciéncia para se descontrair de suas polémicas
politicas e religiosas: era violentamente anticatdlico e profeticamente escreveu
sobre “maquinas de guerra infernais” que vaticinados pela metralhadora, o

submarino e o tanque de guerra.

Segundo Eves (2004), quatro foram as suas grandes invencdes que

entraram para a historia:

a invencgao dos logaritmos;

2. um engenhoso dispositivo mnemdnico, conhecido como regra das partes
circulares, para reproduzir formulas usadas na resolugdo de triangulos
esféricos;

3. pelo menos duas férmulas trigonométricas de um grupo de quatro conhecidas
como analogias de Napier, Uteis na resolucdo de triangulos esféricos
obliquangulos;

4. ainvencgdo de um instrumento, conhecido como barras de Napier ou ossos de
Napier, usado para efetuar mecanicamente multiplicacées, divisdes e extrair

raizes quadradas de nameros.

Por volta de 1590, Napier revelou possuir completo conhecimento da
correspondéncia entre progressdes aritméticas e geométricas, que o levou aos
logaritmos gerando em consequéncia de sua descoberta, e passando
diligentemente, a construgcdo das tabelas de logaritmos que foram publicadas

vinte e quatro anos apos.

Como sabemos hoje, o poder dos logaritmos como instrumento de célculo
repousa no fato de que eles reduzem multiplicagbes e divisdes a simples
operacbes de adicdo e subtracdo. No entanto, na alvorada da matemética
moderna, a abordagem de John Napier para eliminar o fantasma das longas

multiplicagbes e divisbes difere consideravelmente das longas prostaférese
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(palavra grega que significa “adicdo e subtracdo”), e se baseia no fato de que,
associando-se aos termos de uma progressdo geométrica: b, b?, b3 b, ..., b™, ...,
b", ... aos da progressdo aritmética: 1, 2, 3, 4, ..., m, ..., n, ..., entdo o produto
b™b" = b™ " " de dois termos de primeira progressio esta associado & soma m+n
dos termos correspondentes da segunda progresséo. Para manter os termos da
progressdo geometrica suficientemente préximos do modo que se possa usar
interpolacdo para preencher as lacunas entre os termos da correspondéncia

precedente, deve-se escolher o numero b bem préximo de 1.

As progressdes também se mostram presentes na biologia, com Charles
Robert Darwin, naturalista britdnico que alcangou fama ao convencer a
comunidade cientifica da ocorréncia da evolucdo e propor uma teoria para
explicar como ela se da por meio da sele¢cdo natural e sexual. Esta teoria se
desenvolveu no que é agora considerado o paradigma central para explicacéo de

diversos fendbmenos na Biologia.

Num dos quatro itens fundamentais da doutrina de Darwin, podemos
encontrar uma referéncia as Progressbes Geométricas e Aritméticas, por

influéncia das idéias de Thomas Malthus, famoso economista. Diz o item:

“As populagdes crescem em P.G. a0 mesmo tempo em que as reservas

alimentares para elas crescem apenas em P.A.”
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Consequientemente, Darwin afirmou que

“devido a tal despropor¢éo, os individuos empenhar-se-iam numa luta
pela vida, ao final da qual seriam selecionados os mais fortes ou os mais
aptos — a selecdo natural — de alguns individuos em detrimento de
muitos outros”.

A comparacéo de Malthus entre o crescimento populacional e as reservas
alimentares ndo € mais aceita atualmente, pois, apesar da maior taxa de
crescimento populacional, ndo hd uma desproporcédo tdo grande como mostra o

grafico.

2.2 Os Fractais

fractal adj2g. sm. Diz-se de, ou forma geométrica que pode ser
subdividida indefinidamente em partes, as quais, de certo modo, séo
copias reduzidas do todo. [PI: -tais.]

O termo Fractal foi selado pelo matematico polonés, naturalizado francés,
Benoit Mandelbrot, em 1967. Com a publicacdo de A Geometria Fractal na
Natureza, em 1982, Mandelbrot conseguiu popularizar a palavra recém criada
chamando a atencdo da comunidade cientifica para 0 novo conceito que ela
trazia. Etimologicamente, o vocébulo provém do verbo latino frangere (que
significa quebrar, dilacerar, rachar, reduzir a particulas), de onde se deriva o

adjetivo fractus, cujo sentido é o de algo diminuto, fragmentado.

A Geometria Fractal de Mandelbrot oferece modelo para a compreensao
das formas complexas de que a natureza € dotada, seja na estrutura do 4tomo,
nos arranjos moleculares das proteinas e dos aminoacidos, nas células do
organismo, sejam nos recortes geogréaficos das linhas costeiras, nas efémeras
imagens abstraidas do movimento das nuvens, no sélido e harmdnico contorno
das montanhas, no inusitado trajeto percorrido pela fumaga de incenso, nas
fantasticas formacdes estalactites e estalagmites encontradas no mundo das

cavernas...
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A natureza inteira é fractal, e foi e