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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo envolver um grupo de professores da
Matematica de uma mesma escola no desenvolvimento de uma sequéncia
didatica sobre quadrilateros e suas propriedades. Inspirado nos objetivos do
projeto AprovaME (Argumentacdo e Prova na Matemética Escola), resolvemos
organizar um grupo colaborativo na escola onde trabalhamos, com a intencéo de
criar um espaco que possibilitasse a discussédo sobre o tema dessa pesquisa: 0

ensino e aprendizagem de prova.

Antes de iniciar as reunides do grupo, concebemos uma primeira versao de
uma sequéncia didatica para servir como base para as discussfes. A elaboracdo
das atividades da sequéncia foi baseada nos trabalhos de Parsysz (2000) sobre o
ensino de Geometria em geral e, mais especialmente, as partes referentes a
justificativa e prova foram baseadas nas perspectivas sobre tipos de provas e
suas funcdes de Balacheff (1988) e De Villiers (2001). Em seguida, convidamos
duas professoras da Matematica para formarem, juntamente com o
pesquisador/professor, um grupo colaborativo no qual realizamos, discutimos e,
na medida necessaria, modificamos as atividades propostas, inicialmente, na

sequéncia.

A partir de levantamento inicial das concepc¢des das professoras sobre
provas e seu ensino, identificamos que provas ndo representam um topico com
gual as professoras sentiam-se muito seguras e, em particular, ambas indicaram
que esperavam que seus alunos apenas entendessem provas de natureza
pragmatica. Assim, a contribuicdo mais significativa da participacdo delas nos
encontros do grupo colaborativo foi a possibilidade de refletir sobre estratégias de
ensino que pudessem facilitar a passagem de provas pragmaticas a provas

conceituais.

Palavras-chave: Argumentacdo, prova, propriedades de quadrilateros, grupo

colaborativo.
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APRESENTACAO

No decorrer de muitos anos no magistério, no ensino de Matematica para o
Ensino Fundamental e Médio; e, ainda, na experiéncia como coordenador na area
de Matematica do municipio de Sdo Roque, notamos a grande dificuldade dos
alunos e dos professores no que se refere ao ensino de Geometria e essa

dificuldade aumenta quando se trata de argumentar ou demonstrar propriedades.

Durante o curso de Mestrado Profissional surgiram em varios momentos
oportunidades de contemplar estas dificuldades, que tentavam compreender
porque tanto professores quanto alunos experenciam esta area do curriculo da
Matematica como problematica e quais acdes poderiam ajudar a superacao de

pelo menos parte destas dificuldades.

A primeira oportunidade emergiu ao cursar a disciplina de Topicos de
Geometria, quando realizamos um trabalho proposto pelo professor — Uma
sequéncia didatica para a introducdo dos quadrilateros notaveis. Visando a
realizacdo deste, fizemos um estudo sobre os niveis de desenvolvimento do
pensamento geomeétrico proposto por Bernard Parsysz (2000) e, ainda, utilizamos
as definicbes de quadrilateros propostas por Euclides, Legendre e Hadamard,
apresentadas no artigo de Vincenzo Bongiovanni (2004). O estudo, citado,
despertou-nos o interesse em basear o trabalho final do Mestrado no ensino de
Geometria e, mais especificamente, no trabalho com argumentacdo e

demonstracao no curriculo escolar.

Parte do nosso trabalho envolve entdo compartilhar essa sequéncia

didatica com as devidas alteracdes com professores de Matematica do Ensino
1



Fundamental e Médio, da minha prépria escola, com o intuito de incentivar uma
discussdo sobre o tema com meus colegas e escola, possibilitando aos
professores expressarem e talvez modificarem suas concepc¢des sobre 0 ensino e

aprendizagem da argumentacao e demonstracdo no campo da Geometria.

Depois do curso de Geometria, tive despertado o interesse em preparar
atividades que pudessem contribuir para o processo ensino/aprendizagem, surgiu
uma segunda oportunidade quando, nos, mestrandos, fomos convidados a
participar do projeto denominado “AProvaME” (Argumentacdo e Prova na
Matematica Escolar). Foi quando decidi fazer parte deste grupo, o que para mim
foi um privilégio, pois durante as reunibes, dedicamos um tempo aos estudos

sobre argumentacdo, demonstracdo e aos diferentes tipos de provas.

A nossa participacdo neste grupo contribuiu muito para a realizacao deste
trabalho, principalmente para terceira parte da seqiuéncia didatica, onde

trabalhamos com demonstracdes de algumas propriedades dos quadrilateros.

AProvaME — Argumentacéo e Prova na Matematica Escolar — € um projeto
do Grupo de Pesquisa Tecnologias e Meios de Expressdao em Matematica
(TecMEM) do Programa de Estudos Pos Graduados em Educacdo Matematica. O
projeto € coordenado pela professora Dr2. Siobhan Victoria Healy e desenvolvido
por uma equipe de professores pesquisadores da PUC/SP, juntamente com um
grupo de 26 estudantes do curso de Mestrado Profissional no Ensino de

Matematica do referido Programa.

O projeto foi organizado em duas fases; a primeira envolveu um

levantamento de concepcgdes de alunos (faixa etéria 14-16 anos), por meio da



aplicacao de dois questionarios (Anexo 1), um composto por questdes de algebra
e outro por questdes de geometria, cujos resultados subsidiaram a segunda fase,
que se constituiu na elaboracéo e avaliacdo de situacdes de aprendizagem. Para
esta fase, o grupo foi subdividido em equipes; cada equipe teve dois contedados
matematicos a serem tratatos e chegarmos a situacbes que poderdo ser

aplicadas a alunos, conforme andamento do projeto.

Os objetivos da pesquisa do projeto AProvaME séo:

1. Levantar um mapa das concepcdes sobre argumentacdo e prova de alunos

adolescentes em escolas do estado de Sao Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores
para a elaboracdo de situacbes de aprendizagem, visando envolver alunos
em processos de construcdo de conjecturas e provas em contextos

integrando ambientes informatizados.

3.  Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe
do projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das situacdes de
aprendizagem, assim como na evolucdo de conhecimentos pedagdgicos

sobre prova em Matematica.

4.  Avaliar situacdes de aprendizagem, em termos da compreensao dos alunos

sobre a natureza e fungfes de prova em Matematica.

5. Investigar a implementacdo destas atividades por diferentes professores e

assim identificar em que medida sua participagdo nos grupos colaborativos



fornece uma apropriacdo desta abordagem para o ensino e aprendizagem

de prova.

6. Formular recomendacdes relacionadas ao papel da argumentacdo e da

prova no curriculo de Matematica escolar.

7. Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de

prova em Matematica.

Inspirado no segundo item dos objetivos acima, foi que resolvemos realizar o
trabalho final, com a participacdo de um grupo de professores; porém, em vez do
espaco da PUC, decidimos organizar um grupo colaborativo na escola onde
trabalho, com a intencdo de criarmos um espagco que nos possibilitasse a
discusséo sobre os temas dessa pesquisa, e que pudéssemos expressar nossas

davidas e dificuldades no ensino de Matematica.

Tivemos, também como meta, neste trabalho final, o cumprirmento do item
quarto dos objetivos do projeto AProvaME. Assim, tivemos o objetivo de trabalhar
a sequéncia didatica construida com professores, para que eles pudessem opinar
sobre a viabilidade da aplicacdo dessa sequéncia em alunos que ainda tenham
pouco ou nenhum conhecimento sobre os quadrilateros e suas propriedades e
verificar até que ponto € possivel, com ela, fazer com que o ensino desse tema
possa ser melhor explorado, desenvolvendo no aprendiz maior facilidade em

demonstrar as propriedades ou afirmacgdes que necessitem de provas.

A sequéncia didatica, trabalhada com os professores, teve como objetivo
investigar suas concepc¢des sobre os quadrildteros e as demontragcbes. Apés

analise de sua aplicabilidade, esses professores puderam, entdo, realizar

4



alteracdes na sequéncia didadica; assim, esta proposta podera ser sugerida a um

grupo de alunos.

Para que esta pesquisa se concretizasse, passamos por trés fases: na
primeira, elaboramos os estudos preliminares, que consideramos relevantes para
que a experimentacéo ocorresse. Na segunda fase, sucedeu a experimentacao e,
na terceira, analisamos os resultados obtidos na etapa anterior, articulando e

confrontando esses resultados com os estudos da primeira fase.

As fases dessa pesquisa desenvolveram-se em quatro capitulos: no
Capitulo 1, traremos algumas consideracdes que julgamos importantes para o
ensino de demonstracdo e prova, baseadas nos estudos de De Villiers (2001) e
Balacheff (1988). E, ainda, trataremos das classificacbes dos quadrilateros,
propostas por Euclides, Legendre e Hadamard e, apresentaremos o0 quadro
tedrico do ensino de Geometria proposto por Parsysz (2000), pois sera nele que o

desenvolvimento da sequéncia didatica estara embasado.

No Capitulo 2, descreveremos a metodologia da pesquisa: a prosposta e o
objetivo da sequéncia didatica, e os professores participantes, os procedimentos
relativos a aplicacdo da sequéncia, o plano de trabalho com os professores e a

sequéncia didatica com uma analise a priori.

No Capitulo 3, apresentaremsos a nossa analise sobre as interacdes das
professoras durante os encontros no grupo colaborativo. Apresentaremos as
justificativas que as professoras deram as suas notas atribidas as respostas dos

dois itens, do questionério, trabalhados na fase 1 do projeto AprovaME. Com 0s



resultados obtidos durante a aplicacao da sequéncia didatica, relataremos sobre a

resolucao de suas atividades e as alteracdes propostas pelo grupo.

O Capitulo 4 trara nossas consideracdes finais, tentando responder se nossa
sequéncia didatica apresentou ou ndo uma boa situacdo de ensino/aprendizagem

do tema prova.



Capitulo 1

PROVAS E O ENSINO DE GEOMETRIA

As pesquisas feitas sobre o ensino-aprendizagem da geometria, de acordo
com nosso estudo preliminar, mostraram algumas dificuldades que os alunos
encontram na aquisicdo dos conceitos geométricos. Podemos destacar entre
outros problemas, aqueles gerados pela auséncia do aprendizado dos processos

da demonstracao.

Este capitulo esta dividido em duas sec¢des; na primeira, traremos algumas
consideracdes que julgamos importante para o ensino de argumentacéo e prova.
Na segunda, trataremos das classificacdes dos quadrilateros e do quadro tedrico

do ensino de Geometria proposto por Parsysz (2000).
1.1 ARGUMENTACAO, DEMONSTRACAO E PROVA

Nesta secdo, traremos um embasamento teorico sobre argumentacao,
demonstracdo, prova e os diferentes tipos de provas. E, ainda, verificaremos
quais sdo as recomendacdes dos PCN em relacdo a demonstracdo e prova nos

ensinos Fundamental e Médio.

Segundo Douek e Pichat (2003, p. 53): “A argumentacdo Matematica pode
ser caracterizada como um tipo peculiar de argumentacédo, que lida com objetos
matematicos e habilidades (incluindo habilidades I6gicas gerais que sado

relevantes no discurso matematico, como a orientagdo do raciocinio hipotético).”

Acreditamos que, para o aluno, o primeiro passo a ser dado em direcao da

realizacdo de uma prova, € a argumentacdo, que pode ser realizada de modo
7



informal, utilizando uma linguagem natural. Para tanto, € necessario uma
interacdo entre professor e aluno, onde o professor possa subsidiar seu aluno,
dando a ele indicios de como argumentar, por meio de discussbes e de
indicacdes de fragmentos de textos que ajudam esse aluno a escrever um texto
argumentativo sem lhe fornecer o texto totalmente pronto, desenvolvendo, entéo,
habilidades légicas gerais tao relevantes no discurso matematico, como citado por

Douek e Pichat (2003).

De acordo com nosso estudo da literatura sobre o ensino e aprendizagem
de prova na Matematica, € possivel afirmar que a argumentacéo pode servir como
uma importante ferramenta para resolucdo de problemas, mas nao parece que
toda argumentacao tem todas as caracteristicas de demonstracédo. O que, entéo,
entendemos por demonstracdo? Notamos que, em Geometria, 0 surgimento da
demonstracdo esta ligado historicamente ao conceito abstrato dos objetos da
Geometria e a sua axiomatizacdo. Mas, para alguns professores e, em especial
para o aluno, a demonstracéo pode parecer inutil, se entendida como a evidéncia

empirica, suficiente para verificacao.

Deve-se a Balacheff (1988) a distingdo entre explicacdo, prova e

demonstracao.

Chama-se explicagdo um discurso que visa tornar inteligivel o carater de
verdade adquirido pelo locutor de uma proposi¢cdo ou de um resultado, o qual

pode ser discutido, recusado ou aceito.



Chama-se prova uma explicacdo aceita por uma dada comunidade num
dado momento. Essa decisédo pode ser assunto de um debate cujo significado € a

exigéncia de determinar um sistema de validacdo comum aos interlocutores.

Chama-se demonstracdo uma prova aceita pela comunidade matematica.
A demonstracdo fundamenta-se em explicacdes apresentadas numa sequéncia
de enunciados, organizados conforme regras determinadas. Um enunciado €
conhecido como verdadeiro ou € deduzido a partir daqueles que o precedem,
gracas a uma regra de deducdo. Assim, a demonstracdo é um resultado do
processo particular de prova que vem validar uma afirmacdo por meétodo

axiomatico.

Outros autores, como Nasser e Tinoco, 2001, usam o termo prova formal
ao invés de demonstracdo. Comparando a descricdo de argumentacao
matematica de Douek e Pichat e aqueles de Balacheff (1988), neste trabalho
decidimos reservar a palavra demonstracdo para provas usando o metodo
dedutivo e axiomatico. Argumentacdo e prova sao utilizadas como sinénimos
neste texto, tendo um significado mais amplo da palavra demonstracéo, ou seja,

nos embasamos nas definicdes de Balacheff (ibid).

Segundo De Villiers (2001), a funcédo da prova tem sido encarada quase
exclusivamente em termos de verificagéo (convicgdo ou justificacdo) da correcao

das proposi¢cdes matematicas.

Prova como meio de verificacdo (justificacdo)

Apesar das outras fungbes da prova que iremos apresentar mais a frente,

nao devemos menosprezar a importancia da prova como um meio de verificagcao
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indispensavel, especialmente no caso de resultados surpreendentes, nao

intuitivos ou duvidosos.

Porém, De Villiers (2001) ndo acredita que a funcéo de verificacdo deva ser
0 ponto de partida para introduzir os principiantes, pela primeira vez, a prova num
contexto de geometria dinamica, ele acredita, sim, que ela deva ser desenvolvida
mais tarde para dar possibilidade aos alunos de atingirem uma compreensao mais
desenvolvida sobre o valor e a natureza da argumentacdo matematica antes,

eventualmente, trabalhando com demonstracgdes.

No entanto, para ele a prova tem outras funcGes importantes na

matematica, mais importantes que a mera verificacao:

» explicacdo - compreensédo do porqué é que é verdade;

+ descoberta - conclusfes de novos resultados;

e comunicacdao - partilhar significados;

» desafio intelectual - realizacao/satisfacéo pessoal,

* sistematizacao - organizacao de varios resultados num sistema dedutivo.

A prova como um meio de explicar (esclarecer)

Para De Villiers (2001), “apesar de muitos professores de matematica
acreditarem que a demonstracao € um pré-requisito absoluto para a convic¢ao, na
pratica matematica atual é provavelmente muito mais freqiente que a convic¢ao

seja um pré-requisito para a descoberta de uma demonstracéo.”
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Percebemos que ha situacdes que, o fato de estarmos convencidos da
veracidade, por exemplo, de uma propriedade, é que sentimos desafiados a
construir as demonstracdes dedutivas. Muitas vezes notamos que os resultados
sdo obviamente verdadeiros, mas sentimos a necessidade ou desafio de tentar
explicar porque € que eles sédo verdadeiros. Vemos, entdo, que a prova pode

resultar da necessidade de explicar porque é que uma propriedade € verdadeira.

Muitas vezes uma atividade empirica, como um desenho no papel ou no
computador, pode nos convencer sobre uma propriedade, mas como diz De

Villiers (2001):

"o grau de certeza e confianca que isso nos da é, muitas vezes,
francamente espantoso. Claro que ndo é uma demonstragédo, mas eu
diria que, em certo sentido, este tipo de contacto direto com o
fendmeno € mesmo mais convincente que uma demonstragao porque
uma pessoa vé-0 realmente acontecer mesmo a sua frente. Nada
disto significa que eu ndo queira uma demonstracdo. No fundo, as
demonstracdes sdo ingredientes criticos do conhecimento
matematico, e eu gosto tanto delas como qualquer outra pessoa.
Apenas ndo sou um dos que acredita que a certeza s6 se adquire com

a demonstragéo."

A prova como um meio de descoberta

Para o matematico a prova ndo é apenas um meio de verificacdo de um
resultado ja descoberto, mas muitas vezes é também uma forma de explorar,
analisar, descobrir e inventar novos resultados. Na realidade € muito frequente
que a explicacdo de porque é que um resultado € verdadeiro possibilite uma

generalizacdo mais ampla. No entanto, € pouco provavel que encontremos o caso
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geral apenas por investigacdo empirica, ha inUmeros exemplos na histéria da
matematica em que novos resultados foram descobertos ou inventados por

processos dedutivos.

Prova como meio de comunicacao

A importancia da funcdo de comunicacdo da prova estd no fato de
reconhecermos que ela é dirigida a um publico que possui um conhecimento que
Ihe possibilita compreender as intengbes do autor, hA um compartilhamento de

significados.

Prova como meio de desafio intelectual

A prova serve as funcdes de realizacao e satisfacado pessoais. Para muitos
matematicos, ela € um desafio intelectual, muitas vezes ndo duvidamos da
verdade do resultado, mas nos sentimos desafiados a mostrar nossa capacidade
de provar. Para De Villiers (2001), a prova €; portanto, um terreno para testar a

forca e a ingenuidade intelectuais do matematico.

Prova como meio de sistematizacao

A prova € uma ferramenta indispensavel para organizar varios resultados
conhecidos num sistema dedutivo. Mais do que fornecer aos alunos as definicdes
prontas a usar, eles deveriam empenhar-se em definir, eles proprios, alguns

conceitos matematicos. Segundo De Villiers (2001):

"parece-me um método radicalmente corrupto, em geometria com
certeza, se ndo noutras matérias, apresentar as criangas definicfes
prontas a usar para serem memorizadas de seguida, depois de serem

explicadas com maior ou menor cuidado. Fazer isto € certamente
12



deitar fora deliberadamente um dos mais valiosos factores de
disciplina intelectual. A actividade da propria crianga, de desenvolver
uma definicdo operacional, estimulada por questdes apropriadas, €

simultaneamente interessante e altamente educativa".

Observamos que ndo podemos focar a prova exclusivamente com a funcéo
de verificacdo (validacdo), mas sim fundamentalmente com a funcédo de
explicacdo e descoberta, a fim de dar significado as atividades de provas.
Portanto, os alunos devem ser iniciados bem cedo a arte de formular problemas e
proporcionar-lhes oportunidades suficientes para explorar, conjecturar, refutar,

reformular, explicar etc.

Segundo Pietropaolo (2005, p. 90):

“Dessa forma, evitar-se-ia o ensino tradicional da Geometria,
apresentando ndo apenas o produto acabado, mas 0s processos
empregados — processos esses que seriam bem acolhidos pelos
alunos que talvez se ressentissem justamente de sua auséncia. A
demonstracdo deixaria de ser, assim, um produto acabado, tornando-

se uma atividade experimental dos alunos”.

1.1.1 PROVA: O SEU ENSINO E APRENDIZAGEM

Diversos estudos sobre o tema prova (Gravina, 2001, entre outro) abordam
o tema, baseados nas construcbes da Geometria Euclidiana “classica” e na
congruéncia de triangulos como ferramentas principais para a prova. O processo
de construcdo de uma prova é complexo, sob o ponto de vista do aprendiz e,
muitas vezes, sob o ponto de vista do proprio professor. Assim, segundo Vaz

(2004):
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. este processo necessita satisfazer as seguintes condi¢des (i) uma
apreciagdo que certos fatos geométricos emergem como conseqiéncia
de certos outros um dado sistema formal e (ii) a organizagdo de uma
sequéncia de argumentos coerentes pelas quais o segundo conjunto de
fatos pode ser inferido a partir do primeiro. A dificuldade dos alunos em
construir uma prova matematica tem sido assunto abordado em diversos
estudos. Se, por um lado, em (ii), a forma dedutiva-axiomatica é
enfatizada sem conexdo com qualquer referéncia empirica, todas as
indicagfes sugerem que o0 tema prova sera visto como um ritual
inacessivel e sem significado. Por outro lado, se a atencdo para o
raciocinio dedutivo é adiada, ou seja, a prova € introduzida apenas no
contexto de experimentacdo empirica, aprendizes parecem entender
melhor o que é requerido nas provas, mas ndo conseguem construi-las”

(Vaz, 2004; p. 23).

Em nossas escolas, parece que o tema prova € pouco abordado, ou seja,
entre o grupo de 26 professores atuando no projeto AProvaME, todos confirmam
que este tema recebe pouca atencdo. Parece que ndo € dada a devida
importdncia as provas, talvez porque em muitos cursos de formacdo de
professores, em particular aqueles de formacgéo continuada, € bastante enfatizado
aos professores que é preciso trabalhar com o aluno uma matematica do dia-a-
dia, em conexdo com as demais disciplinas. Sendo assim, muitos professores
podem néo enxergar a necessidade de se trabalhar com provas. E, ainda, quando
0 aluno se depara com uma situacdo de prova, ele ndo compreende o que deve

fazer.

As principais dificuldades dos aprendizes na construcdo de uma prova,
segundo Chazan (1993); apud Vaz (2004), “advém da preferéncia dos

professores por um trabalho empirico, as provas sao feitas muitas vezes por meio
14



de figuras, sendo, assim o0s estudantes, também, optam por argumentos
empiricos em detrimento aos dedutivos e nem mesmo conseguem diferenciar
ambos.” Como podemos ver em muitos casos, 0 professor contribui para esta
situagao, pois “muitos professores aceitam argumentos indutivos como provas de
afirmacdes matematicas, e ao mesmo tempo muitos professores aceitam

argumentos dedutivos como provas” (Olivero, 2002; apud Vaz 2004).

Entre os professores do AProvaME, aqueles que freqientam escolas ou
Universidades que abordam o tema prova, dizem que ele foi abordado de forma
tradicional, onde o professor coloca na lousa as hipoteses e as conclusdes. Neste
caso, podam-se os alunos do processo de realizacdo de uma argumentacao
l6gica. A prova consiste em ir das hipéteses a conclusées por meio do raciocinio
dedutivo citando os teoremas e proposi¢cOes utilizadas e mostrando a quais
objetos estes séo aplicados. Desta forma, cabe ao aluno reproduzir o que lhe foi
ensinado ja que, com a ocultacao das funcdes da demonstracdo como explicacao
e descoberta, a prova ndo tem significado aparente para o aluno. Nesta forma
tradicional de se “ensinar” prova, ndo € permitido ao aluno se apropriar da
aprendizagem, onde ele precisa pensar, ensaiar e errar, fatores relevantes a
aprendizagem da prova, ressaltados também por Gravina (2001), que enfatiza a
importancia do conhecimento do aluno sobre toda a complexidade envolvida na
prova: identificacdo de hipoteses, realizacdo de conjecturas, procura por casos

especiais etc.
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1.1.2 TIPOS DE PROVA

Segundo Nasser e Tinoco (2001, p. 4):

“No ponto de vista dos mateméaticos da academia, a prova € um
desenvolvimento formal, que parte dos pressupostos (hipétese) e,
através do encadeamento do raciocinio e de resultados ja conhecidos
ou de teoremas, chega ao resultado que se quer mostrar que é
verdadeiro (tese). Esse tipo de prova é conhecido como prova formal.
O que se observa atualmente, é que grande parte dos alunos nédo
dominam a prova do tipo formal, nem quando chegam a universidade,
nem quando se formam, nem mesmo depois de alguns anos de

exercicio do magistério”.

Mas uma prova rigorosa pode ndo ser um objetivo de todos os curriculos:
alguns pesquisadores como Balacheff (1988) defendem uma abordagem para
prova, na qual argumentacfes poderiam atingir diversos niveis de rigor, sao
encorajadas de tal forma que a passagem de argumentos baseado em evidéncia
empirica aos argumentos baseados em propriedades matematicas é negociada

gradualmente.

Segundo Balacheff (1988), as provas sédo divididas em duas categorias:
pragmaticas e conceituais. As pragmaéticas utilizam recursos de experimentacao,
como por exemplo, desenhos, envolvendo habilidades de observacao de figuras,
estando os conhecimentos necessarios implicitos no pensamento de quem prova.
As provas conceituais, segundo Balacheff, ndo envolvem experimentacdes, mas
formulacdes de propriedades em questao e as relacfes estabelecidas entre estas

propriedades. Caracterizam-se por seu carater genérico, envolvendo a linguagem,
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nao como um meio de comunicagdo, mas como uma ferramenta para deducdes

l6gicas.

De acordo com Vaz (2004, p.27):

“A passagem das provas pragmaticas para as conceituais envolve
saltos qualitativos no pensamento dos estudantes. E, ainda, segundo
Balacheff (1988), a prova tem caracteristicas hierarquicas dependendo
da qualidade de suas generalizacbes e da conceitualizacdo do

conhecimento envolvido.

O desenvolvimento da prova ocorre por meio da passagem entre suas 4

etapas:

1. Empirismo ingénuo: verificam-se varios casos e entdo se conclui a
validade para todos, aceitando o fato como verdadeiro. Este processo
rudimentar apresenta-se insuficiente, pois ndo é possivel analisar todos
0s exemplos possiveis, mas apresenta-se como uma primeira forma do

processo de generalizacao.

2. Experimento crucial: escolhe-se um exemplo com certas
caracteristicas, com a intengéo de verificar sua validade para este caso

especifico. Caso confirmado, conclui-se seu carater geral.

3. Exemplo genérico: escolhe-se um objeto representativo de uma
classe, ou seja, que possua propriedades caracteristicas e estrutura
representativa desta classe. A partir deste exemplo, tornam-se explicitas
as razbes da verdade de uma assercdo por meio das operacbes ou

transformagdes que representam a classe.

4. Experimento de pensamento: invoca a acdo pela superacdo de
qualquer caso especifico e sua internalizacdo nao envolve situacdes

particulares. As operacBes e relacbes fundamentais de prova séo

17



indicadas, nao por meio de exemplos, mas pelo resultado de seu uso.
Este experimento envolve construgdes cognitivas e linglisticas
complexas. Um tipo particular de experimento de pensamento envolve
célculos nas afirmacdes, que sdo construgdes intelectuais mais ou
menos formalizadas, aparecendo como resultados de célculos
inferenciais, de definicbes ou da explicitacdo de propriedades

caracteristicas.”

Na visdo de Balacheff (1988), as duas primeiras etapas pertencem a
categoria de provas pragmaticas enquanto que, a quarta, marca claramente a
passagem da prova pragmatica a prova conceitual. J& a terceira, exemplo
genérico, € uma etapa intermediaria, ora na categoria de prova pragmatica, ora na
prova conceitual, dependendo de concretizacao efetiva da acdo sobre o exemplo

— ou acédo ainda depende de concretizagdo particular, ou acdo que usa a

concretizacao apenas como suporte para expressar raciocinio generalizador.

Podemos notar, a partir de nosso estudo ou mesmo de nossa experiéncia,
como professor de Matematica, a necessidade de desenvolver atividades nas
escolas no sentido de ajudar nossos alunos a se apropriarem dos processos de
prova, se queremos desenvolver em nossos alunos as competéncias matematicas
no sentido de explicarem e justificarem suas resolucbes, ou seja, que eles
saibam argumentar, demonstrar e provar devemos, entdo, permitir que eles
participem efetivamente deste processo. Isto requer que os alunos sejam
iniciados bem cedo a arte de formular problemas e que |hes tenham sido
proporcionadas oportunidades suficientes para explorar, conjecturar, refutar,

reformular, explicar etc.
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Acreditamos que, se o0 professor ndo esta preparado para trabalhar com
este tipo de atividade, seja por inseguranca, por achar desnecessario ou mesmo
por ndo saber, € o momento de refletir sobre o tema e se preparar para a

realizacdo destes tipos de atividades.

1.1.3 APROVA E OS PCN

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental, ciclo 3 e 4,
estdo em vigor desde 1998 e tém por finalidade fornecer elementos para ampliar
o debate nacional sobre o ensino das diferentes areas do conhecimento. Traz
uma analise e discussdo sobre o papel da Matematica na construcdo da

cidadania e explicitam o papel da Mateméatica no Ensino Fundamental.

No quadro atual do ensino de Matematica no Brasil, os PCN citam, entre
outros obstaculos enfrentados no Brasil, as interpretacdes equivocadas de
concepcOes pedagdgicas, por parte de pesquisadores e professores de
Matematica. Citam, ainda, que sdo poucos os professores que tém iniciativa para
buscar novos conhecimentos e assumirem uma atitude de constante reflexdo, e
que isso pode levar as praticas pedagogicas mais eficientes para ensinar
Matematica. Porém, esse grupo é muito pequeno, 0 que nédo leva a alterar o

quadro desfavoravel que caracteriza o ensino de Matematica no Brasil.

As interpretacbes equivocadas podem prejudicar o processo de ensino e

aprendizagem, tendo em vist-2.16436(e)-4.34154(u)-4085(-4.33117( )-21)-7.49588(,)-2.16558(
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sao utilizados como uma lista de exercicios para aplicar uma técnica ou algoritmo

previamente estudado.

De acordo com os PCN, outra distor¢cao perceptivel refere-se a idéia de
contexto, ao se trabalhar apenas com o que se supde fazer parte do dia-a-dia do
aluno. Embora as situagcdes do cotidiano sejam fundamentais para conferir
significados a muitos conteddos a serem estudados, é importante considerar que
esses significados podem ser explorados em outros contextos com as questdes
internas da propria Matematica e dos problemas histéricos. Caso contrario, muitos
conteudos importantes serdo descartados por serem julgados, sem uma analise
adequada, que nao sao de interesse para os alunos porque ndo fazem parte de

sua realidade ou ndo tém uma aplicacéo pratica imediata.

Os PCN destacam que, ainda hoje, a validacdo do conhecimento
matematico e de seus resultados, na comunidade cientifica, tem sido por meio da
demonstracado formal. Nenhuma verificacdo experimental ou medicdo feita em

objetos fisicos podera, por exemplo, validar matematicamente um teorema.

Entres os objetivos gerais para o ensino fundamental, € importante
destacar que um deles é de levar o aluno a “comunicar-se matematicamente, ou
seja, descrever, representar e apresentar resultados com precisdo e argumentar
sobre suas conjecturas, fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relacdes

entre ela e diferentes representacées matematicas” (Brasil, 1998; p. 48).

Entre os contetdos propostos para o ensino de Matemética no quarto ciclo,

temos um que € importante destacar neste trabalho, “verificar propriedades de

20



triangulos e quadrilateros pelo reconhecimento dos casos de congruéncia de

triangulos” (Brasil, 1998; p. 89).

Nas orientacdes didaticas para terceiro e quarto ciclos, no bloco Espaco e
Forma, os PCN fortalecem a idéia de que “as atividades de geometria sdo muito
propicias para que o professor construa junto com seus alunos um caminho que a
partir de experiéncias concretas leve-os a compreender a importancia e a
necessidade da prova para legitimar as hip6teses levantadas”.(Brasil, 1998; p.
126). Ele deixa clara a necessidade de se trabalhar as diferentes representacoes,
porém é preciso ter muito cuidado, pois apesar da forca de convencimento para
os alunos que, os desenhos, as medi¢cdes e 0s materiais concretos tém com sua
facil visualizacao, néo € valido como prova, mas podem facilitar o processo para

se chegar a uma prova.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio - PCNEM
(Brasil, 1999), entre outras competéncias e habilidades, destacaremos aqui as

mais relevantes para este trabalho:

Exprimir-se oralmente com correcédo e clareza, usando a terminologia

correta.

* Produzir textos adequados para relatar experiéncias, formular duvidas

ou apresentar conclusoes.

* Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e

demonstracoes.

» Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.
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 Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos,

esbocos, fatos conhecidos, relacdes e propriedades.

» Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

» Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo

suas limitacdes e potencialidades.

Ainda, segundo os PCNEM, as finalidades do ensino de Matematica no

nivel médio indicam como objetivos levar o aluno a:

e compreender 0s conceitos, procedimentos e estratégias matematicas
gque permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma

formacao cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matematicos a situacdes diversas,
utilizando-os na interpretacéo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas

atividades cotidianas;

* expressar-se oral, escrita e graficamente em situacbes matematicas e

valorizar a precisao da linguagem e as demonstracées em Matematica.

Na resolucéo de problemas, saber ler € mais do que ter algum dominio da
lingua portuguesa. Neste caso, é necessario também dominar cédigos e
nomenclaturas da linguagem matematica, compreender e interpretar desenhos e
graficos e relaciona-los a linguagem discursiva. O aluno precisa entre outras
habilidades, tomar decisfes, selecionar estratégias, argumentar, se expressar e

fazer registros. Ha problemas que exigem conhecimentos matematicos
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especificos. Sendo assim, ndo podemos restringir 0 ensino de matematica a

situacdes do dia-a-dia.

Segundo os PCNEM+, (Brasil, 2002, p. 123):

“O ensino de Geometria no ensino fundamental estd estruturado para
propiciar uma primeira reflexdo dos alunos através da experimentagdo e de
deducdes informais sobre as propriedades relativas a lados, &ngulos e
diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia e semelhanga de
figuras planas. Para alcancar um maior desenvolvimento do raciocinio légico,
€ necessario que no ensino médio haja um aprofundamento dessas idéias no
sentido de que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o
significado de postulados e teoremas e o valor de uma demonstracdo para

fatos que lhe séo familiares”.

Ao mesmo tempo em que os PCN sugerem que o aluno possa conhecer
um sistema dedutivo, analisando o significado de postulados e teoremas e o valor
de uma demonstragéo, eles também sugerem que ndo se trata da memorizacéo

de um conjunto de postulados e de demonstracoes.

Em andlise sobre o uso do computador, os PCN também trazem que o uso
das tecnologias é um caminho para “fazer Matematica” na sala de aula,
recorrendo as suas diferentes formas, ja que o uso de computadores,
calculadoras e outros recursos podem facilitar a aprendizagem nas diferentes
ciéncias, pois permitem a visualizacdo, a leitura e alteracdo dinamica de

elementos graficos e geométricos, ajudando o aluno a levantar hipdteses e

conjecturas, podendo assim formalizar suas idéias.
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Acreditamos ser importante o uso do computador, portanto, nossa proposta
é trabalhar uma sequéncia onde sera inserido o uso do software de geometria,
Cabri-géometre, por acreditarmos que ele torne o trabalho mais dinamico e,

ainda, que ele possa trazer uma grande contribuicdo ao estudo de provas.

Ha indmeras vantagens na utlizacdo de software de construcdes
geomeétricas sobre a construcdo com régua e papel, um delas € que eles
permitem a transformacao de figuras mantendo suas propriedades que podem ser

mais bem estudadas na geometria dindmica do que no ensino sem computador.

Como pudemos observar, neste capitulo, nem os PCN do Ensino
Fundamental, nem os do Ensino Médio suprimem os estudos de demonstracfes
na formacé&o basica dos alunos. Pelo contrario, sugerem que eles sdo importantes
no desenvolvimento de competéncias e habilidades essenciais para sua
formacdo. Neste trabalho, pretendemos contribuir para a operacionalizacdo das
sugestbes contidas nos documentos. Para tanto, acreditamos que € necessario
um envolvimento no desenvolvimento de sequéncias didaticas que coloquem em

pratica sugestdes de atividades, formuladas por professores e/ou pesquisadores.

Gostariamos de criar uma sequéncia didatica que possibilitasse
desenvolver a capacidade de chegar além de prova pragmatica, mas sabemos
gue isso ndo é uma tarefa facil para professores e para a maioria dos alunos.
Escolhemos para a seqiéncia didatica e como um dos objetos de estudo de

nossa pesquisa o tema quadrilatero.

Para informar o0 processo de elaboracdo na proxima secéo,

apresentaremos algumas definicbes de quadrildteros que marcam o0
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desenvolvimento da Matematica: as definicbes de Euclides, Legendre e
Hadamard. Em seguida, apresentaremos algumas consideracdes sobre o ensino
da geometria, descrevendo o modelo para o ensino de Geometria proposto por
Parsysz (2000). Acreditamos que este modelo € util em possibilitar a passagem
de provas pragmaticas para provas conceituais e por essa razdo este modelo
servirhA como base ao desenvolvimento de nossa sequéncia didatica, a ser

apresentada no Capitulo 2.

1.2 A CLASSIFICACAO DOS QUADRILATEROS E O ENSINO DE

GEOMETRIA
1.2.1 DEFINICOES DOS QUADRILATEROS

De acordo com Bongiovanni (2004), na definicdo 19 do livro I, Euclides
define “figura quadrilatera como aquela contida por quatro linhas retas”. Em
seguida, na definicdo 22, ele apresenta caracterizacdes de alguns quadrilateros

notaveis:

* Quadrado €é uma figura quadriladtera de quatro lados iguais com

angulos retos.

 Oblongo é uma figura quadrilatera com angulos retos, mas que nao

tem quatro lados iguais (retangulo).

« Rombo é uma figura quadrilatera com quatro lados iguais, mas nao

com angulos retos (losango).
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 Rombdide ¢é uma figura quadrilatera que tem lados e angulos opostos
iguais entre si, mas nao tem quatro lados iguais e nem angulos retos

(paralelogramo).

Podemos observar que na classificagcdo proposta por Euclides, cada

26



Na classificacdo de Legendre, notamos que ele inclui quadrados, losangos
e retangulos como sendo também paralelogramos. Representando por um
diagrama de Venn (Fig. 1.2), os conjuntos dos quadrilateros notaveis definidos por

Legendre, temos:

Quadrilateros

Paraleloaramc

S @IOS

Figura 1.2: Classificacdo de Legendre

Mais de 1 (um) século depois da classificacdo de Legendre, em 1898,

Hadamard caracterizava os quadrilateros notaveis de uma maneira mais ampla:

e Quadrado é um gquadrilatero que tem todos os lados iguais e todos 0s

angulos iguais.

 Retangulo é um quadrilatero que tem todos os angulos iguais, e

conseqguentemente retos.

* Losango é um quadrilatero que tem os quatro lados iguais.

» Paralelogramo é o quadrilatero que tem os lados paralelos dois a dois.

As definicdes de Hadamard nos permitem classificar os quadrilateros de

7

outra maneira, e assim, um quadrado € um retangulo ou um losango. Outro
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exemplo, um retangulo, um losango e um quadrado sao paralelogramos. Esta
classificacdo € bem préoxima da que utilizamos atualmente. A representacdo por
meio de um diagrama de Venn (Fig. 1.3), dos conjuntos dos quadrilateros

notaveis definidos por Hadamard, pode ser assim:

Quadrilateros

Paralelogramos

Retangulos Quadradp

Figura 1.3: Classificacao de Hadamard

Na classificagdo mais utilizada atualmente, o trapézio estd definido como
um quadrilatero que possui dois lados paralelos, podemos, entdo, afirmar que
todo paralelogramo também é trapézio. Representando por um diagrama de Venn

(Fig. 4), os conjuntos dos quadrilateros notaveis, temos:

Quadrilateros

Tranézio

Paralelogramos

retangulos Quadrad

Figura 1.4: Classificacao atual
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Observamos, durante os anos de experiéncia no magistério e em
conversas com outros professores que, ao realizarmos atividades de
levantamento de conhecimentos com nossos alunos sobre classificacdo de
quadrilateros, suas concepcoes estdo mais proximas a classificacdo de Euclides
do que a proposta, por exemplo, por Hadamard. Assim, uma meta importante

dessa pesquisa € ajudar os alunos a se apropriarem desta uUltima classificacao.
1.2.2 A classificacao de Bernard Parsysz

Bernard Parsysz (2000) apresenta um modelo para um quadro teorico do
ensino da Geometria, destacando quatro etapas no desenvolvimento do
pensamento geomeétrico que vai de Geometria Nao-axiomatica a Geometria

Axiomatica.

As quatro etapas séo:

« Geometria Concreta (nivel G0O): nesse nivel, parte-se da realidade, os
objetos sdo materializados. As figuras séo identificadas unicamente

pelo seu aspecto geral. E uma geometria ndo-axiomatica

+ Geometria Espaco-Grafica (nivel G1): que é a geometria das
representacfes figurais e graficas; nesse nivel, os objetos sao
bidimensionais como, por exemplo, desenhos produzidos numa folha ou

numa tela de um computador. A justificativa de propriedades é feita pelo
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premissas aceitas pelos alunos de modo intuitivo; os objetos e o
caminho da validacdo sao “localmente” os mesmos que na geometria
axiomatica, mas ndo ha necessidade de explicitar um sistema de

axiomas.

Geometria Axiomatica (nivel G3): nesse nivel, os axiomas sao
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Neste trabalho, estaremos recorrendo aos niveis G1 e G2, ndo temos a
intencdo de considerar o ensino de diferentes sistemas de axiomas, ou ainda, a
comparacao destes. Acreditamos que neste nivel de escolaridade, nossos alunos
ja sejam capazes de explicar e validar suas explicagdes, porém nao queremos

agui exigir que sejam feitas de modo formal.

Nesta pesquisa, pretendemos discutir as classificacdes de quadrilateros
com professores de Matematica. Pretendemos, também, discutir com eles as
diferentes classificacdes possiveis. Para esta parte da pesquisa, estaremos
realizando duas atividades que estdo nas duas primeiras partes da seqiéncia
didatica, na terceira parte, a intencdo € utilizar as definicbes de provas, para
discutirmos sobre a necessidade de se ensinar prova aos alunos do Ensino

Basico.

No Capitulo 2, descreveremos a metodologia da pesquisa: a proposta e o
objetivo da sequéncia didatica, os professores participantes, os procedimentos
relativos a aplicacdo da sequéncia, o plano de trabalho com os professores e,

finalmente, a sequéncia didatica e uma analise a priori.
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Capitulo 2

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, descrevemos as atividades de pesquisa realizadas
juntamente com o grupo de professores que colaborou com nosso estudo. O
objetivo de nossa pesquisa era incentivar entre os professores de Matematica da
mesma escola uma discussao e reflexdo sobre o ensino e aprendizagem de prova
em Geometria. Com este fim, dividiremos as atividades em trés tipos. A primeira
atividade envolveu um levantamento inicial, utilizando itens do questionario do
projeto AProvaME, das concepc¢bes de prova de duas professoras integrantes do
grupo. As outras atividades centraram-se na sequéncia didatica apresentada por

7

nos.

A primeira atividade com a sequiéncia envolveu as professoras em resolver
atividades propostas e na segunda atividade discutimos possiveis adaptacdes,

visando melhorar a sequéncia, adequando-a para utilizacdo na sala de aula.

N&o teremos aqui 0 objetivo de “ensinar’ provas e propriedades dos
quadrilateros aos professores, mas sim apresentar uma seqiéncia de atividades
propostas para abordar as propriedades dos quadrilateros, sendo que, em
algumas delas, deveremos provar tendo em vista cumprir um dos principais

objetivos do ensino de Matematica que € o desenvolvimento do raciocinio logico.
2.1 OS PROFESSORES PARTICIPANTES

Para realizacdo do trabalho foram convidadas para participar, junto com o

professor/pesquisador, duas professoras de Ensino Fundamental e Médio da
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escola publica, as professoras Izabel e Eliane, que prontamente atenderam ao
pedido de trabalhar na realizacdo dessa pesquisa, ambas trabalham em escolas
da cidade Aracariguama/SP. Estas professoras foram escolhidas por ter uma
larga experiéncia no ensino de Matematica e por trabalhar na mesma escola em
que trabalho, facilitando o contato, a troca de informacdo e a realizacdo dos

trabalhos.

Para o desenvolvimento deste projeto adotou-se uma metodologia de
pesquisa-acdo. Mais especificamente, nossa pretensdo era conduzir uma
investigacdo co-generativa, um tipo de pesquisa em que 0s participantes e
pesquisadores co-geram o conhecimento por um processo de comunicacao
colaborativa, (COSTA, 2004). Numa investigacdo co-generativa, 0 objetivo do
estudo € conduzir a uma acéo social, ou a reflexdo sobre a acao social, para que
0s participantes possam construir novos significados pelas suas praticas. Este
tipo de pesquisa trata da diversidade de experiéncias e capacidades dentro de um
grupo local e visa resolver os problemas da vida real no contexto em que esse
grupo esta inserido, nesse caso, 0s problemas associados ao ensino de prova no

contexto escolar dos participantes do grupo.

Tendo em vista o interesse dos professores e dirigentes em uma educacgao
de qualidade, fizemos a solicitagdo de que esta pesquisa fosse realizada na E.E.
“Prof. Humberto Victorazzo”, escola de Ensino Médio, na qual trabalham as
professoras escolhidas e eu. N&o tivemos objecao alguma quanto ao trabalho ser
realizado nesta escola. Uma das professoras trabalha também numa escola

municipal de Ensino Fundamental.
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A professora Eliane leciona ha 7 anos. No ano de 2006, ela trabalhou com
alunos desde a 52 série do Ensino Fundamental até a 32 série do Ensino Médio.
Ela acredita que trabalhos com provas devam ser iniciados a partir da 72 série do
Ensino Fundamental. Eliane acredita ainda, que: “a demonstracdo é fundamental
para uma formacdo mais generalizada e concreta, consolida teoria.”. Em seu
curso de formacdao, foram muito pouco trabalhadas as demonstracdes e, portanto,
nao a auxiliou na tarefa de ensinar Matematica, em especial as demonstracdes. A
preocupacdo do curso era apenas com a aplicacdo cotidiana da Matematica.
Apesar da importancia que ela atribuiu a prova, ela relatou que na pratica
raramente ensina aos alunos, porque teme que eles achem a aula

desinteressante.

A professora Izabel leciona ha 16 anos. Em 2006, ela trabalhou com as trés
séries do Ensino Médio. Ela, também, acredita que trabalhos com provas devam
ser iniciados a partir da 72 série do Ensino Fundamental. Julga importante a prova
para que possa compreender o raciocinio utilizado nas resolucdes de problemas.
O seu curso de formacgéo néo a auxiliou na tarefa de ensinar prova, pois segundo
Izabel - “o curso era parecido com um Ensino Médio um pouco melhorado”. As
vezes, ela ensina demonstracdo a seus alunos, quando sdo mais simples, “pois
os alunos nao estdo habituados e acabam achando que é muito complicado” —

segundo Izabel.

Antes de realizar as atividades da sequéncia didatica, as professoras
responderam a dois itens do questionario trabalhados na fase 1 do projeto
AProvaME (Anexo 2). Estes itens, G1 (questdo 1 de geometria) e Al (questdo 1

de algebra), ambos de multipla escolha, aplicados pelos mestrandos na primeira
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fase do projeto AProvaME a alunos de faixa etaria de 14-16 anos. As questdes
foram respondidas por alguns “alunos” que estavam tentando provar que as duas

afirmacdes sao verdadeiras.

As questdes estdo apresentadas, a seguir, nas Figuras 2.1 e 2.2.
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G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentgardwar que a seguinte afirmacao
é verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internosuhe triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180

Resposta de Amanda Resposta de Dario

Eu recorto os angulos e junto os trés. Eu medi cuidadosamente os angulos de alguns

= — triangulos e fiz uma tabela.
a b c total
& E& 110 34 36 180

95 43 42 180

Eu obtenho uma linha reta que é 180 3 72 73 180

Eu tentei para um tridngulo equilatero e 10 27 143 180

também para um isdsceles e a mesma coisg Em todos eles a soma foi de 180

acontece. Entéo Dario diz que a afirmacao é verdadeira
Entdo Amanda diz que a afirmacao é

verdadeira.

Resposta de Hélia

Eu desenhei trés retas perpendiculares a u
lado do triangulo e medi os angulos. w
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Al: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tedaprovar que a seguinte
afirmacéo é verdadeira:

Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, suitado € sempre par.

Resposta de Artur Resposta de Beth

a € um numero inteiro qualquer 2+2=4 4+2=6
b & um nimero inteiro qualquer 2+4=6 4+4=8
2a e D sdo numeros pares quaisquer 2+6=8 4+6=10

2a+2b=26&+bh)
Entdo Beth diz que a afirmacéo é

Entdo Artur diz que a afirmacéo é verdadeitf. verdadeira.
Resposta de Duda Resposta de Franklin
Numeros pares terminam em 0, 2, 4, 6 ou § . o 0 o0 . 0
Quando vocé soma dois destes, a +
- 00 * " 0

resposta vai ainda terminar em 0, 2, 4, 6 oy 8. —

. 5 5 20 8 8 0 e
Entédo Duda diz que a afirmacao é

) . * * B
verdadeira. * 00

Entéo Franklin diz que a afirmacao é
verdadeira

Resposta de Hanna
8+6=14

8=2x4

6=2x3

14=2x (4 +3)

8+6= X7

Entdo Hanna diz que a afirmacéo é verdadeira.

Figura 2.2: Questdo Al do questionario sobre prova do projeto AProvaME.

Pedimos que as professoras atribuissem uma nota de 0 a 10 para cada um
dos cinco argumentos apresentados como provas para uma afirmacdo em

Geometria e para cinco argumentos apresentados como provas para uma
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afirmacdo em Algebra. Em seguida, solicitamos justificativas para as notas
atribuidas. No Capitulo 3, apresentaremos as respostas das professoras e
compararemos estas respostas com as respostas dos alunos que participaram no

levantamento feito no projeto AProvaME.

Analisando as respostas obtidas, de acordo com a classificacdo de
Balacheff (1988), podemos classifica-las em uma das quatro etapas do

desenvolvimento de prova.

A resposta de Amanda pode ser classificada como experimento crucial,

pois a validade é afirmada por meio de um exemplo especifico.

As repostas de Dario e Beth sdo exemplos de empirismo ingénuo, pois sao

mostrados varios casos e entao se conclui que as afirmacdes sao verdadeiras.

As respostas de Hélia e Hanna podem ser classificadas com um exemplo
geneérico, porque foi escolhido um objeto com as propriedades caracteristicas e
estrutura representativa. A partir do exemplo, tornam-se explicitas as razdes da

verdade por meio das operacdes e transformacdes que representam a classe.

As respostas de Cintia, Edu, Duda e Artur podem ser consideradas como
experimento de pensamento; portanto, sdo exemplos de provas conceituais, pois
nao envolvem situacdes particulares, as operacdes e relagdes fundamentais de
prova ndo sao indicadas por meio de exemplos especificos ou casos particulares,

mas sim pelo resultado de seu uso.

J& a resposta de Franklin, nos d4 uma dupla interpretacdo, pois ela pode

ser classificada como um experimento crucial, se interpretarmos que ele esta
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testando a generalizacdo a partir do exemplo 10 + 8 ou um exemplo genérico, se
levarmos em conta a maneira que ele representou estes numeros, ilustrando a

propriedade de paridade.

2.2 APROPOSTA E OBJETIVO DA SEQUENCIA DIDATICA

Apos as professoras completarem a primeira parte atribuindo notas para os
argumentos apresentados no questionario, comecamos nossas discussdes da
sequéncia didatica. Esta sequéncia propde-se a apresentar aos professores
atividades sobre as propriedades dos quadrilateros notaveis e realizar suas
demonstracoes, para que eles possam analisar e opinar sobre a necessidade de
se trabalhar com este tema no Ensino Fundamental ou Médio. As atividades
apresentam situacdes de ensino que visam analisar os conhecimentos dos

alunos, e entao, dar continuidade aos trabalhos.

O objetivo da sequéncia didatica € focar as propriedades e como prova-las.
Durante a realizacédo das atividades, os professores deverao responder questdes
e analisar sua aplicabilidade e a que séries seria viavel sua aplicacédo. Na terceira
parte da sequéncia didatica, o principal objetivo é a demonstracdo ou prova de
algumas propriedades dos quadrilateros notaveis; portanto, foram propostas
quatro atividades com a utilizacdo do Cabri-géometre, com questdes do tipo
complete, usando palavras importantes numa demonstracdo, como — apenas, as
vezes, sempre etc. — com a tentativa de formar e fortalecer uma cultura de

argumentagao.

Com a sequéncia didatica, que poderéa ser aplicada a alunos, temos a meta

de procurar desenvolver habilidades e competéncias, tais como:
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* Interpretar, analisar, levantar hipoteses e fazer conjecturas sobre

textos matematicos, situagdes-problema, defini¢cdes etc.;

e Produzir textos matematicos;

* Esquematizar demonstracoes;

» Associar diferentes tipos de registros;

» Raciocinar logicamente em situagcdes matematicas.

As atividades propostas na sequéncia didatica foram baseadas no quadro

tedrico do ensino de geometria de Parsysz (2000), quadro citado no Capitulo 1.
2.3 PROCEDIMENTOS RELATIVOS A APLICA@AO DA SEQUENCI A

Para realizagcdo do projeto, concordamos em nos reunirmos uma vez por

semana, por uma hora e trinta minutos, durante 6 semanas.

Na primeira reunido, discutimos quais foram os critérios utilizados nas
pontuacdes dadas as respostas das questdes G1 e Al do questionario. Estes
critérios estdo discutidos mais detalhadamente no Capitulo 3. A seguir, fizemos
uma discussao dos diferentes tipos de provas, descritos por Balacheff (1988) e
que constam do primeiro capitulo, foram introduzidos e discutidos no grupo para
deixar claro que ndo é nosso objetivo trabalhar apenas com a prova formal, tal

como aprendemos nas Universidades na ocasiao da nossa formacao.

No segundo encontro, demos inicio as atividades da sequéncia didatica,

apos a realizacdo da atividade da parte 1, as professoras deveriam relatar quais
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foram suas impressdes sobre a atividade. Para realizacdo desta parte, usamos

apenas um encontro.

Nos proximos encontros, realizamos as atividades das partes 2 e 3.
Sempre apos cada atividade, as professoras deveriam relatar suas impressoes e

sugestdes de alteracdes, se houvesse.

Durante o0s encontros, a postura do pesquisador deveria ser de
observador/participante, deixando que as professoras trabalhassem a vontade de
acordo com suas convic¢cdes. As observacdes e as discussdes realizadas foram
registradas, por gravacao de audio e video, para que se possa fazer uma analise
dos resultados obtidos. Sendo assim, as atividades poderiam sofrer alteraces de
acordo com as sugestdes das professoras, desde que acordadas entre todos que

tais alteracdes trariam subsidios ao ensino e a aprendizagem.

2.4 A SEQUENCIA DIDATICA E ANALISE A PRIORI

Procuramos elaborar uma sequéncia didatica no sentido de criarmos
situacdes que promovessem uma compreensao do conceito e propriedades dos
quadrilateros notaveis, utilizando os niveis de desenvolvimento do pensamento
geomeétrico proposto por Parsysz. Em nosso trabalho, propomos atividades nos
niveis G1 e G2. Os roteiros entregues para as professoras estdo disponiveis no

Anexo 3.

2.4.1 Parte 1

O objetivo da Atividade 1 é classificar os quadrilateros, a partir da

identificagdo de semelhancas e diferengas, trabalhando no nivel G1 de Parsysz.
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Para realizacdo desta atividade, foi dado um quadro com alguns quadrilateros,
onde o aprendiz devera encontrar semelhancas e diferencas entre eles e formar
grupos sem a preocupacao de uma classificacao pré-estabelecida. A seguir, sdo
colocados alguns itens que dao um direcionamento para se chegar a uma
classificagcdo mais criteriosa, separando os quadrilateros que séo retangulos dos

gue nédo sao retangulos e os que sdo losangos dos que ndo sao losangos.

2.4.1.1 ANALISE A PRIORI DA PARTE 1

Na realizacdo desta atividade, espera-se que as professoras pensem em
como os alunos poderiam resolvé-la e como poderdo ajuda-los a concluir as
definicbes sobre os quadrilateros e suas propriedades para agrupa-los

corretamente, de acordo com as definicbes de Hadamard, Figura 2.3.

Quadrilateros

Paralelogramos

Retangulos \ Quadrado

Figura 2.3: Classificacado dos quadrilateros segundo Hadamard

Espera-se, ainda, que as professoras simulem, de acordo com suas
concepcgdes, uma ou mais resolugdes possiveis por parte dos alunos. Segue uma
possivel resolucdo, juntamente com algumas consideracdes que julgamos

importantes.
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A classificacdo dos quadrilateros, a partir de suas semelhancas e
diferencas, depende muito da resolucdo de cada professora. Elas poderéo
sugerir, por exemplo, que essa atividade seja trabalhada com os alunos em
grupos. Se os alunos néo tiverem conhecimentos necessarios a resolucdo da
atividade, é possivel que as professoras sugiram que ao trabalhar essa atividade
com os alunos, seja comentado com eles que esses quadrilateros que foram
pintados (quatro angulos retos) sdo denominados de retangulos. Note que o
importante para dizer se um quadrilatero € ou ndo retangulo, € atentar-se as
medidas dos angulos e ndo as medidas dos lados. Apoés identificarem os
quadrilateros que possuem 0s quatros lados iguais (pintando-os de vermelho),
eles separardo os losangos (quatro lados de medidas iguais) dos nao-losangos
(os quatro lados ndo tém medidas iguais). Uma possivel sugestdo das
professoras podera ser que: ao se trabalhar essas atividades com os alunos, caso
eles ndo saibam o nome desses quadrilateros, informe-os que qualquer
quadrilatero que possua o0s quatro lados de mesma medida € denominado
losango. Uma possivel sugestdo das professoras pode ser a seguinte: ao aplicar
esta atividade, se os alunos apresentarem dificuldades em dispor os quadrilateros
no quadro, oriente-os da seguinte forma: primeiro, peca para que eles separem as
figuras em dois grupos: um composto dos quadrilateros que possuem 0s quatro
angulos retos (os retangulos); segundo, peca que também considerem a medida
dos lados para classificar as figuras, levando em conta a medida dos lados, ou
seja, eles deverdo separar os losangos dos néo losangos. Assim, deverao

agrupar os quadrilateros de modo a satisfazer o quadro dado (Figura 2.4).
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Retangulos N&o retangulos

N&o
losangos ; >- Q i /
A C
G

AN

F

Figura 2.4: Separacéo dos quadrilateros solicitada na Atividade 1.

No final da atividade, as professoras poderdo apresentar respostas
diferentes, pois suas respostas dependem de suas concepgdOes sobre as
definicdes dos quadrilateros. Uma possivel sugestdo das professoras pode ser a
seguinte: ao aplicar essa atividade aos alunos, discuta com eles as propriedades
das figuras que ficam em cada uma das quatro regides, no item anterior, antes de

responder as questdes propostas.

Se a concepcao das professoras for a proposta por Hadamard, elas
possivelmente responderiam que todo retangulo é quadrilatero, que nem todo
quadrilatero é retangulo, como os paralelogramos, 0s losangos e os trapézio que
nao tém os quatro angulos retos; responderiam que 0s quadrados sdo ao mesmo
tempo retangulos e losangos, que os trapézios e os paralelogramos podem nao
ser retangulos e nem losangos. Elas poderiam concluir que todo quadrado é

losango, mas a reciproca nao € verdadeira, pois nem todo losango € quadrado. E,
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entdo, chegar a seguinte definicdo: um quadrado € um quadrilatero que possui

quatro angulos retos e quatro lados congruentes.

Se as professoras tiverem outras concepc¢des sobre a classificagdo dos
quadrilateros, poderiam surgir outras respostas como, por exemplo, dizer que nao
ha quadrilateros que sdo ao mesmo tempo retangulos e losangos, pois quadrados
sao diferentes de losangos, e ainda, poderiam definir que um quadrado € um

quadrilatero que possui quatro lados congruentes.

2.4.2 Parte 2

O objetivo da Atividade 2 € o reconhecimento das propriedades dos
quadrilateros notaveis a partir do software Cabri, trabalhando no nivel G1 de
Parsysz. A Atividade 2 foi dividida em trés fases, para a primeira fase foi solicitado

que, usando o software Cabri-géometre, abrissem um arquivo, com alguns
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Construir € utilizar as propriedades do objeto geométrico para obter a sua
representacdo. A construcdo, quando realizada num software de geometria
dindmica, preserva, quando do deslocamento de um de seus pontos seus pontos,
as propriedades ligadas ao objeto geométrico que representa. Podemos dizer
que, nesse caso, a construcao € um desenho dindmico que ndo perde as suas
propriedades quando do deslocamento de um de seus pontos de base. A
construcdo vai além do simples tracado empirico controlado apenas pela
visualizacdo. A manipulacdo de um representante de um objeto geométrico
construido por um software de geometria dinamica pode contribuir para uma

melhor compreenséo do objeto tedrico.

2.4.2.1 ANALISE A PRIORI DA PARTE 2

Na realizacdo desta atividade, espera-se que as professoras, também,
pensem em como os alunos poderiam resolvé-la e, como utilizar o software de
geometria dinamica, para ajuda-los na construcdio de um conhecimento
esquematizado de definicbes e propriedades dos quadrilateros e, também,

agrupa-los corretamente, de acordo com as definicbes de Hadamard.

Esperavamos que as professoras tivessem algum conhecimento sobre o
Cabri, caso isso ndo ocorresse tinhamos que dar uma atencdo especial a essa
professora, nesse momento ajudando-a a usar as ferramentas necessarias a essa

atividade.

Nos primeiros itens da Atividade 2.1, as professoras somente teriam que

abrir o arquivo onde estavam gravadas previamente as figuras de cinco
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quadrilateros e encontrar as medidas solicitadas. Depois, responder uma série de

questdes envolvendo a identificacdo de diferentes propriedades.

Esperavamos que ao responder o item final desta atividade, as professoras
tivessem concluido, a partir dos itens anteriores, quais sdo as condicdes

necessarias a existéncia de cada quadrilatero proposto no quadro.

Para realizacdo da segunda fase da Atividade 2, foi solicitado que
abrissem, novamente, o arquivo com as figuras e fizessem o que estava pedido
nos itens propostos nesta fase. Movimentar as figuras e responder em que
outro(s) quadrilatero(s) estas figuras poderiam ser transformadas e colocar suas
conclusdes. No final desta fase, ha um item onde € solicitado que se coloquem as

principais caracteristicas dos quadrilateros notaveis.

Com a Atividade 2.2, esperavamos que as professoras concluissem ou
lembrassem que todo quadrado é um retangulo, que todo quadrado € losango,
que todo quadrado, retangulo e losango € um paralelogramo, que todo quadrado,
retangulo, losango é um trapézio, ou seja, todo paralelogramo é um trapézio. Com
relacdo ao item (e), é possivel que as professoras apresentassem mais de uma
resposta a esta questdo, pois quando pedimos as principais caracteristicas, a
resposta fica em aberta, dependendo do que cada uma acredita serem as

principais caracteristicas.

7

Na Atividade 2.3, o objetivo € observar as definicdes de cada um dos
quadrilateros notaveis e relacionar com as conclusdes tiradas nas Atividades 2.1
e 2.2. Para iniciar é dada a definicdo de paralelogramo e a seguir pede-se que

7

complete algumas lacunas, ao completa-las € possivel concluir quais sdo 0s
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quadrilateros que podem ser chamados de paralelogramo. E, assim, € feito
também os demais quadrilateros notaveis. Relendo as definicdes e as conclusdes
apresentadas, € solicitado que respondam as questfes que poderdo ajudar na
classificacdo dos quadrilateros que seréo representados, por meio de diagrama

de Venn.

Esperavamos que, com a Atividade 2.3, as professoras conseguissem
esquematizar as definicbes dos quadrilateros notaveis e que pudessem opinar se
esta € uma boa maneira de ajudar aos alunos a concluirem sobre defini¢cdes pré-
estabelecidas e se ha uma contribuicao significativa do dinamismo do Software ao
levantamento destas definicdes. Esperou que as possibilidades oferecidas pelo
Cabri e particularmente a capacidade de transformar as figuras em desenhos de
diferentes quadrilateros, ajudasse a chegar a conclusées como, por exemplo, um
quadrado é ao mesmo tempo retangulo e losango, porque possui 4 angulos retos
(é retangulo) e 4 lados congruentes (é losango); nem todo losango € um
retangulo, porque ndo possui 4 angulos retos; um quadrado é um paralelogramo,
porque possui dois pares de lados paralelos e que todo paralelogramo é um
trapézio, pois ele tem dois lados paralelos. E, ainda, que conseguissem
representar a classificacdo dos quadrilateros em um Diagrama de Venn, mostrado

na Figura 2.5.
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Quadrilateros

Trapézios

Paralelogramos

retangulosf Quadrados

Figura 2.5: Classificacdo esperada em resposta a Atividade 2.3.

2.4.3 Parte 3

Temos como objetivo nas Atividades 3, 4, 5 e 6, 0 reconhecimento das
propriedades de alguns quadrilateros notaveis, e trabalhar com a prova dessas
propriedades, a partir do software Cabri, trabalhando no nivel G1 e G2 de

Parsysz.

Na Atividade 3, solicitamos a constru¢cao de um trapézio qualquer a partir
de um triangulo qualquer; na atividade 4, a construcdo de um paralelogramo a
partir de um triangulo retédngulo. Para estas construcbes foram dados os
procedimentos. Em cada atividade, foram dados trés itens com lacunas a serem
preenchidas, ver Figura 2.6, que levam a conclusbes que poderdo ajudar no

altimo item, onde séo pedidas as provas das propriedades em questao.
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a) Quando os lados sao paralelos dois a dois, ou seja, o trapézio pode

ser chamado de , 0S angulos consecutivos

suplementares e o0s angulos opostos

(nunca, as vezes ou sempre) sao

Figura 2.6: Exemplo de um item das atividades da Parte 3

Na Atividade 5, foi solicitada a constru¢cdo um paralelogramo e a prova de

que suas diagonais se interceptam no ponto medio.

Na Atividade 6, foi pedido que se construisse um losango a partir de retas
perpendiculares e pontos equidistantes sobre retas, e provar que em qualquer

losango AC € perpendicular a BD.
2.4.3.1 ANALISE A PRIORI DAS ATIVIDADES 3,4,5E 6

Ao realizar esta atividade, esperavamos que as professoras conseguissem
construir as figuras utilizando o Cabri, bem como encontrassem as medidas dos
lados e dos angulos e, em seguida, pudessem completar as lacunas deixadas.
Esperou-se que a partir das figuras e das questdes preenchidas elas fossem
capazes de provar as propriedades solicitadas em cada atividade. E, mais, que
elas pudessem sugerir alteracfes nas atividades, como por exemplo, alterar as

figuras ou os textos das questdes.
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Possiveis solucdes da parte 3

Atividade 3:

A
103.0 ° FrAI
Objetos paralelos
770 ° 103.0 °
B

A D
r L
Objetos ndo paralelo
81.0 ° -3,
B Objetos paralelos C
B c

D

Objetos paralelos C

a)

b)

d)

Fig. 2.7: Construcao do trapézio da Atividade 3

Quando dois lados séo paralelos e os outros dois ndo sdo, os angulos

consecutivos ndo sao dois a dois suplementares.

Quando os lados sao paralelos dois a dois, ou seja, o trapézio pode ser
chamado de paralelogramo , o0s angulos consecutivos séo
suplementares e os angulos opostos sempre (nunca, as vezes ou

sempre) sao congruentes .

Em retas paralelas cortadas por uma reta transversal, os angulos

colaterais internos sao suplementares .

Esperou-se que as professoras usassem as informacdes acima e,
provassem que em paralelogramos o0s angulos opostos séo
congruentes, ou provassem da maneira que achassem mais

conveniente.
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A seguir apresentaremos, nas Figuras 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11, exemplos de
provas pragmaticas e conceituais, para a afirmacéo a ser justificada na Atividade

3.

100.0 *° g§o.0 °

D
Objetos paralelos Objetos paralelos 150.0 ° 30.0 °
go.o ° 1000 ° 150.0 }
C

Objetos paralelos

Objetos paralelos

1200 ° 0
Objetos paralelos
0o -° 120,00 °

Objetos paralelos

Eu testei 3 exemplos e deu certo, em todos eles os angulos opostos sao
congruentes.

Fig. 2.8: Um exemplo de prova do tipo empirismo ingénuo.

Objetos paralelos
b

Objetos paralelos

Eu recortei os angulos de um paralelogramo, e sobreponho os angulos
opostos e verifiquei que eles sdo congruentes.

Fig. 2.9: Um exemplo de prova do tipo experimento crucial.
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28.0 °

B\ Objetos paralelos K

Eu desenhei as retas paralelas cortadas por transversais e medi 0s

angulos.

82°= 82°(angulos alternos internos em retas paral elas)

28°= 28°(angulos alternos internos em retas paral elas)

Como a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a
180° temos que o angulo A é 180°- (82 + 28) = 70° e que o angulo C
é 180°- (82 +28) = 70° Logo Ae  s&o congruentes.

O angulo B € 82°+ 28°= 110 e 0 angulo D € 82°+ 2 8°=110° logo O

angulo B é congruente ao angulo D.

Fig. 2.10: Um exemplo de prova do tipo exemplo genérico.

Hipotese: O quadrilatero ABCD é paralelogramo.

N

Tese: A eB D
Seja 0 quadrilatero ABCD um paralelogramo, entdo AB DC e AD BC.
Se AC é a diagonal do paralelogramo ABCD. Assim temos que:

pelo caso LLL de congruéncia de triangulos que o ABC  ACD, logo o

N A

B D.
Se BD é a diagonal do paralelogramo ABCD. Assim temos que:
pelo caso LLL de semelhanca de triangulos que o ABD BCD, logo o

A

Fig. 2.11: Um exemplo de prova do tipo experimento de pensamento
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Atividade 4:

A Objetos paralelos o
6.46 cm
A D
O
2.43 cm .43 cm
£.90 cm cm Objetos paralelos

B_‘ C

B 6.46 cm C

Fig. 2.12: Construcao do paralelogramo da Atividade 4

a) Quando um paralelogramo tem seus angulos de 90° ele pode ser

chamado de retangulo .

b) No retangulo, suas diagonais sempre (nunca, as vezes ou sempre) sao

congruentes.
c) Em retangulos, lados opostos sédo paralelos e congruentes .

d) Em dois triangulos, quando seus lados correspondentes s&o
congruentes ou quando podemos afirmar que dois de seus lados
correspondentes e o0 angulo entre eles sdo congruentes, os dois

triangulos também s&o congruentes .

e) Neste item, esperou-se que as professoras utilizassem as informacoes
acima e provassem que em retangulos as diagonais sdo sempre

congruentes.

Novamente apresentaremos, nas Figuras 2.13, 2.14, 2.15 e 2.16, exemplos
dos diferentes tipos de provas (segundo Balacheff, 1988) para o problema dado

na Atividade 4:
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Objetos paralelos
A D

.00 c
A Objetos paralelos D
Objetos paralelos
Objetos paralelos
5.00 “emy 7.00 cm <
B c
B c
A Objetos paralelos D
Objetos paralelos
9.00 cm
B C

Eu testei 3 exemplos e deu certo, em todos eles as duas diagonais de cada
retangulo tém as mesmas medidas.

Fig. 2.13: Uma prova do tipo empirismo ingénuo.

A Objetos paralelos D

= 7.00 cm
Objetos paralelos

B c

Eu desenhei dois retangulos do mesmo tamanho, recortei o primeiro
na diagonal AC e o segundo na diagonal BD e encaixei a metade de
um com a metade do outro e verifiquei que eram da mesma medida.

Fig. 2.14: Uma prova do tipo experimento crucial.
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A Objetos paralelos D
9.00 cm

4.00 cm
4.00 cm Objetos paralelos

B 9.00 cm (e

Med (AB) =4 cm e med (AD) =9 cm

Med (CD) =4 cm e med (BC) =9 cm

Méd (A) = méd ( ) = 90°

Entdo o ABD é congruente ao BCD (caso LAL)

Logo, AC é congruente a BD.

Fig. 2.15: Uma prova do tipo exemplo genérico.

Hipdtese: O quadrilatero ABCD é retangulo.
Tese: AC BD
Seja o quadrilatero ABCD um retangulo, entdo AB DC e AD BC;

temos, ainda, que: med( ) =med(D) =90°.
Se AC e BD séao diagonais do retangulo ABCD. Assim, podemos concluir
que, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos que o ABC BCD,

logo a diagonal AC é congruente a diagonal BD.

Fig. 2.16: Uma prova do tipo experimento de pensamento.

Atividade 5:

A D
Objetos paralelos
M
B [%

B Objetos paralelos c

Fig. 2.17: Construcao do paralelogramo da Atividade 5
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Apresentamos em Figura 2.18 a resposta da Atividade 5, com todas

lacunas preenchidas.

ABCD é um paralelogramo AB é paralelo a CD e AB é congruente CD,

BAC é congruente ao D A e ABD é congruente CIADB. (postulado das
paralelas). Logo, pelo caso ALA de congruéncia de triangulos temos,

ABM é congruente ao CDM. Portando AM é congruente ao CM e BM
€ congruente ao DM.

Fig. 2.18: Resposta esperada na Atividade 5

Atividade 6:

D
A 5 M P T Objetos paralelos
i B - i
| sl !
J
4 ? 4 A M C
!
A
\\ // Objetos paralelos

- - B

Fig. 2.19: Construcao do losango da Atividade 6

Agora, apresentamos na Figura 2.20 a resposta da Atividade 6, com todas

as lacunas preenchidas.

Por hip6tese, o quadrilatero ABCD ¢é losango e ABCD é paralelogramo.
Assim, temos que AC BD é ponto médio (M). Pelo caso LLL de
congruéncia de triangulos, temos:

AMB AMD CMB CMD. Logo, os angulos de vértice M sempre

(nunca, as vezes ou sempre) sdo retos. Portanto, AC é perpendicular a
BD.

Fig. 2.20: Resposta esperada na Atividade 6.
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No proximo capitulo, com os resultados obtidos durante a aplicacdo desta
sequéncia, relataremos sobre o desenvolvimento das atividades e as alteracdes
propostas pelas professoras. Acreditamos que esse capitulo sera de grande
importancia a pesquisa, pois mostrard as concepcfes e consideracdes, das

professoras, sobre as propriedades dos quadrilateros e sobre o tema prova.
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Capitulo 3

ANALISE DAS DISCUSSOES NO GRUPO COLABORATIVO

3. Andlise da resolucéo das professoras, suas refle  xdes e alteractes

Nesse capitulo, apresentaremos nossa analise sobre as interacdes das
professoras durante 0s encontros no grupo colaborativo. Apresentaremos as
justificativas que as professoras deram a suas notas atribuidas as respostas dos
dois itens do questionario trabalhados na fase 1 do projeto AProvaME (Anexo 2).
E, em relacdo aos resultados obtidos durante a aplicacdo da sequéncia,
relataremos sobre seu desenvolvimento, a resolucdo, as reflexdes das

professoras e as alteracdes propostas por elas.

Em nossos estudos preliminares, constatamos que ha dificuldade, por
parte de alguns professores e pela maioria dos alunos, em classificar os
quadrilateros de acordo com suas defini¢cdes e, esta dificuldade € maior quando
se trata de provar as propriedades dos quadrilateros. Notamos a necessidade de
desenvolver atividades nas escolas no sentido de ajudar nossos alunos a se
apropriarem dos processos de prova, ja que queremos desenvolver em nossos
alunos as competéncias matematicas no sentido de explicarem e justificarem
suas resolucdes, ou seja, que eles saibam argumentar, demonstrar e provar.
Neste sentido, organizamos uma sequéncia didatica que investisse no estudo dos

temas trabalhados nessa pesquisa.
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3.1 As avaliacdes das provas pelas professoras

Primeiramente, entretanto, consideramos como as professoras avaliam os
diferentes tipos de provas, procurando nestas avaliacbes perceber certos

aspectos de suas crencas e concepcdes sobre provas.

Na analise da questdo G1, ambas lzabel e Eliane escolheram a resposta
de Amanda, como a resposta mais parecida com a resposta que elas dariam. Ao
avaliar cada resposta, elas trabalharam juntas e atribuiram as seguintes
pontuacdes, numa escala de 0 a 10: Amanda 10, Dario 6, Hélia 7, Cintia 8 e Edu

recebeu 5 da Eliane e 6 da Izabel.

As professoras explicaram porque a resposta de Amanda recebeu a nota

10.

“A resolugcéo da Amanda (reproduzida em Figura 3.1) merece nota 10, pois
€ a explicacdo mais facil do aluno entender que a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo é 180° ndo exige muitos conhecimentos para fazer a
generalizagdo, s6 € preciso conhecer angulo raso (180°). E, também, é a
explicacdo mais frequente nos livros didaticos e a mais utlizada pelos

professores, para provar que tal afirmacgéo é verdadeira.”

Resposta de Amanda
Eu recorto os angulos e junto os trés.
vwf
l qﬁll b E
Eu obtenho uma linha reta que é 180

Eu tentei para um tridngulo equilatero e tambéra par isésceles e a mesma coisa aconfa&o
Amanda diz que a afirmacéo é verdadeira.

Figura 3.1: Resposta de Amanda a questdo G1
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A seguir, apresentaremos as notas dadas pelas professoras as outras

respostas da questao G1:

“Demos nota 8 a resolugcdo de Cintia, pois € uma boa maneira de
demonstrar a soma dos angulos internos dos triangulos, mas elas ndo deram a
nota 10, pois acreditam que exige alguns conhecimentos que muitos alunos nao

tém.

Julgamos que a maneira como Hélia mostrou era boa, mas como envolveu
medicdo de angulos, a nossa opinido € que ficaria mais dificil de fazer a
generalizagdo. Além disso, também expressaram aqui a preocupacdo de que o

aluno ainda tem que saber mais teoria que a maneira proposta pela Amanda.

Na resposta de Dario, que recebeu a nota 6, elas discutiram com ele
alguns exemplos, mas que ndo podemos generalizar para todos os demais, pois
ele ndo trouxe nenhuma propriedade, diferentemente, em suas opinides de

Amanda.

Nao gostamos da resposta de Edu, pois achamos estranho ele dizer para
caminhar nos lados de um triangulo e depois usar 360° sem explicar direito de

onde veio esse valor.”.

Pensamos que é por falta de familiaridade com as propriedades

destacadas no seu argumento, que Edu recebeu a nota 5 de Eliane e 6 de Izabel.

Analisando as respostas dadas para os itens da questdo Al, as

professoras escolheram a resposta de Beth, como sendo a mais parecida com a

61



resposta que elas dariam. Ao avaliar cada resposta, elas atribuiram as seguintes

pontuacdes: Artur 7, Beth 10, Duda 8, Franklin 4 e Hanna 5.

Elas argumentaram que a resolucédo de Beth (reproduzida em Figura 3.2)
merece dez pelo fato de ser uma maneira facil de entender o que se pretende

provar, nessa prova com os calculos feitos fica ainda mais facil.

Resposta de Beth

2+2=4 4+2=6
2+4=6 4+4=8
2+6=8 4+6=10
Entdo Beth diz que a afirmacgéo é verdadeira.

Figura 3.2: Resposta de Beth a questao Al

Achamos que é um pouco inconsistente que Dario recebeu nota 6 e Beth
10, sendo que, como Dario, Beth também n&o traz nada de propriedade. Talvez,

na percepcao destas professoras, o calculo seja mais aceitavel na Algebra.

A seguir, vém as justificativas das outras notas dadas pelas professoras as

respostas da questao Al.

“A resposta de Duda também € uma maneira facil, mas faltaram os
calculos, na opinido das professoras, e por esta razdo ndo recebeu a nota

maxima.

Achamos a resposta de Artur a melhor prova apresentada, mas como nao
é de facil entendimento, pois o aluno tem que saber trabalhar com algebra para

entendé-la, assim ndo poderiamos dar a nota maxima para Artur.

A explicacdo de Hanna € um exemplo da prova do Artur, mas ficou
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faltando mais exemplos, por isso demos uma nota menor que a de Beth.

A prova de Franklin compara numeros com pontinhos e os nimeros estédo
relacionados com diversas coisas e ndo apenas com bolinhas. Em nossa opinido,

essa prova seria boa para as séries iniciais do Ensino Fundamental.”

Quando analisamos as notas atribuidas pelas professoras pudemos
observar que elas escolheram provas pragmaticas, aparentemente valorizando
mais 0s argumentos empiricos que 0s conceituais. Entretanto, considerando suas
justificativas, fica evidente que as avaliacbes dadas ndo estavam baseadas no
critério de melhor prova no sentido da prova mais sofisticada. Elas interpretaram o
pedido como uma indicacéo de prova mais proximo do que elas fariam na sala de

aula com seus alunos e ndo necessariamente como elas provariam a afirmativa.

Precisamos, entdo, de certa cautela ao interpretar suas respostas. Nao
seria justo concluir que elas ndo tém nenhuma familiaridade com provas
conceituais, apenas que elas ndo acham estas acessiveis para seus alunos. Além
disso, parece que para seus alunos € importante a presenca de exemplos. Sendo
assim, vimos que sera muito importante a sequéncia didatica para que elas
comecem a refletir sobre o trabalho com provas conceituais, e como poderiamos

leva-lo para a sala de aula.

Nas Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 a seguir, apresentamos as respostas
apresentadas pelos 1998 alunos que participaram da primeira fase do projeto

AProvaME as questdes G1 e Al.

Aos alunos foram pedidos a fazer duas escolhas: primeira, a prova que era
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mais parecida com a que eles dariam se tivessem que resolver a questao, e,
segunda, a prova que na opinido deles receberia a melhor nota de seus

professores.

A Tabela 3.1 mostra as respostas em relacéo a primeira escolha.

Amanda Cintia

463 227

23,8% 11,7%

Tabela 3.1: Distribuicdo das respostas para a justificativa
mais parecida (respostas em branco excluidas).

A Tabela 3.2 mostra as respostas que receberiam a melhor nota de seus

professores.

Tabela 3.2: Distribuicdo das respostas para a justificativa
gue receberia a melhor nota (respostas em branco
excluidas).

Podemos observar que a maioria dos alunos respondeu que faria a prova
parecida com a de Dario, que recebeu das professoras a nota 6. Este tipo de
prova corresponde a do tipo empirismo ingénuo, mostrando que a maioria dos
alunos faria prova pragmatica. A segunda mais popular, entre os alunos, foi a de
Amanda que também é uma prova pragmatica, e foi a que os professores

participantes deram a nota 10, mas € interessante observar que dentre os alunos
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poucos pensaram que seus professores julgariam que este argumento merecia a
melhor nota. A maioria respondeu que eles dariam a maior nota a resolucdo da
Cintia. Parece que os alunos tém uma noc¢ao do que é requerido para uma prova
conceitual, mas também estdo conscientes que eles teriam dificuldades ao

produzi-la.

Em relacédo a questdo Al, novamente, foi pedido aos alunos para fazer as
duas escolhas ja citadas anteriormente. A Tabela 3.3 mostra as respostas em
relacdo a justificativa mais parecida com que eles dariam se tivessem que

resolver a questéo.

Tabela 3.3: Distribuicdo das respostas para a
justificativa mais parecida (respostas em branco
excluidas).

A Tabela 3.4 mostra as respostas dos alunos a questdo em relacdo a

justificativa que receberia a melhor nota de seus professores.

Franklin

78

Tabela 3.4: Distribuicdo das respostas para a
justificativa que receberia a melhor nota (respostas em
branco excluidas).

Nesta questdo, podemos notar que a grande maioria dos alunos faria a
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resolucdo parecida com a de Beth, que neste caso recebeu a nota maxima das
professoras participantes. Porém, a maioria dos alunos acredita que seus
professores dariam a melhor nota a resolucdo de Artur. Os professores
participantes também acreditam que esta resolucdo foi a melhor prova
apresentada. Nesta questao, entdo, parece haver uma concordancia entre alunos
e professores participantes. E um problema claro € que os alunos tém uma
tendéncia de construir provas tipo empirismo ingénuo, mas gostariam talvez, ou

pelo menos valorizam, experimento de pensamento.

3.2 Discusséo sobre a sequéncia didatica

Na sequéncia didatica, optamos por iniciar o trabalho com a classificacao
dos quadrilateros utilizando papel e lapis, ou seja, um trabalho desenvolvido no
nivel G1 de Parsysz, para que ao ser aplicada, permitisse um primeiro contato
com a classificagdo e um reconhecimento das definicbes. Nas trés partes da
sequéncia, a estratégia para o ensino e aprendizado dos temas foi por resolucéo
de problemas. Durante o desenvolvimento das atividades, pudemos discutir as
resolucdes das professoras e, no final da aplicacao das atividades elas opinaram

sobre a aplicabilidade desta sequéncia didatica.

Durante a aplicacdo da sequéncia, observamos que as professoras
estavam tendo uma oportunidade de relembrar a classificagdo dos quadrilateros,
pois ja haviam esquecido, por exemplo, que os paralelogramos também sao
trapézios, de acordo com a definicdo de que trapézio € um quadrilatero que

possui dois lados paralelos.
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Constatamos no decorrer da sequéncia o interesse das professoras em
realizar as atividades, tanto que em varias atividades, elas se anteciparam e as
trouxeram resolvidas de casa. Pudemos notar, ainda, que a sequéncia foi muito
importante para elas devido ao resgate de seus conhecimentos e, mais, de
acordo com o questionario respondido antes da aplicacdo da sequéncia, elas
achavam muito dificil o trabalho com prova, e continuam pensando que é dificil,
porém acreditam também que é necessario, e como diz Izabel “que cabe, entao,

ao professor elaborar atividades que facilitem este aprendizado”.

As discussdes sobre a sequéncia didatica foram feitas com o objetivo de
possibilitar o desenvolvimento de atividades, onde pudéssemos ir além dos
argumentos empiricos, ou seja, chegar além de prova pragmatica, podendo
trabalhar com a prova conceitual. Importante, entdo, verificar como as professoras
lidaram com esta passagem, tanto em termos de seus proprios conhecimentos

matematicos, quanto nas atividades que elas contemplam para seus alunos.

3.3 Analise da resolucéo das professoras, as reflex  des e alteracbes

As repostas das professoras a sequéncia didatica serdo apresentadas, na

integra, no Anexo 3.

3.3.1 Respostas a Atividade 1

A primeira atividade envolveu a identificacdo de semelhancas e diferencas
entre varios quadrildteros (Fig. 3.5), chegando a uma classificagdo de
quadrilateros: retangulos e ndo retdngulos — losangos e ndo losangos. As

professoras completaram a atividade sem dificuldades.
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A professora Izabel separou os quadrilateros em dois grupos. Ela explicou
gque em sua opinidao, esta resposta também seria a de um grande numero de

alunos, como mostra a figura 3.3:

Fig. 3.3: Resposta da professora Izabel ao item b.

A Figura 3.4 mostra como a professora Eliane separou os quadrilateros.

Fig. 3.4: Resposta da professora Eliane ao item b.

Em nossas discussdes sobre estas duas classificacées, o grupo concordou
que das respostas apresentadas pelas duas professoras, a mais proxima ao que

os alunos poderiam apresentar seria a da lzabel e,
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diferentes. As professoras gostaram desta atividade e, acreditam que os alunos,
possivelmente, também gostarédo pelo fato de ter que pintar e recortar, como diz

Eliane “isto torna a aula de Matematica, diferente e menos cansativa”.

o .
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Fig. 3.5: quadrilateros da atividade 1

3.3.2 Respostas as atividades da parte 2

A Atividade 2.1 foi a primeira desta sequéncia didatica realizada com o uso

do software Cabri Géométre (Cabri). As professoras nédo tiveram dificuldades em
utiliza-lo e nem em responder as questbes, que envolviam identificacdes das
propriedades dos quadrilateros. A professora lzabel ja tinha usado este software
em outras atividades, entretanto a professora Eliane ndo tinha muita familiaridade

com o uso do Cabri, mas com um pouco de ajuda no inicio, ela conseguiu realizar
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as atividades sem dificuldades em utilizar as ferramentas necessarias.

Na resolucao desta atividade, houve apenas uma divergéncia ao preencher

o0 quadro das condi¢cdes necessarias dos quadrilateros, como podemos ver nas

Figuras 3.6 e 3.7.

Condi¢cbes necessarias guadrado | Retangulo | paralelogramo |losango | trapézio
Dois lados paralelos X
Diagonais perpendiculares entre si X X

Fig. 3.6: Resposta da Izabel ao item p.

Condicdes necessarias quadrado | Reténgulo | paralelogramo |losango | trapézio
Dois lados paralelos X X X X X
Diagonais perpendiculares entre si X X

Fig. 3.7: Resposta da Eliane ao item p.

A divergéncia nas respostas nos mostrou as diferentes interpretacdes no
que se refere as condi¢cdes necessarias de um quadrilatero. As respostas das

professoras nos levaram a refletir, no grupo, sobre



separadamente cada condicdo, dois lados paralelos é condi¢do suficiente apenas
ao trapézio, jA que para o0s outros quadrilateros em questdo, ela é uma
consequéncia de uma outra condicdo necessaria a eles, dois pares de lados
paralelos. E possivel que Izabel interpretou dois lados paralelos para o significado

de apenas dois lados paralelos, embora ela ndo confirmou esta percepcgao.

Em relacdo a segunda divergéncia, ficou mais facil de chegarmos a um
entendimento. Concordamos que ha retangulos que tém diagonais
perpendiculares, porém sdo casos particulares como, por exemplo, o quadrado,
mas nado é condicdo necessaria de todos os retangulos, prevalecendo a resposta

da professora Eliane.

As professoras sugeriram que fizéssemos alteracdes na apresentacédo do
quadro de figuras (ativ.2.fig), arquivo do Cabri, para ficar mais organizado e
menos “poluido” visualmente (com as anotacbes das medidas solicitadas) e
separar as questdes em dois blocos. O primeiro bloco é referente a medidas dos
lados e dos angulos dos quadrilateros, ja o segundo, a construcdo e medidas de
suas diagonais. E, assim, para o segundo é necessario que seja aberto um novo

arquivo com as mesmas figuras do primeiro.

Vejamos como ficara a Atividade 2.1 com as altera¢cfes solicitadas pelas

professoras:

Na Atividade 2.1, o enunciado esta assim: Usando o software Cabri-
géometre, abra o arquivo ativ.2.fig, e abaixo das figuras, diz, ainda, usando o

arquivo que vocé abriu, faca o que se pede e responda as perguntas. Este
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enunciado devera ficar assim: Usando o software Cabri-géometre, para trabalhar
com as propriedades dos quadrilateros. Devida a divisdo em dois blocos, teremos
que acrescentar, entdo, Atividade 2.1.1, com seguinte comando: Usando o Cabiri,
abra o arquivo ATIV2a e faca 0 que se pede em cada item abaixo. E, ainda, a
Atividade 2.1.2, com este comando: Abra o arquivo ATIV2b e faca o que se pede

em cada item abaixo.

No primeiro bloco, Atividade 2.1.1, serdo inseridas as questfes do Item (a)
ao (i) da Atividade 2.1 e, no segundo bloco, Atividade 2.1.2, as questdes do ltem

() ao (p), da proposta original.

E interessante notar que suas sugestdes poderiam ser classificadas como
organizacional e pedagdgica. Elas ndo sugeriram mudancas no uso, por exemplo,

do termo “necessario” que causou certas dificuldades, pelos menos a lzabel.

A Atividade 2.2 envolveu a classificacdo inclusiva dos quadrilateros, as
professoras nao tiveram dificuldades em utilizar o arquivo com as figuras e chegar
as conclusodes esperadas. Disseram que ficam bem claras questbes como a de
que todo quadrado é retangulo ou que um retangulo € um paralelogramo, entre
outras. Nas respostas ao Item (e), elas descreveram todas as propriedades dos

quadrilateros (Figuras 3.8 e 3.9).
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Fig. 3.9: Resposta da Eliane ao item e da Atividade 2.2.

Ao discutir esta questao, chegamos a conclusdo de que sera melhor limitar
0 numero de caracteristicas a serem respondidas no Item (e) desta atividade, a
sugestdo foi de que pedissemos as caracteristicas dos quadrilateros em relacéo
aos lados e aos angulos, pois estas caracteristicas sdo as utilizadas nas
definicbes dos quadrilateros, como podemos observar na Atividade 2.3, por
exemplo, um retangulo é um quadrilatero com ambos os pares de lados opostos

paralelos e seus angulos sao todos retos.

As professoras acharam a Atividade 2.3 muito importante, pois ela vem
sistematizar o conhecimento construido nas atividades anteriores, deixando os

conceitos mais organizados facilitando, assim, a aprendizagem destes.



Houve respostas diferentes no item perguntado se um losango € um

retangulo (Item b(ii)).

Izabel: E, pois possui as suas caracteristicas.

Eliane: N&o, pois apesar de ter 4 lados e dois pares de lados opostos
paralelos, ndo possui 4 angulos retos, caracteristica fundamental de um

retangulo.

Na discusséo sobre esta diferenca, fica evidente que Izabel respondeu sim
porque € possivel criar losangos que também séao retangulos, ou seja, quadrados.
Assim, ao analisar esta questdo, acreditamos que seria melhor trocar a palavra
(um) por (todo), ou seja, em vez de perguntar “Um losango é um retangulo?”,
mudar para “Todo losango € um retangulo?”, o que pode facilitar o entendimento

para responder a essa questao.

Ao responder o Item (c) desta atividade, as professoras encontraram
dificuldades em representar os conjuntos dos quadrilateros e, acreditam que os
alunos também as terdo, pois eles ndo estdo familiarizados com esta

representacdo na forma de diagrama.

No desenvolvimento das atividades até essa parte, as professoras
disseram que a seqUéncia apresenta um excelente nivel no que se refere aos
conceitos e que proporciona uma construcdo do conhecimento pelo aluno, mas
qgue ha pontos, apesar de poucos, onde o professor precisara intervir, um destes
pontos é o quadro do Item (p) da Atividade 2.1, deixando bem claro ao aluno o

que vem a ser condi¢des necessarias de um quadrilatero. Entdo, embora elas nédo
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tivessem sugerido mudancas no uso de terminologias, as discussfes no grupo
destacou este item como um dos que precisaria de uma atencéo especial durante
suas aulas. Um outro ponto € o Item (c) da Atividade 2.3, pois sera necessario
explicar ao aluno o que € um diagrama de Venn e, por exemplo, como representar

uma interseccgao entre conjuntos.

Nas partes 1 e 2, realizamos atividades no nivel G1 de Parsysz,
observamos que néo houve dificuldades em sua realizacdo, pois até aqui foi
necessario identificar as propriedades dos quadrilateros, mas nado teve a
necessidade de explica-las, ou seja, trabalhamos com uma geometria né&o-
axiomatica. A partir da terceira atividade, tentamos promover uma passagem do
nivel G1 para G2, de modo que ndo haja um abismo entre estes niveis. Mas,
lembramos que no nivel G2 ocorre a concepc¢ado de um esquema da realidade,
nesse momento as definicdes fazem sentido. Os conceitos sdo objetos tedricos e
as demonstracdes dos teoremas sao feitas a partir de premissas aceitas de modo

intuitivo, que podem ser utilizadas em conjunto com técnicas dedutivas.

3.3.3 Respostas as atividades da parte 3

As atividades desta parte envolvem prova, a proposta € que as professoras
construam as figuras e, a partir de um trabalho empirico, consigam construir uma
prova conceitual, porém ndo h& necessidade de relacionar os diferentes sistemas

de axiomas (n&o envolvendo, assim o nivel G3 de Parsysz).

Notamos que ao realizar estas atividades, as professoras utilizaram as

ferramentas do Cabri para confirmar algumas propriedades conhecidas da figura

75



solicitada, e, a partir destas propriedades, provou o que se pedia em cada uma
destas atividades, as provas foram construidas utilizando as ferramentas do
Cabri. Elas procederam da seguinte forma: construiram a figura conforme
solicitado e foram preenchendo as lacunas dos itens das atividades, fazendo as
verificacbes no computador, o que possibilitou a construcdo das provas finais,

Item (d) da atividade 3 e Item (e) da Atividade 4.

Na Atividade 3, as professoras encontraram dificuldades na constru¢do do
trapézio a partir do procedimento sugerido, e entdo, propuseram que fossem

realizadas alteracdes neste. O procedimento estava disposto dessa maneira:

Construa um trapézio qualquer a partir de um triangulo qualquer.

Procedimento: desenhar um tridangulo, uma reta paralela a um dos lados,
um ponto sobre a reta, desenhar outro triangulo com um vértice neste ponto sobre
a reta, um vértice sobre o ponto de intersec¢cao da reta e o primeiro triangulo e um
vértice em outro veértice do primeiro triangulo, de forma que os dois triangulos
formem um quadrilatero e uma de suas diagonais. Desenhar segmentos de reta
sobre os quatro lados da figura. Esconder a reta e os dois triangulos, medir os

angulos do quadrilatero. Perguntar se os lados opostos sao paralelos.

Devendo, entéo, ser alterado para:

Construa um trapézio qualquer a partir de um triangulo qualquer.

Procedimento:

a) Desenhar um triangulo qualquer.
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b) Tracar uma reta paralela a um dos lados que passe pelo vértice oposto

a ele.

c) Desenhar outro triangulo de modo que:

- um vértice ficara sobre a reta (em qualquer ponto);

- um vértice ficard no ponto de interseccao da reta com o primeiro

triangulo;

- 0 terceiro vértice ficara no outro triangulo formando um quadrilatero

com uma de suas diagonais.

d) Desenhar segmentos de reta sobre os lados do quadrilatero.

e) Esconder a reta e os dois triangulos.

f) Medir os angulos do quadrilatero.

g) Perguntar se os lados opostos séo paralelos.

Acreditamos que, assim, os comandos ficam mais claros e organizados,

facilitando a construcao do trapézio e também das figuras das Atividades 4 e 5.

Ao completar as lacunas dos itens propostos, nas Atividades 3 e 4, as
professoras nédo tiveram dificuldades, porém ao responder o Item (d) da Atividade
3 e o Item (e) da Atividade 4 e, ap0Os as reflexbes sobre estes itens, chegamos a
conclusao de que seria um salto muito grande para o aluno, ao ter que escrever a
prova, pois sera a primeira vez na sequéncia didatica que ele terd essa tarefa.

Entdo, concluimos que podera ser melhor se, nestas duas atividades, a prova for
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colocada pelo professor, deixando lacunas para que o aluno possa completar, e

assim, aprender a estruturar uma prova.

Vejamos como as professoras responderam as atividades desta parte 3:

Atividade 3

As respostas das professoras aos trés primeiros itens da Atividade 3, foram

iguais.

a)

b)

Quando dois lados séo paralelos e os outros dois ndo séo, os angulos

consecutivos ndo sao dois a dois suplementares.

Quando os lados séo paralelos dois a dois, ou seja, 0 trapézio pode ser

chamado de paralelogramo, o0s angulos consecutivos sdo

suplementares e o0s angulos opostos sempre (nunca, as vezes ou

sempre) sao iguais.

Em retas paralelas cortadas por uma reta transversal os angulos

colaterais internos sao suplementares.

As respostas ao ultimo item foram diferentes, conforme mostram as Figuras

3.10 e 3.11.

d)

Com as informacdes acima, prove que em paralelogramos os angulos

opostos sdo congruentes.

78



gj‘&.ﬂ:‘k@ Q ,-'p!t},mﬂiﬁl\‘:q‘fm‘ﬂﬁ _,.Q e ' jlw‘?
- Y / _;|
e e AL B

. 1.;]'*-*;:3\.{-:5{}-{\09# :34.; ,l]rj,o_,mhﬂ;%,«m ARc B
N L pemaniu L o0 ARCR.

iy e

P

i
e

Fig. 3.10: Resposta da Izabel ao Item d da Atividade 3

Podemos classificar a resposta de lzabel como um experimento de
pensamento, mas faltou parte da hipotese que ela esta usando, ela nao disse que
AB é congruente a DC e que AD é congruente a BC, talvez por estas
propriedades nao fazerem parte do procedimento de construcdo no Cabri. Ela
observou a congruéncia no préprio desenho construido na tela do computador e

também sabia que esta é uma propriedade dos paralelogramos.
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a+b=180°°e c +d =180°, entdo
a+d=c+d=>a=c,e

a+b=180°e a+d=180° entdo
a+b=a+d=>b=d.

Fig. 3.11: Resposta da Eliane ao Item d da Atividade 3

A professora Eliane fez o desenho em papel para ajuda-la em suas
conclusdes, néo fez nenhuma justificativa, apesar de sua explicacdo. Porém, nao
ha nenhuma propriedade explicativa. Fica dificil de usar, aqui, uma classificacédo
de Balacheff (1988). Talvez ela nao tenha colocado a justificativa, pois estava

usando exatamente as propriedades destacadas nos itens iniciais da atividade.
Atividade 4

Izabel e Eliane deram respostas iguais e corretas aos trés primeiros itens

da Atividade 4.

a) Quando um paralelogramo tem seus angulos de 90° ele pode ser

chamado de retangulo.

b) No retangulo, suas diagonais sempre (nunca, as vezes ou sempre) Sao

congruentes.

c) Em retangulos, lados opostos sao congruentes e paralelos.
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d) Em dois triangulos, quando seus lados correspondentes s&o
congruentes ou quando podemos afirmar que dois de seus lados

correspondentes e o0 angulo entre eles sdo congruentes, os dois

triangulos também s&o congruentes.

As respostas ao Ultimo item foram diferentes, conforme mostram as

Figuras 3.12 e 3.13.

e) Com as informacdes acima, prove que em retangulos as diagonais séo

sempre congruentes.
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Fig. 3.12: Resposta da lzabel ao Item e da Atividade 4



A prova apresentada por lzabel é um exemplo de experimento de
pensamento, ela uso o caso LAL de congruéncia de triangulos, mas novamente

ela ndo coloca que os lados paralelos sdo congruentes dois a dois.
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Fig. 3.13: Resposta da Eliane ao Item e da Atividade 4

A prova apresentada por Eliane, também € um exemplo de experimento de
pensamento, mas também faltam as mesmas da prova da lzabel: ela ndo prova

que os lados AD e BC sao congruentes.
Atividade 5
Resposta da Izabel:

A Atividade 5 foi mais acessivel, ambas preencheram corretamente as

lacunas, Eliane fez o desenho para auxilia-la, Figura 3.14.

ABCD é um paralelogramo AB paralelo CD e AB congruente CD, BAC
congruente D"CA e A”BD congruente C"DB. (postulado das paralelas).
Logo, pelo caso ALA de congruéncia de triangulos temos, ABM

congruente CDM. Portando AM congruente CM e BM congruente DM.
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Fig. 3.14: Desenho apresentado por Eliane na resolucao da Atividade 5

Atividade 6

Resposta da Izabel:

Por hipotese o quadrilatero ABCD € losango e ABCD é paralelogramo.
Assim, temos que AC BD é ponto médio (M). Pelo caso LAL de

congruéncia de triangulos, temos:

AMB AMD CMB CMD. Logo, os angulos de vértice M sempre

(nunca, as vezes ou sempre) sao iguais. Portanto, AC é perpendicular BD.

Resposta da Eliane:

Por hipétese o quadrilatero ABCD € losango e ABCD é paralelogramo.
Assim, temos que AC BD é ponto médio (M). Pelo caso ALA de

congruéncia de triangulos, temos:

AMB AMD CMB CMD. Logo, os angulos de vértice M sempre

(nunca, as vezes ou sempre) sao iguais. Portanto, AC é perpendicular BD.

Olhando as respostas das professoras, fica evidente que ambas
conseguiram utilizar condicdo de congruéncia de tridangulos. Entretanto,

estdvamos esperando que usassem 0 caso LLL, e uma usou o caso ALA e a
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outra usou o caso LAL. Sdo todos corretos, porém seguindo um raciocinio
diferente, mas vejamos que no modelo as justificativas pela congruéncia de
triangulo foram incompletas, e como consequUéncia o raciocinio das professoras

também é completamente justificado.

Nas discussdes depois desta atividade, consideramos que a identificacao
da hipdtese e da tese € um fator que dificultou a redacédo da prova. Isto é um
obstaculo a ser transpassado, por professores, 0 que nos leva a acreditar que ela
seja um obstaculo maior ainda, quando trabalhada com os alunos. Mas,
acreditamos que, se o professor tiver facilidade nesta identificacdo, podera ajudar

seus alunos a superar este obstaculo.

Neste capitulo, apresentamos as respostas das professoras e as reflexdes
do grupo sobre o trabalho com argumentacdo e prova em Geometria, tivemos,
também as justificativas das professoras para as suas notas atribuidas aos itens
do questionario do projeto AProvaME. Durante a resolucdo das atividades da
sequéncia didatica, constatamos que houve algumas dificuldades em tentar
provar as propriedades de alguns quadrilateros. Apresentamos, neste capitulo, as
alteracdes propostas pelo grupo, que constam na sequéncia didatica apresentada

no Anexo 4.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho, conforme citado no Capitulo 2, foi a realizacéo
de um trabalho junto aos professores de Matematica da escola em que leciono,
proporcionando-nos um momento de discussdo e reflexdo sobre o ensino e
aprendizagem de prova em Geometria. Tivemos também como objetivo, a
exploracdo de uma sequéncia didatica que pudesse nos ajudar nas discussoes e

que esta posteriormente possa vir a ser aplicada aos alunos da Educacéo Basica.

Sentimos a falta, no dia-a-dia da escola, de um espaco para discusséao de
temas pertinentes a disciplina, e um fator importante tanto para mim quanto para
as professoras participantes foi esta oportunidade de estarmos juntos, refletindo

sobre nossas concepcgdes e crencgas inerentes ao ensino de Matematica.

Para o desenvolvimento de algumas atividades, utilizamos o ambiente
computacional — Cabri-géometre — onde ao realizar estas atividades, pudessem

ocorrer, de modo indutivo e dedutivo, a prova solicitada em cada uma.

Para alcancar o objetivo proposto, este estudo se deu em varias etapas.
Inicialmente, foram realizadas algumas consideracdes sobre pesquisas anteriores
que discutiram o tema prova, principalmente as consideracdes de Balacheff
(1988) e de De Villiers (2001), sendo que as de Balacheff permeiam todo o
desenvolvimento do trabalho, desde as analises das justificativas apresentadas
nas questbes G1 e Al do questionario do AProvaME, até a resolucdo das
atividades da sequéncia didatica.
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Como o interesse da pesquisa baseia-se na prova e ndo nas propriedades
dos quadrilateros, a analise realizada concentrou-se nas etapas do
desenvolvimento dos diferentes tipos de provas que estdo inseridas em duas
categorias segundo Balacheff (1988), as pragmaticas e as conceituais. As provas
pragmaticas caracterizam-se por seu carater predominantemente indutivo,

enguanto as conceituais por seu carater dedutivo.

Durante a fase de desenvolvimento do trabalho, foi construida uma
sequéncia de atividades, que foi dividida em trés partes, com a finalidade de

induzir a construcdo de provas.

A fase de experimentacdo foi desenvolvida com um grupo colaborativo
(duas professoras da mesma escola em que trabalho). Utilizamos o espaco da
escola, contamos também com acesso aos computadores e a participacado do
professor/pesquisador. A escola citada € publica e de Ensino Médio, em uma
pequena cidade no interior do Estado de S&o Paulo, a maioria de seus alunos &

de classe baixa.

As professoras tinham alguns conhecimentos de informatica, o que facilitou
bastante nosso trabalho, a lzabel ja conhecia o Cabri, e, embora Eliane nao
soubesse como utiliza-lo, bastaram algumas explicacfes e ela conseguiu se sair
muito bem no uso das ferramentas deste software, necessérias as atividades da

sequéncia didatica.

Nesta fase, de experimentacdo, os dados coletados envolveram as

interacdes entre as professoras com as atividades, com o software e suas
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respectivas producles realizadas durante o trabalho. Todas as interacbes das
professoras foram gravadas em audio e suas producdes computacionais e

escritas devidamente arquivadas para analise.

Acreditamos que a metodologia adotada foi importante, pois permitiu que
as professoras participantes vivenciassem dois momentos: no primeiro,
realizaram uma reflexdo sobre os diferentes tipos de provas quando analisaram
os itens do questionario do projeto AProvaME. No segundo momento, resolvendo
uma sequéncia de atividades elaboradas por outra pessoa, sentindo e superando

eventuais duvidas ou dificuldades.

Nosso intuito foi preparar uma sequéncia didatica que favorecesse o
processo de ensino e aprendizagem no trabalho com provas a, ao mesmo tempo,
proporcionasse momentos de reflexdo sobre o tema prova em nossa escola. Logo
no primeiro encontro, quando as professoras tiveram que analisar os itens do
questionario do AProvaME, elas tiveram oportunidade de refletir sobre suas

concepcdes e crencas referentes ao tema.

No conjunto de atividades com o objetivo de construcdo de provas,
observou-se como uma primeira caracteristica das provas construidas pelas
professoras, 0 uso de algumas propriedades levantadas em atividades anteriores,
principalmente, na Atividade 2, o que era esperado, ja que a finalidade de uma
sequéncia didatica é que durante sua resolucdo ela possa subsidiar possiveis

conclusdes e possibilitar novos conhecimentos.

Nas provas construidas, ocorreu a inclusdo de algumas justificativas
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e também a importancia de deixar claro todas as propriedades assumidas na tese
quando apresentamos uma prova. No segundo polo, acreditamos que a
participacdo nas discussfes no grupo chamou a atencdo das possibilidades
associadas com o ensino de prova, o0s tipos de argumentos, podemos esperar de
nossos alunos e os desafios associados com a tentativa de mediar a passagem
de provas pragmaticas para provas conceituais. No entanto, acreditamos que nem
a sequéncia original e nem a sequéncia alterada dara conta de desenvolver todo
conhecimento necessario, a ponto dos alunos escreverem sozinhos uma prova,

principalmente, a prova conceitual.

Mesmo assim, acreditamos que nosso trabalho foi valido, no sentido de
despertar nas professoras a consciéncia da necessidade de se trabalhar com este
tema. E, ainda, proporcionou a elas o aprimoramento de conceitos relativos a

Geometria.

O enfoque que demos sobre o tema prova subsidiou as professoras no
sentido de refletir sobre as diferentes formas de redigir uma prova. E, também,
refletir sobre como organizar e coordenar situacbes de aprendizagem.
Observamos que as professoras desse grupo se deram conta de que néo tém
apresentado aos alunos atividades que |hes permitam vivenciar o tema.
Importante observar que, durante a execucao das atividades, as professoras
preocuparam-se muito com a situacao colocada a seus alunos, ou seja, como

seus alunos resolveriam as atividades propostas.

As professoras tinham certa familiaridade com a Geometria, 0 que facilitou

bastante nossos trabalhos, elas ja tinham conhecimentos sobre as propriedades
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dos quadrilateros notaveis, entdo, nosso enfoque péde ser mais centrado no tema

prova.

Acreditamos que a abordagem seguida pela seqiiéncia didatica nos ajudou
no desenvolvimento de nossas percepc¢des sobre prova, proporcionando-nos um

amadurecimento sobre o tema no sentido de repensarmos 0 ensino da
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Durante a aplicacdo da sequéncia didatica o grupo propds algumas
alteracdes que foram consideradas. Estas alteracdes foram descritas no Capitulo

3 e a sequéncia didatica com as devidas alteracdes € apresentada no Anexo 4.

Frente a algumas dificuldades constatadas no decorrer da aplicacdo dessa
sequéncia didatica, é de nosso interesse continuar os estudos sobre a introducéo
de argumentacéo e prova no ensino de Matematica, procurando aperfeicoar essa

sequéncia didatica.
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ANEXO 1

QUESTIONARIO RESPONDIDO POR ALUNOS NA FASE 1 DO

PROJETO APROVAME
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Al: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tesigorovar que a seguinte
afirmacéo é verdadeira:

Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, sritado € sempre par.

Resposta de Artur Resposta de Beth
a € um numero inteiro qualquer 2+2=4 4+2=6
b & um nimero inteiro qualquer 2+4=6 4+4=8
2a e D sdo numeros pares quaisquer 2+6=8 4+6=10
2a+2b=26&+bh)
Entdo Beth diz que a afirmacéo é

Entdo Artur diz que a afirmacéo é verdadeitf. verdadeira.
Resposta de Duda Resposta de Franklin
NuUmeros pares terminam em 0, 2, 4, 6 ou § . & 8 "W . * +
Quando vocé soma dois destes, a +

- o 00 . & @

resposta vai ainda terminar em 0, 2,[l4, —

6 ou 8. * & S E 0 B e W

Entdo Franklin diz que a afirmacéo é

Entédo Duda diz que a afirmacao é verdadeira

verdadeira.

Resposta de Hanna
8+6=14

8=2x4

6=2x3
14=2x (4 +3)
8+6= X7

Entdo Hanna diz que a afirmacéo é verdadeira

Das respostas acima, escolha uma que é a maisdaacem a resposta que vocé daria se
tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a quabheba que seu professor daria a melhor
nota.
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A afirmacéo é:
Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, suitado € sempre patr.

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NGED

Mostra que a afirmacdo ¢ Mostraapenasque a
sempreverdadeira. afirmacéo é verdadeira p3
alguns nameros pares.
Sim Né&o Nao sei Sim Nao Nao sei
Resposta de Artur
Resposta de Beth: Sim Né&o N&o sei Sim Nao N&o sei
Resposta de Duda: Sim Né&o N&o sei Sim Nao N&o sei
Resposta de Franklin: Sim Né&o N&o sei Sim N&o N&o sei
Resposta de Hanna:
Sim Nao Nao sei Sim Nao Nao sei

A2. Suponha que ja foi provado que:
Quando vocé soma dois numeros pares quaisquer, suitado € sempre patr.
Zé pergunta o que precisa ser feito para provar que

Quando vocé soma dois numeros pares maiores que i®8ultado € sempre par.

Escolha A ou B:

(A) Zé néo precisa fazer nada, pois a afirmacao jartniada.

(B) Zé precisa construir uma nova prova.
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A3. A afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando se soma dois numeros impares quaisquer, ctdtado é sempre par.

Justifiqgue sua resposta.

A4. A afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma um multiplo de trés qualquer comm multiplo de seis
gualquer, o resultado é sempre um multiplo de trés.

Justifique sua resposta.
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A5: Sabendo que:

4! significa4x3x2x1
5!'significa5x4x3x2x1
Responda:

a) 5! é um numero par?

Justifique

b) O que significa8! ?

c) 8!é um mudltiplo de 21 ?

Justifique

d) 62!é um multiplo de 37 ?

Justifique

e) Pedro calculo23!
Sem calcular, determine o ultimo algarismo do taslol encontrado por Pedro.

Justifique
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G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentgrdear que a seguinte afirmacao

é verdadeira;

Quando vocé soma as medidas dos angulos internas tigangulo qualquer,

o resultado é sempre 180

Resposta de Amanda

Eu recorto os angulos e junto os trés.
vwf
l qﬁll b E

Eu obtenho uma linha reta que é 180
Eu tentei para um tridngulo equilatero e tambénj
para um isésceles e a mesma coisa acontece.
Entdo Amanda diz que a afirmacéo é verdadeird.

Resposta de Dario

Eu medi cuidadosamente os angulos de alguns
tridngulos e fiz uma tabela.

a b c total
110 34 36 180
95 43 42 180
35 72 73 180

10 27 143 180
Em todos eles a soma foi de 180
Entéo Dario diz que a afirmacao é verdadeira

Resposta de Hélia

Eu desenhei trés retas perpendiculares a um lago
do triangulo e medi os angulos.

(90— 28)+28 + 42 + (90 — 42)=180
Entdo Hélia diz que a afirmacéo €é verdadeira

Resposta de Cintia

Eu desenhei uma reta paralela a base do tridngulo:

Afirmacdes Justificativa
P=Siiiieiieeeeeeiinnns Angulos alternos intesno
entre duas paralelas séo iguais.
VI ST Angulos alternos imies
entre duas paralelas séo iguais.
p+qg+r=180.......... Angulos numa linha reta.
Os+t+r=18C

Entéo Cintia diz que a afirmagéo é verdadeira.

Resposta de Edu

Se vocé caminhar por toda volta sobre a linhaiéodulo e
terminar olhando o caminho por onde comecou, vocé d
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A afirmacéo é:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos tigdngulo qualquer,

o resultado é sempre 180

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NGED

Mostra que a afirmacao ¢
sempreverdadeira.

»Mostraapenasque a
afirmacao é verdadeira p4d
alguns triangulos..

Resposta de Amanda

Resposta de Dario
Resposta de Hélia
Resposta de Cintia

Resposta de Edu

Sim Néao N&o sei
Sim Néao Nao sei
Sim Néao Nao sei
Sim Néao Nao sei
Sim Néao Nao sei

Sim

Sim

Sim

Sim

Sim

N&o sei

Nao sei

Nao sei

Nao sei

Nao sei

G2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma as medidas dos angulos inteenas driangulo qualquer,

o resultado é sempre 180

Zeca pergunta o que precisa ser feito para praar g

Quando vocé soma as medidas dos angulos interngs tlgangulo retangulo qualquer, o

resultado é sempre 180

Escolha A ou B:

(A) Zeca néo precisa fazer nada, pois a afirmacao jadvada.

(B) Zeca precisa construir uma nova demonstracao.
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G3. A afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa? Jusgfgua resposta.

Quando se soma o0s angulos internos de um quadriladequalquer,
o resultado é sempre 360
Minha resposta:

G4: Dobre uma folha de papel, conforme o esquema ab@ixter o valor de x.

Justifiqgue sua resposta.
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G5: A e B séo dois quadrados idénticos. Um vérticewhalcpdo B esté localizado no
centro do quadrado A.

Qual fracdo da area do quadrado A esta cobertagpeldrado B?

Justifique sua resposta
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G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentando provar que a seguinte afirmagio é verdadeira;
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Al: Artur, Beth, Duda, Franklin € Hanna estavam tentando provar que a seguinte afirmagdo é verdadeira:

Quando voci soma dois niimeres pares quaisquer, o resultado & sempre par.

Resposk e Arture : Resposta de Betl

a & wn nilkens inkcirg qualquer 1+2=4 4432=8

b & nmn nnETHO infeieo qualquer 1+4=06 4+4=H

Zor e 2b &h0 MAMCros pares quAlsquer 2+a-% 4ta=10
| 2a+lb=2{a+ k)
Entdo Motk odiz e o afirmeagdo ¢
| Fnidte Aerur iz que a qfivmogddn f verdadeirg verrdauerra.
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PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAQO PAULO

Programa de Estudos Pos Graduacio em Educacio Matematica

Questionario

Cara Professor

Esta questiondrio tem por objetive fornecer subsidios para a compreens3o do processo
ensinofaprendizagem da matematica, mais especificamente, estudar o tema argumentacio &
prova.

Estamos preccupados com & gualidade do ensing, por isso acreditamos que suas
respostas poderfio nos ajudar a pensar em melhorias para o processo de ensino-
aprendizagem,

1} Idade {em anos completos): 3

2} Tampao

fomraietirs: ol
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(1: Amanda, Daric Hélia, Cintia € Edu estavam tentando provar que a sepuinte afirmacio € verdadeira:
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Al: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte afirmaciio ¢ verdadeira:

Quando voct soma dois nimeros pares quaisquer, o resaltado é sempre par.

Rspeasta ol Ariar Besposts de Beth

& wan rummero indeive queHqeer 2+2=4 4+2=4
& & win nomenn intcire qualgucr 244=0G 4+4=2
Zor g 24 530 MieTE pArcs qUAisqor 246=8% 4+6=H0

Iy tth =2 (a+ by
Enifto eth iz gue o afirmacdn &

Linldo Arvtur diz que a afirmugpdo & verdadeira verdeadein,
| Resposta de Duda : | Resposta de Franklin
%_M’:mmmmrﬁtﬁmimmwﬂ.l#,ﬁuus. | - & » 88 . & & &

- Quando vood soma dois destes. a , . + PP,

resposia vai ainda terminar em 0, 2, 4, -

6 ouB. NN T EE

* 2 e B 8N
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ANEXO 3

RESOLUCAO DA SEQUENCIA DIDATICA PELAS DUAS

PROFESSORAS
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Parte 1

Segidncia Diddatica

Objetive da atividade 1: Classificar quadrilateros, a partir da identificacdo de semelhancas e
diferengas, rabalbando no mvel GO de Parsysz

Atividade 1t

a) Analise cada um dos quadrilaieros abaixo e encontre semelhangas ¢ diferengas eotre
cles, A soyuir, separc-os formando grupos

AS

'*L!r """'l;"v"\'-m.'\"rﬁ.l'_l .?,.\J\.

Iﬂ- r.-\_\_d'-r"'-l -"-'V'“.-\.-“\.:-" v de r“'—ll:Uﬂ
g8 letras correspondentes 4s figurss. O nomero de grupos gue vocd ird formar vai depender do
critério gue voceé utilizou.

%z’:ﬂnuﬂ;ﬂﬁmu;. 'f;.cd.f,.l ML Yy LUJ_.,H ! datlg= ..fmmn- Al s 5 e elacn o dss
e

[ oz 1B
by Conatrua tabela e escre'.-u 05 grupos que voed formen, colocando dentrd de cada um
1 SR F

A Yodios doiin Loyants nh,

fa=

Tt

-T..-..».{J.JG- Q.HW adiry e e A:ﬂ-'-'lx"\u)\b: ta 490
= A ] =
1= . 1_ 19 "i_, L= {'—_',
L - = . ] Cs i ™
5 G, D A e AT b U T e e b
E— i i | BRe JI| s lI_ |
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¢) Pinte de azul os lados dos guadrlaleros que 1ém os quatre dngulos retos. Qual o

nome desses quadrilateros”?

B il » .
e b W ueed. g mud f_:-._n-u:;Ju.'m""-'

d) Verifique quais dos poligonos t8m os quetro lados de medidas iguais. Pinte o

S .1 .
. ) |

Y T

'-."‘.-.ﬂ.\-\._' £
[ e
e R

AN U T T
S
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o) Responda a5 seguinkes guesides:

1 Tocle retinpulo e quadnlatero’?

.- I,
..'r.J %-'_ E.‘;L,I_M - .

2% Todo quadrilatern € retdngulo?

_.._I . . _..T " Fa._.l
AT A AT AT

3 Ha quadrilateros que ndo sdo retangulos?

-
WL i LA,
| "

4" Ha quadrilateros que s&0 a0 mesmo tempo retangulos e losangos?

Il'f_l_'__1|1l"| 2 un

Y

3") Ha quadriliteros que nido sdo retdngulos ¢ nem losangos?
I'i
Tl . o | .,
LES = [ L e

&") Todo quadrade & losango?

t b
AT o M S %
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Farte 2

Objetivo da atividade 2: Reconhecimento das propriedades dos quadriliteros notaveis a
partir do soliware Cabri, trabalhando no nivel G1 de Parsyse

Atividade 2.1: Usando o software Cabri-gboméire, abra o arquivo ativ 2 fig

Y <2 =3
yia 1 —
T : ™ rd Ly 7
a5 1 | / f
— — I F
- I y K
55 g {
Lr I|I ]
el . |‘-|' L N L
II- II".‘I"-I 1 r'|..?_-1 | re:. ]1 _.I"l (i J_.l"._"l_ll-.:a".
S . _,-" ¢
.1:: Y I', I". | | ;’ . i
L - . Ll
1 11T g
5 18! A o] A 7
! —
7 Y . TR ¢ =49y
A
e
N L™
- k f &
2 '-_i"_l__.a- A » =
= s "1] ft i s
___.-" "'x'?Jli.l\. k 5k . N
% g -’ Wt
B L | :'E..- “ ¥ M,
" ) ! 5 M,
o P :
! ".‘_ |‘-\I 1 o E:" [
1 E . "
1 ol -~ i T i
Lol UL RN - ey
1 Y -y - i
LA | F a8 L
1{’-\'\,.-"' b
N
L
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Usando o arquivo que vocé abriv, faga o que se pede ¢ respondas &s perguntas
a) Encontre as medidas dos lados de cada um dos quadrilateros.

b)) Quais Gguras 1ém os quatro lados congruentes?

A, D

') L
> 1

¢} Ouais figuras tém lados opostos paralelos congruentes?
P A4
PR S

d} Ouais figuras tém dois lados paralelos?

|
Tl |

[

il e S S
1 i

¢) Quais figuras 18m dois pares de lados paralelos?
r : ik g v

f) Encontre as medidas dos dngulos de cada um dos quadrilateros.

2 Quais fguras tém 4 dngulos retos?
|'-\.I -
s B2

by Cuais figuras tém o soma dos dngulos intemos igual a 36057
—Fh}{u':

i), Ouais fieuras tém dngulos consecutivos quaisouer
= r_:;.;"\- g D e R A P ey, st T -
g e T I e e R T

£

sunlementares?

a4 ek ..'\t:_-.i-: -
-

T, DA
L R

N
- et

v
-

I T Ll
e T e e g
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Atividade 2.2: Abra. novamenie, o argquivo ativ 2 fig,

—

I
r
P &
3 i
7 ¢
§ ; &
r £
3 ||I I, b
[} .
E o I'
1 _:-Iull ] &
! e — S, 5 —— —emmmd
e
) B .
fal
&
" -
e - \.I » ) 1
_ . i .
- | N
_-; .L\ [}
- * ! 1
B Y ! L]
: 3 / \
r_' W " § "
N, ) ",
LY Fi -\.__
™, ._.;' H] bl
ks o 1
. -
3 -
Nk"-\,, - E
-

a) Movimente a figura B ¢ responda; em que ouro(s) quadrilatero{s) o reltingulo
pode ser transformado? O gue vocé conclui?

o

O o o
L
o 4

§om Tt Tt el P — e
e L W R T

=

e
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¢b D acordo com as anotaghes feitas na tabela da atividade 2.a item p, responda as

principais caracteristicas dos quadrlateros:

= 0 quadrado tem; Y chd-fr"l E.MM,-"IM Lﬁlc'j-&‘i u‘:-."u‘i‘th TNM_

(-Ilﬂa.“a J'x;,,.J- i f'iw-"JJ..‘::- I}'ﬂﬂ.-f*-.—'—d_-ﬁ L s 2failors nillie | MU A

_Ilr(|_|._l J| E%jﬁéﬁ,u’._i—"' TS "]-l"_l -.’_fl_.n._:_, 1.'-.- 1 L-.-.‘-.:.-_L.-'--t'-' 1 Ly -.-'..J. [

i
4 &) M | i ) P .r"' 11

'l"'; } l!'-'l"-rlh 1Ay -l‘.'-.i-'-x.-u-h.l'l ] '-'-.-1'5‘:.'.}-&."-)\'._»\_!"-\.::-" J.'&-'.r.l..-k-':n-"'l': bl -.:!....I.._.I.-_L-."-*P-LL" t il
» i 1 -q.x&.ﬂ'._...__,_-._;_k__, Lol Td £ R SR ) u-'l i r—j-tp'nq

L -"Ii'ﬁ'"-']' PR St .:'t.l. . ﬁ"'-" i j 1 by Ll‘l-r': "r-‘l-l--\.-{.l:r'\-_l,,:- ; -'\l'-'l.-"..-l — -l'l"
b b L ; - J.! Ny - : = :

oy, B o tmdls o digao .:.:‘L.’.ﬁfi,.---1 L

= o retiimgulo tem:

] 1.~ i 5

. — 1 . L

WD emshon o ALY e AL (3 Ajedemd 4. bl -
£ 7 o : -

Lrnamil & Tt R v At ¥

et

T T
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Atividade 2.3; Sistematizando as definicies

2} Vamos observar as definigies de cada um dos quadrilateros e relacionar ¢com a8

conclusdes tiradas nas alividades 21 e 2.2,

"Um paralelogramo ¢ wm quadrilaters com ambos os paves de lados oposios

paralelos.”

DDe acordo com 4 definicio acima, um paralelogramo possui as  sepuintes
caracteristicas

i} € um quadrilatero, isto & possui | lados

i} possui dols pares du EQ,JJF___ GPOSIOG.

iii) lados paralelos. colocando duas réguas sobre os lados opostos, vocé verificard gue

eles nio se cruzam, mesmo que o tamanho da régua seja prolongado.

Através dessa definigio e de acordo com as conclusiies firadas, quals os quadriliteros

rue sio paralelogramos, Isto & (ue possuam essas caracteristicas?

b

R Lt}

Qarde o Teldueuaio g MG TG
"Lim losango & wm pavalelograme cigjos lodos sdo todos congrieiies.”

i"ela definican, temos uue wm losingo posse a5 sepuintes caraclerisiivas

i1 é um paralelogramo, isto ¢, possui lodas as caracteristicas citadas anteriormenie
possul 4 lados ¢ ambos 0z pares de lados epostos paralelos.

i1} todos o8 lados s80 _CopoaTlibe iy

Sk i) Os quadrilileros que s3o losangos, pois possuem essas caracteristicas sdo:

1 )

1 el -
it T W LT OWLT iy ]

“Uim retdngnlo é ww paralelogrome oujos drendos sdo todos retos.”

Agora € sua vez. Pela delinigio lemos que wm retingulo possui as seuinies

caracteristicas:
i1 & um paralelogramo. pois oo & = do lade gpetles poss.-
i) todos os dngulos slio relos, pois oo faols ot Tiors ads unptaed toboss

i) Quals 08 quadrildteros que sdo retingulos?
|

B

1
-{_f' s ‘:-\-l-l.:‘*:-"UE,- A .
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"Ll guadrade & um retdagilo cujos lados sdo fodos congrienies.”
Por definicio, um quadradc: possii as seguintes caracterishicas: i

1) & um retingulo, pois: .,rrr-";;“: T g,m:f,,th ST ulva

- T
AVEFLECU s

.J.,
i) ledos o5 lados s3o congruentes: ,.i'_;:_J._ ~ Tama Oo L ALaaiasi
iii} Qudis os quadriliteros gue Sﬁi} qmdmdm !

o i 4 AL 9 e,

b) Relendo as definiglies e as conclusdes que voceé tirou até agqui. responda ds seguintes

fueslies:
1} Um gquadrado ¢ a0 mesmo lempo reldngulo e losango™ Por qué?

|__ [ ] f
..LL 1 '-'w;,L i FLYHAL PR OO |-_..rll e B

+
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c} Represente abaixo, por um diagrama de Venn, os conpuntos dos quadnlateres

notdvels.

4 -

— e y
: T . —
— i e fp s [,'f_'.‘-f.?.fn;‘- s

. Taenps,n

. = . . ot R P P -
£ - — . e it = -
N "'_ = CR e = [T, L T e 5 = =
L 3 — BT b e o T SR . N 3 &
P el gy 7 e T —= P
e P :

I e R o, DA e e et I B e S R et e
Frzmm. = T o R T T Ao A - s i RTa i e
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Parie 3

Objetivo das atividades 3, 4, 5 ¢ 6: Reconhecimento das propriedades de alguns
guadriliteros notdves a partir do software Cabri, trabalhando no nivel Gl ¢ G2 de Parsyss

Atividade J: Pede-se:
Construa um trapéso qualguer a partir de um tridngulo qualgquer.

Procedimento: desenhar um trifingulo, uma reta paralela a um dos lados, um ponto

e tnle. o) LG54, éﬁ‘ LL%AE‘E— O0NR ST

TR m et

= i =
.'-if-i-:,.wa;:h# ""—E"’:f R

Skred

e T s
mﬂu—
1!' H'q.,
ﬂ%“«.’ A
-'\.;-""I
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d) Em dois tridngulos quando scus lados correspondente sio A0 ladon M on

= ' - o
i R e T S L L L LS Ll N
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Alcandode 2

. .&ﬁr'—s_. IESLE LY ¥y
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Segiiéncia Diddtica

Farte 1

Objetive da atividade 1 Classificar guadnilateros, a partir da identificacio de semethangas e

diferengas, wabathando noe nivel GO de Parsysz.
Atividade 1:

a) Analise cada um dos quadrilateros abaixo e encontre semelthangas ¢ diferengas enre

eles, A seguir, separe-os formando grupos.

AN

o

P

by Construa tabela e escreva os pripos que vocé Trmow, colocando dentro de cada um
as letras correspondentes a5 figuras. O numero de grupes que vocé ird formar vai depender do

critério gue vocé urilizow.

136



Atividack L

(0 hodlse dhs cemeBomias e dfringds @03 ﬁ(ﬁ;f#‘lﬁf‘;‘l‘;—"rﬁﬁj
o eme JE'MF'ELﬁ :
- Jodks 4s .,é'?ym:. eSS sz Arq.gﬁﬁ; |
~ Tocthas ';ggca.ﬁcr,d?m jﬂf’r{; ptn o5 | !_zév' .rf'E’_.,-x:f‘o{i's }wﬂ.ﬁféjﬂw& ﬁl&fﬂd?am}{asj
# @']f';.—enf.;;s;

~- Nem fodes as

z{?mrf_}}qg-_.:,mﬂ ,;%.ﬁ:t{,.ﬁﬁj rﬂ'l‘&:i}.
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¢ Pinte de azul oz lados dos quadriliteros que tém os quatro dngulos retos. Qual o

nome desses quadrilateros”

feJr&an%n,'!s;: AB.Ee &

dy Venfigue quais dos poligonos @m o8 quatro lados de medidas iguais. Pinte o

interior desses quadrilteros de vermelho. Qual o nome desses quadrilateros?

Lﬂjmﬁ@& BE,Hel

¢) Escreva as letras dos quadnlateros que ndo foram pintados nenhuma vez?

o, Pe F
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1 Recorte as fguras © as disponha convenigiemeante no quadro abaivo. Diseuts com

' S T T B e R e o — D -
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wh Responda as seguinies questies:

1%} Todo retingulo ¢ quadnlatera?

= .
M‘. - —_ L ———

2* Todo guadrilatern e retangulo?

...... Nig. . B

3% Ha gquadrilateros que nio sdo retingulos”

Sipm (losargas). | N -

U

4% 1Ti quadrilateros que 530 30 mesmo fempao retangulos ¢ losangos?

5) Ha quadrilateros gue nio sdo retdngulos e nem losangos?
"f H ¥
= Iﬂmﬁflfﬁi}
_ S (cDe ¥/ e . L oanc B

&' Tedo quadrado € losanpa?
Sen,

) Tode losangn € quadrado?

8% () que é um quadrado?

'ﬁfﬁwﬂ WE}W_W&_&{W& refos E..:?u;f:ﬁ'_fmﬁs_dt

el els e & RO
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Parte 2

Objetive da atividade 2: Reconhecimento das propriedades dos quadnliteros notivels a

partir do software Cabn, trabalhando no nivel G de Parsysz.

Atividade 2.1: Usando o soflware Cabri-péomeétre, abra o arquivo ativ 2 fig.

- J‘—_’l.. '-_ .
= i ™
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Usando o arquive que vood abriu, faga o que se pede e respondas ds pergunlas:
a) Encontre as medidas dos lados de cada um dos quadrilateros.

) Quais liguras tém os quatro lados congruentes?

A e

<) Quais figuras tém lados opostos paralélos congruentes”
AR, CeD

d) Quais fipuras tém dois lados paralelos?
AB C,DekE.

e) Quais figuras 1ém dois pares de lados paralelos?
F-"'| Fi EI '\-'-—-ﬂ E ‘-:Ij'

I} Fncontre as medidas dos dngulos de cada um dos quadriliteros.

2] Cmuais figuras tém 4 dngulos retos?

AeB.
) Omais figuras tém a soma dos dngulos intermos igual a 360°7
AB,C De E (Topas).
it Quais figuras tém angulos conseculivos quaisquer suplementares”
J'-ll |E' J L = .
i1 Trace as diagonais de cada um dos quadriliteros, determine suas medidas e dos

angulos formados por ¢las.

K} Quais figuras apresentam suas duas diagonais congruentes enire si7
Ae BE.

13 Em guais figuras as diagenais sfo perpendiculares entre si7
A e D.
m} Em guais figuras as diagonais se interceptam no ponto médio?
.l‘llll.llﬁ_]'f- L= "’:I"l,
n)} Em quais figuras uma diagonal divide a fipura em deis iridingulos congruentes?
AB,C D
o) Em quais figuras as diagonais dividem a figura em dois pares de tniangulos
congruenies”?

A B, CeD.
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p} Observe o quadro fornecido Para preenché-lo vocé devera recorrer A% BOOLAGDGS

feitas nos desenhos.

Tk e
b, e e R T T Sl

o b e
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Atividade 2.2: Abra, novamente, o arguivo ativ 2.lg,

— =
= — - J
g /
7 i /
v i ¢ 4
h ! i Fd ;
| ! . -
| I'. | f,f" s
| V¢
h i
\ \ l ! )
—— & ¥ S
- B [
A
-"‘I
7 *, f'r—."-
__-—' £ ".
’_..-""'- N, II.-' b
5 n, ! ",
-, Fi ‘_“
M ] L8
oo . Y / \
1 h / \
W ) } l’_i_.!' ) !
N, - E
N
'\r-"

a) Movimente a tipura B e responda; em que outro(s) quadrilatero(s) o retngulo

pnd& sertranﬁfbrmﬂdu"‘ O gque vood comelui” ) ; L i & a,
T gor + :-ﬂ.‘;'rFm. foe € Soes glrag cle e lo: -""*""Cr-" i LG s TEEE i K,
"’*a’“ﬂ“ & peta aldramdle -5 43 rﬂr.f-'-" 5 ofos ok, a2 e dB s Has Fvgulod 2 rEmTE
' L&

by Movimente a fioura C e responda em que culro(s) quadrilaterafs) o paralelogramo

pade ser transtormgda? (O que voce conclui? '.":‘-:cf |'£~r

Yo S TR AT !-? L rﬂ?‘-'rw-;am.:‘ ?ﬂﬂﬂﬁ&d‘ﬁ- £ '-F...k:’-.rlf'ﬂ' Edme .Le,&' ! s g rEhae
ﬁ#ﬂ#.".-a".lr‘\,c"‘"“i# - - P .I-'."__ . i [
e 2 : & :

S B
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e) De acordo com as anotaghes feitas na tabela da atividade 2.a, item p. responda a3

- T R I - 1 ' -
AL A S ctios cadog, rraemdpadeees L BT T AR T T
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Atividade 2.3: Sistematizando as definiches

a) Vamos observar as defini¢des de cada um dos quadriliteros ¢ relacionar com as

conclusdes tiradas nas atividades 2.1 e 2.2

“Lim parolelograme ¢ wn guodiddiere com ambos as pares o lados ofosios

preercidedos”

D¢ acordo com a definicio acima, um paralelogramo possui as  scguinies
caracterislicas:

i) € um quadrilitera, isto ¢, possui 4 lades.

i1} possui dois pares de |gdos  opostos.

iii) lados paralelos: colocando duas réguas sobre os lados opoastos, vood verificard que

eles nfin se cruzam, mesmo gque o tamanho da régua sgja prolongado.

Através dessa definige ¢ de acordo com as conclusfies tiradas, quais os quadrilateros

gue sio paralelogramos, 500 €, que possuem £3sas caravteristicas?

[;.‘I;ﬁ'-.' # T _;'E,J__.,r o N, F . i:-\_-_'u (1o

A

“Elm lewseeregze & tem pam!é!ngrmm caifos faclos o fodos congresies”

Pefa definigho, temos que um [osango possui 45 seguinies caracleristicas;

i} & um paralelogrameo, isto & possii todas as caracteristicas citadas anteriormente:
possui 4 lados e ambos os pares de lados opostos paralelos.

i) todos os lados sio (E}h_‘;l_['.t\-_:'.'-._'_tL;-'.__.

ii1) Os quadrilateros que sio losangos, pois possuem essas caracteristicas sio:

_Lwra’uff_e; e BSanms

"Um retchgulo ¢ um pavalelograma cujos @gulos s80 twdos reros.”

Agora € sua vez Pela definigio tewos que um retfngule possul as seguinles

caracteristicas:

i) & um paralelogramo, pois _passac Y lades o deds e dz ladas gesTPs

ii) todos os dngulos sdo retos. pois g5 lades forman. subve &0 oo g A

i) Quais os quadrilaleros que sfio retingulos?

A rfracfos
1
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" spuecdreido ¢ wm retdngulo cujos lados sdo todos congruenies.”

Por definigiie. um quadiado possui as seguinies caracteristicas

2 fm s

| 8 N r F A | o La Im
T B

1‘1 € um 1elﬁngu10 . s’ gos5ue Y adas das pores de fodos 4opsies ¢
I_}-._-l' :M Ly \.'C.'l_ . o r !
uj ludosi}s lados 530 conEruenbes. nasaurm o Me sk medcaiaas

i1} Quais os quadriliteros que sio quadmdus'?
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Parte 3

Objetive das atividades 3, 4, 5 e 6: Reconhecimento das propricdades de alguns

guadrilaleros notdveis a partir do software Cabr, trabalhando oo nivel Gl ¢ G2 de Parsyse,

Alividade 3: Pede-se

Construa um trapézio qualquer a partir de wmn tndngulo qualguer.

Procedimento: desenhar um trifingulo, uma reta paralela a um dos lados, um ponto
sobre a reta, desenbar outro Angule com wm vértice neste ponto sobre a reta, um vérhice
sobre o ponto de intersec¢io da reta ¢ o primeiro tridngulo ¢ um vértice em oulro vérlice do
primeiro tridngulo, de forma que os dois tridngulos tormem wn quadrilatera € uma de suas
diggonais. Desenhar senmentos de reta sobre os quatro lados da figura. Esconder a reta ¢ o8
dois trangulos, medir os dngulos do quadrilatern. Perguntar se os lados opostes sfio paralelos
Responda;

a) Quando dois lados sao paralelos e os outros dois ndo sdo, os dngulos consecutivos

AR TR dois a dois suplementares
by Cuando os lados sio paralelos dois a dois, ou seja, o trapézio pode ser chamado de

ﬁ;r@ﬁ:.ﬁﬁrw&.... o Angulos conseculivos S buplemantzrm e o8 dngulos

c) Em retas paraietaﬂ cortadas por uma reta transversal os an_lg.u]ﬂ colaterals