
��������� 	�
������������������������������	����! ��"	��#�$�����%'&)(+*-,.*0/)*'132)4657,81$9:,8;:&<9:,>=?(A@CBD4E*-F:=?(64HGD,8;:&<9:,>=?(�IDJK=L*.=?(M)N�OAP)QERSP)TUN�V$RLWXM)NZY�[]\�V)Y�[^PK_`M)NaYbW)TUO�c$RSPLd�eLWXNZN�_fRSP?Rbgh_fRb[hY�P

ikjmlonqp�j�rslontjmuwvxiyvSz|{~}�{�j�lovx���oiyvS�3jn�nwr�u7�XuwvS�3j���{��o{�j��3jm��uw��jmp|nlon��#p�{o��u7{�r�lm{o��vx����{�r

�61$2bF0,h�L1�2L=m�$,��.�A=�GD�<4:�>=

�a���0�0�x�f�A�?�+���m�)�# ��x�f�¡�¡���)�¢`£��¥¤f¦q�¡���)§K���+���3�x¨© ��?�¡�x¨~ª?�¡��«+��¬a)®���«+���K�

Qb¯:°�Y�±h² ³h´�µ-¶'·.µ`Y�µ'¸ µ'¹»ºAµ¡¼¡½'½'¾'¿À ¿'Á'¿.Â.Ã]Á'Á'Á»ÃÄ_0·.µ�Å'µ'³�ÆCÇ¡µ�Qb² µÈO?±hÉ>´�µÈÃÄ_0OÊÃ�Ë�±�°.³�² ¸RSÉ8¸ É>Ì µ'Í¡É'Î$ÏÐÁ ÀÒÑ'ÓbÔ ½'½ À Ã]½.Â'Â'ÂÕA°ÒÖ×ÎbÏÐÁ ÀÒÑ'Ó$Ô ½'½ À Ã]½.Â'Â¥¿



 
 
 
 
 

Livros Grátis 
 

http://www.livrosgratis.com.br 
 

Milhares de livros grátis para download. 
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® �  ��§)�¡�;�»�~K���f�¡���Z�)��«x�7b�¡�0��®��w�)��)® �&Ä�:���a�K�&)���+K����:�@Z�x�0�0�H�x�f�¡§)�)�o�)��«+���0���Y4H��)�0�x�0��Ä�:���)�o§)¨¨m�b�)�x®��6�)��«x�7Ä�¡�0��®��7£��¡��¨m�Z�)���0«x�0�×�¡���Ä�&)�)����)®��h«+��¨m���`«x�7)�)�����$�x�Ý)�x«x�x�0�¡ª��0� ���U�)�����¡��¨~�?®��h�K���)��K���¡�
¨~�_�L��¨m�g�+���7����®�§)«x�0���Ê�)�X)�0�$�)§)�+����:

¬a)®���«+��¨m���#���¡�x���0� ���)��«x�7Ä�¡�0��®��~£��¡��¨m�"K���0�x�0��®�§)�+�����)��§)¨ )�0�76)®��x¨~���)�����¡��¨m�g�+���+�����)�]¤
d/�¨m��«+��®����Ä�?�)������� «x�7b�¡�0��®��~�)�o)® �&b�:�����K�&)���+K���
K� �&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;�ö�7)�)���  ���0� ª  �×®��)�o�x�f�:���)��0�x)�0�x�0��Ä�:���o�)��)�0���K���)�H�)�3�0�x¨m��Ä�¡�x�X�K�o)® �&Ä�:���K�&)���+K����K���¡�x�0�¡�;���H��«x�7Ä�¡�0��®����0�x)�0�x�0��Ä�:���
�:�_�)�q�)�p+)�x�(6)��«x���K�X��)®���«x���K�;:��Z¨ ¨m�$�)�x®��q<��)§)® ��«x���7K��®L�0�x�¡ªw��)�0�x�0��Ä�:���)���$�`'b§K��®K�K���¡ªX�q�^�L)�0�x�¥¤

Ã
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�¡���~�K�~��'b§K���x���o�)��d/�¨m�h«+�;:P)K���ä«x�7)�0���)�x�¡���)��§)¨©C�x�(8��$�)�~�)�#«x�7Ä�¡�0��®��w�)�BÃJD~�&)����:��U�f�¡���x�f�¡§)�)�
�x�f�:ª�6K���0�+���)�m�x¨ntq���)�x�;���?ÃJÓ7É7ÉF��s)¢ö�&�)�x®�®��?ÃJÓ7Ó7D��F��s,#��7)�×�Z������«T+)� �kC&D7D7DF��s,#��7)�×�
�kC&D7DFØ7�^:

�Z¨ ¨m�b�)�x®����)�~���¡��¨m���+�?�+�����x�f�:ª?�¡��«x�"4o��)�0�x�0��Ä�:���)��:{@Z�x�0�0�o«+���0���ö«x�7)�0���)�x�¡��¨m������<��K�����
C�x�(8��$�)�H«x���0�0��Ä�¡�q�)�X��)®���«+���+�����$�7)�)�q�H�x�f�:���)��)�H���8�«x���#�)�H<�x�(8��b�)�24q«x�7)�f�:�&Ä�¡�&�K��4q�K���)�H<�x® �
�)��)�0���K���)���)��)® �&b�:���3�K�&)���+K����K� �¡�x�0�¡�;:�¬  ���0� ª  �x®��)��«x�7Ä�¡�0��®��i4��K���K� «x��¨m��)� ¨m�$�)�x®���)��d/�¨m�h«x���L�X�0�x�¡ªm�2%�)��«+�  ���0� ª  �x®��)�3)�0�76)®��x¨~�;:�a�c>8���0¨~�0���x�¡��®k�S��)�0�76)®��x¨~���)�U«x�7Ä�:�0��®h�U�)�|)® �&Ä�:���È�K�&)���+K����<�$�)�U�¡�×�ä�0�x�0§)¨m���)���K�Ê�0����§)��Ä�¡�
>8���0¨~�;=ä�K���)�q��>8§�)«x���7K��®L�76��f�×�¡�  � J �Ä«x��¨ ft(xt, ut) = PyY (xt, ut)−Puut−C

�Ä�&)�)�
ft

4Ê�q®�§)«x�0�
�76L�¡���)�
K��«×��®�+)�x�h�:�#�K��® �  ��§)�¡��)�3�&)� t � Y 46§)¨~��>8§�)�+���H�)�q)�0�b�)§)�+����� Py

46�H)�0�x�x�3�)�  �N)�K��)��«+���K�~§�)���K���)���)��)�0�b�)§L�¡�o)�0�b�)§��x���)���
Pu
4���)�0�x�x�o�)��«x§)�f�¡�o�)��«+���K�~§�)���K���)���)��«x�7Ä�¡�0��®��

§L�¡��®��g�+���)���+�
C
4U§)¨~��«x�7)�f�:�&Ä�¡�|�)�U)�0�$�)§)�+�����E�)�  �x¨3���ä«x�7Ä�¡�¡��® ���È���0���f�¡�x¨~� xt+1−xt = gt(xt, ut)

�
�)��>8���0¨~�m�~¨~�_�L��¨m�g�+���

J
: < §��0�?�0�;�»�)�  �x¨m���6«x�7Ä�¡�0��® ���Z�B'b§K�&Ä�¡���K���)�#�)�#)® �&b�:���Z�K�&)���+K����K�® �  ��§)�¡�;�Ä�aK���f�¡���D�K�6��)®���«+���+���a�)�P+)�×�96)�h«x���K�;�  ���¡�&)�)�6�76L�¡�x�ö�q¨~�������`®�§)«×�¡�6�)��)�0�$�)§)�+�?�q<���0�(8  �x®k:¢U�0�76)®��x¨~����«x��¨m� �"�)�x�0«x�0�h�¡� ��«x��¨~�;�Ê�¡��� «+���¡��«×�¡�x�0���+���)����«x��¨m� )�0�76)®��x¨~�����)� ¨m�&)�?�f�"�)�

�0�x«x§)�0�0���|�7)�)�o���)��)�0���K���)�o�)��)® �&b�:���K�&)���+K�"4o���x�f�¡��'b§)�o�)�x�0�0���0�x«x§)�0�0���|� 'b§K��®ü4o«×�7)�0���)�A¤
�¡���)��§)¨��0�x«x§)�0�0���0��)�  ª  �x®p�xtq���)�x�;�7�ÝÃJÓ7É7ÜSs�#��7)�x���«C&D7DFØ7�^:X ��b�)�x®����6�)�����¡��¨m�g�+���+���~�)��d/�¨m�h«+��~�x�f�:ª?�¡��«+���¡����§L�¡��®��g�+���)���wK���¡�"'b§K�&Ä�¡�g�K«+���#�)�  �x�0�¡���  ���0� ª  �x���#�0�x® ��«x�h�7K���K����§)¨�)�0�76)®��x¨~���)�
¨~�&)�?�f�3�)�w�0�x«x§)�0�0��:0�U�0�0�x�a¨m�b�)�x®����Ê<�$�)�x¨ú�0�x��«x® ���0�0�g�K«+���)����«x��¨m�m�x�f�¡�b«+ª��f�¡��«x���Z��§��)�×�¡�x�0¨m���8��¥¤
�¡��«x����:c@a�w®��h�¡�x�¡�?�¡§)�¡�;�Ä��)«x�7Ä�¡�¡��¨m�����x�f�¡§)�)�����7)�)�Z�x�0�0�x��)�¡�&6)®��x¨~�����)�Z���¡��¨m�g�+���+���w�¡���#�0�x�0��®  ���)����?�¡�¡�  4x���)�~¨�4×�¡�$�)����$§)¨�4x�0��«x���w�)�~)�0�7���¡��¨~���+���K����®���)�+�����`¨�4×�¡�$�)����'b§)��§L�¡��®��g�+��¨���)�0��)«�8]¤
)�����)��¨~ª_�L��¨m���)��<�7Ä�¡�0� �&�&����U)�0�7���¡��¨~���x�����)��d/�¨m�h«+����)�0�7���¡��¨~���+�����)��d/�¨m��«+���x�f�¡�$«+ª?�¡��«+�
�-¢D�&�)�x®�®k��ÃJÓ7Ó7D��Ssd#��7)�x��������«T+)���YC&D7D7DSsd#��7)�x���YC&D7DFØ7�^:

¢U�0�$«x§)�¡��¨m���m�x® �&6<���¡���m§)¨ø�¡�¡�&6K��®�+)� «x�7Ä�¡��)�)�"��;>8���0¨~�?���$�x�m«x® ���¡�������)�">8���0¨~� � �0�x�  ���~�)��0�N>8�x�(��)«x� �3�����p'b§)�X)�0�×�¡��)�)�x¨©��)��«×� �����0�x§)�Z�x�f�¡§)�)���p)�x�f�:�~ª��0�+�;:
@Z�������8h�¡§)®���C��7��)�0�x�0��Ä�:��¨m���3«x�7)«x�x�h�¡���H)�0�x®���¨m�gK���0�x�
'b§)�)���3�-�f§)�K���¡���{)� �)�x«x���0�0�x�3�)�

�¡�¡�&6K��®�+)��:��)«x®�§)�]¤'�0�B)�x�0�0�o«+���8h�¡§)®����D��;>8���0¨~�����b�x�����x�¡�����w�0�76)�0��)® �&b�:���w�K�&)���+K�����ö«x��¨m� ���0§K�
«x�7)«x�x�h�¡§K���+�����Z�K���)���3+)���f�:£��¡�h«x�����Z��;>8���0¨~�����b�x���0�76)�0� � «x�7Ä�¡�0��®����)� ��;>8�x�f�:�����b�x���a��b�¡�0� ��§L�¡�0���
�¡�x¨~���a�0�x® ��«x���7K���)����:`)C�?® ��¨m�����:��¨
6.4x¨��0�76)�0��¨m�$�)�x® �&���x¨©¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�;�<���0§K�o��¨mC���f�T/&)«x� ��)�
�¡�x¨~�H�x�f�¡§)�K���)���C��®�4x¨ �)�X«x�7)«x�x�h�¡�����X�)�N�d)�����b�x�Z¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+����:

< �����8h�¡§)®��pÊ0>8�����0�x�0�x�  ���)�ZK���¡������)�0�x�0��Ä�A�?�+���a�K���¡�x���0� ���)�|«x�7Ä�¡�0��®��U§L�¡��®��g�+���)�0)���¡�¡�&6K��®�+)��:< «+���0��«x�7Ä�98�$§)�#�6�)���0«x�0�×�¡���¡�����)�x�0«x�0�h�¡���0)��«+���8h�¡§)®���:Ý@Z�x�f�¡�6«+���8h�¡§)®��#��)�0�x�0��b�:��¨m���7«x�7)�)�����$�x�
)�x«x�x�0�¡ª��0� ���7�Z�0§;�K«x����Ä�:�×��K���¡�w�w)�0�76)®��x¨~�X�)�Z«x�7b�¡�0��®���£��¡��¨m�X«x�7Ä�98�b§)�3�����b�N§������C&D7D7ÜF�^�Ä�6��)�0�A¤
�0��Ä�:��¨m���q�o)�0�76)®��x¨~�~�)�H«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m���)���0«x�0�×�¡�o�H§)¨~��«x�7)�)���+���3)�x«x�x�0�¡ª��0� �o�)�H���¡��¨~��®h�h�K���)�
K���¡�#�x�0�¡�q«+���0��:U¬a®�4x¨ �)���0�0���;>8���,>8�x�h�:�#§)¨~�H�&6C���0�K�&���x¨ �0�76)�0�X���76L�¡��)�+���H�)�q§)¨ �0��®�§)�+���2b§)¨�4A¤
�0��«+�mK���¡�m)�0�76)®��x¨~�����)�#«x�7b�¡�0��®��w£��¡��¨m��:Ê�a�����a¨�4×�¡�b�)���Ab§)¨�4x�0��«x���Z§L�¡��®����+���)���ZK���¡�m�0�x�0��®  �x�a���)�0�76)®��x¨~�����)�X«x�7b�¡�0��®��6£��¡��¨m�H�¡���m��)�0�x�0��b�:���)������5Z�&�7���×�0�$��ÃJÓFE7E�sytq§)¨~�����YÃJÓFE&ÜF�^:
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< �x�f�¡§)�)�"�)��«+���0�"�0ª ¨m��)«x���7K���)��4 ��)�0�x�0��b�:���)� )� �����8h�¡§)®���Æ�:Lz ��)�0�x�0��Ä�:���K� )�x�0�0�
«+���8h�¡§)®��Ê§)¨~���&Kª�®����0�U�0�76)�0�7�Ê�)��d/�¨m��«+���)�|§)¨y¨m�b�)�x®���<��)§)® ��«×���7K��®��)�|)® �&b�:�Ê�K�&)���+K�;�?��K���f�¡���
�K�  ���0� ���+���6�)�Ê�)�×�¡�x�0¨m��K���)���DK���9/�¨m�×�¡�0���ö���K�a�:�_�)�6�)�P+)�x�(6)��«x���K�6��)®���«+���K�;:ª@Z��ØA4Ê��)�0�x�0��b�:���)��w)�0�76)®��x¨~�q�x«x�7Or�¨m��«x�X®����Ä���)�`�X)�0�$�)§)�+���w�K�w® �  ��§)�¡�;�b�Z���w«x�7Ä�¡�0��®����K�w)® �&Ä�:�q�K�&)���+K�;�b��'b§K��®4a���¡��¨m���x���)�#§L�¡��®��g�+�&)�)���w�¡�x���0� �#��)�0�x�0��Ä�:���K�
)�������8h�¡§)®���Ê;:V1$�x�¡���H��)�0�x�0��Ä�:���)���Ê�)�����7¨m�b�)�x®����
�)�H���¡��¨m�g�+���+����=�§)¨ LTINjZ{&j�RkuTH ��)�i'b§K��®D«x�7)�0���)�x�¡�E¤'�0�3��<��K���q�oC�x�(8��$�)���?�¡§K��®D�)��«x�7b�¡�0��®��&�»�H§)¨
¨m�b�)�x®�� n&R�Xh|&K2RkuTH �7��'b§K��®Z�0�x® ��«x���7K� §)¨ <�x�(8��$�)� �)����)®���«+���+��� �)��«x�7b�¡�0��®����)��ÃJD �&)����: < �
¨�4×�¡�b�)���0$§)¨�4x�0��«x������)�0�x�0��b�:���)���P)�������8h�¡§)®��2Ê��¡���H§L�¡��®��g�+���)���7K���¡���0�x�0��®  �x�����Ê)�0�76)®��x¨~���7�)����¡��¨m�g�+���+�����x�f�:ª?�¡��«x�m�q�)��d/�¨m��«x��:

< �7���8h�¡§)®���Ü3�x�f�:ª3�0�x�0�x�  ���)�~K���¡�3����«x�7)�0���)�x�¡�����$�×�p�dK�����Ê�)�3�¡�¡�&6K��®�+)��:)D��K��®�¨3��Ä�¡�&�L�0�x® ��«x���7K��¨m���üK��� opLx}�LNZ(~NXYuNR�Q_I<�pR�q�� RkH9U&ZE{E�üu9Q_I �L���Ê®��  �0�����X���f�¡��������C���P)£���«x�7$¤�0§)®h�:���)���Ê�X«x�h�:���)����:
�7��¨m�X<�b�)�Z�0�x�|�76)�0�x�  ���)��)�x�f�¡�Z«+���8h�¡§)®��q�)�Z��Ä�¡�0�$�)§)�+�������x�f�:�w�)���0�0�x�f�:���+���X�x�f�:ª�6K���0�+���K�X�x¨�)�����D<�7Ä�¡���ö)�0��)«x��K������: < )�0��¨m�x���0���-4��6�x�f�¡§)�)�X�)�7�¡�x���0� ����6Kª��0��«+���ö�0�x® ��«x���7K���K���Ý�a���¡��¨m�g�+���+���a�)�

�0���f�¡�x¨~���AK���~®���)�+���0�x�a«×��¨í��)®���«+���+���m�)�#«x�7b�¡�0��®��&�<§L�¡��®��g�+�&)�)�m�)��«x�7�+)�x«x��¨m��Ä�¡���a)�(4  �����6�0�76)�0�«x�7Ä�¡�0��®��#£��¡��¨m���<¨m�b�)�x® �&���x¨©¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�m��¨�4×�¡�$�)����b§)¨�4x�0��«x���a�)�H�0�x�0��®�§)�+����:X¢D���¡��®��x® ��¨3��Ä�:�-�
�x�f�¡§)�K��¨m����§)¨ ��§L�¡�0�Z���0�0§�Ä�¡�Z�)��)���0�0�Z��Ä�¡�x�0�x�0�0�&�&)�p'b§K��®ÄC�$�)�x�(8 ��¨m������)®���«+���»�p'b§)��>8�����x�f�¡§)�K���)�
�0�76)�0�q���¡��¨m�g�+���+����:Ý�U�0�0�w���0�0§�b�¡��4q�H«x�7Ä�¡�0��®��6�)�q)® �&Ä�:�����K�&)���+K���Ê�x¨ «x§)®h�¡§)�¡���Ê�&���(8�«x��® �����$K���¡�
�B'b§K��®D�)�x�0��  ��®  �x¨m���6§)¨~�m<�x�('b§)���¡���)�×�:��®�+K���K�m«x��¨©����Ä�¡§�8��)�m�)�
)����>-��¨m��®h�����0�g�+���0¨3����«x��¨í�
)�  ��ª��0�+���)�~<�x�('b§)���¡�;�U��>8���()�x«x�x���"'b§)�x¨ �0���gb�¡�x�0�x�0�¡���#§)¨�¨~�?�¡�x�0� ��®U«x�7b�¡��)�)����;>8���0¨~�����b�x�
�0§;�K«x����Ä�¡�x�ZK���¡�H�m���8h«x���H�)�X§)¨~�
)�  �3<�x�('b§)���¡��)�3�¡�x¨~�;:
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Íaª�K�w®��h�¡�x�¡�?�¡§)�¡�X�)�  �x�0�0���7�6��¨m)®����U�¡�¡�&6K��®�+)���|�)�x�)��«+���)�������#�x�f�¡§)�)���)�a)® �&Ä�:�����K�&)���+K����:U�a��$¤�¡�0�~�x�0�0�x���¡�¡�&6K��®�+)�����ö�)�x�f�:��«x� �)�������Ý�����0����x�\�kC&D7D7D��F�q�*�����0����x�\�kC&D7D7D&6,�\'b§)�o�0�x�  ���¡��¨��)�*6K���0�
K���¡�����X�x�f�¡§)�)���w�¡�&6)�¡�3)® �&b�:���q�K�&)���+K�����`C�����q�¡�¡�&�x�x¨���¨m<���f�:�-b�¡�x�q��;>8���0¨~�����b�x�q�0�76)�0�  ª��0������¡£�)��«x���D�0�x® ��«x���7K���)��������Ä�¡�0���x®��x�U��>8���0¨~�Z«x��¨m�q���ö)® �&Ä�:���D�K�&)���+K���ö�0���)���0�0�x¨m��K��¨�?�0§K�6���0�����x¨�
����¨m<���f�T/&)«x���#�K���Ê)® �&Ä�:�����K�&)���+K���PK�H�&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;�L���Ê�)�  �x�0�¡���P>8���0¨~���7�)�q«x�7b�¡�0��® �������Ê��;>8�x�¥¤�:�����b�x���$��Ä�¡�0����§L�¡�0���|�)�  �x�0�0�������0�0§�Ä�¡�����0�x® ��«x���7K���)����:D¬��0����§)�����F>-���0�x�)§)¨~�q�0§)«x��Ä�:�X��)�0�x�0��b�:���+����0�76)�0�X�H�¡�x¨~�;:

�#ü.½ª¢7�$ÿ�¸_º��d¾7¿)ü
1$����§�)�)�"�����0����x���kC&D7D7D&6,�^���)�  �×�¡�0���q�¡�x�0¨m���q«x��¨m��!×)® �&Ä�:���q�K�&)���+K�?�_!_�ü!×�x�  ���X¨~ª��J!-�V!×�x�¥¤

 ���q�K�&)���+K���J!×�!×)® �&Ä�:���6��  ���0���¡���J!-�»�9�x¨í�0���)�o�x¨m)�0���Ä���)����K�o®��h�¡�x�¡�?�¡§)�¡�~�&���(8�«x��® �m�26C���T/&)��«+�
6)�¡���0��®��x���¡���7���x�¡�&)�)�w«x�7;>8§)�(�$�x����«x�7b�¡�0�  4x�0�0� ���7�q�0�x�0<�x�h�¡�w�)���0�x§)�7«x�7)«x�x�h�¡����:c�U¨ )���0�0�w�¡�¡�&6K��®�+)�§)�¡���0�x¨m���|�X�:�×�¡¨3�w)® �&Ä�:���|�K�&)���+K�����$���V'b§K�����|<�$�)�x¨â�0�x���)�N�d)���K����«x��¨m�X§)¨����0§)<�w�)�Z)® �&Ä�:���
�0��®  �x�f�¡�0�x� À 'b§)��«x�0�x�0«x�x¨!�x�0<�7Ä�:�&)�+��¨m��Ä�¡���x¨ �¡�b�)���H�����0��®����H�&���(8�«x��® ���w�3'b§)�o�0�o«x��¨m<���f�:��¨
«x��¨m�H��)�)�x�0�?�0ª  �x����:

j3þ?ÿ��,��Á
�Z���;�����Z�w�����������w���&�.�q�F�x�����.�����5�5���.�.�q�E�x�*�w���Z�����E���@�.�w�����K�����@�����R�&��� ��� �!�w���w���*�.� �R���w�@�&�4 

Æ
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< )�0�76)®��x¨m���)�H)® �&Ä�:���6�K�&)���+K����4��:�����&b�¡�����*'b§K�&Ä�¡����)�0£�)�0� �o�&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;:q¬â�0§K�o���0�]¤
���x¨õ4��?�¡�0��6)§�8��K�~����)�0£�)�0���B+)��¨m�x¨�.'b§)�2K�*/&)�0� �~�)��¨m�x®�+)���¡���a���a�x�0.4x«x���x�\%L�¡�x���6�0�×�¡���0��§$¤'®g+)�x�
���¡���K�?�¡�  ��¨m��b�¡�X�~�&���0�x�0�0�  ���K���)��)�x«x�x�0�¡ª��0� �~K���¡�  �  �x�0�x¨©�0�7�x���+K����:Ê¬µK�?�¡§)�0���+�;�<<�����0§K�  ���&��&����§ �0�76)�0�m���X)® �&Ä�:���q�0��®  �x�f�¡�0�x�`)���0��Ä�¡���)��«x�7b�¡�¡ª��0�����È��§ �0�?�0�;�`��¨m)�0�h¨3�g)�)�?¤'®g+)�x�q§)¨~���0�x®��x�+���)�3�0��b�¡���)�3�)�q�¡���(KªE¤'® ����«+���K�  ���X¨~�����Ê�N�K«x���Nb�¡�x��'b§K�&Ä�¡�~�H�0�76)�0�  �  ��)«x� �;:

rÈü,â`þ_�F�äÿ��h§�½ª¢Äÿ��
¬����¡�&)�)�P+K�&6)��®����K���)���K���U)® �&b�:���ö�K�&)���+K����'b§K�&Ä�¡�#�q�0�76)�0�  �  ��)«x� �`4Z�?�¡�0��6)§�8��K�6�����|�0����§)��$¤�¡�x���?�¡�0��6)§L�¡���U��§m¨m�x«+�&)���0¨m���U�)�x�0��  ��®  ���)����<�x® �\K�?�¡§)�0���+�;=����¡�&)�)�Z�&���0�x�0�0�  ���K���)��«x��¨mC�×�¡�h�¡�  �;����¡�&)�)�6)�0�$�)§)�+���H�)�q�0�x¨m��Ä�¡�x����>-��«x��®��h�K���)�a�)�q�)���0<�x�0�¡���H�K���Ê�0�x¨m��Ä�¡�x���d���¡�&)�)�q®��7����  ���K���)�6�K����0�x¨m��Ä�¡�x��:
�
���d $ +ÿI¨Ý¢7�d¾7¿)ü
¬a�U)® �&b�:���ö�K�&)���+K���ö<�$�)�x¨k�0�x�|«x® ���0�0�g�K«+���K���ö�)�  ª��0� ���ö¨~�&)�x���¡���ö�)�x<��)�)��)�)�w�)�X��Ä�¡�x�0�x�0�0�&:¬�¨~�����q«x��¨�§)¨ô4m�&'b§)�x® �i'b§)�m�0��6K���0�x� �iK���)§)�¡���+�����)�m�0�x§ «x��«x®��  �h�:��®ö��'b§)�~���X«x® ���0�0�g�K«+���x¨)® �&Ä�:���m�&b§K�������V6)� �&$§K�?���H��<�x�0��)�x��:æ�cÄ�¡�0�����m�×�¡,4x«x���x���&b§K�����3�x�f�:��� � ¨~�������0�����K���m)® �&Ä�:���

��;>8�x�f�:�&Ä�¡�x�Ê�K���P���¡�&)�)�x�Ê«x§)®h�¡§)�¡���Ê�6«x��¨m)�0�x��)�)�x¨ú�&'b§)�x® ���P'b§)�\���x�0¨m��K��¨��q«x��¨m)®��×�:��¨ �H«x��«x®��
�?�94�� ¨~�?�¡§)�¡���+��� �K���m�0�x¨m��Ä�¡�x�~�)��b�¡�0� �K� ¨3�x�0¨~� �x�f�:���+��� �)��«x�0�x�0«x��¨m��Ä�¡�æ��Ü7D � Ã$ÆFD �)� ���T�^:
¬a�w)® �&Ä�:����6)���&$§K�����q�¡�����&'b§)�x® ����'b§)�B���x�0¨m��K��¨í�m«x�0�x�0«x�x¨�)��)�0��¨m�x���f���&)���`«x��¨m)®��×�:�&)�)���
«x��«x®��`)�#)�0£J�L��¨m�w�&)��:�#�ª#�����x�0.4x«x���x��C�x�0��)�x���¡�����&'b§)�x® ���V'b§)�  �  �x¨���)�)�N�d)���K��¨m��Ä�¡�Z�)§)�¡�&Ä�¡�¨�§)�h�¡���Ê�&)����:

1$����§�)�)�������0����x���kC&D7D7D&6,�^���x�f�:� «x® ���0�0�g�K«+���+����4�� ¨~�����H��)�)��«+���K� K���¡�{�d)�m�)��«x�7Ä�¡�0��®����
��§��x�0�¡���)��«+���+��� �K���m)® �&Ä�:���3�K�&)���+K�����7������)�K�;��K���¡� �N>8�x�h�¡� �)��«x�7Ä�¡�0��®��i'b§�8�¨m��«x� ���m)® �&Ä�:���
�K�&)���+K���7�9�x¨ �0���)�
>8�0��'�©)��Ä�¡�x¨m��Ä�¡�X«x® ���0�0�g�K«+���K����«x��¨3�H�x�0,4x«x���x���)��!^>8��®�+K���7® ���(�Ä���J!×�a�)��!^>8��®g+K���
�x�f�¡�0�x�h�:���J!-:������0����x�U����)�K�o��)�0�x�0��Ä�:����§L�¡�¡���A>8���0¨~���6�)�H«x® ���0�0�g�K«+���+���o���0§K���X«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+�B'b§)�
K���3«x�h�:���0�x¨m���0)�x�f�¡�X�¡�¡�&6K��®�+)��:

�wþEü,ùª���,�d¾7¿)ü�� l�ÿ� $ ���Á ÿ�½��d¾7¿)ü
¬a�a)® �&Ä�A�?�Z�K�&)���+K���a)�0��K�&�Ä��¨H¤'�0�`6K���0��«+��¨m��Ä�¡�#C���a¨m�x�����  �����×�:�?�¡�  �����<�0�^�L§K�����a�����0�0�^�L§$¤������: ¬©)�0��K�&�Ä���+���  �����×�:�?�¡�  �{4��^�L«x®�§)�0�  � �K���3�x�0.4x«x���x�m<�x�0��)�x�m�0��)�)� �N>8�×�¡§K���K� <���H£��(�Ä�����

 �����×�:�?�¡�  ���V'b§)�a�0�a���K��L�:��¨âK���¡�w�X)�0��K�&�Ä���+����:D¬�0�x)�0�$�)§)�+���#�0�^�L§K���K��4Z�N>8�×�¡§K���K�#�?�¡�¡�  4x���)��0�x¨m��Ä�¡�x���W'b§)�p4Ê«x�7)�0���)�x�¡���K�X�q)�0��)«x��K��®$§�)���K���)�Ê)�0��K�&�Ä�?�¡�  �a�K���U)® �&b�:���ö�K�&)���+K����:D¬�)�0��K�E¤�Ä���+���H���0�0�^�L§K���K�H��Ä�¡�0�X����)® �&Ä�:���7�K�&)���+K���046�^�L«x®�§)�0�  ���K����)® �&Ä�:���7�)�2���0§)<���K���ÊL�¡�x�0���)£&�)�:���
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�8�¡��¨~��¨
6K��� �?�T�^:
�7��¨í�0�x® ���+�������)���0�0�x¨m��K���+�����È��<�x�¡���q�)�2K���o<���0�0§�8��0�x¨í¨m�x�����6)�0£�)�0�����6�)�H®��$«x��¨m�$�+�������

�0�x¨m��Ä�¡�x�a�K���Z)® �&b�:�����K�&)���+K�����¡���~�N�K«x����Ä�¡�x�  � �-�0�&Ä�¡�x��:�¬a�Z)® �&b�:�����K�&)���+K�����¡���~�)���0�0�x¨m��K�E¤�K����)�0��)«x��K��®�¨3��Ä�¡�6<�x®���+)��¨m�x¨�L<���Z�&)��¨~�?�����LC�x® �3�&��§KªH�X<�x®��  ��Ä�¡��:
v�Á�ùUüCþJ¸Jðd½ª¢Äÿ�� ý��d 2ù����d½.¸J�d Hý��d½`ÿ�½ª	��d ��� ÿ�½.¸J�bþ_ïr�bþ�§�½ª¢Äÿ��{¢�ü.Áý�d �¢Fºª��¸_ºäþ_�d ����Cþ�ª�¢�üY���d 
¬a��)® �&b�:�����K�&)���+K������b�¡�x��>8�x�0�x¨ßK���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;�AK��<�x«x§Kª?�¡���;�\K���¡�&%)�)� ��K�  ���K� �)�+)��¨m�x¨�L«+��§)�¡�&)�)�m¨~�������0�x�Ê��§�¨m��)���Ê�¡�¡�&)�f�¡���()����:z�K���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;�C��Ä�¡�0�×�:�&b�¡���Y'b§)�H���6)® �&Ä�:���a�K�&)���+K���a«+��§)�¡��¨í���a¨~�������0�x�Z)�0�x�$«x§)K�����$�x�

���K�&)���3�x«x�7Or�¨m��«x����: 1$����§�)�)�������0����x���kC&D7D7D&6,�^���x¨��¡�x�0¨m���3¨�4x�)�������üÊ7D �]ÆFD�« �)���0�x�)§)�+���
�K��)�0�b�)§)�+��� �&���(8�«x��® �)� ¨�§�)�)���¡�0��)��«+��®V4��?�¡�0��6)§�8��)������Ä�:�×�(>8�×�9�N)«x� ���K����)® �&Ä�:���#�K�&)���+K����:
¬a®�4x¨��)�x�0�0�x�#)�0�?�f§�8��x���w�)���0�×�¡�����`��)�0�x�0��)�+���K���w)® �&Ä�:���X�K�&)���+K���X�0�x�)§��~���N�K«x����)«x� ���&���(8�«x��®��;�
��§)¨m��Ä�:�&)�)�3����«x§)�f�¡���Z�)�X)�0�b�)§)�+����:

j²¢�ü.½.¸SþEü.����ý��"ù����d½.¸J�d mý��d½`ÿ�½ª	��d 
< «x�7b�¡�0��®��H�)�m)® �&b�:���q�K�&)���+K���w«x�7)�0���f�¡��K�����)�$�+�����)�m«x�x�f�:���w)�¡ª?�¡��«+���`'b§)�m�0�x�0§)®h�:��¨ôK�

�0�x�)§)�+���q�K�a��;>8�x�f�:���+������¨~����K�����&)�x«x�x�0�:�?�¡����¨m��b�¡�&�7K�6�0§K�6«x��¨m)®��×�:�Z�x®���¨m�gK���+���;:`¬s�x�0�¡���)��«+���+���
�¡���:��®»�K�H)® �&Ä�:���K�&)���+K�
4q�3«x�7Ä�¡�0��®��6���)�+��®k�LC���(4x¨t�)�g�K«x��®�¨3��Ä�¡�6�76L�¡���)�2K�
���¡�&)�)�X�&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;:
1$����§�)�)�������0����x���kC&D7D7D��F�^�|�)�  ���)� � ��®h�¡� «x§)�f�¡����� �x�0�¡���)��«+���+��� �0£�4�)�¡�?�¡��«+���K� �×¨øC��'b§)��K���
ª��0�+�����K«x��¨m�H�x¨  �  �x���0���Ê�)�X)® �&Ä�:���0>8�0§L�98g>8�x�¡���Ê�X���(K��¨m��Ä�:������:< �8  �x®��)��«x�7Ä�¡�0��®����)��)® �&Ä�:���3�K�&)���+K���m�76L�¡���)� �x¨ø§)¨~� ® �  ��§)�¡�;���)�x<��)�)���K� �x�0,4x«x�����;>8�x�f�:�&Ä�¡�&���K�6«x§)®h�¡§)�¡�a�Ê�)���ö¨�4×�¡�b�)���ö�x¨m)�0���Ä���)����:U �§)�h�:���  ���x�x�c>-�&�A¤'�0�0)�x«x�x�0�¡ª��0���w�6���0�0�$«x� ���+����)�a�)��������§~¨~�����|¨�4×�¡�$�)����K���¡�#�?�¡������h�|���8  �x®C�)�x�0�?�0���)���L«x�7)�f�¡�h�¡§)��)�)�?¤'�0�Z�x�0�0��>-�?�¡��)�3!×«x�7Ä�¡�0��®����Ä�¡�����¡���)�,!-:

�a��Ä�¡�0�q����)�¡ª?�¡��«+�����)�a«x�7Ä�¡�0��®��Z�x¨m)�0���Ä���)���V)�w�¡�¡�?�:��¨m��Ä�¡�#�)�Z)® �&b�:���|�K�&)���+K�����$<�b�)�x¨m���
�)�x�f�:��«+���~���m�0����§)��Ä�¡�x��= «x�7Ä�¡�0��®���)�0�  ��b�¡�  ���Ê«x�7Ä�¡�0��®���«x§)®h�¡§)�¡��®k��«x�7b�¡�0��®���¨m�x«$/&)��«x� ��§ >�8��0��«x���«x�7Ä�¡�0��®��\6)����®�£7���h«x���X�3«x�7b�¡�0��®��\'b§�8�¨m��«×��:

¬ H-Xdj�Z9H���L0O.Z9LNs&LNXdj�R�s&H
< «x�7Ä�¡�0��®���)�0�  ��Ä�¡�  �X�)��)® �&Ä�:���ö�K�&)���+K���ö«x�7)�0���f�¡�P)�q§)�0�q�)�Ê)�¡ª?�¡��«+����'b§)�  ���¡��¨k)�0�  ��)����#��b�¡�0�b�)§)�+�����L�x�f�:�&6C�x®��x«x��¨m��Ä�¡�H�6��§��#�)���0�0�x¨m��K���+�����)�6�)�×�¡�x�0¨m��K���K���7�x�0.4x«x���x�Ê�x¨ ª��0�+���Ê����)�K�

C�����x® ���PK���3��;>8�x�f�:���K����:
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¬ H-Xdj�Z9H���L
uNM�� j�M�Z(Q*�
< «x�7b�¡�0��®��~«x§)®h�¡§)�¡��®7«x�7)�0���f�¡�3)� §)�0� �)�o)�¡ª?�¡��«+����«×��¨H§�)�H���{6<��¨ ¨~�&)�?�f� �K� ª&��§K�����)�

�0��®����b«x��¨m�#�w�0���:���+���#�)�Z«x§)®h�¡§)�¡�;�L�  ���0� ���+���w�)�#�x�0K���+��¨m��b�¡�#�K�w«x§)®h�¡§)�¡�w�a�#§)�0�#�)�a«x�76<�x�f�¡§)�¡���
 �x�0�)�x��:

•
¬y�0���:���+���3�)�w«x§)®h�¡§)�¡���P4X)�¡�?�¡��«+���K�H«x��¨m�3¨m�x���H�)�X)�¡�  ��)�����0§)�(����¨m��Ä�¡�3�)�w��®h�:���Ê<��)§)® �E¤���b�x�`�)�|«x�x�f�:���`�x�0.4x«x���x�`�)��)® �-b�:�����K�&)���+K���ä¨~���������K��L�:ª  �x���ä��§)¨~�Ê�)�×�¡�x�0¨m��K���K�Ê«x§)®h�¡§)�¡�;:

•
¬  ���0� ���+��� �)���x�0K���+��¨m��Ä�¡�"�Nb�¡�0��®����+K���m��§��K� �)��)�0���K���)���)��)® �&Ä�:���BK� ®����+K� <�$�)�«x�7Ä�¡�0��6)§)���XK���¡�����0�x�)§)�+�����K����Ä�:�×�(>8�×�9�N)«x� ���K���#)® �&b�:���w�K�&)���+K���w�0�76)�0����«x§)®]�:§)�¡�;�`�)�A¤
C��)�)��)�)�~�K�m���('b§)�h�¡�×�¡§)�¡�H�K����)® �&Ä�:���Ê«x§)®h�¡�  ���K���Ê�X�)�H�:�h<�3�)�X��;>8�x�f�:�&Ä�¡�x��:

•
¬a��«x�76C�x�f�¡§)�¡���  �x�0�)�x�Z�¡���m«x§)®h�¡§)�¡���p���×�:�?®�¨m��b�¡�6¨H§)�h�¡�H«×��¨m<�×�¡�h�¡�  ����«x��¨ú�H)® �&b�:���Ê�K�&)�]¤
�+K����:

¬ H-Xdj�Z9H���L`KBLTu(|&XdRkuTH*H-M"}!�INRkuTH
< «x�7Ä�¡�0��®���¨m�x«$/&)��«x���ö«x�7;>8���0¨m��� )�0£�)�0��� )��¨m�~��)�)��«+�;�ö«x�7)�0���f�¡�3)� §)�0� �)��)�¡ª?�¡��«+�����)�

�x®���¨m�gK���+���m�)�H)®��&b�:���a�K�&)���+K���6�?�¡�¡�  4x�6�)�o�N>8�x�h�¡�B>�8��0��«x�?¤'¨3�x«$/&)��«x���<«x��¨m�o�~«+��)��K�~¨~�&$§K��®k�»��0�b�+���K�;�C�H��b§�)�K���+�����K��'b§)�x��¨~���K�;�)�3«x�76C�x�f�¡§)�¡�3¨m���f�:���X�m«x§)®]�:�  �H¨m�x«+�&)���+���)��:
•
¬«+��)��K�w¨~�&$§K��®<�?�¡�¡�  4x�7�K�#����)���K��46§)¨�¨m�x���#��®h�:��¨m��Ä�¡���N�K«+�&�6�)�a«x�7Ä�¡�0��®��Z�)�6)® �&Ä�:����K�&)���+K���X�H�:��®  ���m����)�K�o��¨~�����q® ���(�Ä��¨m��Ä�¡�H�x¨m)�0���Ä���)���x¨²)���0�¡���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;:��7��¨��
��®h�¡��«x§)�f�¡� �K� ¨~���?¤'�)�A¤'�76)�¡�"6)�¡���+��®k��� «+��)��K���K��¨~�&$§K��®7�)�x�Þ�L��§ �)���0�x�3� ¨�4×�¡�b�)� ¨~�����
�x«x�7Or�¨m��«×��:

•
¬ �0�b�+���K�;�C�0�?�0�3¨~�&b§K��®���§�¨m�x«$/&)��«x����4w§)¨ %L�¡��®���)�f�¡�0§)¨m��Ä�¡�3�)�w«x�7Ä�¡�0��®��X�)�X)® �&Ä�:�����K�E¤
)���+K���Ê�x¨t<��¨~���0�x�Ê�X«+�->8���+�������))�0��)«x��K��®�¨m��Ä�¡�6�x¨ �¡�x�0�0��)���Z�)�x«x®��  ���0����:

•
< «x§)®h�¡�  ��¨m�x«x�&)���+���)���Ý>8�x�h�¡��<����«x§)®h�¡�  ���)���0�x���ö�¡�¡��«x���7K���)���#<���H�-)��¨~�����w��§"¨~ª&'b§)��K������¡�x¨�® ���(�Ä����)®��h«+���+���iK���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�*6)�¡���0��®��x���¡���m«x�7)�f�¡�h�¡§)�]¤'�0��$§)¨��)���w)�0��)«x��K���h�q¨m�x�����
�)�X«x�7Ä�¡�0��®��q�)�X)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K����:
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¬ H-Xdj�Z9H���L�°�M��K2RkuTH
< §)�0���)�Z)�0�$�)§L�¡���V'b§�8�¨m��«x���|K���¡�w�#«x�7Ä�¡�0��®����)�a)® �&Ä�:�����K�&)���+K������)����§$¤.�0��<��§)«x���&b�¡�x���)�

���8�«x���#�)�3�(4x«×§)®��²±<±
: < §)�0�3�)�q«x�7Ä�¡�0��®���'b§�8�¨m��«x���76<�x�)�×«x�#���H)�0��)«�8�)���#�)�\'b§)�X«x�x�f�¡���Ê)�0�$�)§L�¡���
'b§�8�¨m��«x���a�¡���o«+��K�&�x�x�q�)�H¨~�?�:���a)® �&Ä�:�����È��¨�§)�h�¡��¨~�����a��¨mC���f�:�&b�¡�&�.'b§)�H¨H§)�h�¡���a�)�x®��x�6<�$�)�x¨
¨~�?�:������<��K���Ê��®���§�)���¡��<�����)�a)® �&Ä�:�����$�0�x¨ )�0�?�f§)�)��«+���7��§L�¡�¡����:c�U�0�0�x�Ê)�0�$�)§L�¡���7�¡�����)��)��¨m��K�E¤
�)���\+)�x�(6)��«x���K����:2�Z¨ô+)�x�(6)��«x���K��<�$�)�H�0�x�X�)�N�d)���)��«x��¨m�i'b§K��®�'b§)�x�q)�0�$�)§L�¡�i'b§�8�¨m��«x�3'b§)�3¨~�?�:�
��§���)��6)�»�0���7)�g�K«+�?�¡�  ��¨3��b�¡�6�3�)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡�m�)�X§)¨~��)® �&b�:�;:³ §K�&)�)�#§)�¡���)����«x���0�0�×�:��¨m��b�¡�Z���V+)�x�(6)��«x���K���|�)�x�0�x¨m<���+K��¨�«x��¨â�0����§)�¡�&)�+�#�Z�N�K«x����)«x� �X�0�x§
K��C�x®k�<�¡�¡�&)��>8���0¨~�&)�)�?¤'�0�w�x¨ >8�x�0�¡��¨m��Ä�:���a��)�)���0<��)�¡ª  �x���AK���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;:A�7�7Ä�¡§)�)���»�0��§)�¡���)����)�X¨~�&)�x���¡����K���)��'b§K���K�;�)<�$�)�x¨t«+��§)�¡�����0�  �x�¡���Z<�x�0�K���Z�x«×�7Or�¨m��«+����:< �2+)�x�(6)��«x���K���#<�$�)�x¨��0�x�H«x® ���0�0�g�K«+���)�����0����§�)�)� �0§K� �?�¡�  ���K���)�B+)�x�(6)��«x���K�;�ö¨m�$�)���)����)®��]¤«+���+�����È��§ �0����§�)�)���0§K���0�x¨m�x®�+K�&)�+�*'b§�8�¨m��«+�;: < �\+)�x�(6)��«x���K���6<�b�)�x¨í�0�x�q«x® ���0�0�g�K«+���)���q�x¨�)�(4A¤
�x¨m�x�(����Ä�¡�x���|����'b§K�������¡��� ��)®h��«+���)����)���0��®�� �&Ä�¡�x���K� ���x�0¨m��K���+�����K�����0�x¨m��Ä�¡�x�H�K����)® �&Ä�:���
�K�&)���+K���q��§ �K���x¨m�x�(�7��)«x� �o�)�m�0§K���X)® /&b�¡§)® �������3<£��¥¤'�x¨m�x�(����Ä�¡�x���`���`'b§K�����X�¡������)®���«+���)����K�
>8��®�+K�&���x¨ �K����)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K����:

�*�� +ÿ� N¸5§�½ª¢Äÿ�� ý�� ù����d½.¸J�d 3ý��d½`ÿ�½ª	ª�d ��)ü. �	��bþ_âDÿ�¢Äÿ-ý��d 
< >8��Or�¨m��)�"�K� �0�x�0���f�9��)«x� � �)� )® �&b�:���~�K�&)���+K���3��+)�x�(6)��«x���K�����0ª�4�§)¨û>-�?�¡� )� �7�¡���0��®k:

1$����§�)�)�q�\1$�$«x���x�K���)�0�7�¡���0��®��x���¡���)�P�7����)«x� ���D�)��¢U® �&b�:���D�6�&)���+K�����N�0ªp>8���¡��¨ ���)��Ä�¡�g�K«+���K���D«x�x�0«+�
�)�3ÃJDo)® �&Ä�:���q�K�&)���+K���q�0�x�0���f�¡��Ä�¡�x�w�3+)�x�(6)��«x���K���\)��7�¡���0��®k: < C���¡��)«x� ��®ö�)�3�)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡��)�m«+���0���#�)�~�0�x�0���f�9��)«x� ����«x��Ä�¡§K�E¤'�0�~«x��¨���§)�0��)�0��®��&��Ä���)���)�~§)¨�¨m�x�0¨m�+)�x�(6)��«x���K�;�`��§ «x��¨
§)�0�m«x�7Ä�¡��b§K���)�3�)�`+)�x�(6)��«x���K���P'b§)�#��)�0�x�0��Ä�:��¨ú�3¨m�x�0¨m�3¨m�x«+�&)���0¨m�H�)�w���+����K����)® �&Ä�:����:

¬a®���§)¨~����¨m�x�)���K���7)�0�  ��Ä�¡�  ���ÊC�$�)�x¨ �0�x�7�¡��¨~���K���7«x��¨��H�76��f�×�¡�  ���)�6¨m��)�h¨m�g�+���|���)�x�0��$¤
 ��®  ��¨m��Ä�¡���)�X�0�x�0���f�9��)«x� ���)�q)® �&b�:�����K�&)���+K���Ê�����P+)�x�(6)��«x���K�����L«x��¨m�3�H�0���:���+���H�)�\+)�x�(6)��«x���K�����¨m���f�¡§)�¡���V+)�x�(6)��«x���K���7«x��¨��)�g>8�x�0��b�¡�x��¨m�x«+�&)�h�¡¨3���7�)�q���+�����$)�¡�?�¡��«+���7�0���:���+���#�)�6«x§)®h�¡§)�¡�����)��«x��¨H¤
K�&�+K���`«x��¨ �?�¡��)�+���A'b§K�����('b§)�x�D¨�§)�K�&)�+����K���`<��)§)® �����$�x�`�)�7)® �&Ä�:���`�K�&)���+K���`�7§)�¡���`�)�V>8���0¨~�
��Ä�¡��)�0�  �H�3¨~�&)�?�f�3��Ä�¡�����¡���)�H�)�X)® �&b�:���Ê�K�&)���+K�?�$:

���(� ØÚÙ~ÛoÜÊÝxè�´wÜ�å Ø èqáäÜ�åæòXáäãxð�è

�Z¨ KBHJnWLw��H 4 §)¨~� �0�x)�0�x�0��Ä�:���+��� ��§���Ä�¡�x�0)�0�×�:���+���"�0��¨m)®��Þ�K«+���K� �K� �0�+��®����K���)�&�Ê��§�§)¨~�
��Ä�¡�x�0)�0�×�:���+��� �)��§)¨ >8�¡�&��¨m��Ä�:� �)��§)¨!�0���f�¡�x¨~� �0����§�)�)� §)¨~� �x�f�¡�0§L�¡§)�¡� �)��«x�7)«x�x�h�¡����: �Z¨
¨m�b�)�x®�����)�0�x�0��Ä�:� ��<��K����§)¨~�  ���¡������§ «x��Kª��0�����)��§)¨²>8�¡�&��¨m��b�¡���)���¡�b�)��: @Z���0¨~��®�¨3��Ä�:�-�
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K���¡�H�x�f�¡§)�K����§)¨t�)�×�¡�x�0¨m��K���)�2>8��Or�¨m��)�3«x��¨m)®��^�L���)«x�0� ��¨H¤'�0�  ª?�¡�h����¨3�$�)�x®�����:�Z¨ INR�INj�LNK�Q <�b�)� �0�x���)�N�d)���)��«x��¨m��§)¨ô«x�7-�f§�b�¡���)� �76;�f�×�¡�����&���0§)K���)����<������®���§)¨m�
��Ä�¡�x�¡���+���a��§���Ä�:�×�¡�)�×<��)����)«x� �;���)��¨m�$�)�A'b§)���^�L���f�:��¨ �0�x® �����$�x�D�)��«+��§)�¡�a���^>8�x�h�¡��)���ª>8��Or�¨m��)���
'b§)�7�$«x���0�0�x¨ «x��¨y���D�x®��x¨m��Ä�¡���`�)�x�f�¡��«x�7-�f§�Ä�¡���Ò ��7Ä�¡�x���0���&C&D7DFC7�^:`¬��0�x)�0�x�0��Ä�:���+���q¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�
�)�H§)¨í�0���f�¡�x¨~���0�+��®Ý4H�)�N�d)���K�o«x��¨m�o¨m�$�)�x®����»�0��)�)��� KBH$nWLw�gQJUWLNKõK�Q&j�LNK�{&j�Rku9Q �o)�0�$«x�x�0�0���)�
�)�x�0��  ��®  ��¨m��b�¡�3�)�x�0�¡�m�0�x)�0�x�0��Ä�:���+����:1$����§�)�)�#¬A��§)�h�¡�0���kC&D7D&ÆW�^���^�L���f�¡�x¨  ª��0� ���Ý>8���0¨~���U�Ê�94x«�)��«+���|�)�Z�0���76L�¡�x�|¨m�$�)�x®����U¨~�E�:�×¨~ª?�¡�]¤«x�����L�a§)¨~�#�)�x® ���ü46� KBH$nWLw�gQJUWLNK u9Q&R>µWQ�q�Z(Q&XYu9Q �L��'b§K��®.)�x«x�x�0�¡�h�:�E¤'�0�6«x�7�+)�x«x�x�Ê��>8§�)�)�����0���f�¡�x¨~�
�3�0�x�a¨m�b�)�x® ���)��:Ê ��$�)�x® �&���x¨t«+���Þ�)��6)�¡�&)«+�3�:��¨26,4x¨ 4w«x�7�+)�x«x���K�m«x��¨m� KBH$nWLw�gQJUWLNKµOdLw�gQ<}!�INRku9Q
H-MX.Q&j�M�Z9L9fJQ*nWH\O.Z9HJuTLTITIJH :
1$����®���§)¨~�������¡�&)�)���+���B'b§)��«+���¡��«×�¡�x�0���+��¨ø���~�76��f�×�¡�  ���~«x�7)�f�¡�h�¡§)��Ä�¡�x�m�)��§)¨ �0���f�¡�x¨~�;�7��§

¨m�b�)�x®����  ���0� ��¨é)�H�¡�x¨m<�3��Ä�:���m�x�f�¡�`4X�)�h�¡� n&R�Xh|&K2RkuTH �«�8¬A��§)���0�0�&�,C&D7D&ÆW���B�Ò ��7Ä�¡�x���0���,C&D7DFC7�^:�a��Ä�¡�0� �K��¨m�b�)�x® �&���x¨�¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+��C�$�)�x¨m���#��)«x�7b�¡�¡�����)�  �x�0�0���#�¡��<���#�)�~¨m�$�)�x®����w�)�g>8�A¤�0��Ä�¡�x�Ê�  ª��0� ���V>8���0¨~�����)�6§L�¡��®��g�+���+���#�)���7¨m�x�0¨m����:�@Z�x�f�¡�a�¡�¡�&6K��®�+)����)�0�x�0��Ä�:���0�x¨m����§)¨ ¨m�$�)�x®��
C��)§)® ��«x���7K��®�'b§)�H�)�x�0«x�0�  �m�~�)��d/�¨m�h«+�m�)�#§)¨~�~)® �&Ä�:�~�K�&)�g�+K�;:6¬a®�4x¨©�)���0�0���»�0�x�¡ªo��)�0�x�0��Ä�:�E¤
�)� KBHJnWLw��HJI�nWL*H-j�R�K2RgfJQ=¶_aWH 'b§)�3<�$�)�x¨��0�x�w§L�¡��®��g�+���)���6K���¡���0�x�0��®  �x�X)�0�76)®��x¨~���\'b§)�m��  ��®  �x¨�)�  �x�0�0���Ê�¡��<���Ê�)�X�0���f�¡�x¨~������>�8��0��«x������6)����®�£7����«x�����L�×�¡«J�^:< ¨m�$�)�x®��m¨m�?�¡�x¨~ª?�¡��«x�3�)�x�0��  ��®  ���)�~K���¡�m§)¨©�)�×�¡�x�0¨m��K���)�m�0���f�¡�x¨~��4#��<��K���a§)¨~�3�0�x)�0�A¤
�0��Ä�:���+��� ��)�0�$�L��¨~���K�;: �7�7)�0��'�©)��b�¡�x¨m��Ä�¡�7�PK�?� �T�L���f�:��§�)��«+��¨m��b�¡��§)¨!¨m�$�)�x®�� �)� �0���f�¡�x¨~�;�
¨~����§)¨~��>-��¨�8�®h���X�)�a¨m�$�)�x®�����«x��¨ «+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+�����6�)�x�0�x¨mC���+)���  ���0� ���)����:ö¬ �)�x«x���¡�����)��'b§K��®�)�x�0�0�x�X¨m�$�)�x®����a�x�0«x��®�+)�x�\4H§)¨í�)���q)�0�76)®��×¨~����K�����¡�0�  � ���h�6���0�x�0�x¨���;>8�0��Ä�:���)����:#¬a®�4x¨��)���0�0���
�x�0C�x�¡�E¤'�0��'b§)�3§)¨í¨m�$�)�x®����»�0��)�)��§)¨~���0��¨3)®��g�K«+���+�����K���0�+��®����K���)�&�È¨~�&Ä�¡���+K�o���q«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡�]¤
«+����>8§�)�K��¨3��b�:�������)��>8��Or�¨m��)�~��§��0�+��®����K���)�`'b§)�#�0�x)�0�x�0��b�:�;:A�U¨ú��§L�¡�¡���aK��® �  �¡�����C)�0�×�¡��)�)�x��)�x�0��  ��®  �x�X§)¨�¨m�$�)�x®��*'b§)�m«×�7b�¡���+K��¨�§)�h�:���6�K���q«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+���q�)���0���f�¡�x¨~�o�0�+��®Ý4H§)¨���®  �)���0¨~��®�¨3��Ä�¡�q��K�?�¡����78  �x®k:

���)þ_��î�º�� �#üY½ª N¸Sþ-º`ÿ8þBºªÁ�iyü�ý����8ü
< �m¨m�$�)�x®����H�¡��� «x�7)�f�¡�0§�8��)���m<���  ª��0� ���3�¡�&���$�x��:��a�>-�?�¡���7��� )�0��C���0«x���7K���3§)¨~� �)�x�0«x�0�]¤�+���~�&6)�f�¡�¡�?�:�3�w�0��¨m)®��g�K«x���K�H�)�#��®���§)¨t�0���f�¡�x¨~�;�K�x®��x�Z<�$�)�x�¡���m�0�x�Z§L�¡��®����+���)���ÊK���¡�3�)���0�x«x���7K���Ê���

�x��>8���0�x���Ê�)�q<��'b§)���¡���Ê��§�K���¡���)�N�d)���Ê§)¨ )�0�76)®h�x¨~��K���¡��§)¨ �x�f�¡§)�)�3�)�×�:��®�+K���)��:| ������0>8�0��'�©)��$¤
�¡�x¨m��Ä�¡�&�»���a¨m�$�)�x®����Z¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«x���Z�¡�����)�x�0��  ��®  ���)���6K���¡�~�~)�0�x�)���+�����K�~¨�§)�K�&)�+�~�)��d/�¨m�h«+��x¨é>8§�)�+���3�)�3�¡�x¨m<��:

�a��Ä�¡�0���)����¨
6)����b�¡�X�)�#)�0�b�)§)�+���o�&���98h«x��® �;�K���Z¨m�$�)�x®����Z¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«x���Z��§��L��®�����¨t�m��b�¡��)�)�]¤
¨m��Ä�¡�X�)�Z�0���f�¡�x¨~���|«x�&)�¡�h�)�x�¡�&)�)�#«x��¨3)®��^�L�����b«x��¨m�X�w�)�x�0��  ��®  ��¨m��b�¡�w�)��§)¨~�q)® �&Ä�:�q�K�&)���+K����0§K��«x��¨m<�A�:�h�+����«x��¨í��® �  ��§)�¡�;�»�H���0�0��¨�»�&6)�0�x¨���<���f�¡§�)���K���)�x�6K���¡�~���)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡�o�)�
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C�x�('b§)���¡�����|<���#�^�L�x¨m)®����  �h�:�-)�)� �����¡��¨3���+���+�����)�~)�0�$«x�x�0�0���H«x��¨m������)®���«+���+�����)�B+)�x�(6)��«x���K�K���`® �  ��§)�¡���ü�xtq���)�x�;�7��ÃJÓ7É7ÉSsE¢ö�-�)�x®�®k�FÃJÓ7Ó7D��Ss-����«T+)����ÃJÓ7Ó7ÉSs-#��7)�x�D�0����«T+)���7C-D7D7DSs&#��7)�×�$�&C&D7DFØ7�^:
u#ÿ�ùUü. 3ý�� iyü�ý����8ü. 
)C���0�x¨m���a�~�0����§)���a§)¨~�B6)�0�  �3��)�0�x�0��Ä�:���+���o�)�H��®���§�)�Z�¡��C���a�)��¨m�b�)�x®����a«x�7)�0���)�x�¡���)�����»�0�A¤��§�)�)�3¬A��§)���0�0���kC&D7D&ÆW�^�)���Ê¨~�����Ê��¨3<���f�:�&Ä�:�-:

[�H$nWLw��HJI�� R�XYL9Q&Z9LTI L"X.aWH·� R�XYL9Q&ZTLTI�¸ �x¨  � �������x�¡�������7«T+K��¨~�E¤'�0���)��§)¨ø¨m�$�)�x®�� ®���)�+���
���#¨m�$�)�x®�����'b§)�o�¡�?�¡����>-�&�x�x¨�� O.Z^R�XYuw O.RkH nWQINMJOdLNZrOdHJINR¹¶_aWH : �U�f�¡��)�0��)«�8�)�����)���B'b§)�o���¡�&8��K���)�
§)¨!�0��K��®0>8���0¨~���)� C�x® � «x��¨
6)��K���+��� ®���)�x���H�)���)�g>8�x�0��Ä�¡�x�m�0��K�������V4�����§K��®P� ¨m�x�0¨~� «x��¨
6)��K�E¤
�+���~��)®���«+���K�H�����Z�0��K�����Ê�)�w�¡�&8��K�2���x�¡���)���Z<����«+���K�3�0��K��®����0������K��®»�0�xK���¡���K��¨m��Ä�¡�&:�¬ «x�7)�)���+���
�)�~®���)�+���0�h�K���)��)���0¨~��®�¨m��Ä�¡�3�0��¨m)®��g�K«x�i6K���f�:�&b�¡�~��¨m�$�)�x®������0�x���)�x�0��  ��®  ���)��:"@Z����Ä�:�&Ä�¡����^�L���f�¡�x¨ �0�h�¡§K�����b�x�~�x¨Ë'b§)���x�f�:� «x�7)�0���)�x�¡���+�?��K����4����)��'b§K���K�;�Ê«x��¨m� <���m�T�L�x¨m)®����0'b§K�&)�)�
�)�x�0�?�0�E¤'�0�H�x�f�¡§)�K���w���6«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+���6�)��d/�¨m��«+���AK���?¤'®��g)�+���a�)�o�0���f�¡�x¨~�;�»�:�����6«x��¨m�����0«x��® �����$�x�6�
6)�g>8§)�0«+�����b�x��: < ��¨m�$�)�x®����0K���3®���)�+���0�x�PK���3<���0�0§)�x¨ú«x® ���0�0�g�K«+���+��������)�x�¡��®����+���K��«x�7�+)�x«x���K�;:

[�H$nWLw��HJI*LTINjZ{&j�RkuTHJI*L*n&R�Xh|&K2RkuTHJI�¸ ¨m�$�)�x®����6�x�f�:ª?�¡��«x���X�0�x® ��«x���7K��¨  ���0� ª  �x���X�0�x¨ô'b§K�&$¤�¡�g�K«+�����0§K� �)�xC��)����)«+� �"�¡�x¨mC���¡��®k: ³ §K�&)�)� �)�x�0�?�0�E¤'�0� �  ��®�� �����"�  ��®�§)�+���"�¡�x¨m<���¡��®a�)� §)¨�0���f�¡�x¨~�;�`¨m�$�)�x®����X�)��d/�¨m��«x���X�¡����§)�¡���)����:� ��$�)�x®����w�x�f�:ª?�¡��«x���#�¡���")���0¨~��®�¨3��b�¡�3�)�x�0«x�0�h�¡���#<���
��'b§K�����b�x�U��®��74�6)�0��«+�����?���aK���0�0�A'b§)�7¨m�$�)�x®����ä�)��d/�¨m�h«x���ä�¡���a«x��¨m<���f�¡���`<���`�N'b§K�����$�x�ö�)�g>8�x�0��)«x� �����
�8��§ �)�g>8�x�0��)�+�����«)��«+���0���)���¡�x¨m<�o�)���0«x�0�×�¡�W�^:
�D�����q¨m�b�)�x®����6<�$�)�x¨��:��¨26,4x¨í��)«x®�§)���a��'b§K�����$�x�
��®��74�6)�0��«+����:

�U¨ %)®h�¡��¨m���&Kª�®����0�&�$�¡�b�)�3�0���f�¡�x¨~���0�+��®�4q�)��d/�¨m��«x��:D¬y��<�+���3�)�q�)�x�0«x�0�  �x�Z§)¨ �0���f�¡�x¨~���0�+��®
C����§)¨t¨m�$�)�×®��H�x�f�AªE�:�h«x��4  � ª  �x®«'b§K�&)�)�~�H�0§K�3�)��d/�¨m��«+��K����4X�0�x®��  �&Ä�¡�&:

[�H$nWLw��HJI�n&R�IJuNZ9LNj�HJI�L�uTH-Xdjx�XdMdHJI�¸ )�x�f�¡� �¡�¡�&6K��®�+)� �����¡�x�0¨m��� n&R�IJuNZ9LNj�H � uTH-Xdjx�XdMdH �0�
�0�N>8�x�0�x¨������¡�x¨mC��:  ��b�)�x®������)��d/�¨3��«x���w«x�7Ä�98�$§)���#�¡�����)�x�0«x�0�h�¡����C������'b§K�?���$�x�H�)�g>8�x�0��)«x� �����w�
�0�x)�0�x�0��Ä�:��¨ �a�  ��®�§)�+�?�q�)�6�0���f�¡�x¨~�a«x�7Ä�¡��b§K��¨m��b�¡�ü)�a�¡�x¨m<��:Ý#�ªa¨m�$�)�x®����`�)��d/�¨m��«x���`�)���0«x�0�×�¡���)�X�¡�x¨m<�w�0�x)�0�x�0��Ä�:��¨ �X�  ��®�§)�+���#�)�w�0���f�¡�x¨~�X�×¨��g)�0�:�&Ä�¡�x���)�x�0«x�0�h�¡���|<���|��'b§K�����$�x�7�)�Z�)�g>8�x�0��$¤�+�;:V1$���f�¡�x¨~���P6)����®�£7���h«x���0)���0¨~��®�¨3��b�¡�6�¡���m�)�x�0«x�0�h�¡����C����¨m�b�)�x®����Ê�)�q�¡�x¨mC�m�)���0«x�0�×�¡��:

º��d�-ÿ-ý��d¾7¿)ü ý�� ºªÁ�iyü�ý����8ü
�6���)�H�#�)�×�¡�x�0¨m��K���+���#�)�a§)¨�>-��¨�8�®h���X�)�6¨m�b�)�x®����V'b§)�6�)�x�0«x�0�  �+¨ §)¨��)�×�¡�x�0¨m��K���)�#�0���f�¡�x¨~�

�0�+��®k�_)�x«x�x�0�0�h�:�E¤'�0�7�)�  ��®����K�����x�0�0�x�ö¨m�b�)�x®����`�_�K¨y�)�V�Ä���¡�&Ä�¡�����0§K�Z«x���0�0�×�:��§L�¡��®����+���+���PK���0��¨H§)® �?�+���
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�)��«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�o�)�H�:��®ö�0���f�¡�x¨~�;:2�ä��)�)���  ��®����K���+���o�)�H�:�����q¨m�b�)�x®����\�Ä���¡�&Ä�¡���K�;�È<�b�)�x¨m���«x��¨mK���¡�E¤'®h�����X�)�×�¡�x�0¨m��K���0'b§K��®�¨m�$�)�x®��H�)�x�0«x�0�  �w¨m�x®�+)�����m�0���f�¡�x¨~�H���0�����gK��®�:
r�ÿ�Á]ºª���d¾7¿)ü ý��{ºªÁ�iyü�ý����8ü
¬��K¨��)���  ��®�� ���q���)�x�0�x¨mC���+)� �)�~§)¨�¨m�$�)�x®����ª4B)�×«x�x�0�:ª��0�����0��¨�§)® ªE¤.®h���`��§ �0�?�0�;�ö�0�x�0��®  �x����3��'b§K�����$�x�B'b§)��� «x��¨m.�b�x¨:�¢`���f�:�&Ä�¡�����{>8���0¨~� �)���0��¨H§)® �?�H§)¨ø¨m�b�)�x®��  �����)�xC��)�)�x�~�K��0�x)�0�x�0��Ä�:���+����§L�¡��®��g�+���K�;: < �6«+���0���6«x�7Ä�98�$§)���a���)���0«x�0�×�¡���6�0�x�¡���36)�0�  �x¨m��Ä�¡�H�)�x�0«x�0�h�¡���q���0����§)����8¬A��§)���0�0�&�,C&D7D&ÆW�^:

[�H$nWLw��HJI*uTH-Xdjx�XdMdHJI�¸ )�x¨��0�x¨m)�0��4H<���0�(8  �x®U�)�×�¡�x�0¨m��K���q�o�0��®�§)�+�����&K��®�8h�¡�h«+�~�)�3¨m�?¤�)�x®����#�)�~�¡�x¨m<��«x�7Ä�98�b§)���K�">8���0¨~�
ẋ = f(x, t)

:{@Z����Ä�:�&b�¡���ö<�$�)�A¤'�0���0�x�0��®  ���x�f�:����'b§K���+����)�g>8�x�0��)«x� ��®»�)�\>8���0¨~�H��)�0�J�L��¨~���K���?�¡�:�  4x���)�X¨�4×�¡�$�)���P$§)¨�4x�0��«×����:
[�H$nWLw��HJI3n&R�IJuNZ9LNj�HJI�¸ ���0��¨�§)® ���+�����)�~¨m�b�)�x®����X�)���0«x�0�×�¡���#«x���0�0�x�0<�7)�)�B)���0¨~��®�¨3��b�¡���

�0��®�§)�+�����)����'b§K�����b�x�3�)���)�g>8�x�0��)�+����: < )�0�$«x�x�)��¨m��Ä�¡� )�x�0�0��«+���0�{4~�)���0�×�¡���ö�*K��¨~�������0�����)���
«+���0���pK���3�0��'b§)�x��)���+b§)¨©��®������0�h�0¨m���x�0<�x«x� ��®k:

���.¾ ØÚÙ~ÛoÜÊÝ×Ù#Þ Ø èqáäÜ�åôòqáäãxð7Ù#Þ ó�èqõöè Ù�Ø èwîoÜ�¿»Ù�ÛoÜ©ùyÝxèwîHá`èwÞ ë�è4À
îoãxî�û�èwÞ

< �w¨m�b�)�x®����X¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«x���6�9�x¨�§)¨�K��<�x®c>8§�)�K��¨m��Ä�:��®c)���)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡���)�m<�x�('b§)���¡����0�x® ��«x���7K���K������)�0�  ��)�+�����H«x��¨26K�?�¡���)�H)® �&Ä�:���6�K�&)���+K���\K�o�&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;:w¢`���(4x¨���)�  �h�)�����¨�§)�K�&)�+����)� �)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡� �)��)�0�76)®��x¨~���3�)��«x��¨26K�?�¡�o�)��)® �&b�:���H�K�&)���+K���m��®���§�)�3¨m�?¤�)�x®������0���¡���(K��¨��76)�0��®��×�¡�����U)�0��)«x��K��®�¨m��Ä�¡�B'b§K�&)�)� )�0�$«x§)�¡�E¤'�0���?�¡�0��6)§)���#����¨m�$�)�x®������0<�x«×�¡���
�0�x® ��«x���7K���)���7�����7��¨mK��«×�¡���7��¨
6)����Ä�:�������Z�94x«�)��«+�����)�g>8�x�0��Ä�¡�x���)�a«x�7b�¡�0��®��&:Ý�`��)�)�H���f�¡���$K���¡��'b§)�
C���0�¡��¨m���A>8���f�:��®��x«x�x�a���0§)�f�¡��Ä�:���q¨m�x®�+)���Z��¨m�$�)�x®�����)�0�x�0��Ä�:���)����)�x«x�x�0�¡�h�:��¨m���a�)���)������>-�?�¡���0�x�
6K���0�x��=
�?Ã_�0>8���f�:��®��x«x�x�6�~�h��4x� �m�)�
'b§)�
4#)�0�x«x���0��®��  ���a�x¨©«x�7)�0���)�x�¡���+���o���6��¨mK��«×�¡���a��¨
6)����Ä�:�����
«+��§)�¡���)���X<�x® ���94x«�)��«+���x�0«x��®�+)���K�o�H�¡�¡�?�:���q�)�m��§L�¡�¡���w��®]�:�×�9K�E�:�  ���q�)�3«x�7Ä�¡�0��®��*s0�kC7�a�x�f�:§)�K�?�w�x�¥¤�¡�¡�?�94���� ���a�)��«x��¨
6K�?�¡�H���6��;>8�x�f�:�����b�x�qC���6)® �&Ä�:���a�K�&)���+K����)����'b§)�H�)���#�0�x�0<�x�h�¡���~�¡�×�¡�h�0�9��)«×� �
'b§�8�¨m��«+���X��)®���«+���+���H�)�X«x�7Ä�¡�0��®��x�p6)����®�£&���h«x����:

1$����§�)�)�~�a�J�$®�����Ã$Ó7ÓFE7�^�)�^�L���f�¡�x¨ �¡�(�x���76��f�×�¡�  ���Ê«^+K�  �x�a�H�0�x�0�x¨é>8�$«+���)���P'b§K�&)�)�m�)�x�0�?�0��¨m����¡�¡���+����§)¨~�H�x�f�¡�¡�?�94���� �3�)�w«x�7Ä�¡�0��®��X�)�w)® �&Ä�:�����K�&)���+K���pK�~�&���0��«x§)®h�¡§)�¡��«x�7)�0���)�x�¡�&)�)����®�4x¨ �K�
��)®���«+���+���q�)��+)�x�(6)��«x���K�����b�a�X�76L�¡��)�+���#�)�w¨~ª_�L��¨m�q®�§)«x�0���$���0<�x«×�¡������¨
6)����Ä�:������:��U�0�0�x���76��f�×�¡�  ���
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C�$�)�x¨��0�x�w�)�N�d)���)���X«x��¨m�o�0��)�)���x�f�:ª?�¡��«x�����ä�)��d/�¨m�h«x�������)�×�¡�x�0¨m���8��f�¡�h«x���q��§ �x�f�¡�$«+ª��f�¡��«x����:��U¨
����«T+)� �kC&D7D7DF�7��)«x�7Ä�¡�¡��¨m����§)¨~�3��)�0�x�0��Ä�:���+���~��Ä�¡�x�0�x�0�¡�&b�¡�X�0�76)�0�w����¨m�b�)�x®����Ê�x�f�:ª?�¡��«x�m�X�)��d/E¤
¨m��«x��:ö¬y�0����§)���P>-���0�x¨m���Ê§)¨~�3��)�0�x�0��Ä�:���+���~�)�w��®���§)¨~����«+���¡��«A�:�×�98h�0�¡��«x�����)�x�f�¡�x�Z¨m�$�)�x®h����:

iyü�ý����8ü n\ N¸Jò;¸?ÿ�¢�ü
�Z¨k¨m�$�)�x®��6�x�f�:ª?�¡��«x�\4���)®���«+���)��'b§K�&)�)�X)�0�$«x§)�¡�E¤'�0�Ê¨~�_�L��¨m�g�+���D�q®�§)«x�0�q�)�Ê§)¨ �g  �x�f�¡��¨m��Ä�¡�®��  �&)�)���x¨�«x�7)�0���)�x�¡���+������C��K���X���&)�o«x���0�0��b�¡�&:H�a�2>8���0¨~�*���x�¡��®k�È���76��f�×�¡�  ���)��)�0�b�)§L�¡���\4�)�×�¡�x�0¨m��K���q�~�:�_�)�o�)�2+)�x�(6)��«x���K�*'b§)�3¨~�_�L��¨m�g�x�&�»�)��b�¡�0���)�H§)¨ %�)��«x��C�x�(8��$�)���È���0�x§ ®�§)«x�0�o�)�

)�0�b�)§)�+�����K�K���)�m§)¨~���)�x�0��)�K���)�w�)�X)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K���P)�m�0��®���:
�Z¨t¨m�$�)�x®��H�x�f�:ª?�¡��«x�3C�$�)�X�0�x���0�x)�0�x�0��b�:���)�~�K�H�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�;=

max π(x, u)�0§-�f�x�h�¡�~�
x = a,

�7)�)�
x
4w�H�)��)�0���K���)�w��)��«x� �?®»�)�X)® �&b�:���Ê�K�&)���+K�����

u
4X�3�)���0�X�)��+)�x�(6)��«×���K�3��)®���«+���)���

a
4X§)¨~�

«x�7)�f�:�&Ä�¡�&:|�
π(x, u)

4q��>8§�)�+���2'b§)�6�0�x)�0�x�0��b�:�H�H®�§)«×�¡���)�6)�0�$�)§)�+���H�K�#® �  ��§)�¡�#�x¨�>8§�)�+���H�K��)��)�0���K���)�X�)�X)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K�����q�K�H�:�_�)�H�)�`+)�x�(6)��«x���K�3��)®���«+���)��:
iyü�ý����8ü l�ÿ�½�ðdÁ ÿ�¢�ü
z�¨�§)�h�¡�m«x��¨�§)¨t�¡�¡�?�:���Z�~)�0�76)®��x¨~�3�)�#«x�7Ä�¡�0��®��w�)�w)® �&b�:�����K�&)���+K���a«x��¨m�m§)¨©)�0�76)®��x¨~�

�)��¨~�&)�?�f� �)���0�x«x§)�0�0���(�xtq���)�x�;�7�pÃJÓ7É7ÜF�(�^�7K���¡� ���0�0���ü)�x«x�x�0�0�h�:��¨m���m�)�×�¡�N  ��®  �x�~§)¨ø¨m�$�)�x®��
�)��d/�¨m�h«x��: @Z�x�0�0��«+���0���7� �76;�f�×�¡�  � �)��>-�&�x��)�)�×���0��4��)�×�¡�x�0¨m��K���H�)�'b§)��¨~�&)�x���¡�;�����x¨Ë'b§K��®
��Ä�¡��)�0���K���)�&�)��6K�&)«×�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x���

x
�)�)�X«+���K�3�x�f�:���+���3��§��&)����4w��®h�¡�x�¡���)�H«x��¨ú�3��)®���«+���+�����)�

+)�x�(6)��«x���K�;�
u
�  ���¡�&)�)���?�¡�0��¨�§L�¡��®h���+���q�x«x�7)��¨m��«+��¨m��Ä�¡�3�K��¨m�x®�+)����>8���0¨~��<���¡�(8  �x®��+)�x�(6)��«x���K��&��«x�7)�0��'�©)��Ä�¡�+¨m��Ä�¡�&�ä¨~�_�L��¨m�g�+���a�0�x§ ®�§)«x�0�3b§)¨�C�x�(8��$�)�o)�(4A¤'�)�×�¡�x�0¨m��K���)���)���¡�x¨m<��:
1$��)�)�

���0�0��¨��K���¡�6§)¨k)�0�76)®��x¨~�a�)��¨~�&)���f�q�)���0�x«x§)�0�0���b�  ��®�� ���)��b§)¨k<�x�(8��$�)�q�)�P�s�&)�����Ä§)¨k¨m�$�)�x®���)�X���¡��¨m�g�+���+�����)��d/�¨m��«x�HC�$�)�X�0�x���K���)�m�K�H�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�;=

J =
T∑

t=1

αt−1π(xt, ut)
�kC�:gÃ_�

�0§-�f�x�h�¡�m�
xt+1 − xt = g(xt, ut),

�kC�:ÇC7�
x1 = b, ut ∈ Ω(t),
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�7)�)�
xt

�
ut

�
π
�¡����«x��¨m�2�0ª��)�N�d)���)�����

J
4m�>8§�)«x���7K��®U�76;�f�×�¡�  ���)��)�0�76)®��x¨~�;�ä�~�0�x)�0�x�0��Ä�:�� ®�§)«x�0� ��®�«+�&)�x���)�]$§)¨�<�x�(8��$�)� �)�

T
�-)�����

α
4o§)¨ >-�?�¡���H�)���)�x�0«x�7Ä�¡� �xtq���)�x�;�7�pÃJÓ7É7ÜF�^�|�

g(xt, ut)
�0�x)�0�x�0��Ä�A�w�  ���0� ���+���q�)�`6K�&)«x�w�)���0�x¨m��Ä�¡�x�7�qK���f�¡���ö�K�w��)®���«+�?�+���q�)�`+)�x�(6)��«x���K�;:Ý�U�0�¡�>8§�)�+���34H«x�7)�f�¡�0§�8��K�o��K���f�¡���a�)�H§)¨í¨m�$�)�x®����)��d/�¨m�h«x��C��)§)® ��«x���7K��®ª'b§)�3�0�x® �?«x���7K���  ���0� ª  �x®�)�X�x�f�:���)�
xt

�X�m«×�7b�¡�0��®��X��)®���«+�?�)�
ut

:
Ω(t)

4q�m«x�7-�f§�Ä�¡�m�)�  ��®����0�x�Z���)¨m���0�(8  �x����K���¡� ut

:
���L���f�¡�x¨©�)�  �x�0�¡����>8���0¨~����K���¡�m�0�x�0��®  �x�Z���a)�0�76)®��x¨~�����)�#���¡��¨m�g�+���+���m�)�N�d)���)���6�&'b§)�k:�¢ö���¡�� «+���0� �x�f�:ª?�¡��«x���U<�$�)�x�0� ��¨ �0�x�H��)®���«+���)������®������0�h�¡¨3���w�)�o�0�x�0��®�§)�+��� �)�o)�0�76)®��x¨~���#�)�o���¡��¨m�g�+�E¤

�+���*K����®���)�+���0�x���C�:�����a«x��¨m�~¨�4×�¡�$�)�~�)�2@Z�N§Ê�¡�7 ��§��)��¦q�¡���)����b�¡�&�Ý���7�x�f�¡�0��¨?�����ÝÃJÓ7Ó7ÓF�^:a¢ö���¡�~�
�0���f�¡�x¨~�w�)�x�0«x�0�h�¡�#<�x® ������'b§K�����$�x�`�kC�:gÃ_�.¤N�kC�:ÇC7�öC�$�)�x¨m������)®h��«+���|�)�  �x�0�0����¨�4×�¡�b�)�����$�)��Ä�¡�0�6�x®��&�b�¡�A¤¨m���|�q�¡�x���0� �q�)�Z«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m���-¢U�0��)«�8�)���q�)�� �ª_�L��¨m�W�^�Ä)�0�7���¡��¨~���+���q�)��d/�¨m��«+�;��)�0�7���¡��¨~���+���
�)��d/�¨m�h«+�~�x�f�¡�$«+ª��f�¡��«+�;���3¨�4A�:�b�)���\���x�¡�����6�)�H�0�x�0��®�§)�+�����)�H)�0�76)®��x¨~����K����®���)�+���0�x���Ò¦q�¡���)����Ä�¡�&�
@Z�N§Ê�¡�7$¤?5Z���+)�0�7��K��Ä�¡�0�X��§L�¡�¡���^�^:

ÙiÁ Á ü�ý����8ü ý��{¢�ü.½.¸SþEü.����Ïd¸Eÿ�Á ü
¬�¡�x���0� �w�)�6«x�7Ä�¡�0��®��A4a§)¨~�`>8�x�0�¡��¨m��b�:�w¨�§)�h�¡�#��¨mC���f�:�&b�¡�pK�#�)�×�¡�x�0¨m��K���+���#�K�#�0��®�§)�+�����)�

§)¨�)�0�76)®��x¨~�3�)���¡��C�]�kC�:gÃ_�.¤N�kC�:ÇC7�^:A�Z¨�«x��¨m<�7)��Ä�¡����¨mC���f�:�&b�¡�X�)��§)¨�)�0�76)®��x¨~�m�)��d/�¨m��«x��4
�  ���0� ª  �x®ä�)�w«x�?¤'�x�f�:���)���<�)��)���:���K�m<��� λ �C��'b§)�#�0�x�¡ªm��)�0�x�0���K��)�~)�0�76)®��x¨~�m�?�¡�¡�  4x�Z�K��>8§�)�+���Ía��¨m��®]�¡�7)���&K�;: ¢D���¡�"� )�0�76)®��x¨~� �)� ¨~�&)�?�f�"�)� )® �&Ä�:���o�K�&)���+K�����6��>8§�)�+��� �)��Ía��¨m��®]�¡�7
�-¢`�7Ä�¡���b�&������A�a��®k:g��ÃJÓ7ÜFØ7�V4X�K���K�3C�����xtq���)�x�;�7��ÃJÓ7É7ÜF�

Ht = π(xt, ut) + αλt+1gt(xt, ut)
�kC�: ÊF�

¬ >8§�)�+���
Ht

46��®�§)«x�0���76L�¡���)�H�#K���f�¡���7�)�6§)¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���)���8  �x®»�K���  ���0� ª  �x���7�)�6�x�f�:���)�H�«x�7Ä�¡�0��®��
x
�
u
�<¨~�?�����  ��®������)�#��®���§)¨~�H¨�§)�K�&)�+��)�~�x�f�¡�W'b§)���K�  ���0� ª  �x®��)�#�x�f�:���)���»�  ��®�� ���K�«x��¨��  ���0� ª  �x®`�)��«x�?¤'�x�f�:���)� λt+1

:6¬  ���0� ª  �×®D�)��«x�?¤'�x�f�:���)���0�x)�0�x�0��Ä�:�o��)�0�x�x�o�)���0��¨
6)�¡�~�)�§)¨~�Z§�)���K���)�7�)�6�x�f�¡��'b§)�Ê�)��6K�&)«x�6�)���0�x¨m��Ä�¡�x���Ä�7�:��¨
6.4x¨ 47«^+K��¨~���K�Z�)��«x§)�f�¡�q�)�7�)�x)�0�x«x� ���+���
�)�o�x�f�¡��'b§)�&:#¬ >8§�)�+�?�

gt(xt, ut)
��K�o��'b§K���+�����kC�: ÊF�^�»�0�x)�0�x�0��b�:���~�:�_�)�o�)�H¨�§)�K�&)�+�*)�36K�&)«x�

�)���0�x¨m��Ä�¡�x���)�x«x���0�0��b�¡�Z�K�X��)®���«+���+���q�)��+)�x�(6)��«x���K�;: ³ §K�&)�)�
gt(xt, ut)

4�¨H§)®]�:�h)®h�h«+���K�6<���
λt+1

�
�x�f�:�A47«x�7  �x�f�¡���K�a�x¨ §)¨  ��®����`¨m�7)�×�:ª��0�����?�7�0�x)�0�x�0��Ä�:�X���:�_�)�a�)�7¨H§)�K�&)�+�Z�)�  ��®����`�x«×�7Or�¨m��«x��)�A6K�&)«x�6�)�7�0�x¨m��Ä�¡�x�ö«x���0�0�x�0<�7)�)��Ä�¡���Z�)���0�7�)�ü+)�x�(6)��«x���K�a��)®���«+���K�;:`�a�V>8���0¨~�p���x�¡��®k�?�x�f�¡�  ��®����C�$�)���0�x�  ���f�¡��«x��¨m�~��®�§)«x�0������'b§)���0���)���~K���f�¡���Z�)���N>8�x�h�¡���aC���0�h�¡�  ���Z�K�����+�����)�*+)�x�(6)��«x���K��)�6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x�
�k#��7)�x��������«T+)���.C&D7D7DF�^:

¬ �¡�x���0� ���)�H«x�7Ä�¡�0��®����)�x�0��  ��®  ���K�o<���q¢D�7Ä�¡���Ä�&���� �×�w��®k:c�?ÃJÓ7ÜFØ7�^��)���q�K�����q«x�7)�)�����$�×�X�)�)�0��¨m�x���¡�#���0�)�x¨tK���¡�H�x�f�¡�w)�0�76)®��x¨~�;�;'b§)�X�¡���~�����0����§)�gb�¡�x��:
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0 =
∂Ht

∂ut

�kC�: ÆW�

αλt+1 − λt = −
∂Ht

∂xt

�kC�:ÇØ7�

xt+1 − xt =
∂Ht

∂λt

�kC�: ÜF�
¬ ��'b§K���+�����kC�: ÆW�p4H�~«x�7)�)���+����K���)�¡����K���¡�~¨~�_�L��¨m�g�+���+���m�)�o)�0�76)®��x¨~�m«x��¨©�¡�×® ���+���o�

ut
s

�#��'b§K���+����kC�:ÇØ7�V4q�#��'b§K���+���3���-�f§�Ä�:���6�)��)���:�H�w�:�_�)���)�6¨�§)�K�&)�+�#�)�H)�0�x�x�H�)�6�0��¨26)�¡�#«x��¨ �
K���0�¡���|�)�X�¡�x¨m<�Os$�q��'b§K���+���3�kC�: ÜF��4Z�X�0�A¤'�)�x«x® ���¡���+���X�K�X��'b§K���+���w�)��¨m�  ��¨m��Ä�¡��:��U�f�¡�Z«x�7-�f§�Ä�¡��)�q��'b§K�����$�x��)���Ê<�x�0¨m�h�¡�x¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���Ê�H)�0�$«×�x�0�¡�m£��¡��¨m���$«x��¨mC���f�¡�3<�x® �  ���0� ª  �x®È�)�X�x�f�:���)�3�
 ���0� ª  �x®»�)�X«x�&b�¡�0��®���� x∗ � u∗ �^�)�X�  ���0� ª  �x®È�)�q«x�?¤'�x�f�:���)�H�0�x® ��«x���7K���K�����H�x�f�:���)� λ∗t :U¬  ���0� ª  �x®�)�m�x�f�:���)���)�x<��)�)�~�)���x�f�:���)����)��«x� �?®ö�)���0���f�¡�x¨~�;:B�U¨
6<���¡�

x1

�0�?�0���K���)���
λ1

43�)�x�0«x�7�+)�x«x���)���
�X§)¨~�H«x�7)�)���+���m���)��«x���7K��®��L«x�7�+)�x«x���K�3«x��¨m�m�3«x�7)�)���+���3�)�q�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)�&�d4X�0��'b§)�x�0���K�3K���¡��76L�¡�x�0¨m���ö§)¨~�\%�)��«+�6�0��®�§)�+����:Ý@Z�x�f�¡��)�0�76)®��x¨~�;���7)�)�Ê�q�¡�x¨m<���dK��®k�

T
�F4��K���)�X�Ê�X�x�f�:���)�\�dK��®k�

xT
�d4X®��  �0�&�)�3«×�7)�)���+���3�)�X�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)�\4 λT+1 = 0

:
¬k�0��®�§)�+�����)���0���f�¡�x¨~� �kC�: ÆW�.¤N�kC�:ÇØ7���0�x�¡ª��K���K�~<���f�¡�x�0�����0¨m�Nb�¡�w�x¨���§L�¡�0��«+�?�8h�¡§)®��~�)�x�0�¡���)���¥¤

�0�x�f�:���+����:
¢D���¡�*'b§)�HC���0�¡��¨m���q��)®���«+���Z�o¨m�b�)�x®��~�)�H«×�7b�¡�0��®��#£��¡��¨m�m�)�x�0«x�0�h�¡����«x��¨~�;�»�*Ía��¨m��®h�¡�&)� �-K�

�)�  �m�0�x�X«x�7Ä�¡��b§K��¨m��b�¡�H�)�g>8�x�0��)«x� ª  �x®k:H�a�  ���)���x�0�¡���)�g�K«x§)®��K���)�&�ä¨�§)�h�:���  ���x�x��K���i43C���0�(8  �x®��)®���«+���7�:��®ä¨m�b�)�x®���:01$��)�)�o���0�0��¨�K§)¨~�3��®h�¡�x�(K�?�¡�  �24#�3§L�¡��®��g�+���+���3�K�H�94x«�)��«+�m�)�#¢U�0�7���¡��¨~���+����a��d/�¨m��«+�;�)�2'b§K��®È�¡�  �#��)®���«+���+���H�)�g>8§�)�)���K�
K�m�&���0��«x§)®h�¡§)�¡�#�w���)¨m��)���f�¡�¡���+���H�)�X�0�x«x§)�0�0����K�?�¡§$¤�¡�������xtq���)�x�;�&��ÃJÓ7É7ÜF�^:
ÙiÁ Á ü�ý����8ü ý�� ù`þEü,�Cþ_�dÁ��d¾7¿)ü"ý`ÿ�½�ðdÁ ÿ�¢7�
³ §K�&)�)�q§L�¡��®����+��¨3���D�6)�0�7���¡��¨~���+���6�)��d/�¨m�h«+�aK���¡�a�q)�0�76)®��x¨~�a�)�����)¨m��)�h�f�¡�¡���+���a�)�Ê)® �&Ä�A�

�K�&)���+K�;�K��Ía��¨m��®]�¡�7)���&K�
K�H��'b§K���+��� �kC�: ÊF�ü4X�0§�6)�f�¡�h�¡§�8��K�H<�x® ���¡�N��§)��b�¡�X��'b§K���+�?�~�0�x«x§)�0�0�  �;:

Vt(xt) = max
ut

[πt(xt, ut) + αVt+1(xt+1)],
�kC�:ÇE7�

�7)�)�
Vt

4q�0�×�¡���()�3£��¡��¨m�
)�3<�x�(8��b�)�
t
�8C�x�(8��$�)�3�?�¡§K��®��^�

α
4q�2>-�?�¡�����)�X�)�x�0«x�7Ä�¡���

π
4X�H�0�×�¡���()�

�)�~<�x�(8��$�)�~�?�¡§K��®k�C�
x
�
u
�¡�������  ���0� ª  �x���Z�)�#�x�f�:���)���#«x�&b�¡�0��®��w«x��¨m�m)�0�  � ��¨m��Ä�:�w�)�N�d)���)����:< )�0�76)®��x¨~�i4m�0�x�0��®  ���)���)��>8���¡¨m���0�x«x§)�0�0�  �;�ö�0§-�f�x�h�¡�"����'b§K���+�����)�~¨m�  ��¨m��b�¡���)�N�d)���K��<�x®��¨m�b�)�x®��6�)�Ê�)��d/�¨m�h«+�Z<��)§)® ��«x���7K��®$�K�6)® �&Ä�:�a�K�&)���+K�;:Ý�Z¨~�a�)�x�  �&b�:�&���x¨k�K�q��)�0�J�L��¨~���x���6<���
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)�0�7���¡��¨~���+�����)�gd/�¨m��«+�34m�)��K����<�b�)�x�0¨m���w«x�7Ä�:���X«x��¨�§)¨~�  ���0� ª  �x®U��'b§)�  ��®���Ä�¡�B�  ���0� ª  �x®�)�~«x�?¤'�x�f�:���)�
λt+1

K���0��®�§)�+����:"�'�f�¡����¨m)®��h«+�iK��<�x�0�K���)�~��;>8���0¨~���+�����0�76)�0������6<��)�N>�8�«x�����#�)�
«x�7Ä�¡�0��® ������6K�-)«x�m�)�X�0�x¨m��b�¡�x�a�-)�~�3�&)��:

 �§)�h�¡���U�x�f�¡§)�)�����0�x® ��«x���7K���)���c�X���¡��¨m�g�+���+���6�)��§)¨ )�0�$«x�x�0�0���&���98h«x��® �;�&>8���¡��¨µ>8�x�h�¡���c6K�?�¡�x���)���
)���|�)�����|¨m�b�)�x®����U«x�h�:���)���|��«x��¨~�;:ö¢`���(4x¨�$�?��)�K�q�^�L���f�¡�Z��§L�¡�¡�X��®h�¡�x�(K�?�¡�  �;�7'b§)��4Z�w¢U�0�7���¡��¨~���+����U�f�¡�b«+ª��f�¡��«+�;:|¬ )�0��)«x��K��®»«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+�#�)�x�f�:�q¨m�$�)�x®��
4q�
>-�?�¡�H�)�q��)«x���0<���¡���0¨m�����������K���)���Ê���
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min J = l0(x(t1)) +

∫ t1

t0

L0(t, x(t), u(t))dt
��Ê;:gÃ_�

(P )
�0§-�f�x�h�¡�m�

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), q.t.p. t ∈ [t0, t1]
��Ê;:ÇC7�

yj = lj(x(t1)) +

∫ t1

t0

Lj(t, x(t), u(t))dt, j = 1, 2, . . . ,M
��Ê;: ÊF�

u(t) ∈ Ω, q.t.p. t ∈ [t0, t1].
��Ê;: ÆW�

x(t0) = ξ.
��Ê;:ÇØ7�
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�)�

t1
<�x�(8��$�)���a��§ �&)�����»«x��¨

t1 ∈ (t0,∞)
: < �x�f�:���)�*�dK��®

x(t1)
4#®��  �0�&�<�
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(P )
���

Ω
47�a«x�7-�f§�Ä�¡�6�)���D«x�7Ä�¡�0��®��x�D���)¨m���0�(8  �×���`K���¡� (P )

:ª�`�x¨m���`�:��¨
6.4x¨ø'b§)�&�
x(t0) = ξ

�
���D«x§)�f�¡���

(l0, L0)
�����D�0�x�f�¡�0�����$�x�

(lj, Lj)
���7�  ��®����`�)�7«+���K�Z�0�x�f�¡�¡�h�+��� yj

�
j = 1, . . . ,M

���¡���a�K���)����:
¬a��)�K�o«x��¨��0�x® ���+��������)�0�76)®��x¨~�o��«x��¨~�;�È�¡�x¨m���

Lj : [t0, t1] × R
n × R

m → R, lj : R
n →

R, j = 0, 1, . . . ,M
�
f : [t0, t1] × R

n × R
m → R

n : SP ([t0, t1]; R
m)
�0�x)�0�x�0��Ä�:�����x�0K���x���K���

>8§�)���b�x� INM�Q&s&LTIpOdH-ZpO�Q&Z^j�LTI
u : [t0, t1] → R

m �<����>8§�)�+��� u(·) ∈ SP ([t0, t1],R
m)
4���>8§�)�+�����)�

«x�7Ä�¡�0��®��&�������$�N§7����YC&D7D7Ü7�N:
1$�?�0�

(x, u, t) ∈ R
n × Ω × [t0, t1]
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(P )
�|���f�¡�]4&�

§)¨�)�0�$«x�x�0�0��'b§)���¡�?�¡����>-�&�~�¡�$�K���3���H�0�x�f�¡�0�����b�x�3�)� )�0�76)®��x¨~� ��Ê;:gÃ_�.¤N��Ê;:ÇØ7�^:��ü+K��¨~���0�x¨m���H���¡�0�]¤
)® �

(x∗, u∗, t∗1)
�)�w§)¨ O.Z9HJuTLTITIJHÜÛ-j�R�KBH K���¡�

(P )
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(x, u, t) = (x∗, u∗, t∗1)
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ξ
�x¨

t0
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ß2à.áFà.á â  äãOå&æ<çéè7ê4å&ë¼ì<ëÑíYî�ï2å.ðÑë3ì<ñ  òëFæ,ó�ãSô,õFöFå&æ
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�3)�0�76)®��x¨~�
(P )

��)�0�x�0��Ä�:���)�~�&b�¡�x�0�����0¨m�Nb�¡�&:�1$�?�0��¨
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l̃(x) =
M∑

j=0

λjlj(x),

L̃(t, x, u) = λ0L0(t, x, u) +
M∑

j=1

λjLj(t, x, u),

�
H(t, x, u, p) =

〈
p, f(t, x, u)

〉
− L̃(t, x, u).

¬ >8§�)�+���
H(t, x, u, p)

46«T+K��¨~���K�#�)� }TM�X÷¶_aWH�nWL<ø`Q&K2RI� j�H-X ��§o�0��¨m��Ä�¡� ø`Q&K2RI� j�H-XdR�Q&X.Q K���¡�
(P )
�)�w�  ���0� ª  �x® p 4q«^+K��¨~���K�
4 s-Q&Z^Rx{&s&Lw��nWL2uTH�ù(LTINjrQFnWHòú�H-M QFnEÚTM�XdjrQ�û �)�3)�0�76)®��x¨~�;:

uV�büCþ_��Á�� Ï�ü�¼Mý �wþ?ÿ�½ª¢�ª�ùDÿ8ü ýäü"iøòSþäÿ�Á ü ý����6ü.½.¸SþJ®.���<ÿ�½�ÿ�� MJOdH-X;m�Q4°�MdL
(t∗1, x

∗(·), u∗(·)) � M�KO.Z9HJuTLTITIJH4Û-j�R�KBHÝO�Q&Z(Q\HcO.Z9H7q���LNK�Q�ú Ý û7v��üXdjraWHJSªLEµ7R�INj�LNK K2M�� j�R Oh� Rku9QFnWH-Z9LTI
λ0 ∈ {0, 1}

L
λ1, λ2, . . . , λMX.aWHAj�H$nWHJIüXdM���HJI�INR�K2M�� jrQ&XYL9Q&KBLNXdj�LTSªLüM�K�Q�}TM�X÷¶_aWH`uTm�Q&K�QFnFQ\nWLpuTH�ù(LTINjrQFnWH

p(·) ∈ SP ([t0, t
∗

1]; R
n)
S

jrQ*� °�MdL
Q_I
uTH-X.n&R¹¶��JLTI�QFqTQ&R>µ�H�s-Q*��LNK
ý �hÿ �R°�M�Q=¶��JLTI�QFnEÚTM�XdjrQ_I�¸

ḣ(t) =
∂

∂t
H(t, x∗(t), u∗(t), p(t))

−ṗ(t) = ∇xH(t, x∗(t), u∗(t), p(t))H-X.nWL
H(t, x, u, p) = pf(t, x, u) − λ0L0(t, x, u) −

M∑

j=1

λjL0(t, x, u)
L

h(t) = H(t, x∗, u∗, p) � Z9LrU&M��gQ&Z0OdH-ZüO�Q&Z^j�LTI$vý âKÿ �R°�M�Q=¶��JLTI�nWL2LTINjrQFnWH=¸
ẋ∗(t) =

∂

∂p
H(t, x∗(t), u∗(t), p(t)) = f(t, x∗(t), u∗(t)), q.t.p. t ∈ [t0, t1]

ý ¢�ÿ ¬ H-X.n&R¹¶_aWH�nWL`K�{�µ7R�KBH�ú Ý [ Ý û=¸
u∗(t) ∈ arg max

u∈Ω
H(t, x∗, u, p(t)).

ý ý�ÿ ¬ H-X.n&R¹¶_aWH�nWL�j�Z(Q&X;INs&LNZ9I$Q*� R�nFQFnWL�¸
< h(t1),−p(t1) >= ∇(t1,x)

(

λ0l0(x(t1)) +
M∑

j=1

λjlj(x(t1))
)∣
∣
∣
x(·)=x∗(·), t1=t∗1
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�a�×�:��®�+)�x���0�76)�0�X�3�¡�x���0�x¨~�3��«x��¨m��<�$�)�x¨t�0�x����)«x�7Ä�:�¡���)���Z�x¨¦�7�x�¡���0�ü�?ÃJÓ7É7ÊF�^:
¬a�~)�0��)�0���x�K���)�x��>8���()�x«x���K���m<�x®�� ¢� �¢��¡��� ��<��K���~«x�7)�)�����b�x�B)�x«x�x�0�¡ª��0� ����K���¡��'b§)��§)¨

)�0�b«x�x�0�0���)�w«x�7b�¡�0��®��
(x, u)

�0�?�0�m£��¡��¨m���)�0�x¨m�x®�+K�&Ä�¡���3«x�7)�)���+���
∇h(x∗) = 0

�CK���¡�3�~)�0�76)®��x¨~�
max h(x)

�)�0�76)�0�
x ∈ R

n :|�a�x�0�¡�2>8���0¨~�;�$«x�7)�)���N�$�x�Ê�0§;�K«x����Ä�¡�x��K���¡�H�#���¡��¨~��®h�h�K���)�a�x¨ «x�7Ä�¡�0��®��
£��¡��¨m�"�)�  �x¨��0�x���76L�¡���K����: ¢D���¡�����0�0���a�¡�x¨m�����)§K����<���0�0��6)��®��h�K���)�x��=�«x�7)�)�����b�x���0§;�K«x����b�¡�x� �
���¡��¨~��®h�h�K���)� }TZ(QWu9Q_I ��§ Lw��LNKBLNXdjrQ&ZTLTI �<���A'b§K�����a�¡���~�K���K���a<�x®����Z�h�¡��)�2�8�����3�8�������)�B�`�x���0�x¨~�*Ê;:ÇC��
������)�K�;�K�¡�x¨m���a���a«x�7)�)�����$�x�a�0§;�K«x����Ä�¡�x�  � � K � j�H$nWHJI2nWL�s&LNZ^R �üu9Q�¶_aWH �C���A'b§K�����a��)�0�x�0��b�:���0�x¨m���K�H)�0£J�L�h¨~���¡§�6)�0�x�+����:
uV�büCþ_��Á�� Ï�ü�À � LxÚNQ

(x̂(·), û(·))
M�K�O�Q&ZpQFn&K2R�ITIw�s&Lw��nWLALTINjrQFnWH�L�uTH-Xdj�Z9H���LªO�Q&Z(Q�ú Ý û7v � LALEµ7R�INj�LPM�K

Q&Z9uTH
p : [t0, t1] → R

n
SpL
Q*� U&M�K s&LNj�H-Z

(λ1, . . . , λM)′
SVjrQ*� °�MdLÓúrR û�ù�úrR�R û*QFqTQ&R>µ�H�s-Q*��LNK uTH-K

λ0 = 1
S

LNXdjraWH
(x̂(·), û(·)) � MWK O.Z9HJu^LTITI$H Û-j�R�KBH�OdQ&Z(Q�ú Ý û7vý ÿZÿ·Ý Q&Z(Q °Jv�j�v O�v

t ∈ [t0, t1]
S
(y, v) = (x̂(t), û(t))

K�Q�µ7R�K2RgfJQBQ<}TM�X÷¶_aWH
(y, v) 7−→

〈
ṗ(t), y

〉
+H(t, y, v, p(t))

IJH7q�Z9L`j�H$nWH
y ∈ R

n
L
v ∈ Ω

v
ý ÿ-ÿZÿ

y = x̂(t1)
K2R�XdR�K2RgfJQBQ<}TM�X÷¶_aWH

y 7−→
〈
p(t1), y

〉
+ l̃(y).

¬a�0�0��¨�a��)«x�7Ä�¡�¡�&)�)��§)¨æ)�0�$«x�x�0�0�
(x̃, ũ)

�a� �0�x§ «x�?¤'�x�f�:���)�
p
�K���)� <�x®���¢� �¢ �8¨~���������

¨�§)®h�¡��)®h�h«+���)���0�x�q�)�3® �&���¡�&����
λj

)��«x���0��«x��¨��0�x�f�¡�0�����$�x�X�)���¡��<����Ê;: ÊF�(�^�ä�)�  �A¤'�0�  �x�0�g�K«+���X�0�m��:��®È)�0�$«x�x�0�0�~�¡�?�¡����>-�&� ý ÿZÿ�� ý ÿ-ÿZÿ��)�3�¡�x���0�x¨~�3��«x��¨m�;�LK���¡�  �x�0�g�K«+�����3���¡��¨~�?®��h�K���)�6�)� (x̃, ũ)
:

�|�?�0��¨m�����H�)�x¨m�7)�f�¡�¡���+���m�)���`�x���0�x¨~��Ê;:ÇC�:
l3��Á ü.½ª N¸Sþ_�d¾7¿)ü�£

1$�?�0�
(x(·), u(·))

§)¨©)�0�b«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x®`���(6)�h�¡�¡ª��0�h�3�)�3�-¢V�^:�1$§)<�7�+K�B'b§)� ý ÿZÿ6� ý ÿ-ÿZÿa�0�?�0��¨�¡�?�¡����>8�x�h�:����K���¡�m��®���§)¨
p(·) : [t0, t1] → R

n :|¬a�0�0��¨�)�)� ý ÿZÿ��0����§)��'b§)�
〈
ṗ(t), x̂(t)

〉
+ H(t, x̂(t), û(t), p(t)) ≥

〈
ṗ(t), x(t)

〉
+ H(t, x(t), u(t), p(t)).�6�o�0�x�f�¡�0���+���

ẋ = f(t, x, u)
�È�¡�x¨m����'b§)� ˙̂x(t) = f(x̂(t), û(t), t)

:��Z�¡�&)�)���&�����¡�o���)�N�d)���+���
�)�

H
�K�X¨�§)®h�¡��)®h�h«+�&)�)�3�H�)�x�0����§K��®��K���)�X��«x��¨~��C���

−1
�)�76L�¡�x¨m���

−
〈
ṗ(t), x̂(t)

〉
−

[〈
p(t), ˙̂x(t)

〉
− L̃(t, x̂(t), û(t))

]
≤ −

〈
ṗ(t), x(t)

〉
+

−
[〈
p(t), ẋ(t)

〉
− L̃(t, x(t), u(t))

]
.
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��Ä�¡�����¡�&)�)� �����)�����~® ���)���~�K� �)�x�0����§K��®��K���)����«x��¨~��)�"��Ä�¡�x�  ��®�� [t0, t1]
�Z�76)�0�x�  �&)�)� 'b§)�

〈
ṗ, x

〉
∣
∣
∣
t
+

〈
ẋ, p

〉
∣
∣
∣
t
=

d

dt

〈
p, x

〉
∣
∣
∣
t

�K�76L�¡�x¨m���

−
〈
p(t), x̂(t)

〉
∣
∣
∣

t1

t0
+

∫ t1

t0

L̃(t, x̂(t), û(t))dt ≤ −
〈
p(t), x(t)

〉
∣
∣
∣

t1

t0
+

∫ t1

t0

L̃(t, x(t), u(t))dt
��Ê;: ÜF�

�a� ý �����^�$�¡�x¨m���
〈
p(t1), x̂(t1)

〉
+ l̃(x̂(t1)) ≤

〈
p(t1), x(t1)

〉
+ l̃(x(t1)).

��Ê;:ÇE7�
1$��¨~�&)�)����¨26C���a���a® ���)���Z�K���6�)�x�0����§K��®��K���)�x�2��Ê;: ÜF�Ê�i��Ê;:ÇE7����«x��¨~�;�C�H��)®���«+�&)�)�~�~«x�7)�)���+���

��)��«x� �?®
x(t0) = ξ = x̂(t0)

�)�76L�¡�x¨m���

l̃(x̂(t1)) +

∫ t1

t0

L̃(t, x̂(t), û(t))dt ≤ l̃(x(t1)) +

∫ t1

t0

L̃(t, x(t), u(t))dt =⇒

⇒ l0(x̂(t1)) +
M∑

j=1

λjlj(x̂(t1)) +
M∑

j=1

∫ t1

t0

λjL(t, x̂(t), û(t))dt

︸ ︷︷ ︸
∑M

j=1 λjyj

+

∫ t1

t0

λ0L0(t, x̂(t), û(t))dt ≤

l0(x(t1)) +
M∑

j=1

λj

(

lj(x(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))

︸ ︷︷ ︸

yj

dt
)

+

∫ t1

t0

λ0L0(t, x(t), u(t))dt =⇒

⇒ l0(x̂(t1)) +

∫ t1

t0

L0(t, x̂(t), û(t))dt

︸ ︷︷ ︸� �
	
��������
� ����� �����
�����
(x̂,û), λ0=1

≤ l0(x(t1)) +

∫ t1

t0

L0(t, x(t), u(t))dt

︸ ︷︷ ︸� �
	
��������
� ����� �����
�����
(x,u)

�����
� ��������� ���� 
!�� "�"�# �$�%
, λ0=1

=⇒ .
��Ê;: ÉF�

< 6)�0�x�  �'b§)�&�|�)� ® ���)���x�('b§)�x�0�)� � �)�x�0����§K��®��K���)�]��Ê;: É7�N�ö�¡�x¨m���H�">8§�)�+��� �76��f�×�¡�  � �)� )�0�?¤6)®��x¨~�
(P )

�  ��®�� ���K��)��)�0�b«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x® (x̂(t), û(t))
�ÈK���¡�

t ∈ [t0, t1]
:#�a��® ���)���)���0�x�h�¡�~�K�

¨m�x�0¨~�q�)�x�0����§K��®��K���)�&�Ä�¡�x¨m�����\>8§�)�+���w�76;�f�×�¡�  �w�  ��®�� ���K�6�x¨â§)¨â)�0�$«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x®C���(6)�h�¡�¡ª��0���
(x(t), u(t))

�ÈK���¡�
t ∈ [t0, t1]

: < § �0�?�0�;���o«x§)�f�¡���)��)�0�$«x�x�0�0�
(x̂, û)

4H¨m��)���6��§ ����§K��®D���o«x§)�f�¡�
�)�
'b§K��®�'b§)�x�a)�0�$«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x® (x, u)

:����7�����»C�$�)�x¨m���a«x�7)«x®�§)���A'b§)����)�0�$«x�x�0�0�
(x̂, û)

4#§)¨
)�0�b«x�x�0�0�~£��¡��¨m�HK���¡�

(P )
:

�7��¨t���`�x���0�x¨~��Ê;:ÇC��)�x¨m�7)�f�¡�¡���)���  �?�0��¨m�����3«x���0��® ª��0���H�&6K���Þ�L��:

�#üCþEü.��ò)þ?ÿ8ü Ï�ü�¼ � L
Ω ⊆ R

n � M�KõuTH-X5ÚTM�Xdj�H3uTH-Xds&LEµ�HJSüL
Q_IF}TM�X÷¶��JLTI
(y, v) 7−→ −H(t, y, v, p(t))

L
y 7−→ l̃(y)

��Ê;: ÓF�
I$aWH*uTH-Xds&LEµWQ_ITSüLNXdjraWH3H{h.LTH-Z9LNK�Q'&Wv)(�IJL�QNOh� Rku9QFv



»�¢8£ G|1E&»*-FA1E�849Ø$*-,�ào1�9x1E&<*xÙ�&»/b1 C&Ê

�|�?�0��¨m���Ê§)¨t«+���0�mK���f�¡��«x§)® �����LC���(4x¨ú�&b�¡�x���  �?�0��¨m���Z�H�0����§)��Ä�¡�X�0�x�0§)®h�:���)��:
uV�büCþ_��Á�� Ï�ü�Ï � LxÚNQ

S
M�K²uTH-X5ÚTM�Xdj�HiuTH-Xds&LEµ�H�X.aWHBs-QJf�RkH3nWL

R
m
S�L`IJLxÚNQ

f : S → R
M�KG}TM�X÷¶_aWH

n&M�Q_I�s&L9f_LTI*n&R }�LNZTLNX.uNRx{7s&Lw��IJH7q�Z9L
S
v*�üXdjraWHJS

f � uTH-Xds&LEµWQiIJL3L�IJH-KBLNXdj�L2IJLTS`Q K�Q&j�Z^R>µ�ø�LTITINR�Q&X.QnWLNXYH-jrQFnFQ\OdH-Z
∇2f � IJLNK2R�nWLx�cXdR�nFQ�O,HJINR�j�R�s-QFv

¬ �)�x¨m�7)�f�¡�¡���+���m�)�X�:��®��0�x�0§)®h�:���)��4w�K���K�3�x¨� �:Ç1.:,���&�+���¡���3��1�+)�×�0�?���?ÃJÓ7Ó7ÊF�^:c����¨m���Ê§)�¡���
�x�0�0�w�0�x�0§)®h�:���)�3K���¡�H«x�7)«x®�§)���Ê�3�^�L�x¨m)®��m�H�0����§)����:
n<þ«��Á�ù��8ü Ï�ü�¼Mý �*�W�.ºª���KýäüCþ,+�º��Kýäþ_ò;¸Eÿ�¢�ü�ÿ ¬ H-X;INR�nWLNZ9L�H\O.Z9H7q���LNK�Q�¸

minx(t1)
′Dx(t1) +

∫ t1

t0

[
x(t)′Qx(t) + u(t)′Ru(t)

]
dtINMwÚ�LNR�j�H*Q

ẋ = Ax(t) +Bu(t), u : [t0, t1] → R
m

x(0) = ξ,
〈
cj, x(t1)

〉
= yj, j = 1, 2, . . . ,M,

H-X.nWL
cj ∈ R

n, x(·) : [t0, t1] → R
n, A ∈ R

n×n
L
B ∈ R

n×m
vPG%°�M�R�S

Ω = R
m
v

� MJOdH-X.nWHò°�MdL
D = D′, Q = Q′

L
R = R′

SüI$aWH�IJLNK2R«OdHJINR�j�R�s-QinWLx�cXdR�nFQ_ITSpLNXdjraWHH ¬ H-ZTH��8{&Z^RkH
&Wv�-2IJL
Q^Oh� Rku9QFv
< 6)�0�x�  ��'b§)�&�.'b§K��®�'b§)�x�Z)�0�$«x�x�0�0� (x̂, û)

K���¡�3��'b§K��®ä�^�L���f�:�
p
�w¨�§)®h�¡��)®h�h«+���)���0�x�

λ1, . . . , λM�¡�?�¡����>-�&�x��)�)�m����«x�7)�)�����$�x���)�m¢� �¢ 4X£��¡��¨m�;:
rÈü.��ºª¾7¿)ü�£�¬��)�x¨m�7)�f�¡�¡���+���X�)�x�f�¡���0���0�x�0§)¨m���x¨ ¨m���f�¡�¡���Ý'b§)�Z���c>8§�)���b�x���)�N�d)���K���U�x¨¦��Ê;: ÓF�

�¡���3«x�7  �^�)�����C�7)�)� (y, v) = (x̂(t), û(t))
�K�

H
�
l̃
�¡���3�K���K�����K�3�0����§)�gb�¡�\>8���0¨~�;=

H(t, y, v, p) =
〈
p,Ay +Bv

〉
− λ0(y

′Qy + v′Rv) e l̃(y) = λ0y
′Dy +

M∑

j=1

λ(cjy).
��Ê;:gÃJDF�

�a�x�0�  �&)�)�"��Ê;: ÓF���?�94X�0����§�)�K�3���0�)�x¨�)K���¡� H �
l̃
�K���)����<������Ê;:gÃJDF�^�)�76L�¡�x¨m����:

∇y

(
−H

)
=

〈
0, A

〉
+ 2λ0y

′Q =⇒ ∇2
y −H = 2λ0Q.

∇v

(
−H

)
=

〈
0, B

〉
+ 2λ0v

′R =⇒ ∇2
v −H = 2λ0R.

∇y l̃ = 2λ0y
′D +

M∑

j=1

λ(cj) =⇒ ∇2
y l̃ = 2λ0D.

��Ê;:gÃ7Ã_�
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¬ ¨~�?�¡�0���AÍZ�x�0�0� �&K���K��>8§�)�+���
−H

46�K���K�#<���
∇2 −H =

(

∇2
y

(
−H

)
,∇2

v

(
−H

)) :� �§)®h�¡�]¤
)®���«+�&)�)�

∇2
(
−H

) <���
(y, v)′

�H�x�('b§)�x�0�K�m�
(y, v)

�H�)���0�x�h�:�;�L«x��¨
(y, v) ∈ R

n+m �)�76L�¡�x¨m���

(y, v)′
(

∇2 −H
)

(y, v) = (y, v)′(2λ0Q, 2λ0R)(y, v) = 2λ0(y
′Qy) + 2λ0(v

′Rv).�6���)��'b§)�
Q
�
R
�¡��� �0�x¨m��<���0�h�¡�  ���3�)�N�d)���K�����7� λ0 ∈ {0, 1}

���¡�x¨m����'b§)�
2λ0(y

′Qy) +

2λ0(v
′Rv) ≥ 0

:����7�����

(y, v)′
(

∇2 −H
)

(y, v) ≥ 0, ∀y ∈ R
n, ∀v ∈ Ω.

��Ê;:gÃ_C7�

 �§)®h�¡��)®��h«+�&)�)���Ê;:gÃ7Ã_�7C���
y′
�H�x�('b§)�x�0�K�m�

y
�H�)���0�x�h�:�;�L«x��¨

y ∈ R
n �)�76L�¡�x¨m���

y′(∇2
y l̃)y = 2λ0y

′Dy.¢`�x®��3¨m�x�0¨m�m���(��§)¨m��Ä�¡�3§)�¡���)�~�&Ä�¡�x�0�����0¨m��Ä�¡�&�L�¡�x¨m���P'b§)�
2λ0y

′Dy ≥ 0
:����7�����

y′(∇2
y l̃)y ≥ 0, ∀y ∈ Rn.

��Ê;:gÃJÊF�
¬a�0�0��¨�)�)�*��Ê;:gÃ_C7�7�B��Ê;:gÃJÊF�^�K��)®���«+�&)�)�H���`�x���0�x¨~��Ê;: Ê;�)�¡�x¨m���P'b§)�#���P>8§�)���$�x�
��Ê;: ÓF�7�¡���m«x�7$¤

 �^�)�����C®��7�����L�B�7���0��® ª��0����Ê�:gÃw�0�w��)®���«+�;:
�7��¨â���0�0���Ä�¡�x¨m�����)�x¨3�7)�f�:�¡���)��'b§)�Z�#)�0�76)®��x¨~�q�)�Ä�X�0����§)® ���)���0�x��'b§K���)�¡ª?�¡��«x�����b§)¨~�X�0��®�§)�+���

��)«x�7Ä�¡�¡���K�3<�x®��
PMP

4q£��¡��¨~�;:
ß2à.áFà/. �,021<õ43 5 ë3ì<ñ 6 õ,ðÑå 7 óSëFæ98 : õFçéë ; å²ñ í < óSëRì<ë4=Mì<ñ �äñ�ãOå > çéõ43 5 ë
����¨m����«x�7)�0���)�x�¡���Ê�&'b§)�È)�0�76)®��x¨~���7�0�x¨ �0�x�f�¡�0�����$�x�Ê�)���¡��<�i��Ê;: ÊF�^:V1$�?�0�

S ⊆ Rn+1 :Ý�|�?�0��¨m����3)�0�76)®��x¨~�H�&6K���Þ�L��=

min l(t1, x(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt

(
P (t0, ξ)

) �0§-�f�x�h�¡�m�
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), q.t.p. t ∈ [t0, t1]

x(t0) = ξ; u(t) ∈ Ω, q.t.p. t ∈ [t0, t1]

(t1, x(t1)) ∈ S, S ∈ R
n+1.
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¬P'b§)�k�
t1 > t0, u : [t0, t1] → R

m,
�
S
43§)¨�«x�&-�f§�b�¡��«T+K��¨~���)� uTH-X5ÚTM�Xdj�H"Q*� s&H : < �x�f�:���)�

�  ��®�§)���?�94��?�¡���������� «x�7-�f§�Ä�¡� ��®  � S )� ��)�f�:�&b�¡� t1 �7��§��0�?�0�;�7K���¡� �¡�b�)� t ∈ [t0, t1)
�7� K���

(t, x(t))
K���3<�x�f�¡��)«x�#�

S
�K¨~���

(t1, x(t1))
<�x�f�¡��)«x�&:��U�?�0�m��)D����§)�¡�2Ê;:gÃw�&6K���Þ�L��:

)D����§)�¡�2Ê;:gÃ7=V�7�7-�f§�Ä�¡�~��®  � S
�6��¨m���Ê�?�94w�&'b§)��«x��¨m�H�)�×�¡�x�0¨m��K�����H���¡��¨~��®h�h�K���)�6�)�X§)¨t)�0�$«x�x�0�0�

(x, u)
�76L�¡���)�3�?�¡�:�  4x���)�¢� �¢ª:Ý�|�x�0�x¨3���m���0����§)���H«x��¨m�  �x�0�g�K«+���H�0��§)¨�)�0�$«x�×�¡�0��4o£��¡��¨m���?�¡�¡�  4x�H�)��§)¨�¨�4×�¡�$�)� �)�

 �x�0�g�K«+���+���*6K���0�+���)�*K�m��'b§K���+�����)�
Ía��¨m��®]�¡�7$¤�#���«x�76)�^¤?�7�×®�®h¨m�&�:0�|�x�0�x¨m����'b§)���x�0�0���0�x�0§)®h�:���)�B4¨~�����p>8���f�¡�&�»<�����a��)�0�$«x�x�0�0��£��¡��¨m�m<�$�)���0�x�6�76L�¡���)��C����'b§K��®�'b§)�x�6«+��¨m���+)���<C���6�^�L�x¨m)®����»<���
�76)�0�x�  �����$�x��:
Ï�ü�¼yü�À�ü�¼ {�¹�ºª½ª¾7¿)üMº`�d�8üCþ
����¨m���7�0§)<���0'b§)�6�H)�0�76)®��x¨~�

(P (t0, ξ))
<���0�0§K��¨�8�)��¨3��:c1$�?�0�

V (t0, ξ)
�x�0�0�  ��®�����¨�8�)��¨3����7)�)�#��>8§�)�+���

V : R × R
n → R

��4w«T+K��¨~���K�m�)��ï�ºª½ª¾7¿)ü ���d�8üCþW: < 6)�0�x�  �
'b§)�#K���¡�3«+���K�mK����)��«x�7)�)�����b�x�H��)��«x�����h�
(t0, ξ)

�U��)�0�76)®��x¨~���¡�x¨ §)¨  ��®����w¨�8�)��¨3���)���f�¡��Ä�¡��:�|�x�0�x¨m���H���0����§)�����®���§)¨~���m)�0��)�0���x�K���)���0�x® ��«x���7K���K���B��>8§�)�+���  ��®����$�Ê���*'b§K�����*)���B>8���9)�×«x�x�¡���"§)¨~��>8���0¨~� �)�
 �x�0�g�K«+�����0�X§)¨t�K���)�3)�0�$«x�x�0�0�B4X£��¡��¨m����§iK����:
�wþEü,ù`þ?ÿ��$ý��Ký�� Ï�ü�¼ Ý Q&Z(Q °�M�Q*�8°�MdLNZÝO�Q&Z�QFn&K2R�ITIw�s&Lw�

(x, u)
XYH`R�Xdj�LNZ^s-Q*��H

[t0, t1]
ScQ,}TM�X÷¶_aWH

W (s) =

V (s, x(s)) +

∫ s

t0

L(t, x(t), u(t))dt � X.aWHBnWLTuNZ9LTIJuTLNXdj�L$v
l3��Á ü.½ª N¸Sþ_�d¾7¿)ü�£

1$�?�0�
(x, u)

§)¨ K�������)¨m���0�(8  �x®<K���¡� P (t0, ξ)
: ³ §)�x�0�x¨m����¨m���f�¡�¡���V'b§)�&�)K���¡�

t0 ≤ s1 < s2 ≤

t1
�

W (s1) ≤ W (s2).¢U�0��¨m�x���¡��¨3��Ä�¡�&�)�76)�0�x�  ��'b§)�
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W (s2) −W (s1) = V (s2, x(s2)) +

∫ s2

t0

L(t, x(t), u(t))dt− V (s1, x(s1)) −

∫ s1

t0

L(t, x(t), u(t))dt

�&���0§)K�&)�)�m�����)§K������Ä�¡�����¡�����Ê��«x��¨~�;�L�K���)��'b§)�
s1 < s2

�K�&6L�:�×¨m���

W (s2) −W (s1) = V (s2, x(s2)) +

∫ s2

s1

L(t, x(t), u(t)) − V (s1, x(s1)).
��Ê;:gÃ$ÆW�

�6���K���o��'b§K���+������«x��¨~�;�È<�b�)�x¨m���w�-�K�0¨~����'b§)�
W (s2) −W (s1) ≥ 0

:3�a��>-�?�¡����C�����q�K���)�
'b§)�

s1 < s2
�a� «x§)�f�¡���)� §)¨æ)�0�$«x�x�0�0�s£��¡��¨3�"K���¡�

P (s1, ξ)
4 ¨m��)���o��§����§K��®A'b§)� � «x§)�¥¤

�¡� �)�o§)¨�)�0�$«x�x�0�0� £��¡��¨m��K���¡�
P (s2, ξ)

:����7�����U<�x® ���)�N�d)���+��� �)�
V
�U�¡�x¨m���

V (s2, x(s2)) ≥

V (s1, x(s1))
: �`�x¨m���3�:��¨
6.4x¨Ë'b§)� ∫ s2

s1

L(t, x(t), u(t)) ≥ 0
:æ���7�����7�K���K� � ��'b§K�?�+������Ê;:gÃ$ÆW�^�

�¡�x¨m���
W (s2) −W (s1) ≥ 0

:ü�7��¨m��'b§)�x�(8 ��¨m���Ê¨m���f�¡�¡����:
1$§)<�7�+K��¨m�����&�����¡�2'b§)�

V
�0�?�0�3�)�g>8�x�0��)«x� ª  �x®k:c�Z�¡�&)�)�~�3¢U�0��)�0���x�K���)��Ê;:gÃ7�)�76L�¡�x¨m���

0 ≤
dW

ds
(s) =

d

ds

(

V (s, x(s)) +

∫ s

t0

L(t, x(t), u(t))
)

dt =⇒

⇒ 0 ≤
dW

ds
= Vt(s, x(s)) + Vx(s, x(s))ẋ(s) + L(s, x(s), u(s)),

K���¡���¡�$�)�3)�0�b«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �×® (x, u) �)� P (t0, ξ)
:

< �0�x�0§)®h�:���)�3�76L�¡���)�3��«x��¨~�
)�����)���\'b§)�

0 ≤ Vt(t, x) + Vx(t, x)f(t, x, u) + L(t, x, u),
��Ê;:gÃ_Ø7�

K���¡���¡�$�)�3K���
(t, x)

�&Ä�¡�x���)�3«x�7-�f§�b�¡�m��®  � S �K�XK���¡���¡�b�)� u ∈ Ω
���(6)�h�¡�¡ª��0�h��:

�wþEü,ù`þ?ÿ��$ý��Ký�� Ï�ü�À � MJOdH-X;m�Q °�MdL
(x∗, u∗)

S2uTH-K j?LNKAOdH²�cX.Q*�
t∗1
S � M�KõO.Z9HJuTLTITIJH Û-j�R�KBHBO�Q&Z9Q�HO.Z9H7q���LNK�Q

P (t0, ξ)
v?�üXdjraWHJS0Q%}TM�X÷¶_aWH

W
uTH-Z^Z9LTI�OdH-X.nWLNXdj�L

W ∗(s) = V (s, x∗(s)) +

∫ s

t0

L(t, x∗(t), u∗(t))dt

� u^H-X;INjrQ&Xdj�L$v
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l3��Á ü.½ª N¸Sþ_�d¾7¿)ü�£
1$�?�0��¨

t0 ≤ s1 < s2 ≤ t∗1
:��cb�:�����)<�x® �3¢U�0��<���0���+����Ê;:gÃ&�

W ∗(s2) ≥ W ∗(s1).

¢`���(4x¨�K�0�q�¡�  �x�0¨m��� W ∗(s2) > W ∗(s1)
�K�3�)�x�0����§K��®��K���)�X�&6K���Þ�L�  ��®��x�0� �

V (s1, x
∗(s1)) <

∫ s2

s1

L(t, x∗(t), u∗(t))dt+ V (s2, x
∗(s2)),

�
'b§)�q«x�7b�¡�¡���)���6�����¡��¨~��®h�h�K���)�Z�)�
(x∗, u∗)

:|�a��>-�?�¡���$<�������x�0�¡�H�)�×�¡�g��§K��®��K���)��)�����)����'b§)�q�^�L���f�¡�
§)¨�)�0�b«x�x�0�0�

(x∗, u)
�x�f�¡�0�h�:��¨m��Ä�¡�H¨~������!N6K���¡�?�¡�,!×K���f�¡��)�)�o�)�

(s1, x
∗(s1))

�?�94H����®  �*�dK��®k���)�'b§)�X�0����§)�����3)�0�$«x�x�0�0�
(x∗, u∗)

)�m��Ä�¡�x�  ��®�� [s1, s2]
�X�)�xC���������¡��¨m�g�+����:

���7�����
W ∗(s2) = W ∗(s1)

�)K���¡�H�¡�b�)�
s1, s2

�x¨
[t0, t

∗

1]
:

¢`�x® ���#�)§K���#)�0��)�0���x�K���)�x�#��)�0�x�0��b�:���K�����&'b§)���0�76)�0���i>8§�)�+���
W (s)

�`�¡�x¨m����'b§)�&�
W
4�K���

�)�x«x�0�x�0«x��b�¡�q���w®��7����w�)�A'b§K��®�'b§)�×�7)�0�$«x�x�0�0���L�Z«x�7)�f�:�&Ä�¡�6���#®��7����w�)��'b§K��®�'b§)�x��)�¡�b«x�x�0�0�H£��¡��¨3��:
1$§)C�7)�)�q��Ä�A�?�

W
�)�g>8�x�0��)«x� ª  �x®k��«T+)���Ä��¨m���c�a�0����§)��Ä�¡��«x�7)«x®�§)�¡���6�0�76)�0�Ê��>8§�)�+��� W (s)

���6®��7����
�)�3)�0�$«x�x�0�0�~£��¡��¨m�

(x∗, u∗)
)�3��b�¡�x�  ��®�� [t0, t

∗

1]
:

0 =
dW ∗

ds
= Vt(s, x

∗(s)) + Vx(s, x
∗(s))f(s, x∗(s), u∗(s)) + L(s, x∗(s), u∗(s)), ∀ s ∈ [t0, t

∗

1].

�7)�)�
Vt

�
Vx

�¡�������a�)�x�0�  ���K���a�K��>8§�)�+���  ��®�����«x��¨©�0�x® ���+���~���m�¡�x¨mC�
t
�<�  ���0� ª  �x®ä�)�#�x�f�:���)�

x
�0�x�0C�x«×�¡�  ��¨m��Ä�¡�&:1$���^�L���f�¡���a§)¨~�m�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �m£��¡��¨~�

x∗(·)
«x���0�0�x�0<�7)�)��Ä�¡�m����«x�7Ä�¡�0��®��

u∗(·)
�È��Ä�:���oK���¡�m�¡�$�)�

K���
(t, x)

�K�0����§)��)�)�m���¡�¡�-�f�×�¡£��0� �H�&Ä�¡�x���)�w��®�«+�&)�+���Ê�3«x�7-�f§�Ä�¡�~��®  � S �L�¡�x�0�x¨m���

0 = Vt(t, x) + Vx(t, x)f(t, x, u∗) + L(t, x, u∗).
��Ê;:gÃJÜF�

K���¡�3��®���§)¨
u∗
�K�7)�)�

u∗
4q�m«x�7Ä�¡�0��®��q£��¡��¨m�
)�m)�0�7Ä�¡�

(t, x)
:

�a�B��Ê;:gÃ_Ø7�7�B��Ê;:gÃJÜF�^�L�¡�x¨m���P'b§)�&�CK���¡�H«+���K�3C�7b�¡�
(t, x)

�&Ä�¡�x�Z�)�
S
�

−Vx(t, x)f(t, x, u) − L(t, x, u)







≤ Vt(t, x), ∀ u ∈ Ω

= Vt(t, x),
K�?�:�3��®���§)¨

u ∈ Ω.

�'�f�¡��4&�
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Vt(t, x) = max
u∈Ω

{

− Vx(t, x)f(t, x, u) − L(t, x, u)
}

.

����¨m���7�)�N�d)���Ê�&�����¡�#��>8§�)�+���H«x�7�+)�x«x���K��«x��¨m�H� s&LNZ(nFQFnWLNR�Z(QR}TM�X÷¶_aWH"ø`Q&K2RI� j�H-XdR�Q&X.Q :U�a��)�?¤
�:���0�x¨m���Ê�x�0�¡�2>8§�)�+���m<���

H
=

H(t, x, p) = max
u∈Ω

{
H(t, x, u, p)

}
.

¬ K���f�¡�����K�~�)�N�d)���+���~�)�
H
�K�¡�x¨m���Z�)�×�¡�x�0¨m��K���)���3��'b§K���+�����)�
Ía��¨m��®]�¡�7$¤�#���«x�76)�^¤��7�x®�®h¨m�&

��Í�#7�P�^=

H(t, x,−Vx(t, x)) = Vt(t, x).
��Ê;:gÃ_E7�

< 6)�0�x�  ��'b§)�X�x�f�:ª3��)«x®�§�8��K�
K�H��'b§K���+���~��«x��¨~�H�H�0����§)��Ä�¡�X«x�7)�)���+���3�)�\>8�0�7Ä�¡�x���¡�

V (t0, ξ) = l0(ξ), ∀ (t0, ξ) ∈ S.

Ï�ü�¼yü�À�ü�À �#ü.½`ý`ÿ�¾7¿)ü�r«º�¨Ý¢Äÿ���½.¸J��ý�� j2¸Eÿ�Á��d�-ÿ8ý��Ký��
¬��94o�&'b§)�  ��¨m����'b§)�&�U�0����K��� (x∗, u∗)

�����¡�x¨mC�"�dK��®
t∗1
>8���0¨~��¨�§)¨~� j�Z^R Oh�gQ Û&j�R�K�Q �)�

)�0�76)®��x¨~�
P (t0, ξ)

�`��Ä�:�����3>8§�)�+���
W ∗(·)

4m«x�7)�f�:�&Ä�¡�~����®��7������)�×�¡�0�m)�0�$«x�x�0�0��:3�U�f�:�i4m§)¨~�
«x�7)�)���+��� )�x«x�x�0�¡ª��0� �"K���¡�"���¡��¨~��®h�h�K���)�&: ¬a®�4x¨ �)���0�0���a���"®��7����"�)�{'b§K��®�'b§)�x�o��§L�¡�0�")�0�$«x�x�0�0�
���)¨m���0�(8  �x®k�)�
>8§�)�+��� W (·)

4\K���m�)�x«x�0�x�0«x��b�¡�&:0�7��¨m�3«x�7)�0��'�©���K«x� �;�K�¡�x¨m���p'b§)�w�2>8§�)�+���  ��®�����¡�?�¡����>-�&�X�H��'b§K���+���m�)��Í�#7� ��Ê;:gÃ_E7�^:Ý�|�?�0��¨m�����&�����¡��§)¨~�H«x�7)�)���+���3�0§;�K«x����Ä�¡�w�)�X���¡��¨~��®h�h�K���)�&:
uV�büCþ_��Á�� Ï�ü Â ý �#ü.½`ý`ÿ�¾7¿)ü� $º�¨Ý¢Äÿ���½.¸J��ý���üd¸Eÿ�Á��d�8ÿ8ý��Ký��Oÿ

� MJOdH-X;m�Q °�MdL
W(t, x) � M�K�Q%}TM�X÷¶_aWH °�MdL\I�Q7j�R�Ix}^Q_f
Q_I
uTH-X.n&R¹¶��JLTI�QFqTQ&R>µ�H7vý ÿZÿ

Wt(t, x) + Wxf(t, x, u) + L(t, x, u) ≥ 0, ∀ (t, x) ∈ R
n+1, ∀ u ∈ Ω

v

ý ÿ-ÿZÿ
W(t, x) ≥ l(t, x), ∀ (t, x) ∈ S,

L�°�MdLTS«O�Q&Z(Q3Q*� U&MWK O.Z9HJuTLTITIJH
(x̂(·), û(·))

LNK
[t0, t̂1]

I$Q&j�R�Ix}NQJf
ý ÿ-ÿ-ÿ�ÿ

Wt(t, x̂(t)) + Wx(t, x̂(t))f(t, x̂(t), û(t)) + L(t, x̂(t), û(t)) = 0
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ý ÿ�� ÿ
W(t̂1, x̂(t̂1)) = l(t̂1, x̂(t̂1))

v
�üXdjraWHJS

(û(·), x̂(·))
LNK

[t0t̂1]
S � M�K O.Z9HJu^LTI9IJH�K2R�XdR�K2RgfJQ&Xdj�L�nWH\O.Z9H7q���LNK�Q P (t0, ξ)

v
l3��Á ü.½ª N¸Sþ_�d¾7¿)ü�£

1$�?�0�
(x, u)

§)¨�)�0�b«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x®ª'b§K��®�'b§)�x�6�)�N�d)���)�*)����Ä�¡�x�  ��®�� [t0, t1]
:`�7�7)�0���)�x�¡�&)�)�

'b§)���2>8§�)�+���
W
�)�N�d)���K��)�3�¡�x���0�x¨~�;�C�0�?�0�m�~«x§)�f�¡���)�m)�0�$«x�x�0�0���)�~)�0�76)®��x¨~�

P (t0, ξ)
�  ��¨m���«x��¨mK���¡�����  ��®����Ê�)� W(x, u)

«x��¨t�  ��®������)� W(x̂, û)
�)K���¡�

(x̂, û)
�)�N�d)���)�m�x¨

[t0, t̂1]
:

¢U�0��¨m�x���¡��¨3��Ä�¡�&�  ��¨m���X§)�¡���#���X«x�7)�)�����$�x�*�8����� �Z� �8�  �6K���¡���)�×�¡�x�0¨m��K�?�X§)¨~�o�0�x® ���+����K���¡�
W(t0, ξ)

:Ý����¨m���Ê��Ä�¡�����¡�����8����� �|«x��¨t�0�x® ���+���m���H�¡�x¨mC�
t
)�m��Ä�¡�x�  ��®h� [t0, t̂1]

:
∫ t

t0

(

Wt(t, x̂(t)) + Wx(t, x̂(t))f(t, x̂(t), û(t)) + L(t, x̂(t), û(t))
)

dt = 0.

¬Ê�)¨m�h�¡��)�)�\'b§)�Z«+���K�XK���0«x�x® �X�)��Ä�¡�0�#�K�X��Ä�¡�����¡��®K��«x��¨~�\4���b�¡�����¡ª  �x®K�x¨ [t0, t]
�bK���¡�

t0 < t ≤ t̂1
�

�X§)�¡�&)�)��'b§)� d

dt
W(t, x̂(t)) = Wt(t, x̂(t)) + Wx(t, x̂(t)) ˙̂x(t)

�)�76L�¡�x¨m���

W(t̂1, x̂(t̂1)) −W(t0, ξ) +

∫ t̂1

t0

L(t, x̂(t), û(t))dt = 0.
��Ê;:gÃJÉF�

1$§�6)�f�¡�h�¡§)��)�)�
W(t̂1, x̂(t̂1)) = l(t̂1, x̂(t̂1))

�8«x�7)�)���+���"�8�  �(�7�x¨ ��Ê;:gÃJÉF�^�)�76L�¡�x¨3���

l(t̂1, x̂(t̂1)) +

∫ t̂1

t0

L(t, x̂(t), û(t))dt = W(t0, ξ).
��Ê;:gÃJÓF�

¬A�����¡�;����Ä�¡�����¡�&)�)���8���ä«x��¨ �0�x® ���+���q���a�¡�x¨m<�
t
���6®��7����6�)�q)�0�b«x�x�0�0�

(x, u)
��b�¡�x�  ��®�� [t0, t1]

�
�X§L�¡��®��g�+�&)�)�3�H«x�7)�)���+���"�8�������x¨t�0����§)���K�;�)�76L�¡�x¨m���

l(t1, x(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt ≥ W (t0, ξ).
��Ê;:ÇC&DF�

�a�B��Ê;:gÃJÓF�7�B��Ê;:ÇC&DF�^�L�¡�x¨m���

l(t̂1, x̂(t̂1)) +

∫ t̂1

t0

L(t, x̂(t), û(t))dt

︸ ︷︷ ︸@ �
" ���� 
���
��� @ �"�"�� (x̂, û)
�!

[t0, t̂1]

≤ l(t1, x(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt

︸ ︷︷ ︸@ �
" ���� 
���
��� @ �"�"��������
� ��������� � (x, u)
�!

[t0, t1]

.
��Ê;:ÇC�Ã_�

@Z���¡�c'b§)�&�?�Ê® ���)�Ê�x�('b§)�x�0�)�Z�K�Ê�)�x�0����§K��®��K���)�p��Ê;:ÇC�Ã_�<�0�x)�0�x�0��Ä�:����«×§)�0�¡���)��)�0�b«x�x�0�0�
(x̂(t), û(t))

�
K���¡�

t ∈ [t0, t̂1]
:U�a�w® ���)�q�)���0�x�h�¡�q�K�X¨m�x�0¨~�q�)�x�0����§K��®��K�?�)�Ê�¡�x¨m���U�X«x§)�f�¡�#�)�X)�0�$«x�x�0�0�����(6)�h�¡�¡ª��0���
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(x(t), u(t))
��K���¡�

t ∈ [t0, t1].
< § �0�?�0�;�ä��«x§)�f�¡���)��)�0�$«x�x�0�0�

(x̂, û)
43¨m��)���q��§ ����§K��®ö����«x§)�f�¡�

�)�
'b§K��®�'b§)�x�6)�0�$«x�x�0�0�����)¨m���0�(8  �x® (x, u)
:`���7�����»<�$�)�x¨m���a«x�7)«x®�§)���A'b§)�H�~�¡�0��)® �

(x̂, û, t̂1)
4�§)¨

)�0�b«x�x�0�0�~£��¡��¨m�H�)�
P (t0, ξ)

: :
@Z���¡��'b§)�w��>8§�)�+�?�  ��®����0K�E�:§)�¡��®h¨m��b�¡�a�¡�?�¡����>-�&�q����«x�7)�)�����$�x�`�8�������8�����^: < )�0�76)®��x¨~��46�^�)�E¤�:��¨m��Ä�¡�6«x��¨m�H«+��®h«x§)® ªE¤'® ��:| ������K���)�x¨m�7)�f�¡�¡���+���H�)���¡�x���0�x¨~�
)����¨m���f�¡�¡�
'b§)�\K���24\)�x«x�x�0�¡ª��0���

�0�x�a�2>8§�)�+���  ��®������)¨~�����0��¨ 'b§K��®�'b§)�x�p>8§�)�+����'b§)�#�¡�?�¡����>-���+�3���Z«x�7)�)�����b�x�
�8�����B�8�����^:V�U�0�¡����>8§�$¤���b�x�|�¡���X«T+K��¨~���K���U�)� }TM�X÷¶��JLTIAnWLps&LNZ^R �üu9Q=¶_aWH ���Ê�0�x�  �x¨ K���¡�  �x�0�g�K«+���U�0�Ê§)¨k)�0�$«x�x�0�0��'b§K��®�'b§)�x�
(x, u)

4q£��¡��¨m�#��§iK����:|¢D���¡���0�x�Ê£��¡��¨m����4\)�x«x�x�0�¡ª��0���  �x�0�g�K«+�����¡�q�H)�0�$«x�x�0�0�3�¡�?�¡����>-�&���8�������U���8�  ��x¨t«x�7-�f§�Ä�¡�m«x��¨t§)¨~��>8§�)�+���m�)�  �x�0�g�K«+���+�����K���f�¡��4&�d'b§)�X�¡�?�¡����>-�&���8���7�B�8�����^:
�a��>8���0¨~�i���x�¡��®k���¡�x¨m����'b§)�&�ö�K���)����)�0�76)®��x¨~�

P (t0, ξ)
�D�)�  �x¨m������«^+K���w§)¨~�3>8§�)�+���"'b§)��¡�?�¡����>-���+�����ä«x�7)�)�����$�x�ü�8���»�A�8�����<�)���`�x���0�x¨~��Ê;: Æ�:ª�U�0�¡�p>8§�)�+���Z�0�x�¡ªa�P)���0�¡�p>8§�)�+���Z�)�  �x�0�g�K«+���+����:¬A�����¡�;�)�K���)�m§)¨ú)�0�b«x�x�0�0�*'b§K��®�'b§)�x�Z���)¨m���0�(8  �x® (x, u) ∈ R

n+m �KK���¡�  �x�0�g�K«+�����0�w�x�0�0�w)�0�$«x�x�0�0�46£��¡��¨m���$��>8§�)�+���H�)�  �x�0�g�K«+���+�����)��)®���«+���K�����x�0�0�X)�0�b«x�x�0�0���K�)�  �q�¡�?�¡����>-�&�x�x�Ê����«x�7)�)�����$�x�`�8����� �U��8�  �7�)���`�x���0�x¨~��Ê;: Æ�:
¾Ó�(� ÷ Ù#îHá�õDÙwÝ×ÜBAXáäãxåæÙ�ÛoãxÞäð�õDÜ�áäÙ

����¨m�����x�f�¡§)�K���p)�x�f�:�3�0�x�+���3)�0�76)®��x¨~�����)�X«x�7Ä�¡�0��®��6£��¡��¨m���)�6�¡�x¨m<�H�)���0«x�0�×�¡��:V�Z¨~��«+���¡��«A¤
�¡�x�(8��f�¡��«+�a�)�x�f�¡�Z)�0�76)®h�x¨~��4Ê��>-�?�¡�X�)���¡�¡�?�:���0¨m���D�)����'b§K�����b�x���)�Ê�)�g>8�x�0��)�+���|���X��  4x�|�)�Ê��'b§K�����$�x��)�g>8�x�0��)«x� ��������«x��¨m�\)�q«+���0�X«x�7Ä�98�$§)��:ö�a�0>8���0¨~�A���x�¡��®k��§)¨k)�0�76)®��x¨~�a�)�Ê«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m�a�)���0«x�0�×�¡�
4X�K���)�3�K�H�0����§)��b�¡�\>8���0¨~�

max J =
T∑

t=0

ft(xt, ut)
��Ê;:ÇC7C7�

�0§-�f�x�h�¡�m�
xt+1 − xt = gt(xt, ut),

��Ê;:ÇC&ÊF�
x0 = b, ut ∈ Ωt, t = 0, 1, . . . , T.

�7)�)�
J
4H�3>8§�)«x���7K��®D�76;�f�×�¡�  �o�)��)�0�76)®��x¨~�;� ft : R × R → R

s
gt : R × R → R

43�o��'b§K���+���
�)��d/�¨m�h«+�;�

Ω
47�a«x�7-�f§�Ä�¡�a�)�7«x�7Ä�¡�0��®��x�D���)¨m���0�(8  �x����� T ≥ 0

4��Z�¡�x¨m<���dK��®k�?�
b ∈ R

4���«x�7)�)���+���
��)��«x� �?®)K���¡�w�w�x�f�:���)��:Ý���?¨m�����0§)C���ü'b§)�Z�w�¡�x¨mC���dK��®

T
4p�;�L���$��'b§)�AK����+Kªw�0�x�f�¡�0���+���w�0�76)�0�a�

�x�f�:���)�B�dK��®
xT

:a¬Ê�)¨m�h�¡���f�x¨m���p'b§)�H��>8§�)�+���
L
�0�?�0��«x�7Ä�¡��b§K��¨m��Ä�¡�#�)�g>8�x�0��)«x� ª  �x®D�?�94#�¡�N��§�)�K����0�)�x¨�)��§��0�?�0�;�

L ∈ C2 :
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�a�\>8���0¨~�����x�¡��®k�$�3)�0�76)®��x¨~�#�)�q«x�7Ä�¡�0��®��6£��¡��¨m���)���0«x�0�×�¡�H<���0�0§)�È�¡�(�x�Ê«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+����)�0��)«x�]¤
K�����P'b§)�X�m�)�N�d)�&=
Ã7:�¬a�  ���0� ª  �x�h�q<�b�)�x¨��0�x�X�)�  ���)���K���6�x¨��)�����6«x�7-�f§�Ä�¡���X�)���f�¡��b�¡��������� s-Q&Z^Rx{&s&LNR�I�nWL*LTINjrQFnWH �
xt
�)�w��� s-Q&Z^Rx{&s&LNR�I�nWL
uTH-Xdj�Z9H���L �

ut
s

C�: < «x�7-�f§�Ä�¡���)� �0�x�f�¡�0�����b�x� ��Ê;:ÇC&ÊF�o�0�x® ��«x���7K�����)�g>8�x�0��)�+����Ä�¡�0� ���  ���0� ª  �x�����)� �x�f�:���)���
xt+1 − xt

�)K���¡�H���  ��®����0�x���?�¡§K������� xt
�
ut
�C�?�¡�¡�  4x���K�
>8§�)�x��� gt

:U¬y�^�L)�0�x�0�¡���
xt+1 − xt =

gt(xt, ut)
K���¡�H«+���K�

t
4q«^+K��¨~���K���)� L(°�M�Q=¶_aWHBn&R�Xh|&K2Rku9Q �)�3)�0�76)®��x¨~�Ss

Ê;:�¬�>8§�)�+���H�76;�f�×�¡�  �i��Ê;:ÇC7C7�|�x�f�:ª��^�L)�0�x�0�¡�3«x��¨m�H�#�0��¨~�#�)� (T + 1)
�¡�x�0¨m�����L�6«+���K�

t
¤�4x�0��¨m�

�¡�x�0¨m���)� �0��¨~�?�¡£��0�����)�x<��)�)���0��¨m��Ä�¡�o�)���
t
¤�4x�0��¨m���  ��®����0�x���K���  ���0� ª  �x���#�)�o�x�f�:���)� �«x�7Ä�¡�0��®��&:��Z¨~��>8§�)�+���m�76��f�×�¡�  �H�)�x�f�:�q�¡��<�24X�)�h�:� IJL�O�Q&ZE{&s&Lw� :

¬â�0����§)�����  ��¨m���A>8���0¨~��®��g�+���a§)¨í¨�4×�¡�$�)�o�)�3�0�x�0��®�§)�+���oK���¡�o)�0�76)®��x¨~���6�)�H«x�7Ä�¡�0��®��H£��¡��¨m�
�)���0«x�0�×�¡�o�)���¡��<�]��Ê;:ÇC7C7�.¤N��Ê;:ÇC&ÊF�^�»�~K���f�¡���a�K�B>8§�)�+���o�)���ä�&���¡�&����H��)�0�x�0��Ä�:���K�3)�o¬a,��)�)��«x���A:
�U�0�0�o¨�4×�¡�$�)�"4�«x�7�+)�x«x���)� «x��¨m����¨�4×�¡�$�)���)�3Ía��¨m��®]�¡�7�: @��x�0�¡�o¨�4×�¡�$�)�;�U���0��®�§)�+����£��¡��¨~�i4
��)«x�7Ä�¡�¡���K�Z��K���f�¡���È�K���0�x�0��®�§)�+���Z�)�|��'b§K�����b�x�D�)�|�)�g>8�x�0��)�+��«T+K��¨~���K���ä�)� L(°�M�Q=¶��JLTI0nWLFø`Q&K2RI� j�H-X �
§)�¡�&)�)�3�94x«�)��«+�����)�x�0��  ��®  ���K���Z�x�0C�x«x� ��®�¨m��b�¡�qK���¡�H�x�0�0�X�¡��<�H�)�X)�0�76)®��x¨~�;:@Z�x¨ �0�x¨m)�0���0�x�¡ª"C���0�(8  �x®a�)���x�x���0� �^�L���f�¡��§)¨ý%�)��«x�  ��®����~£��¡��¨m� �)� )�0�76)®��x¨~�;�Ê<���(4x¨�^�L���f�¡�x¨©���(��§)¨m��Ä�¡�����0�x®���«x���7K���)�����3«x�7)«+�  ���K���)�X�w«x�7  �^�L���K���)�w�K�2>8§�)�+���m�)��Ía��¨m��®]�¡�7��3�0�x��)�×�¡�x�0¨m��K���K�X<�x®��w¨�4×�¡�$�)���W'b§)�6C�$�)�x¨��Ä���¡�&Ä�¡�����w�^�L���f�9��)«x� �w�)�Z�:��®C<�7Ä�¡�3�k))���Ä�x���q¦q�0�x��)¨~�&��
ÃJÓ7ÉFE7�^:�@a���)���w�?�¡��Ä�:���0�x¨m���`)�x�f�¡�m¨m��¨m��b�¡�������f�¡���ä�m��<��K���#��)�0�x�0��Ä�:���0�x¨m���w��¨�4×�¡�$�)���)�
�0�x�0��®�§)�+����:
ß2à/.Rà.á � C 1<æD3 5 ëGì<ñ 6 õ,ðÑå 7 óSëFæÉñ ë  äãOå&æ<çéè7ê4å&ëÑì<ëGíYî�ï2å.ðÑëLê4õKãOõGë E õ4=�ë

� åF=�çhãOñéóSë
�7�7)�0���)�x�0�x¨m���a��)�0�76)®��x¨~�m�)�#���¡��¨m�g�+���+���m�K���)��<���2��Ê;:ÇC7C7�.¤N��Ê;:ÇC&ÊF�T:�¬µ>8§�)�+�����)�2�ä�&���¡�&����

K���¡�H�x�f�¡�w«x���0��4X�K���)�mC���

L =
T∑

t=0

ft(xt, ut) −
T∑

t=0

λt(xt+1 − xt − gt(xt, ut))
��Ê;:ÇC-ÆW�
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�7)�)�
λt

4~� ¨�§)®h�¡��)®h�h«+���)���)�3�ä�&���¡�&����~K���¡���
t
¤�4x�0��¨~����'b§K���+��� �)�]��Ê;:ÇC&ÊF�^:{1$���)�x�0�  ���0¨m�����>8§�)�+���

L
«x��¨��0�x® ���+�������  ���0� ª  �x���7�)�a«x�7Ä�¡�0��®��a�a�x�f�:���)�
b§)¨ <�7Ä�¡���x�f�:��«x���7Kª��0���w�)��)�0�76)®��x¨~�;�

�76L�¡�x�0�x¨m���Ê§)¨~�H�0�x® ���+���3�)��d/?¨m��«+����Ä�¡�0�
λt

�
λt+1

�8¬a.��)�)��«x���P�^:c�|�?�0��¨m���Ê��Ä�:����:
¢U�0��¨m�x���¡��¨3��Ä�¡�&�)�76)�0�x�  �#�
>8���0¨~���^�LK�&)�)���K�3�)�m�0��¨~�?�¡£��0���i��Ê;:ÇC-ÆW�^�

L = f0(x0, u0) − λ0(x1 − x0 − g0(x0, u0))

+ f1(x1, u1) − λ1(x2 − x1 − g1(x1, u1))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

+ ft−1(xt−1, ut−1) − λt−1(xt − xt−1 − gt−1(xt−1, ut−1))

+ ft(xt, ut) − λt(xt+1 − xt − gt(xt, ut))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

+ fT (xT , uT ) − λT (xn+1 − xT − gT (xT , uT ))
��Ê;:ÇC7Ø7�

�a�x�0�  �&)�)� L «x��¨í�0�x® ���+�?���
xt
$§)¨�<�7Ä�¡�o�x�f�:��«x���7Kª��0�����<«^+)���Ä��¨m���A>-��«x��®�¨3��Ä�¡�
���0����§)��Ä�¡�

�0�x® ���+���
∂L

∂xt

=
∂ft

∂xt

+ λt
∂gt

∂xt

− λt−1 + λt = 0, t = 1, 2, . . . , T.
��Ê;:ÇC&ÜF�

�a�x�0�  �&)�)�m�&�����¡�3�
>8§�)�+��� L «x��¨t�0�x®����+���m�
ut

�)�¡�x¨m���
∂L

∂ut

=
∂ft

∂ut

+ λt
∂gt

∂ut

= 0.
��Ê;:ÇC7E7�

¬a�7�)§K�����0�x® �����$�x���K���K����<�x® �X��'b§K�����$�×�`��Ê;:ÇC&ÜF�ö�2��Ê;:ÇC&E7�U�¡���#��)�0�x�0��b�:���K���7¨~�����Ý>8���0¨~��®�¨3��b�¡�
'b§K�&)�)�m�)�N�d)���0¨m���Ê§)¨~�
>8§�)�x���

Ht

�K�H�0����§)��b�¡�\>8���0¨~�;=

Ht(λt, xt, ut) = ft(xt, ut) + λtgt(xt, ut).
��Ê;:ÇC&ÉF�

1$��)�)�~���0�0��¨�L�¡�x¨m���Ê�m�0����§)�gb�¡�X�0���f�¡�x¨~���)�w��'b§K�?���$�x�Z�0�x® ��«x���7K���)�����
Ht

=

0 =
∂Ht

∂ut

, t = 0, 1, . . . , T.
��Ê;:ÇC&ÓF�

λt+1 − λt = −
∂Ht

∂xt

, t = 0, 1, 2, . . . , T − 1.
��Ê;: Ê7DF�

xt+1 − xt =
∂Ht

∂λt

, t = 0, 1, . . . , T.
��Ê;: Ê;Ã_�



»�¢ ¡ G|1E&»*-FA1E�84 Äq*-,�ào1"¦a,�(A9:FA4E*'1 Ê7Ê

< 6)�0�x�  ��'b§)�#�3�^�L)�0�x�0�¡��� λt − λt−1 = −∂Ht/∂xt, t = 1, . . . , T
4X��'b§)�  ��®���Ä�¡���3�^�L)�0�x�0�¡���

λt+1 − λt = −∂Ht/∂xt, t = 0, . . . , T − 1
:

¬ �h�¡�x�¡���+���o�K���a�¡�(�x�q��'b§K�����$�x�w��)�0�x�0��Ä�:���K���w��«x��¨~��)���qC���0�0��6)��®��h�:�m�)�×�¡�x�0¨m��K���a�o«x�7-�f§�Ä�¡�
�)�X�0��®�§)�+���3K���¡�3���  ���0� ª  �×��� xt, ut

�
λt
:U¬ø>8§�)�+�?�

Ht
4X«T+K��¨~���K�H�)� }TM�X÷¶_aWHBnWL4ø`Q&K2RI� j�H-X �)��§ø`Q&K2RI� j�H-XdR�Q&X.Q :X¬  ���0� ª  �x® λt

4H� s-Q&Z^Rx{&s&Lw�ÝnWLBuTH�ù(LTINjrQFnWH �)��)�0�76)®��x¨~�;:q¬��K¨í�)�H¨~�&Ä�¡�x�0¨m���q�
¨m�x�0¨~�2)���:���+���3§L�¡��®����+���K�
K�H�¡�x���0� �H�)�X«x�7Ä�¡�0��®��X£��¡��¨m��«x�7b�98�b§)���  ��¨m�����)��)���:���Z�  ���0� ª  �x®��)�«x�?¤'�x�f�:���)�~�)�~«+���0���)���0«x�0�×�¡�~<���

p
�C�)�x�Þ�)�&)�)���  ���0� ª  �x® λ K���¡�m�0�x)�0�x�0��Ä�:���a�~¨H§)®h�¡�h)®h��«+���)�����)��ä�&���¡�&����&:U¢D���(4x¨i��46��¨m<���f�:�&Ä�¡�a®��x¨
6)�¡���ü'b§)�X�H«x�?¤'�x�f�:���)�HK���¡���H«+���0�3�)���0«x�0�×�¡�24q���0�����gK���)�#�)�

¨�§)®h�¡��)®h�h«+���)���7�)���ä�-���¡�&����&:
¬í��'b§K���+������Ê;:ÇC&ÓF�3�0���0�N>8�x�0�{� «x�7)�)���+����)�x«x�x�0�:ª��0� � �)�����¡��¨~��®h�h�K���)���K���K� <�x®�� ¢� �¢ª:7¬a�

��'b§K�����b�x�2��Ê;: Ê7DF���B��Ê;: Ê;Ã_�7�¡���m«T+K��¨~���K���Ê�)� L(°�M�Q=¶��JLTI�nWL4ø`Q7K2RI� j�H-X :
¬ �x�f�¡�¡�?�94���� ��§)�¡���K��K���¡���¡�×�¡��®  �x�w���0���f�¡�x¨~���)�×�¡�x�0¨m��K���)��<�x® ���w��'b§K�����b�x�i��Ê;:ÇC&ÓF�.¤N��Ê;: Ê;Ã_�A4§)�¡���~� ��'b§K���+������Ê;:ÇC&ÓF��K���¡� �^�L)�0�x�0�¡���

ut

�x¨ø�¡�x�0¨m���m�)�
xt

�
λt

������Ä�:��� �0§�6)�f�¡�h�¡§)���
ut

K���
��'b§K�����b�x���Ê;: Ê7DF�X�{��Ê;: Ê;Ã_�^�U����'b§K�������ö«x��¨m��«x�7)�0��'�©���)«x� �;�U�0�~�¡���(K���¡��¨���'b§K�����$�x�H�)�xC��)�)��b�¡�x�
�0��¨m��Ä�¡���)�

xt

�
λt

:æ�U�f�:���~�)§K���~�N'b§K�����$�x���¡��� �^�L�x¨3)®����m�)����'b§K���N�$�x���)���)�g>8�x�0��)�+���������¡���
«x�7�+)�x«x���K���q«x��¨m�����6��'b§K�����$�x�X�)���)�g>8�x�0��)�+���)��Ía��¨m��®]�¡�7�K���¡���o)�0�76)®��x¨~�m�)�H«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m�
�)���0«x�0�×�¡��:�¢ö���¡�3)�0�76)®��x¨~�����&)�)�#�3�¡�x¨mC���dK�?®

T
4`�;�L���»�3«x�7)�)���+���m�)�X�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)�w�0�76)�0��  ���0� ª  �x®��)�X«x�?¤'�x�f�:���)��4X�K���K�3C��� λT = 0

:
�|�?�0�m�H�0����§)���Ê§)¨t�^�L�x¨m)®��3�0��¨m)®��x���)�w«×�7b�¡�0��®��q�)���0«x�0�×�¡��:

n<þ«��Á�ù��8ü Ï�ü�À ¬ H-X;INR�nWLNZ9L�H\O.Z9H7q���LNK�QBnWL2uTH-Xdj�Z9H���L Û-j�R�KBH
max J =

3∑

t=0

−xt + u2
t

��Ê;: ÊFC7�
INMwÚ�LNR�j�H*Q

xt+1 − xt = ut,
��Ê;: Ê7ÊF�

x0 = 0.

Ý Q&Z(QiLTITIJL0O.Z9H7q���LNK�Q_SVQ<}TM�X÷¶_aWHBnWL9ø`Q&K2RI� j�H-X � nFQFnFQ*nFQ�I$L�U&M�R�X�j?LF}�H-Z^K�Q

Ht = −xt + u2
t + λtut.

GAITINR�K�SPH
INR�INj�LNK�Q�úG&Wv)(�H�û�ù�úG&WvI&�-�û � nFQFnWH�OdH-Z
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0 =
∂Ht

∂ut

= 2ut + λt
��Ê;: Ê&ÆW�

λt+1 − λt = −
∂Ht

∂xt

= 1
��Ê;: ÊFØ7�

xt+1 − xt =
∂Ht

∂λt

= ut

��Ê;: Ê7ÜF�
t L�úIJ.vIKwûJS�j�LNKBHJI °�MdL

ut = −λt/2.t QFnWH�Q uTH-X.n&R¹¶_aWH�nWLij�Z(Q&X;INs&LNZ9I$Q*� R�nFQFnWL
λ3 = 0

S
Z9LTIJH�� s-QDúG&WvI&�L�û{Z9LTuNM�Z9INR�s-Q&KBLNXdj�L
O�Q&Z(Q
t =

2, 1, 0
v t LTITI$Q%}�H-Z^K�Q_S0H7q�j�LNKBHJI
HJI�IJLrU&M�R�Xdj�L�s-Q*��H-Z9LTI Û-j�R�KBHJI0O�Q&Z(Q3H�s&LNj�H-Z�nWL
uTH�ù(LTINjrQFnWH

p∗
¸

λ∗ = (−3,−2,−1, 0)′.� M�q^INj�R�j�M�Qiu9QWnFQ3uTHJH-Z(nWLNX.QFnFQBnWL
λ
X.Q3L(°�M�Q=¶_aWHBn�L
LTINjrQFnWH�úG&WvI&�M!ûJS0uTH-K

ut = −λt/2
v

xt+1 − xt = −λt/2, t = 0, 1, 2, 3;
uTH-K

x0 = 0.

t LTITI$Q4}�H-Z^K�Q_S0j�LNKBHJI�HJI�IJLrU&M�R�Xdj�LTI
s-Q*��H-Z9LTI�Û-j�R�KBHJI�O�Q&Z(QH_I�s&LNj�H-ZTLTI2nWL�LTINjrQFnWH
x∗
L�uTH-Xdj�Z9H���L

u∗
¸

x∗ = (0,
3

2
,
5

2
, 3, 3)′,

u∗ = (
3

2
, 1,

1

2
, 0)′.

1$�X<���0�0§)���0¨m���Ê��)��«x����®h¨m��Ä�¡�6§)¨t)�0�76)®��x¨~���)�q�¡�x¨mC�3«x�7b�98�b§)���)�0§K�3�)���0«x�0�×�¡���+���+���H<�$�)�X�0�x�
�K���K���0�x¨�¨�§)�h�:���X�)�g�K«x§)®��K���)�x�w§L�¡��®��g�+�&)�)�  ª��0�����w¨�4×�¡�$�)����:��a��Ä�¡�0�~�x�0�0�x��¨�4×�¡�$�)�����D�)�x�f�:��«x���¨�4×�¡�b�)�H�)�`5�§�����A¤&tq§L�0�:�;:c��;>8���0¨~�����$�x���0�76)�0�X�H�)���0«x�0�×�¡���+���+���H�)�q)�0�76)®��x¨~���7�)�q«x�7b�¡�0��®��6£��¡��¨m�
«x�7Ä�98�b§)���  � �H�3¨�4×�¡�$�)�H�)��5�§�����A¤&tq§L�0�:�H�¡���m��)«x�7Ä�¡�¡���K�����x¨õ����¨3<�����kC&D7DFØ7�^:¬��¡�x���0� �6�)��«x�7Ä�¡�0��®��Ê£��¡��¨m��4p6K���f�:�&Ä�¡�Z��¨m)® �a��<�$�)���0�x�|§)�¡���K�qK���¡�q�0�x�0��®  �x�U)�0�76)®��x¨~���U�)�
 ª��0�����|�¡��<�����b�)�x<��)�)��)�)�H�K��)�x«x�x�0�0���K���)�a�)�a«+���K�w�0�h�¡§K���+����:ö¬a®���§)¨~���  ���0� �����$�x���x¨â)�0�76)®��x¨~����)�m���¡��¨m�g�+���+����«x��¨ ��)®h��«+���+�����)�m«x�7Ä�¡�0��®��mC�$�)�x¨��0�x�w�K���K����'b§K�-)�)���0§)<��¨m�����`<���w�^�L�x¨m)®����
«x�7)�)�����b�x���¡�×® ��«x���7K���K�������H�¡�x¨mC�2�dK��®

T
�)�ON?��§����3�x�f�:���)���dK��®

xT

:
T
C�$�)�X�0�x�P�;�L�m��§K�����)�

����)�K�3<�b�)�x¨m���a�0§)C���6��®���§)¨~�H�0�x�f�¡�0���+�������~�x�f�:���)�B�dK��®
xT
:�¢D�b�)�x¨m���6����)�K�3��¨m<�����0�x�f�¡�0�����$�x�

���  ���0� ª  �x���Z�)�w�x�f�:���)���w«x�7b�¡�0��®��&� xt

�
ut

�<�x¨ú�¡�b�)�
t
�8�~¨~������«x��¨�§)¨ 4#®���¨3�]�:���0¨3�����  ���0� ª  �x®�)�X«x�7Ä�¡�0��®��

ut
�^:��U�¡�¡���Z�¡���m��<��K���Z��®���§)¨~�����K���P>8���0¨~�����)�  ���0� ���+���H�)�X)�0�76)®��x¨~���Ê�)�X«x�7Ä�¡�0��®��
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£��¡��¨m���)�w�x¨ )���0�0�~�¡�¡�&6K��®�+)���C��)�0�x�0��Ä�:���0�x¨m���a§)¨ú�x�f�¡§)�)�~�)�#«+���0�~�0�x® ��«x���7K���)�m�m§)¨ú)�0�76)®��x¨~�
�)�a«x�7Ä�¡�0��®��a£��¡��¨m�X�)�a�¡�x¨mC���)���0«x�0�×�¡���$�0�x¨ �0�x�f�¡�0���+���#�)�6�x�f�:���)���dK��®k�$«x��¨

ut
®���¨3�]�:���)�w<����§)¨~�

>8§�)�+���3�)�
xt

�K�
T
�;�L��:

¾Ó�.¾ � ÙwÝ�×�é�êXÙUTg×�åWV�õDãxð�èæÛoÙôù õDÙ ¥ Ý×Ü�åôèôÛoÜ ÷ Ù#î�á�õDÙwÝxÜ]ËâáäãxåæÙ
���
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�Ò¦q�0���x�0�0�q�YX ��®h�9+)�x���,C&D7D&ÆW�^:
< �6¨�4×�¡�$�)���q��)�0�x�0��Ä�:���)���X���0����§)���a�¡������)®���«+���)���AK���0�x�0��®�§)�+�����)�H)�0�76)®h�x¨~���a�)�H«x�7Ä�¡�0��®��

£��¡��¨m�m�0�x¨í�0�x�f�¡�0���+���o�0�76)�0�H�  ���0� ª  �x®D�)���x�f�:���)�3)���¡�x¨mC�*�dK��®k:q¢D���(4x¨i�È�x�0�0�x�X¨�4×�¡�b�)���a�:��¨H¤6,4x¨�<�$�)�x¨��0�x����)®���«+���)���q�x¨�)�0�76)®��x¨~���X«x��¨��0�x�f�¡�0���+�����)�x�0�0�~�¡��<���`�'b§K��®�4~�x®���¨3�gK���K�o<�x® �
§L�¡��®��g�+���+���H�)�X«x�7)�f�:�&Ä�¡�x�Z�)�X<��K��®��h�K���)�&�)«x��¨m�3�0�x�¡ª  ���f�¡�m�H�¡�N��§)����:

����¨m���Ê�0§)<�����3�0����§)��Ä�¡�X)�0�76)®��x¨~���)�X«x�7Ä�¡�0��®��

min J = C(x(t1))
��Ê;: ÊFE7�

�0§-�f�x�h�¡�m�
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

��Ê;: Ê7ÉF�
x(t0) = ξ, u(t) ∈ Ω(t),

�7)�)�H���qK���9/�¨m�×�¡�0���a�  ���0� ª  �x���6�¡���o«x��¨m���0ª��)�N�d)���)����:
�U�0�0�3)�0�76)®��x¨~�~�x�f�:ªo�0�x)�0�x�0��b�:���)�iK�>8���0¨~�H�)� []Q*ÞFLNZ �C�7)�)�w��>8§�)«x���7K��®��76��f�×�¡�  ��4w�^�L)�0�x�0�0�o�x¨ >8§�)�+���m�K�  ���0� ª  �x®��)�w�x�f�:���)���  �E¤®�� ���K�i)����)�f�:�&Ä�¡���dK��®
t1
:{�Z¨ )�0�76)®��×¨~���)��«x�7Ä�¡�0��®��~£��¡��¨m���:��¨
6.4x¨�C�$�)���0�x���)�x�0«x�0�h�¡� K���

>8���0¨~���X�)� ��H�� fJQ ��§ e«QJU&Z(Q&X�UWL �`�)����«x���0�)��«x��¨ ���)�N�d)���+�����)���0�x§�>8§�)«x���7K��®|�76��f�×�¡�  ���`�¡�N)�)��x�0�¡�����¡�(�x�P>8���0¨~���Ê�N'b§)�  ��®���Ä�¡�x�
�k�7�x�¡���0�k��ÃJÓ7É7ÊF�^:
¬ø>8§�)�+���3�)��Ía��¨m��®h�¡�&oK���¡�H�x�0�0�w)�0�76)®��x¨~�
4X�K���K�3C���

H(t, x, u, p) = pf(t, x, u),
��Ê;: Ê7ÓF�

�7)�)�
p
4X«x��¨m���0ªH�)�N�d)���K�;:U¬P'b§)�k�C�H«x�7)�)���+���3�)�q�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)�X�0�x�¡ª3�K���K�H<���

p∗1(t1) =
∂C(x∗(t1))

∂x1

, . . . , p∗n(t1) =
∂C(x∗(t1))

∂xn

.

�|�?�0��¨m���Ê��Ä�:���m«x��¨m�H�0�x�0��®  �x�pb§)¨m�x�0��«+��¨m��Ä�¡�q§)¨t)�0�76)®��x¨~���)�x�0�0�X�¡��<��:
iø÷F¸Sü�ýäü. mÿ�½`ý`ÿ8þ_�F¸Sü. 
< �H¨�4×�¡�b�)���H��)�)���0�×�¡����'b§)�o�0�x�¡��� �&6<���0�K���)���H�&'b§)�ü>8���¡��¨ )�0��<���f�¡����<���²tq§)¨~���i�?ÃJÓFE&ÜF�X�

5Z�&�7���×�0�
�?ÃJÓFE7E7�^:p�U¨Ìtq§)¨~�����?ÃJÓFE&ÜF�P4`>8�x�h�:�3§)¨~�3��  �x�f�¡���Ä���+����$§)¨�4×�¡�h«+�m�)�w§)¨©)�0�$«x�x�)��¨m��Ä�¡�
�h�¡�x�¡�?�¡�  ���ö�)��)��¨m��K���)� uTH&X�jkZ9H��0Q&s&LNZ(QJU&R�X�U{j�LTuTm�XdRx°�MdL �k�7¬c���^�U«x��¨��{'b§K��®��0�o<�$�)�o�76L�¡�x��§)¨~�
6C�Ä����)�0�$�L��¨~���+���mK�?�:�~�m�0��®�§)�+���~£��¡��¨~�H�)�#§)¨©)�0�76)®��x¨~�3�)�#«x�7Ä�¡�0��®��w£��¡��¨m�3�0�����§)® �����C�x¨©§)¨
�¡�x¨mC�m«×��¨m)§L�:��«x���7K��®È�0�x® �?�¡�  ��¨m��Ä�¡�qC��'b§)��)��:
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< )�0�76)®��x¨~�"�)�  ��®����o�)� «x�7Ä�¡���()���0�x�0§)®h�:�&b�¡� �K����)®���«+���+��� �K� «x�7)�)���+��� )�x«x�x�0�¡ª��0� ���)�¢`�7Ä�¡���b�&�������<�$�)�3�0�x�X�0�x)�0�x�0��b�:���)��«x��¨m�o§)¨�«+���0���x�0C�x«x� ��®|�)����<�x�¡���)���`���x�¡��®ö�)�3<�7Ä�¡�i�;�L�
y = Γ(y)

:s�a�x�0�0��¨m�$�)����� ¨�4×�¡�$�)�]6K���0�x� �E¤'�0���x¨!�0§)«x�x�0�¡�  ���~�h�¡�x�¡�����$�×�3�)� ��<�x�¡���)��� Γ
�?�94��

�76L�¡��)�+���m�K�H«x�7  �x�(�7��)«x� �;�K�7)�)�X�m«x�7Ä�¡�0��®��q«x�7  �x�(���wK���¡�3�3«x�7Ä�¡�0��®��q£��¡��¨m���;'b§)��4XC�7b�¡�2�;�L��)�3��<�x�¡���)����:
< )�0�b«x�x�)��¨m��Ä�¡�3�)�N�d)���)�mC���0�0§)�`�H�0����§)��b�¡�X�^�L)�0�x�0�¡����=

ŷk+1 = (1 − ωt)ŷ
k + ωtΓ(ŷk); ŷ0 = y0.

��Ê;: ÆFDF�
�7��¨�«x�x�f�:���w«x�7)�)�����$�x�w�0�76)�0�

Γ
�0��Ê;: ÆFDF�6«x�7  �x�(���mK���¡����<�7Ä�¡�i�;�L���DK���¡�i'b§K��®�'b§)�x� y0 �`�)�x�0�)�'b§)�w�3�0��'�©���)«x� �

ωt

�¡�?�¡����>-���+�;=
lim

k→∞

ωt = 0
� ∞∑

k=0

ωt = ∞.

�7��¨t���0�0����>8���È�0§����x�0���K�m�3�0��'�©���)«x� �
ωt = 1

k+1

�C��'b§K�?®ä�¡�?�¡����>-�&�X����«x�7)�)�����$�x����¨m<���f�:�����)�76L�¡��)�)�
�0�x�0§)®h�:���)���Ê�¡�?�¡����>-�?�¡£��0������:

@Z��«x���0���)�#«x�7)�)�����$�x���dK�����Z�0�76)�0�����  ���0� ª  �x���Z�)�#�x�f�:���)���»�~¨�4×�¡�$�)�*�7¬c� �����¡�¡�?�:�m��¨m)®��^¤«x�h�:��¨m��Ä�¡�q<����§)¨~�
>8§�)�+���m�)�X<��K��®h���K���)�&:�¢ö�?�:�H���0�0���K�)�N�d)�w§)¨~�2)�  �3��'b§K���+�����C�)��)��¨m��K���K�>8§�)«x���7K��®È�76��f�×�¡�  �m��§)¨m��Ä�A�?�)��=
Ja(u(·)) = J(u(·)) +

1

2

m∑

j=1

ψj[hj(x(t1;u(·)))]
2 ��Ê;: Æ�Ã_�

�7)�)�
J(u(·))

4���>8§�)«x���7K��®Z�76��f�×�¡�  � �)�")�0�76)®��x¨~� ���0�����gK��®�� hj(x(t1;u(·)))
4 � �0�x�f�¡�0���+��� �)�

�x�f�:���)�)����)�f�:�&Ä�¡�2�dK��®k���3���
ψj

�¡����«^+K��¨~���)���q�)�3«x�7)�f�:�&b�¡�x�w�)�3<��K��®����K���)�&:H¬��0��®�§)�+�����)�
§)¨�)�0�76)®��x¨~�~�)�x�0�0�H�¡��<�*4H��)«x�7Ä�¡�¡���

x
�
u
�
ψ
'b§)�H�¡�?�¡����>-���+��¨�È��®�4x¨©�K���q�0�x�f�¡�0�����$�x�q��¨mC���f�:���

C�x® �H�)�N�d)���+���m�)�3)�0�76)®��x¨~�;�)����«x�7)�)�����$�x�p)�x«x�x�0�¡ª��0� �����)�X���¡��¨~��®h�h�K���)�6�)�~¢� �¢ª:
)D��K��®�¨3��Ä�¡�&�)<�$�)�A¤'�0�w«x�7)�f�¡�0§)���Ê�m��<�x�¡���)�����)�X<�7Ä�¡���;�L��:01$��)�)�

ξ
§)¨~�3«x® �?�¡�0�X�)�`>8§�)���b�x�

v(·, ·, ·) : [t0, t1] × R
n × R

n → Ω
�¡�?�¡����>-�&�x��)�)�m�3«×�7)�)���+���3�)�w¨�8�)��¨3��=

H(t, x, v(t, p, x), p) = min
u∈Ω

H(t, x, u, p)
��Ê;: ÆWC7�

K���¡�w�¡�$�)�
(t, x, p) ∈ R

2n+1 :��cÄ�:���H�H)�0�76)®��x¨m�#�x�f�:ªH�0�x�0��®  ���)�H�0��¨3��b�¡�6�0�&�)K���¡�H��®���§)¨ v ∈ ξ
=

u∗(t) ≡ v(p(t;u∗), x(t;u∗), t).
��Ê;: ÆFÊF�

1$�?�0��¨
F : Ω → R

n×R
n �)�N�d)���K��«x��¨m� F (u(t)) = {x(t;u), p(t;u)}

�
V (x, p) = u

�L�:��®«'b§)�
u(t) =

v(t, x(t;u), p(t;u))
�)K���¡�3«x���K�

v ∈ ξ
:

�a�N�d)��)�)������<�x�¡���)���
Γ = V ◦ F

��4~<���0�(8  �x®�«x�7)�f�¡�0§)���w����®������0�h�¡¨3��K���¡�����76L�¡��)�+�����)�§)¨~�3�?)�¡�$�L��¨~���+�����)�m«x�7Ä�¡�0��®��q£��¡��¨m���$��'b§K��®��0�x�¡ª3�K���)�3<�x®��3¬a®������0�]�¡¨m���7¬c� �3�0����§)����:
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{3���CüCþ?ÿ�¸JÁ ü ��{Xu
���d $ xü ¼ £ ¢ö�?�:�2¨[Z\D;�)�)�N�dK�

û0 = u0

s��
u0

C�$�)�X�0�x���x�0«x��®�+)���)�m���(6)�h�¡�¡���0� �?¨m��Ä�¡�J�
���d $ xü À £ 5��x�0��®  �3���|� < ẋk+1(t) = f(t, xk+1(t), ûk(t))

�)K���¡�
x(t0) = x0

s
���d $ xü Ï £ 5��x�0��®  �3���|� < ṗk+1(t) = −∇xH(t, xk+1(t), ûk(t), pk+1(t))

�
�0§-�f�x�h�¡�m�

pk+1(t1) = ∇xJa(x
k+1(t1))

s
���d $ xü�Â�£ )C���+�2¨[Z�¨[\
Ã=s
���d $ xü Ú�£ �c)«x�7Ä�¡�¡�

uk = υ(xk, pk)
�)�)�w��«x���0�)�m«x��¨ ��Ê;: ÆWC7��s

���d $ xü ê £ ����®�«x§)®��
ûk = (1 − ωt)û

k−1 + ωtu
k �)«x��¨ ωt = 1

k+1

�K�  ��®h�¡�X���3���d $ xü Ï :

5Z�&�7���×�0�A�?ÃJÓFE7E7�`�)�x�0«x�0�  �a§)¨ ¨�4×�¡�b�)�X�h�¡�x�¡�?�¡�  �q�)�q�¡��<�\���¡���)����Ä�:�-�b�)��)��¨m��K���)�w� < ¦ � nWH-M�ùq���L
HTOdLNZ(Q&j�H-Z�U&Z(QFn&RkLNXdj �^�;)��'b§K��®«4q�)�x¨m�7)�f�¡�¡���K�H¨~�������7�N�K«x����)«x� �H«x��¨ �0�x® ���+���3���B�7¬Ý�\�K�x¨t§)¨
���¡�&)�)�\�%)¨m�x�0�3�)�X«+���0����«x�7)�0���)�x�¡���)����:

< � < ¦ôK��� ¨~�&Ä�94x¨ � ¨m�x�0¨m� �:��¨~�&�+)� �)��K���0�0� �x¨ «+���K� �h�¡�x�¡���+������«x��¨m�]>8�x�h�¡����<���
�^�L�x¨m)®����,)��¨�4×�¡�b�)�B���¡���)����Ä�¡�w�)�#K���0�0�B�;�L��:Z¬Ê�~��  4x�a�)���0�0���<�~K���0�0�*4#�)�76)�¡���)�~���'b§K�&Ä�¡�o�
 ��®������)�
>8§�)«x���7K��®»�&6;�f�×�¡�  �H�)��¨m�g$§)��:c1$�qK���¡��§)¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���)��K���0�0�3�b«x���0�0�x�Ê§)¨ ��§)¨m��b�¡�
)�
 ��®������)��>8§�)«x���7K��®k�)��b�:���m�~K���0�0�B4w�)��¨m��b§�8��)�H<�x® �3¨m�×�:���)�&�C�)�x�0«+���f�:�&)�)�~�:��¨
6.4x¨t�~«x�7Ä�¡�0��®��
�0�x�0C�7)�¡ª  �x®»C�����x�0�0�6��§)¨m��Ä�¡��:ö¬�h�¡�x�¡���+���X«x�7b�¡��b§K�X«x��¨â�w¨m�x�0¨m�wK���0�0���L���w��  4x���)�Z�)�76)�¡ªE¤'®���&�����¡�;���?�94'b§)���  ��®����3�)��>8§�)«x���7K��®���§)¨m��b�¡�)�  ��¨m��Ä�¡������Ä�:��� � K���0�0��4��0�x�)§��x���)� <�x® �¨m�×�:���)�&: < ��®������0�]�¡¨m�"§L�¡��®��g�+�"§)¨~�"«x�7)�f�:�&b�¡� �)� �¡��®��x�9/&)«x� �"«×��¨m��«x�0�h�94x�0��� �)� K���¡���K�;�6� �
�)�g>8�x�0��)�+�o�)�3�)�����  ��®����0�x�q«x�7)�0�x«x§L�¡�  ���X�)�i>8§�)«x���7K��®D�76;�f�×�¡�  �i43�0�x¨m)�0�H«x��¨mK���¡���K�o«x��¨í�x�0�¡�
�¡��®��x�9/&)«x� �;:

�7�7)�0���)�x�¡�&)�)�q�A>8§�)«x���7K��®$�&6;�f�×�¡�  �q��§)¨m��Ä�:���)����Ê;: Æ�Ã_�^���6¨�4×�¡�$�)�A4��)�x�0«x�0�h�¡�6<�x®��6¬a®������0�]�¡¨m�� < ¦ �K���)�~�H�0����§)����:
{3���CüCþ?ÿ�¸JÁ ü l�j^]
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���d $ xü ¼ £ )C���+�2¨[Z\D;:��6���)�
uk �K�0�x�0��®  �3���|� < ẋk(t) = f(t, xk(t), uk(t))K���¡�

x(t0) = x0

�
u0 <�b�)�X�0�x�Z�x�0«x��®�+)�h�)�m���(6)�h�¡�¡���0� ��¨3��Ä�¡�J��s

���d $ xü À £ ¬  ��®����6��>8§�)«x���7K��®»�76;�f�×�¡�  �m��§)¨m��Ä�:���)� Jk
a

s
���d $ xü Ï £ 5��x�0��®  �3���|� < ṗk(t) = −∇xH(t, xk(t), uk(t), pk(t))

�
�0§-�f�x�h�¡�m�

pk+1(t1) = ∇xJa(x
k+1(t1))

s
���d $ xü�Â�£ ����®�«x§)®��

uk+1 = uk − εt∇ukH.1$�`'b§K��®�'b§)�x�
uk+1 �x�f�¡�  �x�P>8���¡�H�)� Ω

�K��Ä�:���3�¡��¨~�E¤'�0�6�  ��®����¨~������)�0£$�L��¨m�H�)��Ä�¡�¡�3�)�
Ω
s

���d $ xü Ú�£ 5��x)�h�:�H����K�?�¡�0���`ÃX��CH«x��¨
k
�¡�0�$«+���)�3<���

k + 1
s

���d $ xü ê £ 1$�
|J ′k+1 − J ′k| < ν

�K��Ä�:���3K���0�&:
���d $ xü Ñ £ 1$�

J ′k+1 ≥ J ′k + ν
�)��b�:���3�0�x�)§��+�

εt
�H¨m�×�:���)�X�q�0�x)�h�:�H�3)�0�$«x�x�0�0��HK���f�¡�����)�m���d $ xü�Â�«x��¨t�m�&b�¡�����  ��®����Ê�)� uk s

���d $ xü ì�£ 1$�
J ′k+1 ≤ J ′k − ν

�K��Ä�:����=ú?Q�û 1$�X�3���d $ xü Ñ ����)�K�2K���2>8������)®���«+���)���L��Ä�:����>-���+�
εk+1 = 2εt�X�0�x)�h�:�H�3K���f�¡�����)�m�A�d $ xü Ï �K«x��¨

k = k + 1
sú?q&û 1$�X�3���d $ xü Ñ �0ª
>8���ä��)®���«+���)���$��b�:���2>-���+�
εk+1 = εt�X�0�x)�h�:�H�3K���f�¡�����)�m�A�d $ xü Ï �K«x��¨

k = k + 1
:
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iø÷F¸Sü�ýäü. mý`ÿ8þ_�F¸Sü. 
¬ §L�:�h®����+���+���H�)�w¨�4×�¡�$�)���Z�)�h�¡�A�:������  ��®  �&�<�g)��«x� ��®h¨3��b�¡�&�K�3�)���0«x�0�×�¡���+���+���m�)�m)�0�76)®��x¨~�H«x�7$¤�98�b§)�#�&Ä�¡�x�ü'b§)�a��®���§)¨ ¨�4×�¡�$�)�w�)�Z���¡��¨m�g�+���+���X�0�?�0�#��)®���«+���)��:D�a�  �x�0�¡���V>8���0¨~���|�)�Z�)���0«x�0�×�¡���+���+����)��§)¨�)�0�76)®��x¨~�~�)��«x�7Ä�¡�0��®��#£��¡��¨m�~�¡���o)�0��C���f�:����K��®��h�¡�x�¡�?�¡§)�¡�;:�Ía�&���x���kC&D7D7DF��§L�¡��®h���+�~�m�94x«A¤

)��«+�~�)�H�)���0«x�0�×�¡���+���+���o«x��¨m)®��×�:�~K���¡��)�0�76)®��x¨~���a�)�H«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m�;�<�¡�¡�?�:�&)�)�o���q��'b§K�����b�x�X�)�
¨�4×�¡�b�)�#�)�a�)���0«x�0�×�¡���+���+���w«x��¨m�#§)¨~�X�0�x�f�¡�0���+�������)��«x���7K��®�:c1L���#��Ä�¡�0�$�)§��x�h�K���  �?�¡��ª  �x���7���)��«x���7K���h��)�����¡��¨m�g�+���+������«x���0�0�x�0<�7)�)��Ä�¡�x�0���c>8§�)�N�$�x���)��«x�&b�¡�0��®��Ê�x¨k<�7Ä�¡���|��Ä�¡�x�0¨m�x�)� ª��0�����ö�K�q¨~��®�+K�6�)�
�)���0«x�0�×�¡���+���+����:��7��¨©���0�0���»�x®���¨m�gK�m��)�x«x�x�0�0���K���)�H�)�#��b�¡�x�0C��® ���+���~�)�~«x�7b�¡�0��®��w�#<�x�0¨m�h�¡�w��«+ª�®]¤
«x§)®��3�0��¨m)®��g�K«+���)�H�)�����¡���)����b�¡�q�)��>8§�)«x���7K��®È�76;�f�×�¡�  ���K<���(4x¨ú��)�  �~)�0�76)®��x¨~���)�w���¡��¨m�g�+���+����76L�¡���)�H<���0�0§)�ä§)¨ W%)¨m�x�0�3¨~�������7�)�  ���0� ª  �x�h�$:¬â�)���0«x�0�×�¡���+���+���*4H�76L�¡���K�*6K���0�+�&)�)�?¤'�0�2)���q¨�4×�¡�$�)���6�)��5�§�����A¤&tq§L�0�:�;�È§)¨~�~«x® ���0�0�H�)�H¨�4A¤
�¡�b�)����b§)¨�4x�0��«x���3���0������K��®h¨3��Ä�¡��)�0��C���f�¡���m<����5�§�������?ÃJÓ7DFØ7�^��K���¡� � �76L�¡��)�+��� �)���0��®�§)���$�x�
��)�0�$�L��¨~���K���Ê�)�X��'b§K�����b�x�a�)�g>8�x�0��)«x� �������0§-�f�x�h�:���Z�3«x�7)�)�����b�x�Z��)��«x� �?�h���8)�0�76)®��x¨~�����)�  ��®����Ê��)��«x�]¤��®k�L��§�¢Ý�����^:

�U¨í¦q�0���x�0�0�w�_X ��®h�9+)�x���kC&D7D&ÆW���~)�0�76)®��x¨~�H���0������K��®�4X�¡�¡�&)��>8���0¨~���)��)�m�0����§)��b�¡�w)�0�76)®��x¨~�
�)�X)�0�7���¡��¨~���+���2K���?¤'®h��)�+�����)�X�)��¨m��)�¡���
�d)�h�:�;=

min C̃(u) = ϕ(σNt+1(u))
��Ê;: Æ7ÆW�

�0§-�f�x�h�¡�m�
a ≤ uj ≤ b

�
�7)�)�

x = σ(u) = (σ1(u), ..., σNt+1(u))′
�¡��� ���  ���0� ª  �x�����)���x�f�:���)� �)�N�d)���K���3�x¨�>8§�)�+��� �)�«x�7Ä�¡�0��®��&���

Nt
47�\W%)¨m�x�0�6�)���0§�6)��b�¡�x�  ��®����D�K�6�)���0«x�0�×�¡���+���+���6�)�6��Ä�:�×�  ��®��a���0������K��®Ä�)�q)�0�76)®��x¨~�;:< )�  ��)�0�76)®��x¨~���76L�¡���)��C���0�0§)����<��K��� u «x��¨m�  ���0� ª  �x®��)�~���¡��¨m�g�+���+�����`«+���¡��«×�¡�x�0���+�&)�)�� �94x«�)��«+� �0�x«x§)�0�0�  �;: ¢`���(4x¨�Ê«x��¨3� <�$�)�x¨m���  �x������>8§�)«x���7K��®��76;�f�×�¡�  � �)� )�0�76)®��x¨~� ����)�K��)�xC��)�)�o�)� %)®h�¡��¨3��«x��¨mC�7)��b�¡�~�)�  �A�:�����)�  ���0� ª  �x���w�)�~�x�f�:���)��:�¢D���¡���76L�¡�x�w�  �?®����w�)�x�0�¡�

 ���0� ª  �x®k�;4X§L�¡��®����+���)��§)¨t¨�4×�¡�$�)�3�)��5�§�����A¤&tq§L�0�:�H�^�L)®�8�«×�h�¡�H�)�`'b§K���f�A�H���0�)�x¨:
¬a<�x�¡���o�)� ��Ê;: Æ7ÆW�3�¡�x��§)¨û�%)¨m�x�0� �0�x® �?�¡�  ��¨m��Ä�¡��C��'b§)��)���)�  ���0� ª  �x������� ���¡���)���Nb�¡���K�>8§�)�+���m�76;�f�A�:�  ���d)�x«x�x�0�¡ª��0���~K���¡�m�3�0�x�0��®�§)�+���m�)�m)�0�76)®��x¨~�;��K���m<���0�0§)�ä§)¨~�m�  ��®�� ���+�����¡�0�  � ��®�:�a�x�0�0�6¨m�$�)���Ä�¡�(�x�Ê�-6<���0�K�&����)�7�¡����«x�h�:���K����K���¡�w�#«+ª�®�«x§)®��w�)�a�)�x�0�  ���K����=ö¨�4×�¡�$�)�����)�a�)�g>8�x�0��)�+����d)�h�:�����|�)���0«x�0�×�¡���+���+��� �)���0�×�:� �K���3��'b§K�����b�x�����-�f§�Ä�:���3«x�7Ä�98�b§K����������)®���«+���+��� �)�o�)�g>8�x�0��)«x� ���+���

��§L�¡��¨~ª?�¡�h«+�;:
¢D���¡� )�0�76)®��x¨~���#�)��«x�7Ä�¡�0��®���£��¡��¨m��«x��¨��0�x�f�¡�0�����$�x�H�0�76)�0���  �?�¡��ª  �x®��)�o«x�7Ä�¡�0��®��&�V�ü+)���$�¥¤�0�  �x�(�7+)�|�×�#��®k:��kC&D7D&ÆW�Z)�0��.�$�3���76L�¡��)�+�����K�o�0��®�§)�+���i$§)¨�4x�0��«+�o�?�¡�¡�  4x�X�K���)���0«x�0�×�¡���+���+�����K�����'b§K�����b�x�#�)�3�x�f�:���)���)��)�0�76)®��x¨~�;��§L�¡��®��g�+�&)�)�o§)¨�¨�4×�¡�b�)���)�B5�§�����A¤&tq§L�0�:�o�)��'b§K���f�:�����0�)�x¨

�^�L)®�8�«x�h�¡���»�3���  ���0� ª  �x���6�)�H«x�7b�¡�0��®����¡������)�0�$�L��¨~���K���a<����>8§�)���$�x�X«x�7Ä�98�b§K���q<���6K���f�¡�&:2�Z¨
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¨�4×�¡�b�)�6��)�0�$�L��¨~���)�Z�)��)�0�&�f�x�+���a�)�ü���¡���)����Ä�¡�V4��)�N�d)���)�6�p�K¨ �)�ü���x�¡���`�0��'�©)��)«x� ���ö�)��«x�7b�¡�0��®��x�
�)���0«x�0�×�¡�����d'b§)�X�¡���m�0�N�dK���K����)�0�7���0�x�0�0�  ��¨m��Ä�¡�X�)§)�¡�&Ä�¡�w�����h�¡�x�¡�����$�×�$:¬ K���f�:�h�7�K�#�)���0«x�0�×�¡���+���+���#�)��)�¡�&6)®��x¨~�w�)�6«x�7Ä�¡�0��®��a£��¡��¨m�w«x�7Ä�98�$§)�;�;4a<���0�(8  �x®»�)�×�¡�x�0¨m��K���§)¨�)�0�76)®��x¨~�o�)�3)�0�7���¡��¨~���+���iK���?¤'®��g)�+�������i'b§K��®|<�b�)�m�0�x�w�0�x�0��®  ���)��§L�¡��®��g�+�&)�)�?¤'�0�H�)�  ª��0�����¨�4×�¡�b�)����:|¬y�0����§)���Ê�¡�¡�?�:���0�x¨m�����)�w��®���§�)�Ê�)�x®��x��:
ß2àxß2à.á  äãOëFöKãOõ,ðÑõ43 5 ëk
 5 ë`8?� å&æ<ñ�õKã

¬�)�0�7���¡��¨~���+���a¨~�?�¡�x¨~ª?�¡��«+�Z��  ��®  �Ê)�0�76)®��x¨~���D�)�����¡��¨m�g�+���+���a«x§-�0�6�0��®�§)�+���\4�«x��¨mC���f�:�6�)�§)¨øW%)¨m�x�0�p�d)�h�¡�Z�)�  ��®����0�x�ä�0�+������'b§)�7�¡�?�¡����>-�&�x�x¨y���`�0�x�f�¡�0�����$�x�`���Z�76��f�×�¡�  �Z�)�Z)�0�76)®��x¨~�;:ª�cb�¡�0��x�0�0�x���Z�x�f�A�?�"����)�0�76)®h�x¨~���~�)��)�0�7���¡��¨~���+��� ®���)�+������)�0�7���¡��¨~���+����K���?¤'®��g)�+���m��)�0�7���¡��¨~���+���
��Ä�¡�x���¡�;:³ §K�&)�)�~§L�¡��®h���+��¨3���Ê¨�4×�¡�$�)�����)���0�×�¡����K���¡�m�3�0�x�0��®�§)�+���Bb§)¨�4x�0��«+�H�)�~)�0�76)®��x¨~�H�)�w«x�7Ä�¡�0��®��
£��¡��¨m�X«x�&b�98�b§)���b�#)�0��¨m�x���0�qK���0�¡��4Z�)���0«x�0�×�¡���+���0¨m���|�#)�0�76)®��x¨~�q���0������K��®K�`�K¨â�)�Z�76L�¡�x�0¨m����§)¨
)�0�76)®��x¨~�3��)�0�$�L��¨~���)�H��'b§)�  ��®���Ä�¡�&:��a�x�0�0��¨m�b�)���)�¡�¡�&)��>8���0¨~��¨m�����m)�0�76)®��x¨~�H���0������K��®»�x¨ú§)¨
)�0�76)®��x¨~�q�)��)�0�7���¡��¨~���+���X¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�;����§m¨~�����U�x�0<�x«x�g�K«+��¨m��Ä�¡�&�L�)��)�0�7���¡��¨~���+���`K���?¤'®��g)�+����:
5��x�0��®  ��)�)���x�0�0�2)�  ��)�0�76)®��x¨~�;�C�76L�¡�x¨m���a§)¨©�0��®�§)�+������)�0�J�L��¨~���K�3K���¡�~�~)�0�76)®��x¨~�m���0�����gK��®
�Ò �:Ç1.:,���&�+���¡���H��1�+)�×�0���7�«ÃJÓ7Ó7ÊF�^:
1$�x�¡���~��)�0�x�0��Ä�:���)���a�&�����¡�;�L¨�4×�¡�$�)���ÊK���¡�H�0�x�0��®�§)�+���m�)�X)�0�76)®��x¨~���0K���?¤'®��g)�+���0�x�Ê�)�3�¡��C�

min f(x)
��Ê;: ÆWØ7�

�0§-�f�x�h�¡�m�
x ∈ S.

��Ê;: ÆFÜF�
�7)�)�

f : R
n → R

4o�>8§�)�+�����76;�f�×�¡�  ��� S ⊆ R
n 4����0����� ���">-��«×�98  �x®��)��)�0�76)®��x¨~�;:����¨m���«x�7)�0���)�x�¡�����L��)��«x� ��®h¨3��b�¡�&�L��«x® ���0�0�q�)�q¨�4×�¡�$�)�����h�¡�x�¡�?�¡�  ���ü'b§)�XC���0�0§)�x¨ú�H�0����§)��Ä�¡��>8���0¨~�����x�¡��®k=

xk+1 = xk + εkdk, k = 0, 1, ...
��Ê;: ÆFE7�

�7)�)�
dk � εk �¡���6«T+K��¨~���)���D�)� n&R�Z9LE¶_aWH`nWLpq�MFIJu9Q � jrQ&K�Q&X;mdH`nWHVO�Q_ITIJH ���0�x�0C�x«×�¡�  ��¨m��Ä�¡�&�Ä�)�  ��)�)��0�x���¡�?�¡����>8�x�h�¡�

εk ≥ 0
:U¬ «+���K�H�h�¡�x�¡���+���

k
�K�3�)���0�x�+���

dk 4q�x�0«x��®�+)���K�H�)�X¨m�$�)�2'b§)�&=

∇f(xk)′dk < 0
��Ê;: ÆFÉF�

K���¡�
∇f(xk) 6= 0

: ³ §K�&)�)�
∇f(xk) = 0

�U� ¨�4×�¡�b�)��Kª��¡�;�Y�0ª 'b§)�o��«x�7)�)���+��� )�x«x�x�0�¡ª��0� � �)�
)�0��¨m�x���¡�����0�)�x¨�4~�:�E�:�h�(>8�×�h�:�;:�¬a���)�g>8�x�0��b�¡�x���x�0«x��®�+K����K���¡�����)���0�x�+���

dk �U�¡�?�¡����>-�&�x��)�)� ��Ê;: ÆFÉF�^��K���3���0�����x¨ �����Ê�)�  �x�0�0����¨�4A�:�b�)���Ê�)�X���¡��¨m�g�+���+���
'b§)�w�h�¡�×¨m�����&6C���0�K���Ê�x¨t§)¨~���×�:��K�m�H�0����§)�h�$:
¬a®�4x¨ �)���0�0���

εk
�)�  �Z�0�x���x�0«x��®�+)���)�w�X«+���K�X�h�¡�x�¡���+�����Ä��§m�0�?�0�;�$��®�4x¨k�)�Z�)�N�d)���0¨m���U�x¨�'b§)�Z�)���0�x�+���
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�&)�K�����)�)�  �x¨m���Ê�:��¨
6.4×¨ �¡�&6<�x�Ê��'b§K�&Ä�¡�m�&)�K�����)�)�q¨m�$�)�3�
�Ä���¡�&b�¡���ü'b§)�\+K�-�0��«x�7  �x�(�7��)«x� �H�'b§)�X�x�0�¡�m�0�?�0�m��«x�x®��x�¡���K����7�x�f�¡�0��¨E�����ªÃJÓ7Ó7ÓF�^:
n\ $¢�ü.��	�� ý�� l�ÿ8þ_��¾7¿)ü ý�� ñ2ºª $¢7�
v�¡|iø÷F¸Sü�ýäü~ýäüS]oþ_�Ký`ÿ���½.¸J�,£ö¬a)�0�x�0��b�:���)�Z�x¨ ÃJÉ&ÆWE�<���` �:S¬a§���§)�f�¡�������§)«^+F�7���x�f�¡�|¨�4×�¡�$�)�

4H�)�3��¨m)®h�x¨m��Ä�:���+���*>-ª�«x��®D<���(4x¨í�)�3«x�7  �x�(�7��)«x� ��®���Ä�:�3'b§K�&)�)��«x��¨mK���¡���)�������X�)�x¨~������:
)K���¨m���¡�  ���)�#C�x® ��)�x«x�x�0�0���K���)�6�)�6�0�6�76L�¡�x�7§)¨~�#��)�0�$�L��¨~���+���w��)��«x� ��®KK���¡���w�0��®�§)�+�����)��)�0�76)®��x¨~�;�'b§)�Z)§)�)�x�0�0�6�0�x���0�N�dK���K�w<���f�¡�x�0�����0¨m��Ä�¡��<������®���§)¨k��§L�¡�¡�w¨�4A�:�b�)�*�8�� 4×�¡�$�)�#�)�A@Z�N§Ê�¡�7��$<���
�^�L�x¨m)®��W�^:

@Z�x�f�¡�w¨�4×�¡�$�)�;�L�¡�x¨m���
dk =

¡
∇f(xk)

�K��§��0�?�0�;�

xk+1 = xk − εk∇fxk, k = 0, 1, . . .
��Ê;: Æ7ÓF�

�7��¨����0�0���`���)���0�x�+�?���)��6)§)�¡«x��K���¡����«+ª�®�«x§)®��o�)��<�7Ä�¡���?�¡§K��®c43�0�x¨m)�0�~�o�)���0�x�+�����)�  �A¤�¡�������¡���)����Ä�¡�{��)���0��b�¡���)����<���f�¡�W�X«+��®�«x§)® ���)�")��<�7Ä�¡� �&b�¡�x�0�����$: �cÄ�¡�0�×�:�&Ä�¡���U�x�0�¡���)���0�x�+��� 4
'b§K���0�����f�¡�7���7K��®V���)���0�x�+��� 'b§)��®��  ������¨�8�)��¨3���K�>8§�)�+��� �76��f�×�¡�  ����>-�&�x��)�)� «x��¨ 'b§)���$«x���¥¤
�¡���a«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�Z«x�7�+)�x«x���)�a«x��¨m� f�RgU*ù�fJQJUJU&R�X�U �_'b§)�7�0�x�0§)®h�:��)�a®���Ä�¡�Z)�0�7���0�x�0�0�6�)�6��®������0�]�¡¨3��:

vSv�¡~iø÷F¸Sü�ýäü�ý��"��F¯�¸Sü.½�£��`��)�)��«x��¨m�o�76��f�×�¡�  �o�76L�¡�x�q§)¨~�o�0��®�§)�+�?��K���¡�o§)¨í�0���f�¡�x¨~�
�)�3�:�h<�

g(x) = 0
�d>8���ä�)�x�0��  ��®  ���)���m¨�4×�¡�$�)�m�)��@Z�N§Ê�¡�7�:2z�<�x«x§)®�� ���Ê�)�x�f�¡�#¨�4×�¡�$�)�m��>-�?�¡�m�)�)�x«x�x�0�0�h�:���0¨m���ü'b§)�6�  �×�¡���7��)��«x� ��®K�0�?�0�#§)¨ <�7Ä�¡��)�0£$�L��¨m�#�K�#�0��®�§)�+���#£��¡��¨~�;:ö¢D���¡�#��)�0�76)®��x¨~�

�)��¨~�_�L��¨m�g�+���+���æ�kÊ�: ÆWØ7�.¤N��Ê;: ÆFÜF�^�Ê<�$�)�×¨m���o§L�¡��®��g�+���m�� 4×�¡�$�)�"�)�]@Z�N§Ê�¡�7�K���¡� �)�×�¡�x�0¨m��K�����
�0��®�§)�+����£��¡��¨~�

x∗
�:��®Ý'b§)�

∇fk(x∗) = 0
���m���0�0��¨��o«x�7)�)���+���i)�x«x�x�0�¡ª��0� ���)�3)�0��¨m�Tf
623����X�)�x�

m�T®h�:�;:¬� 8�x�0~3�
��)�w¨�4×�¡�$�)�
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)�0��C���f�:���a«x��¨ú�~��Ä�¡§)�h�¡�3�)�`>-��«x��®��]�:�����0§K�m��¨m)®��x¨m�Nb�:���+���3�w��§)¨m��b�:���Z�  �x®��$«x���K���)�X�)�w«x�7  �x�¥¤�7��)«x� �;�C«x��¨m���m�0§�6)�f�¡�h�¡§)���+���~�)�
∇2g(xk)

<���
∇2g(x0)

K���¡�3�¡�$�K�m�h�¡�x�¡���+�����C��§ ����)�K�3<���Z§)¨~�
¨~�?�¡�0���6�0��¨�4×�¡�0��«+�#�)�N�d)���K�3C���0�h�¡�  ��«x�7)�f�¡�0§�8��K�3C����¨m�x���H�)�X�)�g>8�x�0��)�+���P�d)�h�:����:

vSvSvB¡�iø÷F¸Süäýäüa]oþ_�Ký`ÿ���½,¸J�s�#ü.½;ú�º��,�Kýäü�£��`��)�)���x¨  ���f�:�����w�)�g�K«x§)®��K���)�x�w��)�0�x�0��Ä�:���K���C�x®����X�)�����q¨�4×�¡�$�)���w�&Ä�¡�x�0�����0�x���ä�x�f�¡�m¨�4×�¡�b�)�o�¡�x¨�«x��¨m��¨m�?�:�  ���+���o¨m�x®�+)���¡���q�  �x®��b«x���K���)�3�)�«x�7  �x�(�7��)«x� ���)�o¨�4×�¡�$�)��¦q�¡���)����Ä�¡���&�ä���o¨m�x�0¨m���¡�x¨m<���È�)��¨m��b§)�h�a�3�%)¨3�x�0���)�H«+ª�®�«x§)®����6�H����0¨~�&�x��K��¨m��Ä�¡�H�)�X¨~�?�¡�0���x�x�Ê�^�L�������)���Ê<�×®��3¨�4×�¡�$�)�3�)��@Z�N§Ê�¡�7�:
)K���Ê���0�����gK��®h¨3��b�¡�o)�0��C���f�¡� K���¡� �76L�¡�x�3§)¨~� �0��®�§)�x��� K���¡� §)¨!)�0�76)®��x¨~� �)�����¡��¨m�g�+���+���

«x��¨é>8§�)�+���3�76;�f�×�¡�  ��'b§K���)�¡ª?�¡��«+�;�)�)�H�¡��<��=
f(x) =

1

2
x′Qx− b′x

��Ê;:ÇØ7C7�
�7)�)�

Q
4�§)¨~�q¨~�?�¡�0���Ê�)�N�d)���K�XC���0�h�¡�  �;:ö¢`�x® �X«x�7)�)���+���`)�x«x�x�0�¡ª��0� �w�)�����¡��¨~��®h�h�K���)�&�Ä�w)�0�76)®��x¨~�4X��'b§)�  ��®���Ä�¡�w�3�0�x�0��®  �x���3�0���f�¡�x¨~�H®���)�+���

Qx = b.¬�«+���K�"�h�¡�x�¡���+�����Z� �x�0«x��®�+K�"�K�"�)���0�x�+���
dk 4 >8�x�h�:� �)� ¨m�b�)� ��>8���¡¨m����§)¨ «x�7-�f§�Ä�¡� �)�

�)���0�x���b�x� ³ ¤'«x�7-�f§��Ä���K���Z«x��¨����Z�)���0�x���$�x�a�x�0«x��®�+)���K����K���a�h�¡�x�¡���N�$�x�6�-b�¡�x�0�����0�x��: < K���0�¡�
εk
�)�  ��0�x���0�x®��x«x���7K���)�3�)�X¨m�$�)�2'b§)�

f(xk + εkdk) = min
ε
f(xk + εdk).

�Z¨t«x�7-�f§�Ä�¡�m�)�X�)���0�x���$�x�
d1, ..., dk ��K���?¤�$§)® �����;4 ³ ¤'«x�7-�f§��Ä���)�3�0�

(di)′Qdj = 0, 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ k,
«x��¨

i 6= j.

�U�0�¡���D�)���0�x���$�x�ä<�$�)�x¨y�0�x�ª���x�¡���K���`�ZK�?�0�¡�����)��'b§K��®�'b§)�x�`«x�7-�f§�Ä�¡�a�)�  �×�¡���0�x�D®���)�+�?�¡¨3��Ä�¡�|��$¤�)�xC��)�)��b�¡�x�$��«x��¨y�Z¨m�x�0¨m�pW%)¨m�x�0�Z�)���x®��x¨m��Ä�¡�������?�¡�¡�  4×�`�)�Z)�0�$«x�x�)��¨m��Ä�¡�Z�)�cb Z(Q&K²ù � uTm�K�R�n&j :@Z�x�f�¡�6)�0�$«x�x�)��¨m��Ä�¡���$�K���)����«x�7-�f§�Ä�¡�
χ0, ..., χk �)�  �×�¡���0�x��®���)�+���0¨m��Ä�¡�Z��)�)�x<��)�)��Ä�¡�x���K���  �A¤�¡���0�x�

d0, ..., dk �¡�������x�¡���)�����K�H�0����§)��Ä�¡�X¨~�&)�x���¡���0�x«x§)�0�0�  �;=
• d0 = χ0

• di+1 = χi+1 +
∑i

m=0 c
(i+1)mdm

�7)�)�~���#«x�$�N�K«x����Ä�¡�x�
c(i+1)m �)�  �x¨ �0�x���×�¡«×��®�+)���)���#�)�~¨m�$�)�"'b§)�

di+1 �0�?�0� ³ ¤'«x�7-�f§��Ä���)��«x��¨
d0, ..., di :�¢D���¡�3�h�¡�0���)�)�  �  ��®��x�

c(i+1)j = −
(χi+1)′Qdj

(dj)′Qdj
, j = 0, ..., i.



»�¢;» �K1E�./�uwvÄ1QP#/&àSR:F0,89×=m2)1 ¥UFA1S¤?�84Tà�=32)4HG|1E&<*ÒFA1E�>4 Äq*-,�ào1 Æ7Æ

¢D���¡�3�3�x�0«x��®�+K�H�)���  �×�¡���0�x� χi �K§L�¡��®��g�+��¨m���������¡���)����Ä�¡�q�K�2>8§�)�+�?�m�76��f�×�¡�  ���)��§��0�?�0�;�
χ0 = −∇f(x0), ..., χn−1 = −∇f(xn−1)

�7)�)�
∇f(xk) = Qxk − b

C������Ê;:ÇØ7C7�^:�1$��)�)�����0�0��¨=

d0 = −∇f(x0), dk = −∇f(xk) +
k−1∑

j=0

∇f(xk)Qdj

(dj)′Qdj
dj.

��Ê;:ÇØ&ÊF�

�7��¨m�
∇f(xk)

43���f�¡�7���7K��®|�����0§�6C�x�0K���x� ���x�¡���)��<���
d0, ..., dk−1 �D����'b§K���+��� ��Ê;:ÇØ&ÊF�6C�$�)��0�x���0�x�)§��x���K�m�

d0 = −∇f(x0), dk = −∇f(xk) + βkdk−1,
��Ê;:ÇØ-ÆW�

com βk =
∇f(xk)′∇f(xk)

∇f(xk−1)′∇f(xk−1)
.

�7�7)�0���)�x�¡�&)�)�q§)¨ )�0�76)®��x¨~�
n
¤'�)��¨m��)�0���7K��®��?�6¨�4×�¡�$�)�Z�¡�x�0¨m��K�Z�x¨µ)�6¨~ª_�L��¨m�

n
�h�¡�x�¡�����b�x���

�����0���76L�¡�x�
∇f(xk) = 0

: ¢U�0�76)®��x¨~���w«x��¨ >8§�)�+��� �76��f�×�¡�  � K�?�?¤�'b§K���)�¡ª?�¡��«+���:��¨
6.4x¨�<�b�)�x¨
�0�x�7�0�x�0��®  ���)���|§L�¡��®����+�&)�)�X�x�f�¡�a¨�4×�¡�$�)���b��Ä�¡�0�×�:�&b�¡�#<�$�)�×¨��0�x�ü)�x«x�x�0�¡ª��0� ����¨~�?����'b§)� n �h�¡�x�¡�����b�x�K���¡�`'b§)�6�w�0��®�§)�+���#�0�?�0�w�76L�¡���K�;:D¬a®�4x¨â�)���0�0���$�w«x�$�N�K«x����Ä�¡�

βk K���¡�w�#«+���0��K���?¤�'b§K���)�¡ª?�¡��«x�w�)�  ��0�x���)�N�d)���)�3<���

βk =
∇f(xk)′(∇f(xk) −∇f(xk−1))

∇f(xk−1)′∇f(xk−1)
.

¬��¡�&�+��� K���¡� �x�0�¡� ¨H§)�K�&)�+�]4+)�x§)�(8��f�¡��«+� ��K�?� �0���¡�x¨ø«x�x�f�¡���+� �K� �76L�¡��)�+��� �K� �0��®�§)�+���
£��¡��¨~�F�T: < ���¡�x�0¨m����K���?¤�'b§K�?�)�:ªE�:�h«x���H�K� >8§�)�+��� �76��f�×�¡�  � ����)�0�$�L��¨~�����$�x�2K��� )�0�x«x���¡���3K���¡�
εk
�0>-�&�x�x¨ «x��¨ 'b§)���

Q
¤'«x�7-�f§��Ä���+��� �K���~�)���0�x���b�x�B���x�¡���K���~�0�?�0� )�0�7���0�x�0�0�  ��¨m��Ä�¡��<�x�0�)���K� �'b§)�X�3¨�4×�¡�$�)� LNKAOdLNZ^ZTL �L<�����Ê�����)���0�x���$�×�

dk ���x�¡���K���Ê�0�q�:���9K�?¨ 'b§K���0�X���f�¡�7���7K�����Ê�������¡���)����Ä�¡�
∇f(xk)

�K®��  �&)�)�m� ∇f(xk+1) ≈ ∇f(xk)
:

�cÄ�¡�0�×�:�&b�¡���6¨m�x�0¨m��«x��¨æ�x�0�¡�s¨�§)�K�&)�+� �x¨
βk �6�����¡�x�0¨m���iK���?¤�'b§K���)�¡ª?�¡��«x���o�K� >8§�)�+����76��f�×�¡�  �6<�b�)�x¨k«x��§)�¡���ö<�x�0�K�6�)�7«x�7-�f§��Ä��«x���K���)�&:Ý�U¨ «+���0���U���0�0��¨��<�b�)���0�x�ö§)�¡���)�q�6¨�4×�¡�b�)�6�)��)�x�0«x���K�q��«x��Ä�¡§K���K�6«x��¨m�6�0�x���8�«x�������a«+���K�

n
�h�¡�x�¡�����$�x������§��0�x¨m)�0�P'b§)�Ê�6C�x�0�K�6�)�Ê«x�7-�f§��Ä��«x���K���)�

>8���Ê�)�×�¡�x«×�:���K�;:



e � �gfh���ji�· d

e ± f �����j�ô· ��� e �k�*·

ÇÜ��� g îHá�õDÙmÛò×�é�êXÙ,hji�å ù õDÙ ¥ Ý×Ü�åôè ñÞ�ó Ü�ðQÕlk�ð7Ù ÛoÜ ùyÝxèwîHá`è ë�è4À
îoãxî�û�è

< ¨~�&)�?�f�m�w«x�7Ä�¡�0��®��X�)�#)® �&Ä�:�����K�&)���+K���Z�x¨ú® �  ��§)�¡���p4w§)¨©��¨mC���f�A�-b�¡�6�¡�x¨~�3�)�#�x�f�¡§)�)�
�)��Ä�¡�0�~�)�~�&���0�7)����£$«x�����)�  �x¨ú�0��)�)�B>8�x�h�¡�3)�0��)«x��K��®�¨3��Ä�¡�w�?�¡�¡�  4x�Z�K�~��)®���«x���+���3�)�w�)�N>8��)�0�  ���'b§�8�¨m��«x����:��cÄ�¡�0�×�:�&Ä�¡���Ä�x�f�:�\K����4��A%�)��«+�A>8���0¨~�a�)��«x��¨
6K�?�¡�P���ö�K�&)���+K�����ÄC�����öC�$�)�A¤'�0�Ê§L�¡��®��g�+���
�:��¨
6.4x¨y�94x«�)��«+���D�)���0���:���+���a�)��«x§)®h�¡§)�¡�;�->8���0¨~���`�)�g>8�x�0��Ä�¡�x�ö�)�7)® �&b�¡���
�8)® �&Ä�¡���Z�)���0�×�¡�W�^��«x�7Ä�¡�0��®��
6)����®�£7���h«x���~¨m�x«$/&)��«x���D��Ä�¡�0����§L�¡�¡����>8���0¨~���w�)�~«x�7Ä�¡�0��®��&:�¢D�b�)�x¨m���#§L�¡��®����+���w��®���§)¨~�?�X�94x«�)��«+���
�x¨t«x�7-�f§�Ä�¡���K�X�)��)��¨m��K�E¤'�0�6�x�0�0��>-�?�¡�H<���Ê¨~�&)�?�f�3��Ä�¡�����¡���)�3�)�X)® �&Ä�:�H�K�&)���+K��:

< «x�7Ä�¡�0��®��a�K�#��;>8�x�f�:���+���w�¡�x¨ «x��¨m�#�76;�f�×�¡�  �#)�0��)«x��K��®C�0�x�)§��x���7<�x�0�K�����)�6�0��)�)��¨m��Ä�¡�#<�x® �«x��¨mC�×�¡���+�����K��)�¡�&�Ä��«x��¨���® �  ��§)�¡���k�7��§)�0��)���üÃJÓ7É7Ø��F�^�ä<�x�0�K���w�x�0�¡����'b§)�m«^+)���Ä��¨�����  � �&6)�]¤®����+���6��)® �&Ä�¡����:3¢D���X«x�7)�0����§)��Ä�¡�&�`§)¨~�3�Ä��¨~�o�)�m�)�x«×���(�$�x�w�)�m«x�7Ä�¡�0��®��x�\>8���U�)�x�0��  ��®  ���K��K���¡�¨~�_�L��¨m�g�+���7����®�§)«x�0���Ê�x¨t§)¨~�H�)�×�¡�x�0¨m��K���K�H�x�f�:���+���m��§��&)�"�8¬a§)®����`�Ê���0�)�x®�®k�YÃJÓ7ÉFE7�^:
�a�  ���)�#�`)�x«x�x�0�0���K���)�Z�)�p���x�¡���0¨m���U¨m�x«+�&)���0¨m���U�)��«x�7Ä�¡�0��®��&�7>8���¡��¨ �)�x�0��  ��®  ���)����¨m�b�)�x®����¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«x���A'b§)�3�)�x�0«x�0�  �+¨����)��d/�¨m�h«+�~<��)§)® ��«x���7K��®`�K��)® �&b�:�~�K�&)���+K�;�È���\'b§K�����\)���q<���f¤

�0��6)��®��]�:�?¨���Ä�¡��)�)�x�#«x��¨m���x�f�:���0�~�0�x® ��«x���7K�o«x��¨���¨m�x�����8«x®���¨~���m�0��®����`<���X�^�L�x¨m)®��W�^�`�)��'b§)�
>8���0¨~��«x��¨m<�×�¡�H«x��¨���)® �&Ä�:���+�����Ò¢D���(¨��×�#��®k:g�«C&D7D7ÊF�^�«'b§K��®U���0�x§ «x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�3'b§K�&)�)���0�
�¡��Ä�:�H«x�7Ä�¡�0��® ���Ê�H��;>8�x�f�:���+�����L�`'b§K���������0>8���0¨~�����)�X�?�:��«+���Ê�3)�0�76)®h�x¨~�;:| �§)�h�:���  ���x�x�Z�)�  �x¨m����)�x«x���)���U�0��4�)�x«x�x�0�¡ª��0�����$��§�K�����b«x�7b�¡�0��® ���|�X��;>8�x�f�:���+���*�k����«T+)�#�×�7��®k:g��C&D7D&ÆW�^�Ä<�����U�#)�0�b«x�x�0�0���)�
«x�7Ä�¡�0��®��
���x�¡�3�Ä���f�¡���\'b§)�3C�$�)�x¨í�0�x�X�  �h�:���)���q«+���0������;>8�x�f�:���+���iK���o)�0�?�f§)�)��'b§)�m��)® �&Ä�A�?�+����:�a�P>8���0¨~�\���x�¡��®k�F)�x¨ �0�x¨m)�0��4�)�0�?�f§)�)��«x� ��®K�q)�0�x�0��)�+�#�)�Z��®���§)¨~�6)® �&Ä�:�q�K�&)���+K�\K�X® �  ��§)�¡�;�Ä���®�4x¨ �)���0�0���)�)�  �`�K«+����«x® ���0�2'b§)�X�m�76��f�×�¡�  �3�x¨ ���x�¡��®�K����4X�x�0�¡���)��«+�����¡���:��®�¨m�Nb�¡�q�H�K�&)���+K�;�)��0��¨��)�×�¡�x�0¨m�gK����§)¨~�w�¡�×® ���+���#��b�¡�0�&�L����'b§)��®g8�6)�0���w�K�#® �  ��§)�¡�w«x��¨ �#)® �&Ä�:�w�K�&)���+K�;�$�a���7«x§)�f�¡���

ÆWØ



Á�¢8£ %'&»*-FA1b2</�uwvÄ1�mcn�àn¥UFA1S¤?�84Tà�=�IU(7ÂD4x9!Ù)o<9x1m2)49¥U�>=E&»*.= ¦q=?&),�&)�C= ÆFÜ

�)�X«x�7Ä�¡�0��®��&:
¬ �94x«�)��«+�~¨~�����Z«x��¨�§)¨©�)��«x�7Ä�¡�0��®��w�)��)® �&Ä�:���a�K�&)���+K���AK���&���¡�h«x§)®h�¡§)�¡��4�����)®���«+���+���m�)�

+)�x�(6)��«x���K�����U� 'b§K��®ü���x�¡��§)¨���®h�¡��«x§)�f�¡�{)� )�0�$«x�x�0�0� �)��)® �&Ä�¡����:{�U�0�¡� )�¡ª?�¡��«+���)��«x��¨
6K�?�¡�3�
�K�&)���+K�3�¡�x¨í��®���§)¨~���ZK���f�¡��«x§)® ���0�h�K���)�x��'b§)���)�  �x¨í�0�x�6«x§)���K�?�)���¡��¨m��b�¡�#�76)�0�x�  ���K������«x��¨m�~����N>8�x�h�¡���#��¨26)����Ä�:���h��'b§)���x®���«+�?§)�:������§L�¡��®h���+���+�����0�x¨ )® �&)���0��¨m��b�¡���)��)�0�$�)§L�¡�"'b§�8�¨m��«x�'b§)�
C�$�)�{���x�¡�����0�x�0���f�9��)«x� � �K� )® �&b�:� ��� +)�x�(6)��«x���K�æ�-¢`�_§�®h�x�o��1�+K�&)�x���pC&D7D;Ã_�^:Lz «x�7�+)�x«x���)�"�K�
®��h�¡�x�¡�?�¡§)�¡�`'b§)�6���7«x�7)�)�����$�x�7«x®���¨~ª?�¡�h«+���|�K�#�0����� ���#�7)�)�A4�>8�x�h�¡�#�#)® �&b�¡���w��[pK§)��)«x� �w�)���0�×�:��¨m��Ä�¡�
)�3�)�x�0�x¨m<���+)�~�)��+)�x�(6)��«x���K�H�0�76)�0�w�H)® �&Ä�A���K�&)���+K�;:

@Z�x�f�¡�a«+���8h�¡§)®��X��)�0�x�0��b�:���0�x¨m����§)¨â�x�f�¡§)�)�#�)�Z«+���0�#�7)�)�Z�&K��®����¡���0�x¨m���|�X�)��d/�¨m��«x�q<��)§)® �E¤
«x���7K��®K�)�a§)¨~�w��¨m<���f�:�&Ä�¡��)® �&Ä�:�w�K�&)���+K�X��)«x�7b�¡�¡���K��)�21$§)®<�K�w¬a§)�f�¡�¡ª�®�� �;�$�w¬  �x� �21$�x®  �&���x¨� G�s&LNX.Q �0),�^�K�q§L�¡��®��g�+���0�x¨m���7�3¨m�$�)�x®���<��)§)® ��«x���7K��®<�X�0�x§)��K���9/�¨m�×�¡�0�����)�K���)�2)�m���f�¡������#��7)�x�
������«T+)� �kC&D7D7DF�^:

¢U�0��¨m�x���¡��¨3��Ä�¡�&�C�?�¡�¡�  4x�Z�)�x�0�0��¨m�b�)�x®��3¨~�?�¡�x¨~ª?�¡��«x���;>-���0�x¨m�����0��¨�§)® �����$�x�ÊK���¡�m§)¨úC�x�(8��$�)�
�)�AC&DX�&)���|K���¡�q�w«x�7Ä�¡�0��®��Ê�K�X)® �&Ä�:�q�K�&)���+K�;�  ���¡�&)�)�X�76)�0�x�  ����«x��¨m�X�X)® �&Ä�:�q�0��«x��¨m<���f�:�`��)�×�¡�x�0¨m��K���K���p'b§K�&Ä�¡���K���)�x�Z�)�X«x�7b�¡�0��®��q�  �?�¡�����K����«x�7)�)�����$�x�Z«x®���¨mª?�¡�h«+����:ü))�x�h�¡�3���f�¡���KK���0�¡��¨m���� �&K��®����¡������®���§�)�
>-�?�¡������Ä�¡�x�0�x�0�¡�&b�¡���76)�0�x�  ���)����)�x�0�¡���m�0��¨�§)® �����$�x���ö�¡��Ä�:�&)�)� ��b�¡��)�)�x��'b§K��®�~�N>8�x�h�¡�~�K���a�76)�0�x�  �����$�x��>8�x�]�A�?��$§)¨~�3�¡��¨~���K�3�)�#�)�x«x���¡�����0�76)�0����>8���0¨~�3�)�#¨~�&)�?�f�~§L�¡��®��g�+���)��:�7��¨m�Z�0�x�0§)®h�:���)���dK��®$�)�x�f�¡�7«+���8h�¡§)®����J>-���0�x¨m���`§)¨~�Z�&Kª�®����0�|�)�a)�0�76)®��x¨~���x«x�7Or�¨m��«x�Z�0�x® ��«x���7K���)�
����¨~�&)�?�f���)��)® �&Ä�:���K�&)���+K�;:��a��>8���0¨~����x�¡��®k�`�x�f�¡§)�K���0�x¨m���
'b§K�����#���#�N>8�x�h�¡���#�K��)® �&b�:�iK�
® �  ��§)�¡�"�{'b§K��®X�"¨m�x®�+)���B>8���0¨~� �)� «x��¨
6K�?�¡�x��� ��;>8�x�f�:���+�?� K���¡� 'b§)� �0� �76L�¡���+K���"¨m�x®�+)���®�§)«x�¡�?�¡�  ���K���)�6C���0�(8  �x®k:
q à.áFà.á �  7 õFæ,óSõâ� õFæ<å&æDr<õÑñ ë3íYë@ì<ñ 7 ëâ òëKês1 7 õFçéå&ëFæ<õ 7

¬©�  �x� ���0�x®  �&���x¨ 4�§)¨~��)® �&Ä�:���K�&)���+K� 'b§)��«x��¨m<�×�¡�o�0�������0���¡��¨m��Ä�¡��«x��¨!���H«x��®�+)�x�h�:���
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Pit = piδBt
��Æ�:gÃ_�

Mit = (1 − φi)(1 − γi)Pit
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Rit = exp[αi lnMit/(µi + εi lnMit)]
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(κRjt) − η + ξ
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Bt+1 = Nt + (1 − Ψ)(1 − δ)Bt
��Æ�:ÇØ7�

i = 1, 2, 3.
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γ = γ(u) =
exp[−0, 428 + 1, 496 ln(u) + 0, 945C]

1 + exp[−0, 428 + 1, 496 ln(u) + 0, 945C]
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Æ�: Ê;=��  ��®�§)�+���3�)��6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x��'b§K�&)�)� φ1 = 1, C = 1 e u = 1, 84

����¨m���H�&�����¡��¨~�&Ä�¡�x���  ��®������)� C = 1
�o¨�§)�K�����  ��®������)� φ1
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φ1 = 0, 5
:

 ��&Ä�¡�  �x¨m���#���  ��®����0�x�#�)� φ1 = 0, 5
�
C = 1

�ö���0§)<��¨m�����&�����¡�
u = 3, 32
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φ1 = 0, 5
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Æ�: Ü;=��  ��®�§)�+���3�)��6K�&)«x�3�)�X�0�x¨m��b�¡�x��'b§K�&)�)� φ1 = 0, 5, C = 1 e u = 3, 32
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�
φ1 = 0, 5
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u = 2
�
C = 1

�
φ1 = 0, 5
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Æ�: Ó;=��  ��®�§)�+���m�)��6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x��'b§K�&)�)� φ1 = 0, 5, C = 2 e u = 1, 8
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6K�?�¡���H)® �&Ä�:�H�K�&)���+K��«x��¨t�)�g>8�x�0��b�¡�x�  ��®����0�x���)� φ1

�
C
�
u
:
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Æ�:gÃJD;=��  ��®�§)�+���3�)��6K�&)«x�3�)�X�0�x¨m��b�¡�x��'b§K�&)�)� φ1 = 1, C = 3 e u = 0, 7

0 5 10 15 20 25
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

Anos

B
an

co
 d

e 
S

em
en

te
s

)D����§)�¡�
Æ�:gÃ7Ã7=��  ��®�§)�+���3�)��6K�&)«x�3�)�X�0�x¨m��b�¡�x��'b§K�&)�)� φ1 = 0, C = 3 e u = 1, 4
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φ = 1, C = 1 e u = 0.000001
φ = 1, C = 1 e u = 2.3
φ = 0.5, C = 1 e u = 2
φ = 1, C = 2 e u = 0.98
φ = 0.5, C = 2 e u = 1.8
φ = 0, C = 3 e u = 1.4

)D����§)�¡��Æ�:gÃ_C�= 	������������%��R������ !%��#F$&#('�#(��)&#!$ +���-.�
x0 /�0 �1�#F !�' �Q�5��-768������%���@).� 0 �R��#K'��-7).����6>������#����)&#!$,���4$&#('�#����=��-.�

φ1
1�����$F !����=6>�!?�#!$Q (��6�'"A�)76> ���$

C
#R���4).� 0 �4��#2��+��;6> �������"��# B #(-7��6> (6>��� u C

¬��¡�¡�  4x�|�K���|�0��¨�§)® �����$�x�U��)�0�x�0��Ä�:���K���7�E�T4��&'b§)�k�ÄC�$�)�x¨m���U�76)�0�x�  ����'b§)�����UK���9/�¨m�×�¡�0���U�0�x® �E¤«x���7K���)���ö���U«x�7)�)�����b�x�U«x®���¨~ªE�¡�h«+���D�Ê�a�:�_�)�6�)�Ê¨m���f�:��®h���K���)���)�Ê)�(4A¤'�0�x¨m�+���)§)�¡�6�¡����>8§�)�K��¨m��Ä�:�����
)��)�0�b«x�x�0�0���)�~«x�7Ä�¡�0��®��3�K��)® �&Ä�:���K�&)���+K�;:*�U�0�0�x��>-�?�¡���0�x�`>-�&�x�x¨�«x��¨²'b§)���'b§K�&Ä�¡���K���)�m�)�
+)�x�(6)��«x���K�H��)®���«+���)�3��<£����3)® �&Ä�¡���  ���0���q«x�7)�0���)�x�¡�  �x®�¨m��Ä�¡�&:< §L�¡�0� >-�?�¡� 'b§)�o«T+K��¨~� ���?�¡��)�+���{K���H�0��¨�§)® �����$�x��4*'b§)�o�x¨��)�×�¡�x�0¨m�gK���)����«x�7-�f§�Ä�¡���H�)�
�K���)�����{6K�&)«x� �)�o�0�x¨m��Ä�¡�x�H�0���&b§)® ���x¨!��®���§)¨���)�f�:�&Ä�¡���)���¡�x¨mC��:�@a��)�¡ª?�¡��«+�����0�0� K���{4
�76)�0�x�  ���)���D��)���w«x�&6<�m«x�7)«x®�§)���\'b§)�m�x�0�0���?«x�7b�¡�x«x��¨m��Ä�¡�i4�>8�0§L�¡���K��¨m�$�)�x® �&���x¨í¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�;:
�Z¨ C�7b�¡���)�6<�x�('b§)���¡�H��Ä�¡�x�0�x�0�¡�&Ä�¡�q�0�x�0� �#�0�+�  ��®�� ������¨m�$�)�x®��#�a�¡��Ä�:���Ê���)��'b§KªE¤'®���K���¡��'b§)�q���0�0�K���3�$«x���0�¡�;:

¬a®�4x¨��)���0�0���`�76)�0�x�  ��¨m���w§)¨���§L�¡�0�>-�?�¡����b�¡�x�0�x�0�¡�&Ä�¡�&��'b§)�B4~���x�f�:�&6)��®����+���+�����)�6K�&)«x���)�
�0�x¨m��Ä�¡�x�Ê�wK���f�¡���|�)�a§)¨��)�×�¡�x�0¨m��K���)�w�¡�x¨m<�;:Ý�`�¡�?�:���0�x¨m�����)�x�f�:���76)�0�x�  ���+���
K�#�0����§�)�K�#�(4x�0����)�X�0��¨�§)® �����$�x��:

@Z�x�f�:���0����§�)�K��K���f�¡�m�K���X�0��¨H§)® �����b�x�  ��¨m���X�0§)<��� φ1 = 1
K���¡�o�¡�$�)���X���X«+���0������)�0�x�0��$¤

�:���)����:0�7��¨m���0ª3C�$�)�w�0�x���76)�0�x�  ���)�BK�����0��¨H§)® �?���$�x���&Ä�¡�x�0�����0�x���K�x¨ú�)�×�¡�x�0¨m��K���)�����0�h�¡§K�����b�x�Z�
6K�&)«x���)�m�0�x¨m�Nb�¡�x�X�¡��)�)�~���0�m�x�f�:�&6)��®����+���6«x��¨����¡�x¨m<�����:�&Ä�¡����«x��¨~�o«x��¨m���&6K���Þ�L���)�  ��®������)��«x� �?®Ä�:��¨~���)��:��U�0�¡�0>-�?�¡�6�0�x�¡ªq�^�L)®����¡���)�\K�6�0��¨�§)® �����b�x�ö��)�0�x�0��b�:���K���|�6�0����§)�������7)�)�Ê�&K��®����¡���0�A¤
¨m�����x�f�:��<���0�(8  �x®b�x�f�:�&6)��®����+���+���Ê�)��6K�-)«x�a�)�|�0�x¨m��Ä�¡�x�`�0§)<�7)�)�Z�)�g>8�x�0��b�¡�x�ä«x�7)�)�����$�x�ä«x®���¨~ª?�¡�h«+������)�g>8�x�0��Ä�¡�x�Ê�:�_�)�����)�`+)�x�(6)��«x���K�HC£��¥¤'�¡�×¨m�+���)§)�¡�3�  ���0� �&)�)�H��6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��b�¡�x����)��«x� ��®�:@a�a)�0��¨m�x���¡���0��¨�§)® ���+���Z�)�x�f�A�6�(4x�0�����¡��¨~��¨m���

u = 0
�  ���0� ��¨m���`��6K�&)«x�q�)���0�x¨m��Ä�¡�x�U��)�h«x� ��®�:�|�?�0�3��)D����§)�¡�
Æ�:gÃJÊ;:

¢`�$�)�x¨m���#�76)�0�x�  ���
'b§)�~K���¡�  ��®����0�x�w�)� x0

��«x��¨~���)�3Ø��0�x¨^N?¨ 2 �"6K�&)«x���)�~�0�x¨m�Nb�¡�x���0�
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)D����§)�¡�
Æ�:gÃJÊ;=K	������������"��4������ !���#2$&#('�#(��)&#!$F+���-.�
u = 0

#
C = 2

1� !�'G�=6;HI#(-&#(��)&#!$F�5���>�-&#!$,��#
x0 C

�x�f�:�&6)��®����+�26<�x¨©)�0£$�L��¨m�3�)�BÃ_E&D7D3�0�x¨^N?¨ 2 :p@Z���¡��'b§)�#¨m�x�0¨m�3�:��¨~�&)�)�  ��®����0�x��6<�x¨ú�)�g>8�x�0��b�¡�x�
K���¡�

x0
�L«x��¨m�#<���7�^�L�x¨m)®��

5
�

1000
�0�x¨^N?¨ 2 �L«x��¨ �#�¡�x¨m<���$�26K�&)«x���)�6�x�f�:�&6)��®����+��)��¨m�x�0¨m�

 ��®�����:`¬aK���0��b�¡�x¨m��Ä�¡���x�0�0�0>-�?�¡��4��0�x�0§)®h�:���)�6�K�a«x��¨m<�×�¡���+���a��Ä�¡�¡�E¤'�x�0<�x«�8g�K«+�a�K�a)® �&b�:�Z�K�&)���+K�;�C������� 'b§K�&Ä�¡���K���)� �)��b§L�¡�0����Ä�¡�x����)«x�7Ä�¡�:�?�)���")���0��®����6���'b§K�������¡��� >8§�)�K��¨m��Ä�:������K���¡� �
�)�x�0��  ��®  ��¨m��b�¡�3�K�3)®��&b�:�;�L�¡���m®���¨3�]�:���)����:�U¨ �0��¨�§)® �����$�x�üK���3��)�0�x�0��Ä�:���K���P)�x�f�¡�q�¡�¡�&6K��®�+)���$«x�7)�0���)�x�¡��¨m���Ê����¨m�x�0¨~����«x�7)�)�����b�x���&$¤
�¡�x�0�����0�x�w�^�L«x�×�¡��K���¡�

C
�D�7)�)�m�¡��¨~��¨m���

C = 1
�
C = 3

�D�~�76)�0�x�  ��¨m���#§)¨�«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�
�0��¨m��®����ö��b�¡�0�a���|�¡�(�x�7�0��¨�§)® �����b�x��:c�U�0�0��>-�?�¡�P�0ªw�x�¡�w�x�0C�x�¡���)���L<�����|�#�^>8�x�h�¡�#�)�w«x®���¨~�\)�#«x��¨26K�?�¡�
�3)® �&b�:�H�K�&)���+K�3�$«x���0�0��'b§K�&)�)����)®���«+��¨m������®���§)¨ +)�x�(6)��«x���K�3�)�w<£��¥¤'�0�x¨m�+�?�)§)�:���<��)�x�f�¡�#«+���0�
�0§)C��¨m���

u = 0
�w���0�0��¨

γ(u) = 0
:

¬ �0����§)���Z��)�0�x�0��Ä�:���0�x¨m���6�3¨m�x�0¨~�H�¡�h¨H§)® ���+���H¨�§)�K�&)�)�~��<��K���a�3�:�_�)�3�)��+)�x�(6)��«x���K�m��)®��]¤
«+���K�;�

u = 1, 5
:c@Z�  ��¨m��Ä�¡���76)�0�x�  ��¨m���V'b§)�Z��6K�&)«x�#�)�Z�0�x¨m��Ä�¡�x�|�:�N)�)�6�X�0�Z�x�f�:�&6)��®����+�����Ä�&�����¡��x¨ø�¡���()� �)�{E&D7D �0�x¨^N?¨ 2 :�@Z���¡�"'b§)���x�f�¡�  ��®����3�)���x�f�:�&6)��®����+���+����4�¨m��)���m�)��'b§)�")� «+���0��&Ä�¡�x�0�������<�#<�$�)�x¨m���a«x�7)«x®�§)����'b§)�����N>8�x�h�¡�~�)�*+)�x�(6)��«x���K�m�)��<£��¥¤'�0�x¨m�+���)§)�¡�B���x�0��§��x�0�¡�*'b§)�x�K�;:

�|�?�0�3��)D����§)�¡�
Æ�:gÃ$Æ�:
����¨m���3¨H§)�K���m�&�����¡� ��8�)�)��«x���)��«x�&)�)�����$�x�~«x®���¨mª?�¡�h«+���3���&K��®����¡���H� «x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡� �)�

6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x�Z«x��¨t�0�x® ���+�����H�x�f�:�&6)��®����K���)�q��)�0�x�0��b�:���K�;:
1$�w�¡��¨~���0¨m���

C = 2
�
u = 0, 98

�»«x��¨m��>8�x�h�¡��K�~�0��¨�§)® ���+���m�0�x)�0�x�0��Ä�:���K��<�x® �B)D����§)�¡��Æ�:ÇE��
�  ���0� ���0¨m���a�  ��®����6�)�36K�&)«x���)�H�0�x¨m��Ä�¡�x�X��)��«x� ��®��Y)���:���0�x¨m����'b§)�H�  ��®����6�)�H�x�f�:�&6)��®��g�+���+���*4)�0£$�L��¨m���)��ÆFÓFØo�0�x¨^N?¨ 2 :3@Z�x�0�0�~«+���0���DK���¡� x0

¨m��)���`'b§)�3E7Eo�0�x¨^N?¨ 2 �6K�&)«x���)�m�0�x¨m��Ä�¡�x��¡��)�)�#���x�x�0�~«x��¨ú�3�¡�x¨m<��:�¢D���¡�m���Z�)�x¨~�?���  ��®����0�x���)� x0

�C�B6K�&)«x�~�)�w�0�x¨m��Ä�¡�x�a�0�w�x�f�:�&6)��®����+�
)�0£$�L��¨m�H�)�`ÆFÓFØ��0�x¨^N?¨ 2 :c�|�?�0�3��)D�g��§)�¡�
Æ�:gÃ_Ø�:
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)D����§)�¡�
Æ�:gÃ$Æ�=K	�����;���!��"��4������ ("��#R$&#('�#(�*)&#!$K+���-.�
u = 1, 5

1
C = 1
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)D����§)�:��Æ�:gÃ_Ø�=K	���������������9������ !���#R$&#('�#(�*)&#!$F+���-.�
u = 0, 98
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C = 2
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�7��¨mK���¡�&)�)�w�x�f�¡�a�0�x�0§)®h�:���)�#«x��¨â�#��®�§)�f�¡�¡���)�X<�x® ��)D����§)�¡�`Æ;:gÃ$Æ��$C�$�)�x¨m���V)���:���|§)¨�¨m�x®�+)���
�0�x�0§)®h�:���)�{)� «x�7b�¡�0��®����K� )® �&Ä�:���K�&)���+K�;:" ������H§)¨~�  ���&���¡�x¨m����� ��K���0�x«x��¨m��Ä�¡� �)� �N>8�x�h�¡��K���w«x�7)�)�����$�x�#«x®h��¨~ª?�¡�h«+���X�0�76)�0�~�+)�x�(6)��«x���K�;�`<�������ª)��«+���0� �&Ä�¡�x�0�������D��)®���«+��¨3���X§)¨~�o�:�_�)���)�
+)�x�(6)��«x���K� �0§)C�x�0�����m�

0, 98
����6K�&)«x� �)���0�x¨m��Ä�¡�x�m�0���x�f�:�&6)��®����x��§ b§)¨  ��®����H¨~�������
'b§)�ÆFÓFØ�0�x¨^N?¨ 2 :�1$§)<�7)�)� u = 1, 5
�
C = 2

�Ä�`6K�&)«x�X�)���0�x¨m��Ä�¡�x�|�¡��)�)�Z�\�x�x�0�wK���¡�\'b§K�?���('b§)�x�  ��®����0�x��)�
x0
:
@a��%)®h�¡��¨m�X�0��¨�§)® ���+���X�)�x�f�:���(4x�0���2��)D����§)�¡�`Æ�:gÃJÜF�Ý�;�)��¨m���7�  ��®������)� u �  ���0� ��¨m���|���  ��®����0�x��)�
x0
�
C
:��U�f�:���Ê�0��¨H§)® �?���$�x�ü)����¨m���f�¡�:�?¨å'b§)�qK���¡�  ��®����0�x���)� u ��«x��¨~�w�)��C��ÇØ��|N-+K�;�L�26K�&)«x��)���0�x¨m��b�¡�x�ö�¡��)�)�����x�x�0�q��)�)�x<��)�)��Ä�¡�x¨m��b�¡�Ê�K�6§)¨m���K���)�7�)�q�¡��®��q�06K�&)«x�q�)�Ê�0�x¨m��Ä�¡�x�|��)��«x����®�:

 ������Ê§)¨~�  ���w�76)�0�x�  ��¨m���p'b§)�w�x�0�0�`>-�?�¡��K����4X�76)�0�x�  ���)�BK�H)�¡ª?�¡��«+�;:

)D����§)�¡�
Æ�:gÃJÜ;=K	������������"��4������ !���#2$&#('�#(��)&#!$F+���-.�
u = 2, 5

 !�'G�=6;HI#(-&#(�*)&#!$F�5���>�-.#($,��#
x0
#

C C
�`��)�)�3�x¨  ���f�:�
'b§)�q�x�f�:��¨m�����0�+��®����+�&)�)��§)¨ �x�f�¡§)�)�3�K���)��d/�¨m��«+�w�)�H¨m�$�)�x®��#<��)§)® ��«x���7K��®

�K�Z)® �&Ä�:���K�&)���+K�;�?�0�x�0� ����b�¡�x�0�x�0�¡�&Ä�¡�7�)�×�¡�x�0¨m��K���äK���¡�p'b§)�  ��®����ä�)� u �A6K�&)«x�a�)���0�x¨m��b�¡�x�`�¡�x¨�0�x§ «x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�o��®h�¡�x�¡���)��«×��¨í�0�x® ���+���o���o«x�0�x�0«x��¨m��Ä�¡�o�H�)�x«x�0�x�0«x��¨m��Ä�¡���K���0§K���¡�¡�_�f�×�¡£��0� �
�K���)�w§)¨~�\'b§K�&b�¡���K���)����)��«x� �?®)�)�Z�0�x¨m��Ä�¡�x�

x0
: < §~�0�?�0���$�)�×�¡�x�0¨m��K���UK���¡�`'b§)�  ��®����U�)� u �b«x���0�0�

xt+1 < xt

K���¡�m��®���§)¨
t ∈ Z

:�¢D���¡�3�)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���Ê�x�0�0�  ��®������)� u ��®h�¡�x�¡��¨m���Ê��)���0�0�~¨m�$�)�x®�����0�����gK��®È«x��®��$«+�&)�)�m«x��¨m�mK���9/�¨m�×�¡�0�m�)�#«x�7Ä�¡�0��®��w��<��K���a�  ��®������K��>8§�)�+��� γ �<�7)�)� γ ∈ [0, 1]
:

@Z�x�f�:�3�0��¨�§)® ���+���#�¡��¨~��¨m���
x0 = 500

�
C = 1

�
φ1 = 1

:
�����0� ��¨m�����  ��®������)� γ �x¨ 0, 01, 0, 02, . . . , 1.

<  ��®����7��)«x�7Ä�¡�¡���)�
>8��� γ = 0, 81
: < §o�0�?�0�;�

'b§K�&)�)���?�¡�������¨3���X§)¨~���N�K«x����)«x� ���)�"+)�x�(6)��«x���K�i)��«x�7Ä�¡�0��®��m�K��)® �&Ä�:���K�&)���+K���)�BÉ;Ã�«í®��7���
)�H)�0��¨m�x���0���&)���)�26K�&)«x�3�)�q�0�x¨m��Ä�¡�x�p)�m�&)�H�0����§)��Ä�¡�q�0�x�¡ªH¨m��)���0'b§)�X�  ��®�������)��«x� ��®C�)�m�&)�
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�&Ä�¡�x�0������:
���¡��®��g�+�&)�)����)�0�7���¡��¨~�Ê«x��¨m)§L�:��«x���7K��®Ä ��?)®��&�?�)�×�¡�x�0¨m��K��¨m���«'b§K��®Ä�  ��®������)� u 'b§)���¡�?�¡����>-�&��H�0����§)��Ä�¡�X����§K��®��K���)�

γ = γ(u) =
exp(−0, 428 + 0, 945C)u1,496

1 + exp(−0, 428 + 0, 945C)u1,496
= 0, 81.

��Æ�: ÉF�
<  ��®����7�)� u 'b§)�q�¡�?�¡����>-�&�6�x�0�¡�H��'b§K���+����4 u = 1, 86

:��U�0�0�X�0�x�0§)®h�:���)�2)�����)����'b§)�qK���¡�w�:�_�)���Ê�)�
��)®���«+���+���q�)��+)�x�(6)��«x���K�X¨~�������0�x�U��§m����§K�����|�

u = 1, 86
��6K�&)«x�#�)�Z�0�x¨m��Ä�¡�x���¡�x¨â§)¨~�q�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �

�)�B'b§)�x�K���)�x�0�)����)�0��¨m�×���0���&)���)����)®���«+���+�����)��«x�7Ä�¡�0��®��&:1$�~�x�f�¡�  4x�0�0�x¨m����«x�7)�0���)�x�¡�&)�)�����«x§)�f�¡���)�6�?)®���«+���+���w�)��+)�x�(6)��«x���K�;�b<���0�0§)���0� ��¨m�����&�����¡�X�#«x§)�f�¡��¨�8�)��¨3�X�K�w��<�x�¡���+���#�)�a«x�7Ä�¡�0��®��
�K�q)®��&b�:�a�K�&)���+K�\'b§K�&)�)�X�0§)<��¨m���

x0 = 500
�
C = 1

�
φ1 = 1

:Ý�U�0�0�x��K���9/�¨m�×�¡�0����>8���0¨~��¨ §)¨
«x�7-�f§�Ä�¡�6�)�7«x�7)�)�����b�x�ö��)��«×� ���h�ä�)�x�0�0�Ê)�0�76)®��x¨~���?�7K���¡�Z«+���K�  ���0� ���+���Z�)�x�0�0��«x�7-�f§�b�¡�a�76L�¡�x�0�x¨m����)�g>8�x�0��Ä�¡�x�  ��®����0�x�Ê�)� u :
q à/.Ràxß � åF=�ç�1�=�= 5 ë3ì<ë4= �Dñ�=�1 7 óSõFì<ë4=

¬��¡�¡�  4x�Ê�K�����¡�h¨H§)® �����b�x����)�0�x�0��b�:���K���P)�x�f�¡�6�¡�¡�&6K��®�+)��<�b�)�x¨m�����76)�0�x�  ���Ê�)�����7<�7Ä�¡���Ê)�0��$¤«x��K�����ü)���¡�¡�?�:��¨m��Ä�¡���K����;>8�x�f�:���+���2K��® �  ��§)�¡�;=ö���Ê«x�7)�)�����b�x�Ê«x®���¨~ª?�0��«+�?�üK���K�?�:���K�H��)®���«+���+����)��+)�x�(6)��«x���K�3�w�  ��®����Ê�K�3�:�_�)�3�)�w¨m���f�:��®��h�K���)�q)�(4A¤'�0�x¨m�+���)§)�¡�;:P�U�0�0�x�A>-�?�¡���0�x�P>-�&�x�x¨ú«x��¨ 'b§)�
��'b§K�&Ä�¡���K���)���)�"+)�x�(6)��«x���K� ��)®���«+���K� ��<£��m� )® �&Ä�¡���  ���0����«x�&)�¡�h�)�x�¡�  �x®�¨m��Ä�¡�&�Ê�)�x�Þ�)�&)�)� �x¨��%  ���K�2'b§K��®�4q�3¨m�x®�+)����«x�7-�f§�Ä�¡�3�)�X«x�7)�)���N�$�x��K���¡���3«x��¨
6K�?�¡�`�H��;>8�x�f�:���+����:Ý�`��)�)�m�x¨  ���f�:�'b§)��K���#<�b�)�x¨m���7«x�7Ä�:�0��®�������«x®���¨m�;�b��'b§)��)���7«+�&6<�A4a�76)�0�x�  �����#«x®���¨~�X�K�w�0����� ���#�)�a)® �&Ä�¡���w��x�0C�x�¡����K���¡�
'b§)�6�¡���+K��¨m���Ê���Ê¨m�x®�+)���0�x��«x�7)�)�����b�x�Ê<���0�(8  �x����:|¬a®�4x¨ �)���0�0���)�)�  �x¨m�����&K��®����¡���7�>-�?�¡�X�)�Z«x�7Ä�¡�0��® ���|�X)® �&Ä�:�q�K�&)���+K�X�&Ä�¡�x���)�Z�0�x¨m�+�����b§L�¡��®��g�+�&)�)�X�)�Z��®���§)¨~�a�94x«�)��«+�X�)�Z«x�7Ä�¡�0��®��
�8¨m�x«$/&)��«+�;�,'b§�8�¨m��«+�;�d6)����®�£7����«+�;�K�×�¡«J�^:�¬kK���f�¡�����K�&8k�C�0�x�¡ª~C���0�(8  �x®�>-�&�x�x�Z§)¨~�m)�0�  ���¡���~�)�#«x��¨m��~��;>8�x�f�:���+�����0�x�¡ª�«x�7Ä�¡�0��® ���K�m�
'b§K��®D��«x§)�f�¡�3���x�¡���)��<���a�x�0�0�H)�0�$«x�x�0�0��:q¬a��)�K�B)�x�f�¡���¡�¡�&6K��®�+)�
>-���0�x¨m�����H���¡��¨m�g�+���+���H�)�x�f�¡�X)�0�$«x�x�0�0�~§L�¡��®��g�+�&)�)���¡�x���0� ���Ê¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+����«x�7�+)�x«x���K����:

�Z¨ >-�?�¡��'b§)�Ê«T+K��¨~�6�?�¡��)�+���\K���ö�0��¨H§)® �?���$�x���&40'b§)�Ê�x¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���)���ö«x�7-�f§�Ä�¡���ö�)�Ê�K���)���U�
6K�&)«x���)�a�0�x¨m��Ä�¡�x���0�6�&b§)® �w�x¨ ��®���§)¨â��)�f�:�&Ä�¡�Z�)�Z�¡�x¨m<��:c@a�w)�¡ª?�¡��«+�w���0�0��K���
4Z�76)�0�x�  ���)���L�)���D«+�&6<��«x�7)«x®�§)���ª'b§)���x�0�0����«x�7Ä�¡�x«x��¨m��b�¡�A4ü>8�0§L�¡�a�)�Ê��®���§)¨y�)�x�  ���\K�a¨m�$�)�x® �&���x¨y¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�;:�a�p>-�?�¡�w��6K�&)«x�w�¡��)�)�a���x�x�0�w�)�  ���)���X��¨m<���0���+���q�)� Rit = 0

'b§K�&)�)�
Mit < 0.5

:c�Z¨â<�7Ä�¡�#�)�
C�x�('b§)���¡�m��Ä�¡�x�0�x�0�¡�&b�¡�X�0�x�0� �H�0�+�  ��®�� �����3¨m�$�)�x®��H�6�¡��b�:�������)��'b§KªE¤'®��3K���¡�2'b§)�w�h�¡�0��K���3�$«x���0�¡�;:¬a®�4x¨��)���0�0���`�76)�0�x�  ��¨m���w§)¨���§L�¡�0�>-�?�¡����b�¡�x�0�x�0�¡�&Ä�¡�&��'b§)�B4~���x�f�:�&6)��®����+���+�����)�6K�&)«x���)�
�0�x¨m��Ä�¡�x�H��K�?�0�¡���q�)�~§)¨��)�×�¡�x�0¨m��K���)���¡�x¨m<��:3@a���¡�×�+�����0����§)��b�¡�~��)�0�x�0��Ä�:��¨m���#§)¨��x�f�¡§)�)�
�0�76)�0�w�H�x�f�:�&6)��®����K���)�6�)�m�0���f�¡�x¨~�H�)�gd/�¨m��«x�H�0�x® ��«x���7K���)�H����6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��b�¡�x��:
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�a��Ä�¡�0�o�K���a�0��¨H§)® �?���$�x�a��)�0�x�0��Ä�:���K���X��«x��¨~��)���:��¨m���a�~�^�L���f�9��)«x� �~�)�#<���0�(8  �x���6C�7b�¡���a�)���'b§)��®�8�6)�0�h�H�K�m��'b§K���+���~�)��d/�¨m�h«+���Æ�:ÇØ7�0'b§)�w�)�x�0«x�0�  �H�3«x��¨mC���f�:��¨m��b�¡�3�)��6K�&)«x�~�)�w�0�x¨m��Ä�¡�x��:�|�?�0�X����)D����§)�¡��Æ�:gÃJÊ;�FÆ�:gÃ$Æq�pÆ�:gÃ_Ø�:Ý�U�f�:�X�0�x�x���w�x�f�:ªX�0�x�0�x�  ���K�XK���¡�X�X��)�0�x�0��Ä�:���+���w�)��§)¨ �x�f�¡§)�)��0�76)�0�q�x�f�¡�x�Z<�7Ä�¡���Ê�)�X��'b§)��®�8�6)�0�h��:ö¢ö���¡�H���f�¡���$�¡��¨~��¨m���V�;�L���Ê�¡�$�)���Ê���ÊK���9/�¨m�×�¡�0���Ê�0�x® ��«x���7K���)���
���3¨m�b�)�x®��H<��)§)® ��«x���7K��®<�K�3)® �&Ä�:���K�&)���+K�;�)��Ä�¡�0�X�x®��x���3K���9/�¨m�×�¡�0�H�0�x® ��«x���7K���)�����Ê«x�7)�)�����$�x�
«x®���¨~ªE�¡�h«+���

C
�
C = 1

�^�K�w���:�_�)�3�)�`+)�x�(6)��«x���K�H��)®���«+���K�;�
u
�
u = 0

�
u = 2, 181

�^:
@Z�x�f�¡�m�¡�¡�&6K��®�+)�o�¡��¨~��¨m���X��®���§)¨~���  ���x�x� u = 0

�D�'b§)�~�0���7)�g�K«+������§)�(��)«x� ���K����)®���«+���+���
�)�~«x�7Ä�¡�0��®���)��«x��¨
6K�?�¡�*��)® �&b�:���K�&)���+K�;:�¢D���¡���x�f�¡�  ��®����w�)� u ����'b§K���+�����)��d/�¨m��«+����Æ�:ÇØ7�C���0�0§)��<�7Ä�¡���3�)����'b§)��®�8�6)�0�h���UC���(4x¨�V)�x¨!�0�x¨m)�0�����f�¡� �b«x���0�0�x�¡ª �)�xC��)�)��)�)� �)�  ��®����H�)� u :�a�×�¡�x�0¨m��K��¨m���\b§)¨m�x�0��«+��¨m��b�¡�3�?�¡�¡�  4x�w�)�m§)¨�)�0�7���¡��¨~�o«x��¨m)§L�:��«x���7K��®ö��¨~�������  ��®����X�)� uK���¡� �]'b§K��®Ê�^�L���f�¡�x¨øC�7Ä�:���3�)����'b§)��®�8�6)�0����K���¡� � �0���f�¡�x¨~� �)��d/�¨m��«x� ���0�0�$«x� ���)� ���]6K�&)«x� �)�
�0�x¨m��Ä�¡�x���C�w���0�0��¨�7b§)�w�)�x�x�0�x� �'(6Ä�������
(��Ê«x�)Tj
/B 1 Tf
(7)Tj
/A 1 Tf
(«x�)Tj
/B0> Tf
(7)Tj
/8���:�?A 1 Tf
(UC���é> Tf
(7)Tj
/8�x�h/B 1j
§)�����XK�© �(��)TXq§)�����XK�© �(��«Tj
-321�����f�¡�Tj
-3029 145 Td
�Tj
/B D Tf
0.127)Tj301�f�¡�qj
/B Tj
/D 17201�f�¡�àxß2à.Tj
224 -2 Td
)Tj 120.12 5�j
/B Tj
/D 1(òæ<çéëFæ,ó�ãOõFæ<ì<ë3ëj
/B D Tf
0.(4=j
224 -2 Td
946 145 Td j
/B Tj
/D 1(òëFæ,óSëj
/B D Tf
0.(4=j
224Tj
/D 1(qì<ñj
224 -2 Td
686 145 Td�j
/B D Tf
0.(,021j
224Tj
/D 1(<åj
/B D Tf
0.264 -131�f�¡�7j
224Tj
/D 1882131�f�¡�èj
/B D Tf
0.35 -131�f�¡�;j
/B Tj
/D 1742131�f�¡�ãOå&ëj
-3029 145 121u)T237
/A 1 Tf
(Ä�¡�x�)Tj�(�a�×�¡�x�0¨m�)Tj
/Bª
/B 1 Tf
((4)Tj
/A����� 1 Tf

(K����f�Za�×�)«x�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 144�Za�×�����/¡ T�`�)�0�Z« 0 Td
(�)Tj
/B 1 Tf
(_�)Tj
/A 1�)Tj
431 0 Td
j
/A 1 Tf
(x�wÄ(�a�×�¡Tj
�a)�0����K���Zd
(�)Tj
91 0 Td
(�0���f�¡�x¨~�)Tj
358 0 T×�Z���)Tj
/B 361 Tf
(9/)Tj
/A 1 Tf
(�¨m�×�¡�0�H�0�x®)Tj
1711 0 Td
(��«-3524
/B 1 Tf
(7Tj
/x���)Tj
/B 0 Td
(���)�)Tj
194 0 Td
(���)Tj
/B 1 Tf
(]6)Tj
/m¡�x�Zf
()«x�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 144 TdZ
()/A 1 Tf
(169���f�¡�Tj
-3029 145 Td
(K��®<�K�3)®)Tj
H24 0 Td
(�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/A 1 Tf
(b�:���K�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/H/A 1 Tf
(ÄK Tf
((6)Tj
/A 1 TfTj
/B-;:)3�«+/A 1 T� 1 Tf
(&)Tj7Tf
(K���)�)Tj
/B 1 Tf
(��)Tj
/A)�0)Tj
2���3�o)�0����K����)Tj
3j
/A 1 Tf
0.12 0 0 -0.12 391.8 552.(��Ê«x�)Tj
/B 1 Tf
(7)Tj
/b 1 Tf
(«x�)Tj
/B*Tf
(�gÃ_/)Tj
/A 1 Tf
(.¤Tf
(«x�)Tj
/BNTf
(�d/^:�:gÃ$Æ)Tj
/A 1 Tf
(�x�)�0����K����)Tj
/B 1 Tf
(��Æ�:ÇØ7�0'785
/A 1 Tf
(b§)�w�)�x�0«x�0�)Tj
/��¡�)T
/B 1 Tf
B> Tf
(7)Tj
/8��x¨����(Ä�¡�0��®��)Tj
/B661 Tf
(9/.52 569.4 Tm
(�)Tj
m�(��«-366)Tj
/A 1/A 1 Tf
83���f�¡�Tj
-3029 145 Td
(K��®<�K�3)®)Tj
~24 0 Td
(�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/A 1 Tf
(b�:���K�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/~f
(�)Tj
/B x�)Tj
431 0 Td
(�)�)9 1 Tf
()�)�)Tj
549 0 T
(b�¡�3�?������3�)���)Tj7�)f
(��)Tj
/A 1 Tf
(�§)¨~���)Tj
/3��1 Tf
(K���)�)Tj
/B 1 Tf
(��)Tj
/AB x�)Tj
431 0 Td
'j
224Tj
/D 1(�©1 Tf
(_�)Tj
/A 1�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 144 +)«x�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 144 0 Td
(�)Tj
/B B 1 Tf
(�)Tj`�~���¡�)T
/B 1 Tf
 1 Tf
(&)Tj
/A 1K����¡�m(Ä�¡�0��®��)Tj
/B1662 Tf
(9/.52 569.4 Tm
(�)Tj
�Tf
(K���)�)T268Tj
/A 1 Tf
(K��®ö��¨~�������)Tj
/B 1 Tfa Td
(��«x���)Tj
/3 0 Td
(���)�)Tj
194 0 Td
(���)Tj
/B 1 Tf
(]6)Tj
/o/B 1 Tf
(&178Tj
/A 1 Tf
()«x�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 144 TdUf
(� 1®h)Tj
/¡ (6)Tj
/A 1 TfTj
/B Tj
/D 18�?�¡�)Tj
zj
224 -2 Td
91 Tf
(9/f

(K���5 Td
(6)Tj
/A 1 T-j
/A 1 Tf
(b§)¨m�x��¡/B 1��x�)Tj
431 0 Td
(�)�)Tj
-3800 14:/B 1 Tf
(�)Tj
�.52 569.4 Tm
(�)Tj
�
(pÆ�:gq Tf
(C�w���0�0��¨)Tj
77)Tj
233)Tj
®�Tf
(j
49 -25 Td
(4)�
/B 1 Tf
((4)Tj
/A����Ê)Tj
/A 1 Tf
6�6K����)®���«+���+���)Tj
-3279 144 Td
(�)�24 a/A 1 Tf
279/B 1 Tf
(7)Tj
/A 1 Tf
(K��®<�K�3)®)TA�(��«-37=)TjTj
/A 124 0 Td
(�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/A 1 Tf
(b�:���K�)Tj
/B 1 Tf
(&)Tj
/�0��«+��¨m�)Tj
/B 1 5 1 Tf
()�)�)Tf
(b�¡�3�?�¡�¡�)Tj
/B 1 Tf
�§)�(��)Tj
/A 1 Tf
(� Td
(�)�xC�)Tj
� 1 Tf
(_�)Tj
/A 1× 1 Tf
(�)Tj
//B 1 Tf
(`+)Tj
/Ah1 Tf
(\(6)Tj
/A 1 TfTj
/B-426�«+/A 1 T� 1 Tf
(&)Tj7T)�0�(6)Tj
/A 1 TP-2083 145 Td
(�ª(6)Tj
/A 1 T`Tf
(7)Tj
/A 1 Tf���Tf
(��Æ�:ÇØ7�0(N> Tf
(7)Tj
/8�x Tf

(f��|/B 1 Tf
(*�)Tj
/A 1 Tf
(�)®)Tj¡�x Tf
��x¨�«x�)Tj
431 0 Td
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0.122.52 569.4 Tm
(�)Tj
q������K�XK���¡�X�X�HT
/A 1 Tf
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6.4439 )T.79101�f�¡�;j
/B11.9551 Tf
1 0 0 1 379.229.9.2122.400 Td
(0)Tj
/A 1 Tf
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0.12 0 0 -0.12 123.2.50j
18 0 67
/j
/NTj
/Bd533 7 3451
/D 1¨~ªE822T�1.79K���¡�
��`.04 Tm
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C�7b�¡���|�)�Z�N'b§)��®�8�6)�0������¨~���U�0�×�¡���¡�q�K�X�)��d/�¨m��«+�6�)�w)�0�b«x�x�0�0���\>-�?�¡�w�)�`6K�&)«x�#�)���0�x¨m��Ä�¡�x�7���UK���¡�
�x�x�0�m«x��¨t�)�×�¡�x�0¨m��K���K�?��«x��¨26)��K�����b�x���)�X«x�7Ä�¡�0��®��q�`6K�&)«x�3��)��«x� ��®<�)�w�0�x¨3��b�¡�x��:

¢D���¡� §)¨~� ¨m�x®�+)���3��)�0�x�0��Ä�:���+��� �)� )�0�76)®��x¨~�;�  ��¨m���H�¡��¨~��� Bt = xt

:�1$��)�)� ���0�0��¨���
K���f�¡�����K�3�^�L�x«x§)�+���~�K�����×�:��K����«x�]�A�?�K���Z�H<��§)«x���K«^+)���Ä��¨m���P)�m�0����§)�gb�¡�X�0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x��=

S1







xt+1 = f(xt) = 0, 25xt + 0, 5 exp

7,6 ln

(
0,30

(
1−

exp(0,517+1,496 ln(u))

1+exp(0,517+1,496 ln(u))

)
xt

)

1,20+0,8 ln

(
0,30

(
1−

exp(0,517+1,496 ln(u))

1+exp(0,517+1,496 ln(u))

)
x

)

+ 0, 5 exp

6,8 ln

(
0,05

(
1−

exp(0,517+1,496 ln(u))

1+exp(0,517+1,496 ln(u))

)
xt

)

2,00+0,8 ln

(
0,30

(
1−

exp(0,517+1,496 ln(u))

1+exp(0,517+1,496 ln(u))

)
xt

)

�0§-�f�x�h�¡�m�
x0 = a, a ∈ R ��Æ�: ÓF�

�7)�)�
f(xt)

4#§)¨~�2>8§�)�+���*K���~®���)�+�����
t ∈ Z

�
u
4#§)¨~�3«x�7)�f�:�&b�¡�#�K���K�;�<�

x0 = a
4��m«x�7)�)���+���

��)��«x� �?®»�)�3�0���f�¡�x¨~�;:
@Z���0���f�¡�x¨~���)��d/?¨m��«x�

(S1)
�0§)C��¨m����'b§)�

t ∈ Z
�D�m�¡§K�  ���0� ª  �x®|�)�~�x�f�:���)� xt

<�b�)�����0�0§$¤
¨m���  ��®����0�x�q�0�+�����qC���0�h�¡�  ����:21$��)�)�����0�0��¨��«x�7)�0���)�x�¡�&)�)�i'b§)� f(xt)

4H§)¨~�*>8§�)�+���iK����®���)�+�����
C�$�)�x¨m����«x® ���0�0�g�K«+���

(S1)
«x��¨m�3§)¨t�0���f�¡�x¨~�H�)��d/�¨m�h«x�2K���3®���)�+�����)�q�¡�x¨m<�3�)���0«x�0�×�¡��:

�a����«x���0�)� «x��¨!���¡�x���0� � ��)�0�x�0��Ä�:�])� ¬a.��)�)��«x�"�A�ö�0�
x∗
4o§)¨!C�7b�¡� �)�o��'b§)��®�8�6)�0�����)�

�0���f�¡�x¨~�
(S1)

�)��b�:���H�¡�x¨m���Z�H����§K��®��K���)�
x∗ = f(x∗).

�'¨m<�7)�)�Ê�x�f�:������§K��®��K���)�&�+«x�7)�0����§)��¨m�����)�×�¡�x�0¨m��K���»�¡�$�)��������<�7Ä�¡�����)�|��'b§)��®�8�6)�0�h���)���0���f�¡�x¨~�
�)��d/�¨m�h«x�

(S1)
�<�#�3K���f�¡�����K�&8ä<�b�)�x¨m���a�&K��®����¡���Ê�x�0�0�x�6<�7Ä�¡���Z«x��¨ú�0�x® ���+���~�m�0§K�m�x�f�:�&6)��®����K���)�

�8�x�f�:ª  �x®ä��§���)�f�:ª  �x®��^:
q àxß2à/.  äãOå.ðÑñ�å7ãOë E õ4=�ë�� u = 0

@Z�x�f�¡� )�0��¨m�x���0� «+���0� �0§)<��¨m���3'b§)� � �:�_�)�"�)�{+)�x�(6)��«x���K�"��)®���«+���K��4{�x�x�0� �
u = 0

���-�K¨
�)���&K��®����¡���0¨3���m���~C�7b�¡���~�)����'b§)��®�8�6)�0��� �)��6K�&)«x� �)���0�x¨m��Ä�¡�x�*'b§K�&)�)� K��� «x�7Ä�¡�¡��® ��¨m���~�
��;>8�x�f�:���+����:|¢D���¡�H�x�f�¡�w«+���0���)�¡�x¨m���P'b§)�w�3�0���f�¡�x¨~�

(S1)
�¡�×�:ªH�K���)�m<���

S2







xt+1 = f(xt) = 0, 5 exp
(7,6 ln(0,30xt))

(1,20+0,8 ln(0,30xt)) +0, 5 exp
(6,8 ln(0,05xt))

(2,00+0,67 ln(0,05xt)) +0, 25xt�0§-�f�x�h�¡�m�
x0 = a.
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< )�0��¨m�×���0�mK���0�0��K���¡�m�)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���Z�m�x�f�:�&6)��®����K���)�X�)�x�f�:�#�0���f�¡�x¨~�m�)��d/�¨m��«x��4���«^+K���Z���
 ��®����0�x� x∗ �:�����p'b§)� x∗ = f(x∗)

�C��§��0�?�0�;�<�)�×�¡�x�0¨m��K�����~C�7b�¡���Z�)�~��'b§)��®�8�6)�0�h�3�)�~�0���f�¡�x¨~�;:Ê¢ö�?�:�
���f�¡����§L�¡��®��g�+��¨3���H� )�0�7���¡��¨~� «x��¨m)§L�:��«x���7K�?®� ���)®���¨~�&Ä�¡��)�)� �)§K���3«+���¡���m�)�x«x��¨~�����HK���¡� ���
 ��®����0�x���K�X�76L�¡�x¨m���Ê�����0����§)��Ä�¡�x���0�x�0§)®h�:���)���

x∗1 = 1699, 54
�
x∗2 = 4, 49.¬a�2)D����§)�¡���

4.17
�

4.18
�0�x)�0�x�0��Ä�:��¨!���#�¡�¡�-�f�×�¡£��0� ���w�)�

f(x) − x
�x¨��¡���()������<�7Ä�¡�����)�

��'b§)��®�8�6)�0�h�
x∗1
�
x∗2
�0�x�0<�x«×�¡�  ��¨m��b�¡�&:

)D����§)�¡�
Æ�:gÃ_E�=�¦q�¡ª-�K«x�3�)�\>(� �d�.¤k�o)�¡£$�L��¨m�H�)�3<�7Ä�¡�m�)�X��'b§)��®g8�6)�0���
x∗1
«x��¨

u = 0

³ §K�&)�)�m���P���¡ª-�K«x����«x�0§��+��¨t�m�x�Þ�L�
x
�¡�x¨m�����H����§K��®��K���)�6�)�x�0�?�0���K�

x∗ = f(x∗)
:

�a�×�¡�x�0¨m��K���)���q���qC�7Ä�:���q�)�3��'b§)��®�8�6)�0�h���)�o�0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x���»)�0�x«x���¡��¨m���q�&K��®����¡���6���x�f�:�E¤
6)��®��h�K���)���)�x�f�¡�x��<�7Ä�¡����: ���L���f�¡�x¨  ª��0� ���2>8���0¨~���m�)���  ��®�� ���3� �x�f�:�&6)��®����K���)���)��§)¨ C�7b�¡� �)�
��'b§)��®�8�6)�0�h� �)��§)¨ �K���)� �0���f�¡�x¨~� �)��d/�¨m��«x� §�)���)��¨m��)�0���7K��®Ê�)���¡�x¨m<� �)���0«x�0�×�¡��: ��¨ ¨�4×�¡�$�)�
§)�¡���)� K���¡� �x�f�¡�3�K¨ö4��  4×�¡�$�)� �a���0�×�¡� �)����b�?)§�)�  �\�Ò ��7Ä�¡�x���0����C&D7DFC7�^: < §L�¡�¡� >8���0¨~���)��&K��®����¡�����3�×�0�:�&6)�h®����K���)�6�)�X§)¨t�0���f�¡�x¨~�H�)��d/�¨m��«x�
K���3®���)�+�����)�q�¡�x¨m<�3�)���0«x�0�×�¡��4X�3¨�4×�¡�$�)�3�)�
®���)�+���0�g�+���+����:��U�f�¡��¨�4×�¡�$�)�q«x�7)�0���f�¡�pK�X®��g)�+���0���+���+���6�)�X�0���f�¡�x¨~�q���0������K��®$�x¨k�¡���()�X�)�Ê�0�x§~C�7b�¡�
�)�Z��'b§)�h®�8�6)�0���q�Z�&Kª�®����0�Ê�K�w�x�f�:�&6)��®h���K���)�Ê�)�x�f�¡�aC�7b�¡�X�¡��¨~�&)�)�w�&�����¡�q�w�0���f�¡�x¨~�q®���)�+���|���0�0�$«x� ���)��:
¬kK���f�¡�����K�&8D��)®���«+�E¤.�0�w�B�`�x���0�x¨~�~�)�
Ía���f�¡¨~�&$¤f¦q�0�76)¨m�&��ª�Ò ��7b�¡�x���0���YC&D7DFC7�^:�@Z�~¬a.��)�)��«x�#¬
�)�x�0«x�0�  �+¨m���Z¨m�x®�+)���Ê�x�0�0�x�Z¨�4×�¡�$�)����:�a�x�0�¡� >8���0¨~�;�`�)�×�¡�x�0¨m��K���)���#���#<�7Ä�¡�����)�~��'b§)��®�8�6)�0�����`�)�  �x¨m����®���)�+���0�g�+���w���0���f�¡�x¨~� (S2)�x¨k�¡���()�X�)���|<�7Ä�¡���

x∗1
�
x∗2
�-�K¨ �)���)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���ö§)¨ )�  �X�0���f�¡�x¨~�q�)��d/�¨m��«x�����&�����¡�q®���)�+�����K���¡��'b§)� C���0�¡��¨m�����&K��®����¡���~� �x�f�:�&6)��®����K���)���)�x�f�¡�])�  � �0���f�¡�x¨~�;: ���LK�&)�)��)�)� �x¨ �(4x�0�����)�

�D�$�$®����#�3>8§�)�+���
f(xt)

�x¨��¡���()���)���w<�7Ä�¡���
x∗1
�
x∗2
�D�3�¡��¨~�&)�)����<��K�����?�94m���¡�x�0¨m��®���)�+���
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)D����§)�¡�
Æ�:gÃJÉ;=�¦q�¡ª-�K«x�3�)�\>(� �d�.¤k�o)�¡£$�L��¨m�H�)�3<�7Ä�¡�m�)�X��'b§)��®g8�6)�0���
x∗2
«x��¨

u = 0

)�x�0�¡�m�^�L)�0�x�0�¡�����<�76L�¡�x¨H¤'�0�q�����0���f�¡�x¨~�����)��d/�¨m�h«x���Ê®���)�+���0�x�����0�0�$«x� ���)���a�
(S2)

«x��¨t�0�x® ���+���m�����
�0�x�0C�x«×�¡�  ���ZC�7b�¡���Ê�)�X��'b§)��®�8�6)�0����:c1$�?�0��¨t��Ä�:����=

S2′
{

xt+1 = f(xt) = f(x∗1) + f ′(x∗1)(xt − x∗1) = 1699, 54 + 0, 47(xt − 1699, 54)

�
S2′′

{

xt+1 = f(xt) = f(x∗2) + f ′(x∗2)(xt − x∗2) = 4, 99 + 3, 2(xt − 4, 99).

< 6)�0�x�  �{'b§)� |f ′(x∗1)| = |0, 47| < 1
�Ê®��7������C�x®����~�0�x�0§)®h�:���)���~�)���x�f�:�&6)��®����K���)��K���¡� �0���f�¡�A¤

¨~���w®���)�+���0�x���
x∗1
4~§)¨�<�7Ä�¡���)�~��'b§)��®�8�6)�0�������0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�m�x�f�:ª  �×®��)���0���f�¡�x¨~� S2′

: �7��¨m�
�0�x�0§)®h�:���)���ö<�$�)�x¨m�����)���x�x�
'b§)�

x∗1
�:��¨
6.4x¨ 4�<�7Ä�¡� ��'b§)��®�8�6)�0�h���x�f�Aª  �x®��)� �0���f�¡�x¨~�"K����®���)�+������0�0�b«x� ���)���$<���(4x¨�b�x�f�¡�a�0�x�0§)®h�:���)��4A�Ä���¡�&Ä�¡���)�#��C��K���üb§)¨~�  ���x���+K�&)�+�w�)�#C�7b�¡� x∗1 ���`�x���0�x¨~��)�
Ía���f�¡¨~�&$¤f¦q�0�&6)¨~�-,�N: < §��0�?�0�;�<K���¡�  ��®����0�x�Z��)��«x� �?��� x0

b§)¨~�  ���x���+K�&)�x�m�)� x∗1 �<�~�0���f�¡�x¨~��)��d/�¨m�h«x�2K���3®���)�+���
(S2)

���¡ª��0�X�x�f�:�&6)��®����+���Ê���0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�q�x¨
x = 1699, 54

:
����¨m���q�&K��®����¡���a�&�����¡�B'b§K��®ö���¡��<���)�H�x�f�:�&6)��®����K���)�#�)�o<�7Ä�¡�

x∗2
: < 6)�0�x�  ��'b§)�2)�x�f�¡�3«+���0�

|f ′(x∗2)| = |3, 2| > 1
��®��7�����

x∗2
4�§)¨ <�7Ä�¡� �)����'b§)��®�8�6)�0�h� ��)�f�:ª  �x®��)� �0���f�¡�x¨~� ®���)�+��� S2′′

�
«x�7)�0��'�©)��Ä�¡�+¨m��Ä�¡�&�)K���¡�  ��®����0�x���)� x0

b§)¨~�  ���x���+K�&)�+�w�)� x∗2 �L�#�0���f�¡�x¨~�w�)��d/�¨m�h«x��K���#®���)�+���
(S2)

�¡�x�¡ª��:��¨
6.4x¨ «x��¨m� <�7Ä�¡� �)�o��'b§)��®�8�6)�0������)�f�:ª  �x®7� C�7b�¡� x∗2 : �a�x�0�¡�{>8���0¨~�;�U� �0���f�¡�x¨~�C�x�0¨~�&)�x«x�~�0��¨m��Ä�¡�m<���w��®���§)¨í�¡�x¨mC��)�0£$�L��¨m���)��<�7Ä�¡���)�m��)�f�:�&6)��®��h�K���)�H�m®��7����¨�§)�K���0§K�
�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �;:

¬��K¨ �)�a«x��¨mK���¡���+�����$�¡�&6C�x¨m���0'b§)�6�#<�7Ä�¡���)�6��'b§)��®�8�6)�0�h�w��)�f�:ª  �x®.b§�)«+�
46��®�«+�&)�+���)�#<�x®���0���f�¡�x¨~�;: < 'b§)�Ê�$«x���0�0�04P'b§)�Z�a�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �a�)�q�0���f�¡�x¨~�6���0«x��® �aC���|��®���§)¨y�¡�x¨m<�\b§)¨~�  ���x���+K�&)�+�
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�)��C�7b�¡���)�m��'b§)��®�8�6)�0�h�o��)�f�:ª  �x®k�ä�3«x��¨����¡�x¨m<�o�¡��)�)�~���¡�����q�)�x�0�¡�  ���x���+K�&)�+�;:�@Z��«+���0���)�C�7b�¡�#�)�Z��'b§)��®�8�6)�0���X�x�f�:ª  �x®k�L�w�¡�h�0�¡�x¨m�w���¡ªX«x�7  �x�(������K���¡�w�x®��&�$C���7�h�¡�0��4a«T+K��¨~���)�#�)�Z��'b§)��®�8�6)�0������0�0��Ä�¡£��¡��«x��:
�7�7)�0���)�x�¡�&)�)�`'b§)���  ���0� ª  �x® xt

C�$�)�x�¡ªq���0�0§)¨m���ö�0��¨3��b�¡�  ��®����0�x�ö�0�+�����D<���0�h�¡�  �����76)§)�0«+��¨m����?�¡�¡�  4x���)�6§)¨ )�0�7���:�?¨~�w«x��¨m)§L�:��«x���7K��®C���)��Ä�¡�g�K«+������¨~�������  ��®������)� u K���¡�#�
'b§K��®È�#��'b§K���+����)��d/�¨m�h«+�
(S1)

<���¡�0§)�a��®���§)¨ø<�7Ä�¡� �)����'b§)��®�8�6)�0���;:��U�0�0�  ��®����2>8���Z�)�×�¡�x�0¨m��K���)� �"4�����§K��®��
2, 181

:|¬yK���f�¡���7�)�x�0�0�  ��®������)� u �K���)��d/�¨m��«+�#�)�3�0���f�¡�x¨~���0�w��®h�¡�x�¡�;�L�q�)�x�Þ�)�H�)�q<���0�0§)���Ê<�7Ä�¡����)�X��'b§)��®���6)�0��6<�×¨©�)�N�d)�h�)�����C�wK���0�¡�~�3C���0�0§)���Z�0��¨m��Ä�¡�X§)¨ú<�7Ä�¡�m�)�w��'b§)��®�8�6)�0�h�H��)�)§��x���)�3<�x® �
�0�x�f�¡�0���+���

Rit = 0
'b§K�&)�)�

Dit < 0.5
�)�m¨m�b�)�x®��H<��)§)® ��«x���7K��®c��Æ�:gÃ_�.¤N��Æ�:ÇØ7�^:

q àxß2àxß �Rñ�ö41%æ<ì<ë E õ4=�ë�� u = 2, 181

�|�?�0��¨m���a��Ä�:�������a�0�x�0§)®h�:���)���6�76L�¡���)����'b§K�&)�)�o�0§)<��¨m���
u = 2, 181

: < )�0�$«x�x�0�0�o�)���)�×�¡�x�¥¤
¨m��K���+���H�#�&Kª�®����0�X�)����<�7Ä�¡���Z�)�w��'b§)��®�8�6)�0���H�)�~�0���f�¡�x¨~�H�)��d/�¨m��«x�

(S1)
'b§K�&)�)�m�¡��¨~��¨m���Ê�x�0�¡�

'b§K�&Ä�¡���K���)�Z�)�Z«x�7Ä�¡�0��®��p4Z������Ä�¡��«+���\>8���0¨~�X§L�¡��®��g�+���K�\'b§K�&)�)�#�0§)<��¨m���
u = 0

:U¢D���¡�
u = 2, 181

�
�¡�x¨m���Ê�3�0����§)��b�¡�q�0���f�:�×¨~�H�)��d/�¨m��«x�

S3







xt+1 = f(xt) = 0, 5 exp
(7,6 ln(0,047xt))

(1,20+0,8 ln(0,047xt)) +0, 5 exp
(6,8 ln(0,008xt))

(2,00+0,67 ln(0,008xt)) +0, 25xt�0§-�f�x�h�¡�m�
x0 = a.

�7��¨m��>8�x�h�¡�#�&Ä�:�×�¡�h���0¨m��b�¡�&�b�)�  �x¨m���Ê�&K��®��h�¡���|)�0��¨m�x���0�X�#�0���f�¡�x¨~�w®���)�+�������0�0�$«x� ���)���$�a���0�0��¨��)®���«+���ö���|�0�x�0§)®h�:���)���|�)���x�f�:�&6)��®����K���)�Ê�76L�¡���)���c)�x�f�¡���¡�h�0�¡�x¨m�XK���¡�q�X�0���f�¡�x¨~�\K���w®���)�+���ö���0�����gK��®�:
�6��¨m�x�0¨~�i>8���0¨~�o«x��¨m�>8�×�h�¡�")��«+���0���&Ä�¡�x�0�������`��)�0��¨m�x���0��K���0�0��K���¡���)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���w�

�x�f�:�&6)��®����K���)���)�x�f�¡���0���f�¡�x¨~� �)��d/�¨m�h«x��4 ��«T+K���~���  ��®����0�x�~�)���~<�7Ä�¡���~�)����'b§)��®�8�6)�0�h���7��§��0�?�0�;��)�×�¡�x�0¨m��K���
x∗
�:��®,'b§)�

x∗ = f(x∗)
:U¢ö���¡�w���f�¡���$§L�¡��®��g�+��¨m���|��)�0�7���¡��¨~�X«x��¨m)§L�:��«x���7K��®» ���)®��&�$�

�76L�¡�x¨m���Ê�����0����§)��Ä�¡�x���0�x�0§)®h�:���)���

x∗1 = 225, 96
�
x∗2 = 205, 55.¬a�p�d��§)�¡���

(4.20)
�

(4.19)
�0�x)�0�x�0��Ä�:��¨������¡�¡�_�f�×�¡£��0� ���Ê�)�

f(x) − x
�x¨t�¡���()�m����<�7Ä�¡���Z�)�

��'b§)��®�8�6)�0�h�
x∗1
�
x∗2
�0�x�0<�x«×�¡�  ��¨m��b�¡�&:³ §K�&)�)�m���P���¡ª-�K«x����«x�0§��+��¨t�m�x�Þ�L�

x
�¡�x¨m�����H����§K��®��K���)�6�)�x�0�?�0���K�

x∗ = f(x∗)
:

5��x<�×�¡���0�x¨m���3���m¨m�x�0¨m���3K���0�0���m�0�+��®����+���)����)� )�0��¨m�x���0� «+���0������§��0�?�0�;���)�×�¡�x�0¨m��K���)���3���
C�7b�¡�����)� ��'b§)��®�8�6)�0�h�"�)���0���f�¡�x¨~�"�)��d/�¨m��«x�"���0������K��®��Z�)�  �x¨m����®���)�+���0�g�+���o� �0���f�¡�x¨~� ���0�����gK��®�x¨ú�¡���()���)���aC�7b�¡���

x∗1
�
x∗2
K���¡���&K��®����¡���0¨3���Z�~�x�f�:�&6)��®����K���)�X�)�x�f�¡�x�6<�7Ä�¡�����»����)®���«+��¨m���Z���
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)D����§)�¡�
Æ�:gÃJÓ;=�¦q�¡ª-�K«x�3�)�\>(� �d�.¤k�o)�0£J�L��¨m�H�)�3<�7Ä�¡�3�)�w��'b§)�h®�8�6)�0���
x∗1
«x��¨

u = 2, 181

)D����§)�¡�
Æ�:ÇC&D;=�¦q�¡ª-�K«x�3�)�\>(� �d�.¤k�o)�0£J�L��¨m�H�)�3<�7Ä�¡�3�)�w��'b§)�h®�8�6)�0���
x∗2
«x��¨

u = 2, 181
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�0���f�¡�x¨~�AK���q®���)�+���`���ö�0�x�0§)®h�:���)���U�76L�¡���)���DK���¡�6�6�0���f�¡�x¨~�6®���)�+���D���0�0�$«x� ���)�6§L�¡��®����+�&)�)�a�\�`�x���¡�×¨~�
�)��Ía���f�¡¨~�&$¤f¦q�0�&6)¨~�&�:

���LK�&)�)��)�)�~�x¨ú�(4x�0���X�)���D�$�$®����Z�2>8§�)�+���
f(xt)

�x¨t�¡���()�m�)����<�7Ä�¡���
x∗1
�
x∗2
�C�X�¡��¨~�&)�)�

��C��K���a�?�94q�3�¡�x�0¨m�H®���)�+���0)�x�0�¡�m�^�L)�0�x�0�¡�����K�¡�x¨m�����0�x�0C�x«×�¡�  ��¨m��Ä�¡�

S3′
{

xt+1 = f(xt) = f(x∗1) + f ′(x∗1)(xt − x∗1) = 225, 96 + 0, 98(xt − 225, 96)

�
S3′′

{

xt+1 = f(xt) = f(x∗2) + f ′(x∗2)(xt − x∗2) = 205, 55 + 1, 02(xt − 205, 55).

@Z���¡��'b§)��'b§)�
|f ′(x∗2)| = |1, 02| > 1

�C®��7�����K<�x®������0�x�0§)®h�:���)���Z�)�#�x�f�:�&6)��®����K���)�qK���¡�m�0���f�¡�x¨~���
®���)�+���0�x���

x∗2
4o§)¨ <�7Ä�¡� �)����'b§)��®�8�6)�0������)�f�:ª  �x®7�)� �0���f�¡�x¨~� S3′′

:��7��¨m� �0�x�0§)®h�:���)���U<�b�)�x¨m���
�)���x�x�ü'b§)�

x∗2
�:��¨26,4x¨�4a<�7Ä�¡����'b§)��®�8�6)�0���X��)�f�:ª  �x®<�)���0���f�¡�x¨~��K����®���)�+���|���0������K��®��bC���(4x¨�$«x��¨m�¨m��)«x���7K���)�{)� «+���0� �&Ä�¡�x�0�������|�x�f�¡���0�x�0§)®h�:���)�]4i�Ä���¡�&Ä�¡���)� ��C��K���3K���¡�  ��®����0�x�H�)� x0

b§)¨~�
 ���x���+K�&)�+�H�)�3<�7Ä�¡� x∗2 :����¨m���a�&K��®����¡���Z�&�����¡��'b§K��®`�~�¡��C�~�)�#�x�f�:�&6)��®����K���)�X�)��<�7Ä�¡�

x∗1
: < 6)�0�x�  �
'b§)�
)�x�f�¡��«+���0���

|f ′(x∗1)| = |0, 98| < 1
�<®��7�����

x∗1
4w§)¨©C�7b�¡�m�)�#��'b§)��®�8�6)�0�h�m���0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�X�x�f�:ª  �x®`�)�~�0���f�¡�x¨~�®���)�+���

S3′
�~«x�7)�0��'�©)��Ä�¡�+¨3��b�¡�&�UK���¡�  ��®����0�x�w�)� x0

$§)¨~�  ���x���+K�&)�+���)� x∗1 �D�x�f�¡�m�:��¨
6.4x¨²4§)¨tC�7b�¡�3�)�X��'b§)��®�8�6)�0���H���0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�q�x�f�:ª  �x®ä�)�m�0���f�¡�x¨~�2K���3®���)�+���Ê���0�0�b«x� ���)� S3
:

)K���¡��¨�>8�x�h�:������®���§)¨~���7�0��¨�§)® �����$�x�7�)�3�0���f�¡�x¨~�#�)��d/�¨m��«x�
S1
�0§)<�7)�)��'b§)�q�  ��®����7��)��«x� ��® x0�0�?�0�����X<�7Ä�¡���w�)�m��'b§)��®�8�6)�0�h��K���¡�����X�0�x�0<�x«×�¡�  ���  ��®����0�x�X�)� u :�¬a��)D����§)�¡���\Æ�:ÇC�Ã7��Æ�:ÇC7Co��Æ�:ÇC&Ê¨m���f�¡�¡��¨©���6�0�x�0§)®h�:���)����:`�U�f�:���6�0��¨�§)® �����$�x�p>8���¡��¨��0�+��®����+�?�K���a�K��¨3�x�0¨~��>8���0¨~�m«x��¨m�*K���0�x�+���

�&Ä�¡�x�0������:
¬�)D����§)�¡��Æ�:ÇC�Ã���®�§)�f�¡�¡�q�q�  ��®�§)�+���X�)�w�0���f�¡�x¨~�q�)��d/�¨m�h«x�q�0�N>8�x�0��Ä�¡�a���`6K�&)«x�w�)���0�x¨m��b�¡�x� S1

�
'b§K�&)�)���0§)C��¨m���

x0 = x∗1
«x��¨í���6�0�x�0<�x«×�¡�  ���  ��®����0�x�6�)� u � u = 0

�
u = 2, 181

:�@Z���¡�2'b§)�3�
�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �H�)�

xt+1 = f(xt)
K���~�0����®h�¡�x�¡�3«x��¨©�3�:�×¨m<���C�B'b§)�p�0ª3�x�¡�m�x�0<�x�¡���)���<<�����Ê�¡��¨~��¨m���

«x��¨m�H«x�7)�)���+���3��)��«x� ��®»����<�7Ä�¡�����)�X��'b§)��®�8�6)�0���H���0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�q�x�f�:ª  �x����:@a�)D����§)�¡�3Æ�:ÇC7C~�¡��¨~��¨m���
x0

«x��¨m���0��)�)����C�7b�¡���)�3��'b§)��®�8�6)�0���o��)�f�:ª  �x® x∗2 «x��¨  ��®���� u����§K��®ä���x�x�0��:A@Z�?�:��'b§)���m�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �3�)�
f(xt)

<�x�0¨~�&)�x«x�#<���Z§)¨ú�¡�x¨m<�Bb§)¨~�  ���x���+K�&)�+�3�)�C�7b�¡���)����'b§)��®�8�6)�0�h���D¨~����b§)¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���)��¨m��¨m��Ä�¡��«x��¨m�x�+� ���)�x«+�����#�~�¡��)�)�o�"�x�x�0� «x��¨
�o�¡�x¨m<���-K�?�:���x�f�:���0��¨H§)® �?�+�����¡��¨~��¨m���6��)«x®�§�8�¨3���6�0�x�f�¡�0���+�����)��¨m�$�)�x®��o<��)§)® ��«×���7K��®D«x�h�:���K�
�&Ä�¡�x�0�����0¨m��Ä�¡�&�)�X<���Ê���0�0�3�3�¡�h�0�¡�x¨m���¡��)�)�#�2�x�x�0�m«x��¨t�H�¡�x¨m<�W�^:

@Z�x�f�:�o�0��¨H§)® ���+�?���76)�0�x�  ��¨m���\'b§)�m�~�¡�¡�-�f�×�¡£��0� �m�K�  ���0� ª  �x®ö�)�H�x�f�:���)�o�¡��)�)�m�*�x�x�0��«x��¨��
�¡�x¨mC��:
�U�0�0�2>-�?�¡�o�0£i4�<���0�(8  �x®c'b§K�&)�)����)«x®�§�8�¨3���6���o¨m�$�)�x®��o���0�x�f�¡�0���+���o�)� Rit = 0

'b§K�&)�)�
Dit
�D<���(4x¨����f�¡���0£��0�x�¡ª�<���¡�(8  �x®��x¨�§)¨~���0��¨H§)® ���x���b§)¨�4x�0��«+��«x��¨m�>8�x�h�:�iK���0�x�+��� �&Ä�:�×�¡�h���
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����)®���«+���K� �&'b§)�ÊK���¡� � �76L�¡��)�+��� �K�����d��§)�¡���m��)�0�x�0��b�:���K����:�¢ö���¡� �x�f�¡��«+���0���ü�x�x�0� C�$�)���0�x�
��Ä�¡�x�0)�0�×�:���)�3«x��¨m�3§)¨tC�7b�¡�3�)�X��'b§)��®�8�6)�0������)�)§��x���)�H�)�m�0���f�¡�x¨~�H�)��d/�¨m�h«x��:

@Z�x�f�:�A%)®h�¡��¨~�0�d��§)�¡�
��)D����§)�¡�pÆ�:ÇC&ÊF��C�$�)�x¨m���`�76)�0�x�  ����'b§)�Ê�  �?�¡��ª  �x®b�)�7�x�f�:���)� xt+1 = f(xt)C�x�0¨~�&)�x«x�X<������®���§)¨��¡�x¨mC��b§)¨~�  ���x���+K���)�3<�&b�¡�3�)�q��'b§)��®�8�6)�0���#��)�f�:ª  �x® x∗2 = 205, 55
¨~���

�¡�x¨©�0§K�m�¡�¡�_�f�×�¡£��0� �m��®h�¡�x�¡���K�3�¡��)�)��)�)���?��C�7b�¡�~�)�#��'b§)��®�8�6)�0���3�x�f�:ª  �x® x∗1 = 225, 96
:A@Z���¡��'b§)�

�¡��¨~��¨m���0)�x�f�:�m�0��¨�§)® ���+���H§)¨t��b�¡�x�  ��®��3�)�q�¡�x¨m<��6C�x¨ú¨~�������0'b§)��K�����¡�h¨H§)® �����b�x���&b�¡�x�0�����0�x��:
¬aC�x�¡���~�)���0�x�m���0�0�+��®�� §L�¡��®��g�+���+��� �)��§)¨ ��Ä�¡�x�  ��®�� �)���¡�x¨mC� �:�������¡�&)�)��K���¡� � �x�f�¡§)�)� �)�¨~�&)�?�f���)�m)® �&Ä�:���w�K�&)���+K�?��K���&���0��«x§)®h�¡§)�¡�;���0§)<��¨m���w�x�f�¡�~��Ä�¡�x�  ��®����)�m�¡�x¨mC����C��K���#K���¡��&K��®����¡���7¨~�?�¡�x¨~�?�¡��«+��¨3��Ä�¡�q�3«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�H�)�m�0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x�H�0�N>8�x�0��)«x�#���3)�0�76)®��x¨~���)�
¨~�&)�?�f��:
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�D�&6<�x® �3Ã7:Ý����®����0�x�Ê�)���Z¢D���9/�¨m�×�¡�0���Ý Q&ZE|&KBLNj�Z9HJI�nWH�KBH$nWLw��HAOdHTO.M��gQWuNRkH-X.Q*�
δ

D;�ÇØ
Ψ

D;�ÇØ
η
�8�¡�×¨m��b�¡�x��N

m2 � D
ξ
�8�0�x¨m��b�¡�x��N

m2 � D
κ

D;�ÇØ
�7�$���f�¡��ÃÄ�7�$���f�¡��CÕ�7�$���f�¡�`Ê

pi

D;� Ê D;� Ü D;�gÃ
φi

Ã D D
αi

É;� Ü7D E�� Ü7D Ü;� É7D
µi

D;�ÇE-Æ Ã7�ÇC&D C�� D7D
εi

D;� É7É D;� É7D D;� ÜFEÝ Q&ZE|&KBLNj�Z9HJIs�puTH-X��-K2RkuTHJI
Py
�/��NE�¡�7)�x® ���K�F� ÃJÜFØ�: D7D

Pu

�/��N?®��]�¡�0���T� C7C�:ÇØ
Y0
�>�¡�7)�x® ���K����N-+K�F� Ê;� Ó
C1

�/��N-+K�F� C��ÇC7C
C2
�/��N-+K�F� ÃJÜ7Ü;�ÇC-Æ
α

D;� Ó7ÜFØ
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� �¶«± ¶��
� oqpµ·

����� ¤ � ×�î�é�êXÙôÛoÜ�ù õDÙmÛò×�é�êXÙôÜ�è � ×�î�é�êXÙ�� ×�ð�õDÙ
 �§)�h�¡���ü>-�?�¡���0�x�7<�$�)�x¨ ��[pK§)��)«x� �����L�6�)�×�¡�x�0¨m��K���7���0��)�)��¨m��Ä�¡���dK��®»�)�q§)¨~�#«x��®�+)�x�h�:�;:ö¢`���

�^�L�x¨m)®����D�i>8���0¨~�i'b§)�B4�>8�x�h�¡����)® �&Ä�¡�����8�)���0�×�:����§ «x�7  ��)«x���7K��®��^�D��«x®���¨m�o�K���0�����������7)�)�B4)® �&Ä�:���K�m�3® �  ��§)�¡�;�C��'b§K�&Ä�¡���K���)�w�)�#«T+b§  ���AK�3�¡�x¨mC���¡���K�;�C<�x�f�¡�x���»�)�b��)�+�����»��;>8�x�f�:�����b�x�a<���)® �&Ä�:�����K�&)���+K�����L�#¨~�&)�x���¡�`'b§)�6�0�x�¡ª#«x��®�+)���K�w�w)�0�$�)§)�+�����$��b�¡�0�a��§L�¡�0����:��U�0�0�x�0>-�?�¡���0�x��<�$�)�x¨
�0�x���;�L���m��§  ���0� ª  �x���������x�f�:��� �0�x® ��«x���7K���)���H�x¨!§)¨~�{>8§�)�+��� �)��)�0�b�)§)�+���

Y
�ü'b§)��C�$�)���0�x�

�0�x)�0�x�0��Ä�:���K�m<���

Y = f(X1, X2, ..., Xn),
�kØ�:gÃ_�

�7)�)�
X1, . . . , Xn

�¡���"���oK���9/�¨m�×�¡�0���o�)� )�0�$�)§)�+�?���a���3'b§K�����o<�b�)�x¨æ�0�x�*�;�L������§  ���0� ª  �x����:@Z���0�0���76;�f�×�¡�  �B)�x�0�0�H¨m��¨m��Ä�¡�B4��  ��®�� ���Z���a¨H§)�K�&)�+���AK�~�)��)�0���K���)�#�)��)® �&Ä�:���a�K�&)���+K����K�® �  ��§)�¡���#K���0�����K����)®���«+���+���#�)��+)�x�(6)��«x���K�?�$�$��§��0�?�0�;��K����§L�¡��®��g�+���0�x¨m���V'b§K�����('b§)�x�Ê��§L�¡�¡�X�94x«�)��«+��)�3«x�7Ä�¡�0��®��3��®�4x¨í�K����)®���«+���+���o�)���)�N>8��)�0�  �'b§�8�¨m��«x��:H�a�x�0�¡�i>8���0¨~�;�È�¡��¨~���0�x¨m���q��<��K�?�w�)�����>-�?�¡���0�x��«x��¨m�  ���0� ª  �x����=U�w<��)§)® ���+���#��)��«x����®K�)�a)® �&Ä�:���7�K�&)�g�+K����� x �$�6�#�)���¡�&���x¨��)�A+)�x�(6)��«x���K���)®���«+���K�;�
u
�b�Ê�¡�$�)���|���|��§L�¡�0���c>-�?�¡���0�x�|�0§)C��¨m���c�;�L�����$���)��)���:��¨m���|C���

z
�Ä«x��¨m�\>8�x�h�¡�X�x¨�#��7)�x�

������«T+)� �kC&D7D7DF�^:

E�Ã
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1$��)�)�~���0�0��¨�K�
>8§�)�+���m�)�X)�0�$�)§)�+�?�m<�$�)�X�0�x���0�x�x�0«x�0�h�:�H�K�3�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�;�

Y = f(x, u, z).
�kØ�:ÇC7�

¬y��'b§K���+���"�kØ�:ÇC7��<�$�)�q�0�x�Ê�0�xK���¡���K�H�x¨ ��§L�¡�¡���Ê�)§K���Ê��'b§K�����$�x��=
Y0
�;'b§)�`4q�H�0��)�)��¨m��b�¡���K�

)�0�b�)§)�+���b§)¨~�o® �  ��§)�¡��®��  �0�H�)�H)® �&b�:���6�K�&)���+K�������m�o<�x�0�K�o�)�3�0��)�)��¨m��Ä�¡��� YL
�ä���0�0�$«x� ���K�

«x��¨ø� �)��)�0���K���)���)��)® �&b�:���K�&)���+K�{K� ® �  ��§)�¡� x ����� «x�7Ä�¡�0��®�����)®���«+���)� u :��a�x�0�¡�]>8���0¨~�;��¡�x¨m����=

Y0 = f(z),
�kØ�: Ê7�

YL = f(x, u),
�kØ�: ÆW�

Y = Y0(1 − YL).
�kØ�:ÇØ7�

�7��§)�0��)�{�?ÃJÓ7ÉFØ��7�����(��§)¨m��Ä�¡��§ 'b§)��� >8§�)�+����'b§)��¨m�x®�+)���H�)�x�0«x�0�  ��<�x�0�K� �)���0��)�)��¨m��Ä�¡�«x��¨m�H§)¨~�
>8§�)�+���m�)�X�)��)�0���K���)�X�)�X)® �&Ä�:�H�K�&)���+K�24X��+)��C�x�(6<��®�£����)��'b§)�X�0����§)�

YL =
ID

1 + ID
A

,
�kØ�: ÜF�

�7)�)�
D
4����)��)�0���K���)���)�~)® �&Ä�:���K�&)���+K�'b§)����[pK§)��)«x� �����0��)�)��¨m��b�¡���

I
4���C���0«x��b�:�&���x¨

�)�w�0��)�)��¨m��Ä�¡�mC�x�0�)���)�m<����§�)���K���)�w�)�#ª��0�+��'b§K�&)�)���3�)��)�0���K���)�w�)�w)® �&Ä�:�H�K�&)���+K��4w¨�§)�h�¡�
C��'b§)��K�;�<�

A
4#�H�x�f�¡��¨~�?�¡�  ���)�m¨~ª_�L��¨m�H�0��)�)��¨m��Ä�¡�m<�×�¡�)�h�)��$§)¨~�H® �  ��§)�¡�H«T+)�x� �3�)�w)® �&Ä�:����K�&)���+K���Ê�0�x® �?�¡�  �3���3�0��)�)��¨m��b�¡�H�)�X§)¨~�H«x��®�+)�x�h�:��®��  �0�q�)�X)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K����:¬k�)��)�0���K���)���)��)® �&Ä�:���a�K�&)���+K���A'b§)�H�->8�×�:�~���0��)�)��¨m��Ä�¡�~�K�~«x��®�+)�x�h�:�;�

D
�.4�§)¨~��>8§�)�+���

�K�#�)��)�0���K���)�q��)��«x� �?®C�)�q)® �&Ä�:���7�K�&)���+K���
x
�L�6�K��)�0��<���0�+�����)�6)® �&b�:���7�K�&)���+K���7¨m���f�:���7<�x® �

��)®���«+���+�����)��+)�x�(6)��«x���K�
γ
�8��'b§K���+����Æ�:ÇE7�^:

D = x(1 − γ), 0 ≤ γ ≤ 1.
�kØ�:ÇE7�

³ §K�&)�)�H�
+)�x�(6)��«x���K��4q��)®���«+���)���W+Kª�§)¨~�#C�x�0«+���)�6�0��)�)��¨m��b�¡��K��)�0�b�)§)�+���H�)�  ���)�3�����+����¡£$�L��«+�3�)�m)�0�$�)§L�¡��'b§�8�¨m��«x���;'b§)��)�x�f�¡�w«+���0���d>8�����x�f�¡��¨~���K�H�x¨
Yp = 0, 01333u

:P1$��)�)�����0�0��¨�K�
>8§�)�+���3�)�X)�0�$�)§)�+���

Y
4X�0�x�x�0«x�0�h�:��)�  ��¨m��Ä�¡�X<���

Y = Y0(1 − YL)(1 − Yp).
�kØ�: ÉF�

�`��)�)�X«x�7)�f�¡�0§�8��K�X�A>8§�)�+���q�)�Ê)�0�$�)§)�+���
Y
�ÄC�$�)�x¨m���ö��b�:���q��Ä�¡�¡�b�)§��x���ö��>8§�)�x���X®�§)«x�0�qK���¡�

�3)�0�76)®��x¨~���)�w��)®���«+���+���H�)�`+)�x�(6)��«x���K�;:c�U�0�¡��>8§�)�+����4X�K���K�3C����=

π(x, u) = PyY (x, u) − Puu− C1 − C2,
�kØ�: ÓF�
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�7)�)�
π
4H��®�§)«x�0���&b§K��®k�

Py

43�o)�0�x�x���)�H«+���K�o§�)���K���)�H�)�o)�0�$�)§L�¡��)�0�$�)§��x�h�)���/��NE�¡�7,�^�
Pu

4
� «x§)�f�¡� <����«+���K��§�)���K���)���)��«x�7Ä�¡�0��®��]�/��N&�ª�^�

C1
4���«x�7)�f�:�&b�¡���)���H«x§)�f�¡���H�)�o��)®���«+���+�����)�

«x�7Ä�¡�0��®����8¨~�&'b§)��Kª��0�����U�a�0§)C���f�¡�x�T���
C2

4a�w«x§)�f�¡���)�a)�0�b�)§)�+���#�0�x® ��«x���7K���)�#������>-�?�¡���0�x���;�L���
z
:

< )�¡�h¨m�x���0�H�¡�x�0¨m�m�K�m��'b§K���+�����
PyY

�,4��3�0��)�K�3�¡���:��®k�K��K���B4w�)�×�¡�x�0¨m��K���K�m��C��K���a<�x®����8  �x®�K�  ���0� ª  �x®»�)�6«x�7Ä�:�0��®h�&�L¨~�����:��¨
6.4x¨ C�x® �#�)��)�0���K���)�q��)��«x����®C�)�6)® �&Ä�:���7�K�&)���+K���
x
:U¬a�0�0��¨�)�

�0��)�K�H�¡���:��®ÈK���¡�2'b§K��®�'b§)�x�  ���0� ���+���3�)� u �0�x�¡ª3�x�0C�x«�8g�K«+�mK���¡�H«+���K�  ��®����Ê��)��«x� �?® x :@Z�x�f�¡�#�¡�¡�&6K��®�+)���»��)�0�x�0��Ä�:���0�x¨m���6§)¨~�m�0��¨�§)® ���+���m�)��«x�7b�¡�0��®��w�K�~)® �&Ä�:�m�K�&)���+K����)�0�x�0��$¤
�:���K�2)�x�0�0�w�×�0�¡§)�)�m�)�q«+���0���KK���¡�H§)¨ <�x�(8��$�)�H�)��ÃJD3�&)����:U¬  ���0� ª  �x®��)�q«x�7Ä�:�0��®h� u �0�x)�0�x�0��Ä�:���+)�x�(6)��«x���K�3§L�¡��®��g�+���)����4#��%�)��«+�2>8���0¨~�H�)�w«x�7Ä�:�0��®h�X«x�7)�0���)�x�¡���K�;:Ê�a������¨m�$�)�x®����Ê�)�w���¡��¨m�g�+���+���
�0�x�¡���~��)�0�x�0��Ä�:���)����:

���(� ß Þ ØÚÙ~ÛoÜÊÝ×Ù#ÞtÛoÜàßâáäãxåæã×çÊèwé�êXÙ

�7��¨m�\�0ªm¨m�N)«x���7K���)���CC�$�)�x¨m���Z�0�x�0��®  �x�Z�~)�0�76)®��x¨~�H�)�w���¡��¨m�g�+���+���3�0�N>8�x�0��b�¡�#���~«x�7Ä�¡�0��®���)�#)® �&Ä�:���a�K�&)���+K���a§L�¡��®h���+�&)�)�m¨m�$�)�x®����Z�x�f�:ª?�¡��«x���a�#�)��d/�¨m�h«x����:Z¬k�0����§)�����<¨m���f�¡�¡���0�x¨m���Z¨~�����
�)�×�:��®�+)�x�H�0�76)�0�o���H¨m�b�)�x®������x�f�:ª?�¡��«x�����o�)��d/�¨m��«x������)�0�x�0��Ä�:���)����)� «+���8h�¡§)®����)�o)�0�x®���¨m�gK���0�x�
�)�x�0�¡�m�)�h�¡�0�x�f�:���+�?��:
�Rà/.Rà.á 	 ð íYëRì<ñ 7 ë �,=�óSî�óSå&çéë

 �§)�h�:���  ���x�x���H)�0�b�)§L�¡�����)�6§)¨~�#�)�×�¡�x�0¨m��K���K�#® �  ��§)�¡�#)�0�b«x§)�¡��¨~�_�L��¨m�g�+�����H®�§)«x�0���)�6�0�x§��  �x�f�¡��¨m��b�¡�w®��  �&)�)�#�x¨�«x�7)�0���)�x�¡���+������<��K���7���&)�3�8��§~�x�f�:���+���W�U«x���0�0��b�¡�&:��U�0�¡��4Z§)¨~�  ���¡���¨�§)�h�¡�m�x¨m)�0���Ä���K��)��¨m�x���~�&���(8�«x��® ���C�#C�$�)�#�0�x�6¨m�b�)�x® ���K�3�#�0�x)�0�x�0��b�:���K��C���a§)¨©¨m�$�)�x®��m�)�
���¡��¨m�g�+���+�����x�f�:ª?�¡��«x��:

�a�\>8���0¨~�
���x�¡��®k�L�3�76��f�×�¡�  �H�)�3)�0�$�)§L�¡���P4q�)�×�¡�x�0¨m��K�������:�_�)�H�)�\+)�x�(6)��«x���K�2'b§)�X¨~�_�L��¨3���x�&��)��Ä�¡�0�s�)� §)¨ß%�)��«x�s�&)���q� >8§�)�+����®�§)«x�0�
π
K���¡��§)¨~�"�K���K� �)��)�0���K���)� ��)��«x����®6�)� )® �&Ä�:���

�K�&)���+K���
x
:�1$��)�)�#���0�0��¨�Ä<�b�)�x¨m���|�)�×�¡�x�0¨m��K���U�  ��®����U£��¡��¨m�qK���¡�X�q�:�_�)�X�)�p+)�x�(6)��«x���K� u �W'b§)�¨~�_�L��¨m�g�x�q�
>8§�)�+���m®�§)«x�0�

π
�K�0�x�0��®  ��)�)�m�m�0����§)��Ä�¡�X)�0�76)®��x¨~�;=

max π(x, u)
�kØ�:gÃJDF�

�0§-�f�x�h�¡�m�
x = a,

�kØ�:gÃ7Ã_�
u ∈ Ω,
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�7)�)�~���  ���0� ª  �x���w�¡����«x��¨m�2�0ª��)�N�d)���K����: Ω
4~��«×�7-�f§�b�¡���)�~«x�7Ä�¡�0��®��x�#���)¨m���0�(8  �x®|K���¡� u �D��0�x�¡ª3�K���)�3«x��¨m��)�3«+���0�m�)��d/�¨m��«x�H��)�0�x�0��b�:���)�~�H�0����§)����:

�Z¨~� ��)�0�$�L��¨~���+��� �x�f�:ª?�¡��«+� K���¡� � «x�7Ä�¡�0��®����)��)® �&Ä�:���m�K�&)���+K�������7)�)������6<��)�N>�8�«x�����m�
«x§)�f�¡���#�¡����«x�7)�0���)�x�¡���)���w�)��b�¡�0���)�~§)¨²%�)��«x���&)� �8��§ �x�f�:���+���W�^�öC�$�)�m�0�x�#§)¨~���:ª?�¡��«x����K���)�A¤
'b§K���K�;�K�K���)��'b§)�X�^�L���f�¡�x¨ú�)�  �x�0�0���Z�N>8�x�h�¡�������0�0�$«x� ���)���Z���3«x�7Ä�¡�0��®��q�K�3��;>8�x�f�:���+�����)��'b§)�X<�$�)�x¨��[pK§)��)«x� ���c)�w�)�x�0��  ��®  ��¨m��b�¡�X�)��6K�&)«x�w�)�Z�0�x¨m��Ä�¡�x��:|¢D���|�^�L�x¨m)®����b���|)® �&Ä�:���|�K�&)���+K���c'b§)�K���H�¡���m�?�¡������h�K���7«x��¨ �N�K«x����)«x� �HC�x®��2+)�x�(6)��«x���K�;�L�q�0�76)�0�  �  �×¨t�x¨t§)¨~�#�)�×�¡�x�0¨m��K���K���x�f�:���+�����
C�$�)�x¨!�0���0�x)�0�b�)§��x���0�x¨!����§)¨m��b�:�����x¨!¨�§)�h�¡� � �0§K� <��)§)® ���+���{)���3�&)���3�0����§)�gb�¡�x��: �7�7$¤
�0��'�©)��Ä�¡�x¨m��b�¡�&��43¨~�����q��)�0��)�0� ���)�o«x�7)�0���)�x�¡���X��«x�7Ä�¡�0��®��H�K��)® �&Ä�:�o�K�&)���+K�3)��«x�7b�¡�^�$�¡���)�
§)¨�)�0�76)®��x¨~���)�3¨~�&)�?�f�o�)�3�¡�×«x§)�0�¡���$�`�7)�)�3���76��f�×�¡�  ��)�0��)«x��K��®�43�)�×�¡�x�0¨m��K���6��8  �x®U£��¡��¨m��)�#«x�7Ä�¡�0��®��#��)®���«+���)�m��Ä�¡�0���)�����Z��§�¨~�����Z�&)����:a¢ö���¡�m�0�x�0��®  �x�a)�0�76)®��x¨~���Z�)�x�0�0�#�¡��<���,4#)�0�x«x���0�>8���0¨�§)® ���7§)¨t¨m�$�)�x®��H�)�X���¡��¨m�g�+���+���H�)��d/�¨3��«x��k#��7)�x��������«T+)���.C&D7D7DF�^:
�Rà/.Rà/. 	 ð íYëRì<ñ 7 ë � å&æD{,ðÑå&çéë

¢D���¡� � �x�f�¡§)�)� «x��¨à)�0�76)®��x¨~���m�)��d/�¨m��«x������)�0�x«x���¡��¨m�����)�N�d)���~�)� 'b§)� >8���0¨~� �  ���0� ª  �x®�)�o�x�f�:���)� ���¡ª��  ��®�§)���#«x��¨�� �¡�x¨m<��: < 6)�0�x�  �'b§)�3)� «+���0� �x�f�:ª?�¡��«x�����  ���0� ª  �x®��)�o�x�f�:���)�]4«x�7)�0���)�x�¡���K��«x�7)�f�:�&b�¡�~�~�0�x)�0�x�0��Ä�:� �'b§K�&Ä�¡���K���)�~�)�~)® �&Ä�:���w�K�&)���+K���w)�0�x�0��Ä�¡�x�2)���0��®��
x
:

¢D���¡�H�3«+���0�m�)��d/�¨3��«x���$�¡��¨~���0�x¨3����«x��¨m�m�  ���0� ª  �x®È�)�X�x�f�:���)�3��6K�&)«x�m�)�q�0�x¨m��b�¡�x���K�H)® �&Ä�A��K�&)���+K�;:P1$��)�)�����0�0��¨�)�¡�x¨m����'b§)�#�)�N�d)����§)¨~�3��'b§K���+���B'b§)�#�)�x�0«x�0�  ���  ���0� ���+���m�)�x�0�0��6K�&)«x��)�H�0�x¨m��b�¡�x�X«x��¨���K���0�¡���X�)�o�¡�x¨mC��:H�a�x�0�¡�i>8���0¨~�;�»�¡�x¨m���q�)�N�d)���K�o§)¨~� L(°�M�Q=¶_aWHn&R�Xh|&K2Rku9Q :
¢D���¡�#�×�¡�0�6«+���0���$<�$�)�x¨m�����¡�¡�?�:�������7�0�x¨m��b�¡�x���K�w)® �&Ä�:�w«x��¨m�#§)¨��0�x«x§)�0�0�H�0��)�  ª  �x®k�L�a��6K�&)«x��)���0�x¨m��Ä�¡�x�~«x��¨m� � �x�f�¡��'b§)���)�x�f�¡���0�x«x§)�0�0��: @Z���3)�0�76)®��x¨~���H�)��d/�¨m��«x�����|�x�0�0���x�f�¡��'b§)��C�$�)�
��®h�¡�x�¡�����L«x��¨t�3K���0�¡�����)�3�¡�x¨mC���C�H�0��®�§)�+���3£��¡��¨~�#�)�m)�0�76)®��×¨~�;:

�7��¨����¡�x¨m<���`�"6K�&)«x���)�m�0�x¨m��Ä�:�×��<�b�)�~�0�&>8�0�x�#��®h�¡�x�¡�����b�x��)���0�x§ �:��¨~�&�+)���)�  ���)���)�]¤
 �x�0�0���p>-�?�¡���0�x���K«x��¨m�3�3���+���m�)�3«x�7Ä�¡�0��®��X��)®���«+���)���;'b§)�w��«+���0�0�×�:��b§)¨t�)�x«x�(4x�0«x��¨m�m�)��6K�&)«x�m�)�
�0�x¨m��Ä�¡�x���ä��§ �o�0�x)�0�$�)§)�+�����K�o)® �&Ä�:�;��'b§)�2>-�&�H«x��¨ 'b§)�3�i6K�&)«x���)�H�0�x¨m��b�¡�x�X«x�0�x�0�+�i)���&)�
�0����§)��Ä�¡�&:V�U�0�¡���Z¨�§)�K�&)�+����<�b�)�x¨t�¡�×�Z�)�x�0«x�0�h�:�����K�H�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�;=

xt+1 = xt − Pt − Et +Nt
�kØ�:gÃ_C7�

�7)�)�
xt

�0�x)�0�x�0��b�:�~�H�)��)�0���K���)�X��)��«x� ��®»�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x��)�3�0��®���)�~�&)�
t
�
Pt

�¡���m�����0�x¨m��Ä�:�×��'b§)�
���x�0¨m��K���¡��¨��)§)�¡�&Ä�¡��� �&)�

t
�
Et
4����0�×�¡���¡���K���)���0�x¨m��Ä�¡�x�3�)�  ���)��� ���+��� �)�o)�0�x�K���)���0�x�3�¨m���f�:��®h���K���)��K�?�¡§)�¡��®k�»�

Nt

�¡��������)�  ���q�0�x¨m��Ä�¡�x�X���)��«x���7K���K���6���*6K�&)«x���)���0�x¨m��Ä�¡�x�X��§ <����0�x)�0�b�)§)�+�����K��§���¨mC���f�:���+���HC�����T�LK�&)�¡���BK�?�¡§)�¡��®k�L��§�����)�K�HC������C�x�¡�����$�x�Ê�:��®�«×��¨m�3«x��®�+)�x�Ê�
�0�x¨m�+����:H¬a�X�^�L)�0�x�0�9�b�+�

Pt
�
Et
�
Nt
�¡������x�¡���K���X��K���f�¡���6�)��¨3�$�)�x®��o<��)§)® ��«x���7K��®D�K�o)® �&Ä�A�
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��Æ�:gÃ_�.¤N��Æ�:ÇØ7�^:c���LK�&)�)���)�m�"��Æ�:ÇØ7�7�q����§K��® �&)�)����kØ�:gÃ_C7�^�)�76L�¡�x¨m���

Pt = δxt

Et = Ψ(1 − δ)xt

Nt =
3∑

j=1

(κRjt) − η + ξ.

�a�*>8���0¨~�"���x�¡��®k�ö� �76��f�×�¡�  � �)� >-�&�x��)�)�x���0�{4��)�×�¡�x�0¨m��K���#�)�3'b§)�o¨~�&)�x���¡�;�ö���x¨ 'b§K��®���$¤
�¡��)�0���K���)�&�D�6K�&)«x���)�m�0�x¨m��b�¡�x�

x
�D�)�m«+���K���x�f�:���+������§ �&)���ª4���®]�:�×�:�?�)��«x��¨�����)®���«x���+�����)�

+)�x�(6)��«x���K�
u
�  ���¡�&)�)� ���0�0��¨�§L�¡��®��g�+���#�×«x�7)��¨m��«+��¨m��b�¡�~�K� ¨m�x®�+)����>8���0¨~��C���0�(8  �x®��{+)�x�(6)��«x���K��&�<«x�7)�0��'�©)��b�¡�x®�¨m��Ä�¡�&�»¨~�_�L��¨m�g�+���Ê�0�x§ ®�§)«x�0��$§)¨©C�x�(8��$�)�~)�(4A¤'�)�×�¡�x�0¨m��K���)�m�)�w�¡�x¨mC��:A1$��)�)�

���0�0��¨�<K���¡�~§)¨©<�x�(8��$�)�~�)�H��)®���«+���+���m�)�
T
�&)�����»<�$�)�x¨m����>8���0¨�§)® �������0����§)��Ä�¡��)�0�76)®��x¨~�m�)�

���¡��¨m�g�+���+�����)��d/�¨m��«+�;=

max J =
T∑

t=1

αt−1π(xt, ut)
�kØ�:gÃJÊF�

�0§-�f�x�h�¡�m�
xt+1 − xt = gt(xt, ut),

�kØ�:gÃ$ÆW�
x1 = b, ut ∈ Ωt.

�7)�)�
J
4��`>8§�)«x���7K��®K�76��f�×�¡�  �X�)�#)�0�76)®��×¨~�;�Ä�Z�0�x)�0�x�0��Ä�:�#�w®�§)«x�0�w��®�«+�&)�+���)��b§)¨â<�x�(8��b�)�w�)� T�&)�����

x
4X�  ���0� ª  �x®Y'b§)�X�0�x)�0�x�0��Ä�:�m�26K�&)«x�3�)�q�0�x¨m��Ä�¡�x��� b 4X�H«x�7)�)���x���3��)��«x����®<�)�3)�0�76)®��x¨~�;����0�x)�0�x�0��b�:� �)��)�0���K���)�o�)�{6K�&)«x� �)�o�0�x¨m��Ä�¡�x��)� ���8�«x�����)� )�0��¨m�x���0���&)� �)��)® �&b�¡�����

u
4��

 ���0� ª  �x®ö�)�H«x�7Ä�¡�0��®��&� π 4H��®�§)«x�0���&b§K��®k� α 43§)¨õ>-�?�¡���6�)�H�)�x�0«x�7Ä�¡���xtq���)�x�;�7�cÃJÓ7É7ÜF�^�È� g 4m��:�_�)�3�)�w¨�§)�K�&)�+��)��6K�&)«x�~�)�w�0�x¨m��Ä�¡�x�6�3K���f�¡���Ê�K�m��)®���«+���+���H�)�B+)�x�(6)��«x���K�H�K���K�3<�����kØ�:gÃ_C7�^�
�

Ωt
4X�3«x�7-�f§�b�¡�����)����«x�7Ä�¡�0��®��x�����)¨m���0�(8  �x��� ut

:
¬AÄ�¡�x���)�q«x�7Ä�¡��$§K���0¨m������)���¡�\'b§)�&�dK���Ê�0��¨�§)® �����$�x�V>8�x�h�:���0K�H�0�x�+����Æ�:ÇC��K���0�0§)¨m��¨m���7«x��¨m�H�

)�0��¨m�x���0�~<�x�(8��$�)�o�)�3��)®���«+���+�����)�i+)�x�(6)��«×���K���o�¡�x¨m<�
t = 0 1 TfΩ0.12 0 0 -0.12 293.040�0.32 345632 TmΩ(:)TjΩ/A 1 T(H¢`<���)TjΩ/B 1 TfΩ((4)TjΩ/A 1 Tfx��¨«r�)���0�3��¨m�x¨m��Ä���

 K���0�0§)¨m���7«��0¨��s
()�0��¨m�h)�0�)T114828 0 Td¨©C�x�(8 �8§��x�+�q�m�)�xt

 �)�w�a�H�)�x�q����§K�×���E($¤)Tj
11819 144 Td�m�)�(xt, ut) 8���0���3<�x�f����
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�a�x�0�¡�B>8���0¨~�;�
ut ∈ Ωt

�»�0�
M(xt, ut) < 0, 5

�<K���¡�
xt

�K���)��:�5��x�0��®  ��)�)���x�0�¡����)��'b§K���+�����<�¡�x¨m����H�^�L)�0�x�0�¡���~�)�
ut
�x¨é>8§�)�+���m�)�

xt
=

ut < 0, 66 · 10−1040(0, 57 · 101556xt − 0, 77 · 101556)125/187.
�kØ�:gÃ_Ø7�

����¨m���X®���¨3�h�¡���q��;>8�x�0�����0¨3��b�¡�H�  ��®����X�)� xt

C����Ã7�ÇØ�:o�a�x�0�¡�>8���0¨~�;��K�����¡�x�0�x¨m���w�6K�&)«x�
�)�w�0�x¨m��Ä�¡�x�Z�0�#�&$§)® �&)�)���)��'b§)�#�0�+��®�¨m�Nb�¡�\K���m�$«x���0�0�`K�3)�¡ª?�¡��«+�;:01$§�6)�f�¡�h�¡§)��)�)�

xt = 1, 5
�x¨

�kØ�:gÃ_Ø7�^�È�¡�x¨m���\'b§)�
ut = 0, 09

:2����¨m���q®���¨m�]�:���
ut

��;>8�x�0�����0¨m�Nb�¡��<���q�x�0�0�  ��®�����:3�a�x�0�¡�i>8���0¨~�;��¡�x¨m���

Ωt = [0, 09 , 0, 66 · 10−1040(0, 57 · 101556xt − 0, 77 · 101556)125/187].¬k)�0��)«x��K��®��)�g>8�x�0��)�+�m��Ä�¡�0�����Z�)�����Z¨m�$�)�x®������)�#���¡��¨m�g�+���+���m��)�0�x�0��b�:���)���6��«x��¨~�"�8�x�f�:ª?�¡��«x�
�o�)��d/�¨m�h«x�W�X�x�f�:ª{K� >8���0¨~���K� >8§�)�+��� �76;�f�×�¡�  � J �)�o«+���K� §)¨:�@Z� )�0��¨m�x���0�;�U�0�x® ��«x���&K��¨m�����C��K���6�m�x�f�:���+���{�8��§��&)�W�Ê«x���¡�0��Ä�¡�&�<�)�x�Þ�)�&)�)�~�)�w® ���)�m���Z�N>8�x�h�¡���Z�K�m���¡��¨m�g�+���+����)���Z<�x�(8��$�)���
�0����§)��Ä�¡�x��: @Z�"�0����§�)�)��«+���0�����¡�x¨m���*'b§)� � ���¡��¨m�g�+���+��� � )�0�b«x�x�0�0� )�"<�x�(8��$�)�

t
��[pK§)��)«x� �

�)���0�×�:��¨m��Ä�¡�~�����¡��¨m�g�+���+�����)��<�x�(8��$�)�
t + 1

: < § �0�?�0�;�Ý'b§K�&)�)� ��)®���«+��¨m���X§)¨~���)�×�¡�x�0¨m��K���K�
'b§K�&Ä�¡���K���)�Ê�)�P+)�x�(6)��«x���K��)�q)�0��¨m�x���0�a<�x�(8��$�)�����x�f�:��¨m���ö�)���x��)�)�`'b§)���×�0�:�\'b§K�&Ä�¡���K���)�Ê�h�:ª6�->8�×�:���
�)���0�×�:��¨m��Ä�¡�#�m�0��®�§)�+���~£��¡��¨~�3�)���a<�×�98h�$�)���a�0����§)��b�¡�&:a�a�#§)¨  ���¡�����×«x�7Or�¨m��«+�;�»������)®���«+���0¨3����m¨m�b�)�x®��3�)��d/�¨m�h«x���)�x�f�:��¨m����!N�Ä���f�:�&)�)�,!×�x¨t«x�7Ä�¡�0��®��`)�m¨m��¨m��Ä�¡�

t
K���f�¡�X�)��'b§)�w�0�x�0� ���Ä���f�¡�

)�~¨m��¨m��Ä�¡�
t + 1

:Ê¬ «x�7)�f�:�&Ä�¡�
α
�x�f�:ª~�0�x® ��«x���7K���K�3�m�x�0�0��>-�?�¡���CC���Z���0�0�B4w«T+K��¨~���K�m�)�`>-�?�¡���

�)�X�)�x�0«x�7Ä�¡��:
���L���f�¡�x¨©�)�  �x�0�¡����>8���0¨~����K���¡�m�0�x�0��®  �x�Z���a)�0�76)®��x¨~�����)�#���¡��¨m�g�+���+���m�)�N�d)���)���6�&'b§)�k:�¢ö���¡��~«+���0�~�x�f�:ª?�¡��«x���C§)¨©�0��¨m)®��x��¨�4×�¡�b�)�~�)�w���¡��¨m�g�+���+����K���~®���)�+�����0�x�0��®  �x�0� �3�~)�0�76)®��x¨~�;:Ê¢D���¡�m��0���f�¡�x¨~�H�)�x�0«x�0�h�¡�m<�����kØ�:gÃJÊF�.¤N�kØ�:gÃ$ÆW��<�b�)�x¨m���Z��)®���«+�����)�  �x�0�0���Z¨�4×�¡�$�)�����K�)�Nb�¡�0�X�x�0�¡�×�$�C�¡�x¨m���Ê���6K���0�+���)����)�o¢U�0��)«�8�)���~�)�� �ª_�L��¨m�~�)�H¢`�7Ä�¡���b�&������<)�0�7���¡��¨~���+���~�)��d/�¨m�h«+�;�<�#¨�4×�¡�$�)���A���x�¡�����

�)�w�0�x�0��®�§)�+���~�)�#)�0�76)®��x¨~���pK���~®���)�+���0�x���Ò¦q�¡���)����Ä�¡�&�.@Z�N§Ê�¡�7$¤?5Z���+)�0�7��<��b�¡�0�w��§L�¡�0���T�^:p5��x�0��®]¤
 �x�0�x¨m���Z���Z�)�����Z)�0�76)®��x¨~�����)�w���¡��¨m�g�+���+���3§L�¡��®��g�+�&)�)�3¨�4×�¡�$�)���p'b§)�#�0�x® ��«x���7K��¨t�m)�0��)«�8�)���3�)�
¨~ª_�L��¨m���X)�0�7���¡��¨~���+���2K�?�m®���)�+����:
�Rà/.Ràxß �Rë 7 1�3 5 ëmì<ë  äãOë ;s7 ñÖðÑõâ� å&æD{,ðÑå&çéë

¬y�¡�x���0� ���)�X«x�7b�¡�0��®��\4q§)¨~�
>8�x�0�¡��¨m��b�:��¨H§)�h�¡����¨m<���f�:�&Ä�¡�6K���¡�3�)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���Ê�H�0��®�§)�+���
£��¡��¨~�~�)�3§)¨í)�0�76)®��x¨~���)��d/�¨m��«x��:
�Z¨í«x��¨m<�7)��Ä�¡�3��¨mC���f�:�&b�¡�#�)�x�0�0�3�:�h<�o�)�3)�0�76)®��x¨~�*4m�
 ���0� ª  �x®��)��«x�?¤'�x�f�:���)���U�)��)�?�A�?�K��<��� p �ö�*'b§)���0�x�¡ª���)�0�x�0���K�)� )�0�76)®��x¨~���E�:�¡�  4x���K�>8§�)�+���Ía��¨m��®]�¡�7)���&K�;: ¢D���¡��� )�0�76)®��x¨~���)�o¨~�&)�?�f� �)�o)® �-b�:�����K�&)���+K�����|�">8§�)�+��� �)�iÍZ��¨m��®h�¡�&�4
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�K���K�H<�����xtq���)�x�;�7��ÃJÓ7É7ÜF�
Ht(pt+1, xt, ut) = π(xt, ut) + αpt+1gt(xt, ut),

�kØ�:gÃJÜF�
�7)�)�o����K���9/�¨m�×�¡�0�����¡��� «x��¨m�B�0ª��)�N�d)���)����: ¬ >8§�)�+���

Ht
4o� ®�§)«x�0���76L�¡���)� ��K���f�¡���#�)�o§)¨

�)�×�¡�x�0¨m��K���)���8  �x®»�K���  ���0� ª  �x���7�)�6�x�f�:���)�H�6«x�7Ä�¡�0��®�� x � u �L¨~�������  ��®������)�q��®���§)¨~�X¨H§)�K�&)�+�)���×�0�¡�W'b§)� �K�  ���0� ª  �×®q�)� �x�f�:���)���q�  ��®�� ���K� «x��¨��  ���0� ª  �x®q�)� «x�?¤'�x�f�:���)� pt+1
:�¬²>8§�)�+���

gt

K� ��'b§K���+�?� �kØ�:gÃJÜF�^�U�0�x)�0�x�0��Ä�A� ���:�_�)���)�o¨�§)�K�&)�+� )�]6K�-)«x� �)�o�0�x¨m��Ä�¡�x�3�)�x«x���0�0��Ä�¡�o�K�
��)®���«+���+���X�)��+)�x�(6)��«x���K�;: ³ §K�&)�)�

gt
4a¨�§)®h�¡�h)®��h«+���K�qC���

pt+1
�b�x�0�0�6)�0�b�)§L�¡��4Z«x�7  �x�f�¡���)�#�x¨â§)¨

 ��®����Ê¨m�7)�×�:ª��0�����L�w�0�x)�0�x�0��Ä�:�~�H�:�_�)�3�)�X¨H§)�K�&)�+�H�)�  ��®����Ê�×«x�7Or�¨m��«x�3�)��6K�&)«x�m�)�w�0�x¨m��Ä�¡�x�«x���0�0�x�0C�7)�)��b�¡�X�#�)���0�6�)��+)�x�(6)��«x���K�#��)®���«+���K�;:ö�a�A>8���0¨~�����x�¡��®k�$�x�f�¡�  ��®�����<�b�)�6�0�x�  ���f�¡��«x��¨m���®�§)«x�0������'b§)�h�¡�h�)����K���f�¡���X�)�~�N>8�×�h�¡���#C���0�h�¡�  ���X�K�����+�����)� +)�x�(6)��«x���K�i)�"6K�&)«x���)�~�0�x¨m��Ä�¡�x��k#��7)�x��������«T+)���.C&D7D7DF�^:
�a�m��«x���0�)��«×��¨jtq���)�x�;� �?ÃJÓ7É7ÜF�^�ä���X«×�7)�)�����$�x�X�)�3)�0��¨m�x���¡�~���0�)�x¨���K���K���X<�x®���)�0��)«�8�)�h�

�)�3¨~ª_�L��¨m���$K���¡�3§)¨t)�0�76)®��x¨~���)�X¨~�&)�?�f�H�)�X�0�x«x§)�0�0�����C�¡���~�����0����§)��Ä�¡�x��=

0 =
∂Ht

∂ut

= PY
∂Y

∂ut

− Pu + αpt+1
∂g

∂ut

�kØ�:gÃ_E7�

αpt+1 − pt = −
∂Ht

∂xt

= −PY
∂Y

∂xt

− αpt+1
∂g

∂xt

�kØ�:gÃJÉF�

xt+1 − xt =
∂Ht

∂pt

= gt(xt, ut)
�kØ�:gÃJÓF�

¬���'b§K���+���*�kØ�:gÃ_E7��4��q«x�7)�)���+���`)�x«x�x�0�¡ª��0� �qK���¡�X�q¨~�_�L��¨m�g�+���+���6�)�X)�0�76)®��x¨~�6«x��¨k�¡�×® ���+���w�
ut

�L�6�¡�×)�¡�×�¡�Nb�:�H�H)�0��)«�8�)���w�)�H¨~ª_�L��¨m�Os$����'b§K���+���"�kØ�:gÃJÉF��4q����'b§K���+���H�)�q«x�?¤'�x�f�:���)���L�6�)��)���:�
���:�_�)���)�~¨�§)�K�&)�+���)��)�0�x�x� �)�~�0��¨
6)�¡��«x��¨���K���0�¡���#�)���¡�x¨mC�Os|����'b§K���+��� �kØ�:gÃJÓF�\4����0�A¤
�)�x«x® ���¡���+���3�K�3��'b§K���+���~�)�X¨m�  ��¨m��Ä�:�;:V�U�0�0�w«x�7-�f§�Ä�¡�~�)�X��'b§K�����$�x�A)���Z<�x�0¨m�h�¡�q�)�×�¡�x�0¨m��K���Ê�)�0�b«x�x�0�0�q£��¡��¨m�;�E«x��¨m<���f�¡�aC�x® �  ���0� ª  �x®b�)���x�f�:���)� x∗ �7�  ���0� ª  �x®b�)��«x�7b�¡�0��®�� u∗ ���7�  ���0� ª  �x®b�)�«x�?¤'�x�f�:���)�6�0�x® ��«x���7K���K�a���6�x�f�:���)�

p∗
:D¬  ���0� ª  �x®$�)���x�f�:���)�q�)�xC��)�)���)�6�x�f�:���)�q��)��«x����®b�)�6�0���f�¡�x¨~�

b
:æ�U¨26C���¡�

b
�0�?�0� �K���)���

p1

4��)�x�0«x�7�+)�x«x���)���Ê��§)¨~� «x�7)�)���+��� ���)��«x���7K��®���«x�7�+)�x«x���K� «x��¨m� �
«x�7)�)���+���a�)�|�:�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)�&�&4��¡�N'b§)�x�0���K�aK���¡�Z�76L�¡�x�0¨m���`§)¨~��%�)��«+�Z�0��®�§)�+�?��:Ý@Z�x�0�0��)�0�76)®��x¨~�;��7)�)�3���¡�x¨m<�3�dK��®

T
43�K���)���`�3���x�f�:���)�i�dK��®

xT

43®��  �0�&�ä��«x�7)�)���+�����)�3�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)��4
pT+1 = 0

:V1$§)<��¨m�����&'b§)�
T = 10

:
Ú ü�À�ü�Ï�ü�¼ iø÷F¸Sü�ýäüY 3�"ºªÁ�÷bþ?ÿ�¢�ü. Hý����*�� xü.��ºª¾7¿)ü
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< �q)�0�76)®��x¨~���6�)�3���¡��¨m�g�+���+���]�kØ�:gÃJDF�.¤N�kØ�:gÃ7Ã_�Ê�"�kØ�:gÃJÊF�.¤N�kØ�:gÃ$ÆW�^�.>8���0¨~��¨©�0�x�0��®  ���)���q§L�¡��®��g�+�&)�)��)�����6¨�4×�¡�$�)���\6K���0�+���)���`)���X¨�4×�¡�$�)������¬c� �3� < ¦ ��)�0�x�0��Ä�A�?�)����K�o�0�x�+���"Ê;: Ê;:�����¨m���X��)�0�A¤
�0��Ä�:���Z�H�0����§)����������®������0�h�¡¨3����§L�¡��®��g�+���)����K���¡�H�0�x�0��®  �x�����Ê)�0�76)®��x¨~����:

1$�?�0��¨����  �×�¡���0�x���)�a�x�f�:���)�#�a«x�7Ä�¡�0��®�� xk = (x1, x
k
2, . . . , x

k
10, x

k
11)

′
�
uk = (uk

1, u
k
2, . . . , u

k
10)

′
�

�Z�  �×�¡�����)�a«x�?¤'�x�f�:���)� pk = (pk
1, . . . , p

k
10, p11)

′
�0�N>8�x�0��Ä�¡�x�P�

k−
4x�0��¨~�w�]�:�×�:�?�+���#�)�#¨�4×�¡�b�)��:U¢D���¡�

��¨
6<���È����¨�4×�¡�b�)���ä��)®���«+���)������>8�����¡��¨~���)�Ê����)�0�$�L��¨~���+���
u0 = (7.2, 3.5, 2.5, 2.5, 2, 1.5, 1.5, 1, 1, 0)′

�
�
x1 = 500

4��K���)��:�¬ «x�7)�)���+�����)�m�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)� p11 = 0
>8���|��¨m<���f�:�;:�Z¨  �×�¡������§��L�]¤®�� ���qK���¡����«x�7Ä�¡�0��®���4B)�x«x�x�0�¡ª��0����K���¡������)®���«+���+�����)�  4×�¡�$�)��Ã7:"�U�0�0�  �×�¡���#�0�x�¡ª��K���)��<���

ûk = (ûk
1, . . . , û

k
10)

′
:c�|�?�0��¨3������Ä�:���3����¨�4×�¡�$�)����:

iø÷F¸Sü�ýäü ¼ ¡���{Xu
���d $ xü ¼ ¢D���¡�2¨[Z\D;�K�)�N�dK�3�  �×�¡��� ûk = u0 � u0 <�b�)�X�0�x���x�0«x��®�+)���)�m���(6)�h�¡�¡���0� ��¨3��Ä�¡�J��s
���d $ xü À 5��x�0��®  � xk+1

t+1 = xk+1
t + gt(x

k+1
t , ûk

t )
�)K���¡���lZ
Ã7��:$:�:��d�\�K«x��¨

xk
1 = x1

:
���d $ xü Ï �a�×�¡�x�0¨m��)�

pk+1
t

§)�¡�&)�)�~�3��'b§K���+���m�0�x«x§)�0�0�  �"�kØ�:gÃJÉF�^�)K���¡���lZ��\�«:$:�:��«Ã7��K���)�m�H«x�7)�)���+���3�)�q�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)� pk+1
T+1 = 0

s
���d $ xü�Â )K���+�

k = k + 1
s

���d $ xü Ú �a�×�¡�x�0¨m��)�
uk

t = max
ûk

t

H(ckt+1, x
k
t , û

k
t )
�KK���¡���lZ
Ã7��:$:�:��d�9s

1$�`'b§K��®�'b§)�x�
uk

t

�x�f�¡�  �x�P>8���¡���)� Ωt

�)��Ä�:���3�¡��¨~�E¤'�0�6�  ��®����¨~������)�0£$�L��¨m�H�)��Ä�¡�0�m�)�
Ωt
s

���d $ xü Ñ ����®�«x§)®h�
ûk = (1 − ωk)û

k−1 + ωku
k �)«x��¨ ωk = 1/(k + 1)

�)�  ��®h�¡�w���3�A�d $ +ü À :

)K����§L�¡��®����+���)� §)¨à«x�0�h�94x�0��� �)��K���¡���K� K���¡� �" 4×�¡�$�)� Ã7: ���L������§$¤'�0�'b§)��� ¨�4×�¡�$�)��>8���0�0�
��Ä�¡�x�0�0��¨m)���)� �0��K���¡� ��®���§)¨

k
� ∣

∣J(xk+1, uk) − J(xk, uk−1)
∣
∣ < 0, 01

���7)�)�
J
4���>8§�)«x���7K��®

�76��f�×�¡�  �3�K���)�mC�����kØ�:gÃJÊF�^:
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iø÷F¸Sü�ýäü À ¡wl�j^]
¢D���0�0�Ã )K���+�2¨[Z\D;:��6���)�

uk �)�¡�×�¡��®  � xk
t+1 = xk

t + g(xk
t , u

k
t )
�

K���¡���lZ
Ã7��:�:�:$���\�C«x��¨
xk

1 = x1
:��
u0 ���(6)�h�¡�¡ª��0���W��s

¢D���0�0�*C ¬  ��®����q�2>8§�)«x���7K��®È�76��f�×�¡�  � Jk s
¢D���0�0�BÊ �a�×�¡�x�0¨m��)�

pk+1
t

§)�¡�&)�)�~�3��'b§K���+���m�0�x«x§)�0�0�  �"�kØ�:gÃJÉF�^�)K���¡���lZ��\�«:�:$:��«Ã7��K���)�m�H«x�7)�)���+���3�)�q�¡�¡�&)�  �x�0�¡��®����K���)� pk+1
T+1 = 0

s
¢D���0�0��Æ ����®�«×§)®��

uk+1
t = uk

t − εk∇uk
t
Ht

�)K���¡���lZ
Ã7��:$:�:��d�\:
1$�`'b§K��®�'b§)�×�

uk+1
t

�x�f�¡�  �x�P>8���¡�H�)� Ωt
�)��b�:���H�¡��¨~�E¤'�0�q�  ��®����¨~������)�0£$�L��¨m�H�)��Ä�¡�0�m�)�

Ωt

s
¢D���0�0�*Ø 5��x)�h�:������K���0�0����ÃX��C�«x��¨

k = k + 1
s

¢D���0�0�BÜ 1$�
|Jk+1 − Jk| < ν

�K��Ä�:���3K���0�&:
¢D���0�0�*E 1$�

Jk+1 ≤ Jk − ν
�K��Ä�:���m�0�x�)§��+�

εk
�H¨m�×�:���)�q�X�0�x)�h�:�H�3)�0�$«x�x�0�0�

�HK���f�¡�����)�~¢D���0�0��Æ��K«x��¨ �~�&Ä�¡�����  ��®������)� uk s
¢D���0�0�BÉ 1$�

Jk+1 ≥ Jk + ν
�)��b�:����=ú?Q�û 1$�X�m¢ö���0�0�*EH����)�K�2K���2>8������)®���«+���)���L��Ä�:����>-���+�

εk+1 = 2εk
�

�X�0�x)�h�:�3�HK���f�¡���Ê�)�m¢D���0�0�*Ê;�)«x��¨
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�LK���¡�����Ê�)������¨�4×�¡�b�)����§L�:�h®����+���)���

K�H�0�x�0��®�§)�+���3�)�m)�0�76)®��x¨~���x�f�:ª?�¡��«x��:
< 6)�0�x�  �"'b§)��� «x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡� �K�?�3�¡�¡�_�f�×�¡£��0� ���HK���¡� ���3�)�����3¨�4×�¡�b�)���3�¡��� �0�x¨m�x®�+K�&Ä�¡�x���¨m���f�¡�¡�&)�)��'b§)�&�)�wC�x�¡���7�)�a�0�x�  ��®����0�x�7��)�0�$�L��¨~���)�����b���7�0�x�0§)®h�:���)�����)����¨�4×�¡�$�)����>8���¡��¨ K���0�x«x�]¤�)����:Ý�U�0�0�ü>-�?�¡�a<�b�)���0�x�D��)«+���¡���)�6«x��¨m�a§)¨~�  ��®����K���+���Z�K�Z�0��®�§)�+���a��)«x�7b�¡�¡���K�;:ö¢`����������)®���«+�&)�)��)�����Ê¨�4×�¡�b�)�����)�g>8�x�0��Ä�¡�x���K«^+)�N�Ä��¨m�����H�0��®�§)���$�x�p6<�x¨t)�0£$�L��¨~����:
�a�7§)¨~�Z<�x�0�0<�x«×�¡�  �6�x«x�7Or�¨m��«x�;���Z�0��®�§)�+���a¨m���f�¡�¡�p'b§)�&�b��'b§K�&Ä�¡���K���)�7�)�ü+)�x�(6)��«x���K�Z��)®���«+���K�4��)��¨m��b§�8h�K�~��«+���K�o�&)���È���0�0��¨�»�)��¨m�g$§)�g)�)�~���6«x§)�f�¡���q�)�H)�0�b�)§)�+���o�0�x® ��«x���7K���)��������)®���«+���+���

�)�
+)�x�(6)��«x���K�;:c�U�0�0�A>-�?�¡��«x�7)�)���a«x��¨ �w�)��¨m��b§)���+���w�)�
6K�&)«x���)�6�0�x¨m��Ä�¡�x���#«+���K���&)��: < 6)�¡�×�  ��:��¨
6.4x¨å'b§)�&�)«x��¨ �#�¡�x¨m<���L�  ��®������)� u∗ �0�X��)�0�$�L��¨~�#�)�`C L/ha �)�6�0�q�x�f�:�&6)��®����+��)�x�f�¡�  ��®�����:�'�0�0���0ª��x�¡���x�0<�×�:�?�)���ö<�����#��<��)§)® ���+�����)�m)® �&b�:���X�K�&)���+K���X�:��¨26,4x¨��¡��)�)�����0�~�x�f�:�&6)��®����+���
�k1$�x�+����Æ�: ÊF�^�VK���])�x«x�x�0�¡�h�:�&)�)� �)�&��� K���f�¡���H�)����Ä�:��������§)¨m��Ä�:���3�]'b§K�&Ä�¡���K���)���)�i+)�x�(6)��«x���K�
��)®���«+���)��:o¢D���¡����)�0��¨m�x���0��¨�4×�¡�b�)���D���X�¡�(�x��%)®h�¡��¨m���w�&)���#�)�~��)®���«+���+�����¡�  �x�¡��¨����w�0����§)��b�¡�x�
 ��®����0�x��K���¡� x∗ � u∗ = x∗9 = 118, 03, x∗10 = 115, 4

�
x∗11 = 113, 7

s
u∗8 = 2, 1, u∗9 = 2, 08

�
u∗10 = 2, 06

:ü�U¨t§)¨~�3�0��¨�§)® ���+����K���¡�BC&D3�&)�����
x∗
�0�X�x�f�:�&6)��®����+��)�0£J�L��¨m�H�)��Ã7ÃJD3�0�x¨^N?¨ 2 �K� u∗)�0£$�L��¨m�H�)��C

L/ha
:³ §K�&)�)���&K��®����¡��¨m�����~®�§)«x�0���&b§K��®`��®�«+�&)�+���)�mK���¡�m�~)�0�76)®��x¨~�3�x�f�:ª?�¡��«x���C�76)�0�x�  �E¤'�0��'b§)���®�§)«x�0����§)¨m��Ä�:���&)�����&)���`�?�942'b§)��b§)¨��)�×�¡�x�0¨m��K���)��¨m��¨m��Ä�¡�o�0�m�×�0�:�&6)�h®����+�;:2@a�o�0��¨H§)® �?�+���

K���¡�BÃJD��&)���0K���H�x�f�:ª�¨�§)�h�¡�#�  ���)��Ä�¡�q�x�0�¡�H�x�f�:�&6)��®����+���+�����b<���(4x¨�L�  ���0� ���+�����)�H®�§)«x�0���)���7�¡�(�x�%)®h�¡��¨3���ö�&)���c4�<��'b§)��K�;��)D����§)�¡�2�kØ�: ÊF�^:Ý@Z§)¨~�6�0��¨�§)® ���+���aK���¡�`C&Dq�&)�����Ä�76)�0�x�  ��§$¤'�0�P'b§)���q®�§)«x�0��&b§K��®ä�0�#�x�f�:�&6)��®����+�H)�0£$�L��¨m�m�)�
US$ 358.00/ha

�Y)D����§)�¡��Ø�: Æ�:p�U�0�0��>-�?�¡�m�0�#�)�  �2�3�x�f�A�-6)��®����K���)��)��6K�&)«x�m�)�X�0�x¨m��Ä�¡�x���C�X«x�7)�0��'�©)��b�¡�x¨m��Ä�¡�&�»�H�x�f�:�&6)��®����K���)�6�K�H�:�_�)�H�)�`+)�x�(6)��«x���K�3��)®���«+���K�;:
< ®�§)«x�0�"��®�«+�&)�+���)��)���dK��®a�)��� ÃJD �&)������K���¡� �����)�����~¨�4×�¡�$�)���~�)���0�x�0��®�§)�+�������¡�  �x�¡��¨

 ��®����0�x��K���0�x«x���)����:Ý�|�?�0�m��)D����§)�¡��Ø�:gÃJD;:�7��¨��0�x® ���+�������#�)�x�0�x¨m<���+)��«x��¨m)§L�:��«x���7K��®C�)�a«+���K�w¨�4×�¡�$�)���$�#)�0��¨m�x���0�X«x�7  �x�(����§~�0���7)�]¤�K«+�?�¡�  ��¨m��b�¡�7¨~�����`®���b�:��¨m��Ä�¡�ü'b§)�Ê�q�0����§�)�)���8«x�x�0«+�q�)��ÃJÊ  ���x�x�U¨~�����D®���Ä�¡�W�^:ö¢`���(4x¨���a�¡�x¨m<�K���¡�3«x�7  �×�9�&��)«x� �~�)�#��¨
6<���P>8����C��'b§)��)���«C&Ü3�0����§�)�)���aK���¡�3�m)�0��¨m�x���0���L�
C3�0����§�)�)���ZK���¡�m��0����§�)�)��¨�4×�¡�b�)���<��)�0�J�L��¨m���K��¨m��Ä�¡�&:P�U�0�¡�~�)�g>8�x�0��)�+�m�0�#�)�  ��)�0��)«x��K��®�¨3��Ä�¡�w���B'b§)��Ä�¡�~K���0�0�
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e · ���3¶���� ´�� o¿¾t��� �y¶��j� ¶��

�U�0�¡�Z�)���0�0�x�f�:���+�����¡�  ��«x��¨m�Ê�76;�f�×�¡�  ���)���0«x§L�¡�����)�c>8���0¨~���0�x�0§)¨m���K���Ê�¡�x���0� �06Kª��0��«+���)�|«x�7Ä�¡�0��®��£��¡��¨m���È¨m���f�¡�¡�&)�)����®���§)¨~���6«x�7)�)�����$�x��)�x«x�x�0�¡ª��0� ���w�m�0§;�K«x����Ä�¡�x�#�)�3���¡��¨~��®h�h�K���)�&:3¬a®�4x¨��)���0�0���
6)§)�0«+��¨m���H��)®���«+���#�0�x�0§)®h�:���)�����0�76)�0�����¡��¨m���x���+�����)��d/�¨m�h«+��«x��¨!��)®���«+���+�����)�o«x�7Ä�¡�0��®��~�x¨�§)¨
�x�f�¡§)�)�o�)��«+���0�o�0�x® �?«x���7K���)�*�~���¡��¨m�g�+���+���~�)��)�0�$«x�x�0�0�o�)��)�0�$�)§)�+�����)��§)¨~�~® �  ��§)�¡�;�»��K���f�¡����)��«x�7Ä�¡�0��®��H�)�3)® �&Ä�:���q�K�&)���+K����:��7��¨3�  ���f�¡�����x�0�0�m�x�f�¡§)�)���)�H«+���0���:��¨
6.4x¨���)�0�x�0��b�¡��§ §)¨
¨m�b�)�x®��H�)�X���¡��¨m���+�?�+���H�x�f�:ª?�¡��«x���)��'b§K��®�>8���È«x��¨mK���¡���)�H«x��¨t�3¨m�$�)�x®��H�)��d/�¨m��«x��:

�U�f�¡§)�)���w�0�x® ��«x���7K���)���\�o§L�¡��®��g�+���+�����)�2>8�x�0�¡��¨m��Ä�:���q¨~�?�¡�x¨~ª?�¡��«+���6K���¡�o�0�x�0��®  �x�q)�0�76)®��x¨~���®����Ä�?�)���`��)�0�b�)§)�+�����&���(8�«x��® �~�9�x¨���§)¨m��Ä�:���)���0���7)�g�K«+�?�¡�  ��¨m��Ä�¡�2)���`%)®h�¡��¨m���X�&)���`)�"�7�¡���0��®k:¬y��¨m)®��x¨3��b�:���+�����)�q�¡�x«�)��®��7��� ���0K�H)�0�$�)§)�+���m�&���(8�«x��® �#«+���¡��«×�¡�x�0���+�3�3�&���0��«x§)®h�¡§)�¡���)�q)�0�x«x���¡����:
@Z�x�0�0���¡�:�-6K��®�+)�a��)�0�x�0��Ä�:��¨m���D§)¨~�?�`�K���ª>8���¡¨m���ä�)�7§L�¡��®��g�+���ä�Z¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�ÊK���¡��6)§)�0«+���D¨m�x®�+)���¡���
)���ä�0�x�0§)®h�:���)���ä�)�|)�¡�b�)§)�+�����  ���¡�&)�)�a���0�0��¨ �¡���(K�����Z)�0�$«x�x�0�0�a�)�|)�0�$�)§)�+���Z«+���K�  ����¨~�����  � ª  �x®�x«x�7)��¨m��«+��¨m��Ä�¡�&: z ��¨m<���f�:�&Ä�¡��®��x¨
6)�¡����'b§)�&�Z��� ���¡��¨m�g�+���0¨m���H� )�0�$«x�x�0�0�"�)����)®���«+���+��� �)�
+)�x�(6)��«x���K��b§)¨~�#�)�×�¡�x�0¨m��K���K�#® �  ��§)�¡�;�$§)¨ )�0�$«x�x�0�0�3�)�6¨m�x®�+)���7§L�¡��®��g�+���+���#�)�H)�0�b�)§L�¡�2'b§�8�¨m��«x�
�x�f�:ª3�x¨t«x§)�0�0���K��'b§)�����x�¡�26<��)�N>�8�«x���������3¨m�x���3��¨
6)����b�¡�&:

�Z¨~�w)�0��C���f�:�#�)�a«x�7Ä�¡��b§K���+���#�)�x�0�0�a�¡�¡�&6K��®�+)���W46�?«x�0�x�0«x��b�:���  ���0� ª  �x���|�0�x® ��«x���7K���K���V�#«x�7$¤�¡�0��®��x�Ý6)����®�£7���h«x���D�K�q)® �&Ä�:�a�K�&)���+K�q���q¨m�$�)�x®��a�)�Ê���¡��¨m���+�?�+����:�@Z���¡�0'b§)�p)�q¨m�$�)�x®��q��)�0�x�0��Ä�:�E¤
�)���b�`%�)��«+��>8���0¨~�6�)��«x�7b�¡�0��®��P4��X)�0�$�)§L�¡�`'b§�8�¨m��«x��:ª��)«x®�§)��)�)�\>8���0¨~���|��®h�¡�x�(K�?�¡�  ���U�)��«x�7Ä�¡�0��®���)�q)�¡�&�Ä���  �����×�:���������H¨m�$�)�x®h���L«x�0� ��¨m��������<���f�¡§�)���K���)�6�)�q�)��¨m�g$§)�h�0¨3���7���Ê�N>8�x�h�¡���Ê��¨
6)����Ä�:�����«+��§)�¡���)����<�x® �H)�¡ª?�¡��«+���)�X«x�7b�¡�0��®��6<���p+)�x�(6)��«x���K�?�$:

�c;�K¨�È�x�0C�x�0�o�¡�x�q��)�0�x�0��Ä�:���)��§)¨�¨~�?�¡�x�0� ��®ä«x® ���0�����76��f�×�¡�  ���»�2'b§)��<���0�¡���0�x�  ���6�)���0�N>8�A¤�(��)«x� �HK���¡���¡�¡�&6K��®�+)���0>8§L�¡§)�0����:

É7Ó
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f�Ãt�j� o¿¾t��� Ä ¶�Å|� ´����Æ� ¶�� ¶�� � ° ¶������ ± �k�
Ä ¶��ÆÇ ± ¶�� · �ÉÈ e · �Æ�"� ¶h�i· � Ê ³k�3¶�� · �

¤ ��� g îHá�õDÙmÛò×�é�êXÙÌËæñÎÍ�×�èwéxw3Ü�Þ ë�ã¨Ï?Ü�õDÜ�î�ð7ãxèXã+Þ

 �§)�h�¡���q�)���X)�0�76)®��x¨~���6�0���7)�g�K«+�?�¡�  ���6�3��¨mC���f�A�-b�¡�x�6�K�o��������+K���0� �;���K���X«x����)«x� ����>�8��0��«+���6��K���|«×����)«x� ���|�0�b«x� �������F'b§K�&)�)�`>8���0¨�§)® ���)���D¨~�?�¡�x¨~�?�¡��«+��¨3��Ä�¡�&�Ä�0��'b§)�x�0�x¨��q�)�×�¡�x�0¨m��K���+���q�)��§)¨~�
>8§�)�+���"'b§)�~�¡�?�¡����>-���+��§)¨~����'b§K���+����«x�7Ä�¡��)�)���)�x�0�  ���K���#�K�i>8§�)�+������)«x£7�7)�h�:�;:B�D�����w��'b§K�����$�x��¡���3�)��)��¨m��K���K��� L(°�M�Q=¶��JLTI�n&R }�LNZ9LNXYuNR�Q&R�I :

@Z�x�f�:���0�x«x�+����>-���0�x¨m����§)¨~�æ6)�0�  �s��)�0�x�0��Ä�:���+����0�76)�0���N'b§K�����$�x� �)�g>8�x�0��)«x� ��� ���0�)��Kª��0� ������|� <QÐ �T���XK���0«x� �����`���|�6¢ Ð �T�^:��|�?�0��¨m���Ê)�0��¨m�x���¡��¨3��Ä�¡�X��®���§�)�Ê�^�L�x¨m)®����Ê�)���|� <QÐ ��:

y′ = 4x+ 1
�8¬�:gÃ_�

y′ + y = 5x
�8¬�:ÇC7�

y′′ + (y′)2 = 2x
�8¬�: ÊF�

@Z���0�0�q�76��f�×�¡�  ��4��76L�¡�x�ö��>8§�)�+��� y = f(x)
'b§)���¡�?�¡����>-���+�6�a��'b§K���+���6�)�g>8�x�0��)«x� ��®k:�@Z�6�^�L�x¨3)®��

�8¬�:gÃ_���¡�x¨m���P'b§)�
y = 2x2 + x

4X�0��®�§)�+���3�)�
y′ = 4x+ 1

:
¬ H-Z(nWLNK �K����'b§K���+���3�)�g>8�x�0��)«x� ��®<���0�)��Kª��0� �`4q���)�x�0�  ���K�#�)�q¨~�������|���0�)�x¨ «x�7Ä�¡���K��K����'b§K�E¤

�+����:`¬a�0�0��¨�����`��'b§K�����$�x�p�8¬�:gÃ_���\�8¬�:ÇC7���¡���a��'b§K�����$�x�ö�)�g>8�x�0��)«x� �����ä���0�)��Kª��0� �?�ä�)�7)�0��¨m�x���¡�Ê���0�)�x¨�
�w�3��'b§K���+��� �8¬�: ÊF�04X§)¨~�H��'b§K���+���~�)�g>8�x�0��)«x� ��®È���0�)��Kª��0� ���)�X�0����§�)�K�m���0�)�x¨:7¦q��)�x�¡��®����+�&)�)���K�

Ó7D
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���d xü��#ü.½.¸�ª�½�ºäü
�7�7)�0���)�x�0��)�x�f�¡�3¨m��¨m��Ä�¡�

T = R
:21$��)�)�����0�0��¨���*>8§�)�+���

θt

4H«T+K��¨~���K���)�_Õ M*µ�H :
@Z���¡�
'b§)�����)�N�d)���+�����K���K����«x��¨~�o��¨m)®��h«+�i'b§)�~�^�L���f�¡��§)¨~�3>8§�)�+������  �x�0�¡� θ−t

K���¡��«+���K���3��6K���f�:�
�¡��¨~���

s = −t
�x¨

(b)
�^:c�|�?�0��¨3����§)¨t�^�L�x¨m)®h�m�)�X�0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x��:

n<þ«��Á�ù��8ü { ü�¼ � LxÚNQ
A
M�K HTOdLNZ(QFnWH-Z4� R�XYL9Q&Z�nWLx�cXdR�nWH2XdM�KõLTI�O�Q=¶-H�s&LNj�H-Z^R�Q*�

E
v�h,H-KBL

E = X
L

θ : R ×X → X
nWLx�cXdR�nFQ�OdH-Z

θ(t, x) = etAx
v�GAI9INR�K�S

θt : X → X
OdH$nWL�IJLNZ�Z9L�O.Z9LTIJLNXdjrQFnFQ�O,H-Z

θt = etA
v×Öq}w{WuNRI��H7q^IJLNZ^s-Q&Z�°�MdL

θ0 = e0 =
R�n_S�L�nWLTI$nWL�°�MdL

es+t = etAesA
Spj�LNKBHJI�nWLx�cXdR�nWH*M�K

INR�INj�LNK�Q*n&R�Xh|&K2RkuTHBLNK
E
v

�U�f�¡���^�L�x¨m)®����x�f�:ª��0�x® ��«x���7K���)�P����'b§K���+���Z�)�g>8�x�0��)«x� ��®
dx/dt = Ax

:��Z¨ �0���f�¡�x¨~�Ê�)��d/�¨3��«x�
θt�x¨ø���x�¡��®b�Kª����0�����x¨y��§)¨~����'b§K���+���a�)�g>8�x�0��)«x� ��®k�_'b§)�ü4&��§)¨y«+��¨mC�  �×�¡���0� ��®Ä�0�76)�0� X � f : X → E
:

@Z�x�f�¡��«+���0�
X
4��¡��¨~���)�6«x��¨m�q§)¨ «x�7-�f§�Ä�¡�w�&6<�x�f�¡�X�)�q�x�0K���x�  �×�¡���0� ��® E :c1$��)�)�#���0�0��¨� f <�$�)��0�x���)�N�d)���K�H<���

f(x) =
dθt(x)

dt

∣
∣
∣
t=0

;
�8¬�:ÇE&�

���0�0��¨�|K���¡�
x ∈ X

�
f(x)

4o§)¨  �×�¡���3�x¨ E
�]'b§K��®�<�$�)�o�0�x�3��Ä�:�×�¡)�0�×�:���)� «x��¨m� §)¨  �×�¡����:�&�����Ä�¡�A�X«x§)�  � t→ θt(x)

«x��¨
t = 0

:�1$��)�)�����0�0��¨���¡�$�)�w�0���f�¡�x¨~�q�)��d/�¨m��«x�q�Kªw���¡�g���x¨â�X§)¨~�
��'b§K���+���m�)�g>8�x�0��)«x� ��®k�«��ÍZ���0�0«T+���1$¨~��®��&�,C&D7D7ÊF�^:

���L���f�¡��§)¨~��>8���0¨~�3¨~�����Z«x�7  ��)«x���7K��®D�)�#�x�0«x�0�  �+�q�~�0���f�¡�x¨~� �-¬�:ÇE7�^:\1$� θt : X → X
4�§)¨

�0���f�¡�x¨~�m�)��d/�¨m��«x�m�
x ∈ X

�»�0�?�0�
x(t) = θt(x)

�
f : X → E

«x��¨m�~�)�N�d)���K�~�x¨ö�8¬�:ÇE7�^:��cb�:�����
C�$�)�x¨m�����0�x�x�0«x�0�  �+�
�8¬�:ÇE7�7«x��¨m�

ẋ = f(x).
�8¬�: ÉF�

�a�x�0�¡�3>8���0¨~�;�
x(t)

��§
θt(x)

4H�0��®�§)�+���o�)�i�8¬�: ÉF�Z�¡�?�¡����>-�&�x��)�)����«x�7)�)���+���o��)��«x����®
x(0) = x

:
< 6)�0�x�  ��'b§)�X�K�
>8���0¨~�
'b§)�X�x�f�:ª3�0�x)�0�x�0��Ä�:���K�~�H��'b§K���+��� �8¬�: ÉF�^�K�
>8§�)�+��� f K���3�)�x<��)�)�x�¡ª3�)��¡�x¨mC�

t
:��c'b§K�����$�x�Z�)�x�0�0�X�¡��<�H�¡���m«T+K��¨~���K�H�)� L(°�M�Q=¶��JLTI�Q&M�jG�-XYH-K�Q_I :

�Z¨��¡£�)��«x� �0�x®��  �&Ä�¡�i)� �x�f�¡§)�)� �)���0���f�¡�x¨~���H�)��d/�¨m��«x���
4�� �)�×�¡�x�0¨m��K���+��� �)� LTI�O�Q=¶-H�nWLLTINjrQFnWHJI ����§ LTI�O�Q=¶-H�nWLÖ}NQ_IJLTI �)�X�0���f�¡�x¨~�;:Ý�Z¨k�x�0K���x�X�)�0>-���0�x��4Ê§)¨k�x�0K���x�
n
¤'�)��¨m��)�0���7K��®���«x§-�f���

�x�Þ�L���|«x�$���0�)��K���)�����¡���#���|�x�Þ�L���
x1, x2, . . . xn

:c�Z¨â�x�f�:���)��4��0�x)�0�x�0��b�:���)�#«x��¨m�w§)¨âC�7b�¡�w«x��¨
«x�b���0�)��K���K���

x1(t), x2(t), . . . xn(t)
)�x�0�0�H�x�0K���x��:q¬k�  ��®�§)�+���~�¡�x¨m<���¡��®ä�)�x�0�0�H<�7Ä�¡��<�$�)�#�0�x��)�×�¡�x�0¨m��K���K��<�x®��3�0���f�¡�x¨~�H�)�X��'b§K�����b�x�a�)�g>8�x�0��)«x� �������)�X)�0��¨m�x���¡�#���0�)�x¨

dx

dt
= f(x),
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X*

U1U

)D����§)�¡��¬�:gÃ7=V�U�f�:�&6)��®����K���)�6�x¨
x∗

�7)�)�
x = (x1, x2, . . . , xn)

�
f = (f1, f2, . . . , fn)

:�¬a�  ���0� ª  �x�����)�xC��)�)��b�¡�x� xi

�¡���m«^+K��¨~���K���
�)� s-Q&Z^Rx{&s&LNR�IpnWLALTINjrQFnWH :D¬a��>8§�)���$�x�

fi
�)�N�d)�x¨k� u9Q&KAOdH`nWLps&Lw�gH_uNR�nFQFnWL �)�x�0�0���0���f�¡�x¨~�2�Ò ��7Ä�¡�x���0���

C&D7DFC7�^:
�ü+K��¨~�E¤'�0� Z9LNj�Z(Q&j�HBnWL�}NQ_IJLTI ��«x�7-�f§�Ä�¡���)�6«x§)�  �����76L�¡���K���7<�x® �#�  ��®�§)�+���#�¡�x¨m<���¡��®C�)�H�0���f�¡�A¤¨~�H�3K���f�¡�����)�q�¡�$�K��������«x�7)�)�����$�x����)��«x� �?�h�0K���p'b§K�����Z���0>8§�)���$�x�

fi

�¡���3�)�N�d)���K����:
�|�?�0��¨m���w�&�����¡����®���§�)�X�¡�×�¡§)®]�A�?�)���w�0�76)�0�����x�f�:�&6)��®h���K���)�3�)�m�0���f�¡�x¨~���w�)��d/�¨m�h«x���X�)�3�¡�x¨m<�

«x�7Ä�98�b§)��:V�7�7)�0���)�x�0�X§)¨~�H��'b§K���+���m�)�g>8�x�0��)«x� ��®È�K�
>8���0¨~�

ẋ = f(x), f : X → R
n, X ⊂ R

n �&6<�x�f�¡� . �8¬�: Ó7�
1$§)<�7�+K��'b§)�

f
4w�)�w«x® ���0�0�

C1 :0�Z¨ú<�7Ä�¡�
x∗ ∈ X

4w«T+K��¨~���)�m�)�w§)¨ OdH-Xdj�H3nWL2L(°�M�RI���q�Z^RkH
�)�B�8¬�:gÃJDF�7�0�

f(x∗) = 0
:

�Z¨�C�7b�¡� �)�o��'b§)��®g8�6)�0����<�b�)�o�0�x�H«x® ���0�0�g�K«+���)� «x��¨m� LTINjZ{&s&Lw� ��§ R�X;INjZ{&s&Lw� :{�|�x�0�x¨m���H���0�A¤
��§)���6��®���§)¨~�?�a�)�N�d)�����b�x�q�0�x® ��«x���7K���K�������x�f�:�&6)��®����K���)�w�)���6<�7Ä�¡���q�)����'b§)��®�8�6)�0���m�)�H§)¨��0���f�¡�x¨~�
�)��d/�¨m�h«x�H�)�w��«x���0�)�3«x��¨ ���Ä��)§�)�  :
l3��¨Ý½`ÿ�¾7¿)ü { ü�¼ � LxÚNQ

x∗ ∈ X
M�K OdH-Xdj�HBnWL2L(°�M�RI���q�Z^RkHBnFQ3L(°�M�Q=¶_aWHBn&R }�LNZ9LNXYuNR�Q*�

ẋ = f(x),

H-X.nWL
f : X → E � nWL�uw�gQ_ITIJL C1

SüL
X ∈ E

QFq^LNZ^j�H7v9�üXdjraWHJS
x∗ � M�K OdH-Xdj�H�nWL�L(°�M�RI���q�Z^RkH�LTINjZ{&s&Lw�IJL�O�Q&Z(Q3j�H$nFQ3sJRgf�R�X;m�Q&X÷¶_Q

U
nWL
x∗
LNK

X
LEµ7R�INj�L
M�K�Q3sJRgf�R�X;m�Q&X÷¶_Q

U1

nWL
x∗
LNK

U
SPjrQ*��°�MdL2j�H$nFQ

IJH�� MS¶_aWH
x(t)

SPuTH-K
x(0) ∈ U1

SPLTINjZ{*nWLx�cXdR�nFQ3L2uTH-Xdj�R�nFQ3LNK
U
v�úØ,LxÚNQ*Q Ó RgU&M�Z(Q
G�v�-Fv û

l3��¨Ý½`ÿ�¾7¿)ü { ü�À � L
U1

OdH$nWLNZBIJLNZ LTIJuTH�� m�R�nWH�nWL�}�H-Z^K�QM°�MdLTS�Q*� � K nFQ_I
O.Z9HTO.Z^RkL9nFQFnWLTInWLTIJuNZ^R�jrQ_I
X.Q t Lx�cXdR¹¶_aWHBG�v�-_S

x(t) → x∗
S"°�M�Q&X.nWH

t → ∞
S�LNX�j�aWH

x∗ � uTm�Q&K�QFnWH nWL\O,H-Xdj�H nWLiL(°�M�RI���q�Z^RkHQ_ITINR�Xdj�H-j�Rku9Q&KBLNXdj�L�LTINjZ{&s&Lw�gv�úØ,LxÚNQ3Q%�ªU&M�Z(Q2G�v)(�v û
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X*

U1U

)D����§)�¡��¬�:ÇC�=��U�f�:�&6)��®����K���)�6¬a�0�0��b�¡£��¡��«+���x¨
x∗

X*

U

)D����§)�¡��¬�: Ê;=c��)�f�:�&6)��®����K���)�6�x¨
x∗

l3��¨Ý½`ÿ�¾7¿)ü { ü�Ï�Ù KæOdH-Xdj�H\nWL�L(°�M�RI���q�Z^RkH
x∗
°�MdL0X.aWH � LTINjZ{&s&Lw� � uTm�Q&K�QFnFQ\nWLªOdH-Xdj�H`nWLpL(°�M�RI���q�Z^RkHR�X;INjZ{&s&Lw�gv t LK}�H-Z^K�Q
UWLNZ(Q*� S0LEµ7R�INj�L`M�K�Q�sJRgf�R�X;m�Q&X÷¶_Q

U
nWL
x∗
jrQ*� °�MdL0O�Q&Z(Q�j�H$nFQ�sJRgf�R�X;m�Q&X÷¶_Q

U1

nWL
x∗
LNK

U
S�LEµ7R�INj�L�OdLw��HBKBLNXYHJI�M�K�QBIJH�� MS¶_aWH

x(t)
R�XdRkuNR�Q&X.nWHiLNK

x(0) ∈ U1

SpQ�°�M�Q*�ªX.aWH`OdLNZ^j�LNXYuTL
R�Xdj�LNR�Z(Q&KBLNXdj�L�Q

U
v úØdLxÚNQ3Q%�ªU&M�Z9Q
G�vI&Wv û

�Z¨úC�7b�¡�m�)�w��'b§)��®�8�6)�0�h�H�)�w§)¨ú�0���f�¡�x¨~�3�)��d/�¨m�h«x�3<�b�)�w�0�x�a�x�f�:ª  �x®`¨~���pK���~���0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��Ä�:��x�f�:ª  �x®k:��U¨��^�L�x¨m)®����)���f�¡�i4m�o��'b§K���+����®���)�+���
x′ = Ax

�ä�7)�)�
A
�¡�x¨���§L�¡�  ��®����6��¨~�&���gKª��0�h�)§)�0���)«x��¨t<�7Ä�¡�m�)�X��'b§)��®�8�6)�0�h�

x = 0
:

�Z¨t�¡�x���0�x¨~�H��¨m<���f�:�&Ä�¡�q�0�x® ��«x���7K���)���3«x® ���0�0�g�K«+���+���m�)�m<�7Ä�¡�m�)�w��'b§)��®�8�6)�0�h�2'b§K�&Ä�:�~�3�0§K�
�x�f�:�&6)��®����K���)��4X�K���)�m�H�0����§)����:
uV�büCþ_��Á�� { ü�¼ � LxÚNQ

X ⊂ E
M�K QFq^LNZ^j�HJSüL

f : X → E
uTH-Xdj�R�XdM�Q&KBLNXdj�L�n&R }�LNZ9LNXYuNRx{&s&Lw�gv � MJOdH-X;m�Q

f(x∗) = 0
L
x∗
M�KµOdH-Xdj�H*nWL
L(°�M�RI���q�Z^RkH*LTINjZ{&s&Lw�ªnFQ3L(°�M�Q=¶_aWH

ẋ = f(x).

�üXdjraWH�XYLNX;m�M�K¦Q&M�j�H�s-Q*��H-Z�nWL
Jf

∣
∣
x∗

j?LNKµO�Q&Z^j�L�Z9L9Q*�;OdHJINR�j�R�s-QFv
�a���x�x¨m����'b§)��§)¨�<�7Ä�¡���)����'b§)��®�8g6)�¡�h�4 m�R OdLNZ�q�Û�� RkuTH �0�

Jf
∣
∣
x∗

K����<���0�0§)����§L�¡�  ��®����w«x��¨K���f�¡�q�0�+��®«b§)® �;:
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�Z¨~�m��§L�¡�¡��>8���0¨~�3�)�#«x® ���0�0�g�K«+���0¨m�������a<�7Ä�¡���a�)�#��'b§)��®�8�6)�0�h��4#�?�¡�¡�  4x�a�K� }TM�Xy¶��_LTI
nWL�e�R�Q*ùO.M�XYH-s :� ������Ê�)�×�:��®�+)�x��C�$�)�x¨t�0�x�Z��)«x�7Ä�¡�¡���)�����x¨© ��7b�¡�x���0�"�kC&D7DFC7����ÍZ���0�0«T+���1$¨~��®����kC&D7D7ÊF�^:
��:Ð �:7¦q�0�76)¨~�&����x¨ßÃJÓFØ&Ó;����¢ª:VÍa���f�¡¨~�& �x¨ßÃJÓ7Ü7Ê;��)�0�  ���¡��¨!��)�)�x<��)�)��Ä�¡�x¨m��Ä�¡�"'b§)�&�

K�  ���x���+K�&)�+���)�o§)¨�C�7b�¡� �)����'b§)��®�8�6)�0���"+)��C�x�(6<£�®���«x���D§)¨��0���f�¡�x¨~�"K��� ®���)�+���#�)���)��¨m��)�¡���
n
��)�0�x�0��b�:��§)¨�«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�'b§K��®��h�:�?�¡�  ��¨m�Nb�¡�3��'b§)�  ��®���b�¡�~�����0���f�¡�x¨~��®���)�+���q«x���0�0�x�0<�7$¤�)��Ä�¡�&: < �¡�x���0�x¨~�m�)�2Ía���f�¡¨~�&$¤f¦q�f�76)¨~�-�Ä���¡�&b�¡�w§)¨~�m��'b§)�  ��®���)«x� �3�¡��<��®�£7���h«+�3���(6)�h�:��®���b�¡�0����a�0�×�¡�¡�?�¡���a�)��>-���0�x�6�)���0���f�¡�x¨~�m�)��d/�¨m��«x��K����®���)�+�������)�~�0�x�0<�x«×�¡�  �o�0���f�¡�x¨~�~®���)�+�?�¡�g�+���)���C�x¨�¡���()�X�)�X<�7Ä�¡�X�)����'b§)��®�8�6)�0�h��:Ý1$���XC�7b�¡�X�)����'b§)��®�8�6)�0�h��4pK���?¤�+)��<�×�96C£�®��h«x������§3�0�?�0�;�b�0�p+KªX��®���§)¨

��§L�¡�  ��®����6«x��¨íK���f�¡�3�0�+��®Ý$§)® ������b�:�����o®���)�+���0���x���+���3K����<�x�0¨m�h�¡��)�0�x�)���x�x�w�o�x�f�:�&6)��®����K���)�#�)�
�0���f�¡�x¨~�2K���3®���)�+���`�Ò ��7Ä�¡�x���0���,C&D7DFC7�^:

���d xü"l�ÿ� $¢�þ_�F¸Sü
1$§)<�7�+K�w�&�����¡�`'b§)�

T = Z
�b��§m�0�?�0�;�$�x�f�:��¨m���U�¡�¡�&6K��®�+K�&)�)�X«x��¨ �0���f�¡�x¨~���|�0�x)�0�x�0��b�:���)���7�x¨

�¡�x�0¨m���U�)����'b§K�����b�x�7�)�Ê�¡�x¨mC�X�)���0«x�0�×�¡��: < §)�0�w�)����'b§K�����$�x���)�x�0�0���¡��<�\4Z���)��'b§K���)��'b§K�&)�)�X�:�����
���¡�&)�)���+���|�0£#C�$�)�x¨  ���0� ���U�x¨â�)�×�¡�x�0¨m��K���)�X��)�f�:�&Ä�¡�x���b�0����§)® ���0¨m��Ä�¡�Ê�x�0K���+���)����:V�Z¨ �^�L�x¨m)®��«x® ª��0�0��«x�o�¡�������X��)®���«+���+���B�dK�&)«x�x���¡�o«x§-�f���X�0��)�)��¨m��Ä�¡���q�¡����«x�0�x�)�h�:���)���q�0��¨m��Ä�¡�3§)¨~�  ���m<���¨��x��:

¦q�x�¡��®�¨m��Ä�¡�&�74Ê¨~�����ª>-ª�«x��®L�0��®�§)«x���7K���ö�0���f�¡�x¨~���ö�)���¡�x¨m<�q�)���0«x�0�×�¡�X�)�`'b§)�Ê�0���f�¡�x¨~���U�)���¡�x¨m<�
«x�7Ä�98�b§)����<��������<�$�)�x¨m���3�0�x�0��®  �x�3� )�0��¨m�x���0� «+���0� «+��®�«x§)® �&)�)� �0��¨~�?�3��)�0�b�)§L�¡�����7���'b§K�&b�¡�'b§)�����H�0����§�)�)���3�¡��� �0�x�0��®  ���)���3�?�¡�¡�  4x�H�)����Ä�¡�����¡�������U§)¨~����<�x�¡���+��� ¨~�?�¡�x¨~ª?�¡�h«+�"6<�x¨!¨~�����
«x��¨m)®��h«+���K�;:

¬ �  ��®�§)�+���3�)�m�0���f�¡�x¨~�H�)�q�¡�x¨mC�3�)���0«x�0�×�¡��4X�K���)�3<�x® �H�0����§)��Ä�¡�X�0�x® ���+���
xt+1 = f(xt).

�8¬�:gÃJDF�
�7)�)�

xt+1
4~�  ���0� ª  �x®ö�)�m�x�f�:���)�)���¡�x¨m<� t + 1

�
f : R → R

43§)¨~�*>8§�)�+�����)�m«x® ���0�0�
C1 :¢`�$�)�x¨m���U�)�×�¡�x�0¨m��K���ö§)¨~�6£��(6)�h�:���8��§��:�¡�_�f�×�¡£��0� �F�`�qK���f�¡���ö�)�Ê§)¨~�6�0��'�©���)«+� �q�)��<�7Ä�¡���c���x�¡���)���

C�x® �H�0§)«x�x�0�¡�  �~��)®���«+���+���H�)� f �K�K���)�3§)¨~�H«x�7)�)���+���3��)��«x� ��® x0
:

¬a��)�K�`)�x�f�¡�6��.��)�)��«×��>-��® �?�¡�×¨m���U�K�w�)�×�¡�x�0¨m��K���+���X�)����<�7Ä�¡�����)�Z��'b§)��®�8�6)�0���q�)�Z§)¨â�0���f�¡�x¨~�
�)��d/�¨m�h«x�Z�)���¡�x¨m<�a«x�7Ä�98�b§)�a�7�)���0«x�0�×�¡��:D¬��K¨ �)�����)� �&Ä�:���0¨m���ä�x�f�¡���¡�x¨~�;��C�$�)�x¨m���`�)�×�¡�x�0¨m��K���
§)¨ C�7b�¡�H�)�q�N'b§)��®�8�6)�0�����

x∗
�)�)�H�0���f�¡�x¨~���)���0«x�0�×�¡�H�K���)�H<���`�8¬�:gÃJDF����¨m<�7)�)���H�0����§)��Ä�¡�6�0�x® ���+���

x∗ = f(x∗). �§)�h�:���  ���x�x�`4H��¨m<���0�(8  �x®D�76L�¡�x�q�0��®�§)���$�x�X�&K��®�8h�¡�h«+���a�^�)�?�:���q�)�H��'b§K�����$�x�X�)�g>8�x�0��)«x� ������K���®���)�+���0�x��:X¢`���(4x¨�»�0�76 �)�×�¡�x�0¨m��K���K���a«x�7)�)�����$�x���È§)¨��0���f�¡�x¨~�*K����®���)�+���Z<�$�)���0�x�X��)�0�$�L��¨~���)���
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�x¨ �¡���()���)��§)¨y<�7Ä�¡�Z�)����'b§)��®�8g6)�¡�h���S<���ä§)¨ �0���f�:�×¨~��®���)�+���V���`�×���0�x¨~�Z�)�VÍa���f�¡¨~�&$¤f¦q�0�76)¨m��¨B�^�
�Ò ��7Ä�¡�x���0���,C&D7DFC7�^:Ý�D��®�)�0�$«x�x�)��¨m��Ä�¡��4X«x�7�+)�x«x���)�3«x��¨m� � R�XYL9Q&Z^RgfJQ=¶_aWH :

� à/.Rà.á � å&æ<ñ�õKãOåFÚéõ43 5 ë ñ"�,=�óSõ ; å 7 å&ì<õFì<ñ�� ëRçéõ 7 ì<ñ"	 ð  �ëFæ,óSë ì<ñ �,021<å 7 è ; ãOå.ë
@Z�x�f�:���0�x�+���Z�¡�¡�?�:���0�x¨m���È�K���x�f�:�&6)��®����K���)�ö�)�|§)¨ <�7Ä�¡�Z�)�|��'b§)��®�8�6)�0�h�Ê�)�|§)¨ �0���f�¡�x¨~�Ê�)��d/�¨m�h«x�

�)�q�¡�x¨mC�m�)���0«x�0�×�¡��:V�7�7)�0���)�x�0�X�m�0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x��8¬�:gÃJDF�^:
¢D���¡� §)¨~� �N'b§K���+��� �)���¡�x¨mC� �)���0«x�0�×�¡�"�)�����0�)�x¨

n
��� <�7Ä�¡�"��'b§)��®�8�6)�0�h�

x∗
4�«+��®�«x§)® ���)�

��¨mC�7)�)�2'b§)�&=

xt+n = xt+n−1 = . . . = xt+1 = f(xt) = x∗.¬a�6�0��®�§)���b�x�6�)�#��'b§)��®�8�6)�0���3�)���0���f�¡�x¨~�m�0���f�¡�x¨~�m�)���0«x�0�×�¡���K��>8���0¨~� �8¬�:gÃJDF�Ê�¡�������  ��®����0�x� x∗�:������'b§)�
f(x∗) = x∗

:¬í�x�f�:�&6)��®����K���)���)�
x∗
4��x�f�¡§)�K���K� �&K��®����¡�&)�)� � «x��¨mC���f�:��¨m��b�¡� �K���

�0§)«x�x�0�0�  ���3�h�¡�x�¡�����b�x�2'b§)�oK���f�¡�x¨��)�o§)¨�<�7Ä�¡�
xk

®��b«+��®��g�+���)� b§)¨~�  ���x���+K�&)�+���)� x∗ :�1$����0��'�©���)«x� ���)�#C�7b�¡���Z�76L�¡���K�~��)�0�$�L��¨~�E¤'�0�X�)�
x∗
�<��Ä�:�����x�0�0��<�7Ä�¡�B4����0�0��b�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�X�x�f�:ª  �x®�s�0�w�H�0��'�©���)«+� �3�0�w�->-���f�:�;�

x∗
4X��)�f�:ª  �x®k:1$�?�0�

xk
§)¨t<�7Ä�¡��b§)¨~�  ���x���+K�&)�+�H�)� x∗ �)���f�¡��4&=

xt = x∗ + σt

«x��¨
|σt| = |xt − x∗| ≪ 1

:ü1$�X�3<�7Ä�¡�
xt+1

=

xt+1 = f(xt) = f(x∗ + σt)�x�f�:ª�¨~�����w)�0£$�L��¨m���)�
x∗
�ö��b�:���

x∗
4o���0�0��Ä�:�?�:�h«+��¨m��b�¡�m�x�f�:ª  �x®�s��0���x�f�:ª�¨~�����#�->-���f�:���)��� x∗ 4��)�f�:ª  �x®k: < C�7Ä�:� xt+1

C�$�)�X�0�x���x�0«x�0�h�¡�m«x��¨m��=

xt+1 = x∗ + σt+1.�a�x�0�¡�w¨~�&)�x���¡�;�Ä�X�x�f�:�&6)��®����K���)���)�
x∗
4��)�×�¡�x�0¨m��K���K�q«x��¨mK�?�:�-)�)�?¤'�0�Z�q�)���f�T/&)«x� �

|σt+1|
«x��¨

�H�)���f�T/&)«x� �
|σt|
:V1$�

|σt+1| < |σt|
�
x∗
4X���0�0��b�¡���¡��«+��¨m��Ä�¡�6�x�f�:ª  �x®�sK�0� |σt+1| > |σt|

�K��)�f�:ª  �x®k:1$§)<�7)�)�\'b§)���6�)���f�T/&)«x� �
|σt|

�0�?�0�6<��'b§)��K�;:����LK�&)�)��)�)�
f(xt)

�x¨ �¡���()�q�)�
x∗
�����¡��¨~�&)�)�

��C��K���a�?�94q�3�¡�x�0¨m�H®���)�+�����)�x�0�¡�m�^�LK�&)�¡�����K�76L�94x¨H¤'�0�&=

f(xt) = f(x∗ + σt) w f(x∗) +
df

dx

∣
∣
x=x∗

σt + O(σt)
2.
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���  �&)�)���x¨�«x�7)�0���)�x�¡���+���i'b§)�
f(xt) = xj+1 = x∗ + σt+1

�ä�o�^�L)�0�x�0�¡�����&b�¡�x�0�����6C�$�)�3�0�x�
�0��¨m)®��Þ�K«+���K��K���¡�;=

σj+1 = λσt�7)�)�
λ
4X�K���)�3<����=

λ =
df

dx

∣
∣
x=x∗¢`���f�:�&b�¡���

|σt+1| < |σt|
��¨m)®h�h«+�

−1 < λ < 1
�$��'b§)�a«x���0�0�x�0<�7)�)���w�x�f�:�&6)��®����K���)�Z���0�0��Ä�¡£��¡��«+�;:

¬AK��®��7�Ä��¨3��b�¡�&�
|σt+1| > |σt|

��¨m)®h��«x�
λ > 1

�
λ < −1

�K��'b§)�w«x���0�0�x�0<�7)�)���H��)�f�:�&6)��®��h�K���)�&:
1$�

λ = +1
��§

λ = −1
���

f
§)¨~� >8§�)�+���]K��� ®���)�+�����|��Ä�:����K��� �0��<�$�)���)�×�¡�x�0¨m��K���H�

�x�f�:�&6)��®����K���)�q�)�
x∗
<���Z�x�0�0�#¨�4×�¡�$�)��:Ê¢D���¡�m�0�x�0��®  �x�Z§)¨©)�0�76)®��x¨~�H�)�x�0�0�#�¡��<���K<�b�)�A¤'�0�#§L�¡��®��g�+���

� K � j�H$nWHBn&R�Z9LNj�H*nWL�e Þ7Q^O.M�XYH-s ��§�� j�LTH-Z^R�Q3nFQ�s-Q&Z^RkL9nWQFnWL�uTLNXdj�Z(Q*� ���Ò ��7Ä�¡�x���0���,C&D7DFC7�^:�a��>8���0¨~�����x�¡��®k�<�x¨�§)¨©�0���f�¡�x¨~�m®���)�+�����C�*%�)��«x��C�7b�¡���;�L�
x∗
4����0�0��Ä�¡���¡��«+��¨m��b�¡�X�x�f�:ª  �x®'b§K�&)�)�a�Z¨m£b�)§)®����)�a��§L�¡�  ��®������0�x® ��«x���7K���)�Z�����0���f�¡�x¨~���)��d/�¨m��«x�P4�¨m��)����'b§)��Ã7:Ý1$���a��§L�¡�  ��®�����¡�x¨ú¨m£b�)§)®��3¨~�������0'b§)�BÃ7�K�~C�7b�¡�m�)�w��'b§)��®�8�6)�0�h��4X��)�f�:ª  �x®k:�¢D���¡�3�0���f�¡�x¨~���pK���~®���)�+���0�x�P6K���f�:���)®���«+���7�2�`�x���0�x¨~���)��Ía���f�¡¨~�&$¤f¦q�f�76)¨~�-��«�Ò ��7Ä�¡�x���0���dC&D7DFC7�^:�����¨m���ü>8���0¨~��®��g�+���|�:��®È�0�x�0§)®h�:���)�

C�x® �H)�0��<���0���+���3�X�H�¡�x���0�x¨~�3�H�0����§)����:
�wþEü,ùUü. +ÿ�¾7¿)ü { ü�¼�Û INR�INj�LNK�Q*n&R�Xh|&K2RkuTH

xt+1 = f(xt) � ��HJu9Q*� KBLNXdj�L
LTINjZ{&s&Lw�ªLNK j�H-Z^XYH*nWH\OdH-Xdj�HnWL
L(°�M�RI���q�Z^RkH
x∗
IJLTS0L\IJH-KBLNXdj�L�IJL

∣
∣
∣
dxt+1

dxt

∣
∣
x∗

∣
∣
∣ < 1

uV�büCþ_��Á�� { ü�ÀÑý uü�büCþ_��Á�� ý�����)þJ¸_Á��d½�¡¨]oþEü,â�Á��d½�ÿ Û uTH-K�OdH-Z^jrQ&KBLNXdj�H�nWL`M�KåINR�INj�LNK�QBn&RIù
Xh|&K2RkuTH�X.aWH � R�XYL9Q&Z\nFQR}�H-Z^K�Q

xt+1 = f(xt)
LNKåM�K�Q2sJRgf�R�X;m�Q&X÷¶_Q�nWL�M�K OdH-Xdj�H�nWL�L(°�M�RI���q�Z^RkH

x∗ �j�HTOdH���H9U&Rku9Q&KBLNXdj�L2L(°�M�R�s-Q*��LNXdj�L2QWHiuTH-KAOdH-Z^jrQ&KBLNXdj�L
nWL
M�K INR�INj�LNK�Q � R�XYL9Q&Z
xt+1 = f ′(x∗)xt

SpnWLTI$nWL°�MdL
|f ′(x∗)| 6= 1

v
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l �m�i´·n���joqpµ· �µ· � Üq�i·n�ô· ��� ÿ �G� ´��k� �k�

� ��� ß Ø ×oÝAáäã×ó�Ýxã+ð�èwÛoÙXõ�Ü ÙôØÝV�áäÙmÛoÙ�ÛoÜÞ� è�´XõöèwîÜ´wÜ
����¨m������Ä�¡�0�$�)§��x���m�"¨�4×�¡�$�)�"�)�{�ä�&���¡�&�����K���¡� �0�x�0��®�§)�+���"�)��)�0�76)®��x¨~�����)�����¡��¨m�g�+���+���

K���?¤'®��g)�+����:Ý�U�f�¡�a¨�4×�¡�b�)��4Z§L�¡��®��g�+���)�XK���¡�w�0�x�0��®  �x�7)�0�76)®��x¨~���|�)�Z���¡��¨m�g�+���+���X«x��¨��0�x�f�¡�0�����b�x�7�)�����§K��®��K���)�6�)�H�¡��<�

max f(x)
���A:gÃ_�

�0§-�f�x�h�¡�m�
g(x) = 0, x ∈ R

n.
���A:ÇC7�

�7)�)�
f : R

n → R
4#§)¨~�2>8§�)�+���*K���~®���)�+�����

g : R
n → R

4��m�0�x�f�¡�0���+���~�)��)�0�76)®��x¨~�;:0����¨m���
)�����0�x�f�¡�0��������Ê�&'b§)�ä�

x ∈ R
2 �)��§��0�?�0� x = (x1, x2)

′
�
x1, x2 ∈ R

:
v�½.¸J�bþ_ù`þ_�F¸J�d¾7¿)ü��,�bü.Á�÷F¸Sþ?ÿ�¢7� ýäü�ù`þEü,â�����Á��
¬AÄ�¡�x�Ê�)�a�^�L)®���«+���7���f§)�f�¡�g�K«+���7��¨�4×�¡�b�)���)���ä�&���¡�&����&�  ��¨m���V>-�&�x�x�7§)¨~�w<��'b§)��K�H��Ä�¡�x�0)�0�A¤�:���+�������x��¨�4A�:�0��«x�H�)�~)�0�76)®��×¨~�H�)�x�0«x�0�h�¡�~C�x® ������'b§K�����$�x�2���A:gÃ_���*���A:ÇC7�^:0�7�7)�0���)�x�0�#�3�0§)<�x��>�8�«x���

�¡�0���)��¨3��)�0���7K��®

z = f(x1, x2).
�k�A: Ê7�

< 6)�0�x�  ��'b§)�&�È«x��¨í�o��§)�(��)«x� �~�K���0�x�f�¡�0���+���]���A:ÇC7�ZC�$�)�x¨m���6C�x�0«x���0�0�x�q®��  �0�x¨m��Ä�¡���~�0§)<�x�¥¤>�8�«x���X�-�K¨ú�)�w�)�×�¡�x�0¨m��K���Z��®���§)¨ <�7Ä�¡�~�x�f�:��«x���7Kª��0�����)�wK���f�¡��«x§)® ���0¨m��Ä�¡�&�K� !×¨~�������J!a�)�x®��x���  �?�0��")D����§)�¡�"�A:gÃ7:�¢`���#��§L�¡�0��® ���)���D�0����¨mC���0¨m���w���0�x�f�:�0���x��� ���A:ÇC7�X����)�0�76)®��x¨~�;�`�x�f�:���0�x¨m���#�0�x�¥¤
�¡�0�������)�)���3)���0�0��¨m�  ��¨m��Ä�¡�3��§)¨í«x�x�f�¡��«+��¨m���+)�o�)��Ä�¡�0���)�x�f�:�o�¡§)C�x��>�8�«x���&:
�U�f�¡�3«+��¨m���+)�*4

Ó7É
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�)�N�d)���)�H«x��¨m�H����Ä�¡�x�0�0�x«x�+���3�K���0§)<�x��>�8�«x�����8��'b§K���+������A: ÊF�(��«x��¨t�#�0�x�f�¡�0���+����8§)¨~�#«x§)�  �;��)�x�f�¡�«+���0�W���)�N�d)���K�H<�x® �H��'b§K���x���{���A:ÇC7�^:

)D����§)�¡�2�A:gÃ7=,X���+O#(-ZH\[> (6>#2$&#('d-&#!$7)7-76>����

)D����§)�¡�2�A:ÇC�=,X���+O#(-ZH\[> (6>#2 !�'L-&#!$7)7-76>����
< ¨~�������  ��®����w�)� f K���¡����)�0�76)®��x¨~���)�N�d)���)��<�x® ���#��'b§K�?���$�x����A:gÃ_�X�{���A:ÇC7�^�Ý4~��¨~���h��� ��®����q��®�«+�&)�+���)���0�76)�0�H��«+��¨3���+)�o�)�×�¡�x�0¨m�gK���)���8<�7Ä�¡� B �^�È�2K���342)�x«x�x�0�¡���0� ��¨m��Ä�¡�H��¨~�?����� ��®����Ê�K�H�0§)<�x��>�8�«x�������A: ÊF�`�8C�7b�¡� B0

�^:c�|�?�0�3��)D����§)�¡�2�A:gÃ7:
¬��K¨��)�6§)¨~�w¨m�x®�+)���|�0�x)�0�x�0��Ä�:���+�������x��¨�4×�¡�0��«+�w�)��)�0�76)®��×¨~�;�  ��¨m���7)�0�-�f�×�:���7�#�0§)<�x��>�8�«x������A: ÊF�a�0�76)�0�m�o)® �&)�

(x1, x2)
�?�¡�¡�  4x�X�)���X¨~��K���q�K���q�0§K���w«x§)�0�¡���X�)���8  �x®��8��§ «x�7Ä�¡���()���T�^:H¬�0�x�f�¡�0���+���43�0�76)�0�x<���f�:��«x��¨m����«x§)�  �)�x�f�¡�m)® �&)���76L�¡���K�o<�x® ���0�x® ���+��� g(x1, x2) = 0

:��|�?�0���
)D����§)�¡�2�A:ÇC�:

< <�7Ä�¡�
B
�L��<�7Ä�¡��¨~�����7��®h�¡�#�0�76)�0�6��«+��¨m���+)����46§)¨��^�L�x¨m)®����)�6§)¨ OdH-Xdj�HBLTINjrQWuNRkH-Xh{&Z^RkH

Z9LTINj�Z^R�j�H �`�)�N�d)���)��«x��¨m����C�7b�¡�)�"'b§K��®|§)¨�«x§)�  ���)�B�8  �x®|�)� f �¡�b«+����«x§)�  ���)�~�0�x�f�¡�0���+����:�Z¨ <�7Ä�¡�H�x�f�:��«x���7Kª?�¡�h�
K���
4\)�×«x�x�0�:���0� ��¨m��Ä�¡�6§)¨ C�7b�¡���)�q¨~ª_�L��¨3�#�)�H)�0�76)®��x¨~�;�$C������C�$�)�
�0�x��§)¨t<�7Ä�¡�3�)�X¨�8�)��¨3���)D����§)�¡�
�A: ÊF����§�����)�K�H§)¨tC�7b�¡�3�)�X��[pK�^�)���"��)D����§)�¡�2�A: ÆW�^:
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)D����§)�¡�2�A: Ê;=K^����)&"��#@'9[���6�'�

)D����§)�¡�2�A: Æ�=K^����)&"��#@6��=`�# 0 ��
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�|�?�0��¨m�����&�����¡�3�H«x�7)�f�¡�0§)�+���m�)�3¨�4×�¡�$�)�3�)���ä�&���¡�&����qK���¡�H�x�f�¡�w)�0�76)®��x¨~�;:
j�iø÷F¸Sü�ýäü ýäü"i ºª��¸Eÿ�ù��-ÿ�¢7�KýäüCþ~ý���p����Cþ_�d½��,�
�7�7)�0���)�x�¡�&)�)� ���3�0�x�0§)®h�:���)���3�)��«+ª�®�«x§)®�� �)�g>8�x�0��)«x� ��®�K���¡�{>8§�)���$�x�m�)���)§K�?�  ���0� ª  �x���3«x��¨�0�x® ���+���B���Z�)�x�0�  ���K���Z�)���0�x«x���7K�����Ê�K�m�0§)<�x��>�8�«x��� z = f(x1, x2)

�C�#�¡�&6C��)�)�*'b§)�#�B���¡���)����Ä�¡�w�)�
fb§)¨t<�7Ä�¡�m�×�0�:��«×���7Kª��0����4\$§)®���-¢U��b�¡�H�# ����(�Ä���)���,C&D7D7DF�^�)�76L�¡�x¨m�����H�0����§)��b�¡�X�0�x® �?�+����=

tan θ = −
∂f

∂x1

/ ∂f

∂x2

,
���A: ÆW�

�7)�)�
θ
43�"/&���§)®����)�N�d)���)�K�)D����§)�¡�i�A:ÇØ�:*1$�m«x�7)�0���)�x�¡���0¨m���q��«+��¨m���+)���)�m�0�x�f�¡�0���+����«x��¨m�

§)¨~�H«×§)�  �3�0���8  �x®��)�X§)¨~���0§)<�x��>�8�«x���q�K�2>8���0¨~�

w = g(x1, x2)��Ä�:�����K�)�\>8���0¨~�H�&Kª�®��7�Ä�#«x��¨m�2>8�x�h�¡�H«x��¨
f
�)�¡�x¨m���

tanφ = −
∂g

∂x1

/ ∂g

∂x2

,
���A:ÇØ7�

�7)�)�
φ
4��A/&���§)®����)�N�d)���)�AK��)D����§)�¡�p�A: Ü;:Ý1$���0§)<���0¨m����'b§)�7�Z«+��¨m���+)���)���0�x�f�¡�0���+���

g(x1, x2) =

0
�¡��'b§)�X�x¨t§)¨~�H«x§)�  �m�)�`�8  �x®��)� z = f(x1, x2)

�)�76L�¡�x�0�x¨m���Z�H�0����§)��Ä�¡�X����§K��®��K���)�

)D����§)�¡�2�A:ÇØ�=Ka,��c5���>4+���-.�99c5-.���=6>#(��)&#%��#
f
����'L+O���)&�#!$7).�� (6>���A�-76> C

−
∂f

∂x1

/ ∂f

∂x2

= −
∂g

∂x1

/ ∂g

∂x2

.
���A: ÜF�

�U�f�:� «x�7)�)���+�������f§�Ä�:��¨m��Ä�¡�o«x��¨!���0�x)�0�x�0��b�:���K� C�x® ����'b§K���+��� ���A:ÇC7��)���
>8���()�x«x�o��§L�¡�¡���
�)§K���#�0�x® �����$�x�wK���¡����)�0�76)®��x¨~���)�~�)�×�¡�x�0¨m��K���+�����)��<�7Ä�¡���x�f�:��«x���7Kª��0����:�¢ö���¡��«T+)���Ä���0¨m�����



5 ¢8£ß� ® /��.*-,�Â<��,>9×=Ä2)1EFZ4q1 ® RE*'1b2)1m2)46B`=E�ÄF:=?&L�L4 ÃJDFC

)D����§)�¡�2�A: Ü;=Ka,��c5���>9+���-.�94c5-.���=6>#(�*)&#%��#
g
����'L+O���)&�#!$7).�� (6>���A�-76> C

�x�0�¡���|��§L�¡�¡���U�)§K���U�0�x® �����$�x���7>-���0�x¨m���U��®���§)¨~���D�¡�h¨m)®��x�ö¨~�&)��)§)® �����b�x�ö�0�76)�0�Z�6��'b§K���+���*���A: ÜF�^: < �
K���0�0�����)�x�f�:�m¨~�&)��)§)®����+�����¡�N��§)�x¨©�&6K���Þ�L��:

Ã7:�5��+���0�¡�&����w�H��'b§K���+��� ���A: ÜF�7K���¡�H�76L�¡�x�0¨m���
∂f/∂x1

∂g/∂x1

=
∂f/∂x2

∂g/∂x2

.

C�:V�7��¨mK���0�q«+���K�H§)¨ �)���Ê® ���)��������'b§K���+���m��)«x�7Ä�¡�¡���K�2)�3K���0�0�Ãw��§)¨tK���9/�¨m�×�¡�0�H����)�K�
��)�)�×�¡�x�0¨m��K���)�

∂f/∂x1

∂g/∂x1

= λ,

∂f/∂x2

∂g/∂x2

= λ.

Ê;:�5��+���0�¡�&����X���Ê�0�x�0§)®h�:���)�����76L�¡���)���Ê�x¨¦C

∂f/∂x1 − λ∂g/∂x1 = 0,
���A:ÇE7�

∂f/∂x2 − λ∂g/∂x2 = 0.
���A: ÉF�

Æ�:|�a�N�dK�~�
>8§�)�+���
L
�K�3�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�

L = f(x1, x2) − λg(x1, x2),��Ä�:���~���Ê��'b§K�����$�x�
���A:ÇE7�7�B���A: ÉF��C�$�)�x¨t�0�x�Z�0�x�x�0«x�0�h�:����«x��¨m�

∂L/∂x1 = 0,
���A: ÓF�

∂L/∂x2 = 0.
���A:gÃJDF�
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�U�f�:�����)§K������'b§K�����$�x���_�f§�Ä�:��¨m��b�¡��«x��¨â�w��'b§K���x���3���A:ÇC7�Ý>8���0¨~�?¨ §)¨ «x�7-�f§�b�¡�w�)�Z��'b§K�����$�x�
K���¡���)�×�¡�x�0¨m��K���a���q<�7Ä�¡���q�x�f�:��«x���7Kª?�¡�h���)��)�0�76)®��x¨~�;:X¬ >8§�)�+���

L
4H«T+K��¨~���K���)� }TM�X÷¶_aWHnWL

e«QJU&Z(Q&X�UWL �
λ
4H� K2M��ÇjkR Oh� Rku9QFnWH-Z2nWL�e«QJU&Z9Q&X�UWL �3���q��'b§K�����$�x�B���A: ÓF�Z����A:gÃJDF�a�¡������� L(°�M�Q=¶��JLTI�nWL

e«QJU&Z(Q&X�UWL :
�U�f�¡�#�0�x�0§)®h�:���)�~<�b�)�#�0�x��>-�?«x��®�¨m��Ä�¡�X�^�LK�&)�)���)�~K���¡��>8§�)���b�x�6�)�

n  ���0� ª  �x�����C��)�x�f�¡�#«+���0����3)�0�76)®��x¨~���0�x�0� �H�K���)�m�K�H�0����§)��Ä�¡�\>8���0¨~�;:

max f(x1, x2, . . . , xn)�0§-�f�x�h�¡�m�
g1(x1, x2, . . . , xn) = 0

g2(x1, x2, . . . , xn) = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

gm(x1, x2, . . . , xn) = 0,

�7)�)�
f : R

n → R
4#§)¨~��>8§�)�+���BK���~®���)�+���������p>8§�)���$�x�

gj : R
n → R

�
j = 1, . . . ,m

�,>8���0¨~��¨
�3«x�7-�f§�Ä�¡�m�)�X�0�x�f�¡�0�����$�x���)�3)�0�76)®��x¨~�;:
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÷ ��� ëíãxåæãxî�×oãxî�ÛoÙ�èæëíÜÊó Ü�î�ÛSâ�î�ð7ãxèôèXÙ#Þ¯Í�Ü�õ ¥ ãxð7ã+Û�èwÞ

1$�x¨���%  ���K�����)�#��)®���«+���+���w�)�A+)�x�(6)��«x���K�?�üK����® �  ��§)�¡����«x��¨m��>8���¡¨m�X�)�a«x��¨26K�?�¡�x�7������;>8�x�f�:�E¤���b�x��<���7)® �&Ä�:�����K�&)���+K��4q�X�94x«�)��«+�#¨~������«x��¨�§)¨�)�#¨m�x�����&���(8�«x��®��;�$��'b§K��®Y���x�¡��®<��®h�¡����«x§)�f�¡���
���3)�0�$�)§L�¡�����X)�0�x�b«x§)K�����$�x�a�0�76)�0�w��'b§K��®����K���)���dK��®��)�m)�0�b�)§L�¡���K<�����Ê¨H§)�h�¡���0+)�x�(6)��«x���K����C�x�¥¤
¨~�&)�x«x�x¨ <���7¨�§)�h�¡�w�¡�x¨m<���x¨ �)�×�¡�x�0¨m��K���)������®���¨3��Ä�¡���7¨m�x�0¨m�#�0��)�)�H�¡�¡�?�:���)���7«x���0�0�×�:��¨m��Ä�¡�
��C£��|�6«x��®�+)�x�h�:�;:`¬a®�4x¨ �)���0�0���Ä�0�Ê�`+)�x�(6)��«x���K��>8���U��)®���«+���)�6�)�0>8���0¨~�a�)�x�0«x�7Ä�¡�0��® ���K�6<�b�)�A¤'�0�p���x�¡���
§)¨~�H�0�x�0���f�9��)«x���3�K�H)® �&b�:�H���3)�0�$�)§L�¡��'b§�8�¨m��«x�H§L�¡��®��g�+���)���«�-¢`�_§�®��x����1�+K�&)�x���YC&D7D;ÃJ�N:

�a�x�0�¡�#¨~�&)�x���¡�\���x�¡��®k�F4Z��Ä�¡�x�0�x�0�¡�&Ä�¡�a�x�f�¡§)�K����>8���0¨~���U�)�Z�)��¨m��b§)�h�|�X�)�x<��)����)«x� �w�K�X§L�¡��®����+�E¤
�+�����)�A+)�x�(6)��«x���K���üK���7® �  ��§)�¡����«x��¨m��>8���¡¨m�w�)�6«x�7Ä�¡�0��® ���7���7��;>8�x�f�:�����$�x�7<���7)® �&Ä�:�����K�&)���+K����:�U¨��a�_�$®h�{�?ÃJÓ7É&ÓF�^�D�a�J�$®�� �?ÃJÓ7Ó;Ã_�6�~¢D�&�)�x®�®A�?ÃJÓ7Ó7D��F�^�ä<�$�)�x¨m���w��)«x�7Ä�¡�¡���w¨m�$�)�x®����`'b§)�  ���¡��¨�0�x�)§��x�����\>8�0��'�©���)«x� �w�a�?�|�:�_�)�����)�Z§L�¡��®��g�+���+���q�)���V+)�x�(6)��«x���K�����b����'b§K�����U�:�Nb�:��¨â�)�A�:�×�¡¨3��K���|K���¡�
'b§K�������8  �x���#�)����;>8�x�f�:���+�����)��)® �&Ä�:���#�K�&)���+K���#�0�x�0� ��¨ �f§)�f�¡�g�K«+ª  �x���#����«x§)�f�¡����«x��¨ «x�7Ä�¡�0��®��&�
C�����Z�)�x<��)�)��)�)���K�m�)��)�0���K���)�#�K�m��;>8�x�f�:���+����K����4#)�0�x«x���0�~§L�¡��®��g�+���P+)�x�(6)��«x���K������)�x¨ú¨m�x�0¨m�
��§L�¡�¡���X�94x«�)��«+���#�)�m«x�7b�¡�0��®��-:� ��$�)�x®����w«x��¨��x�0�¡��«+���¡��«×�¡�x�(8��f�¡��«+���¡����«^+K�?¨~���)���w�)� KBH$nWLw��HJI*nWL
nWLNX;INR�nFQFnWL\K²�XdR�K�Q :
)C�?�¡���0�x�D�0�x® ��«x���7K���)���D�����D��¨mK��«×�¡���`��¨26)����Ä�:�����ä<�$�)�x¨ �0�x�ö��)«x®�§�8��)���ª)�x�0�0�x�U¨m�$�)�x®������?<���(4x¨

C��§)«x�����x�f�¡§)�)���|�¡�¡�?�:��¨ �)�×�¡�¡�#���0�0§�Ä�¡��:ö¬a®���§)¨~���U��)«x�x�f�¡���+���|<�$�)�x¨ K�����¡���U�0�76)�0�����|¨m�$�)�x®����U�)�
�)��)�0���K���)��¨�8�)��¨m�;�EC�����`�0����§�)�)�6�a�_�$®h���?ÃJÓ7ÓFE7�^�?�^�L���f�¡�x¨y�¡�(�x��>-�?�¡���0�x�`)�0��)«x��K�����«'b§)�7��[pK§)��)«x� ��¨
K���)�×�¡�x�0¨m��K���+���H�)�x�0�¡�H�)��)�0���K���)�q¨�8�)��¨m�;��'b§)�q�¡���3���:��¨~�&�+)���K�HC��)§)® ���+���H�K��)® �&Ä�:���K�&)�]¤
�+K�;�È�B>8§�)�+����§)�¡���K��K���¡���)�×�¡�x�0¨m��K���0¨m���a�~<�x�0�K���)���0��)�)��¨m��Ä�¡�*K��«x��®�+)�x�]�A�m�)�  ���)�o�o���+���
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�K��)® �&Ä�:���K�&)���+K�;�L�X��>8���0¨~�#�K��>8§�)�+���3�)�q�)���0�A¤'�0�x�0C���f�:�3�)�2+)�x�(6)��«x���K�;:U¬a®�4x¨ �)���0�0���)�)�  �X�0�x��76)�0�x�  ���)�H�0��>8���<��§BK����§L�¡��®��g�+���)�#��®���§)¨~�6�94x«�)��«+�#��§���)®���«+���)�#��®���§)¨�+)�x�(6)��«x���K�w)�(4A¤'�x¨m�x�(����Ä�¡�)�3«x��¨
6K�?�¡���H)® �&Ä�:�H�K�&)���+K�H�&b�¡�x���)�X�0�x¨m�+���Z���¡�x�0�¡�;:
�a�p>8���0¨~�\���x�¡��®k�ÄK���¡�\'b§)�Z<���0�¡��¨m���|§L�¡��®����x���U¨m�x®�+)���ö����¨m�b�)�x®����U¨�8�)��¨3���ö)�0�x«x���¡���(8 ��¨m���U�)�

¨~��������;>8���0¨~�����b�x���H�0�x�0<�x�h�¡�����)�m�0��)�)��¨m��Ä�¡�3�)�X)�0�$�)§)�x���m�X«x�7)�)�����$�x��K���¡�3�&6K���Þ�)���Ê���P�8  �x����)�a��;>8�x�f�:���+���#�)�a)® �&Ä�:�����K�&)���+K�����L�`>8���0¨~�X«x��¨m�����7)® �&Ä�:�����K�&)���+K�����x�f�:�����)���f�¡�0��6)§�8��K���|<�x® �
)® �&Ä�:���+�����7�  ���0� ���+��� �)��)�0�$�)§)�+��� ���)���)���0�A¤'�0�x�0<���f�:��K� ¨m�x�0¨~� ª��0�+� �)��)® �&Ä�:���+���������)��N>8�x�h�¡�3�)�X��)«x�x�f�¡���+�����0�76)�0�X�3«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡�H�K�3)�0£�)�0� ��)® �&Ä�:�;:

�Z¨ ��§L�¡�0��>-�?�¡���ä«x�h�:���)�6�&Ä�¡�x�0�����0¨m��Ä�:��'b§)�ü���x�¡�a)�0�x�b«x§)K�����$�x�Ý4��Z�0�x�0���f�9��)«x� �a����'b§)���0���K��<�x® �
)® �&Ä�:�~<�×®��3+)�x�(6)��«x���K����)®���«+�?�)��:\)C���0�x¨m���6�&�����¡����®���§)¨~���Z�76)�0�x�  �����$�x�X�)��«x��¨m���0�x�0� ��C���0�(8  �x®«x�7Ä�¡�x����§��  �h�:���Ê�x�0�0�#��«x�7Ä�¡�x«x��¨m��Ä�¡��:
÷ �(� � Ù ¥ õDÜ�èWãtÜ�Þ�ãxÞÈáäâ�î�ð7ãxè�èXÙ#ÞÉÍ�Ü�õ ¥ ãxð7ãxÛ�è#Þ

ÍZ���f�¡���0��«+��¨m��Ä�¡�&���0�x¨m)�0��+)��§  �m§)¨m�3���¡�&)�)�3)�0�x�$«x§)K���+����<���XK���f�¡�3�)���X)�0�$�)§L�¡���0�x�X«x��¨�0�x�0C�x�h�¡�~�3�x�0�¡���)��«+���+���3�K����)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K���PK���Z® �  ��§)�¡����:|¢ö���¡�3��®�«+�&)�+���Ê�3¨m�x®�+)���Ê�0�x�0§)®h�:���)�C���0�(8  �x®c)��«x�7Ä�¡�0��®��H�K���X��;>8�x�f�:�����$�x���ä�x�¡����)®���«+���)�o�i+)�x�(6)��«x���K�o�)�2>8���0¨~���^�)�&���x�¡���K�;�`�0�x¨ô)�A¤�+b§)¨�)® �&)�?�0��¨m��Ä�¡�~���0�x¨í®��  ���a�x¨�«x�7)�0���)�x�¡���+�������6�N>8�x�h�¡���a«x��® �?�¡�x�¡���������x�¡���)���a<�x®���«x�7Ä�¡�0��®��
'b§�8�¨m��«x���)«x��¨m�3<�����^�L�x¨m)®��~�3�0�x�0���f�9��)«x� �m����+)�x�(6)��«x���K�3��)®���«+���)��'b§)�#���Z)® �&Ä�:����C�$�)�x�0� ��¨  ����3����'b§)���0����«x��¨t�H�¡�x¨m<��:

�a�  ���)���Z�0�x�0���f�9��)«x� �p���x�¡���K�ZC���`)® �&Ä�:���ä�K�&)���+K���D��§)¨ �)�×�¡�x�0¨m�gK���)��+)�x�(6)��«x���K�;�-4�§)¨ �¡�x¨~�«+���K�  ����¨~�����`«x��¨�§)¨ ��)«x�7b�¡�¡���D<�x�('b§)���¡����>8�x�h�:���D«x��¨ �6��Ä�¡§)�h�¡�a�)�7�)�x�0��  ��®  �x�c+)�x�(6)��«x���K���`«+���K�
 ���w¨~������<�b�)�x�0���0�mK���¡�H�0�x�0�x¨ú§L�¡��®����x���)���P)�3«x�7Ä�¡�0��®��q�)�X��;>8�x�f�:�����$�x��<���Ê)® �&Ä�:���Ê�K�&)���+K����:

 ��$�)�x®�����¨~�?�¡�x¨~ª?�¡��«x�H<�$�)�×¨©�0�x�  ����«x��¨m��>8�x�0�¡��¨m��Ä�:����K���¡��'b§)�#C���0�¡��¨m���a�  ��®�� ���7�:ª?�¡��«+����)� ¨~�&)�?�f���Z� �x�f�¡§)�K���0¨m�����"�0�x�0���f�9��)«x� � �����3+)�x�(6)��«x���K����: ¢D���(4x¨��K�"¨~�������0��� �K���  ���x�x���q���¨m�b�)�x®����7¨~�?�¡�x¨~ª?�¡��«x�����¡���H«x�7)�f�¡�0§�8��)���Ê�)�A>8���0¨~�#�x¨3�8��0��«+�;�$��§o�0�?�0�;�)�^�LC�x�0��¨m��b�:��®h¨m��b�¡�&�$�q���0�0�
�0���7)�g�K«+�3'b§)�~���w¨m�$�)�x®����XC�$�)�x¨��)�x�0«x�0�  �x����«x��¨m<���f�:��¨m��Ä�¡���)�m§)¨~��<��)§)® ���+�?���)�~)® �&Ä�:����K�&)���+K���H�{'b§K��®Ê�x�f�:ª �0§-�f�x�h�:�{� ���+��� �)�o§)¨~���)�×�¡�x�0¨m��K���K���)���0���)�3+)�x�(6)��«x���K�;�|C���(4x¨�|�x�0�0�x�
¨m�b�)�x®����PK���3<�$�)�×¨ú�^�L)®���«+�����)��'b§)�\>8���0¨~�H�H�0�x�)§)�+����K�3<��)§)® �?�+���3�$«x���0�0�&:
÷ �.¾ ÷ Ù#åæó Ü�áäãxé�êXÙ g î�á�õöèæÜ g îHáäÜ�õÖÀ)Ü�Þ�ó Ü�ðQÕlk�ð�è
< )�0�b«x�x�0�0� �)�~«x��¨m<�×�¡���+�����^�L���f�¡��b�¡�~��Ä�:�0����® �  ��§)�¡������)®��&b�:���K�&)���+K�4~§)¨²>-�?�¡���w�)�
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�0�x®��  /&)«x� �m�)��Ä�¡�0�~�)���a�x�f�¡§)�)���a�)�#¨~�&)�?�f�m�)�#)® �&Ä�:���Z�K�&)���+K�?��K�~«×§)®h�¡§)�:�m�&���(8�«x��® ��:p1L�&6C�x�a�)�'b§)��>8���0¨~�~�m«x��¨m<�×�¡���+���m�$«x���0�0�#��'b§K�����a���a�0§K���6«x�7)�0��'�©���)«x� ���6�¡���B>-�?�¡���0�x�a��¨mC���f�:�&b�98h�0�0��¨3����:
�����0�+���)��)�3���f�¡�����H¢D���(¨~�×�Z��®k:«�kC&D7D7ÊF�c>-���0�x�È§)¨~�H��)�0�x�0��Ä�:���+���3�0�76)�0�q«x��¨m<�×�¡���+���H�gb�¡�¡�#�q��Ä�¡�x�¥¤
�x�0C�x«�8g�K«+�m¨m���f�¡�¡�&)�)�m��®���§�)�Ê¨m�b�)�x®����Ê�0�x® ��«x���7K���)���Ê���m���0�0§�Ä�¡��:

�7��¨m<�×�¡���+������b�¡�¡�E¤'�x�0C�x«�8g�K«+���¡�¡�?�:���K��«x��¨m<�×�¡���+������b�¡�0�H�0�x�0�x�X�K�o¨m�x�0¨~���x�0,4x«x���x��:�#�ª*K�
«x��¨mC�×�¡���+���q��Ä�¡�x�¥¤'�x�0<�x«�8g�K«+�;���¡�x¨m���ö§)¨~�6�0�x® ���+���6��b�¡�0�Ê�x�0,4x«x���x�|�)�g>8�x�0��b�¡�x���8)® �&Ä�:�a�K�&)���+K�  �x�¥¤�0§)�#«x§)®h�¡§)�¡�;�`<���w�^�L�x¨m)®��W�^:B�|�?�0��¨m���w��Ä�:�����'b§)�~���¡�¡�&6K��®�+)��«x�h�:���)����<��§)«x�")���`>-��® ���0�76)�0�
�x�0�0�x���¡��<���Ê�)�X«x��¨m<�×�¡���+����:

�#ü.Á�ùc�F¸Eÿ�¾7¿)ü v�½.¸Sþ_��¡9�� �ùc��¢�ªI¨Ý¢7�
 �§)�h�¡�����)�����x�f�¡§)�)���0>8�x�h�¡�����?�¡§K��®�¨m��Ä�:�Z�0�76)�0�q«x��¨mC�×�¡���+������Ä�¡�¡�E¤'�x�0<�x«�8g�K«+�#�¡���26K���0�+���)���Ê�x¨

���f�¡�������a)§�6)®��h«+���)����K���6��4x«+���K���q�)��Ø&D��2Ü7D�C���6§)¨ ���0§)<���)��#���<�7)�x�0�x�B�IÔ|�$�K���×�X��®k:g�ªÃJÓ7Ü7ÊF�^:
�U�0�0�x�����f�¡�������o���)��Ä�¡�g�K«+��¨ �¡�(�x���N>8�x�h�¡����)�0��)«x��K�������0�x�0§)®h�:�&b�¡�x���)�x�f�¡� �¡��<� �)� «x��¨m<�×�¡���+��� �x¨
¨m�7)�b«x§)®h�¡§)�¡����=w���N>8�x�h�¡���)��)�0���K���)�A¤'«x��¨3<�×�¡���+������)�"'b§K��®���)® �&Ä�:�o�¡�x¨����0�x§ �:��¨~�&�+)��¨�4x�)���
�)��¨m�g$§�8h�)�]>-�&�x��)�)�"«x��¨û'b§)� � �)��)�0���K���)� ��§)¨m��Ä�¡�*s6� �N>8�x�h�¡� �)� ��®h�¡�x�¡���+����)� �:��¨~�&�+)� �)���
��)�)�  8��)§)���Z�K��<��)§)® ���+�����.>-�&�x��)�)�o«x��¨õ'b§)�3���6)® �&b�:���a�0�H�)�x�0��  ��®  ��¨í�)�
>8���0¨~���Z�)�g>8�x�0��b�¡�x���
�����0�0��¨ö���x�¡�&)�)� §)¨~� +)���x�¡���('b§)� ���)�×�¡�x�0¨m��K���K��<�x®�� �:��¨~�&�+)�Os7�o<���
�K¨��� ¨m���f�:��®��h�K���)���)�
)® �&Ä�:���3�)�xC��)�)��)�K� �K� �)��)�0���K���)�&��«x�7�+)�x«×���)� «x��¨m� �]>8�x�]�:� �)����§L�¡� �)��®�§)���+����: �U�f�¡�%)®h�¡��¨m�
�N>8�x�h�¡�`K���`4�«x�h�:���)�\)�X�¡�¡�&6K��®�+)���  �x�»Ô|�$�K�X�×����®k:,�?ÃJÓ7Ü7ÊF�(�^��<�����U�x¨ §)¨~�q�0�h�¡§K���+���w�&���0�7Or�¨m�h«+�q���«x��¨
6)��K�����$�x���)�6�:��¨~�&�+)���q�)��)�0���K���)�&�)�7)�)�q�H�N>8�x�h�¡�H�)�X��§L�¡�H�)��®�§)���x���H��«x�7Ä�¡�x«x�x�0� �;�)�¡���¡��¨m��Ä�¡�
�b«x���0�0�B���c�'b§)���f�Z�×�a��®k:g��ÃJÓ&Ó7ÉF�^:

Û }�LNR�j�HBnWLNX;INR�nFQFnWLwù(uTH-KAOdL^j�R¹¶_aWH
¬a��)�K� �)����«x���0�)� «x��¨!� ���f�¡�������U���3)�0��¨m�x���0�����x�f�¡§)�)���3�0�76)�0��¨m�7)�b«x§)®h�¡§)�¡���H�)�x�0C�x�f�:���¡��¨

��Ä�¡�x�0�x�0�0�x�p)����<�x�('b§)���¡���)���0�x�Ê«x��¨ �0�x® ���+���H�����)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡�H�K��)® �&Ä�:�#�0�x® ��«x���7K���)��«x��¨ �0§K�
�)��)�0���K���)�&:y¬a�36K���Þ�)���B���x�¡���K���*)�"�)�x�0��  ��®  ��¨m��Ä�¡�"�K����)® �&Ä�:�����)�  �h�)� � «x��¨mC�×�¡�h�¡�  ���K���)��0�x® ��«x���7K���K�
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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