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Resumo

Problemas relacionados a teoria de controle 6timo podem ser encontrados nas diversas
areas de pesquisa. O objetivo desse trabalho é apresentar algumas condigOes necessarias e
suficientes para problemas de controle 6timo, e aplicar os resultados em um problema de
controle de plantas daninhas em culturas agricolas através da aplicagao de herbicida. Um
estudo de caso relacionado a otimizacao da aplicacao de herbicida para o controle de plantas
daninhas é apresentado. Um modelo de otimizacao dinamico foi formulado, e resolvido por
métodos numéricos que utilizam condigoes necessarias da teoria de controle 6timo (Principio
do Méaximo de Pontryagin). Um modelo estatico também é apresentado e resolvido para

comparacao com o modelo dinamico.

Palavras-chave: Controle 6timo, otimizacao, controle de plantas daninhas.
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Abstract

Problems related to control theory can be found in many areas of research applications.
The aim of this work is to present some necessary and sufficient conditions of optimality for
optimal control and to apply the results to weed control by using herbicids (chemicals). A
case study of the application of herbicids to control weed is presented. A dynamical optimi-
zation model was formulated and solved by numerical methods which make use of necessary
optimality conditions of optimal control theory (Maximum Principle of Pontryagin). A static

model is also presented and solved as means of comparison with the dynamical model.

Keywords: optimal control, optimization, weed control.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de problemas de controle 6timo originou-se da teoria de calculo variacional por
volta de 1956. Bellman (1957) e Pontryagin et al. (1965) dao grande contribui¢do para o
desenvolvimento do tema. A teoria de controle pode ser aplicada nos mais diversos tipos de
problemas, como por exemplos, em problemas fisicos, bioldgicos, em problemas relacionados a
processos quimicos, na area economica e produtiva, entre outros (Sakr et al., 2001; Dorfman,
1969; Bressan et al., 2006a; Kennedy, 1986). Sendo assim, pode-se encontrar diversas formas
de apresentar um problema de controle, dependendo de cada aplicagao em particular.

Problemas de controle 6timo podem ser definidos por sistemas continuos, onde o estado
deste sistema evolui a partir de uma equagao diferencial, ou seja, se x(t) é o estado no tempo
t, entdo temos que x evolui através de uma equacao diferencial &(t) = g(¢, (), u(t)), onde
u(t) é o controle e g(-) é uma fungdo. Problemas de controle 6timo podem ser descritos por
funcoes discretas no tempo, e nesse caso, a equagao diferencial do caso continuo é substituida
por uma equagao de diferencas do tipo z,11 — x; = gi(ws, uy).

O objetivo dessa dissertacao é discutir de forma resumida a teoria béasica de controle
6timo, mostrando algumas condi¢oes necessarias e suficientes de otimalidade. Além disso,
apresentamos um estudo de caso relacionado a otimizacao do processo de produgao de uma
lavoura, a partir do controle de plantas daninhas. Nesse estudo de caso, é apresentado um
modelo de controle 6timo discreto, onde aplicamos condicoes necessarias de otimalidade para
maximizar os lucros de producao.

Aplicamos a teoria de controle 6timo na resolucao de um problema de otimizacao di-
namica ligados ao controle de plantas daninhas na agricultura, onde a variavel de estado
representa a densidade de sementes da planta daninhas na terra, e o controle representa a

taxa de herbicida aplicada. Um modelo populacional sera apresentado, o qual dara a expres-
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sao da equacao dinamica. Foi considerado um periodo de controle de 10 anos. Este estudo
estd baseado em Kennedy (1988); Pannell (1990a); Jones e Cacho (2000); Jones (2005).

Um modelo de otimizacao estatico é apresentado. Nesse caso, consideramos apenas o
periodo corrente de aplicacao, onde o estado no inicio do periodo é constante, e é dado pela
densidade de plantas daninhas na terra. A variavel de controle é dada como no modelo
dinamico, e serd a tnica variavel do problema.

De forma geral, o problema de controle de plantas daninhas pode ser resumido da seguinte
forma: dado o funcional objetivo .J, com f;(xy,u;) = P,Y (x4, u) — P,uy—C, onde f; é o lucro
obtido na colheita da lavoura no ano ¢, Y é uma funcao de producao, P, é o preco de venda
de cada unidade de produto produzido, P, é o preco de custo de cada unidade de controle
utilizado, e C' ¢ uma constante de producao, devemos controlar o sistema x;,1—x; = gy (x4, uy),
de forma a maximizar J. Ou seja, devemos controlar a quantidade de plantas daninhas na
lavoura, a partir da aplicacao de herbicida, visando obter o maior lucro de produgao possivel.

Problemas como o descrito acima, sao caracterizados como problemas de manejo de
recurso, onde a densidade de planta daninha é o estoque desse recurso, o qual é conside-
rado um recurso renovavel (Kennedy, 1986; Jones, 2005). Modelos de otimizagao dinamica
e estatica sao utilizados para quantificar diversas varidveis relacionada a um problema de
manejo de recurso. Esses modelos podem ser classificados como estocasticos ou determinis-
ticos. Na literatura, encontramos estudos onde esses problemas de otimizagao sao resolvidos
através de métodos numéricos de programacao nao linear, métodos que utilizam o princi-
pio do maximo de pontriagyn, programacao dinamica e programac¢ao dinamica estocatica
(Pannell, 1990a; Jones e Cacho, 2000; Jones, 2005).

Procuramos elaborar um trabalho contendo informagoes claras, de forma a servir de
referéncia aos que pretendem iniciar seus estudos nesta area.

No Capitulo 2, apresentamos conceitos preliminares que nos ajudarao no decorrer do
trabalho. Inclui-se nesse capitulo, informacoes gerais sobre plantas daninhas, como a sua
conceituacao, dados historicos, informacoes sobre o controle de infestagoes, entre outros
temas relacionados. Falamos também sobre modelagem matematica, e sua importancia no
tema estudado, além de conceitos e definicoes matematicas.

O Capitulo 3 foi reservado para a apresentagao da teoria de controle utilizado no trabalho.
O caso continuo e discreto sao descritos no capitulo. Neste capitulo apresentamos condigoes
necessarias e suficientes para o problema de controle 6timo continuo (Loewen, 2006), e apre-
sentamos o problema de controle 6timo discreto e uma condi¢ao necessaria de otimalidade
para esse caso. Além disso, foi feita uma abordagem sobre a obten¢ao de um solucao numé-
rica para problemas de controle 6timo. Dois métodos numéricos utilizados para resolver os

problemas de controle 6timo sdo apresentados (Raggett, 1977; Kumar, 1976).



Introducao 3

O estudo de caso ja mencionado é apresentado no Capitulo 4. E apresentada nesse
capitulo uma analise sobre a dinAmica de um modelo populacional de planta daninha, a partir
da variacao de determinados parametros e da taxa de herbicida aplicada. No 5 é apresentado
o problema economico ligado a producao da lavoura, e ao controle da planta daninha, o qual
é otimizado utilizando a teoria apresentada no Capitulo 3. Serao apresentados dois modelos
de otimizacao: um estdtico, no qual considera-se apenas o periodo atual de controle, e um
modelo dindmico, o qual relaciona um periodo de aplicagao de controle de 10 anos. Os
métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 sao utilizados para resolver os problemas de
otimizacao estatico e dinamico.

O Capitulo 6 esta reservado para as consideracoes finais do trabalho.

Finalmente, relacionamos nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por nds con-
sultados e citados.

Como pode ser observado neste capitulo de introducao, esta dissertacao esta baseada em
dois pontos principais. O primeiro, é o estudo de teorias basicas relacionadas a otimizacao de
sistemas nao lineares com aplicacao de controle, utilizando de conhecimentos prévios sobre
controle 6timo, modelagem matematica e métodos numeéricos de resolugcao. Paralelamente,
estudamos um outro assunto de nosso interesse, no qual poderiamos aplicar o que foi estudado
sobre otimizacao. Esse assunto é o controle de plantas daninhas em culturas agricolas, para
o qual desenvolvemos uma pesquisa detalhada com o intuido de nos familiarizarmos com a
nova area de pesquisa, e fornecer a quem se interessar um material contendo informacoes

suficientes para o inicio de uma nova pesquisa no tema.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Sobre Plantas Daninhas

Ha na literatura diversos e amplos trabalhos dedicados ao estudo de plantas daninhas. Den-
tre esses trabalhos, destaco dois, Lorenzi (2000a) e Lorenzi (2000b) que serviram de base
para os estudos sobre plantas daninhas, pois trazem importantes informacoes sobre varios
topicos relacionados, entre eles a forma como as plantas daninhas se disseminam, sua origem,
a importancia das plantas daninhas na agricultura, as diversas formas de controlar as infes-
tacoes, entre outros diversos assuntos relacionados. A seguir, farei uma sucinta apresentacao

sobre o tema.

Conceituacao

Segundo Lorenzi (2000b), diversos termos como "plantas daninhas", "ervas mas", "

er-
vas daninhas'"e "plantas invasoras", tém sido empregados na literatura agricola e botéanica
brasileira, gerando confusoes e controvérsias a respeito de seus conceitos. Em nosso trabalho
usaremos o termo plantas daninhas, as quais podem ser definidas como um grupo de plantas
silvestres! que crescem espontaneamente em todos os solos agricolas e que se comportam

como indesejaveis.

Origem

Iplantas que nascem e se reproduzem espontaneamente e nao sio cultivadas pelo homem.
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O problema de plantas daninhas é tao antigo quanto a propria agricultura. A sua ori-
gem é atribuida ao proprio homem, que na ansia de melhorar as espécies tuteis retirou-lhes
gradativamente a agressividade necessaria para viverem sozinhas. A natureza, por sua vez,
agiu sobre as plantas silvestres no sentido contrario, ou seja, imprimindo-lhes uma selecao

no sentido de torné-las cada vez mais eficientes quanto a sobrevivéncia.
Sobrevivéncia

A grande habilidade das plantas daninhas quanto a sobrevivéncia é atribuida aos seguin-
tes atributos ou mecanismos desenvolvidos pela natureza: grande agressividade competitiva,
grande producao de sementes, facilidade de dispersao das sementes, grande longevidade das

sementes.
Classificacao

As plantas daninhas podem ser classificadas de varias maneiras dependendo do interesse.
A mais comum é aquela que se baseia na duracao de seu ciclo vital e que as classifica em
plantas anuais, bianuais e perenes. Entre as espécies anuais estao a maioria das plantas
infestantes das grandes culturas e compreendem aquelas que germinam e completam o ciclo
até a maturagdo das sementes dentro da mesma estagdo de crescimento (60 a 140 dias).
As plantas bianuais sao aquelas que germinam e crescem no primeiro ano, completando o
ciclo no proximo ano. Ja as espécies perenes sao aquelas que vivem indefinidamente durante
muitos anos.

Segundo Lorenzi (2000b), esta classificacao ¢ a mais indicada para fins de controle e
ou erradicacao das plantas daninhas, e ainda, para efeito de controle quimico as plantas
daninhas tém sido freqiientemente classificadas como espécies de "folhas largas"e de "folhas
estreitas". Lorenzi ainda apresenta outras formas de classificacao e suas caracteristica que

nao citaremos neste trabalho.
Propagacao e Disseminacao

As plantas daninhas propagam-se basicamente por meios vegetativos, sexuais e assexu-
ais. A propagacao vegetativa é exclusiva das espécies perenes sendo efetuada por orgaos
vegetativos que se adaptam para a propagacao. A reproducao sexuada é efetuada através de
sementes, que é considerada a principal unidade propagativa das plantas daninhas. A propa-

gacao assexuada entre as plantas daninhas é exclusiva das plantas do grupo das pteridoéfitas
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(samambaias).
Com relacao a disseminagao, apesar de nao possuirem meios proprios de locomocao as
sementes das plantas daninhas sao eficientes viajantes. As plantas daninhas sao dissemina-

das principalmente pelo homem, por animais, pela agua e pelo vento.
Importancia das plantas daninhas e a interferéncia com as culturas agricolas

As plantas daninhas interferem na agricultura, na pecuaria, na saide e na vida do
homem, causando maiores ou menos transtornos.

E na agricultura, entretanto, que as plantas daninhas causam as maiores preocupacgoes
e danos economicos. Segundo Lorenzi (2000b), em termos médios, 30 a 40% de redugao
da producao agricola no mundo tropical é atribuido a interferéncia das plantas daninhas.
Além desses prejuizos diretos, a presenca das plantas daninhas reduz a eficiéncia agricola,

aumentando os custos de producao.
O controle de plantas daninhas

O controle de plantas daninhas consiste na adocao de certas préaticas que resultam na
reducao da infestacao, mas nao, necessariamente, na sua completa eliminacao. A erradicacao
total da planta daninha é o controle ideal, porém dificilmente obtido na grande agricultura.
Segundo Lorenzi (2000a), devido o alto custo, a erradicagao s6 é praticada em pequenas
areas, como em viveiros de plantas frutiferas e ornamentais.

O nivel de controle de plantas daninhas obtido em uma lavoura, depende da espécie
infestante, da cultura e dos métodos empregados. Muitas vezes faz-se necessario a associacao
de dois ou mais métodos para atingir o nivel desejado, constituindo-se esse fato no "controle
integrado".

Dentre as praticas de controle empregados no tratamento de plantas daninhas, podemos
destacar os seguintes: controle preventivo, controle cultural, controle mecanico ou fisico,

controle biologico e o controle quimico.
Controle preventivo
O controle preventivo de plantas daninhas consiste no uso de praticas que visam prevenir

a introducao, estabelecimento e ou a disseminacao de determinadas espécies em areas ainda

por elas nao infestadas.
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Controle cultural

O controle cultural consiste no uso de praticas comuns ao bom manejo da agua e do
solo, como a rotacao de cultura, a variacao do espacamento da cultura e o uso de coberturas

verdes.

e A rotacao de culturas é praticada como meio de prevenir surgimento de altas popula-

coes de certas espécies de plantas daninhas mais adaptaveis a uma determinada cultura.

e A variacdo de espacamento entre linhas ou da densidade de plantas na linha pode
contribuir para a reducao da interferéncia das plantas daninhas sobre a cultura, de-

pendendo da arquitetura das plantas cultivadas e do tipo de infestantes.

e As coberturas verdes sao culturas geralmente muito competitivas com a plantas dani-

nhas.

Controle mecdanico ou fisico

O controle mecanico, conforme o proprio nome indica, consiste no uso de praticas de
eliminacao de plantas daninhas através do efeito fisico-mecanico, como a capina manual, a

rocada, a inundacao, a queimada, a cobertura morta e o cultivo mecanizado.

e A capina manual através da enxada é um meio altamente eficaz de controle de plantas
daninhas e talvez ainda o mais largamente empregado em nossa agricultura. Com o
alto custo da mao-de-obra bracal, a capinada manual deixou de ser o método mais

econdmico.

e A rocada, seja manual ou mecénico, € um util instrumento de controle de plantas da-

ninhas em pomares e cafezais, principalmente em terrenos declivosos.

e O cultivo mecanizado, feito por cultivadores, tracionados por animais ou méquinas,
tem larga aplicacao na agricultura brasileira e constitui-se num dos principais meios

de controle de plantas daninhas.
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Controle quimico

O uso de produtos quimicos para o controle de plantas daninhas iniou-se pouco antes do
inicio do século XX. O uso de controle quimico obedece ao principio de que certos produtos
quimicos sao capazes de matar plantas, e muito mais importante, que muitos deles podem
matar apenas alguns tipos de plantas, sem prejudicar outras. Esses produtos sao denomina-
dos herbicidas. Um herbicida pode ser definido como qualquer produto quimico que mata
ou inibi significativamente o desenvolvimento de uma planta.

Quando usados corretamente os herbicidas desempenham com segurancga e eficiéncia seu
papel, transformando-se em ferramentas indispensaveis na agricultura. Contudo, se usados
de maneira inadequada, podem causar severas perdas economicas.

Os herbicidas podem ser classificados segundo sua atividade herbicida, modo de apli-
cagao, ou segundo sua semelhanca quimica. Os herbicidas podem ser classificados em pré-
emergentes, os quais sao aplicados no solo antes da germinacao das sementes das plantas
daninhas ou da emergéncia de suas plantulas, e pos-emergentes, os quais sao aplicados na

folhagem das plantas daninhas.
Resisténcia de plantas daninhas aos herbicidas

O fendomeno da resisténcia de plantas daninhas a herbicidas ja& é um fato no Brasil.
Segundo a Sociedade Brasileira de Ciéncias de Plantas Daninhas, ja foram identificadas cerca
de 10 plantas daninhas resistentes a herbicidas no Brasil. O potencial de desenvolvimento
de casos de resisténcia acentua-se com o uso prolongado de um mesmo herbicida, ou com
uso continuado de herbicidas que apresentam o mesmo mecanismo de agao nas plantas.

Algumas medidas preventivas podem ser tomadas com o objetivo de minimizar o desen-
volvimento de resisténcia de plantas daninhas aos herbicidas, como a rotacao de herbicidas,
misturar herbicidas com diferentes mecanismos de acao, praticar rotacao de culturas, acom-
panhar com atencao quaisquer mudancas nas populagoes de plantas daninhas e usar de forma

intensiva o manejo integrado de plantas daninhas.

2.2 Modelagem Matematica

Um modelo é uma representacao ou interpretacao simplificada da realidade, ou uma
interpretacao de um fragmento de um sistema segundo uma estrutura de conceitos. Um

modelo apresenta apenas uma visao ou cenério de um fragmento do todo. Normalmente,



2.2 Modelagem Matemaética 9

para estudar um determinado fendmeno complexo, criam-se varios modelos.

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma
interagao ou interdependéncia, de modo que existam relagoes de causa e efeito nos fendmenos
que ocorrem com os elementos deste conjunto (Monteiro, 2002). A representagdo matematica
de um sistema real é definida como modelo, sendo a modelagem matemdtica o processo de
desenvolvimento dessa representacao.

Segundo Aguirre (2004), existem varias formas e técnicas de se obter modelos mateméti-
cos, e uma delas é a modelagem caiza branca, a qual necessita-se conhecer a fundo o sistema
a ser modelado. Modelagem caixa branca também é conhecida como modelagem pela fisica
ou natureza do processo.

Se algumas grandezas que caracterizam os objetivos constituintes de um sistema, ou
modelo, variam no tempo entao este é dito dindmico, (Aguirre, 2004) e (Monteiro, 2002).

Dentro da modelagem matematica podemos encontrar diversos tipos de modelos dife-
rentes e varias formas de utilizacao dos mesmos. Neste trabalho apresentaremos um modelo
populacional que descreve a dinamica de uma planta daninha. Além disso, sera apresenta-
do modelos de otimizacao que podem ser utilizados para resolver problemas que envolvem
diversos tipos de sistemas (fisicos, biologicos, etc).

O modelo matematico desenvolvido para um determinado sistema é apenas uma repre-
sentacao aproximada. Conseqiientemente, nao existe unicamente um modelo do sistema,
mas uma familia de modelos com caracteristicas e desempenhos variados. A decisao de qual
desses modelos escolher é um dos problemas nao triviais a serem enfrentados. Além disso,
espera-se que um modelo, sendo uma simplificacao da realidade, mantenha as caracteristi-
cas fundamentais do fendmeno ou realidade que representa. Em outras palavras, pretender
desenvolver um modelo que contenha muitas das caracteristicas do sistema real é um alvo

normalmente inatingivel.
Para que Construir um Modelo

Os modelos sao construidos por vérias razoes. De fato, ao proporcionar uma descri-
¢ao abstrata e simplificada de algum sistema, eles poderao ser utilizados para direcionar os
esforcos de pequisas ou para definir um problema para um estudo detalhado. Mais freqiien-
temente, os modelos mateméaticos sao desenvolvidos para a predicao da mudanc¢a dinamica
em funcao do tempo.

Dentro do ambiente de producao agricola, os modelos matematicos auxiliam o entendi-
mento de sistemas considerando complexos, como o desenvolvimento de uma planta daninha

e sua competicao com a lavoura, e assim, abrem oportunidades para o desenvolvimento de
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pesquisas, por exemplo, visando a otimizacao de processos como a aplicagao de herbicida
nas lavouras (Kennedy, 1988; Pannell, 1990a; Cacho, 1998; Jones e Cacho, 2000; Jones, 2005).

Tipos de Modelos

Faremos a seguir uma breve apresentacao de alguns tipos de modelos considerados, se-

gundo Aguirre (2004), os mais importante.

Modelos lineares e nao lineares: em vias gerais, chama-se de um modelo linear
os modelos que satisfazem o principio da superposicao. Este principio diz que a saida de
um sinal formado pela combinacao linear de diferentes sinais, ¢ igual & mesma combina-
¢ao aplicada aos sinais de saida gerados por cada sinal original separadamente. A condicao
de linearidade normalmente simplifica bastante o modelo a ser desenvolvido. No entanto,
existem situagoes em que esta consideracao nao é adequada, como por exemplo, quando
deseja-se estudar as caracteristicas dinamicas nao-linear do sistema, tais como oscilagoes e

bifurcacoes. Os modelos nao lineares nao possuem classificagao generalizada conhecida.

Modelos estdticos e dindmicos: modelos estaticos relacionam varidveis sem quan-
tificar sua dependéncia temporal. Quando deseja-se avaliar a evolucao temporal de um
sistema, modelos dinamicos sao usados. Modelos estaticos sao normalmente descritos por
equagoes algébricas, ao passo que modelos dinamicos sao compostos por equacoes diferenciais
(ou diferencas, no caso de tempo discreto). Tais modelos podem também incluir equagoes
algébricas.

Em ultima analise, todo sistema real é dinamico. A opc¢ao de descrever um sistema real

por um modelo estatico é viavel quando a sua dindmica nao é relevante.

Modelos discretos e continuos: mneste trabalho os termos discreto e continuo se
referem ao tempo. Modelos dinamicos continuos sao descritos por equacoes diferenciais e
representam a evolugao do sistema continuamente no tempo. Ja modelos dinamicos discretos
no tempo representam a evolucao do sistema em instantes descritos por equacoes de diferen-

ca. Sistemas biologicos normalmente sao descritos por modelos de tempo discreto.
Validacao de um Modelo

Dado a determinacao de um familia de modelos que descrevem um determinado sistema

real, necessita-se de validar esses modelos afim de garantir sua correta utilizagao na simulacao
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do comportamento de tal sistema. Tendo a validagao de tais modelos garantida, podemos

compara-los e determinar qual modelo descreve melhor o sistema original.
Simulagao de um Modelo

Afim de avaliar o desempenho de um modelo, é necessario simula-lo, ou seja, resolver
as equagoes que o compoem. Portanto, a forma de simular um modelo vai depender da
representacao utilizada. Os casos continuos e discretos serao brevemente descritos a seguir
(Aguirre, 2004).

Modelos continuos: nem sempre é possivel determinar a solugao analitica de mo-
delos de tempo continuo da forma & = f(x,t). No entanto, pode-se resolve esta equagao

diferencial de forma aproximada através de métodos numéricos.

Modelos discretos: a simulacao de modelos discretos corresponde normalmente a
solucao de equagoes de diferencas. O procedimento nesse caso é direto, e na maioria dos

casos nao requer nenhum algoritmo especial.

2.3 Modelos Matematicos para o Manejo de Plantas Da-

ninhas

Os modelos matematicos tém um papel fundamental no desenvolvimento de pesquisas
relacionadas a prevencao e combate de plantas daninhas na agricultura. Porém, devido as
mudancas no desenvolvimento de problemas de combate de plantas daninhas alguns mo-
delos se tornam obsoletos, principalmente quando procura-se atribuir ao modelo aspectos
relacionados aos impactos ambientais e técnicas diferentes de controle. Tendo isto, para que
possamos fortalecer e sustentar melhor o modelo apresentado, necessitamos de dois fatores
bases: (1) fortalecer a idéia de que é preciso levar em consideragdo os impactos ambientais
causados pela técnica escolhida e tratar de outras alternativas de controle; (2) estudar es-
tratégias de combate as infestacoes por plantas daninhas nos que diz respeito a resisténcia
quimica e aplicacao de controles biologicos.

Segundo Doyle (1997), existem trés objetivos chaves a serem focados quando desejamos
tracar uma estratégia de controle de plantas daninhas na agricultura considerando além da

aplicacao de herbicidas, e a obtencao do maximo lucro, aspectos ambientais. Esses objetivos
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podem ser definidos como sendo estaticos, dinamicos, deterministicos ou estocasticos. Em
Cacho (2000) encontramos uma apresentagao interessante sobre os modelos estatico e dina-

mico. A seguir faremos uma apresentacao de algumas caracteristicas destes modelos.
Modelo Estatico

Um modelo estatico é aplicado quando procura-se maximizar o lucro de um investimento
levando em consideracao apenas o ano corrente. De forma geral, o objetivo do produtor é
determinar a taxa de herbicida que maximize, dentro de um tnico periodo, o seu lucro de
producao, dado uma desindade de plantas daninhas no solo.

Um modelo estatico pode ser representado da seguinte forma:

max m(x,u)

sujeito a T =a,

onde x é a densidade inicial de plantas daninhas, u é a dose de herbicida aplicado, a é uma
constante. e 7(x,u) é a fungao que representa o lucro de produgao da lavoura em func¢ao da

densidade de plantas daninhas e da taxa de herbicida aplicado.
Modelo Dinadmico

E muito comum tratar o problema de controle de plantas daninhas como um problema
de manejo de recurso ((Kennedy, 1986)), para isso, necessitamos desenvolver um modelo
dinamico. Nesse caso, o objetivo do fazendeiro é determinar de que maneira, e em qual
intensidade, o banco de sementes, z, de cada estagao ou ano, é alterado com a aplicacao do
herbicida, u, visando assim utilizar economicamente da melhor forma possivel o herbicida
e, conseqlientemente, maximizar seu lucro num periodo pré-determinado de tempo. Sendo
assim, para um problema de manejo de recurso, avaliado num periodo de T anos, um modelo

de otimizacao dinamico pode ser dado da seguinte forma:

T
J = Zat_lw(mt,ut) (2.1)
t=1

sujeito a w1 — 1 = g(my, wy), (2.2)

T, = b, Uy € Q(t),
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onde x;, u; e ™ sao como ja definidos, J é o funcional objetivo do problema, e representa
o lucro alcan¢ado num periodo de T anos, « é um fator de desconto (Kennedy, 1986), e
g(xy, u;) representa a variacao do banco de sementes a partir da aplicagao do herbicida. Essa
funcao é construida a partir de um modelo dindmico populacional que relaciona a variavel
de estado x; e o controle aplicado u;. €2(t) é o conjunto de valores admissiveis para u;.
Existem diversas formas para resolver os problemas de otimizacao definidos aqui. Para
0 caso estatico, poderiam ser aplicados algoritmos de resolugao de problemas de otimiza-
¢ao ndo lineares, tais como método de Newton ou do Gradiente, (Bertsekas, 1999). Para o
sistema descrito pelas equagoes (2.1)-(2.2) podemos aplicar diversos métodos, dentre ele, te-
mos a teoria de controle 6timo (Principio do Maximo), programacao dinamica, programagcao
dindmica estocastica, e métodos gerais de resolu¢ao de problemas nao lineares (Gradiente,

Newton-Raphson, entre outros).
Um modelo de controle 6timo

A teoria de controle é uma ferramenta muito importante na determinacao da solucao de
um problema do tipo (2.1)-(2.2). Um componente importante de um problema dindmico é
a variavel de co-estado, denotada por A, e que serd inserida no problema através da funcao
Hamiltoniana. Para o problema de manejo de plantas daninhas, a funcao de Hamilton
(Pontryagin et al., 1965) é dada por (Kennedy, 1986)

Hy = (g, ug) + adir1ge(ze, ug) (2.3)

A funcao H; é o lucro obtido a partir de um determinado nivel das varidveis de estado e
controle x e u, mais o valor de alguma mudanca no estoque da variavel de estado, avaliada
com a variavel de co-estado A\, 1. A variavel de co-estado representa o preco de sombra de
uma unidade do estoque do banco de sementes, e também é chamada de custo de depreciacao
do estoque. A funcdo g;(z;, u;), na equagio (2.3), representa a taxa de mudanca no banco
de sementes decorrente da aplicacao do herbicida. Quando g;(zy, u;) é multiplicada por Ay,
esta é convertida em um valor monetéario, e representa a taxa de mudanca do valor econémico
do banco de sementes correspondente a dose de herbicida aplicada. De forma geral, este valor
pode ser visto como o lucro adquirido a partir de efeitos positivos da agao do herbicida no
banco de sementes (Jones e Cacho, 2000).

A teoria de controle desenvolvida por Pontryagin et al. (1965), nos da as condigoes de

primeira ordem para este problema, que sao as seguintes.
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0H,

0 = — 24

o (2.4)
0H,

@At—l—l_)\t = —a—; (25)
t
0H,

Tir1 — Ty = a—; (26)
t

A equagao (2.4) é a condi¢ao padrao para maximizacdo do problema com relagdo a wuy;
a equagao (2.5) é a equagdo adjunta e denota a taxa de mudanga do pre¢o de sombra com o
passar do tempo; a equacao (2.6) é a re-declaragao da equacao de movimento. Este conjunto
de equagoes nos permitem determinar a processo 6timo, composto pela variavel de estado e
variavel de controle (z* e u*), e a variavel de co-estado relacionada ao estado A;. A variavel
de estado depende do estado inicial do sistema. Embora z; seja dado, \; é desconhecido,
e uma condi¢ao adicional, conhecida como a condicao de transversalidade, é requerida para
obtermos uma tnica solugao. Neste problema, onde o tempo final, T', é dado e o estado final,
xr, é livre, a condicao de transversalidade é Ap,; = 0.

A solugao do sistema (2.4)-(2.5) serda dada posteriormente em outro capitulo dessa dis-
sertacao.

Para que possamos aplicar o modelo de controle 6timo descrito acima, a Hamiltoniana
deve ser continuamente diferenciavel. Devido essa dificuldade, muitas vezes nao é possivel
aplicar tal modelo. Sendo assim, uma alternativa é a utilizagao da técnica de Programacao
Dinamica, a qual teve aplicacao difundida na agricultura e administracao de recursos natu-
rais (Kennedy, 1986).

Um modelo de programacgao dindmica

Quando utilizamos a programacao dinamica para o problema de administragao de planta
daninha, a Hamiltoniana na equagao (2.3) é substituida pela seguinte equagao recursiva.

Vi(xe) = max(m (2, u) + aVig1(2441)], (2.7)

Uy
onde Vj é retorno 6timo no periodo ¢ (periodo atual), a é o fator de desconto, 7 é o retorno
do periodo atual, e x e u sao as variaveis de estado e controle como previamente definidos.
O problema ¢é resolvido de forma recursiva, sujeito & equagao de movimento definida pelo

modelo de dinamica populacional da planta daninha. Uma desvantagem da aproximagao por
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programagao dinamica ¢ de nao podermos contar com uma variavel equivalente a variavel
de co-estado A;11 na solucao. Isto implica na perda de informacao sobre os beneficios de
controlar o banco de sementes ano a ano.

Muitos estudos relacionados & otimizacao de um processo agricola, foram feitos baseados
nos dois modelos citados acima. Porém, ainda existe outra alternativa, que ¢ a Programacao
Estocastica. A principal caracteristica deste modelo é o fato de incorporarmos aos dados os
efeitos estocasticos da estrutura do processo.

Mais informagoes sobre os modelos citados aqui podem ser encontradas em Kennedy
(1988), Pannell (1990a), Cacho (1998), Jones e Cacho (2000) e Jones (2005).



Capitulo 3

Controle Otimo

3.1 Controle Otimo Continuo

Como ja citado anteriormente, os estudos relacionados & problemas de controle 6timo
originaram-se da teoria de calculo variacional por volta de 1956. Os problemas de controle
Otimo sao geralmente definidos em um conjunto de dimensao infinita, onde os controles
podem ser funcoes do tempo que sao limitadas ou integraveis. A teoria de controle pode ser
aplicada nos mais diversos tipos de problemas, como por exemplos, em problemas fisicos,
biologicos, em problemas relacionados a processos quimicos, na area econdmica e produtiva,
entre outros (Sakr et al., 2001; Dorfman, 1969; Bressan et al., 2006a; Kennedy, 1986). Sendo
assim, pode-se encontrar diversas formas de apresentar um problema de controle, dependendo
e cada problema em particular. Neste capitulo, apresentamos apenas uma parte da teoria de
controle existente, visando mostrar de forma geral algumas situacoes existentes e preparando
um material para que possamos aplicar a um problema especifico relacionado ao controle de
planta daninha na produgao agricola.

Um problema de controle 6timo continuo pode ser dado da seguinte forma:

17
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mmJ:h@mD+/w%@x@m@Mt (3.1)

to

(P) sujeito a

i) = F(t2(0), u(t)), qtp.t € [ty 1] (3.2)
%:Q@m»+/ﬁgwx@mﬁmuj:LzuwM (3.3)
u(t) € Q, qtp.t eto[to,tl]. (3.4)
z(to) = €. (3.5)

onde o tempo final £; é variavel, e o tempo inicial ty é fixo. Supomos que o ntimero de
restri¢coes do problema seja finito. O problema formulado acima nos permite determinar no
futuro, até quanto tempo de planejamento é necessario para termos um plano 6timo ao longo
de t; periodos ou anos, com t; € (tp,00). O estado final x(¢;) é livre, e quando o supomos

dessa forma, dizemos que nao ha restricao de estado final para o problema.

Aqui, J é o funcional objetivo do problema, (3.2) é a equacdo dindmica, a qual descreve a
evolugao do estado x com o tempo, as equagoes (3.3) formam um conjunto finito de restri¢oes
para (P), e Q é o conjunto dos controles admissiveis para (P). Temos também que, z(ty) = &,

os custos (lo, Lo), as restricoes (;, L;), e o valor de cada restricao y;, j = 1,..., M, sao dados.

Ainda com relagdo ao problema acima, temos L, : [to,t1] X R" x R™ — R, [; : R" —
R, 7=0,1,....,M , f:[t,t1] x R" x R™ — R™. SP([ty,t1]; R™) representa o espago das
fungoes suaves por partes w : [tg,t1] — R™, e a fungdo u(-) € SP([ty, 1], R™) é a funcdo de
controle, (Loewen, 2006).

Seja (z,u,t) € R™ x Q X [tg, t1] um processo admissivel para o problema (P), isto é,
um processo que satisfaz todas as restri¢oes do problema (3.1)-(3.5). Chamaremos a tri-
pla (z*,u*,t}) de um processo dtimo para (P) se o funcional objetivo J for minimizado em

(x,u,t) = (z*, u*, t7).

Para a obtencao da solucao de um problema como o descrito, podemos utilizar uma
condicao necessaria de otimalidade conhecida como Principio do Maximo de Pontryagin
(PMP), a qual permite a obten¢io de uma candidata a solu¢do analitica para o problema, e
portanto exata. Porém, em muitos casos, se torna dificil, e até mesmo impraticavel, obtermos

essa candidata a solucao analiticamente, devido a complexidade das expressoes envolvidas.
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Em casos como esses, precisamos utilizar métodos numéricos, com os quais é possivel a
obtencao de uma solucao aproximada. Ainda neste capitulo apresentaremos alguns métodos
numéricos de resolucao deste tipo de problema.

Problemas de controle 6timo podem ser representados considerando o tempo continuo,
t € R ou discreto, t € A, onde A é um subconjunto discreto de R. Uma das diferencas
entre esses dois problemas é que, no continuo o sistema dinamico relacionado ao estado do
problema é descrito por uma equacao diferencial, enquanto o caso discreto esté relacionado
a equacoes de diferencas. Essa diferenca tem grande importancia, pois resolver uma equacao
de diferencas, em geral, ¢ bem mais simples que uma equacgao diferencial. De fato, em uma
equacao de diferencas, revolve-se somas e produtos, enquanto que a solucao de uma equacao
diferencial envolve a integra¢ao de uma determinada expressao. Sem duvida, na maioria das
vezes o calculo de uma integral é mais complexo que o calculo de somas e produtos. Mais
adiante introduziremos os dois tipos de problemas.

Aqui, denotamos a derivada da funcao vetorial x = x(t) com relagdo ao tempo por z, e
o seu transposto por z’. Manteremos essas duas notacoes para toda funcao e vetor durante
todo o trabalho.

Apresentaremos aqui sistemas cujos comportamentos podem ser modelados por um con-
junto de n equagoes diferenciais ordinarias da forma (3.2). De forma geral, temos que
controlar o sistema a partir de um ponto inicial dado £ em ¢y, num tempo t; variavel, de tal
forma que o funcional objetivo (3.1) seja minimizado.

Naturalmente, existem controles admissiveis © que levam o sistema do estado inicial £ ao
estado final 2!, e dentre esses estamos procurando o que minimize J. Tal controle é chamado
de controle dtimo, e o denotaremos por u*. Admitiremos a existéncia deste controle 6timo
para prosseguirmos no desenvolvimento da teoria. Dessa forma, precisamos agora determinar
uma forma de distinguir esse controle dos demais. Uma condi¢ao necessaria é dada por L.
A. Pontryagin em 1956, e é conhecido como o Principio do Mdzimo de Pontryagin (PMP)
(Pontryagin et al., 1965). A seguir, veremos uma apresentacao de condi¢des necessarias e

suficientes de otimalidade.

3.1.1 O Principio do Maximo de Pontryagin

Vamos apresentar aqui o caso geral para o Principio do Maximo de Pontryagin. Considere

o problema (P) apresentado anteriormente. Sejam
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M
L(t,z,u) = XoLo(t, z,u) + Z N Ltz u),

j=1

e H(t,x,u,p) = <p, f(t,a:,u)> — L(t,z,u).

A funcdo H(t,x,u,p) é chamada de funcao de Hamilton ou somente Hamiltoniana para

(P), e a variavel p é chamada é varidvel de co-estado (ou adjunta) do problema.

Teorema 3.1 (Principio do Maximo de Pontryagin) Suponha que (7, z*(-),u*(:)) é um
processo otimo para o problema (P). Entao, existem multiplicadores Ao € {0,1} e A1, Ag, ..., Ay
nao todos nulos simultaneamente, e uma fun¢ao chamada de co-estado p(-) € SP([to, t}]; R™),

tal que as condigoes abaixo valem
(a) Equacgoes adjuntas:

h(t) = %H(t,m*<t>,u*<t),p(t))

—p(t) = Vo H(t, 27 (1), u" (), p(1))
onde
M
H(t,z,u,p) = pf(t,z,u) — NoLo(t,x,u) — Z NiLo(t,z,u) e
j=1

h(t) = H(t,z*,u*,p) € reqular por partes.

(b) Equagoes de estado:

(1) = %H(tw*(t),U*(t),p(t)) = [t 2" (t), u*(t)), q-t.p- T € [to, t1]

(c) Condi¢ao de mdazimo (PMP):

u*(t) € arg max H(t,z* u,p(t)).
ue

(d) Condigcao de transversalidade:

< h(t1), =pltr) >= Ve (Nolofr(t) + 3 Ay (i) )

pa 2()=a*(), ti=t]
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Detalhes sobre o teorema acima podem ser encontrados em Cesari (1983).

As propriedades fornecidas pelo PMP sao apenas condi¢oes necessarias para que um
processo de controle (x,u) seja 6timo, semelhante a condi¢cao Vh(z*) = 0, para o problema
max h(z), sobre x € R". Dessa forma, condigoes suficientes para a otimalidade em controle
6timo devem ser obtidas. Para isso, temos duas possibilidades: condigoes suficientes a
otimalidade fracas ou elementares, as quais sao dadas pelos itens (i) e (ii) do Teorema 3.2,
e ainda, temos as condigoes suficientes via métodos de verificagcao, as quais apresentaremos

na préxima subsecao.

Teorema 3.2 Seja (2(-),u(-)) um par admissivel de estado e controle para (P). Se existe um
arco p : [to,t1] — R™, e algum vetor (A, ..., A\, tal que (i)-(ii) abaizo valem com Ao =1,

entao (z(-),u(-)) € um processo dtimo para (P).
(i) Para q.t.p. t € [to,t1], (y,v) = (Z(t),u(t)) mazimiza a fungao
(y.v) — (B(t),y) + H(t,y,v.p(t))
sobre todo y € R™ e v € ().
(ii) y = &(t1) minimiza a fungao

y— (p(t1),y) +1(y).

Assim, encontrando um processo (Z,u), e seu co-estado p dado pelo PMP (mais os
multiplicadores de lagrange \; no caso com restri¢oes do tipo (3.3)), deve-se verificar se o
tal processo satisfaz (i) e (ii) do teorema acima, para verificar a otimalidade de (Z, a).

Vejamos a demonstracao do Teorema 3.2.

Demonstracgao:
Seja (z(-),u(-)) um processo admissivel arbitrario de (P). Suponha que (i) e (ii) sejam

satisfeitas para algum p(-) : [to, t1] — R™. Assim, de (i) segue que

(p(t), &) + H(t, 2(t),a(t),p(t) > (p(t),x(t)) + H(t x(t), u(t),p(t)).
Da restricio & = f(t,z,u), temos que z(t) = f(&(t),a(t),t). Usando agora a definicio
de H, e multiplicando a desigualdade acima por —1, obtemos

—(p(t),2(t)) — [(p(t), 2(t)) — L(t, 2(t), a(t))] < —(p(t),z(t)) +
—[{(p(@),5(t)) — L(t, z(t),u(t))].
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Integrando os dois lados da desigualdade acima no intervalo [to, 1], observando que

(50)], + &), = 5 0.2)

, obtemos
t

- <p(t), ‘%(t>>

De (ii), temos

:Jr/li(t,j(t),a(t))dtg ~(p(t), 2(0))

to

zur/tl L(t, z(t),u(t))dt  (3.6)

(p(t1), (1)) +1(2(t1)) < (p(h), z(tr)) +U(a(tr)). (3.7)

Somando ambos os lados das desigualdades (3.6) e (3.7) acima, e aplicando a condigao
inicial z(tg) = £ = Z(to), obtemos

f(ﬁ(tl))+/1L(t,£(t),a(t))dtg f(x(tl))+/1i(t,x(t),u(t))dt:>

to to

= o)) + YA (t) + Y /tl ML (), i(t))dt + /tl NoLolt, #(t), a(t))dt <

lo(az(tl))—i—Z)\j(lj(q:(tl))—i—/1L(t,x(t),u(t))dt> +/1)\0L0(t,x(t),u(t))dt:>

: t t
-1 0 , 0
] TV

Yi

t1

:>lo(:?:(tl))+/1L0(t,i-(t),a(t))dtg lo(a:(tl))—l—/ Lo(t, (), u(t))dt =>. (3.8)

to to
(N v /
-~ -~

fungdo objetivo para (:ﬁ,ﬁ), Ao=1 fungdo objetivo para (ac,u) arbitrario admissivel, Ao=1

Observe que, do lado esquerdo a desigualdade (3.8), temos a fun¢do objetivo do pro-
blema (P) avaliada no processo admissivel (z(t),u(t)), para t € [to,t1]. Do lado direito da
mesma desigualdade, temos a fungao objetiva avaliada em um processo admissivel arbitrario
(x(t),u(t)), para t € [to,t1]. Ou seja, o custo do processo (&, %) é menor ou igual ao custo
de qualquer processo admissivel (z,u). Logo, podemos concluir que o processo (Z,u) é um
processo Otimo para (P). ]

Com o Teorema 3.2 demonstrado, vejamos o corolario abaixo.

Corolario 3.1 Se Q CR"™ € um conjunto convexo, e as fungoes

(y,v) — —H(t,y,0,p(t)) e yr— I(y) (3.9)

sao convexas, entao o Teorema 3.2 se aplica.
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Vejamos um caso particular, porém antes, vejamos a seguinte resultado.

Teorema 3.3 Seja S um conjunto convexro nao vazio de R™, e seja f: S — R um funcao
duas vezes diferencidvel sobre S. Entao, f € convexa se e somente se, a matriz Hessiana

denotada por V2f € semi definida positiva.

A demonstracao de tal resultado é dada em M.S. Bazaraa e Shetty (1993). Vamos usar

esse resultado para concluir o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1 (Regulador Quadratico) Considere o problema:

minz(t,) Dx(ty) + / 1 [2(t) Qu(t) + u(t) Ru(t)]dt

to
sujeito a

& = Ax(t) + Bu(t), u: [to,t;] = R™
z(0) = ¢,
<Cj,£17(t1)> = yj7 ] = 1,2, .. 7]\4,
onde c¢; € R, x(-) : [to,t1] = R", A€ R e B € R"™™. Aqui, Q2 =R™.

Supondo que D = D',QQ = Q' e R = R/, sao semi positiva definidas, entao o Coroldrio

3.1 se aplica.

Observe que, qualquer processo (&, %) para o qual exista p e multiplicadores Ay, ..., Ay

satisfazendo as condi¢oes do PMP é 6timo.

Solugao: A demonstragao deste se resume em mostrar que as fungoes definidas em (3.9)

sao convexas, onde (y,v) = (&(t),4(t)), e H e [ sdo dadas da seguinte forma:

M
H(t,y,v,p) = (p, Ay + Bv) — \o(y'Qy +v'Rv) e I(y) = Aoy Dy+ > _AMey).  (3.10)

j=1

Derivando (3.9) até segunda ordem, para H e [ dados por (3.10), obtemos.

Vy(—H) =(0,4) +2Xy'Q = V. — H = 20Q.
Vo(— H) =(0,B) +2\v'R = V. — H = 2\R.
M
V,l=2\y' D+ Acj) = Vil = 2)D. (3.11)

j=1
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A matriz Hessiana da funcdo —H é dada por V2 — H = <V§( —H),V2(- H)) Multi-
plicando VQ( — H) por (y,v)" a esquerda e (y,v) a direita, com (y,v) € R"™™ obtemos

(y, v)’(V2 — H) (y,v) = (y,v) (2MQ, 2X0R) (v, v) = 2X0(¥/ Qy) + 2o (v' Rv).

Dado que @ e R sdo semi positivas definidas, e A\g € {0,1}, temos que 2\, (y'Qy) +
2X0(v'Rv) > 0. Logo,

(y,v)’<V2 - H) (y,v) >0, Yy € R", Vv € Q. (3.12)

Multiplicando (3.11) por " a esquerda e y a direita, com y € R™, obtemos

y’(VZi)y = 2oy’ Dy.

Pelo mesmo argumento usado anteriormente, temos que 2oy’ Dy > 0. Logo,

Yy (Vil)y >0, Vy € R". (3.13)

Assim, de (3.12) e (3.13), aplicando o Teorema 3.3, temos que as fungoes (3.9) sao con-
vexas, logo, o Corolério 3.1 se aplica.

Com isso, temos demonstrado que o problema doa reguladores quadraticos, uma solucao
encontrada pelo PM P é 6tima.

3.1.2 Equacao de Hamilton-Jacobi e Métodos de Verificacao

Vamos considerar aqui problemas sem restrigoes do tipo (3.3). Seja S C R""!. Vejamos
o problema abaixo:

min 1(ty, 2(t1)) + / Lt 2(8), u(t))dt

(P(to,€)) sujeito a
©(t) = f(t,z(t), u(?)), g-t.p. t € [to, ]
x(tg) =& u(t) € Q, q.t.p. t € [to, t1]
(t1,z(t))) € S, SR
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Aqui, t; > tg, u : [to,t1] — R™, e S é um conjunto chamado conjunto alvo. O estado
evolui até atingir o conjunto alvo S no instante ¢;, ou seja, para todo t € [tg,t1), 0 par

(t,z(t)) ndo pertence a S, mas (t1,x(t1)) pertence. Veja a Figura 3.1 abaixo.

(fyow(ty))
¢

Figura 3.1: Conjunto alvo S

Vimos até aqui como determinar a otimalidade de um processo (z,u) obtido através do
PMP. Veremos a seguir como verificar se um processo é 6timo através de um método de
verificacao baseado na equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman. Veremos que esse resultado é
mais forte, pois o processo 6timo pode ser obtido por qualquer caminho, por exemplo, por

observacoes.

3.1.2.1 A Funcao Valor

Vamos supor que o problema (P(%y,£)) possua minimo. Seja V' (to, &) esse valor minimo,
onde a funcao V : R x R — R e é chamada de fungao valor. Observe que para cada par
de condigoes iniciais (to,&), o problema tem um valor minimo distinto. Veremos a seguir
algumas propriedade relacionadas a fungao valor, as quais nos fornecerao uma forma de

verificar se um dado processo é 6timo ou nao.

Propriedade ?.1 Para qualquer par admissivel (x,u) no intervalo [to,t1], a fungao W(s) =
V(s,z(s)) +/ L(t,z(t),u(t))dt € nao decrescente.
to
Demonstragao:
Seja (x,u) um par admissivel para P(ty,£). Queremos mostrar que, para typ < s; < S <
l1,
W(s1) < W(sa).

Primeiramente, observe que
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S1

W(ss) — W(sy) — V(SQ,x(Sg))+/52L(t,x(t),u(t))dt—V(sl,x(sl))—/ L(t (t), u(t))dt

to to

agrupando as duas integrais acima, dado que s; < s3, obtemos

s2

Wise) —Wi(s1) = V(sa,2(s2)) +/ L(t,z(t),u(t)) — V(s1,z(s1)). (3.14)

Dada a equagdo acima, podemos afirmar que W (sy) — W(s;) > 0. De fato, pois dado

que $1 < Sz, 0 custo de um processo o6timo para P(s1,&) é menor ou igual que o cus-

to de um processo 6timo para P(sq, ). Logo, pela definicao de V, temos V (s, z(s3)) >
53

V(s1,2(s1)). Temos também que / L(t,z(t),u(t)) > 0. Logo, dada a equacdo (3.14),

S1
temos W (sg) — W(s1) > 0. Como queriamos mostrar. ]

Suponhamos agora que V seja diferenciavel. Usando a Propriedade 3.1, obtemos

0 < Cil—vj(s)—%(ws,x(s))+/t:L(t,x(t>,u(t>))dt:>
=0 < T Vils 0() + Vals, w())i(5) + Lls, 2(s), u(s)),

para todo processo admissivel (z,u) de P(tg,&).

O resultado obtido acima nos diz que

0 < Vilt, @) + Vit 2) f(t 2 u) + L{t, v, ), (3.15)

para todo par (¢,z) antes do conjunto alvo S, e para todo u € ) arbitrario.

Propriedade 3.2 Suponha que (x*,u*), com tempo final t, é um processo détimo para o

problema P(tg,&). Entao, a fun¢ao W correspondente

W*(s) =V(s,z*(s)) + /S L(t,z"(t),u"(t))dt

to

é constante.
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Demonstracgao:
Sejam ty < 51 < s9 < t7. Entao, pela Proposicao 3.1,

W*(s5) > W*(s1).

Porém, se tivermos W*(sq) > W*(s1), a desigualdade abaixo valeria

52

V(s1,2"(s1)) < / L(t,x*(t), u"(t))dt + V (s2,2"(s2)),
S1

o que contradiz a otimalidade de (z*,u*). De fato, pois essa desigualdade nos diz que existe

um processo (z*,u) estritamente mais "barato"partindo de (s1,2*(s1)) até o alvo final, do

que seguir o processo (z*,u*) no intervalo [s1, s5] e depois otimizar.
Logo, W*(sy) = W*(s1), para todo s1, sy em [tg, t]]. [

Pelas duas propriedades apresentadas aqui sobre a fungdo W (s), temos que, W é nao
decrescente ao longo de qualquer processo, e constante ao longo de qualquer processo 6timo.
Supondo entao W diferenciavel, chegamos a seguinte conclusao sobre a fung¢ao W (s) ao longo

do processo 6timo (z*, u*) no intervalo [to, t]].

0= d?: = Vi(s,2*(5)) + Vi(s,27(8)) f (s, 2*(s), u*(s)) + L(s, z*(s),u*(s)), ¥V s € [to,t]].

onde V; e V, sao as derivadas da funcao valor com relacao ao tempo t, e varidvel de estado
T respectivamente.
Se existir uma trajetoria 6tima z*(-) correspondente ao controle u*(-), entdo para todo

par (t,x), seguindo a trajetoria antes de alcancar o conjunto alvo S, teremos

0=Vi(t,z) + Vp(t,z) f(t,z,u") + L(t, z,u"). (3.16)

para algum u*, onde u* é o controle 6timo no pronto (¢, ).

De (3.15) e (3.16), temos que, para cada ponto (¢, z) antes de S,

< V t’ 9 v € Q
Vo (t,x)f(t,z,u) — L(t,x,u)  — (L, ) U
- ‘/t<t7‘r)7 para algum u € €.

Isto é,
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Vi(t,z) = max{ —Vi(t,x)f(t,x,u) — L(t,x,u)}.

ueN

Vamos definir agora a funcao conhecida como a verdadeira fun¢ao Hamiltoniana. Deno-

taremos essa funcao por H:

H(t,z,p) = max {H(t, x, u,p)}.

A partir da definicao de H, temos determinado a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HIB):

H(t,x, =V, (t, z)) = Vi(t, ). (3.17)

Observe que esta incluida na equagao acima a seguinte condicao de fronteira
V(to, &) = 1o(§), V (t0, &) € 5.
3.1.2.2 Condicao Suficiente de Otimalidade
Até aqui vimos que, se o par (z*,u*) e o tempo final ¢ formam uma tripla dtima do
problema P(ty,£), entdo a funcdo W*(-) é constante ao longo desse processo. Esta é uma
condi¢ao necessaria para otimalidade. Além disso, ao longo de qualquer outro processo

admissivel, a fun¢ao W (-) é nao decrescente. Como conseqiiéncia, temos que a fun¢ao valor

satisfaz a equagao de HJB (3.17). Vejamos agora uma condigao suficiente de otimalidade.

Teorema 3.4 (Condigao suficiente de otimalidade)

Suponha que W(t,x) € uma func¢ao que satisfaz as condigoes abaizo.
1) Wit,z) + W f(t,x,u) + L(t,z,u) >0, V (t,2) e R"™ YV ue Q.

(i) W(t,z) > I(t,z), ¥ (t,z) € S,

e que, para algum processo (2(-),0(-)) em [to, 1] satisfaz

(i) W, (t, 2(£)) + Walt, #(6)) f(t, 2(2), a(t)) + L(t, 2(t), a(t)) = 0
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(iv) W(ty, 2(t1)) = I(t1, 2(f1)).
Entao, (0(-),2(+)) em [tot1], € um processo minimizante do problema P(to,&).

Demonstragao:

Seja (z,u) um processo admissivel qualquer definido no intervalo [ty,t;]. Considerando
que a func¢do W definida no teorema, seja o custo do processo do problema P(tg,§), vamos
comparar o valor de W(z, u) com o valor de W(&, ), para (&, 4) definido em [to, £1].

Primeiramente, vamos usar as condigoes (iii) e (iv) para determinar uma relagao para

Wi(ty, €). Vamos integrar (iii) com relacio ao tempo ¢ no intervalo [to, f1].

/1O%@i@)+%ﬁuﬂ®ﬁ@i@ﬁﬁ»+Lm£®¢w»yﬁ_0

to

Admitindo que cada parcela dentro da integral acima é integravel em [to, ], para to < t < t,,

e usando que %W(t,i(t)) = Wi(t, &(t)) + Wa(t, 2(t))Z(t), obtemos

W(ty, 2(t1)) — W(to, &) + /tl L(t, &(t),a(t))dt = 0. (3.18)

to

Substituindo W(t', 2(t,)) = I(t1, #(f1)) (condicdo (iv)) em (3.18), obtemos

t1

(i) + [ L300 2(0)de = Wit ) (319
to

Agora, integrando (i) com rela¢ao ao tempo ¢ ao longo do processo (x, u) intervalo [to, t1],

e utilizando a condicdo (ii) em seguida, obtemos

It 2(h) + /tl L(t, (1), u(®))dt > Wk, €). (3.20)

to

De (3.19) e (3.20), temos

I(ty, 2(f))) +/t1L(t,§c(t),a(t))dt < I(ty,z(t)) +/t1 L(t,z(t), u(t))dt . (3.21)

to to
A >y NS >
Vv vV

custo do processo (&, @) em [tg, 1] custo do processo arbitrario (z,u) em [tg, t1]

Note que, o lado esquerdo da desigualdade (3.21) representa o custo do processo (z(t), u(t)),

para t € [to,%;]. Do lado direito da mesma desigualdade temos o custo do processo arbitrario
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(x(t),u(t)), para t € [tg,t1]. Ou seja, o custo do processo (Z,4) é menor ou igual ao custo
de qualquer processo admissivel (z,u). Logo, podemos concluir que a tripla (z,,%;) é um

processo 6timo de P(tg,&). m

Note que a fun¢do valor naturalmente satisfaz as condigoes (i) e (ii). O problema é exa-
tamente como calcula-la. Mas, a demonstracao do teorema nos mostra que nao é necessario
ser a fungao valor, mas sim qualquer funcao que satisfaca as condigoes (i) e (ii). Essas fun-
coes sao chamadas de funcoes de verificacao, e servem para verificar se um processo qualquer
(x,u) é 6timo ou ndo. Para ser 6timo, é necessario verificar se o processo satisfaz (iii) e (iv)

em conjunto com uma funcao de verificagao, isto &, que satisfaz (i) e (ii).

De forma geral, temos que, dado o problema P(ty,£), devemos achar uma funcao que
satisfaca as condi¢oes (i) e (ii) do Teorema 3.4. Essa fun¢io sera a nossa fungao de verificacao.
Agora, dado um processo qualquer admissivel (z,u) € R™"™ para verificar se esse processo
é 0timo, a fungao de verificacao, aplicada a esse processo, deve satisfazer as condicoes (iii) e
(iv) do Teorema 3.4.

3.2 Controle 6timo discreto

Vamos estudar nesta secao problemas de controle 6timo de tempo discreto. Uma carac-
teristica deste problema é o fato de tratarmos de equagoes de diferencas ao invés de equagoes
diferenciais, como no caso continuo. De forma geral, um problema de controle 6timo discreto

é dado da seguinte forma

T
max J = Z fe(@e, uy) (3.22)
t=0
sujeito a
Tep1 — T = Gele, ur), (3.23)

l'():b, UtEQt, t:0,1,...,T.

onde J é o funcional objetivo do problema, f; : R xR — R; ¢, : R xR — R é a equacao
dinamica, {2 é o conjunto de controles admissiveis, T' > 0 é o tempo final, e b € R é a condicao
inicial para o estado. Vamos supor que o tempo final 7" é fixo, e que nao héa restrigao sobre o
estado final z7. Admitiremos que a fun¢ao L seja continuamente diferenciavel até segunda

ordem, ou seja, L € C?.
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De forma geral, o problema de controle 6timo discreto possui trés caracteristicas princi-

pais que o define:

1. As variaveis podem ser divididas em dois conjuntos distintos, as varidveis de estado,

Ty, € as varidveis de controle, uy;

2. O conjunto de restrigdes (3.23) relaciona a diferenga entre as varidveis de estado,
Ti+1 — Xy, para os valores atuais, x;, u;, através da fungao ¢;. A expressao z,41 — v, =

gi(zy, uy) para cada t é chamada de equagao dindmica do problema;

3. A funcao objetivo (3.22) esta expressa como a soma de (T'+ 1) termos, e cada t-ésimo
termo do somatoério depende somente dos t-ésimos valores das variaveis de estado e

controle. Uma funcao objetivo deste tipo é dita separdvel.

A seguir, vamos formalizar um método de resolucao para problemas de controle 6timo
discreto do tipo (3.22)-(3.23), a partir da func¢do de Lagrange apresentada no Apéndice B.
Esse método é conhecido como o método de Hamilton. Nesse método, a solucao 6tima é
encontrada a partir da resolucao de equacoes de diferenca chamadas de equagoes de Hamilton,
usando técnicas desenvolvidas especialmente para esse tipo de problema.

Nem sempre serda possivel dizer se existe um tnico valor 6timo do problema, porém
existem argumentos relacionados a concavidade e convexidade da funcao de Hamilton a ser
determinada pelo método, que podem garantir a existéncia de tal ponto (Fryer e Greenman,
1987). Nao nos atentaremos neste momento a isto, e apenas apresentaremos o método de

resolucao.

3.2.1 A Funcao de Hamilton e o Principio do Maximo para o Caso

Discreto

Consideremos o problema de otimizagao dado por (3.22)-(3.23). A fun¢ao de Lagrange

para este caso é dado por

T T

L= Z fe(ze,ug) — Z M(Teo1 — x4 — ge(Te, uy)) (3.24)

t=0 t=0
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onde )\; é o multiplicado de Lagrange para a t-ésima equagao de (3.23). Se derivarmos a
funcao L com relacao as variaveis de controle e estado num ponto estacionario do problema,
obteremos uma relagao dinamica entre \; e \yy1 (Apéndice B). Vejamos entao.

Primeiramente, observe a forma expandida do somatoério (3.24),

L = fo(zo,u0) — Xo(r1 — 0 — go(o, uo))
+ filzr,w) = Mz — 21 — g1 (21, w1))
+  fior(@m, wer) — Mca (@ — 2o — go1 (-1, w—1))
+ ft(wta Ut) — )\t(xtJrl — Ty — gt<xta Ut))

+  fr(zr,ur) — Ap(Xns1 — o0 — gr(Tr, ur)) (3.25)

Derivando L com relacao a x; num ponto estacionario, chegamos facilmente a seguinte

relacao

OL 8,
_ = =1,2,...,T. .2
aiL‘t 8$t Ata 7 )\t 1 + /\t 07 t ) 4y ) (3 6)

Derivando agora a funcao L com relacao a wu;, temos

oL 8ft A dgi o
aut 8ut taut

As duas relagoes dadas pela equacoes (3.26) e (3.27) sao apresentadas mais formalmente

0. (3.27)

quando definirmos uma funcao H; da seguinte forma:

Hy(Agywp,ue) = fole, we) + g (e, ). (3.28)

Sendo assim, temos o seguinte sistema de equacoes relacionados a H;:

OH,

0 = —% t=0,1,...,T 3.29
aut7 b ) ) ( )
0H,

Mot — Ny = _a—xt’ t=0,1,2,..., T — 1. (3.30)
t
OH,

Tpp1 — Ty = —b, t=0,1,...,T. (3.31)

o’
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Observe que a expressao \; — A1 = —0H;/0x;, t =1, ..., T é equivalente & expressao
Air1— N = —0H,/0xy, t =0, ..., T — 1.

A iteracao das trés equacoes apresentadas acima nos possibilita determinar o conjunto
de solucao para as variaveis x;, u; e A\;. A funcao H; é chamada de funcao de Hamilton, ou
Hamiltoniana. A variavel \; é a varidvel de co-estado do problema. Afim de mantermos a
mesma notacao utilizada na teoria de controle 6timo continuo, vamos denotar a variavel de
co-estado do caso discreto por p, deixando a varidvel A para representar o multiplicador de
Lagrange. Porém, ¢ importante lembrar que o co-estado para o caso discreto ¢ originado do
multiplicador de Lagrange.

A equagdo (3.29) se refere & condi¢do necessaria de otimalidade dada pelo PMP. As

equagoes (3.30) e (3.31) sao chamadas de equagdes de Hamilton.

A estratégia usada para resolver o sistema determinado pelas equagoes (3.29)-(3.31) é
usar a equagdo (3.29) para expressar u; em termos de x; e A\, e entdo substituir u; nas
equagoes (3.30) e (3.31), as quais, como conseqiiéncia, se tornaram equagoes dependentes
somente de x; e )\;. Estas duas equagoes sao exemplos de equagoes de diferencas, e sao
conhecidas como as equacoes de diferenca de Hamilton para o problema de controle 6timo
discreto. Para problemas onde o tempo final T' é fixo, a condi¢ao de transversalidade sobre

a variavel de co-estado é dada por Ay = 0.

Veja a seguir um exemplo simples de controle discreto.

Exemplo 3.2 Considere o problema de controle étimo

3
max J = Z —x¢ + Ul (3.32)
t=0
sujeito a
Ti41 — T = Uy, (333)
To = 0.

Para esse problema, a funcao de Hamilton € dada da sequinte forma

Ht = — Tt + U,? ‘I— Atut.

Assim, o sistema (3.29)-(3.31) é dado por
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OH.
0 = a—u: =2u; + N (3.34)

OH,
/\t+1 - At = —8—’; = 1 (335)
t

0H
L1 — Ty = 8—)\t = Ut (336)
t
De (4.8), temos que
Uy = _>\t/2

Dado a condi¢ao de transversalidade A3 = 0, resolva (3.35) recursivamente para t =

2,1,0. Dessa forma, obtemos os sequinte valores dtimos para o vetor de co-estado p*:

A= (=3,-2,—1,0).

Substitua cada coordenada de \ na equacao de estado (3.36), com uy = —\;/2.

Tpyr — Ty = —N/2, t=0,1,2,3; comxy=0.

Dessa forma, temos os sequintes valores dtimos para os vetores de estado x* e controle

Se possuirmos inicialmente um problema de tempo continuo, sua discretizacao pode ser
dada sem muitas dificuldades utilizando varios métodos. Dentre esses métodos, destaco o
método de Runge-Kutta. Informacoes sobre a discretizacao de problemas de controle 6timo
continuos via o método de Runge-Kutta sdo encontradas em Campos (2005).

A teoria de controle 6timo é bastante ampla e pode ser usada para resolver problemas de
varios tipos, dependendo da necessidade de cada situagao. Algumas variagoes em problemas
de otimizagao com aplicacao de controle podem ser dadas quando supomos, por exemplo,
condi¢oes relacionadas ao tempo final T, e/ou ao estado final 2. T' pode ser fixo ou nao, e
ainda podemos supor alguma restricao ao estado final z7. Podemos ainda impor restrigoes
as variaveis de estado e controle, z; e u;, em todo ¢ (0 mais comum ¢é limitarmos a variavel

de controle u;). Essas sdo apenas algumas das formas de variagdo de problemas de controle
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6timo, e em nosso trabalho, apresentaremos um estudo de caso relacionado a um problema
de controle 6timo de tempo discreto, sem restricao de estado final, com u; limitado por uma
funcao de x;, e T fixo.

3.3 Solucao Numérica do Problema de Controle Otimo

Ex
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(Griesse e Walther, 2004).

Os métodos apresentados a seguir sao aplicados na resolucao de problemas de controle
6timo sem restricao sobre a variavel de estado no tempo final. Porém, esses métodos tam-
bém podem ser aplicados em problemas com restricao desse tipo, a qual é eliminada pela

utilizagao de constantes de penalidade, como sera visto a seguir.

Vamos supor o seguinte problema de controle

min J = C(z(ty)) (3.37)
sujeito a

B(t) = f(t, x(t), u(t)), (3.38)

onde os parametros e variaveis sao como ja definidos. Esse problema esta representado na
forma de Mayer, onde o funcional objetivo é expresso em funcao da variavel de estado ava-
liada no instante final £;. Um problema de controle 6timo também pode ser descrito nas
formas de Bolza ou Lagrange, de acordo com a definicao de seu funcional objetivo, sendo

essas trés formas equivalentes (Cesari, 1983).

A funcao de Hamilton para esse problema é dada por
H(t,z,u,p) = pf(t, z,u), (3.39)

onde p é como ja definida. Aqui, a condicao de transversalidade sera dada por

Pi(t) = %;ftl)), () = %’kn@l)).

Vejamos entao como resolver numericamente um problema desse tipo.
Métodos indiretos

Os meétodos indiretos que serdo abordados aqui foram propostos por Kumar (1976) e
Raggett (1977). Em Kumar (1976) é feita uma investigagdo numeérica de um procedimento
iterativo, denominado control averaging technique (CAT), com o qual se pode obter uma
boa aproximacao para a solucao 6tima de um problema de controle 6timo singular, em um

tempo computacional relativamente pequeno.
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O problema de valor de contorno resultante da aplicacao da condicao necesséaria de
Pontryagin, pode ser representado como um caso especial do operador geral de ponto fixo
y = ['(y). Desse modo, o método baseia-se em sucessivas iteragoes do operador I' até a
obtencao da convergéncia, onde o controle converge para o controle 6timo, que é ponto fixo
do operador.

O procedimento definido possui a seguinte expressao:
P = (1= w)i* +w (@) §° =" (3.40)

Com certas condigoes sobre I', (3.40) converge para o ponto fixo, para qualquer 3°, desde

que a seqiiéncia w; satisfaca:

o0
lim w;, =0e E wp = 00
k—o0

k=0

Com isso, foi sugerida a seqiiéncia w; = a qual satisfaz as condi¢oes impostas, obtendo

1
Tt
resultados satisfatorios.

No caso de condicoes finais sobre as variaveis de estado, o método CAT as trata impli-
citamente por uma funcao de penalidade. Para isso, define uma nova equacao, denominada

funcional objetivo aumentado:
Ta(u()) = () + 5 3 byl )P (3.41)

onde J(u(-)) é o funcional objetivo do problema original, hj(xz(t;;u(-))) é a restricao do
estado no instante final, e os ¢, sao chamados de constantes de penalidade. A solucao de
um problema desse tipo é encontrar =, u e 1 que satisfacam, além das restricoes impostas
pela definicao do problema, as condi¢oes necessarias de otimalidade do PMP.

Finalmente, pode-se construir o operador de ponto fixo. Sendo £ uma classe de fungoes

v+, ) ¢ [to, t1] X R™ x R™ — Q satisfazendo a condi¢ao de minimo:
H(t,x,v(t,p,x),p) = IJ1€1§I21 H(t,x,u,p) (3.42)
para todo (¢, z,p) € R**1. Entdo o problema esta resolvido somente se, para algum v € &:
u*(t) = v(p(t;u”), x(t;u”), t). (3.43)

Sejam F': Q — R"xR" definida como F(u(t)) = {z(t;u),p(t;u)} e V(x,p) = u, tal que u(t) =
v(t, z(t;u), p(t;u)), para cada v € &.
Definindo o operador I' = V o I, é possivel construir o algoritmo para a obtencao de

uma aproximagao do controle 6timo, o qual serd dado pelo Algoritmo CAT a seguir.
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Algoritmo CAT

Passo 1: Para k=0, defina 4° = ug; (up pode ser escolhido arbitrariamente)
Passo 2:  Resolva a EDO #Ft1(t) = f(t, 21 (t), a"(t)), para z(tg) = x;

Passo 3:  Resolva a EDO p*1(t) = =V, H (t, 2" 1(t), a*(t), p" (1)),
sujeito a p*ti(t)) = Vo Ju (2% 1(t));

Passo 4: Faca k=k+1;
Passo 5: Encontre u* = v(z*, p*), de acordo com (3.42);

Passo 6: Calcule 4F = (1 — w;)a 1 + wu®, com w; = e volte ao Passo 3.

1
k+1°

Raggett (1977) descreve um método iterativo do tipo gradiente, denominado DOG (dou-
ble operator gradient), no qual é demonstrada maior eficiéncia com relagio ao CAT, em um
grande nimero de casos considerados.

O DOG nao mantém o mesmo tamanho de passo em cada iteracao, como feito, por
exemplo, no método gradiente de passo fixo. Ao invés disso, o passo é dobrado enquanto o
valor do funcional objetivo diminui. Se para um determinado passo ocorrer um aumento no
valor do funcional, entdao o passo é diminuido pela metade, descartando também o controle
responsavel por esse aumento. A iteracao continua com o mesmo passo, ao invés de dobra-lo
agora, até que o valor do funcional aumente novamente e entao o passo é reduzido pela
metade. O algoritmo utiliza uma constante de tolerancia como critério de parada, e a
diferenca de dois valores consecutivos do funcional objetivo é sempre comparada com essa
tolerancia.

Considerando o funcional objetivo aumentado (3.41), o método é descrito pelo Algoritmo
DOG dado a seguir.

Algoritmo DOG
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Passo 1: Faga k=0. Dado u*, resolva a EDO i*(t) = f(t, 2% (t), u*(t))

para z(tg) = xo (u® pode ser escolhido arbitrariamente);
Passo 2: Avalie o funcional objetivo aumentado J¥;

Passo 3: Resolva a EDO p*(t) = =V, H (¢, 2" (t), u*(t), p*(t)),
sujeito a pFri(t)) = Vo J, (x"(t));

Passo 4: Calcule uF ! = u¥ — ¢,V H.

Se qualquer u**! estiver fora de Q, entdo toma-se o valor

mais proximo dentro de §2;

Passo 5: Repita os passos 1 e 2 com k trocado por k + 1;
Passo 6:  Se |[J*™ — J*| < v, entdo pare.
Passo T7: Se J**1 > J* 4 1 entdo reduza ¢, & metade e repita o processo

a partir do Passo 4 com o antigo valor de u";

Passo 8: Se J*L < J* — 1. entao:
(a) Se o Passo 7 ainda nao foi aplicado, entao faga €,,1 = 2¢
e repita a partir do Passo 3, com £k =k + 1;
(b) Se o Passo 7 ja foi aplicado, entao faca ;11 = €
e repita a partir do Passo 3, com k =k + 1.
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Métodos diretos

A utilizacao de métodos diretos envolve, inicialmente, a discretizacdo do problema con-
tinuo antes que algum método de otimizacao seja aplicado. Diversas formas de discretizagao
de um problema de controle 6timo sdo propostas na literatura. Hager (2000) utiliza a téc-
nica de discretizacao completa para problemas de controle 6timo, tratando as equacoes do
método de discretizagao como uma restri¢ao adicional. Sao introduzidas variaveis adicionais
de otimizacao, correspondentes as funcoes de controle em pontos intermediarios da malha de
discretizacao. Com isso, elimina a necessidade de interpolacao do controle e permite o cél-
culo simplificado do gradiente do funcional objetivo, porém o novo problema de otimizacao
obtido possui um ntmero maior de variaveis.

A discretizacao é obtida baseando-se nos métodos de Runge-Kutta, uma classe de mé-
todos numéricos originalmente propostos por Runge (1905), para a obtencao de solugoes
aproximadas de equacoes diferenciais sujeitas a condigoes iniciais (problemas de valor inici-
al, ou PVI).

Em Griesse e Walther (2004) o problema original é transformado no seguinte problema

de programacao nao-linear de dimensao finita:

min C'(u) = p(a™M 1 (u)) (3.44)
sujeito a a < u/ < b,

onde z = o(u) = (o'(u), ..., (u)) sao as varidveis de estado definidas em fun¢ao do
controle, e N; é o nimero de subintervalos da discretizagao do intervalo original do problema.

O novo problema obtido possui apenas u como variavel de otimizagao, caracterizando
a técnica recursiva. Porém, como podemos ver, o funcional objetivo do problema ainda
depende do ultimo componente do vetor de variaveis de estado. Para obter o valor dessa
variavel, é utilizado um método de Runge-Kutta explicito de quarta ordem.

Apesar de (3.44) ter um numero relativamente pequeno de variaveis, o gradiente da
funcao objetivo, necessario para a resolucao do problema, nao possui uma avaliacao trivial.
Desse modo, trés abordagens sao citadas para o calculo de derivadas: métodos de diferencas
finitas, discretizacao direta das equacgoOes adjuntas continuas, e aplicacao de diferenciacao
automatica.

Para problemas de controle 6timo com restri¢coes sobre a variavel de controle, Chrys-
soverghi et al. (2004) propoe a obtengao da solugdo numérica através da discretizagao das
equacgoes de estado do problema, utilizando um método de Runge-Kutta de quarta ordem

explicito, e as varidveis de controle sao aproximadas por func¢oes continuas por parte. Um
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método aproximado de projecao de gradiente é definido a fim de gerar seqiiencias de controles
discretos, que sao refinadas progressivamente durante as iteragoes.

A partir da discretizacao do problema de controle 6timo continuo, é possivel determinar
um problema de programagao nao-linear, o qual pode ser resolvido utilizando-se de varios

métodos. A seguir trataremos de alguns deles.

3.3.1 Programacao Nao-Linear

A programacgao matemética envolve problemas de otimizagao cuja solucao é composta de
um numero finito de valores reais que satisfazem as restricoes e o objetivo do problema. Entre
esses, estao os problemas de programacao linear, programacao nao-linear e programacao
inteira.

Quando utilizamos métodos diretos para a resolucao numérica do problema de controle
6timo continuo, o primeiro passo é discretizarmos o problema original a fim de obtermos um
problema aproximado equivalente. Desse modo, transformamos o problema original em um
problema de programacao matematica, ou mais especificamente, de programacao nao-linear.
Resolvendo esse novo problema, obtemos um solugao aproximada para o problema original
(M.S. Bazaraa e Shetty, 1993).

Serao apresentados agora, métodos para resolucao de problemas nao-lineares do tipo
min f(x) (3.45)
sujeitoa  z € S. (3.46)

onde f : R® — R é a funcao objetivo e S C R™ é a regiao factivel do problema. Vamos

considerar, inicialmente, a classe de métodos iterativos que possuem a seguinte forma geral:

e =2k L Fdk k=0,1,.. (3.47)

onde d* e € sao chamados de direcio de busca e tamanho do passo, respectivamente, devendo

ser satisfeito €* > 0. A cada iteracdo k, a direcio d* é escolhida de modo que:

Vf(*)d* <0 (3.48)

para Vf(z*) # 0. Quando Vf(z*) = 0, o método péra, ja que a condigdo necessiria de
primeira ordem é satisfeita. As diferentes escolhas para a diregao d*, satisfazendo (3.48),
dao origem aos diversos métodos de otimizagao que iremos abordar em uma etapa a seguir.

Além disso, €* deve ser escolhido a cada iteracdo, ou seja, além de definirmos em que direcao
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andar, devemos também saber o quanto andar, de modo a garantir que haja convergéncia e

que essa seja acelerada (Bertsekas, 1999).
Escolha da Direcao de Busca

I- Método do Gradiente: Apresentado em 1847 por M. Augustin Cauchy, este método
é de implementacao facil porém de convergéncia lenta quando comparado aos demais. Foi
motivado pela necessidade de se obter uma aproximacao inicial para a solucao do problema,
que pudesse ser refinada posteriormente por algum outro método (o Método de Newton, por
exemplo).

Neste método, temos d* = -V f(z*), ou seja,

el =k — vk, k=0,1,... (3.49)

Com isso, a direcao de busca para o calculo do ponto atual é sempre a direcao do ve-
tor gradiente (no sentido oposto) calculado no ponto anterior. Entretanto, essa dire¢ao é
quase ortogonal & direcao que leva ao minimo da func¢ao objetivo, fazendo com que ocor-

ra o comportamento conhecido como zig-zagging, que resulta no lento progresso do algoritmo.

II - Método de Newton: Tendo como objetivo obter uma solucao para um sistema
do tipo g(z) = 0, foi desenvolvido o método de Newton. E peculiar deste método o fato de
necessitarmos que o vetor inicial seja um ponto proximo da solucao 6tima. Para o problema
de maximizagao (3.45)-(3.46), podemos utilizar o Método de Newton para d@prminar a

solugao 6tima z* tal que Vf*(z*) = 0, e assim a condigao necesséria de prim# d or deo
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propostas com o intuito de facilitar sua implementacao e aumentar a velocidade de conver-
géncia, como a substituicio de V2g(z*) por V2g(2°) para toda iteragao, ou ainda por uma

matriz simétrica definida positiva construida por meio de diferencas finitas.

IIT - Método Gradiente Conjugado: Tendo em vista as dificuldades apresentadas
pelos dois métodos anteriores, este método tem como motivacao melhorar a velocidade de
convergéncia do método Gradiente e, ao mesmo tempo, diminuir o ntimero de calculos e o
armazenamento de matrizes exigidos pelo método de Newton.

Foi originalmente proposto para obter uma solugao para um problema de otimizagao
com funcao objetivo quadratica, do tipo:

flz) = ;x/Qx — b (3.52)

onde () é uma matriz definida positiva. Pela condicao necessaria de otimalidade, o problema

é equivalente a resolver o sistema linear

Qr =0b.
A cada iteracdo, a escolha da direcdo d* é feita de modo a formar um conjunto de

direcoes Q-conjugadas com as direcdes escolhidas nas iteracoes anteriores. O passo € deve

ser selecionado de modo que
fa® 4 fd¥) = mein f(@F + ed”).
Um conjunto de direcoes d*, ..., d*, ndo-nulas, ¢ Q-conjugado se
(d)YQd =0, 0<i<k 0<j<k, comi## j.

Essas diregoes podem ser geradas a partir de qualquer conjunto de vetores linearmente in-
dependentes, com o0 mesmo nimero de elementos, através do procedimento de Gram-Schmidt.
Neste procedimento, dado o conjunto \Y, ..., x* de vetores linearmente independentes, os ve-

tores d°, ..., d" sdo gerados da seguinte maneira recursiva:
° dO — XO
. . ,L .
e (il = XH—I + Zm:O C(H—l)mdm

onde os coeficientes c*Y™ devem ser escolhidos de modo que d'*! seja Q-conjugado com

d’, ..., d". Para isso, deve valer

05 _ (Xi+1>/de
(d7)Qdi

c 7=0,..71.
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Para a escolha dos vetores x?, utilizamos o gradiente da funcio objetivo, ou seja,

X'==Vf@@), ., X" ==V f")

onde V f(x*) = Qx* — b por (3.52). Sendo assim:

k-1
Vi)Qd
0o_ 0 _
d° = -V f(22), d* = —Vf(z +]Z @vor (3.53)
Como V f(a*) é ortogonal ao subespaco gerado por d°,...,d*"1, a equacdo (3.53) pode
ser reduzida a
d° = —V f(2°), d* =~V f(2") + grd", (3.54)
Vf(@")Vf(zh)
V(b= 1YV f(ah1)

Considerando um problema n-dimensional, o método termina em no maximo n iteracoes,

com (BF =

ao se obter Vf(z*) = 0. Problemas com fungio objetivo nao-quadritica também podem
ser resolvidos utilizando este método, entretanto podem ser necessarias mais que n iteracoes
para que a solucdo seja obtida. Além disso, o coeficiente ¥ para o caso ndo-quadratico deve

ser definido por

V() (V") = V)
ARG A C i B

A razao para essa mudanga é heuristica (ndo se tem certeza da obtengao da solugao

g =

otima). Os termos nao-quadraticos da fungao objetivo e aproximagoes nao precisas para
€*, fazem com que a Q-conjugacdo das direcoes geradas seja progressivamente perdida e
que o método emperre, pois as direcoes d* geradas se tornam quase ortogonais ao gradiente
Vf(z*), levando a V f(x*1) ~ V f(z*).

Entretanto, mesmo com essa mudanca em (¥, os termos nao-quadraticos da funcao
objetivo podem causar perda de conjugacidade. Em casos assim, pode ser usado o método de
descida acentuada como reinicio, a cada n iteragoes, ou sempre que a perda de conjugacidade

for detectada.



Capitulo 4

Um Estudo de Caso

4.1 Introducao: Um Problema Especifico de Planta Da-

ninha

O manejo e controle de plantas daninhas em lavouras é um importante tema de estudo
dentro do agronegocio, e vem sendo feito principalmente através da aplicacao de defensivos
quimicos. Entretanto, esta nao é a tnica forma de combate as daninhas, pois pode-se utilizar
também técnicas de rotagao de cultura, formas diferentes de plantio (plantio direto), controle
biologico e mecanico, entre outras formas de controle. Podemos utilizar algumas técnicas
em conjunto, e denomina-se esse fato por manejo integrado de planta daninha.

O controle da infestacao tem como objetivo principal reduzir perdas de rendimento pela
competi¢do da praga com a lavoura (Cousens, 1985a), perdas essas que chegam a inviabi-
lizar o plantio. Por conseguinte, uma gama de decisoes de controles foi desenvolvida para
maximizar os lucros em uma determinada estagao ou ano (Auld e Tisdell, 1987).

Devido a necessidade de gerarmos mecanismos de controle, foram desenvolvidos modelos
matemaéticos que descrevem a dinamica populacional da planta daninha, os quais nos pos-
sibilitam entender como esta se relaciona com o meio (clima e solo, por exemplo), de que
forma compete com a plantacao (Park et al., 2003), qual o seu comportamento quando se
tenta controlar a infestacao, e quais as formas de atacar o problema. Muitas vezes devemos
decidir se é necessario, ou nao, controlar a infestacao (Cacho et al., 2004), pois o processo de
controle gera gastos que podem ser evitados caso a infestacao nao prejudique a plantacao.
De forma geral, nem sempre é prejudicial a presenca de alguma planta daninha na lavoura, e
além disso, deve ficar claro que o objetivo em geral nao é erradicar totalmente a daninha, e

sim determinar uma relacao entre, o equilibrio da lavoura com a planta daninha, e os custos

45
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de controle.

A técnica mais comum de controle de plantas daninhas na agricultura é a aplicacao de
herbicidas, a qual gera um alto custo no processo de plantio. Essa pratica de combate a
daninha tem algumas particularidades que devem ser cuidadosamente observadas, como os
efeitos ambientais que ela causa e a utilizacao sem planejamento do produto quimico que
pode gerar resisténcia da planta ao herbicida (Powles e Shaner, 2001). E conhecido da
literatura que as condigoes climaticas da regiao onde é feito o plantio influencia diretamente
no desempenho do herbicida sobre a planta daninha.

Neste capitulo apresentaremos um estudo de caso onde analisaremos a dinamica popula-
cional de uma importante planta daninha encontrada no Sul da Australia, a Aveia Selvagem
(Avena spp), e utilizaremos o modelo populacional e seus parametros, dado no artigo Jones
e Cacho (2000).

Primeiramente, através desse modelo matemaético, faremos simulagoes para um periodo
de 20 anos para o controle da planta daninha, visando observar como a planta se comporta a
determinadas quantidades de controle e variadas condicoes climaticas. Feito isto, passamos
a analisar alguns fatos interessante observados nessas simulagoes, tentando entender qual
o efeito das observacoes feitas numa tomada de decisao sobre a forma de manejo utilizado.
Como resultado final deste capitulo, faremos uma andlise do problema econémico relacionado
ao manejo de planta daninha. De forma geral, estudaremos quais os efeitos da planta na
lavoura e qual a melhor forma de combater a infestacao para que se obtenha a melhor

lucratividade possivel.

4.1.1 A Planta Daninha e o Modelo Populacional

A aveia selvagem é uma planta daninha que compete rigorosamente com as colheitas
de graos de inverno no sul da Austrélia, resultando em grande perda de rendimento. Esta
planta daninha tem como caracteristica um alto poder de reproducao, logo gera um grande
nimero de sementes, afetando diretamente o tamanho do banco de sementes no solo.

Segue abaixo um modelo que descreve a dinamica de populagao da planta daninha. Neste
modelo, consideramos trés populacoes P;, M; e R;, que estao subdivididas em trés coortes
representados pelo parametro i. Um coorte pode ser considerado como um conjunto de

individuos nascidos ao mesmo tempo, (Jones e Cacho, 2000).
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Py = pidB (4.1)
My = (1—¢:)(1—v)Py (4.2)
Rz‘t = exp[ozi In Mzt/(,uz + & In Mzt)] (43)
3
Ne o= Y (kRp) - n+€ (4.4)
j=1

By = Ne+(1-9)(1-0)B, (4.5)

1=1,2,3.

Aqui B; é o banco de sementes no inicio do ano t, P sdo as plantulas (plantas jovens) do
1-coorte do ano t, M;; é a quantidade de plantas germinadas que chegam a fase adulta, R; sao
sementes resultantes da reproducao das aveias selvagens, N, sao as novas sementes adiciona-
das ao banco de sementes no ano ¢, § é a taxa anual de germinacao das sementes da planta
daninha, p; é a porcentagem de sementes que germinaram no ¢-ésimo coorte, ¢; é a taxa de
mortalidade de plantas, de forma natural ou resultante do uso, antes de semear, de algum
herbicida adicional para controle das mudas da planta daninha, ~; é a taxa de mortalidade de
plantas daninhas induzida pelo herbicida, a;, u;, €; sao coeficientes de regressao na equagao
(4.3), K é a taxa de sobrevivéncia de novas sementes, 7 representa a retirada de sementes na
colheita, £ é a importagao de sementes (vento, passaros, etc), e U é o indice de mortalidade
de sementes dormentes. Os valores dos parametros p, 6, ¢, a, u, €, kK, n, £ e ¥ aplicado
para a aveia selvagem e usados neste estudo foram retirados de Jones e Cacho (2000), e estao
representados na Tabela 1. Considerou-se R;; nulo quando M for menor que 0,5 plantas
por m?, porque, devido & forma do funcional usado, o resultado da equagao (4.3) tende ao

infinito quando M;; se aproxima de zero.

As medidas P;;, M;;, R; e B; sao dadas pela quantidade de cada populagao por metro

quadrado, ou seja, sao medidas de densidade.

A taxa de mortalidade induzida pelo herbicida Diclofop-metil no controle da aveia selva-
gem em fung¢ao da quantidade de herbicida aplicado (litros (L)/ha) e o indice de condig¢oes

climaticas até a data de aplicacao que utilizamos para a simulacao ¢ dada pela relagao:

exp[—0, 428 + 1,496 In(u) + 0, 945C
v =) =

= ) 4.6
1+ exp[—0,428 + 1,496 In(u) + 0,945C] (4.6)
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Esta relagao foi encontrada em (Jones e Cacho, 2000). Como ja foi dito anteriormente, a
eficacia do herbicida vai depender diretamente das condigoes climaticas da regiao onde é feito
o plantio, e neste caso o parametro que tras esta informacao é o parametro C', que assume
os valores de 1, 2 e 3 para ruins, médias e boas condicoes climaticas, respectivamente.

Da forma com que funcao  esta representada acima, a varidvel u nao pode assumir valor
nulo. Aplicando as propriedade da fun¢ao exponencial, podemos reescrever a equagao (4.6)

de modo a eliminar essa restricao. A nova representacao da funcao v é dada por

~exp(—0,428 40, 945C" ) u 4%
1+ exp(—0,428 4 0,945C )u 1496

v =(u) (4.7)

4.2 Simulacoes do Modelo Populacional

Como mencionado anteriormente, neste capitulo faremos uma analise da dinamica populaci-
onal da planta daninha através de um periodo de 20 anos. Esta anélise consiste em utilizar
diversos valores para a taxa de herbicida aplicada, para as condicoes climéticas e para taxa
de mortalidade de pré-semeadura e observar o comportamento do banco de sementes no de-
correr do tempo. As simulacoes foram organizadas da seguinte forma: numa primeira série
de simulagoes tomamos o banco de sementes inicial fixo igual a 500 sem/m? e variamos os
valores dos parametros u, C' e ¢. Feito isto, iniciamos uma segunda série de simulagoes onde
variamos, além dos parametros u, C' e ¢, o banco de sementes inicial. Denotaremos a partir
daqui o banco sementes B; por ;.

As simulacgoes foram feitas através de um modelo computacional baseado no sistema

(4.1)-(4.5). O programa computacional MATLAB foi utilizado para gerar os resultados.

4.2.1 Os Efeitos de u, C' e ¢; na Dinadmica Populacional com z, Fixo

Nesta primeira etapa das simulagdes tomamos ¢; = 1 e C' = 1 e variamos o valor de wu.
Dessa forma, estamos supondo que a técnica usada para combater a infestacao presente no
solo antes de semear obteve cem por cento de sucesso, conseqiientemente, quando lancarmos
as sementes da cultura no solo, nao havera plantas daninhas na terra. E claro que isso é
pouco provavel na pratica, mas em nossas simulagoes assumimos que seja possivel. Também
tomamos em principio C' = 1, o que significa que temos condi¢oes climéticas ruins na data
de aplicacao do herbicida.

Na simulagao apresentada na Figura 4.1 nao aplicamos herbicida de pos-semeadura (u =

0), e podemos observar um aumento significativo no banco de sementes com o decorrer dos
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anos. Também podemos ver que o banco tende a se estabilizar num determinado tempo, o
que ja era esperado devido as limitagoes biologicas da planta e/ou dos nutrientes presentes

na terra.
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Figura 4.1: Evolucao do banco de sementes quando ¢; =1, C=1eu=0

Agora, aplicando uma taxa de herbicida de 1 L/ha, observamos um declinio no valor de

estabilidade do banco, mas ainda é maior que o valor inicial. Ver a Figura 4.2.
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Figura 4.2: Evolucao do banco de sementes quando ¢; =1, C=1leu=1

J& num terceiro cenério, mantivemos os valores de ¢; e C' dados anteriormente e apli-

camos uma taxa de 1,84 L/ha de herbicida, e obtemos uma curva decrescente do banco de
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sementes desde o primeiro ano. FEsse é o primeiro valor de u no qual isso ocorre quando
tomando esse conjunto de informacoes iniciais. Note que o banco de sementes tende a se es-
tabilizar em um valor muito proximo do inicial, Figura 4.3. A partir dai, procuramos aplicar
taxas mais elevadas de herbicida, observando quando e em que valor o banco se estabiliza.
Na Figura 4.4, quando utilizamos 2,3 L /ha de herbicida, podemos observar que o controle
é mais eficiente, e faz o banco se aproximar de um valor bem abaixo do inicial. Quando
utilizamos uma taxa acima de 2,5 L/ha, o valor do banco se aproxima de zero. Esse fato nao

ocorre na pratica, mas devido a modelagem apresentada podemos obter tal resultado.
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Figura 4.3: Evolucao do banco de sementes quando ¢; =1, C=1eu=1,84

Vamos agora manter o valor de C' = 1 e mudar o valor de ¢; para 0,5, o que indica
que nao foi possivel erradicar totalmente a daninha no periodo de pré-semeadura, mais
precisamente, foram mortas apenas 50% delas. Nesse caso, mesmo aplicando uma taxa de 2
L/ha de herbicida, a infestagao nao é controlada, e temos um grande aumento no banco de
sementes, ver a Figura 4.5. Se compararmos esta simulagao com a representada pela Figura
4.3, observamos que agora aplicamos uma quantidade de herbicida maior (2 L/ha) do que
anteriormente, e mesmo assim o banco de sementes cresce com o tempo. Como mantemos
C =1 e xg = 500 nas duas simulagoes, nos cabe concluir que o fator que influenciou para
esse aumento no banco de sementes foi taxa de mortalidade de pré-semeadura, ¢; = 0, 5.

Mantivemos os valores de ¢y = 0,5 e C' = 1, e supomos agora u = 3,32. Com esses
dados observamos que o banco de sementes comeca a decair e alcanca um valor aproximado
de 90 sem/m? no final do periodo de 20 anos, ver Figura 4.6. Mais uma vez, ressaltamos

a importancia do combate a praga antes de semear, pois para diminuir o tamanho banco
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Figura 4.4: Evolucao do banco de sementes quando ¢1 =1, C=1leu=2,3e¢u=2,5
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Figura 4.5: Evolucao do banco de sementes quando ¢; = 0,5, C=1eu =2
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de sementes foi preciso aplicar uma quantidade de herbicida muito maior quando supomos
¢ = 0,5, Figura 4.6, do que ¢, = 1, Figura 4.4.
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Figura 4.6: Evolucao do banco de sementes quando ¢; = 0,5, C=1e u = 3,32

Como também foi dito no inicio do trabalho, as condig¢oes climaticas é um fator impor-
tante no resultado da aplicacao do herbicida, e nas préximas simulacoes testamos o modelo
para médias e boas condi¢ao climaticas.

Iniciando a série de simulacoes onde testamos o efeito climético no combate a planta
daninha, supomos que temos uma condicao climatica média para aplicagao do herbicida,
C = 2. Feito isso, aplicamos diferentes taxas de herbicidas e analisamos os resultados. A
Figura 4.7 representa a trajetoria do banco de sementes quando aplicamos uma taxa de
herbicida igual a 0,98 L/ha e supomos que o combate pré-semeadura da planta daninha
foi cem por cento eficiente, ¢; = 1. Neste caso, observamos que o banco de sementes
apresenta uma trajetoria de queda desde o primeiro ano, mostrando uma boa performance
do herbicida sobre a planta daninha. Comparando esse resultado com o exposto pela Figura
4.3, podemos observar que realmente ha um beneficio no combate da planta daninha quando
temos condigoes climaticas melhores, visto que precisamos aplicar menos herbicida para
obtermos resultados parecidos. Veja uma comparacao grafica entres o dois resultados na
Figura 4.8.

Tomando agora u = 1,8 e ¢; = 0,5 observamos também que o banco de sementes ¢é
controlado, e tende a zero com o tempo, Figura 4.9. Se compararmos este resultado com o
representado na Figura 4.4, onde tomamos u = 2, C' =1 e ¢; = 0, 5, iremos notar novamente

uma melhoria no combate a planta daninha quando temos melhores condicoes climaticas,
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Figura 4.7: Evolucao do banco de sementes quando ¢; =1, C =2 e u = 0,98
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pois mesmo aplicando uma quantidade inferior de herbicida pos-semeadura conseguimos

controlar a infestacao, o que nao ocorre no caso comparado.
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Figura 4.9: Evolucao do banco de sementes quando ¢; = 0,5, C=2eu=1,8

Os resultados alcancados nas simulacoes onde alternamos as condi¢oes climéaticas vém
confirmar as informacoes encontradas na literatura sobre o efeito do clima sobre a eficicia
do herbicida no combate a planta daninha. Esses resultados mostram uma coeréncia na
modelagem do problema quanto a questao do clima. Veremos agora algumas simulacoes
onde supomos boas condicoes climéaticas.

Como introduzido acima, vamos supor agora que temos boas condi¢oes climaticas quando
aplicarmos o herbicida, C' = 3. Para este caso, a infestacao ja é controlada com u = 0,7 e
admitindo ¢; = 1, ver Figura 4.10. Se supormos ¢; = 0, ou seja, nao atacamos a daninha
antes de semear, serd necessario apenas 1.4 L/ha para controlarmos a infesta¢do, ver Figura
4.11.

4.2.2 Variando o Banco de Sementes Inicial

Terminamos aqui a primeira série de simulagoes, e a partir destas, podemos tirar algumas
informacgoes importantes sobre a dinAmica populacional da planta daninha, mais especifica-
mente, informacgoes do comportamento do banco de sementes quando variamos os parametros
relacionados as condigoes climaticas, taxa de mortalidade de pré-semeadura e quantidade de
herbicida aplicado. A Figura 4.12 ilustra um comparativo entre alguns resultados obtidos

no combate & planta daninha com diferentes valores de ¢, C' e u.
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Figura 4.10: Evolugao do banco de sementes quando ¢; =1, C' =3 eu=0,7
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Figura 4.12: Evolugao do banco de sementes para xg fixo, e com a varia¢ao da taxa de mortalidade

antes da semeadura ¢7, das condicoes climaticas C' e da taxa de aplicacao de herbicida wu.

Através das simulagoes apresentadas até aqui, podemos observar que os parametros rela-
cionados as condicoes climéaticas e a taxa de mortalidade de pré-semeadura sao fundamentais
no processo de controle da planta daninha. Esses fatores fazem com que a quantidade de
herbicida aplicado apds o plantio varie consideravelmente.

Outro fato que chama a atengao nas simulagoes é que em determinados conjuntos de
dados o banco de sementes se anula em algum instante de tempo. Na pratica isso nao é
observado, e nos cabe concluir que esse acontecimento é fruto da modelagem matemaética.
Um ponto de pesquisa interessante seria reavaliar o modelo e tentar adequé-lo para que isso
nao ocorra.

Além disso, observamos um outro fato interessante, que é a estabilizacao do banco de
sementes a partir de um determinado tempo. Trataremos desta observagao na segunda série
de simulagoes.

Nesta segunda parte das simulacoes vamos supor ¢; = 1 para todos os casos apresen-
tados. Como ja pode ser observado nas simulacoes anteriores, em determinados situagoes o
banco de sementes tende a se estabilizar com o tempo, tanto acima como abaixo do valor
inicial tomado. Esse fato serd explorado na simulac¢oes apresentadas a seguir, onde analisare-
mos esta possivel estabilizacao do banco de sementes supondo diferentes condic¢oes climaticas,
diferentes taxas de herbicida pés-semeadura e variando o banco de sementes inicial.

Na primeira simulacao desta série tomamos v = 0 e variamos o banco de sementes inicial.
Veja a Figura 4.13.

Podemos observar que para valores de xy acima de 5 sem/m? o banco de sementes se
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Figura 4.13: Evolu¢ao do banco de sementes para u = 0 e C' = 2, com diferentes valores de x.

estabiliza bem proximo de 1700 sem/m?. Note que mesmo tomando valores bem diferentes
para xg, como por exemplo 5 e 1000 sem/m?, com o tempo, o banco de estabiliza no mesmo
valor. Aparentemente esse fato é resultado da competicao intra-especifica da planta daninha,
pois a quantidade de nutrientes encontrados no solo, os quais sao fundamentais para o
desenvolvimento da planta, sao limitados.

Em simulacoes nao apresentadas neste trabalho, consideramos as mesmas condigoes an-
teriores exceto para C, onde tomamos C' = 1 e C' = 3, e observamos um comportamento
similar entre as trés simulacoes. Esse fato ja era esperado, pois o efeito do clima no combate
a planta daninha ocorre quando aplicamos algum herbicida de pds-semeadura, e neste caso
supomos u = 0 e assim y(u) = 0.

A seguir apresentaremos a mesma simulacao mudando apenas a taxa de herbicida apli-
cada, u = 1,5. Novamente observamos que o banco de sementes tende a se estabilizar, agora
em torno de 700 sem/m? Note que este valor de estabilizacio é menor do que no caso
anterior, e podemos concluir que o efeito do herbicida de pos-semeadura gerou essa queda.
Veja a Figura 4.14.

Vamos mudar agora o indice de condigoes climaticas e analisar o comportamento do
banco de sementes com relacao a estabilidade apresentada.

Se tomarmos C' = 2 e u = 0,98, como feito na simulagao representada pela Figura 4.7,
e variarmos o valor do banco de sementes inicial, notaremos que o valor de estabilizacao é
proximo de 495 sem/m?. Nesse caso, para xy menor que 77 sem/m? o banco de sementes
tende a zero com o tempo. Para os demais valores de xy, o banco de sementes se estabiliza
proximo de 495 sem/m?. Veja a Figura 4.15.
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Figura 4.14: Evolucao do banco de sementes para u = 1,5, C' = 1 com diferentes valores de x.
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Comparando este resultado com o ilustrado pela Figura 4.14, podemos notar um melhor
resultado no controle da planta daninha. Mais uma vez, temos o aparecimento do efeito
das condicoes climéticas sobre o herbicida, pois, no caso anterior, aplicamos uma taxa de
herbicida superior a 0,98 e o banco de sementes se estabilizou num valor maior que 495
sem/m?. Supondo u = 1,5 ¢ C' = 2, 0 banco de sementes tende a zero para quaisquer valores
de z.

Na ultima simulagao desta série (Figura 4.16) fixamos o valor de u e variamos os valores
de zg e C. Estas simula¢oes nos mostram que para valores de u acima de 2,5 L /ha, o banco
de sementes tende a zero independentemente da umidade do solo e banco de sementes inicial.

Mais uma vez observamos que esse fato nao é observado na pratica.

Figura 4.16: Evolucao do banco de sementes para v = 2,5 com diferentes valores de zg e C.

Tendo em vista que estamos realizando um estudo da dinamica do modelo populacional
da planta daninha, seria interessante determinar para que valor de v o banco de sementes tem
seu comportamento alterado com relagao ao crescimento e decrescimento da sua trajetoria
dado uma quantidade inicial de sementes xy. Ou seja, determinar para que valor de u ocorre
Ty < xy para algum t € Z. Para determinarmos esse valor de u alteramos o nosso modelo
original colocando como parametro de controle apenas o valor da funcao 7, onde v € [0, 1].
Nesta simulacao tomamos zo = 500, C'=1¢e ¢, = 1.

Variamos o valor de v em 0,01, 0,02, ..., 1. O valor encontrado foi v = 0,81. Ou seja,
quando atingimos uma eficiéncia do herbicida no controle da planta daninha de 81% logo

no primeiro ano, o banco de sementes no ano seguinte serd menor que o valor inicial do ano
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anterior.
Utilizando o programa computacional Maple, determinamos qual o valor de u que satisfaz

a seguinte igualdade

exp(—0, 428 + 0, 945C)u 49

7 =) 1 + exp(—0, 428 + 0, 945C)u 4% — (48)

O valor de u que satisfaz essa equacao ¢ u = 1,86. Esse resultado nos diz que para taxas de

aplicacao de herbicida maiores ou iguais a u = 1,86 o banco de sementes tem uma trajetoria
de queda desde o primeiro ano de aplicacao do controle. Se estivéssemos considerando os
custo de aplicagao do herbicida, possuiriamos agora o custo minimo da operagao de controle
da planta daninha quando supomos zy = 500, C' =1 e ¢; = 1. Esses parametros formam um
conjunto de condigoes iniciais desse problema, e para cada variacao desse conjunto obteremos

diferentes valores de wu.

4.2.3 Discussao dos Resultados

Através das simulacoes apresentadas neste trabalho podemos observar dois pontos prin-
cipais no tratamento da infestacao na lavoura: as condi¢oes climaticas na data da aplicacao
do herbicida e o valor da taxa de mortalidade pré-semeadura. Esses fatores fazem com que
a quantidade de herbicida aplicada ap6s o plantio varie consideravelmente, deixando em
davida qual é o melhor conjunto de condicdes para o combate a infestacao. Tendo em vista
que nao podemos controlar o clima, o que nos cabe ¢ observar o clima da regiao de plantio e
esperar para que tenhamos as melhores condi¢oes possiveis. Além disso, devemos analisar o
fato de controlar a planta daninha antes de semear, utilizando de alguma técnica de controle
(mecanica, quimica, biologica, etc). A partir dai, sera possivel fazer uma previsao de como
a infestacao sera controlada e qual o custo gerado por esse processo. Ainda neste trabalho
faremos a otimizacao deste processo utilizando teorias matematicas conhecidas.

Um fato que chama atencao nas simulacoes, é que em determinados conjuntos de dados o
banco de sementes se anula em algum instante de tempo. Na pratica isso nao é observado, e
nos cabe concluir que esse acontecimento é fruto de algum desvio na modelagem matemética.
De fato o banco tende a zero devido a imposicao de R;; = 0 quando M;; < 0.5. Um ponto de
pesquisa interessante seria reavaliar o modelo e tentar adequé-lo para que isso nao ocorra.

Além disso, observamos um outro fato interessante, que é a estabilizacao do banco de
sementes a partir de um determinado tempo. Na secao seguinte apresentamos um estudo

sobre a estabilidade do sistema dindmico relacionado ao banco de sementes.
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4.3 Andlise da Estabilidade do Banco de Sementes

Dentro das simulagoes apresentadas acima notamos a existéncia de possiveis pont
equilibrio da equagao dinamica (4.5) que descreve a comportamento do banco de semefies.
Veja as figura 4.13, 4.14 e 4.15. Esta secao esté reservada para a apresentacao de um es
sobre edtes pontos de equilibrio. Para isto, tomamos fixos todos os parametros relacion
ao modflo populacional da planta daninha, entre eles o parametro relacionado as condigoes
climatidgas C' (C' = 1), e a taxa de herbicida aplicada, u (u = 0 e u = 2,181).

Neste trabalho tomamos algumas vezes © = 0, o que significa a auséncia da aplicacao
de controle no combate a planta daninha. Para este valor de u a equagao dinamica (4.5)
possui pontos de equilibrio, porém, nem sempre isto ocorrerd dependendo do valor de u.
Determinamos numericamente através de um programa computacional o maior valor de u
para o qual exifpem pontos de equilibriNPRp NI i N&&io N bandmg e NNNEN
sementes, e assim ue deesetgga m At ¥ By g™ @%ﬁs 0@ %}{nﬁx Bm %ﬁg‘ Egsf snﬁu;]
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pontos de equilibrio, mas retira da dinamica do processo o fato do banco de sementes ir para
zero com determinadas combinagoes de controle e banco inicial de sementes.
Para uma melhor apresentacao do problema, vamos tomar B, = z;. Sendo assim, a

partir da execugao das etapas citadas a pouco, chegamos no seguinte sistema dinamico:

( (0,517+1,496 In(u))
_ _exp ’
7,61n (0*30(1 Lt exp(0:517+1,496 In(u)) )””t)

0,51741,496 In(u)) ) )
€T

1,2040,81n (0,30 (17 exp(

Ty = flxr) = 0,25x; +0,5exp 14exp(0:517+1,496 In(w))
) s (0,51741,496 In(u))
S1 6:81n (0’00(17 1+:(p(0,517+1,496 n(w)) ) zt)

xp(0,517+1,496 In(u)) )Zt>

2,004-0,8In (0,30 (17 e 0TI TA06 T (W)

+ 0,5ex

\ sujeito a zop =a, a€R

(4.9)
onde f(x;) é uma fungdo nao linear, ¢t € Z, u é uma constante dada, e o = a é a condicdo
inicial do sistema.

No sistema dinadmico (S1) supomos que t € Z, e sua variavel de estado z; pode assu-
mir valores reais positivos. Sendo assim, considerando que f(z;) é uma fun¢do nao linear,
podemos classificar (S1) como um sistema dindmico nao linear de tempo discreto.

De acordo com a teoria apresenta no Apéndice C, se x* é um ponto de equilibrio do
sistema (S1), entao temos a igualdade

Impondo esta igualdade, conseguimos determinar todos os pontos de equilibrio do sistema
dindmico (S1), e a partir dai podemos analisar esses pontos com relagido a sua estabilidade
(estavel ou instavel).

4.3.2 Primeiro Caso: v =0

Neste primeiro caso supomos que a taxa de herbicida aplicada é zero (v = 0) afim
de analisarmos os pontos de equilibrio do banco de sementes quando nao controlamos a

infestagao. Para este caso, temos que o sistema (S1) sera dado por

(7,61n(0,304)) (6,81n(0,0534))
Ty = f(l't) — 07 5exp(1,20+0,81n(0,30xt)) _|_(), 5exp(2,oo+o,671n(0,05xt>) _|_0’ 251
S2

sujeito a zg = a.
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O primeiro passo para determinarmos a estabilidade deste sistema dinamico é achar os
valores z* tais que z* = f(x*), ou seja, determinar o pontos do equilibrio do sistema. Para
isto, utilizamos o programa computacional Maple mantendo duas casas decimais para os

valores, e obtemos os seguintes resultados

xt =1699,54 e = 4,49,

As Figuras 4.17 e 4.18 representam as trajetorias de f(z) — z em torno os pontos de

equilibrio x] e 23 respectivamente.

4007 /\
300 \
fixpx 7
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Figura 4.17: Grafico de f(x)-x proximo do ponto de equilibrio z3 com u = 0

Quando os gréficos cruzam o eixo = temos a igualdade desejada =* = f(z*).

Determinados os pontos de equilibrio do sistema dindmico, precisamos analisar a esta-
bilidade destes pontos. Existem varias formas de avaliar a estabilidade de um ponto de
equilibrio de um dado sistema dinamico unidimensional de tempo discreto. Um método
usado para este fim é o Método Direto de Lyapunov, (Monteiro, 2002). Outra forma de
analisar a estabilidade de um sistema dinamico nao linear de tempo discreto é o método de
linearizacao. Este método consiste na linearizacao do sistema original em torno de seu ponto
de equilibrio e anélise da estabilidade deste ponto tomando agora o sistema linear associado.
A partir dai aplica-se o Teorema de Hartman-Grobman, (Monteiro, 2002). No Apéndice A
descrevemos melhor esses métodos.

Dessa forma, determinados os pontos de equilibrio, devemos linearizar o sistema (52)
em torno dos pontos x7 e x; afim de determinarmos um novo sistema dinamico, agora linear,
para que possamos analisar a estabilidade deste novo sistema. Expandindo em série de

Taylor a funcdo f(x;) em torno dos pontos z} e x3, e tomando apenas até o termo linear
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Figura 4.18: Grafico de f(x)-x proximo do ponto de equilibrio z% com u = 0

nessa expressao, obtem-se os sistemas dinamicos lineares associados a (S2) com relagao aos

respectivos pontos de equilibrio. Sejam entao:

52 {xm = f(z) = f(a%) + f'(@D)(x — x%) = 1699, 54 + 0,47 (z, — 1699, 54)

52" {xm = Flxy) = fx5) + /(@) (e — a3) = 4,99 + 3, 2(z; — 4, 99).

Observe que |f'(z7)| = 10,47 < 1, logo, pelos resultados de estabilidade para siste-
mas lineares, 7 ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema S2’. Como
resultado, podemos dizer que x] também é ponto equilibrio estével do sistema nao linear
associado, porém, este resultado é garantido apenas numa vizinhanga do ponto z} (Teorema
de Hartman-Grobman). Ou seja, para valores iniciais o numa vizinhanga de z7, o sistema
dindmico ndo linear (S2) ird se estabilizar assintoticamente em x = 1699, 54.

Vamos analisar agora qual o tipo de estabilidade do ponto 3. Observe que neste caso
|f(x3)] = [3,2] > 1, logo, x5 é um ponto de equilibrio instavel do sistema linear S2” e
conseqiientemente, para valores de xy numa vizinhanca de 3, o sistema dinamico nao linear
(S2) tera também como ponto de equilibrio instavel o ponto x3. Dessa forma, o sistema
permanece somente por algum tempo préoximo do ponto de instabilidade e logo muda sua
trajetoria.

Afim de comparacao, sabemos que o ponto de equilibrio instavel nunca é alcancado pelo

sistema. O que ocorre é que a trajetoria do sistema oscila por algum tempo numa vizinhanca



4.3 Analise da Estabilidade do Banco de Sementes 65

do ponto de equilibrio instavel, e com o tempo tende a sair dessa vizinhanca. No caso do
ponto de equilibrio estével, o sistema ira convergir para ele, por isso é chamado de equilibrio
assintotico.

Considerando que a variavel x; podera assumir somente valores reais positivos, buscamos
através de um programa computacional identificar o maior valor de u para o qual a equagao
dinamica (S1) possui algum ponto de equilibrio. Esse valor foi determinado e é igual a
2,181. A partir desse valor de u, a dindmica do sistema se altera, e deixa de possuir pontos
de equilibro bem definidos, e passa a possuir somente um ponto de equilibrio induzido pela

restricdo R;; = 0 quando Dy < 0.5 do modelo populacional (4.1)-(4.5).

4.3.3 Segundo Caso: u = 2,181

Vejamos entao os resultados obtidos quando supomos u = 2,181. O processo de deter-
minagao e anélise dos pontos de equilibrio do sistema dinamico (S1) quando tomamos essa
quantidade de controle é idéntica a forma utilizada quando supomos v = 0. Para u = 2, 181,

temos o seguinte sistema dinamico

(7,61n(0,047x4)) (6,81n(0,008z¢))
Tepq = f(xt) = 0, 5 exp (1:20+0.8Wm(0,0472;)) (), § exp .00+0,67!(0,0082,)) (), 25,

S3

sujeito a xg = a.

Como feito anteriormente, devemos analisar primeiro o sistema linear associado, e assim
aplicar os resultados de estabilidade obtidos neste sistema para o sistema nao linear original.
Da mesma forma como feito no caso anterior, o primeiro passo para determinarmos a
estabilidade deste sistema dinamico é achar os valores dos pontos de equilibrio, ou seja,
determinar z* tal que z* = f(2*). Para isto, utilizamos o programa computacional Maple, e

obtemos os seguintes resultados

xr] = 225,96 e x5 = 205, 55.

As figuras (4.20) e (4.19) representam as trajetorias de f(z) —z em torno os pontos de
equilibrio x] e x} respectivamente.

Quando os gréficos cruzam o eixo = temos a igualdade desejada z* = f(z*).

Repetiremos os mesmos passos realizados no primeiro caso, ou seja, determinados os
pontos de equilibrio do sistema dinamico original, devemos linearizar o sistema original

em torno dos pontos x] e z3 para analisarmos a estabilidade destes pontos, e aplicamos ao
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Figura 4.19: Gréfico de f(x)-x proximo do ponto de equilibrio 2} com u = 2,181

Figura 4.20: Gréfico de f(x)-x proximo do ponto de equilibrio 23 com u = 2,181
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sistema nao linear os resultados obtidos para o sistema linear associado utilizando o Teorema
de Hartman-Grobman.
Expandindo em série de Taylor a funcao f(z;) em torno dos pontos x} e x3, e tomando

apenas até o termo linear nessa expressao, temos respectivamente

S3' {xtﬂ = f(zy) = f(27) + f'(a})(xp — 27) = 225,96 + 0,98(z; — 225, 96)

S3" {It+1 = f(z) = f(z3) + f'(z3)(x — 23) = 205,55 + 1,02(x, — 205, 55).

Note que que |f'(x3)] = |1,02] > 1, logo, pelos resultados de estabilidade para sistemas
lineares, x3 ¢ um ponto de equilibrio instavel do sistema S3”. Como resultado, podemos
dizer que z} também é ponto equilibrio instavel do sistema nao linear original, porém, como
mencionado no caso anterior, este resultado é garantido apenas para valores de xy; numa
vizinhan¢a do ponto x3.

Vamos analisar agora qual o tipo de estabilidade do ponto zj. Observe que neste caso,
|f'(x7)] =10,98] < 1, logo, x} é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema
linear S3' e conseqiientemente, para valores de zp numa vizinhanga de z7, este também é
um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema nao linear associado S3.

Foram feitas algumas simulacoes do sistema dindmico S1 supondo que o valor inicial x
seja os pontos de equilibrio para os respectivos valores de u. As Figuras 4.21, 4.22 e 4.23
mostram os resultados. Estas simulacoes foram realizadas da mesma forma como na secao
anterior.

A Figura 4.21 ilustra a evolucao do sistema dinamico referente ao banco de sementes S1,
quando supomos xy = xj com o0s respectivos valores de u, u = 0 e u = 2,181. Note que a
trajetoria de z;.1 = f(2;) ndo se altera com o tempo, o que ja era esperado, pois tomamos
como condicao inicial os pontos de equilibrio assintoticamente estaveis.

Na Figura 4.22 tomamos zy como sendo o ponto de equilibrio instavel x5 com valor «
igual a zero. Note que a trajetoria de f(x;) permanece por um tempo numa vizinhanga do
ponto de equilibrio, mas num determinado momento comeca a decair e tende a zero com
o tempo (para esta simula¢do tomamos incluimos restricdo do modelo populacional citada
anteriormente, e por isso o sistema tende a zero com o tempo).

Nesta simulacao observamos que a trajetoria da variavel de estado tende a zero com o
tempo. Esse fato so é possivel quando incluimos ao modelo a restricao de R;; = 0 quando

D, porém isto s6 serd possivel em uma simulacao numérica como feita na secao anterior
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Figura 4.21: Evolugao de f(z;) com xo = 27 para u=0 e u=2,181
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e aplicada aqui para a obtencao das figuras apresentadas. Para este caso, zero pode ser
interpretado como um ponto de equilibrio induzido do sistema dinamico.

Nesta ultima figura (Figura 4.23) podemos observar que a variavel de estado x;1 = f(x)
permanece por algum tempo numa vizinha do ponto de equilibrio instavel =3 = 205, 55 mas
tem sua trajetoria alterada tendendo ao ponto de equilibrio estavel 7 = 225,96. Note que
tomamos nesta simulagao um intervalo de tempo bem maior que nas simulacoes anteriores.
Apesar de ser irreal a utilizacao de um intervalo de tempo tao grande para o estudo de
manejo de plantas daninhas na agricultura, supomos este intervalo de tempo apenas para
analisar matematicamente o comportamento do sistema dinamico reference ao problema de

manejo.
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Figura 4.23: Evolugao de f(x¢) com xg = 25 e u = 2,181
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Tabela 1. Valores dos Parametros

Pardametros do modelo populacional
)
v
n (sementes/m?)
¢ (sementes/m?)

K

Yz
o;
Qg
Hi
&
Parametros Econémicos
P, ($/tonelada)
P, ($/litros)
Yy (toneladas/ha)
Cy ($/ha)
Cy ($/ha)

(07

0,5
0,5
0
0
0,5

Coorte 1  Coorte 2 Coorte 3

0,3 0,6
1 0
8,60 7,60
0,74 1,20
0,88 0,30

165.00
22.5
3,9
9,22
166,24
0,965

0,1
0
6,80
2,00
0,67




Capitulo 5

O Problema Econémico e os Modelos de

Otimizacao

5.1 A Funcao de Producao e a Funcao Lucro

Muitos fatores podem influenciar, e determinar o rendimento final de uma colheita. Por
exemplo, a forma que é feito o plantio (direta ou convencional), o clima da regido onde é
plantada a lavoura, a quantidade de chuvas na temporada, pestes, doencas, infestacoes por
plantas daninhas, a maneira que seréd colhida a producao, entre outros. Esses fatores podem
ser fixos ou variaveis, e estao relacionados em uma funcao de producao Y, que pode ser

representada por

Y = £(X1, Xy oo, Xn), (5.1)

onde Xi,...,X, sao os parametros de producao, os quais podem ser fixos ou variaveis.
Nosso objetivo nesse momento é avaliar as mudancas na densidade de plantas daninhas na
lavoura a parir da aplicacao de herbicidas, ou seja, nao utilizaremos quaisquer outra técnica
de controle além da aplicacao do defensivo quimico. Dessa forma, tomaremos apenas dois
fatores como variaveis: a populacao inicial de plantas daninhas, z, e a dosagem de herbicida
aplicada, u, e todos os outros fatores supomos fixos, e denotamos por z, como feito em Jones
e Cacho (2000).

71
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Sendo assim, a funcao de producao pode ser reescrita da seguinte forma,

Y = f(z,u,2). (5.2)
A equagao (5.2) pode ser separada em outras duas equagoes: Yy, que é o rendimento da
producao numa lavoura livre de plantas daninhas, e a perda de rendimento, Y7, associada

com a densidade de planta daninha na lavoura xz, e o controle aplicado u. Dessa forma,

temos:

Yo = f(2), (5.3)
Yy = f(z,u), (5.4)
Y = Yy(1-Yp). (5.5)

Cousens (1985a) argumentou que a fungao que melhor descreve perda de rendimento

como uma funcao de densidade de planta daninha é a hiperboldide que segue

_ID
-

onde D é a densidade de planta daninha que influencia o rendimento, I é a porcentagem

Y, (5.6)

de rendimento perdido por unidade de area quando a densidade de planta daninha é muito
pequena, e A é a estimativa do méximo rendimento perdido numa lavoura cheia de plantas
daninhas relativo ao rendimento de uma colheita livre de plantas daninhas.

A densidade de plantas daninhas que afeta o rendimento da colheita, D, é uma funcao
da densidade inicial de plantas daninhas z, e da proporc¢ao de plantas daninhas mortas pela
aplicagao do herbicida v (equagao 4.7).

D=z(l-7v), 0<y<L (5.7)
Quando o herbicida é aplicado, ha uma perca de rendimento na producao devido a acao

toxica do produto quimico, que neste caso, foi estimada em Y, = 0,01333u. Sendo assim, a

funcao de producgao Y é reescrita novamente por

Y =Y,(1-Y,)(1-Y,). (5.8)
Tendo construida a funcao de producao Y, podemos entao introduzir a funcao lucro para

o problema de aplicacao de herbicida. Essa funcao é dada por:

m(z,u) = P)Y(x,u) — Pyu— Cy — Cy, (5.9)
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onde 7 é o lucro anual, P, é o preco de cada unidade do produto produzido ($/ton), P, é
o custo por cada unidade de controle ($/L), C; é a constante dos custos de aplica¢ao do
controle (maquinarios e suportes) e Cy é 0 custo de produgao relacionado aos fatores fixos z.
O primeiro termo da equagao, P,Y, ¢ a renda total, e nao é determinada apenas pelo nivel
da variavel de controle, mas também pela densidade inicial de plantas daninhas x. Assim, a
renda total para qualquer variacao de u serd especifica para cada valor inicial x.

Neste trabalho, apresentaremos uma simulacao do controle da planta daninha apresen-
tada nesse estudo de caso, para um periodo de 10 anos. A variavel de controle u representa
o herbicida utilizado, é a tnica forma de controle considerada. Dois modelos de otimizacao

serao apresentados.

5.2 Os Modelos de Otimizacao

Como ja mencionado, podemos resolver o problema de otimizagao referente ao controle
de plantas daninhas utilizando modelos estédticos e dinamicos. A seguir, mostraremos mais
detalhes sobre os modelos estaticos e dinamicos apresentados no capitulo de preliminares

dessa dissertacao.

5.2.1 Um Modelo Estatico

Muitas vezes o produtor de uma determinada lavoura procura maximizar o lucro de seu
investimento levando em considera¢ao apenas o ano (ou estagao) corrente. Essa é uma visao
muito empregada no meio agricola, e pode ser modelada e representada por um modelo de
otimizacao estatico.

De forma geral, o objetivo do produtor é determinar a taxa de herbicida que maximize,
dentro de um tnico ano, a funcao lucro m para uma dada densidade inicial de plantas
daninhas z. Sendo assim, podemos determinar o valor 6timo para a taxa de herbicida u, que

maximize a funcao lucro m, resolvendo o seguinte problema:

max m(x, u) (5.10)
sujeito a = =a, (5.11)

u € Q,
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onde as variaveis sao como ja definidas. €2 é o conjunto de controles admissivel para u, e
serd dado como no caso dinamico apresentado a seguir.

Uma aproximacao estatica para o controle de plantas daninhas, onde os beneficios e
custos sdo considerados dentro de um unico ano (ou estagao), pode ser uma tatica inade-
quada, dado que existem diversos efeitos associados ao controle da infestacao, e que podem
influenciar no desenvolvimento do banco de sementes. Por exemplo, as plantas daninhas que
nao sao atingidas com eficiéncia pelo herbicida, e sobrevivem em uma determinada estacao,
podem se reproduzirem e aumentar em muito a sua populagdo nos anos seguintes. Con-
seqiientemente, é mais apropriado considerar o controle da planta daninha no contexto de
um problema de manejo de recursos, onde o objetivo principal é determinar o nivel 6timo
de controle aplicado entre dois ou mais anos. Para resolver problemas desse tipo, é preciso

formular um modelo de otimizagao dinamico (Jones e Cacho, 2000).

5.2.2 Um Modelo Dinamico

Para o estudo com problemas dindmicos, precisamos definir de que forma a variavel
de estado ird evoluir com o tempo. Observe que no caso estatico, a variavel de estado é
considerada constante e representa a quantidade de plantas daninhas presentes no solo .
Para o caso dinamico, tomaremos como a variavel de estado o banco de sementes da planta
daninha. Sendo assim, temos que definir uma equacao que descreva a variagao desse banco
de sementes com o passar do tempo. Dessa forma, temos definida uma equacdao dindmica.
Para esse caso, podemos tratar as sementes da planta como um recurso renovavel, e o banco
de sementes como o estoque deste recurso. Nos problemas dinamicos, esse estoque pode
alterar, com o passar do tempo, a solucao 6tima do problema.

Com o tempo, o banco de sementes pode sofrer alteracoes no seu tamanho devido di-
versos fatores, como a acao do controle aplicado, que acarreta num decréscimo do banco de
sementes, ou a reproducao da planta, que faz com que o banco de sementes cresca no ano

seguinte. Essas mudancas podem ser descritas da seguinte forma:

L1 = Ty — ]Dt - Et + Nt (512)

onde x; representa a densidade inicial de sementes no solo no ano ¢, P, sao as sementes que
germinaram durante o ano t, E; é a retirada de sementes devido & agao de predadores e
mortalidade natural, e IV; sao as novas sementes adicionadas ao banco de sementes ou por
reproducao, ou importacao por expansao natural, ou ainda por operacoes tal como colher e

semear. As expressoes P;, E; e N, sao geradas a partir do modelo populacional da planta
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(4.1)-(4.5). Expandido a (4.5) e igualando a (5.12), obtemos

Pt = 5.1}
Et = \Ij(l — (5)1}

3

Ny = Z(KRjt) —-n+¢&.

j=1

De forma geral, o objetivo do fazendeiro é determinar de que maneira, e em qual in-
tensidade, o banco de sementes x, de cada estacao ou ano, é alterado com a aplicacao do
herbicida u, visando assim utilizar economicamente da melhor forma possivel o herbicida
e, conseqiientelmente, maximizar seu lucro num periodo pré-determinado de tempo. Sendo
assim, para um periodo de aplicagao de T" anos, podemos formular o seguinte problema de

otimizacao dinamica:

T
max J = Z o (2, ug) (5.13)

t=1
sujeito a w1 — T = Ge(Ty, wy), (5.14)

r1 =0, u €.

onde J é o funcional objetivo do problema, e representa o lucro alcancado num periodo de T’
anos, x é a variavel que representa o banco de sementes, b é a condicao inicial do problema,
e representa densidade do banco de sementes no inicio do primeiro ano de plantio, u é a
variavel de controle, w é o lucro anual, o é um fator de desconto (Kennedy, 1986), e g é a
taxa de mudanga no banco de sementes a partir da aplicacao do herbicida dada por (5.12),
e {2 é o conjuntos dos controles admissiveis u;.
Antes de continuarmos, note que, nas simulacoes feitas na secao 4.2, assumimos como o
primeiro periodo de aplicagdo do herbicida o tempo ¢t =01 Q01200 0 12 293 040 0 32 345632 m€(:
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Dessa forma, u; € Qy, se M(z;,u;) < 0,5, para z; dado. Resolvendo essa inequagio, temos

a expressao de u; em funcao de xy:

up < 0,66 - 1071%40(0, 57 - 10"z, — 0,77 - 101556)125/187, (5.15)

Vamos limitar inferiormente o valor de x; por 1,5. Dessa forma, nao teremos o banco
de sementes se anulando, o que realmente nao ocorre na pratica. Substituindo z; = 1,5 em
(5.15), temos que u; = 0,09. Vamos limitar u; inferiormente por esse valor. Dessa forma,

temos

Q =1[0,09, 0,66 100,57 - 10"z, — 0,77 - 10'%56)125/187],

A principal diferenga entre os dois modelos de otimizagao apresentados acima (estatico
e dindmico) estd na forma da fungdo objetivo J de cada um. No primeiro, relacionamos
apenas a estagdo (ou ano) corrente, deixando de lado os efeitos da otimizagdo nos periodos
seguintes. No segundo caso, temos que a otimizacao o processo no periodo ¢ influencia
diretamente a otimizacao do periodo t + 1. Ou seja, quando aplicamos uma determinada
quantidade de herbicida no primeiro periodo, estamos dizendo que esta quantidade ira afetar
diretamente a solucao 6tima dos periodos seguinte. De um visao econémica, ao aplicarmos
o modelo dindmico, estamos "gastando"em controle no momento ¢ parte do que seria gasto
no momento ¢t + 1. A constante « esta relacionada a esse fato, por isso é chamada de fator
de desconto.

Existem diversas formas para resolver os problemas de otimizacao definidos aqui. Para
o caso estatico, um simples método de otimizacao nao linear resolveria o problema. Para o
sistema descrito por (5.13)-(5.14) podemos aplicar diversos métodos, dentre esses, temos os
baseados no Principio do Maximo de Pontryagin, programacao dinamica, e métodos gerais
de resolugao de problemas nao lineares (Gradiente, Newton-Raphson, entre outros). Resol-
veremos os dois problemas de otimizacao utilizando métodos que relacionam o principio de

maximo e programagcao nao linear.

5.2.3 Solucao do Problema Dinamico

A teoria de controle é uma ferramenta muito importante para determinarmos a solucao
6tima de um problema dinamico. Um componente importante desse tipo de problema é a
variavel de co-estado, denotada por p, e que serd inserida no problema através da funcao

Hamiltoniana. Para o problema de manejo de plantas daninhas, a funcao de Hamilton é
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dada por (Kennedy, 1986)

Ht(pt+1, Ty, Ut) = 7T(117t, Ut) + Oépt+19t($t, Ut)» (5-16)

onde os parametros sao como ja definidos. A funcao H; é o lucro obtido a partir de um
determinado nivel das variaveis de estado e controle x e u, mais o valor de alguma mudanca
no estoque da variavel de estado, avaliada com a variavel de co-estado p;y ;. A funcao
g: na equagao (5.16), representa a taxa de mudanga no banco de sementes decorrente da
aplicacao do herbicida. Quando g; é multiplicada por p;;1, esse produto é convertido em um
valor monetario, e representa a taxa de mudanca do valor econdémico do banco de sementes
correspondente a dose de herbicida aplicada. De forma geral, este valor pode ser visto como
o lucro adquirido a partir de efeitos positivos da agao do herbicida no banco de sementes
(Jones e Cacho, 2000).

De acordo com Kennedy (1986), as condic¢oes de primeira ordem, dadas pelo principio

do maximo, para um problema de manejo de recursos, sao as seguintes:

Ouy Y Oy T 0P Ouy (5:17)

— = —— =_p,— — 5.18

Pt+1 — P o, Y o1 OPt+1 o, ( )
0H

Tiy1 — T Wf = gt(xt,ut) (519)
t

A equagao (5.17) é a condi¢ao necessaria para a maximizagao do problema com relagao a
ug, e representa o principio do méximo; a equagao (5.18) é a equacao de co-estado, e denota
a taxa de mudanca do pre¢o de sombra com o passar do tempo; a equagao (5.19) é a re-
declaracao da equacao de movimento. Esse conjunto de equacoes nos permite determinar o
processo 6timo, composto pela variavel de estado x* e a variavel de controle u*, e a variavel de
co-estado relacionada ao estado p*. A variavel de estado depende do estado inicial do sistema
b. Embora b seja dado, p; é desconhecido, e uma condicao adicional, conhecida como a
condicao de transversalidade, é requerida para obtermos uma tnica solucao. Nesse problema,
onde o tempo final T' é dado, e o estado final z é livre, a condicao de transversalidade é

pr+1 = 0. Supomos aqui 7" = 10.

5.2.3.1 Meétodos Numéricos de Resolucao
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Os problemas de otimizacao (5.10)-(5.11) e (5.13)-(5.14), formam resolvidos utilizando
dois métodos baseados nos métodos CAT e DOG apresentados na secao 3.3. Vamos apre-

sentar a seguir os algoritmos utilizados para resolver os problemas.

- k_ k kook N ook (o k ok RY,
Sejam os vetores de estado e controle x* = (zq, x5, ..., 27, 7)) e u® = (uj,us, ..., uf,),
e o vetor de co-estado p* = (p¥, ..., pYy, p11) referentes & k—ésima iteragao do método. Para

ambos os métodos aplicados, foi tomado a aproximagao v’ = (7.2,3.5,2.5,2.5,2,1.5,1.5,1,1,0)’,
e r1 = 500 é dado. A condicao de transversalidade p;; = 0 foi imposta. Um vetor auxi-
liar para o controle é necessario para a aplicacao do Método 1. Esse vetor serd dado por

ak = (af,...,a%). Vejamos entdo os métodos.

Método 1 - CAT

Passo 1 | Para k=0, defina o vetor @* = u° (u° pode ser escolhido arbitrariamente);

Passo 2 | Resolva )| = o™ + gi(af ™ aF), para t=1, ..., T, com 2% = z;.
Passo 3 | Determine pi ! usando a equacio recursiva (5.18), para t=T, ..., 1,

dado a condicio de transversalidade pfit”, = 0;

Passo 4 | Faca k =k + 1;

Passo 5 | Determine uf = max H(c}, oy, af), para t=1, ..., T;

t
Se qualquer uf estiver fora de €, entdo toma-se o valor

mais proximo dentro de €);

Passo 7 | Calcule 4% = (1 — wy )@ + wpu®, com wy, = 1/(k + 1), e volte ao Passo 2.

Foi utilizado um critério de parada para o Método 1. Exigiu-se que o método fosse
interrompido se para algum k, |J(z*™ u¥) — J(z* w*71)| < 0,01, onde J é o funcional

objetivo dado por (5.13).
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Método 2 - DOG

Passo 1 | Faga k=0. Dado u*, resolva zf,, = =} + g(af, uf),

para t=1, ..., T, com x¥ = x;. (u° arbitrario);

Passo 2 | Avalie o funcional objetivo J*;

Passo 3 | Determine p/™ usando a equacdo recursiva (5.18), para t=T, ..., 1,

dado a condicio de transversalidade pfit, = 0;

Passo 4 | Calcule uf“ = uf — €,V Hy, para t=1, ..., T.
t
Se qualquer uf™ estiver fora de €2, entdo toma-se o valor

mais proximo dentro de €);
Passo 5 | Repita os passos 1 e 2 com k =k + 1;
Passo 6 | Se |J* — J¥| < v, entdo pare.

Passo 7 | Se J**1 < J*¥ — 1, entdo reduza ¢, 4 metade e repita o processo

a partir do Passo 4, com o antigo valor de u*;

Passo 8 | Se J¢¥1 > gk 4+ v, entao:

(a) Se o Passo 7 ainda nao foi aplicado, entao faga €1 = 2¢y,
e repita a partir do Passo 3, com k =k + 1;

(b) Se o Passo 7 ja foi aplicado, entdo faca €1 = €,

e repita a partir do Passo 3, com k =k + 1.

Observe que, os passos 6, 7 e 8 do Algoritmo DOG dado na se¢ao 3.2, sofrem uma pequena
modificacao no Método 2 apresentado acima. Essa modificacao se da na comparacao dos
valores dos funcionais J**! e J* e é necessaria porque o algoritmo original é construido para
um problema de minimo, enquanto o problema resolvido aqui é um problema de méaximo.

Supomos aqui v = 0, 01.

5.2.4 Solucao do Problema Estatico
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) étodos do
16), avaliada
UC Do =

s dos Métodos

s. Vamos indexar

O problema de otimizagao estatico (5.10)-(5.11) é resolvidg

problema dinamico, basta tomar 7" = 1. Dessa forma, a fungao

em t = 1, se iguala a funcao lucro (5.9), devido a condigao dg

Para cada ano de aplicagao, resolvemos o problema de gt

1 e 2 tomando T' = 1. Vamos repetir o processo para um pe

os anos de aplicacao pelo indice 5. Ou seja, para cada Bhmamos 1" =1, e

determinamos as varidveis de estado x; e controle u;, co

Para resolver o problema através dos métodos ap evemos entrar com

os que definir u”

0 _
s, tomou-se u; = u;_g,

um valor aproximado para u}, pargeeada j. Ou seja

koo
J
cada ano j. Para j = 1, to w;
j=2,3,...,10.

A variavel de estado no inij = 500 = z7. Para os anos

seguintes, tomamos xo =T Y

De forma simplificada, resj ( pouinte forma:

Primeiramente, faca 7" = 1. , anos. Faca j = 1, onde j

k_ ,0 _
ar uj =uy = 1,2,

e o valor da condicdo inicial z# ! ®racao do método
B0 oHithdd Aldlfidh 3 RTHASIEO pAeelsd? Lo

determinado o valor do controle 6timo para o primeiro ano uj, e o valor do estado 6timo p¥

representa o j-ésimo ano de apl
para o j-ésimo ano. Agora, a

o primeiro ano é xj = x;. Dessa forma, precisamos agora resolver o problema para o segundo
ano, ou seja, j =) ) 31 032 11 9551 Q11 80030 (=) 21240988 0x )0
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5.2.5 Resultados

Modelo Estatico

Foi avaliado o desenvolvimento do banco de sementes, e da taxa 6tima de aplicacao de
herbicida, para um periodo de 10 anos. Os resultados foram obtidos a partir da implemen-
tagao dos Métodos 1 e 2 dados aqui. As Figuras 5.1 e 5.2 trazem um comparativo do valor
de banco de sementes z*, e da taxa de controle aplicada u*, para os dois métodos utilizados
na resolucao do problema estatico.

Observe que o comportamento das trajetorias para os dois métodos sao semelhantes,
mostrando que, a pesar de ser valores aproximados, os resultados dos métodos foram pareci-
dos. Esse fato pode ser encarado como uma validacao da solucao encontrada. Pois, aplicando
dois métodos diferentes, chegamos a solucoes bem proximas.

De uma perspectiva econémica, a solugao mostra que, a quantidade de herbicida aplicada
¢ diminuida a cada ano, assim, diminuindo os custos de producao relacionados a aplicacao
do herbicida. Esse fato condiz com a diminuicao do banco de sementes a cada ano. Observe
também que, com o tempo, o valor de u* se aproxima de 2 L/ha, e se estabiliza neste valor.
Isso ja era esperado, pois a populacao de plantas daninhas também tende a se estabilizar
(Segao 4.3), nao necessitando de, a partir de entdao, aumentar a quantidade de herbicida
aplicado. Para o primeiro método, os trés tltimos anos de aplicagao tiveram os seguintes
valores para z* e u*: x5 = 118,03, z], = 115, 4 e 27, = 113,7 ; u§ = 2,1, uy = 2,08 e
u}y = 2,06. Em uma simulagio para 20 anos, z* se estabiliza proximo de 110 sem/m?, e u*
proximo de 2 L/ha.

Quando analisamos o lucro anual alcancado para o problema estético, observa-se que o
lucro aumenta ano a ano, até que num determinado momento se estabiliza. Na simulacao
para 10 anos nao estd muito evidente essa estabilizacao, porém, a variacao do lucro dos trés
ultimos anos é pequena, Figura (5.3). Numa simulagao para 20 anos, observou-se que o lucro
anual se estabiliza proximo de US$ 358.00/ha, Figura 5.4. Esse fato se deve a estabilidade
do banco de sementes, e conseqiientemente, a estabilidade da taxa de herbicida aplicada.

O lucro alcancado no final dos 10 anos, para os dois métodos de resolucao, tiveram
valores parecidos. Veja a Figura 5.10.

Com relacao ao desempenho computacional de cada método, o primeiro convergiu signi-
ficativamente mais lentamente que o segundo (cerca de 13 vezes mais lento). Porém, o tempo
para convergéncia de ambos foi pequeno, 26 segundos para o primeiro, e 2 segundos para o

segundo método, aproximadamente. Essa diferenca se deve principalmente ao quinto passo
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do primeiro método, ja que exige a implementa¢ao de algum método para determinar u?.

Nesse trabalho, esse passo foi satisfeito resolvendo diretamente a expressao 0H /0t = 0. O
ntmero de iteracoes necessirias para a convergéncia do primeiro método foi de 30 iteracaes,
enquanto que o Método 2 necessitou de 35 iteracoes. Apesar do nimero de iteragoes do
Método 1 ser menor que do Método 2, o segundo método mostro-se mais eficiente.

Os métodos de resolucao foram implementados no programa computacional Maple.
Modelo Dindmico

Foi avaliado o desenvolvimento do banco de sementes, e da taxa 6tima de aplicacao de
herbicida, para um periodo de 10 anos. Os resultados foram obtidos a partir da implemen-
tagao dos Métodos 1 e 2 dados aqui. As Figuras 5.6 e 5.5 trazem um comparativo do valor
de banco de sementes z*, e da taxa de controle aplicada u*, para os dois métodos utilizados.

Observe que para o caso dinamico, o banco de sementes x* nos dois métodos foram bem
parecidos, Figura 5.5. Porém, para o controle u*, houve alguns pontos que diferiram um
pouco mais, por exemplo, o valor de ug para o método 1 é de 0,74, enquanto que no método
2, ug € 0,09, Figura 5.6. Nao foi possivel determinar exatamente a causa dessa diferenca,
porém, devido o fato das solugoes encontradas serem aproximagoes, e os métodos serem
diferentes, podemos considerar normal alguma diferenca entre as solucgoes.

Uma observagao feita na otimizagao deste problema, é que, num determinado momento,
t = 7, o banco de sementes alcanca o menor valor possivel, e se estabiliza nele, em ambos
os métodos. Ou seja, a partir do sétimo ano, a planta daninha atinge o menor risco possivel
para a plantagao. Junto a esse fato, observamos também a estabilizacao da taxa de herbicida
aplicada num valor bem menor daquele utilizado nos primeiro anos (u* = 0,09). Esse é um
resultado coerente, pois com a estabilizacao do banco num valor pequeno, a quantidade de
herbicida aplicado deverd se estabilizar também num valor pequeno.

Analisando o lucro alcancado em cada ano, observamos que do primeiro ao quinto ano de
controle, o lucro aumenta ano a ano, mostrando que houve beneficio econdémico no controle
da planta. Do quinto ao sétimo ano, observa-se pequenas variagoes para cima ou para baixo
no lucro obtido. Porém, a partir do sétimo ano, ha um acentuada queda nos valores, Figura
5.7. Esse resultado pode ser interpretado como conseqiiéncia da estabilizacao do banco de
sementes num valor bem pequeno, e a continuidade da aplicagao do herbicida, mesmo que
com essa densidade de plantas daninhas, nao fosse necessario a aplicagao do controle. Os ja
citados modelos de densidade minima informam a quantidade minima de plantas daninhas
na lavoura que justificaria economicamente a aplicacao de herbicidas.

O lucro alcancado no final dos 10 anos, para os dois métodos de resolucao, tiveram



5.3 Os modelos de otimiza¢ao

85

50

450 - q

—4— Método 1
400 - -o— Método 2 7

350 - b

¥ eL/n)

300 q

200 - b

Banco deker_en ]

150 q

100 q

~e
-} 3
(<] 2

L 2

o

Figura 5.5: Banco de sementes 6timo para o problema dinamico

8 T
7: il
=4 Método 1
6L -o— Método 2 B
T
-5
.
5F il
o
L
[ ]
o 4 B
a
c
[<]
o 4l il
2F il
1+ il
0 L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

wAne )

Figura 5.6: Controle 6timo para o problema dindmico



5.3 Os modelos de otimiza¢ao 86

400

380

360 -

340

-4 Método 1
-o— Método 2

‘e 'w'?s)l a)

320

300

280

L cro An a para

260
240

2201

200 I I I I I I I I

wAne )

Figura 5.7: Lucro 6timo para o problema dinamico

valores parecidos. Veja a Figura 5.10.

Com relacao ao desempenho computacional de cada método, o primeiro convergiu signi-
ficativamente mais lentamente que o segundo (cerca de 98 vezes mais lento). Porém, o tempo
para convergéncia de ambos foi pequeno, 390 segundos para o primeiro, e 4 segundos para o
segundo método, aproximadamente. O ntimero de iteracoes necessario para a convergéncia
do Método 2 foi de 22 iteragoes, enquanto que do primeiro foi de 44 iteracgoes.

Os métodos de resolucao foram implementados no programa computacional Maple. Am-
bos o0s casos, estitico e dinAmico, foram resolvidos em um microcomputador Intel Pentium
4, com 1 GB de memoria RAM.

Comparacao Estdtico x Dindmico

As Figuras 5.8 e 5.9 trazem um comparativo entre as solugoes O6tima z* e u*, para os
problemas estéatico e dinamico, utilizando os dois métodos de solucao.

Observe que no caso estatico, a taxa de herbicida aplicada nos primeiros anos nao difere
muito da quantidade aplicada nos tltimos anos. Porém, no caso dinamico, a diferenca entre
o primeiro e o iltimo ano é grande. Além disso, a taxa de herbicida aplicada nos primeiros
anos do problema dinamico é bem maior que a taxa aplicada no caso estético.

Em meédia, a taxa de aplicagao de herbicida para o caso estatico foi de 2,5 L/ha, enquanto

que o caso dinamico teve média de 2 L/ha. Apesar de serem valores proximos, o modelo
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dinamico obteve melhor resultado, utilizando uma quantidade menor de herbicida em média.
Além disso, obteve lucro maior no periodo de 10 anos.
A Figura 5.10 mostra o lucro alcangado (em U$) por cada método em seus respectivos

problemas.

Figura 5.10: Lucro alcancado para os problemas estatico e dinamico



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Essa dissertacao teve como objetivo discutir de forma resumida a teoria basica de controle
otimo, mostrando algumas condicdes necessarias e suficientes de otimalidade. Além disso,
buscamos aplicar resultados sobre otimizacao dinamica com aplicagao de controle em um
estudo de caso relacionado a otimizacao do processo de producao de uma lavoura, a partir
do controle de plantas daninhas. Como visto, esse estudo de caso também apresentou um
modelo de otimizacao estatico, o qual foi comparado com o modelo dinamico.

Estudos relacionados a utilizacao de ferramentas matematicas para resolver problemas
ligados a producao agricola tém aumentado significativamente nos tltimos anos no Brasil.
A implementagao de tecnologias na producao agricola caracteriza a agricultura de precisao.
Nesse trabalho apresentamos umas das formas de utilizar a matematica para buscar melhoras
nos resultados de producao, visando assim tornar o processo de producao cada vez mais viavel
economicamente. E importante lembrar que, ao otimizarmos o processo de aplicacdo de
herbicida numa determinada lavoura, um processo de melhor utilizacao do produto quimico
estd em curso, o que gera beneficios ao meio ambiente.

Uma proposta de continuagao desse trabalho, é acrescentar variaveis relacionadas a con-
troles biologicos da planta daninha ao modelo de otimizacao. Note que no modelo apresenta-
do, a tnica forma de controle é o produto quimico. Incluindo formas alternativas de controle
de pragas vegetais ao modelo, criamos a oportunidade de diminuirmos os efeitos ambientais
causados pela pratica de controle por herbicidas.

Enfim, espero ter apresentado um material claro e objetivo, e que possa servir de refe-

réncia para trabalhos futuros.
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Apéndice A

Equacoes Diferenciais e Sistemas

Dinamicos: Conceitos Basicos

A.1 Introducao & Equacoes Diferenciais

Muitos dos problemas significativos e importantes da engenharia, das ciéncias fisicas e
das ciéncias sociais, quando formulados matematicamente, requerem a determinacao de uma
funcao que satisfaca uma equacao contendo derivadas da funcao incognita. Tais equacoes
sao denominadas equacoes diferenciais.

Nesta seccao faremos uma breve apresentacao sobre equacoes diferencias ordinarias

(EDQ’s) e parciais (EDP’s). Vejamos primeiramente alguns exemplos de EDO’s.

y =4r+1 (A1)
Y +y=>5z (A.2)
v+ () =2 (A.3)

Nosso objetivo é obter a fun¢ao y = f(x) que satisfaga a equagio diferencial. No exemplo
(A.1) temos que y = 2z + x & solugao de 3y = 4x + 1.

A ordem da equacao diferencial ordinaria é a derivada de maior ordem contida na equa-
¢do. Assim, as equacoes (A.1) e (A.2) sdo equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,

e a equacao (A.3) é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem. Generalizando, a
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equacao
F(z,y,9,y", - y™) =0 (A4)

é uma equacao ordinaria de ordem n. A equagao (A.4) representa a rela¢do entre a variavel
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Caso Continuo

Considere neste momento 7' = R. Sendo assim, a fungao 6; é chamada de fluzo. Note
que a definicdo dada acima implica que existe uma funcdo inversa 6_; para cada t (basta

tomar s = —t em (b)). Vejamos um exemplo de sistema dinamico.

Exemplo A.1 Seja A um operador linear definido num espago vetorial E. Tome E = X e
0:Rx X — X definida por 0(t,x) = e x. Assim, 0, : X — X pode ser representada por
0, = e, E facil observar que 0y = ¢ = id, e desde que et = et4e | temos definido um

sistema dindmico em E.

Este exemplo esta relacionado a equacao diferencial dz/dt = Ax. Um sistema dinamico 6,
em geral da origem a uma equacao diferencial, que é, um campo vetorial sobre X, f : X — FE.
Neste caso X é tomado como um conjunto aberto do espaco vetorial E. Sendo assim, f pode
ser definida por

do,(z
flz) = ;i ) Ly (A.7)
assim, para x € X, f(z) é um vetor em F o qual pode ser interpretado como um vetor

tangente a curva t — 6;(z) com t = 0. Sendo assim, todo sistema dinamico d4 origem a uma
equagao diferencial, (Hirsch e Smale, 2003).

Existe uma forma mais convencional de escrever o sistema (A.7). Se 6, : X — X é um
sistema dinamico e x € X, seja x(t) = 6;(z) e f : X — FE como definida em (A.7). Entao,
podemos reescrever (A.7) como

i = f(x). (A.8)

Dessa forma, x(t) ou 0;(x) é solugao de (A.8) satisfazendo a condigao inicial z(0) = x.
Observe que da forma que esta representada a equagao (A.8), a funcao f nao dependera do
tempo t. Equacoes desse tipo sao chamada de equacoes auténomas.

Um toépico relevante no estudo de sistemas dinamicos é a determinacao do espaco de
estados, ou espaco de fases do sistema. Um espaco de fases é um espaco n-dimensional, cujos
eixos coordenados sao os eixos xq, Ta,...T,. Um estado é representado como um ponto com
coordenadas xq(t), xo(t),...z,(t) nesse espaco. A evolucao temporal desse ponto pode ser

determinada pelo sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

dx
E = f(]3)7
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X*

Figura A.1: Estabilidade em z*

onde x = (1, Ta,...,zn) € f = (f1, fo,..., fn). As varidveis dependentes z; sdo chamadas
de varidveis de estado. As fungdes f; definem o campo de velocidade desse sistema (Monteiro,
2002).

Chama-se retrato de fases o conjunto de curvas obtidas pela evolucao temporal do siste-

ma a partir de todas as condicdes iniciais nas quais as funcoes f; sao definidas.

Vejamos agora alguns resultados sobre a estabilidade de sistemas dinamicos de tempo

continuo. Considere uma equacao diferencial da forma

t=f(x), f:X—>R" X CR"aberto. (A.9)

Suponha que f é de classe C*'. Um ponto z* € X ¢é chamado de um ponto de equilibrio
de (A.10) se f(z*) = 0.

Um ponto de equilibrio pode ser classificado como estdvel ou instdvel. Veremos a se-
guir algumas definicoes relacionadas a estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema

dinamico de acordo com Lyapunov.

Definicao A.1 Seja x* € X um ponto de equilibrio da equacao diferencial

&= f(x),

onde f: X — E ¢é de classe C*, e X € E aberto. Entao, x* é um ponto de equilibrio estdvel
se para toda vizinhang¢a U de xz* em X existe uma vizinhanca Uy de x* em U, tal que toda
solugao x(t), com x(0) € Uy, estd definida e contida em U. (Veja a Figura A.1.)

Definicao A.2 Se U; poder ser escolhido de forma que, além das propriedades descritas
na Definicao A.1, x(t) — z*, quando t — oo, entao x* é chamado de ponto de equilibrio
assintoticamente estdvel. (Veja a figura A.2.)
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U1

Figura A.3: Instabilidade em z*

Definicao A.3 Um ponto de equilibrio x* que nao € estdavel € chamada de ponto de equilibrio
instavel. De forma geral, existe uma vizinhanca U de x* tal que para toda vizinhanga Uy de
x* em U, existe pelo menos uma solugao x(t) iniciando em x(0) € Uy, a qual ndo pertence

inteiramente a U. (Veja a figura A.3.)

Um ponto de equilibrio de um sistema dinamico pode ser estavel mas nao assintoticamente
estavel. Em exemplo disto é a equacao linear ' = Az, onde A tem auto valor imaginario
puro, com ponto de equilibrio x = 0.

Um teorema importante relacionado a classificacao do ponto de equilibrio quanto a sua

estabilidade é dado a seguir.

Teorema A.1 Seja X C E um aberto, e f: X — E continuamente diferencidvel. Suponha

f(x*) =0 e x* um ponto de equilibrio estdvel da equagao

T = f(x).

Entao nenhum auto valor de Jf| . tem parte real positiva.

Dizemos que um ponto de equilibrio é hiperbdlico se Jf| ., nao possui auto valor com

xT*

parte real nula.
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Uma outra forma de classificarmos os pontos de equilibrio é através da funcoes de Lia-
punov. Mais detalhes podem ser encontrados em Monteiro (2002) e Hirsch e Smale (2003).

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman em 1963, provaram independentemente que,
na vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperboélico, um sistema nao linear de dimensao
n apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao sistema linear correspon-
dente. O teorema de Hartman-Grobman garante uma equivaléncia topologica orbital entre
os retratos de fases do sistema dindmico nao linear e do respectivo sistema linearizado, em
torno do ponto de equilibrio. Se o ponto de equilibrio é nao-hiperbdlico, ou seja, se ha algum
autovalor com parte real nula, entao a linearizacao nao permite predizer a estabilidade do

sistema nao linear (Monteiro, 2002).
Caso Discreto

Suponha agora que T' = 7Z, ou seja, estamos trabalhando com sistemas representados em
termos de equacoes de tempo discreto. O uso de equacgoes desse tipo é adequado quando tais
grandezas s6 podem variar em determinado instantes, regularmente espacados. Um exemplo
classico sao as aplicagao financeira cujos rendimentos sao creditados somente uma vez por
més.

Geralmente, é mais facil solucionar sistemas de tempo discreto do que sistemas de tempo
continuo, pois, podemos resolver o primeiro caso calculando somas e produtos, enquanto
que os segundos sao resolvidos através de integrais, uma operacao matematica bem mais
complicada.

A evolucgao do sistema de tempo discreto é dado pela seguinte relagao

i1 = f(xy). (A.10)

onde ;41 ¢ a variavel de estado no tempo t +1 e f : R — R é uma fungao de classe C'.
Podemos determinar uma orbita (ou trajetoria) a partir de uma seqiiéncia de pontos gerados
pela sucessiva aplicacao de f, dado uma condicao inicial zy.

Ainda neste apéndice falaremos da determinacao dos pontos de equilibrio de um sistema
dinamico de tempo continuo e discreto. Afim de adiantarmos este tema, podemos determinar

um ponto de equilibrio, z*, do sistema discreto dado por (A.10) impondo a seguinte rela¢ao

* *
at = f(a").
Muitas vezes é impossivel obter solucoes analiticas exatas de equacoes diferenciais nao

lineares. Porém, sob determinadas condigoes, um sistema nao linear pode ser aproximado,
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em torno de um ponto de equilibrio, por um sistema linear (Teorema de Hartman-Grobmam),

(Monteiro, 2002). Tal procedimento é conhecido como lineariza¢ao.

A.2.1 Linearizacao e Estabilidade Local de Um Ponto de Equilibrio

Nesta se¢ao trataremos da estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema dinamico
de tempo discreto. Considere o sistema dinamico (A.10).

Para uma equacao de tempo discreto de ordem n, o ponto equilibrio z* é calculado
impondo que:

*

Li4n = Li4n—1 = -+ = LTp41 = f(l't) =T .

As solugoes de equilibrio de sistema sistema discreto da forma (A.10) sdo os valores z*

*

tais que f(z*) = z*. A estabilidade de z* é estudada analisando o comportamento das
sucessivas iteragoes que partem de um ponto z, localizado numa vizinhanca de z*. Se a
seqiiéncia de pontos obtida aproxima-se de x*, entao esse ponto é assintoticamente estavel;
se a seqiiéncia se afasta, x* é instavel.

Seja xj; um ponto numa vizinhanca de x*, isto é:
Ty = x* + oy

com |oy| = |xy — 2*| << 1. Se 0 ponto zy1:

Tip1 = f(2) = (2" + 0y)

estd mais proximo de x*, entao x* é assintoticamente estavel; se estd mais afastado, z* é

instavel. O ponto ;1 pode ser escrito como:

*
Tip1 =T + Op41-

Dessa maneira, a estabilidade de z* é determinada comparando-se a distancia |oy,1| com
a distancia |oy|. Se |oy41| < |o¢|, * € assintoticamente estavel; se |oy41| > |oy|, instavel.
Supondo que a distancia |oy| seja pequena. Expandindo f(z;) em torno de z*, e tomando

apenas até o termo linear dessa expansao, obtém-se:

fe) = f@ 400 = @)+ D] ovt O(0)”
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Levando em consideracao que f(x;) = xj41 = x* + 0411, a expressao anterior pode ser
simplificada para:

Oj+1 = Aoy

onde \ é dado por:

e

Portanto, |oy41| < |o¢| implica —1 < A < 1, o que corresponde a estabilidade assintotica.
Analogamente, |oy11| > |oy| implica A > 1 e A < —1, o que corresponde a instabilidade.

Se A = +1 ou A = —1, e f uma funcao nao linear, entao nao se pode determinar a
estabilidade de x* por esse método. Para resolver um problema desse tipo, pode-se utilizar
o método direto de Lyapunov ou a teoria da variedade central, (Monteiro, 2002).

De forma geral, em um sistema linear, o tinico ponto fixo x* é assintoticamente estavel
quando o modulo do autovalor relacionado ao sistema dinamico ¢ menor que 1. Se o autovalor
tem modulo maior que 1, o ponto de equilibrio é instavel. Para sistemas nao lineares basta
aplicar o Teorema de Hartman-Grobman, (Monteiro, 2002). Vamos formalizar tal resultado

pela proposicao e o teorema a seguir.

Proposicao A.1 O sistema dinamico x4 = f(x;) € localmente estdvel em torno do ponto

de equilibrio x* se, e somente se

<1

xT*

’ dxis1
dl‘t

Teorema A.2 (Teorema de Hartman-Grobman) O comportamento de um sistema di-
ndmico nao linear da forma x,1 = f(x;) em uma vizinhan¢a de um ponto de equilibrio x* é

topologicamente equivalente ao comportamente de um sistema linear x,q = f'(x*)x;, desde

que [f'(x")] # 1.



Apéndice B

Introducao ao Método de Lagrange

B.1 O Multiplicador e o Método de Lagrange

Vamos introduzir o método de Lagrange para resolucao de problemas de otimizagao
nao-linear. Este método é utilizado para resolver problemas de otimizacao com restrigoes de
igualdade do tipo

max f () (B.1)
sujeitoa  g(zr) =0, x € R" (B.2)

onde f : R®™ — R é uma funcao nao linear e g : R® — R é a restricao do problema. Vamos

nos restringir aqui a z € R?, ou seja x = (x1,13)’, ¥, 75 € R.
Interpretacao geométrica do problema

Antes de explicar e justificar o método de Lagrange, vamos fazer uma pequena interpre-
tacdo geométrica do problema descrito pelas equagoes (B.1) e (B.2). Considere a superficie

tridimensional

z = f(x1,22). (B.3)

Observe que, com a auséncia da restrigao (B.2) podemos percorrer livremente a super-
ficie afim de determinar algum ponto estacionario, e particularmente, o "maior" deles, veja
a Figura B.1. Por outro lado, se impormos a restrigao (B.2) ao problema, estaremos res-

tringindo o nosso movimento & um certo caminho dentro desta superficie. Este caminho é
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definido como a interseccao da superficie (equagao (B.3)) com a restricdo (uma curva, neste

caso) definida pela equagao (B.2).

Figura B.2: Superficie com restrigao

O maior valor de f para o problema definido pelas equagoes (B.1) e (B.2), é o maior
valor alcancado sobre o caminho determinado (ponto B), e ndo é necessariamente o maior
valor da superficie (B.3) (ponto By). Veja a Figura B.1.

Afim de uma melhor representacao geométrica do problema, vamos projetar a superficie
(B.3) sobre a plano (x,x2) através dos mapas das suas cursas de nivel (ou contornos). A
restri¢do é sobreposta como a curva neste plano obtida pela relacao g(z1,72) = 0. Veja a
Figura B.2.

O ponto B, o ponto mais alto sobre o caminho, é um exemplo de um ponto estaciondrio
restrito, definido como o ponto no qual um curva de nivel de f toca a curva de restricao.
Um ponto estacionario nao é necessariamente um ponto de méximo do problema, pois pode

ser um ponto de minimo (Figura B.3) ou ainda um ponto de inflexdo (Figura B.4).
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Figura B.3: Ponto de minimo

x4

Figura B.4: Ponto de inflexao
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Vejamos agora a construcao do método de Lagrange para este problema.
O Método do Multiplicador de Lagrange

Considerando os resultados de calculo diferencial para fungoes de duas varidveis com
relagdo as derivadas direcionais da superficie z = f(x,z3), e sabendo que o gradiente de f

num ponto estacionario é nulo (Pinto e Morgado, 2000), obtemos a seguinte relacao:

__of yof
0=- (9x1 6952

onde 6 é o angulo definido na Figura B.5. Se considerarmos o caminho de restricao como

tan (B.4)

uma curva se nivel de uma superficie da forma

w = g(x1,22)

entao, de forma analoga como feito com f, temos

dg / dg
=2 /27 B.
tan ¢ 921/ By (B.5)

onde ¢ é o angulo definido na Figura B.6. Se supormos que o caminho de restrigao g(z1, z3) =

0 toque em uma curva de nivel de z = f(x1,x2), obteremos a seguinte igualdade

S ‘\

\
/”“““\ \\

\1;)

Figura B.5: Angulo para o gradiente de f num ponto estacionério.

of Jof 99 ) 0g
8;1:1 8332 N 6331 8332‘

Esta condicdo, juntamente com a representada pela equagao (B.2) nos fornece outras

(B.6)

duas relacoes para o problema de determinagao do ponto estacionario. Para chegarmos a



B.1 O Multiplicador e o Método de Lagrange 102

%y

Figura B.6: Angulo para o gradiente de g num ponto estacionério.

essas outras duas relacoes, faremos algumas simples manipulagoes sobre a equagao (B.6). Os
passos desta manipulagao seguem abaixo.

1. Rearrange a equagao (B.6) para obtermos

Of oz, Of 0w,
dg/0x,  0g/0xy’

2. Compare cada um dos lados a equacao encontrada no passo 1 a um parametro ainda
indeterminado

of/0x1 \
dg/0x,
f/0xy \
dg/0xy
3. Rearrange os resultados obtidos em 2
0f/0xy — Ndg/0xy =0, (B.7)
Of /0xg — NDg/0xs = 0. (B.8)

4. Defina a funcao L da seguinte forma

L = f(x1,22) — Ag(@1, 2),

entdo as equagoes (B.7) e (B.8) podem ser reescritas como

OL /0y =0, (B.9)
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Estas duas equagdes, juntamente com a equagao (B.2) formam um conjunto de equagoes
para determinar os pontos estacionario do problema. A funcao L é chamada de funcdo de
Lagrange, A é o multiplicador de Lagrange e as equagoes (B.9) e (B.10) sdo as equagoes de
Lagrange.

Este resultado pode ser facilmente expandido para funcoes de n varidveis, e neste caso,
o problema seria dado da seguinte forma.

max f(xy,za,...,Tp)
sujeito a
gl(xlwx% 7xn) =0
92(x17x27 7xn) =0
gm($1a T2, >$n) = 07
onde f : R® — R é uma funcao nao linear e as funcoes g; : R* — R, j = 1,...,m, formam

o conjunto de restricoes do problema.



Apéndice C

Modelos Matematicos para o Manejo de

Plantas Daninhas

C.1 Diminuindo a Dependéncia aos Herbicidas

Sem duvidas, a aplicacao de herbicidas nas lavouras como forma de combater as infesta-
¢oes por plantas daninha é a técnica mais comum no meio agricola, a qual geral altos custos
ao produtor e preocupacoes sobre a qualidade final do produto, pois muitos herbicidas per-
manecem por muito tempo em determinados alimentos mesmo sendo tratados corretamente
apos a colheita. Além disso, se o herbicida for aplicado de forma descontrolada pode-se gerar
uma resisténcia da planta ao produto quimico utilizado, (Powles e Shaner, 2001).

Dessa maneira geral, é interessante estudar formas de diminuir a dependéncia da utiliza-
¢ao de herbicidas nas lavouras como forma de controlar as infestacoes por plantas daninhas.
Em Doyle (1989), Doyle (1991) e Pannell (1990a), podemos encontrar modelos que visam
reduzir a freqiiéncia e as taxas de utilizacao dos herbicidas, os quais tentam determinar para
quais niveis de infestacao de plantas daninhas seriam justificiveis os custos com controle,
pois dependendo da densidade da infestacao nao é preciso utilizar herbicidas e nem mesmo
outras técnicas de controle. Modelos com essa caracteristica sao chamados de modelos de
densidade minima.

Fatores relacionados aos impactos ambientais podem ser incluidos nesses modelos, porém
poucos estudos tratam dessa assunto. Algumas incertezas podem pairar sobre os modelos de
densidade minima, pois segundo Doyle (1997), existem trés fatores principais que influenciam
na determinacao dessa densidade minima, que sao o tamanho da populacao da planta dani-

nha, a funcao usada para determinarmos a perda de rendimento na colheita devido a acao
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da planta daninha, e a forma da funcao de dose-resposta do herbicida. Além disso, deve ser
observado se foi ou nao utilizado alguma técnica ou aplicado algum herbicida pré-emergente
no combate a planta daninha antes de semear a terra.

De forma geral, para que possamos utilizar melhor os modelos minimos precisariamos de
mais informacoes a respeitos do rendimento de producao e condi¢oes para abaixar os niveis
de infestacao de plantas daninhas, a forma como as plantas daninhas estao distribuidas pela
plantacao, a variacao de producao e de dose-resposta na mesma éarea de plantacao, e do
efeito de incertezas sobre o comportamento da propria planta.

Um outro fator citado anteriormente que gera preocupagoes ¢ a resisténcia adquirida pela
planta pelo herbicida aplicado. Faremos agora algumas observagoes de como seria possivel

conter ou evitar esse acontecimento.

C.2 Sobre a Resisténcia aos Herbicidas

Historicamente, sempre houve uma grande preocupagao por parte dos produtores com
respeito a erradicacao das plantas daninhas nas lavouras. Para alcancar o melhor resultado
possivel no controle das infestagoes, era aplicado o herbicida de forma exagerada, sem ne-
nhum planejamento e sem levar em consideracao os efeitos colaterais gerados pelo controle
quimico, como por exemplo a resisténcia ao herbicida aplicado que as plantas poderiam vir
a adquirir com o tempo.

Devido a resisténcia gerada por plantas daninhas a um determinado herbicida, ¢ um tema
cada vez mais comum encontrar pesquisas feitas com o intuito de desenvolver herbicidas cada
vez mais poderoso para serem utilizados no controle de infestacoes por plantas daninhas.

Modelos matemaético podem servir como ferramentas para que possamos avaliar taticas
de manejo, e estudarmos a resisténcia aos herbicidas. Porém, na maioria das vezes, os
modelos matematicos sao construidos de forma empirica, ou seja, experimentalmente, e isso
significa que os modelos podem descrever o comportamento de uma populacao de plantas
daninhas a qual estd sujeita a acao de uma determinada dose de herbicida, porém, esses

modelos nao podem explicar de que forma a reducao na populacao ocorre.

C.3 Competicao Intra e Inter-especifica

O processo de competicao existente entre a lavoura e a planta daninha é um fator de
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relevancia dentro dos estudos de manejo de plantas daninhas na cultura agricola. Saber de
que forma a competicao ocorre e quais as suas conseqiiéncias sao fatores importantissimos.
Baseado no artigo Park et al. (2003) farei uma apresentagao sobre competigao intra e inter-
especifica mostrando alguns modelos relacionados ao assunto.

Competicao intra-especifica trata da competicao entre seres da mesma espécies. J& na
competicao inter-especifica, temos uma relacao entre espécies diferentes (planta daninha ver-
sus cultura, por exemplo). Vejamos entao o que o trabalho citado a pouco nos fala sobre

esses tipos de competicao.
Competicao Intra-especifica

Muitos dos estudos feitos atualmente sobre competicao intra-especifica sao baseados em
artigos publicados nas décadas de 50 e 60 por um grupo de Japoneses (Yoda et al., 1963).
Esses artigos identificam trés efeitos principais resultantes deste tipo de competicao em
monoculturas: o efeito densidade-competicao, no qual a planta tem o seu tamanho médio
diminuido fazendo com que a densidade aumente; o efeito de alteracao no tamanho dos
individuos da populacgao, fazendo com que as plantas se desenvolvam de formas diferentes,
e assim gerando uma hierarquia determinada pelo tamanho; e por fim, a mortalidade de
plantas dependendo da densidade, conhecido como o feito de auto diluicao. Este tltimo
efeito nao é citado no trabalho (ver Yoda et al. (1963)), pois em uma situagao agronomica as
combinacoes de tamanho e densidade, onde o efeito de auto diluicdo aconteceria, raramente

ocorre (Enquist et al., 1998).
O feito densidade-competi¢ao

Ainda de acordo com o artigo, os primeiros estudos sobre monoculturas despertaram
interesses nos pesquisadores com relacao ao desenvolvimento da planta relacionado com sua
densidade. As baixas geradas no desenvolvimento das plantas devido a competitividade

relacionada a densidade foram descritas por uma equacao (Watkinson, 1980) da forma

w = w(1 +aN)™" (C.1)

onde w é o peso médio da planta, N é a densidade de planta na terra, w, é o peso seco médio
de uma planta isolada num determinado tempo, e a e b sao parametros, (Watkinson, 1980).
Este modelo tem sido usado com sucesso para descrever a relacao entre a densidade de

planta e o rendimento da colheita em monoculturas, e esté relacionado com os processos de
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densidade-competicao.
Competicao Inter-especifica

Quando a competicao inter-especifica é citada em estudos ligados & agronomia, geral-
mente estd relacionada a uma planta daninha e uma planta cultivada. Muitos estudo tém
sido feitos para determinar os efeitos da competicao entre espécies diferentes, e normalmente,
tém como base projetos experimentais e analises estatisticas (Freckleton e Watkinson, 2000).
Em Park et al. (2003) é apresentado trés formas diferentes de quantificar a competigao inter-
especifica, mas nesta revisao discutirei apenas o Projeto Aditivo, o qual reflete melhor o

cenario de competicao da planta daninha com a cultura.
Projeto Aditivo

O projeto aditivo trata de experimentos onde a densidade e a proporcao de cada espécie
diferem. Dentro deste projeto encontramos uma formulacao simples e bastante aplicada
no contexto agricola, chamada de projeto aditivo parcial, que permite que a densidade de
uma espécie seja considerada constante enquanto a densidade da segunda espécie ¢ variada
segundo uma escala. Este projeto favorece o estudo da competicao entre plantas daninhas
e a lavoura, embora os dados gerados possam fornecer somente um retrato limitado da
interacao entre as espécies, porque nao fornecem nenhuma informagao do efeito da lavoura
sobre a planta daninha. Uma formulacao do modelo hiperbdlico que é usado para descrever
os danos ao rendimento da colheita causado pela competicao das plantas daninhas é dado
por Cousens (1985b) da seguinte forma

_ID
N

Onde Y, é a porcentagem de rendimento perdido na lavoura devido a acao da planta

(C.2)

L

daninha, D é a densidade de planta daninha que influencia o rendimento, I é a porcentagem
de rendimento perdido por unidade de area quando a densidade de planta daninha é muito
pequena, e A é a estimativa do méximo rendimento perdido numa lavoura cheia de plantas
daninhas relativo ao rendimento de uma colheita livre de plantas daninhas.

Esta equacgao pode ser modifica afim de levar em consideracao o tempo de emergéncia

entre a cultura e a planta daninha. Cousens et al. (1987) apresentou uma formulacao desse
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tipo:

bD

Y, = ——
cT 4 WD
et +

(C.3)

onde T é o tempo entre a emergéncia da cultura e da planta daninha e a, b e ¢ sao parametros.

Park et al. (2002) apresenta um modelo de regressdo que permite quantificar ambas as
competicOes intra e inter-especifica quando analisadas entre duas espécies. De forma geral, o
modelo apresentado em (C.1) pode ser expandido para quando temos duas espécies diferente

de plantas da seguinte forma

w; = ’11)571'(1 + Z /Biij)ib (C4)
onde w é o peso médio da planta, w, é o peso seco médio da planta isolada num determinado

tempo e [ representa os efeitos em cada planta da competicao intra ((3;;) e inter-especifica
(Bi;) (Watkinson, 2004).

Projetos e Andlises Fxperimentais

Uma pergunta freqiiente, é como podemos obter os quantificadores de um processo de
competicao. Os projetos e andlises de experimentos sao as melhores formas para responder
a essa pergunta, entretanto, h4 uma grande discussao sobre qual o melhor projeto a ser
aplicado. Freckleton e Watkinson (2000) argumentaram que esses quantificadores do processo
de competicao podem variar dependendo do projeto e método utilizado para medi-los. Nao
existe, entretanto, um consenso sobre um projeto ou método a ser utilizado, pois os objetivos
e particularidades de cada estudo e espécies podem variar muito.

Estes estudos servem para que possamos discutir cada vez mais como o processo de
competicao influi no rendimento final de uma colheita, e de que forma os aspectos ambientais,
como solo, clima, quantidade de chuva, entre outros, podem afetar o rendimento final da

colheita e o desenvolvimento da planta daninha.

C.4 Manejo Integrado de Plantas Daninhas

Muitos dos estudos relacionados ao controle de plantas daninhas na agricultura buscam di-
minuir a dependéncia sobre os herbicidas. Uma alternativa para alcancarmos esse objetivo,
é utilizarmos do Manejo Integrado de Plantas Daninhas. Esse ¢ o nome dado & aplicacao

de outras técnicas e estratégias de controle juntamente com a aplicacao de herbicidas, agora
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a uma taxa menor do que quando utilizamos somente o produto quimico (Swanton e Wei-
se, 1991). Existem diversas estratégias que podem ser adotadas com este fim, como por
exemplo, o manejo preventivo, o manejo cultural, utilizacao de maquinas e o manejo biolo-
gico (Secao 2.1). E importante salientar que, mesmo utilizando destas técnicas, dificilmente
conseguiremos dispensar totalmente o uso de herbicidas.

Modelos matematicos também sao utilizados para estudar de que forma podemos com-
binar técnicas de manejo de plantas daninha com o objetivo de tracar boas estratégias de
controle. Porém, s6 a pouco tempo é que foi dada maior importancia a utilizacao dos mo-
delos matematico nessa area. Na maioria dos casos, os modelos matematicos servem apenas
para avaliar os riscos economicos decorrentes da utilizacao de outras técnicas, como o manejo
biologico e o controle genético, (Pandey e Medd, 1990; Volker e Boyler, 1994).
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