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Resumo

Com o intuido de bem fundamentar bases teéricas para futuras aplicagoes dos octénios
a Mecéanica Quéantica, Computacao Quantica e Criptografia, um dos objetivos maiores deste
trabalho é o de determinar e estudar a analiticidade e hiperperiodicidade de funcoes octonio-
nicas, de acordo com o Teorema (3.1), enunciado e demonstrado apropriadamente no texto.
Além disso, determina-se para as Funcoes Trigonométricas Octonionicas a sua periodicidade,
enunciada e demonstrada nos Teoremas (3.2) e (3.3). Outro aspecto relevante abordado
diz respeito a uma extensao octonionica da Funcao Logaritmica, que pode ser importante

para aplicagoes a Fisica Teorica de Varias dimensoes.

Palavras-chave: Octonios, Func¢oes Trigonométricas e Exponencial Octonionica, Hiperpe-

riodicidade.



Abstract

With the main purpose of setting up a sound theoretical basis in order to apply octonionic
algebra to both Quantum Mechanics and Quantum Computation and Criptography, I have
studied and determined the regularity of the exponential octonionic function, through the
Theorem (3.1). Moreover the determination of the Trigonometrical Octonionic Function
is also made and it is obtained its regularity, stated in Theorem (3.2) and (3.3). An
octonionic extension of the Logaritimic Function is also well explored, which opens the

possibility of a large number of applications in Theoretical Physics of higher dimensions.

Keywords: Octonios, Exponential and Trigonometrical Octoniénic Functions , Hiperegu-

larity.
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Introducao

O presente trabalho busca uma extensao para octonios de fatos relativos a Analise Com-
plexa. Um desses fatos, a periodicidade da fungao e*, cujo periodo é 27 [16], [7] é extendido
para a Funcao Exponencial Octonionica, e além disso, foram determinadas as Fungoes Tri-
gonométricas Octonidnicas, verificando-se também a sua periodicidade nos mesmos moldes
da periodicidade da Funcao Exponencial do tipo Octoniénico. Visando um melhor entendi-

mento do texto, este foi dividido em trés partes:

(i) Octonios.
(ii) Fungoes Octonidnicas.
(iii) Fungoes Trigonométricas e Exponencial Octonionica.

Dessa forma, o primeiro capitulo é dedicado a aspectos da Teoria Geral dos Octonios,
e no qual sao determinadas desigualdades, sua forma trigonométrica, além de aspectos re-
lativos a Topologia no espago Octonionico. O capitulo seguinte, aborda aspectos relativos
as funcgoes octonionicas, como regularidade além da integrabilidade e diferenciabilidade des-
sas func¢oes. No ultimo capitulo determina-se da Funcao Exponencial Octonionica, além da

Fungao Trigonométrica do tipo Octonidénica. Obtém-se hiperperiodos destas fungoes.



Capitulo 1
Octonios

Este capitulo tem por objetivo uma apresentagao dos octénios como estruturas algébricas,
interpretadas como uma extensao nao associativa dos quatérnios. Além de uma introducao
historica baseada em [I5] e [I]. Posteriormente sera apresentada uma constru¢ao para os
octonios como uma algebra de divisao normada 8-dimensional; além disso serao conside-
rados alguns aspectos tais como desigualdades, forma trigonométrica e nocoes topologicas,

fundamentais para o bom entendimento do texto.

1.1 Nota Historica

O desencadeamento da teoria dos quatérnios tem inicio em 1815 quando um grupo de profes-
sores da Universidade de Cambridge fundaram o Analytical Society, que tinha como objetivo
principal reformular o ensino de Célculo, adotando nog¢oes em uso no continente. A Analy-
tical Society foi muito importante, pois nela a élgebra foi repensada e discutida com maior
profundidade. O ambiente de profunda abstragao trazido pela Analytical Society, serviu de
motiva¢ao para o matematico irlandés, William Rowan Hamilton (1805-1865), sendo
pois, Hamilton quem fundamentou definitivamente os niimeros complexos como pares de nu-
meros reais, ou seja (z,y). Com essa formulagao fica claro que um numero complexo x + yi
nao pode ser interpretado como uma soma genuina do tipo 2 + 5, dai o sinal + nao passa
de um acidente histérico. Apods as observacoes, Hamilton desenvolve a teoria de maneira

formal, e define assim soma e produto de pares da seguinte forma:
(z,9) + (z,w0) = (x + 2,y + w)

(z,y)(z,w) = (xz — yw, zw + yz).
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Fisico, Hamilton percebe que as suas descobertas implicam em uma algebra que permitia
trabalhar com vetores no plano, com isso ele foi levado a considerar um importante problema
fisico para a época que era o de desenvolver uma &algebra de ternas que daria uma linguagem
para trabalhar com vetores no espaco. Hamilton trabalhou durante dez anos nesse problema.
Em uma carta ao seu filho Archibald, em outubro de 1843, fica clara a obsessao de Hamilton
com o referido problema:

Toda manha, quando descia para tomar café, teu irmao William Edwin e vocé mesmo
costumavam perguntar-me "Bem pai, vocé jd pode multiplicar ternas?"A isso eu sempre
me via obrigado a responder, com um triste balang¢o na cabe¢a "Nao, eu posso somd-las e
subtrai-las”.

2 = j? = —1, porém a dificuldade

A fim de desenvolver o produto de ternas, assumiu que ¢
maior nao era esta e sim que valor deveria ter os produtos 77 e ji, mas na tentativa de
preservar a lei dos cossenos que lhe impos a necessidade de trabalhar com uma dimensao a
mais, tendo em vista que até entao ele considerava as ternas sobre a forma a + bi + ¢j. Em
outra carta, ao seu filho, Hamilton descreve como foi a descoberta:

No dia 16 de outubro de 1843 - que era uma sequnda-feira reuniao do Conselho da Real
Sociedade da Irlanda - eu ia andando para participar e presidir, e tua mae andava comigo, ao
longo do Royal Canal,..., embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma corrente subjacente
de pensamento estava acontecendo na minha frente, que finalmente teve um resultado, cuja
importdncia senti imediatamente. Pareceu como se um circuito elétrico estivesse fechado; e
soltou uma faisca, o heraldo de muitos anos vindouros de pensamento trabalhos dirigidos,
por mim, se poupando, e de qualquer forma por parte de outros, se eu vivesse o suficiente
para comunicar minha descoberta. Nesse instante eu pegquei uma libreta de anotacoes que
ainda existe e fiz um registro naquela hora. Nao pude resistir ao impulso - tao nao filosdfico
como possa ser - de gravar com um canivete numa pedra de Brougham, quando a cruzamos,

a formula fundamental dos simbolos i, j, k,

que contém a solucao do problema.

Assim, definida a multiplicacao da forma citada acima,o conjunto dos quatérnios consti-
tui o primeiro exemplo de anel nao comutativo com divisao. No dia seguinte, 17 de outubro
de 1843, Hamilton escreve para o seu amigo Jhon T. Graves e comunica-lhe sobre a des-
coberta, mas e em dezembro do mesmo ano, Gaves descobriu a algebra de dimensao 8, os
octonios. Com essa descoberta vem uma diferenca fundamental: a associatividade valia para
quatérnios, mas nao valia para octonios, fato observado por Hamilton em julho de 1844.

No dia 26 de dezembro de 1844, Graves escreve para Hamilton afirmando ter descoberto
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uma nova algebra 8-dimensional, mostrando que esta forma uma algebra de divisao normada,
e a usou para expressar o produto de duas somas de oito quadrados perfeitos é igual a outra
soma de oito quadrados perfeitos. Em 1845, de forma independente Arthur Cayley (1821-
1895) tem a mesma conclusao obtida por Graves, por essa razao os octonios sdo conhecidos

como Nimeros de Cayley.

1.2 Tépicos de Algebra

Visando uma melhor compreensao dos processos a serem apresentados, faz-se necessario o

uso das definigoes da algebra [5] que seguem:

Definicao 1.1. Consideremos uma dlgebra A sobre o corpo dos reais com um espago vetorial
equipado com um mapeamento bilinear B : AX A — A, chamado "multiplicagcao"e o elemento
neutro, denotado por 1 tal que 1 € A e B(1,z) = B(z,1) = z, ou ainda B(x,y) = xy

Definigao 1.2. (Grupo) Seja G um conjunto nao-vazio, e uma opera¢ao

GxG—=d

(a,b) — aob

interna em G. Dizemos entdo que G € um grupo em relag¢io o essa opera¢do se, e somente
se, sao satisfeitas

(G1)(propriedade associativa) x o (yoz) = (xoy) oz, Vr,yez € G

(G2) (existe elemento neutro) Existe e € G, tal que xoe =eox,Vr € G

(G3) (todo elemento possui inverso) Vx € G,3x' € Glx oz’ =2'ox =e

Notacao: Consideremos, a operagao ¢, como definida acima, sendo que esta faz de GG
um grupo, assim, este grupo, sera denotado simplesmente por (G, ).
Exemplo 1.1. (R*,:), € um grupo.

Definigao 1.3. (Grupo Abeliano) O grupo (G,o), € dito abeliano ou comutativo se, e
somente se, a lei, (a,b) — a o b, é comutativa, ou seja,

roy=yox,Vr,y € G

Exemplo 1.2. (Q,+), (R, +) e (C,+) sao grupos abelianos.
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Definigao 1.4. (Quasegrupo) Consideremos um conjunto (Q com a opera¢do bindria < :

Q x Q — Q, 3 unicos elementos a,b € Q) de modo que

aor==»5

yoa=="b

Com isso, as tunicas opera¢ao admissiveis dessas equagoes sio © = a\b e y = b/a, onde

as operagoes \ e /| sao chamadas de divisao a direita e divisio a esquerda respectivamente.

Definicao 1.5. (Anel) Seja A um conjunto nao-vazio e (a,b) — a+b e (a,b) — ab leis de
composi¢ao interna em A. Dizemos entiao que A € um anel se, e somente se, sao vdlidas:

(A1) (Associatividade da Adigio) Vr,y,z € A, (x+y)+z2=2+ (y + 2)

(A2) (Eziste um elemento neutro para a adi¢io) 30 € A tal que, Vo € A, 0+xz =z e
r+0=x

(A3) (Todo elemento de A possui inverso com respeito a adicao)Nxz € A, 3z’ € A tal que
x4+ =0ex' +2=0

(A4) (A Adigao é comutativa) Vr,y € A,z +y=y+=z

(A5) (A Multiplicagao € associativa) Vx,y € A, (zy)z = x(yz)

(A6) (Existe um elemento neutro com respeito a multiplicagao) 31 € A tal que, Va €
Al-x=xex-1=x

(A7) (A Multiplicagio é comutativa) Ve,y € Ajx-y=y-x

(A8) (A Adigao € distributiva relativamente a Multiplicagao) Vr,y,z € A,z - (y + 2) =
rT-yYy+x-2

Notagao: Consideremos as operagoes acima definidas, sendo que estas fazem de A um
anel, este anel sera denotado simplesmente por,(A, +,-)
Se forem verificadas todas as defini¢oes acima, exceto (A7), entdo (A, +,-) é chamado

anel nao-comutativo.
Exemplo 1.3. (R, +,-) € um anel.

Faz-se agora importante a definicao de anel dos quatérnios, dada posteriormente, e ba-

seada em [I3].

Definigao 1.6. (Anel dos Quatérnios) Seja R* = {(a,b,c,d) a,b,c,d € R}, onde

(a,b,c,d) = (d',V,d,d)=a=d,b=b,c=,d=d.
O anel (R, +,-) pode ser identificado com o anel (H, +,-), ou seja, Anel dos Quatérnios

nao comutativo com a unidade.
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De acordo com a definicdo acima, definamos agora Adicao e Multiplicacao em R*, como
segue

(A) (a,b,c,d)+ (', b, d,d)=(a+ad,b+V,c+c,d+d)

(M)(a,b,c,d) - (a',V,c,d) =
= (ad' = b0 —cd —dd',abl + ba' 4+ cd' — d,ac + d'c+ db' — d'b,ad' + da’ 4+ bd — b'c)

onde (0,0,0,0) e (1,0,0,0) sao respectivamente o zero e a unidade para o anel em questao.

Sendo assim, identifiquemos:

1« (1,0,0,0)
i< (0,1,0,0)
j < (0,0,1,0)

k< (0,0,0,1)

deste modo, (a,b,c,d) = a + bi + cj + dk, e assim, identificamos uma base para R?.

Podemos verificar que a multiplicagao de quaisquer dois elementos desta base é nao-
comutativa. Assim, por exemplo, ij # ji, onde o produto em questao, nada mais é do que
o produto vetorial desses vetores.

As defini¢oes a seguir, tornam-se essenciais para o bom entendimento das passagens

futuras, sendo tais definigoes baseadas em [5] e [15].

Defini¢ao 1.7. (Algebra com Divisio) Seja A uma dlgebra de divisio finita. Dizemos
que A € uma dlgebra de divisao se a operacao de "multiplicacao "pela direita e pela esquerda
por algum elemento nao-nulo da dlgebra € inversivel. Dados x,y € A de modo que xy = 0,
temos

x.y.y_]*:o, entdO.T:Ox_l'«r'y:O, ent&Oy:O

Definigao 1.8. (Corpo) Um anel (A,+,-) é chamado corpo se todo elemento nao-nulo de

A possuir um inverso multiplicativo, ou seja,

Ve e A\O,Jy € A

tal que
xy =1
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Definicao 1.9. (Algebra de Divisao Normada) Seja A uma dlgebra de divisio. Dizemos

que A € uma dlgebra de divisao normada se existe uma forma quadrdtica Q) positivo-definida

Q:A—R"
r— Qx)=a"z,Ve,yc A
Q(zy) = Q(x)Q(y)

Sendo assim, toda algebra de divisao normada é uma &algebra de divisao, de modo que as
condigoes de divisao seguem para as condig¢oes de norma. Suponhamos que xy = 0Vz,y € A,
entdo Q(zry) = Q(z)Q(y) = 0. Desde que o campo em questao seja o dominio dos inteiros,

isso implica que Q(z) = 0 ou Q(y) = 0, o que implica que x = 0 ou y = 0.

Definicao 1.10. (Algebra Associativa) Uma dlgebra sobre um corpo arbitrdrio § é um
par consistindo de um anel (A,+,-,0,1) e um espago vetorial A sobre & de modo que no
conjunto subjacente A, a adi¢ao e o elemento neutro sao 0os mesmos no anel e espago vetorial,
e

a(zxy) = (ax)y = z(ay),Va € $,z,y € A

Os octodnios, sao uma extensao nao-associativa dos quatérnios. Estes formam uma &lge-
bra de divisao normada 8 — dimensional sobre R

Com isso, define-se o conjunto dos octonios, denotado por O

@:(CL?b?C?d?e7f7g7h)/a7b7c7d767f7g7hER)

onde, estao definidas igualdade, adi¢ao e multiplicagao [15], como segue:

(i) Igualdade:

(a,b,c,d,e, f,g,h) = (a,V,c,d e, f',¢,h) <
a=d,b=V,c=d,d=d,e=¢€,f=f,g=¢ ,h=HN

(ii)Adicao: (a,b,c,d,e, f,g,h) + (¢, U, d ¢, f. ¢ )=
=(a+d,b+V,c+cd,d+d,e+e,f+f,9+g h+N)

(iii)Multiplicagao:

(a,b,c,dye, f,g,h).(a' 0, d e f ¢ h)=
(aa’ — b —cd —dd —ee' — ff' —gg — hh',al +ba' + cd' — dd —ef' + fe' — gh' + hg',acd —
bd +ca' +db —eg + fh' + g’ — hf',ad +bc —cb +da’ —eh' — fg' + gf' + he',ae’ +bf' +
cg +dh' +ed — fb' — g — hd',;af' —be' —ch' +dg +eb + fa' — gd' + hc',ag’ + bW — ce’ —
df' + ec + fd' + ga’ — hV/,;ah’ — by’ + cf' — de’' + ed — fd + gb' + ha)
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Denominamos a algebra definida em O como Algebra de Cayley, ou oitavas ou Algebra,
de Octoénios.

Agora verificamos que os ntmeros octonionicos (0,0,0,0,0,0,0,0) e (1,0,0,0,0,0,0,0)
sao os elementos neutros para a adi¢ao e multiplicacao respectivamente, e ainda podemos
identificar a existéncia de um inverso aditivo e de um inverso multiplicativo para cada ele-
mento nao-nulo de Q.

Usando a multiplica¢do, acima definida, vemos que o anel dos octénios (O, +, -), nao é

um corpo, pois
(0,1,0,0,0,0,0,0) - (0,0,1,0,0,0,0,0) # (0,0,1,0,0,0,0,0) - (0,1,0,0,0,0,0,0),

mas podemos dizer que (O, +, ) ¢ um anel com divisdo ou um corpo nao comutativo.
Para um melhor entendimento dos procedimentos a serem feito, faz-se necessario o uso

de duas definigoes, baseadas em [15], como segue.

Definigao 1.11. (Loop) Denomina-se-se Loop a um quasegrupo com elemento identidade.

Cada elemento de um quasegrupo tem um unico inverso a direita e a esquerda.

Definigao 1.12. (Moufang Loop) Denomina-se Moufang Loop, denotado por L a um
quasegrupo (L, o), que satisfaz

(aob)o(coa)=(ao(boc))oa,Va,bce L

Facamos agora, algumas identificacoes pertinentes:

1« (1,0,0,0,0,0,0,0)

i < (0,1,0,0,0,0,0,0)

j < (0,0,1,0,0,0,0,0)

k « (0,0,0,1,0,0,0,0)

[ - (0,0,0,0,1,0,0,0)

li — (0,0,0,0,0,1,0,0)
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lj < (0,0,0,0,0,0,1,0)

Ik < (0,0,0,0,0,0,0,1)

e 0 nimero octonionico o = (a, b, ¢, d, e, f, g, h), com a,b,c,d, e, f,g,h € R, com 0 mesmo

procedimento usado para quatérnios, anteriormente, temos

o = (a,0,0,0,0,0,0,0)(1,0,0,0,0,0,0,0)
+(0,b,0,0,0,0,0,0)(0,1,0,0,0,0,0,0)
+(0,0,¢,0,0,0,0,0)(0,0,1,0,0,0,0,0)
+(0,0,0,d,0,0,0,0)(0,0,0,1,0,0,0,0)
+(0,0,0,0,¢,0,0,0)(0,0,0,0,1,0,0,0)
+(0,0,0,0,0, f,0,0)(0,0,0,0,0,1,0,0)
+(0,0,0,0,0,0, g,0)(0,0,0,0,0,0,1,0)

0,0,0,0,0,0,0,4)(0,0,0,0,0,0,0,1).

o~ o~ o~ o~ o~ o~

+

onde a é chamada de parte escalar, e r = bi + ¢j + dk + el + fli 4+ glj + hlk sua parte

vetorial. Deste modo, O pode ser representado como a soma direta
O=RopV,

onde R é o corpo dos reais e V é um espago euclidiando. Com isso, os octéonios formam um
Moufang Loop.
Usando agora as regras de multiplicagao para octonios mencionadas acimas, temos a

seguinte tdbua de multiplicacao:

1 1 J l li lj Ik
1] 1 7 J [ li lj Ik
|1 | —1 k| —7 | —l I | =lk]| Iy
g g =k =111 | =lj| lk I | =l
kll k| 7 —i | =1|=lk|=lj| Ui [
L1 li lj | k| —-1| —i| —75 |-k
li || li | =1l | —=lk| 1y 7 -1 | =k | J
k|| lk| =l U l k| —j i -1
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Visando uma melhor memorizacao da multiplicacao dos octdnios, faz-se necessaria a
implementagao de um diagrama, Plano Fano, que recebeu esse nome devido ao matematico
italiano Gino Fano (1871-1952). Observando o diagrama abaixo

1k

Figura 1.1: Plano Fano

os pontos correspondem aos elementos da base dos octonios, e as setas indicam os sinais
dos resultdos da multiplicacao dos elementos desta base.

Com o que foi feito acima, fazem-se necessarias algumas defini¢des de importancia fun-
damental nas passagens futuras, tais como Octénio Conjugado, Norma e inverso de um

Octonio, como sera definido agora.

Definigao 1.13. ( Octénio Conjugado)

Seja o = (a,b,c,d,e, f,g,h) = a+ bi + ¢j + dk + el + fli + glj + hlk, um octonio, o seu
conjugado, denotado por o € o octonio. 6 = (a,—b, —c,—d, —e,—f,—g,—h) = a — bi — cj —
dk — el — fli — glj — hik.

Definigao 1.14. (Norma) Seja o = (a,b,c,d,e, f,g,h) = a+bi+cj+dk+el+ fli+glj+hlk

um octonio, a norma ||o|| € o mimero real ||o|| = \/a2 + b2 + 2+ d® + €2 + f2 + g2 + h2.

Note que a norma definida acima, nada mais é do que a norma euclidiana em R®, e esta
acarreta a existéncia de um inverso para todo elemento nao nulo de Q. Este ultimo fato

sugere:

Definigao 1.15. (Inverso de um Octonio) Seja o nimero octonionico o = (a,b,c,d, e, f,g,h) =
a+bi+cj+dk+ el + fli + gly + hlk, o seu inverso é dado por

., ©
[lolf?
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Decorre imediatamente da definicao anterior que
(i)oo' =0"lo=1.

(ii) Dados dois numeros octonios 01 e 0y, temos que:
0109 = 0109.
(iii) Dado um nimero octénio oy, temos que

010] = 0,01 = ||0||2.

1.3 Desigualdades

Consideremos agora o nimero octonio o = (a,b,¢,d, e, f,g,h) = a+bi+cj + dk + el + fli +
gly + hlk assim,

(i)

lo = V> + 12+ @+ &+ e + 2+ g + h? > |

de modo analogo,

loll = v/a? + b + 2+ d? + € + f2 + g2 + h* > |b]

lo = V@@ + P+ A+ B et 21+ k2>l

loll = Va2 + 02 + ¢ + d? + €2 + f2+ g2 + h* > |d]|

loll = V@2 + P+ + P+ + 2+ g2+ 12 > |¢]

loll = Va2 + 02+ + &+ e+ [2+ g2+ h2 > |f]

lol| = Va? + b2+ >+ d?+ €2+ f2+ g2+ h? > |g]

ol = Va2 + b2+ 2+ d+e2+ f2+ g2+ h? > |h

(ii) la] < |lo]l e /b2 + 2 +d2+e2+ f2+ g2+ h? < |o|, ou seja, a parte escalar em
valor absoluto do nimero octonio o, e a norma euclidiana da sua parte vetorial sao sempre
menores que ||o]|.

Consideremos agora alguns tipos de regioes que podem ser formadas com ntmeros octo-
nios. Denotando a distancia entre dois pontos o’ e o por |0’ —0||, segue-se que uma hiperesfera

E de raio p com centro em o pode ser representada por

lo—dll = p. (L1)
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Conseqilientemente, a desigualdade

lo—d|l < p. (1.2)

vale para qualquer ponto interior de E. Tal regiao é chamada de hiperesfera aberta, em

contrapartida uma hiperesfera fechada sera dada por

lo—=d[ <p (1.3)

que nada mais ¢ do que o interior de E e a propria E.

A regiao descrita em (1.2) é também chamada de vizinhanca do ponto o'. De modo
anélogo, a desigualdade [jo — o'|| > p representa o exterior da hiperesfera.

Consideremos agora a equagao [|o]| = 1, esta representa uma regiao chamada de hipe-
resfera unitaria, isto é, uma hiperesfera de centro na origem e raio 1, no caso em questao,

entende-se por origem o octonio nulo, ou seja o = (0, 0z, 05, 0k, 0, 01z, 013, 0lk).

1.4 Coordenadas Esféricas

Partindo das idéias encontradas em [4] e [13], é pertinente uma representagao dos quatérnios
em forma trigonométrica. Por outro lado um ntmero octonionico o =
= (21, X9, T3, T4, Ty, Tg, T7,Tg) = T1 + Toi + T3] + T4k + x50 + x6li + x71j + 28lk também pode
ser representado sob a forma trigonométrica, sendo tal forma fundamental no que tange a
determinacao da Func¢ao Logaritmica do tipo Octoniénico.

Visando esse fim, faz-se necesséria a implementagao das coordenadas esféricas, como seré
visto a seguir.

Consideremos uma hiperesfera de raio r e dimensao n, centrada na origem, e tomemos

as seguintes notacoes:

cosl; = ¢;
senb;, = s;
tgt; = t;

Considerando agora,
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X1 =TC1Co. .. Cp9Ch_1, 0<0,1<27
- T

Ty =TCL0 - Cpo2Snot, oo <O < 5
- T

X3 =TC1C2. .. Sp—2, 7§‘9n—3§§
-7 T

Tj=TCL CnjSnjils =~ <0, < 5
- T

Ty =TSy, 7391§§

Analisemos os casos,
(i)n=4:

x1 = rcostcosbfycosfs, 0 <r < oo

To = rcostcosbasents, 0 <03 <27

-7 s
xr3 = rcosbsents, T3 < g, < 5
-7 T

x4 = rsenbq, 5 <0, < 5

(ii)n =8 :

1 = rcostcosbycosfscostcosOscosbgcost;, 0 <r < oo

To = rcostcoshacoshzcosficosblscosbgsentd;, 0 < O0; <27

-7 T

x3 = rcostcoshycosfszcoslicoslssenbs, 5 < b < 5
—T s

x4 = rcostcosbycosfscostysents, - <05 < 5
— T

5 = rcostcoshycoshzsenby, - <0, < 5

-7 s

xg = rcostcosfysents, - <3< 5

-7 T

x7 = rcosbsenbs, T3 <6, < 5

—T s

xg = rsenfy, - <6, < 5

Usando os resultados acima, a forma trigonométrica para um quatérnio e para um nimero

octonio, sera dada como segue,
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(Forma Trigonométrica de um Quatérnio) Seja © = x; + 221+ 23j + 24k um ntmero

quaternionico, podemos escrevé-lo como segue
x = r(cosbicosbycosts + cosbcosbasenls + cosbsenby + senby)

(Forma Trigonométrica de um Octoénio) Seja o = (x1, T2, 3, T4, T, Tg, T7, Tg) =
= 11 + ot + 3] + x4k + x50 + x6li + 271 + x8lk UM nimero octonioénico, podemos entao

escrevé-lo como segue:

0= (x1,$2,$3, Ty, T5,Lg, L7, l‘g) = 21+ Qfgi + l’g] + l’4l€ + 1’5[ + l'6ll + 1137l] + xglk‘ =

rcosticosbscosbtzcoscosfscosbgcosty
rcostcosbtycosfszcoscosbscosbgsendyi
rcosticosbtycostzcostcoshssenbe)
rcosficosbtacosblscosfisenlsk
rcostcosbtycosfzsendyl
rcosticostasenbsli

rcosfsenbylj

+ o+ + + + + o+

rsendlk

Nota-se que o nimero octéonio 0 = 1 + x9t + x37 + x4k + x50 + x6lt + 2717 + x5lk, pode

ainda ser escrito da seguinte forma:

0 = (.CL’l, T9,X3,X4,T5,Tg, L7, xg) = x1+x20 + .ngj + 374]{' + $C5l + JJGZZ + $7lj + SCBH{? =
= 71(cosbcosbycos03c0s0,c0505c0506c0507

c0s01coslyc0803c0s0,cos05cos0gsenbqi

cosBicostycostscosficostssentyg

cos8,coslycos6zcos0,senbsk

c0s81cosbycos6zsenb,41

cosbcosbysenbsli

cost senbsly

senbhlk)

+ o+ + + + o+ 4

As relagoes acima serao de fundamental importancia nos capitulos posteriores, tendo em
vista que para a determinacao do logaritimo de um ntmero octéonio o = x1 + x21 + 37 +

x4k + x5l + w6lit + 2715 + 28lk, 0 uso de tais relacoes é fundamental.



1.5 Nocgoes Topologicas no Espaco dos Octonios

A presente sec¢ao tratara de nogdes importantes no que diz respeito a consideragoes futuras.
Os aspectos topologicos abordados em [9], [8] e [10], sdo aqui estendidos para o espago

8-dimensional, visando dar aos octonios uma estrutura topolégica adequada.

Definigao 1.16. (Conjunto de Pontos) Chama-se conjunto de pontos no espago octénio

qualquer cole¢ao finita ou infinita de pontos.

Definigao 1.17. (Conjunto Aberto) Um conjunto A no espago octonio é dito aberto se

cada ponto de A possui uma vizinhanc¢a na qual cada ponto pertence a A.

Definigao 1.18. (Conjunto Fechado) Um conjunto F' no espago octénio é dito fechado

se todos 0s pontos deste espago que nao pertencem a F formam um conjunto aberto.

Definigao 1.19. (Conjunto Limitado) Um conjunto L no espago octonio € dito limitado

se todos 0s seus pontos existem no interior de uma hiperesfera de raio suficientemente grande.

1.6 Conclusao

Os resultados deste capitulo introdutério permitem uma observacao dos octénios como uma
generalizagao dos niimeros reais, complexos e quatérnios, além disso, os octonios formam uma
algebra nao-associativa de divisao normada. Uma vez admitindo a forma trigonométrica,
acima mostrada, sera possivel a determinagao da Func¢ao Logaritmica do tipo Octonionico,
além de possiveis futuras contribuigoes para a determinacao da Formula Integral de Cauchy

para Octonios.



Capitulo 2

Funcoes Octonionicas

2.1 Funcoes Octonionicas

O presente capitulo tem por objetivo definir a func¢ao octoniénica e mostrar algumas de suas
propriedades. Além disso serao introduzidos conceitos tais como regularidade & esquerda,
regularidade a direita e a diferenciacao e integracao de octonios mostrados em [12] para

quatérnios e estendendo-os para octonios.

Definicao 2.1. Seja A® C O um espaco Euclidiando 8-dimensional, e um niimero hipercom-
plexo 0 = uy + usi + ugj + usk + usl + ugli + urlj + uglk € R®. Assim a funcao octoniénica
f:A® — O é um mapeamento que faz corresponder a cada o € A® um nimero octonioénico

w = f(o0), ou seja:

f:A®—= QO

(Ul,U27U37U4,U,5,U6,’UJ7,U8) = f(uhu?aU’37u47u57u67u77u8)
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onde temos que

fur, ug, us, ug, us, ug, uz, ug) = fr(ur, ug, us, uy, us, ug, 7, ug)
+ fa(ur, ug, us, ug, us, e, uz, us)
+ fa(ur, ug, us, uy, us, ug, Uz, ug)
+  faug, ug, ug, uy, us, ug, Uz, ug)
+ fs(ur, ug, us, ug, us, e, uz, us)
+ fo(ur, uz, us, uy, us, ug, ur, ug)
+ fr(ur, ug, us, ug, us, ug, w7, ug)
+ fa(ua, ug, us, ug, us, e, uz, us)

Quanto as fungoes coordenadas acima citadas, nao é necessaria nenhuma restricao a estas,
somente que sejam n — vezes diferenciaveis em cada uma de suas variaveis independentes.
Um fato importante a ser exposto é que cada uma dessas func¢oes coordenadas é da forma
fi:R® =R, coml=1,...,8.

Ainda no contexto dessas fungoes, dois operadores, desempenham um papel fundamental,

sao eles:

0 0 0 0 0 0 0 0
I'= ' j k l li lj Ik 2.1
(8u1 + 8u2Z + 8U3J + 8u4 + 8u5 * 8u6 e 8u7 J + 8u8 ) ( )

e

_ 0 0 0 0 0 0 0 0
I' = — ) — | — k— [ — ) — | — Ik 2.2
(8u1 0uzl GU3] Ouy Ous Oug i Oouy J Oug ) (2:2)

Sendo este tltimo chamado de operador conjugado. Com isso vejamos agora as seguintes

definicoes:

Definicao 2.2. (Regularidade a Esquerda) Uma fungdo de varidveis octonionicas f, tal
que [ = fi + fai + faj + fauk + f5l + fsli + frlj + fslk, com as coordenadas f; : R® — R
parcialmente derivdveis, € reqular a esquerda se:

I'f=0 (2.3)

Assim o operador (2.1) se apresenta

0 4 044 954 00y 90y 94y 9454 0
(9u1 8u2 8U3J 8U4 8u5 a’U,g 8u7 J 8u8

(fi + fai + fsj + fak + fsl+ foli + frlj + fslk) =

Lf=(

1k)
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(D5 _0h _Of _0fi 0k Ok 0 _0)k
C VOuy Ouy Ous  Ouy  Ous  Oug  Our  Oug
Of: | Ofi  Ofi 0fs Ofi  Ofs Ofs O
Oou;  Ous Ous Ous Ous Oug Ouy Oug
Ofs  Ofs  0fr  Ofy Ofr  Ofs  Ofs Ofe, .
ouy - Ouy + Ous + Ouy - Ous + Oug + ouy B Ousg J
JOh O Oh_0h_0fs Ofi Ok Of
Oouy  Ous Ous Oug Ous Oug Ouy Oug
Ofs  Ofe  Ofr  Ofs  O0fi Ofs Ofs 9Ifa
ouy * Ous * Ous + Ouy + Ous B Oug B ouy B 8u8)l
Ofs  Ofs Ofs  Ofr  Of»  O0fi Ofs  Ofs,,.
du,  Ouy  Oug N Ouy N Ous i dug  Ouy i 8u8)ll
df: Ofs 0Ofs 0Ofs Ofs 0fs 0fi  0Ofs
+(8U1 + 8u2 8u3 8U4 + 8u5 + a’U,g + (9u7 8u8
Ofs Ofr  O0fe Ofs  Ofs 0Ofs  Ofs Ofs
(9u1 (9U2 + 8U3 8u4 + 8u5 6’u6 * 6’u7 8u8 I
=0

+(

+(

+(

+(

)L

+(

Definicao 2.3. (Regularidade a Direita)Uma fungao de varidveis octonionicas f, tal que
f = fi+foi+ faj+ fak+ fsl+ feli+ frlj+ fslk, com as coordenadas f; : R® — R parcialmente

deriwdveis, € reqular a esquerda se:
=0 (2.4)

Lf = (fi+ fai + fag + fak + fsl + feli + frl7 + fslk)
0 0 . o . 0 0 o . a . 0
<6u1 + 6ugl + 8’&3] + 8U4k + 8u5l + 8u6ll + 8u7l‘] + a’LLglk)
(Db _0f_0f_0fi 0fi 0fs 0Ofi Ok
8u1 8U2 au;; 8U4 6u5 8U6 8U7 811,8
Ofy  O0fir Ofs  Ofs  Ofs Ofs 0Ofs 0Ofq,.
ouy * Ous B Ous + Ouy + Jus B Jug + ouy B Ousg !
Ok Oh  Of O  0f 0k 0fs  0f
Oou; Ous Ous Ous Ous Oug Ouy  Oug J
Ofy  0Ofs 0fs 0fi  Ofs  0Ofr 0Ofs Ofs
+(8u1 Ouy + Ous + Ouy + Ous + Oug Ouy Ous K
0 0 0 0 0 0 0 0
/5 o J7 J3 n f1 fa n f3 n fa l

+(

+(

+(8u1 B Ous B Ous; Ouy Ous + Oug Our  Oug

dfe  Ofs Ofs  Ofz 3f2+af1+3f4 af3)li

+<8u1 + Ous + Ous C Ouy Ous Oug  Ouy B Oug
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Ofr  Ofs 0Ofs Ofe Ofs Ofs  0fi  0Ofs

Oou;  Ous + Ous + Ous Ous  Oug + Oouy + ousg

dfs  Of: 0Ofs Ofs Ofs  0Ofs 0Ofs 0Ofi

ouy * Ous  Ous + Ouys  Ous + Jug  Ouy + ousg
=0

)

+(

)ik

+(

Se uma f é regular a direita e a esquerda, dizemos entao que f é regular.

2.2 Integracao e Diferenciacao em Octdnios

A presente secao tratara de alguns resultados importantes que sao generalizados a partir dos
resultados obtidos dos conceitos de diferenciabilidade e integrabilidade em quatérnios [12].
Tais resultados podem ser encarados como uma extensao 8-dimensional associadas a fungoes
octonionicas que satisfazem as relagoes do tipo Cauchy-Riemann, vistas em [15].
Consideremos f uma fungao octonionica, devido a nao comutatividade dos octonios,

teremos que definir duas integrais [ fdz e [dzf.

/ jdz = / (Fo+ foi + foj + fuk + fol + foli + frlj + fulk)

Dai segue,
= /(fldul — fodus — fydug — fadug — fsdus — frduy — fsdusg)
+/(f2du1 + fiduy — fidus + fsdug + fedus — fsdug + fsduy — frdug)i
+ /(f3dU1 + fadug + frduz — fodug + frdus — fsdus — fsdur + fedus)j
+/(f4du1 — fadus + fodus + frduy + fsdus + frdug — fedur — fsdus)k
—|—/(f5du1 — fedus — frdus — fsdug + fidus + fadug + fsduz + fidug)l
+/(f6du1 + fsdug + fsdu3 — frduy — fodus + fidug + fidur — fsdug)li
+ /(f?dul — fedug + fsduz + fedus — fadus — fadue + fidur + fodug)lj

+ /(fsdul + frduy — fedus + fsdug — fadus + fsdug — fodur + firdus)lk
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= /(du1f1 — duy fo — dug f3 — dua f4 — dus f5 — duz fr — dus f3)
+ /(du1f2 + duy f1 + dus f4 — dug f3 — dus f + dug fs — dur fs + dus f7)i
+ /(du1f3 — dug fy + duz f1 + dua f2 — dus f7 + dus fs — duz f5 — dus f6)j
+ /(du1f4 + dus f3 — dug fo + dug fi — dus fs — dug fr + duy fo + dugfs5)k
+ /(du1f5 + duy f6 + duz fr + dusfs + dus fi — dug fo = duz f3 — dus f4)l
+ /(du1f6 — dus f5 — dus fs + dug f7 + dus fo + dug fi — dur fy + dus f3)li
+ /(du1f7 + dus fs — dug fs — dug fo + dus fs + dug f4 + duz fi — dugfo)lj

+ /(du1f8 — dus f7 + dus fo — duafs + dus fa — dug f3 + dug fo + dus f1)1k

Suponhamos agora que as funcoes coordenadas f; : R® — R sejam continuas, e tomemos o
caminho de extremos a = (ay, as, as, as, as, ag, a7, as) € b = (by, ba, bs, by, bs, bg, b7, bg), numa
regiao conexa do espago 8-dimensional, os resultados abaixo mostram que as integrais f fdz
e [ dzf independerao do caminho de integragao, se estas satisfazem as condigdes citadas nos

teoremas abaixo.

Teorema 2.1. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-o0s em um espago
simplesmente conexo 8-dimensional, a integral fffdz independe do caminho dado se, e so-
mente se, existe uma funcao F' = I + Fyi + F35 + Fyk + F5l + Fgli + Frlj + Fglk, com

f; fdz = x(b) — x(a) e que satisfaz as sequites relagoes

or 0Fy,  OF3 0F, OF;s 0Fs 0F; OFy
Ouy Ouy,  Ous Ouy  Ous Oug  Ous Oug’
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0F, O0F;3 0F, 0F, 0F; 0F; 0Fy OF;
81/4 n 3uQ 8U3 8U4 8u5 8u6 N 8u7 n aU,g’

0F; 0Fy 0F; OF; 0F, OF, OF; O0F,
8u1 31@ 8u3 8%4 8u5 8u6 8u7 aU,g ’

O0F; O0F; 0Fy 0F; 0F, 0F, 0F, OF;
8U1 81@ 8U3 8U4 8u5 8u6 6%7 aU,g ’

8U1 N 8U2 8U3 8U4 8u5 N 8u6 8u7 8u8’

O0F; 0F; 0Fg 0Fs 0F, 0F;  0F, 0F,
811,1 8U2 8U3 8U4 8U5 8u6 8u7 8U8 ’

Demonstracao: A integral f; fdz, mostrada anteriormente, independera do caminho se

existir uma funcao F, tal que,

[P fdz= [PdF = [P d(Fy + Fyi + Fsj + Fyk + Fsl + Fgli + Fylj + Fylk) = F(b) — F(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Agora, admitindo que existe uma funcao F', cujas diferenciais totais das suas funcoes

coordenadas sao dadas por

0F; (3F1 8F1 0F; 8F1 o0F; o0F; o0F,;
dF; = —d —dust+——dus+——d d d d d
1 o U1+ Oty 6u3 uz+ B Ugs+ D U5+a Ua—f-a " u7+8u8 Ug

= fldu1 f2dU2 - f3dU3 f4du4 - f5du5 fﬁdu6 - f7du7 - fsdusy

OF, aF2 0F, 0F, 0F, 0F, 0F, OF,
dFy = —duj+——du duz+——du d du du d
2 8u1 ut 8uz s 8u3 ust (‘3u4 Uat ou Us us T 8u6 Uet 8u7 s 8u8 us

= foduy + fiduy — fadus + fadus + fedus — fsdue + fsdur — frdus,
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0F; OF; OF; OF; OF; OF; OF; OF;
dF; = —=d —d —d —d d d d d
3 8u1 U1+ 3uz UZ_'_ 3U3 U3‘|— 3u4 U4‘|— 6u5 U5+ 8u6 U6+ 6u7 U7+ 8u8 us

= fsduy + fadus + frdus — foduy + frdus — fsdug — fsdur + fedus,

0F, 0F} O0F, OF, O0F} OF)} OF} OF}
dFy = —d —d —d —d d d d d
4 8u1 u1+ 8uQ u2+ 3U3 U3‘|— 0u4 U4‘|— 6u5 U5‘|— 6u6 u6+ 8u7 U?"‘ 8u8 us

= faduy — fadug + fodus + fidus + fsdus + frdug — fedur — fsdus,

OF; OF; OF; OF; 0F; 0F; 0F; 0F;
dFs = —duj+—dus+—duz+——d d d d d
° T Oy u1+8u2 u2+8u3 u3+8u4 u4+8u5 u5+8u6 u6+8u7 u7+8u8 s

= fsduy — fedugs — frdus — fsdug + fidus + fodue + fsdur + fadug,

0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg OFg 0Fg
dFs = —dui+——dus+——dus+——d d d d d
0 ouy UH—@UQ u2+6u3 u3+8u4 u4+8u5 u5+8u6 u6+8U7 u7+8u8 us

= feduy + fsdus + fsdus — frdus — fadus + fidue + fadur — fsdug,

oF; oF; oF; oF; oF; oF; oF; oFx
= — - __° - °
d 7 aUI dU1+ au2 dU2+ 8u3 dU3+ aU4 dU4+ au5 dU5+ 6u6 du6+ 8u7 dU7+ aug du8

= frduy — fedug + fsdus + fedus — fsdus — fadue + frduy + fodug,

OFg OFg OFy OFy OF OFy OFg 0F
—dugt+——dus+——d d d d d
ouq +8uQ u2+8U3 ust Ouy uat Jus u5+8u6 Ut Oouy urt Oug us

= feduy + frdus — fedus + fsdus — fadus + fsdug — fodur + firdus,

dai seguem as relacoes

F _O0Fy  OF, 0F;  0F, 0Fs;  0F; O0F;  0Fy
"YU 0w, Ous  Ous  Ouy  Ous  Oug  Our  Oug’
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OB _OF _OF 0B _0F, OB _OF __OR
87 Ou; Ouy  Ous Ouys  Ous Oug  Ous Oug

o que conclui a demonstragao.

Teorema 2.2. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um espago
simplesmente conexo 8-dimensional, a integral ff dz f independe do caminho dado se, e so-
mente se, existe uma funcao G = Gy + Gai + G3j + Guk + G5l + Ggli + Grlj + Gglk com
fab dzf = G(b) — G(a) e que satisfaz as sequintes relagoes:

0G, 0Gy  0G3s 0Gy 0G5 0Gg  0Gy 0Gsg
8u1 811,2 8’&3 811,4 8U5 811,6 8U7 8u8 ’

0Gz 0G4 0G 0Gy  0Gr 0Gy 0G5  0Gs

6_u178_u2 a _8_113 a 8’&4 8U5 (9u6 8U7 871,8 ’
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0Gsg  0Gy 0Gg 0G5 0G,  0G3 0G5 G,
8u1 8u2 811,3 8U4 8U5 8U6 8U7 8U8 '

Demonstracgao: A integral fab dz f, dada anteriormente, independera do caminho se existir

uma funcao G, tal que,

[Pdzf =[P dG=["d(Gy + Gyi + Gaj + Gak + G5l + Geli + G7lj + Gslk) = G(b) — G(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Agora, admitindo que existe uma funcao G, cujas diferenciais totais das suas funcoes

coordenadas sao dadas por

0G4 0G4 0G4 oG, 0G4 0G4 0G4 0G,
= L Qs+ —L dugH — dur+——d
dGl aUI dU1+ 8u2 dUQ"i‘ aug dU3+ 6u4 dU4+ au5 dU5+ 8u6 du6+ 8U7 U7+ 8u8 us

= fldul - f2dU2 - fsdus - f4du4 - fsdus - f6dU6 - f7du7 - deu87

0G5 0Go 0G>5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G>5
f e hteeit] b d
6u1 dui+ @UQ dug+ 8u3 dU3+ (‘3u4 dus+ au5 du5+ 8u6 du6—|— 8u7 dU7—{—_aU8 ug

= foduy + fidus + fadus — fadus — fedus + fsdus — fsdur + frdus,

e
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dGs

dGy

dGs

dG

dG; =

dGs =

_0G3 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5
= au1 dU1+ au2 dU2+ 8u3 dlL3+ 8u4 dU4+a—u5dU5+a—U6dU6+a—u7du7+8—U8du8

= fsduy — fadus + frdus + foduy — frdus + fsdue + fsdur — fedus,

_0Gy 0G4 0G, 0G, 0G, 0Gy 0G4 0G4
= 8u1 du1—|— au2 dU2+ 8U3 dlb3+ 8u4 dU4+ au5 dU5+ aU6 du6—|— au7 dU7—|— aug dug

= faduy + fsdug — fodus + frduy — fsdus — frdus + fedur + fsdus,

0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5
= au1 du1—|— au2 d’LL2+ aug dU3+ 8u4 dU4+ au5 dU5+ 8u6 du6+ au7 dU7+ 8u8 dug

fsdur + fedus + frdus + fsdus + fidus — fadus — faduy — fadus,

_ 0Gg 0Gg 0Gs 0Gs 0Gs 0Gs 0Gs 0Gs
= au1 duﬁ— au2 d’LL2+ aug dU3+ 8’&4 dU4+ au5 dU5+ 8u6 du6+ au7 dU7+ aug du8

= fedui — fsduy — fsdus + frdus + fadus + frdug — fadur + fadus,

0G 0G 0G oG oG oG oG~ oG~
8’&1 du1+ au2 dU2—|— aug dU3—|- 6u4 dU4—|— au5 dU5+ 8u6 du6+ au7 dU7+ auB dUS

= frduy + fsdus — fsdus — fedus + fsdus + fadue + firdur — fodug,

0Gyg 0Gyg 0Gy 0Gy 0Gy 0Gy 0Gy 0Gy
d d d duy+——dus+——dug+——du;+——d
ouy urt Ous urt Ous ust Ouy ust Jus ust Jdug Ut ouy urt Oug us

= fsduy — frdus + fedus — fsdug + fadus — fzdus + fodur + f1d,8,

dai seguem as relacoes

j_0G _0Gy 0Gy _ 0G, _0Gy _ Gy _0Gr _ G
1_8U1 N 8U2_8U3 N 0u4_8u5 N 8u6_8u7 N 8u8’

0G, 0G, 0Gy 0G3  0Gg 0Gs  0Gy oG~

T u | ouy dus  Ous  Ous dug  Our dug’

f2
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[ 0G_9G 06, 0G, 9G; G __0Gy _ G,
T Ou; Ous,  Ous  Ouy  Ous  Oug  Our  Oug’

C9Gy  9Gs 9G,  9G, 0G5 9G;  9Gs  OGs

8u1 8u2 n 8U3 8u4 n 8%5 N 0u6 N _8_u7 N _8_1187

8u1 N _8_U2 N _8_213 N _8_U4 B 8U5 8u6 8u7 aus ’

_9Gs  9Gs  0G;  9Gs  9Gi 9Gy 0G5 G,

fo0Gy _0Gy 9Gy G 0Gy G\ 0Gi __0G,
7 Ou;,  Ous Ous  Ous  Ous  Oug  Ous Oug’

0G~ 0Gg 0G5  0Gg 0G5 0G4 0G,  0G,

fr=ot=t S SPe O S S

ouy Ous  Ous  Ouy Ous Oug ou;  Oug’

f_0Cs _0Gy __0Gs _0Gs __0Gi _0Gy __0Gy __0Gy
5 8u1 n 8uz N 8u3 n 8u4 N 8u5 N (9u6 N (9u7 N (9u8'

o que conclui a demonstragao.

Os teoremas acima podem ser encarados como os analogos 8-dimensional ao Teorema
Integral de Cauchy para um dominio bi-dimensional. Faz-se importante observar que as
condigbes dadas em (2.5) e (2.6) tém em comum as equagoes de Cauchy-Riemann para
fungdes definidas num espago bi-dimensional. Sendo estas definidas de acordo com [I5],
como as Equagoes de Cauchy-Riemann Generalizadas.

Agora, apresentaremos as fungoes h(z) e g(z), que sao definidas em termos da fungao
octonidnica f(z), sendo que as fungoes coordenadas de f(z) obedecem as relagdes de Cauchy-
Riemann generalizadas (2.5) e (2.6). As fungoes h(z) e g(z) serdao chamadas de derivada

octonionica a esquerda e derivada octonionica & direita de f(z), respectivamente.

Lema 2.1. Se f(z) é uma fun¢ao octonionica, cujas fungoes coordenadas sao diferencidveis

satisfazendo as relagoes , e seja uma funcgao g(z), definida em termos de f(z) por

1| (0fi  Ofy  Ofs  Ofs  Ofs  Ofc  Ofr  Ofs
g<Z) - g [<8U1 + 8U2 + 8U3 + 8U4 + 8U5 + 3u6 + 8u7 + 8u8>
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entio [ dzg(z

f(z), e serd denotada por g(z) =

l

),
)

]

),
")

(02 _0f _Ofs Ofs  Ofs Of  Ofs Ofr],
8u1 (9U2 (9U3 8u4 8u5 8u6 8U7 8u8
fs 0fs O0fi Ofr Ofr Ofs 0fs 6 .

+ - - - - j
Oou; Ous Ous Ous Ous Oug Our Oug

. Ofs  Ofs [ 0fs  Ofi ah_+3f
8u1 8u2 au;; 8U4 8U5 8u6 6u7 6U8

(of ofs of 0k of  Of:
8u1 8uQ 8u3 8U4 8U5 E)uﬁ 8u7 8u8

O T ST ) )
8u1 0 8u3 8U4 8U5 8’&6 8’&7 8u8

(o5 0k 0 9 0% Ol
ou, 0 Ous Ouy Ous Oug (’3U7 (’3u8

L (0f  O0f Ofy  Ofs Ofi  Ofs 0f Of
aul 81@ 0 8U4 6u5 8u6 8U7 8u8

dfr(z) .

Demonstracao: Facamos, inicialmente a seguinte identificacao:

9(2) = 1(g1 + g2i + g3j + gak + g5l + geli + g7lj + gslk).

)

(2.8)

= f(2). A fungao g(z) serd chamada derivada octonidnica a direita de

Utilizando as regras de multiplicacao, e sabendo que dz = du; + dust + duzj + dusk + dusl +

dugli + duzlj + duglk), temos entao:
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/dzg(z) = /(du1 + dugi + dugj + dugk + dusl + dugli + duzlj + duglk)
1 . . . .
1(91 + 921 + g3 + gak + gsl + geli + golj + gslk)

:é /(du191 — duzgy—duzgs — dusgs—dusgs — duggs — duzg; — duggs)
+(duigs + duagy + duzgs — dusgs — dusge + duggs — durgs + duggr)i
+(du193 — duggy + duzgr + dusgs — dusgr + dusgs + durgs — duggs)j
k
l

+(du1gs — dusgs — duggs + dusgr + dusgs + duggy — durgs + duggs)li

(
(
+(durgs + duzgs — duzgs + duggr — dusgs — duggr + duzgs + duggs
+(durgs + duzgs + duzgr + duags + dusgr — duggs — durgs — duggs
(

)
)
)
)
)
)

+(duy g7 + duggs — duggs — dusge + dusgs + duegs + durgr — duggs)lj
Hduygs — dusgr + dusgs — dusgs + dusgs — dusgs + durgs + duggr )1k

Usando agora as relagoes (2.5)em dzg(z), temos que [ dzg(z) ¢ dada por

1[0 N of ofi ofi ofi ofi of1
p— 4 - —
8/ (aul du1+au2 du2+8u3 dU3+au4 dU4+au5 dU5+aUG du6—|—8u7 dU7+aug du8

dfa 0fa 0 fs dfa dfa dfa dfa 0 fo .
—|—8< o, duy + Dty dug + Bty dus + i, dus+ ity dus+ g dug+ Buts dur+ Bug dug |

——du; + ——dus + =—duz + ——duy+——dus+—-——dug+——dur+——dug | j

48 Ofs Afs Afs Afs Afs Afs Of2 Ofs :
8u1 3uz 6U3 8u4 (9u5 8u6 aU7 6’u8
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Ofs Ofa Afa Of4 Of4 Of4 Afa 0fs
+8(8u1 Uy + 8u2 U + aug dU3 + a’LL4 dU4+au5 U5+8u6 u6+8u7 dU7+ aUS dus k

—du1 —I— —dU,Q —I— —dU3 + —dU4+—dU5+—dU6+—dU7+—dU8

48 Jfs dfs dfs Jfs dfs dfs dfs Jfs l
ouy Ous Ous Ouy Ous dug ouy Oug

—du1 —|— —dUQ + —dU3 —f- —du4—|——du5+—du6—|——du7—|——du8

Lol 9 9 fs Afs Afs Afs Afs 9 fs Afs y
8U1 8uQ au?, 8U4 6u5 8u6 8U7 8u8

—du1 + —dUQ + —dU3 + —dU4+—dU5+—dU6+—dU7+—du8

Lol 917 Of Af dfz Of Of2 df df7 L
8u1 8uz 8U3 8U4 8u5 6u6 8u7 @US J

Ifs Ofs Ofs dfs Ofs Ofs Ofs Ofs
—|—8< o, duy + 9y dus + O dus + s du4+8u5 du5—i—auﬁ du6+8u7 du7+8u8 dug |k,

assim, aplicando a regra da cadeia, serao obtidas as diferenciais totais das func¢oes coorde-

nadas, ou seja,

/dZQ(Z) = /(dfl + dfai + dfsj + dfsk + dfsl + dfsli + df7lj + dfslk)
= fi+ foi + faj + fak + fsl+ foli + frlj + fslk = f(2),

o que demonstra o lema.

Lema 2.2. Se f(z) € uma fun¢ao octonionica, com fungoes coordenadas diferencidveis satis-

fazendo as relages (2.0)), e seja uma funcao h(z), definida em termos de f(z) por
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/s

Ofs | 0fs

9fs

9f7

_ L9 | Of

8U3 + 8U4 + 8U5 + 8u6 8U7 aUg

k

")
)

]

)
)

(2.9)

dfr
N

(o8 _of on o _0f 0 0k
8u1 8U2 8U3 8u4 8%5 a’LL(,- 6u7 8u8
Ofs Ofs Ofi | 0fa Ofr  Ofs .

* <8u1 Ous  Ous + Ouys  Ous + Oug + Ou;  Oug J

N T
Oou; Ous Ous Ous Ous 0u6 Gw 0u8

n dfs n Ofe [ O0fz  Ofs Ofi  0fy
8u1 81@ 8U3 8U4 8u5 8u6 8u7 8u8
dfe¢ Ofs Ofs 0Of: 0Ofs Ofi

* <8u1 @uQ 8U3 + 8U4 + 8U5 8U6

+ f7 f5 af6 afg (9

ouy 01@ 8U3 8u4 us 8u6 Ouy 8u8

L (2 on ok 0k oh ok oh

8u1 Qu;), 0U4 6u5 8u6 8U7

entio [ h(z)dz = f(z).
esquerda de f(z), e denotada por h(z) =

dfz(z)

Demonstracgao: Facamos, inicialmente a seguinte identificagao:

Onde a funcgdao h(z) serd chamada de derivada octonidnica a

h(z) = §(h1 + hai + haj + hak + hsl + heli + helj + hslk).
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Usando as regras de multiplicacao, e sabendo que dz = duy + dugi + duzj + dusk + dusl +
duglt + durlj 4+ duglk, temos entao:

1

:é /(hldul — hodus—hsdus — hyduy—hsdus — hgdug — hrdur — hgdug)
+(hoduy + hydus — hydus + hgduy + hegdus — hsdug + hgduy — hrdug)i
+(hsduy + hydug + hidus — hoduy + hrdus — hgdug — hsdur + hedug)j
+(hgduy — hgdug + hodus + hyduy + hgdus + hrdug — hedur — hsdug)k
+(hsduy — hgdus — hrdus — hgduy + hidus + hodug + hadur + hadus)l
+(hgduy + hsduy + hgduz — hyduy — hodus + hidug + hyduy — hadug)li
+(h7duy — hgdug + hsdus + heduy — hydus — hydug + hidur + haodug)lj

+/(h8du1 + h7dU2 — h@du;), + h5dU4 — h4dU5 + hgdUG — thU7 + hld’LLg)lk‘

Usando agora as relagoes (2.6) no fator dzh(z), temos que [ dzh(z) é dada por,

. 1 (9f1 E)fl 8f1 afl afl afl afl afl
= 8/8< aUI du1+au2 dU2+au3 dU3—|—au4 dU4+au5 dU5+auﬁ du6—|—8u7 dU7+aus du8

dfa Ofa 0 fs dfa dfo dfa Jfa dfo .
—|—8< o, duy + Dty dug + Bty dus + s dus+ Bu dus+ g dug+ Bues dur+ By dug |
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Ofs Afs Ofs Ofs Ofs Ofs Of2 Ofs :
8u1 82@ 8U3 8u4 8U5 8U6 ou 8u8 J

+8<—du1 —+ —dUQ + —dU3 -+ —dU4+—dU5+—dU6+—dU7+—dU8
7

Afa Ofa Of4 df4 Of4 Of4 Of4 0fs
+8( au1 du1 + au2 dUQ + 8U3 dU3 + aU4 dlb4+au5 dU5+aU6 du6+8u7 dU7—|— aU8 dug k

—du1 + —d’LLQ + —dU3 + —dU4+—dU5+—dU6+—dU7+—du8

o g Oy Ofs,  Ofs,  Ofs,  Ofs,  Ofs,  Of Y,
(9u1 0u2 8&3 8U4 8u5 8u6 8u7 a’U,g

——duy + —duy + 7—duz + T—duy+—dus+-—dug+—-—dur+—-—dug

48 dfe dfe Jfs dfs dfs Jfs dfe dfs i
ouq Ous Ous Ouy Ous Oug oury Oug

0 fr dfz dfz dfz dfz dfs dfz dfz .
+8<6u1 duy + ity Uy + D, uz + s du4+8u5 U5+8u6 u6+8u7 du7+6u8 dug |1y

—du1 + —dUQ -+ —dU3 + —du4+—du5+—du6+—du7+—du8

48 dfs Ofs dfs dfs dfs dfs Ofs dfs Ik
ouq Ous Ous Ouy Ous Oug Our Oug ’

assim, aplicando a regra da cadeia, serao obtidas as diferenciais totais das func¢oes coorde-

nadas, ou seja,

/h(z)dz

/(dfl + dfai + dfsj + dfsk + dfsl + dfsli + df71j + dfslk)
= fi+ fai + faj + fak + fsl + foli + fol5 + falk = f(2),



Observa-se que é possivel reproduzir as defini¢oes de derivadas octonionicas a direita e
a esquerda, usando conjugacao direta do operador octoniénico I' da Teoria de Fueter [15]
dado por (2.2), sendo assim ¢é possivel obter respectivamente, para (2.8) e (2.9), as formas

que seguem:

8g(z) =Tf ou /dzg(z) = %/dsz =7, (2.10)

8h(z) = fT ou /h(z)dz = é/ff‘dz = f. (2.11)



Capitulo 3

Funcao Exponencial e Trigonométrica do

tipo octonionico

O presente capitulo tem por objetivo generalizar a fung¢ao exponencial e as fungoes trigo-
nométricas de um ntimero complexo z vistas em [2], [I6], para um ndimero octénionico o,
além disso, apos a generalizagao, notaremos que tanto a funcao exponencial como as fungoes
trigonométricas de um ntmero octoénio serao também periddicas, o que é um fato relevante,
para eventuais possiveis aplicagoes da equagao da onda, e outras aplicagoes a Fisica Teorica

de varias dimensoes.

3.1 Funcao Exponencial

Sabemos que a funcao real e* goza das seguintes propriedades:
(i) (") = e
(ii)eﬂcﬁ-m — %12
a representacao em Série de Maclaurin de e* mostra que
2 3
e _ r . r
e —1+l‘+2!+3!—|—... (3.1)
mas a fungao exponencial para o complexo z = x+yi é representado por e* e definida, assim,

em termos das fungoes reais e*, seny e cosy, como segue:

e* = e*(cosy + iseny) (3.2)
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mas e° = e%e¥, assim obtemos ¥’ = cosy + iseny chamada de férmula de Euller.
De acordo com as equagoes de Riemann-Cauchy e* é analitica para qualquer z
Sendo assim, a representagao trigonométrica de um nimero complexo z = = + yi pode
ser indicada como segue:
z = r(cosl) + isend) = re” (3.3)

Além disso,
€| = Vcos20 + sen20 = 1 (3.4)

Analisando o comportamento de e quando y = 0, y = S Yy=my= 3?” e y = 2m, segue

que:
e27rz =1
e — 7T —
i
€2 =1
—mi
e 2 = —
Assim, é imediato que:
€z+2m — 6z€2m — 6Z7 (35)

o que mostra que e” é imaginaria de periodo 27i. Temos entao

ez—&-2n7r7l z

=", (n=0,1,...) (3.6)
Devido a periodicidade acima determinada, todos os valores de e* apresentam-se na faixa
—T<y<m (3.7)

infinita, que é chamada de regido fundamental de e*, [7].

3.2 Funcoes Trigonométricas

Da formula de Euller, temos que:

ezx + e*ZZ em _ e*lw

COST = —————  senx = (3.8)
2 ’ 21
Sendo assim, para um numero complexo z = x + yi, temos:
) b
eiz + e—iz eiz _ e—iz
COSz = ——5——, senz = ——— (3.9)
)
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Além disso, das defini¢oes conhecidas do Calculo Real, fazemos:

senz
tgz =
cosz
o8z
cotgz =
senz
1
secz = ——
oSz
1
cossecz =
senz

Como e* é analitica para qualquer z, o mesmo acontece com as fung¢oes cosz e senz. As

funcgoes tgz e secz, sao analitica com exceg¢ao nos pontos onde cosz se anula, e cotgz, cossecz

sdo analiticas exceto onde senz se anula.
As fungbes cosz e secz como no caso das fungoes reais, sao pares, enquanto senz, tgz,

cotgz e cossecz sao impares. Sendo assim:

cos(—z) = cosz, sec(—z) = secz

sen(—z) = —senz, cossec(—z) = —cossecz

tg(—z) = —tgz, cotg(—z) = —cotgz
Sabemos que a fungao exponencial é periddica, as fungoes trigonométricas, conseqilien-
temente também serao periodicas, assim:

cos(z &+ 2nm) = cosz
sen(z + 2nm) = senz
tg(z £ nmw) =tgz

cotg(z + nm) = cotgz

onde n =0,1,...
Com todas a propriedades acima validas para funcoes trigonométricas de z = x + yi

Temos:
dcosz
= —senz
dz
dsenz
—— = c0S82
dz
dtgz 9
sec’z
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Além disso,

cos(z1 £ z9) = cos(z1)cos(za) F sen(z1)sen(z2) (3.10)

sen(z1 & z3) = sen(z1)cos(zz) £ sen(zz)cos(z1) (3.11)

sen’z + cos’z =1

Da formula de Euller, que é valida para valores complexos, segue que:

€' = cosz + isenz (3.12)

o que nos da, aplicando as formulas (3.11) e (3.12)

cos(x + yi) = cosxcosyi — senrsenyi (3.13)
sen(z + yi) = senxcosyi + cosrsenyi (3.14)
De (3.8) segue-se
Y4 ey Y _ ey
cosiy = % = coshy, seniy = ¢ 5 < _ isenhy (3.15)
i

Sendo assim obtemos as relagoes abaixo

cos(x + yi) = cosxcoshy — isenxsenhy
sen(x + yi) = senxcoshy + icosrsenhy

que serao fundamentais para o cilculo numérico de cosz e senz.
O co-seno hiperbolico e o seno hiperboélico de uma variavel complexa z sao definidos

pelas formulas semelhantes as do Calculo Real, mostrados em [14] e [2], e definidos por

z —Zz z —Zz

e’ +e es—e

coshz = — senhz = ) (3.16)
Usando novamente as formulas (3.8) agora em (3.17), obtemos:
coshz = cos(iz), senhz = —isen(iz) (3.17)

Como no Célculo Real, definimos também
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senhz
tghz =
coshz
h
coths — coshz
senhz
1
sechz =
coshz
1
cossechz =
senhz

3.3 Extensao do Teorema de Moivre para octdnios

A extensao do Teorema de Moivre para quatérnios [4], e para octonios [15], que sera mostrada,
rediscutida e ampliada nesta secao, teré por objetivo principal uma analise de outras fungoes
que decorrem imediatamente da fungao exponencial do tipo octonionica. Sao elas as Fungoes
Trigonométricas e Exponencial em sua forma hipercomplexa.

Além disso, a presente secao tem por objetivo determinar a Funcao Exponencial do tipo
octnidnica, a fim de posteriomente determinar a sua hiperperiodicidade, além de determinar
as Funcoes Trigonométricas e Logaritmica do tipo octonidnica. Para isso, fez-se necessario

usar o procedimento mostrado em [I5].

O uso do procedimentos apresentados em [3] foi conservado, porém foi necessario usar

formula ¥ = {coshﬂ + (@) (Se?ﬂm) } também sob a forma abaixo:

—u = { cos|i| — (@ senld]
= = foo - (4T ) .

Afim de determinar as Funcoes Trigonométricas do tipo octonidnica.

Trata-se agora de generalizar a relagao de Eulle para octénios, para isso faz-se necessario
o uso de algumas defini¢oes que serao dadas a seguir.

Definicao 3.1. Sejam os octonios p = p1 + pat + psj + pak + psl + peli + p7ly + pslk e
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q=q1+ qot 4+ q37 + quk + qsl + qeli + q7l7 + qslk. O produto interno de p e q serd dado por:

Pq = piq1+ P02t + prgsg + praak + pigsl + pageli + p1grly + pigslk
+p2q1i — P22 + P2gsk — p2qaj — pagsli + pagel — pagrlk + pagsly
+p3q1) — P3q2k — p3q3 + P3qat — p3qsly + p3qslk + paqrl — p3gsli
+paq1k + paqej — Paqst — paqs — Pagslk — pagely + paq + Tli + pagsl
P51l + psqeli + psqalj + psqalk — psqs — psqet — psqrj — Psqsk
+peqili — peqal — peqslk + peqalj + Peqsi — Peds — Peqrk + Peqs)
+prqilj + praplk — prasl — prqali + prgsj + prgsk — prqr — prysi
+psqilk — psqaly + psqsli — psqal + psqsk — psqed + Psqri — psqs

As defini¢oes que seguem, de Produto Escalar e Produto Vetorial, serao importantes na

caracterizagao de produtos de octonios, sao elas,

Defini¢ao 3.2. (Produto Escalar) Seja uma base ortonormal positiva (i, j, k) € R®. Con-

sideremos dois vetores p = (x1,y1,21) € ¢ = (X2,Ys, 22) relativos a esta base, o produto
interno entre p e q € dado por:

P.q = 1172 + Y1Y2 + 2122

Defini¢ao 3.3. (Produto Vetorial) Seja uma base ortonormal positiva (i, j, k) € R3. Po-

demos escrever um vetor p € R em relacdo a suas componentes como

7 =i(pz) + j(py) + k(p2)

Consideremos agora, de acordo com as definigbes dadas anteriormente, torna-se possivel
escrever o produto vetorial de p' = pi + poi + p3j + pak + psl + pgli + prlj + pslk e ¢ =
Q@+ @i+ g + @k + g5l + qli + g7lj + gslk, ou seja, P x ¢ em um espaco euclidiando
8-dimensional da seguinte forma:

PXq = (psqs— Paqs + Peds — P55 + Psqr — P7Gs )t
+  (Pag2 — P2qa + P6gs — Psqs + Prqs — P5q7)J
+  (p2a3 — P32 + Pras — Peqr + Psqs — Psqs)k
+  (p2gs — Poq2 + P3qr — Prqs + Pags — Psqa)l
+  (PaGr — Praa + P5G2 — P2gs + Psqs — P3qs)li
+  (p2gs — Psq2 + Psq3 — P3qs + PeGa — Page)l]
+  (p3ds — Peds + Psqa — Pags + Prqa — p2qq)lk
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Sendo assim, o respctivo produto escalar de p e ¢ seréa dado por:

P.q = D2q2 + D3q3 + Paqs + P5q5 + Peqs + P77

Logo, podemos escrever,

p.q =11 +p1(Ge+a3+qu+q5+q6+q7+qs) + @1 (P2 +p3+pa+ps+ps+pr+ps) +(—D.q) +DX G

ou ainda,
p-a=p1q +pi(Q) + @(p) =P+ P xq
Tomando agora o niimero octonio 0 = uy +usgi +usj +usk +usl +ugli +u7lj +uglk. Trata-
se agora de fazer uma generalizagao da fungao exponencial complexa, sendo assim, podemos
escrever (3.1) da seguinte forma:

2 03 T

o 0 0
e’ =ldo+ +ort.+ o+ (3.18)

que é chamada fungao exponencial octonidonica. A fim de obter uma férmula conveniente
para a func¢ao exponencial octonionica, assim como foi encontrada para a fungao exponencial
complexa como em (3.2), consideremos a parte vetorial do niimero o, ou seja, U = gi+usj+
usk+usl+ugli+urlj+uslk assim, podemos escrever o niimero o da seguinte forma o = u;+ u .
Procedendo assim, os termos em (3.18) podem ser calculados através de uma expansao
binomial. Faz-se importante mencionar que a fungao exponencial do tipo octonionica (3.18)

admite representacao tinica, uma vez que 0® = 00®> = 0?0, e também verificou-se que o® =

0%0® = 0%0%, garantindo a unicidade.

Recorremos entao a

Definicao 3.4. Definimos uma expansao binomial de uma soma de numeros reais a e b

como Sseque

n(n + 1)a"_2b2+...+ nn—1)(n—2)...2.1
1.2 1.23.. (n—1)n

n n!
(1)t

(a+0b)" = Y ( 7; > a"y" (3.20)

r=0

(a+b)" =a" +na" b+ b" (3.19)

onde,

Assim, a expansao terd a forma;
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Agora, usando a formula (3.18), e substituindo (u; + @), teremos:

01

() =

(1) (;

Logo, teremos a expresao 0® = u? + 2u i

mas,

o’ =1

1

S N g

+u

200 2 = 2 0772
)ul(u) + ( ) )ul(u)+<2>ul(u)
2(3) -

+ (@)2. Por outro lado, temos:

(

(i) = —uj — uj — uj — uz — ug — uz — ug = —[a]’
Dai segue que:
0 = uf + 2uyii — il
Analogamente ¢ possivel determinar os termos 0%, 0%, ..., com isso os temos representados
na série (3.19) serao dados por:
0? ui | 2w @ L al)?
g = T =gy gy =gy fwd -
0w} Bwldl*  3wiu @] wi owid wla)®  |a)?
31303l ST T TR T TR
o b dufd | Gwld? dwld |7t ol dldwdla?wld® o
414 4l 4! 4! 4 4 3l 212! 3! 41
o> _wy bujld] 10uf|a®  10uflal’  bwilalt |al’ ) wid wfd)? wld)? wlalt | Jap
50 50 5l 51 51 51 50 5141 312120 3120 41 5
o Wb 6uld 6Wfla? 6™ eud|at 6lud® |l
6 6 6 al2l6l 31360 2146l 6 6l
B T A | {1 Y N T
o6l 5 412! 313! 214! 51 6!
Usando os resultados acima é possivel definir (3.19), como segue:
1 i R O g L R
e’ = +U1+U+§+U1 9] ‘|‘§+ o1 ol —3!—{—14—?
T O N N 1 B O L O
212! 3! 4l 5! 41 312121 312! 4l 5!
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O A . O M1 (321)
6! 5! 412! 313! 24! 5! 6! '
Agrupando termos, temos:
P SO g i uad® | wfal® ui uila | wifal®
e —(1— 9] +4! el S el 9] + 1 4.+ o1 9l + o

+ u_‘i’_uﬂﬁ?_i_ + u_éll_uﬂﬁp_{_ + ﬁ_ip+i5|_
3t 82 4! 4121 500

L wld]® | wld® upd_uildl’ wyd_uiluf’
+<U1U— 3] + S + o " o3 +..0 )+ 3 33 +. ..

4~ 5 5,7 6
uil u3 udl u
+(T_)+<§_>+<?_>+(ﬁ_>+ (3.22)

Nota-se que os primeiros termos dos cinco primeiros grupos de somas infinitas em (3.22)) sao

colocados em evidéncia. Sendo assim,

S R
e’ = +u1+§+§+z+§+a+... —2! +4! —6!—|—...
2 3 4= 5= 13 2 3
1 U UU U Y || 1 1
i up | u
Considerando os trés ultimos grupos em (3.23)), podemos colocar o termo @ em evidéncia o
que nos da
2 3 4 5 6 12 14 16
o __ uy Uy Uy Uy U i i |
6—<1+u1+§+§+z+a+a+...><l— 3 +4! —6!+...
2 3 4 5 19 2 3
- uy Uy Uy U |U‘ uy Uy
—|—u{ <1+u1+§+§+z+5...>—?<1+u1+§+§+...>

ja)* ui | oul g
+ — 1+U1+§+§+Z+... — .. P, (324)
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Como o primeiro termo de (3.24]) se repete em todos os grupos, ¢ possivel entao colocé-lo

em evidéncia
6

2 3 4 5
o_ e ST R i _ _
e_(1+u1+ +3!+4!+5!+6!+"'>{<1 TR TR

2!

(e g
+u —?—F?—F... .

Consideremos agora as expressoes abaixo,

(Z) (1 _ ‘U| + |u‘ . |Z" +) = Z(—l)nﬁ

2! 4!
n=0
’ ja? it S (fa)>+t 1 _ sen]
1——+— - = " — =
<”)< 3 ;( VentniE T @
em série do cosseno e do seno respecti-

os resultados (i) e (i7), sdo os desenvolvimentos

vamente. Além disso, é facil verificar que
2 3 4 5 6

o _ iyt Ut —

e’ = 1—|—U1+2!+3!+4!+5!+6!+...>—6 ,

ou seja, temos a fungado exponencial de €"'. Sendo assim, podemos escrever (3.25)) como

e’ =" {cos|ﬁ| + ﬁ<se|ri]‘u\) } (3.26)
u

Considerando entao o valor absoluto de u = wugi + ugj + usk + usl + ugli + u7lj + uglk,

|ii] = \/u? + u3 + u? + u + uZ + u? + u2, é possivel escrever (3.26) como

sen(y/ui+u+ui+u+u+uZ+ul)
VudAud+udtud+u4u+ul

= e“l{cos <\/ u%+u§+ui+u§+u§+u%+u§>4—ﬁ<
(3.27)

Agora temos a fungao exponencial octonionica, dada pela expressao acima, obtivemos

assim a relagao de Moivre generalizada para octonios.
Alguns fatos relevantes merecem ser citados no que diz respeito a fungao exponencial

acima encontrada, enumeremos:
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Consideremos, @l = ugi+usj+usk+usl+ugli+urlj+uglk, assim e? = e(v2itusituaktusitusliturljtuslk)

de acordo com a formula (3.27), temos que:

2
e = cos|i| + ﬁ(selnj‘m) = || = | cos?|i| + (%) sen?|u] (3.28)
u u
mas,
()" = —uy — ug — i — ug — ug — up — uy = —|u]”
assim,

Logo, temos que:

€% = \/cos?|i| + (—1)2sen?|i| = 1.

A fim de determinar a periodicidade das func¢oes trigonométricas que serao estudadas

posteriormente, torna-se fundamental investigar a periodicidade da funcao

e’ = e" < cos|u| + seri|u| :
I

" = cos|i| + i S@Ti|u| :
]

Definicao 3.5. Seja p um octonio. Uma funcdao octonionica € dita periodica quando

Assim, analisemos a fungao

flo+p) = f(0),vo

Definicao 3.6. Seja u; um octénio cujas coordenadas sao nulas exceto a j — esima, e seja

f uma funcao octoniénica periddica, ou seja
flo+ui) = f(o).
O periodo de [ serd dado pelo valor da j — esima coordenada de u,;.

Teorema 3.1. Seja 0 = (uy + ugi + ugj + usk + usl + ugli + uzlj + uglk), ew;, i =1,2,...,7
e os vetores abaizo
uy = (0,27i,0,0,0,0,0,0)

up = (0,0,274,0,0,0,0,0)
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iy = (0,0,0,27k,0,0,0,0)

iy = (0,0,0,0,2nl,0,0,0)

a5 = (0,0,0,0,0,2xli,0,0)

s = (0,0,0,0,0,0, 2715, 0)

@ = (0,0,0,0,0,0, 27lk)

Se e € a Fungao Exponencial do tipo Octonidnica, entao esta € periddica.

Demonstracgao: De fato,

calculando e%,i = 1,2,...7, temos que:

pil — (0.276,0,0,00,00)
= c0s\/0% + (27)% + 02 4 02 + 02 + 02 + 0% + 02
0,274,0,0,0,0,0,0
(,7TZ, )y Yy Uy Uy Uy ) Sen\/02+<2W)2+02+02+02+02+02+02
V02(27)2 + 02 + 02 + 02 + 02 + 02 + 02
= cos2m =1
o —  (0,0,275,0,0,0,0,0)

= c0sy/0%+ 02 + (2m)2 + 02 + 0% + 02 + 02 + 02
(0,0,27y4,0,0,0,0,0)
V024 0%+ 02 + (27)2 + 02 + 02 + 02 + 02
= cos2m =1

seny/02 + (2m)2 4+ 02 + 02 + 02 + 02 + 02
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£(0,0.0,27£,0,0,0,0)

cos\/0% 4 02 + 02 + (27)2 4+ 02 + 02 + 02 + 02
(0,0,0, 27k, 0,0,0,0)
V02 + 02+ 02+ (27)2 + 02 + 02 + 02 + 02
cos2m =1

seny/02 + 02 + (2m)2 + 02 + 02 + 02 + 02

£(00,0,0,21,0,0,0)

c054/02 + 02 + 02 + 02 + (27)2 + 02 + 02 + 02
(0,0,0,0,2xl,0,0,0)
V02402 + 0% + 02 4 (2m)2 + 0% + 02 4 02
cos2m =1

seny/02 4+ 02 + 02 + (27)2 + 02 + 02 + 02

£(0,0,0,0,0,2714,0,0)

c05y/02 4+ 02 + 02 + 02 + 02 + (27)2 + 02 + 02
N (0,0,0,0,0,27li,0,0)

V02 + 0% + 02+ 02 + 02 4 (27)2 + 02 4 02
cos2m =1

sen\/02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (27)2 + 02 + 02

777777 7T.77
60000002 17,0

c05/02 4 02 + 02 + 02 4 02 + 02 + (27)2 4 02
(0,0,0,0,0,0,27l3,0)
V02402 + 0%+ 024 0% + 02 + (27)2 + 02
cos2m =1

seny/02 4+ 02 + 0% + 02 + 02 + 02 + (2lj)2 + 02

0,0,0,0,0,0,0,2mlk
e

c0s\/02 4 02 + 02 + 02 + 0% + 02 4 02 + (2)?
(0,0,0,0,0,0,0, 27lk)
V02 + 0% 4 02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (27)2
cos2m =1

seny/02 + 02 + 02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (27)2




3.4. Funcgoes 'Trigonométricas 47

Os resultados acima mostram que e = 1; 4 =1,2,...,7. Sendo assim fica facil verificar
que et = e = ¢e°1 =¢% i =1,2,...,7, 0 que mostra que a funcgao e ¢ periodica de

periodo imaginario em cada um dos eixos do espaco de dimensao 7 separadamente, ou seja:

o+nu; __ o

(& e

comi=1,2,...et=1,2,...,7, o que conclui a demonstracao do teorema.

Faz-se importante citar que o resultado acima ¢ uma generalizagao de um resultado
muito importante das Varidaveis Complexas, onde temos que a fungao e com z = = + yi, é
analitica em uma regiao infinita do plano 0 < y < 7. Tal regiao, recebe o nome de regiao
fundamental [7]. Esta ¢ a regido onde encontram-se os valores de €7, e a esse fato deve-
se a periodicidade desta funcao. Assim, para o caso em questao, ou seja para a Funcao

Exponencial do tipo octonionica, a regiao fundamental, sera uma regiao em R”.

3.4 Funcoes Trigonométricas

Anteriormente, determinamos a fungao exponencial octoniénica. Agora trataremos de deter-
minar as funcoes trigonométricas para um numero octoénio, fazendo uma generalizagao das
fungdes trigonométricas para valores complexos [7], ou seja para valores de z.

0 = Uy + Ugl + u3) + usk + usl + ugli + u7ly + uglk, para isso, consideremos as equagoes

e = cos|il]| + ﬁ<senlu\>

]

e = cosli| — @ seri|u|
]

onde @ = (ugi + ugj + ugk + usl + ugli + uzlj + uslk). Das equagdes anteriores, segue que:

abaixo:

cos|i| = % (3.29)
o a] et —ed

== — 3.30

senli] = 1 €~ (3.30)

Isto sugere as seguintes defini¢des para valores 0 = uy+ust+usj+usk+usl+ugli+u7lj+uglk,

coso=""° (3.31)
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U] e®—e°
== — 3.32
seno = — 5 (3.32)
Consideremos agora a soma dos quadrados dos termos das equagoes (3.32) e (3.33)
2 ~ 2
9 5 <60+60> <|u| e"—e")
sen“o + cos“o = _— + | =.
2 U 2
2
(620+2+6_20> <|,&"> (620—2+€_20>
4 U 4
aqui foi usado a identidade
)2
(I
(@)
Além disso de acordo com as defini¢oes familiares do calculo real, fazemos
tgo = S0 _ il & —c (3.33)
€080 u e’ +e°
cotgo = 050 _ |£_,| re (3.34)
seno u e’—e°
1 2
seco = = (3.35)
coso e’ +e7°
1 u 2
cosseco = = % — (3.36)
seno u e°—e°

Um fato de facil verificacao é que a funcao seno é impar e a fungao cosseno é par, assim

sen(—o) = —seno
tg(—o) = —tgo
cotg(—o) = —cotgo
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Lema 3.1. Seja 0 = (uq + ugi + usj + ugk + usl + ugli + uzlj + uglk), e uZ, 1=1,2,...,7e
0s vetores abaixo
u'y = (0,7i,0,0,0,0,0,0)

u'y = (0,0,74,0,0,0,0,0)
u's = (0,0,0, 7k, 0,0,0,0)
u’y = (0,0,0,0,7,0,0,0)
u's = (0,0,0,0,0,7li,0,0)
u's = (0,0,0,0,0,0,7l4,0)
w7 = (0,0,0,0,0,0, 7lk)

. . . . I .
Se e° € a fungao exponencial octonionica, entiao e* = —1, para 1 =1,2,...,7.

Demonstragao:De fato,

calculando o valor de 6“71',2' =1,2,...7, temos que:

et — e(0,71'1',0,0,0,0,0,0)
= ¢0s\/02 + (m)2 4+ 02 + 02 + 02 + 0% + 02 + 02
0,74,0,0,0,0,0,0
+ (0, ¢ ) sen/02 4 ()2 + 02 + 02 + 02 + 0% + 0% + 02
V0% + (m)2 + 02 + 0% + 02 4 02 + 0% + 02
= cosm = —1
6u72 —  (0,0,75,0,0,0,0,0)

= c05\/0% + 0% + ()2 + 02 + 02 + 02 + 0 4 0?
N (0,0,74,0,0,0,0,0)
V024 0% + (m)2 4+ 0% + 02 + 02 4 02 + 02
= cosm = —1

seny/02 + 02 + ()2 + 02 + 02 4 02 4 02
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— 6(O,O,OJrlc,O,O,O,O)

= c05y/02 + 02 4 0% + ()2 + 0% + 02 + 02 4 07

0,0,0,7k,0,0,0,0
+ (0,0,0,7£,0,0,0,0) seny/02 + 02 4 02 + (7)2 + 02 + 02 + 02
V0% + 02+ 02+ (m)2 + 02 + 0% + 0 + 07
= cos2m = —1

—  (00,0,0,71,000)

= c0s\/0% + 02 4 02+ 02 + ()2 + 02 + 0% + 0?2
N (0,0,0,0,7,0,0,0)
V0% 402 4 0% + 0% + ()2 + 02 + 0% + 02
= cosm = —1

seny/02 + 02 + 02 + 02 + ()2 + 02 4 02

£(0,0,0,0,0,714,0,0)

= ¢05\/02 + 02+ 0% + 02 4 02 + ()2 + 02 4 02
(0,0,0,0,0, i, 0,0)
V0% + 0% + 02+ 02 + 02 + (m)% + 0% + 02
= cosm = —1

seny/02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (7)2 4 02 4 02

6(0707070707077rlj70)

= ¢051/02 + 02+ 0% + 02 + 02 + 02 + ()2 + 02

y
(0,0,0,0,0,0, 7L, 0) seny/02 4+ 02 + 0% + 02 + 0% + 02 + ()2 + 02
V0?2 +02 402 4 02 4 02 + 0% + ()2 + 02

= cos2r = —1
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oW~ (0,0,0,0000.lk)
= ¢05/02 + 02+ 0% + 02 4 02 + 02 + 02 + ()2
0,0,0,0,0,0,0,wlk
(0,0,0,0,0,0,0,lk) sen/0% + 02 + 02 + 02 + 02 + 0% + 0 + ()2
V02 402+ 02 + 02 + 0% + 02 4 0% + (7)?
= cos2m = —1
Os resultados acima mostram que et = —1;4=1,2,...,7, o que completa a demons-
tracao.

Um resultado de fundamental importancia diz respeito a periodicidade das funcgoes tri-

gonométricas octonidnicas, vejamos.

Teorema 3.2. Seja 0 = (uy + ugi + usj + usk + usl + ugli + uzlj + usglk), e uz, i=1,2,...,7
e os vetores abaizo
u’y = (0,27,0,0,0,0,0,0)

u'y = (0,0,277,0,0,0,0,0)

uz = (0,0,0,27k,0,0,0,0)

u’y = (0,0,0,0,2x1,0,0,0)

u's = (0,0,0,0,0,2xli,0,0)

u's = (0,0,0,0,0,0, 2713, 0)

u'z = (0,0,0,0,0,0, 27lk)

Se seno e coso sao a fungao seno e cosseno octonionica respectivamente, entao estas

fungoes sao periddicas.

Demonstracao: De fato, tomando

sen(o+ u}) = R L V (3.37)
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Usando os resultados do Teorema 3.1, segue que:

- |i| e’e —e % |u| e’-1—e°-1 |u]e’—e
il _w e tme b e —en 3.38
sen(o +uj) u 2 u 2 a2 seno (3:38)

tomando agora

R eo+ui + efofui eoeui + efoefui
cos(o+u}) = = (3.39)
2 2
mas, usando novamente o Teorema 3.1, temos:
- et f 707U 0. ] 4e .1 e 4e°
cos(o+ uf) = 5 = 5 = — = cos0 (3.40)

Teorema 3.3. Seja 0 = (uy + ugi + usj + usk + usl + ugli + uzlyj + usglk), e uz, 1=1,2,...,7
e os vetores abaizo
u'y = (0,71,0,0,0,0,0,0)

u'y = (0,0,74,0,0,0,0,0)
u's = (0,0,0, 7k, 0,0,0,0)
u’y = (0,0,0,0,7,0,0,0)
u's = (0,0,0,0,0,7li,0,0)
u's = (0,0,0,0,0,0,7l4,0)

w7 = (0,0,0,0,0,0, 7lk)

Se tgo e cotgo sao a funcao tangente e cotangente octonionica respectivamente, entao

estas sao periodicas.

Demonstragao: De fato, tomando

. |a" eo—l—u; . e—o—ug ’,Jl el — %Y
tg(o+ ul) = e = === oo, (3.41)
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mas, pelo Lema 3.1, temos:

/
eo-l—ui —e

L@
tg(O+U2)=3‘W

_ e : = HE T g0 (3.42)

tomando agora,

cotg(o+ul) = R — - = =" ; ; (3.43)

cotg(o+u) = — - = c =-—.——— = cotgo (3.44)
i e —e°

3.5 Logaritmo

A presente se¢ao visa dar uma extensao da Fungao Logaritimica para octéonios. Com essa
finalidade faz-se necessario o uso das coordenadas esféricas dadas na secao 1.4. Consideremos
agora o problema de determinar o logaritmo de o0 = uy+usi+usj+usk+usl+ugli+uzlj+uslk,
que seré representado por [no e é definido como a fungao inversa da funcao exponencial;

assim, w = [no ¢é a funcao que satisfaz a relagao
e’ =o (3.45)

para cada o # 0. Facamos para isso, w = u} + ubi + ujj + wjk + upl + ugli + wilj + uglk,

assim, usando as coordenadas esféricas

Uy = rcostcosfycosfzcosficoslscosbgeost;, 0 <r < oo

Uy = rcostcoshycosfzcosficosOscosbgsent;, 0 < 07 <27

-7 T

uz = rcost coshycosfszcosficoslssents, - <O < 5
-7 T

uy = rcostcosbycosfscostysents, 5 <65 < 5
—T s

Uus = rcostcosfycosfzsenty, - <0, < 5

— T

ug = rcostcosbysenbs, - <05 < 5

-7 T

uy = rcost sents, T3 < by < B

—T T

ug = rsenfly, - <t < 5
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podemos escrever w como segue
0 = Ui+ ugt + usgj + usk + usl + ugli + u7ly + uglk =

- T<E+%i+%j+%k+%l+QﬁliJrﬂljJr%lk:)
T T T T T r T T

1(cost coshacos03c0s0,c0505c0506c0507
c0sb1cos05c0805c0804c0805c0s0gsenbi
cosficostycosbzcosbcoslssent)
cosbcosb5c0805c050,4senbsk
cosbcosbcos03senb,l
cosl;cosbysenbsli

costsenbsyly

senblk)

+ o+ o+ o+ + o+ o+

como r > 0.

Por outro lado, temos que

W
v = ™ {cos|u’| + u/ (Se‘gr |> } (3.46)

com w = u, 4+ substituindo agora (3.46) ¢ 0 na forma trigonométrica em (3.45), temos:

ee" =o (3.47)

dai segue que
1=y (3.48)

ou ainda
uy = In|r| (3.49)
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e
v = In|(cosbicosbBycoshzcosh cosbscosbfscosty (3.50)

+  cosbcosBycosbzcos04c0s05c0506senbqi (3.51)

+  cosbtcosbycostscoslycoshssenbs (3.52)

+  cos0;cos0yc0505c050,senbsk (3.53)

+  cosbicosbycosbzsentyl (3.54)

+ cosbtcosbysenbsli (3.55)

+ cosbisenbslj (3.56)

+ senblk)| (3.57)

mas, w = uj + u,” dai segue que

w = Ino In|r| 4 In|(cosbcosBacosbzcosl cosbscosbscosty

c0s01cos05c0503c050,c0505c0505senb7i
cosbcosfBycosbzcos04c0s05senb)
cos8icosbycosbscoslsenbsk
c0s01coslscos6zsenb,l
cosf,coslysenbsli

cosfysenbsly

senflk)|

+ o+ o+ o+ + o+ o+

Observa-se claramente que o, na forma trigonométrica é uma funcao da forma
0o = o(r,01,06,,05,04,05,06,07), assim temos que o logaritmo de um octénio também é uma
funcao de 60;, com i = 1,2...,7. Dai segue que, tomando o vetor da forma
o = (0,01 + 27,0y + 27,03 + 27,0, + 27, 05 + 27, 06 + 27, 07 + 27) observa-se facilmente que:

l(o+0) =1lno

3.6 Conclusao

Neste capitulo foi analisado no Teorema (3.1) que a Fungao Exponencial do tipo Octoni-
oOnica é periodica. Ademais, foram determinadas as Fung¢oes Trigonométricas e Logaritmica

do tipo Octonidnico, e foi observada nas Fungoes Trigonométricas foi notada, preservacao da



3.6. Conclusao 56

periodicidade, ficando claras essas conclusoes nos Teoremas (3.2) e (3.3). Outro fato rele-
vante diz respeito a Fungao Exponencial Octonionica, cujos valores existem em uma regiao

de R” chamada de regiao fundamental.



Conclusao

Os octonios possibilitam a anélise de fenomenos no ambito 8-dimensional, por isso torna-se
fundamental a determnacao de fungoes tais como as Fungoes Trigonométricas e a Fungao Lo-
gaftmica mostradas no presente trabalho. O fato de que estas fungoes, assim como a Fungao
Exponencial do tipo octonionica preservarem a sua periodicidade contribui fortemente para
aplicagoes futuras a Fisica Teorica, mais precisamente a4 Mecanica Quantica [11], Ginaydin,
Piron e Ruegg em 1978, [6] mostraram que a Mecénica Quéntica poderia ser formulada
referindo-se & Algebras de Jordan excepcional, definindo-se entdo a Mecanica Quéantica Oc-
tonidnica. Além disso a aplicabilidade dos octénios foi mostrada em 1980 & Teoria de Cordas
[1]. J4 na Geometria em 1925 Cartan descreve a geometria de um fendémeno chamado de "tri-
ality," que na ocasiao estabelecia simetria entre vetores "spnors"em um espaco 8-dimensional
13].

Para aplicagoes futuras, a relacao obtida de um octonio na sua forma trigonométrica,
mostrada nesta dissertagdo em (1.4) sera possivelmente usada na determinagdo da Formula
Integral de Cauchy estendida para octonios. No que diz respeito as funcoes trigonométricas
aqui abordadas, devido a sua hiperperiodicidade aqui definida e tratada, torna possivel um
estudo futuro mais aprofundado. Além disso, uma outra possivel aplicacao desse estudo
refere-se & Computacao Quéantica. A Computacao Quéantica garante a transmissao da in-
formagao com cem por cento de seguranga ao contrario da Computagao Binaria (Classica).
Uma vez que os estados quanticos sao nao-associativos, uma formulagao da Computacao
Quéantica é desejavel, desde que a Teoria Octonidnica se desenvolva adequadamente. Este
foi um dos objetivos deste trabalho.

Tratando a fungao exponencial do tipo octonionica como uma extensao de e* onde z =
x + yi, obtivemos resultados anélogos aos resultdos obtidos para a funcao exponencial a
valores complexos. No nosso caso a regiao fundamental para valores complexos, ou seja, a
regiao onde encontram-se os valores de e* é uma faixa infinita do plano —7 < y < 7, e no
caso octonidnico sera uma regidao em R’ onde todos os valores de e° existirdao. Quanto a
funcao logaritimica do tipo octonidnica, esta tem uma periodicidade diferenciada pois ela

acontece em todas as sete coordenadas 601, 0, 03,0y, 05, 6g, 0;.

o7
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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