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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar o problema de coloragao em grafos sob difer-
entes perspectivas. Caracterizamos o polinémio cromético de um grafo e enunciamos algumas
de suas propriedades. Apresentamos duas formulacoes matemaéticas para o problema de col-
oracgao de vértices e um método de solucao para cada formulagao. Apresentamos e discutimos
propostas de atividades para o desenvolvimento de uma Oficina de Coloracao para alunos

do Ensino Médio e Fundamental.

Palavras-chave: coloragao em grafos, polinémio cromético, programacao inteira, oficina de

ensino.
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Abstract

In this work the graph coloring problem was presented under different perspectives. We
define the chromatic polynomials of a graph and describe some of its properties. Further-
more, two solution methods for the vertex coloring problem, through integer programming
formulation, has been presented. We propose and discuss some activities for the development

of a Workshop for students of secondary school.

Keywords: graph coloring, chromatic polynomials, integer programming, education work-

shop.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de coloracao de vértices em grafos € um dos problemas mais estudados em Teoria
dos Grafos devido a sua relevancia em campos praticos e teéricos. Esse problema pode ser
definido como o problema de achar o menor nimero de cores, k, tal que exista uma (k)-
coloracao do grafo GG, ou seja, a atribuicao de k cores a cada um dos vértices de GG, sem que
vértices adjacentes recebam a mesma cor. Este ntimero minimo de cores, k, é denominado
numero cromético de G.

Do ponto de vista tedrico, o problema de coloragao em grafos encontra-se na classe
N P-dificil (e.g. [23], [5]), logo é pouco provavel que ele possa ser resolvido de maneira
exata em tempo polinomial. Do ponto de vista prético, os algoritmos exatos existentes
atualmente se tornam inviaveis conforme aumenta-se o ntimero de vértices do grafo, e até
mesmo para grafos relativamente pequenos, esses métodos extrapolam, em geral, limites de
tempo aceitaveis.

Um dos elementos importantes para melhorar a eficiéncia desses métodos é a determi-
nacao de bons limites inferiores e superiores para o valor 6timo do problema. A importancia
do problema de coloracao tem incentivado as pesquisas nesse sentido, buscando métodos que
aproximem os limites inferiores do ntimero cromético do grafo.

Nesta dissertacao estuda-se o problema de coloracao de vértices sob diferentes perspec-
tivas. Para isso, no Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos fundamentais em Teoria

dos Grafos e Teoria Poliédrica que serao necessarios durante a leitura do texto.



Introducao 2

No Capitulo 3 sao apresentados resultados que relacionam o nimero cromatico com
o namero de vértices do grafo. Essa relacao é usada para definir o polinémio cromatico
de um grafo, desenvolvido por Birkhoff em 1912, e algumas de suas propriedades. Neste
mesmo capitulo, sao apresentados alguns problemas sobre as dificuldades tedricas que sao
encontradas no desenvolvimento dessa area.

No Capitulo 4 sao discutidas formulacoes mateméticas e métodos de solucao para o
problema de coloracao de vértices. Vamos apresentar dois métodos propostos na literatura
para determinar limites inferiores e superiores para o nimero cromatico do grafo. O primeiro
método é baseado em uma formulagao do problema por conjuntos independentes maximais,
proposto em 1996 por Mehotra e Trick [30]. Este método é o que apresenta os melhores
resultados em termos de limites inferiores. O segundo método, apresentado por Diaz e
Zabala, [15, 16| e Coll et all [12], traz uma formulagao de programacao inteira 0-1 para o
problema baseado em restri¢oes de atribui¢ao. Diaz e Zabala em [16] utilizam inequagoes
validas para o politopo associado a essa formulagao como planos de cortes em um algoritmo
Branch-and-Clut.

O Capitulo 5 é dedicado a apresentagao das atividades propostas e discussao da exper-
iéncia obtida com a realizacao de uma Oficina de Coloracao em uma escola piblica de Sao
José do Rio Preto no ano de 2005. A idéia de apresentar este topico para alunos deste nivel
escolar foi motivada principalmente pelos trabalhos de Jurkiewicz [26, 25| que desde 2002
se propos a levar conhecimentos adicionais da Matematica Discreta (principalmente grafos)
para a sala de aula do Ensino Médio.

No Capitulo 6 sao feitas as consideragoes finais e propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

To6picos em Teoria dos Grafos e Poliedros

Neste capitulo sao definidas as notacoes e sao apresentados os conceitos béasicos que serao
utilizados nos demais capitulos. A notacao utilizada ao longo do texto é consistente com a
terminologia geralmente aceita em Teoria dos Grafos, e os conceitos aqui definidos, podem
ser encontrados em 3|, [24], [35], [37] e [36]. Na Segao 2.1 sao apresentados os conceitos
fundamentais em grafos. Na Secao 2.2 definimos alguns tipos de grafos, que serao utilizados
nos Capitulos 3 e 4. A representagao computacional de grafos é apresentada na Secao 2.3. Em
seguida, na Segao 2.4 é abordado as operagoes em um grafo, fundamentais para o Capitulo 3,
onde definimos polinémios cromaticos. Finalmente, na Se¢ao 2.5, trazemos alguns conceitos
bésicos necesséarios sobre Teoria Poliédrica, que serao necessarios no Capitulo 4 onde sao
apresentadas algumas inequacoes validas e facetas para uma formulacao do problema de

coloragao.

2.1 Conceitos de Grafos

Vamos iniciar a se¢ao, definindo o que é um grafo.

Defini¢ao 2.1. Um grafo G(V,A) é uma estrutura, composta por dois conjuntos V e A
tal que V' é um conjunto finito nao-vazio e A € um conjunto de pares nao-ordenados de

elementos de V.
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Os elementos de V' sao chamados de vértices e |V| = n é a ordem do grafo com n
vértices. Os elementos de A sao chamados de arestas.

Uma definigdo mais abrangente de grafos pode ser encontrada em [3], onde V é um
conjunto discreto e A uma familia, cujos elementos sao definidos em fungao dos elementos
de V. Se as arestas de A forem definidas como pares ordenados de vértices, dizemos que a
aresta diverge de v; e converge para v;. Neste caso, o grafo é dito orientado ou direcionado
e serd chamado de digrafo.

Podemos visualizar um grafo através de uma representagao grafica (Figura 2.1), onde
os vértices sao pontos distintos do plano e as arestas, sao linhas unindo dois vértices. No
caso de digrafos (Figura 2.2), as arestas sao representadas por setas, que indicam a sua

orientacgao.

V={1223,45,86,7}
A={(1.2),(1.6), (2.3), (2,5), (3,4), (3,6), (5,6) }

! 2 1 2 3 4
@5 g
6
[ J
! [
3 4 5 6 7
Figura 2.1: Exemplos de representacoes de um grafo G(V, A).

V={1,2,34,5867)
A={(1,2),(1.4),(2,6), (3,4), (43), (5.2), (5.3), (56), (6.:4), (7,3), (7,5) }

Figura 2.2: Exemplo de digrafo.
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Dada uma aresta e = (v;,v;), v;, v; € V, 4,5 = 1,...,n dizemos que os vértices v;
e v; sao as extremidades da aresta, ou simplesmente que e incide sobre v; e v;. Se ¢ = j,
ou seja, uma aresta e = (v;,v;) que envolve apenas um vértice, diremos que G possui um
lago (aresta a; na Figura 2.3(b)). Temos que e e w sdo arestas paralelas, se existir em A as
arestas e = (v;,v;) e w = (v;,v;) (arestas e; e ey da Figura 2.3(a)).

Se substituirmos na defini¢ao de grafos o conjunto de arestas A, por um multiconjunto,
ou seja, permitirmos a existéncia de arestas paralelas em G, este serd um multigrafo (grafo

representado na Figura 2.3(a)).

a

Figura 2.3: Exemplo de multigrafo (a) e um grafo que contém um lago (b).

O conceito de adjacéncia, ¢ muito importante para algumas definicoes em Teoria dos
Grafos. Dizemos que dois vértices sao adjacentes ou vizinhos quando sao extremidades de
uma mesma aresta, ou seja, se e = (v;,v;) entdo v; e v; sdo vértices adjacentes.

Na proxima definigao, esse conceito aparece indiretamente.

Definicao 2.2. Um conjunto independente (ou internamente estivel) de G € um subcon-
gunto V' C V tal que para qualquer par de vértices u, v € V', a aresta (u,v) nao estd contida

em A.

Ou seja, os vértices que fazem parte de um conjunto independente V' nao sao adja-
centes. O nimero de estabilidade interna de G, «(G), é o tamanho do maior conjunto inde-
pendente de G. Na Figura 2.4 temos para o grafo Gy que V] ={1,3,5,7} e V" ={2,4,6,8},

logo a(G1) = 4. Em Gy, a(G2) = 1, pois temos um grafo completo (ver Secao 2.2).
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G (Vi Ay G(Vor A

Wl NG

Figura 2.4: Numero de estabilidade interna.

Dizemos que um conjunto independente é maximal se nao puder ser adicionado mais
nenhum vértice ao conjunto independente. Os conjuntos independentes V] e V" do grafo
G representado na Figura 2.4 descritos acima sao exemplos de conjuntos independentes
maximais.

Um subgrafo de G(V,A) é um grafo onde G'(V', A’) ¢ tal que V' C V e A’ C A.
Se além disso, A’ possuir todas as arestas de A, incidentes nos vértices de V' dizemos que
G’ & o subgrafo induzido pelo subconjunto de vértices de V' e sera denotado por G[V'].
Um exemplo de subgrafo do grafo G representado na Figura 2.1, ¢ V' = {1,2,5,6} e A" =
{(1,2),(2,5),(5,6)}. Se adicionarmos ao conjunto A" a aresta (1,6), o subgrafo G’ resultante,
¢ um subgrafo induzido.

Um percurso é uma sequéncia finita de arestas, tal que cada aresta aparece apenas uma
vez. Se no percurso nao ha repeticao de vértices, ele sera chamado de caminho, ou seja, um
caminho de v; a v, é uma sequéncia de vértices v;, ..., v, tal que v; # v, Vi,j. O nimero
total de arestas incluidas em um caminho é igual ao seu comprimento (tamanho).

Exemplos de percurso e caminho podem ser encontrados na Figura 2.5(a), onde {2, 6, 4,
3,1,4,5} representa um percurso em G. Um caminho de tamanho 5 pode ser representado
pela seguinte sequéncia de vértices, {5,2,6,4,3,1} na Figura 2.5(a).

Em um ciclo ou circuito a sequéncia v, ..., v, kK > 3, ¢ um caminho tal que v; = wv.
Na Figura 2.5(a) a sequéncia de vértices {4,3,1,2,6,4} representa um ciclo, e na Figura
2.5(b) um ciclo é representado pela sequéncia {1,3,5,2,4,1}. A aresta (1,5) do grafo repre-

sentado na Figura 2.5(b) é chamada de corda, ou seja, uma aresta que une dois vértices nao
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(a) (b)

Figura 2.5: Grafos, onde encontramos exemplos de percurso, caminho, ciclo e também uma corda.

consecutivos de um ciclo.

Chamamos um subgrafo G’ C G de hole, se este é um ciclo induzido em G. Um hole
com k vértices ¢ denotado por C. O subgrafo G’ sera dito antihole, quando é o complemento
do ciclo induzido em G, e sera denotado por Cj. Na Figura 2.6 esta representado um hole

de tamanho 8, Cs, e o antihole Cs.

(a) (b)
Figura 2.6: Em (a) temos representado um hole e em (b) um antihole.

Outro conceito importante, e que serd muito utilizado ao longo da dissertacao é o
conceito de conjunto de vizinhos de um vértice v dado. Definimos a seguir esse conceito para

grafos nao-orientados.

Definig¢ao 2.3. O conjunto dos vizinhos dev € V., N(v), € formado por todos os vértices

adjacentes a v, ou seja, N(v) ={u € G | (u,v) € A}.

O conjunto dos anti-vizinhos de v, N(v), é formado pelos vértices nao adjacentes a v,

ou seja, N(v) =V \ (N(v) Uv). A Figura 2.7 pode ser usada para visualizar os vizinhos e
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anti-vizinhos de um vértice.

Figura 2.7: Conjuntos dos vizinhos e anti-vizinhos.

Vamos definir a seguir o que é o grau de um vértice. Esse conceito, além de ser
fundamental para alguns resultados do Capitulo 3, nos fornece o tamanho do conjunto de

vizinhos de um vértice.

Definigao 2.4. Em um grafo G = (V, A), o grau de um vértice v;, d(v;), € o nimero total

de arestas incidentes a ele. O grau do vértice de maior grau é A = max d(v;).
v; eV

Alguns vértices, recebem nomes especiais de acordo com o seu grau:

e Vértice isolado: Se v nao é adjacente a qualquer outro vértice do grafo, ou seja, d(v) =

0;
e Vértice pendente: Se v é adjacente a apenas um vértice do grafo, tendo entao d(v) = 1;

e Vértice universal: Se v for adjacente a todos os vértices do grafo, ou seja, N(v) = 0.

Na Figura 2.8 temos exemplos de vértices especiais. O grau do vértice 4 nos grafos G
e G’ é 2 e 3 respectivamente. Ja os vértices 1 e 7 de G sao exemplos de vértices pendente
e isolado, respectivamente. Exemplo de vértice universal esta representado pelo vértice 2 de
G'.

Note que, se o grafo possui um lago em v, entao este contribuira com grau 2 para esse
vértice. Por exemplo, o vértice 5 do grafo G’ da Figura 2.8 possui grau 4. Agora se o grafo
contém arestas paralelas, cada aresta contribui com um grau em cada vértice onde incide.

Por exemplo, o vértice 6 do grafo G' da Figura 2.8 tem grau 5.
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Figura 2.8: Grafos onde encontramos vértices especiais.

Finalizamos a secao com a proxima proposicao que formaliza o resultado existente entre

o grau dos vértices de um grafo com a quantidade de arestas deste.

Proposicao 2.1. Dado um grafo G com n vértices e m arestas, temos que:

Z d(v;) = 2m.

Demonstracao: Seja e, = (v;,v;), i,j =1,...,n, k=1,...,m uma dada aresta de G.
Note que e, contribui com um grau para o vértice v; e um para o vértice vj. Assim,
cada aresta e;, de A contribuira com dois graus. Logo, a soma de todos os graus dos vértices

é igual a duas vezes o niimero de arestas.

0

2.2 Tipos de Grafos

Os grafos que apresentamos nesta se¢ao sao utilizados ao longo do texto com frequéncia.

Considere, para essas definigoes que G = (V, A), é um grafo com m arestas e n vértices.

e Grafo nulo : E um grafo, cujo conjunto de arestas é vazio.

e Grafo simples : Se o grafo nao possuir arestas paralelas e lago.

Exemplos dessas estruturas podem ser encontrados na Figura 2.9.
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®s 1 6 5
1@ 4
® 3
@2 ®g 2 5 1
@4 3
7 ® 5 3 4 2
(a) (b) (c)

Figura 2.9: O grafo representado em (a) é um grafo nulo, e os grafos representados em (b) e (c) sdo

exemplos de grafo simples.

e Grafo Conero : Se existir pelo menos um caminho entre cada par de vértices. Caso

contrario sera chamado de desconero. (ver Figura 2.10)
1 2 3 4 1 2 3 4
I ¢ I z Ij
5 6 7 8 5 6 7 8

(a) (b)

Figura 2.10: A figura (a) representa um grafo conexo e a figura (b) um grafo desconexo.

Quando um grafo é desconexo, dizemos que este é formado por um conjunto de compo-
nentes. Por exemplo, o grafo desconexo da Figura 2.10 é formado por duas componentes. A
primeira formada pelos vértices {1,2,5,6} e suas respectivas arestas e a segunda componente
formada pelos vértices {3,4,7,8} e pelo conjunto de arestas existente entre esses vértices.

Vamos definir agora o que é um vértice de corte, necessario para a defini¢cao do proximo

grafo.

Definicao 2.5. Um wvértice é dito vértice de corte, se ao ser retirado do conjunto V,

Juntamente com as arestas incidentes a ele, torna o grafo desconexo.

Por exemplo, na Figura 2.10(a) o vértice 6 é um vértice de corte.

e Bloco : Um bloco é um grafo conexo nao-trivial (|V| > 1) que nao possui vértice de

corte. A Figura 2.11 ilustra um grafo sem vértice de corte, ou seja, um bloco.
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Figura 2.11: Representaciao de um bloco.

e Arvore : Se o grafo for conexo e ndo possuir ciclo. (ver Figura 2.12)

1 2 3 4
o—o©
5 6 7 8

Figura 2.12: Representagoes de arvores

e Grafo cordal : E um grafo em que todo ciclo, vy, vs,...,v,,v;, de comprimento maior

do que 3 possui uma corda. (ver Figura 2.13)

5 5
G,: 4®1 G 4@1
3 2 3 2

Figura 2.13: Um contra-exemplo (grafo G7) e um exemplo (grafo Go) de grafo cordal.

No ciclo {1, 2, 3, 4, 5, 1} do grafo G5 da Figura 2.13, existe uma corda, representada
pela aresta (1,3). Ja no grafo G; da mesma figura existe um ciclo de tamanho 4, {1,

3,4, 5, 1}, que ndo contém uma corda, logo esse grafo ndo é cordal.
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e Grafo completo : E um grafo simples tal que existe uma aresta entre cada par de

vértice. Denotado po K.

e Clique : Um clique é um subgrafo completo. O tamanho do clique é dado pelo niimero

de vértices que sao mutuamente adjacentes.

Na Figura 2.14 estao representadas estas estruturas.

4
1
2 | ,4
5 3
5 3
K G'

Figura 2.14: Exemplo de grafo completo, K5, e um clique de tamanho 3.

e Grafo bipartido : E o grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em dois

subconjuntos disjuntos independentes, V7 e V5. (ver Figura 2.15)

(@) (b)

Figura 2.15: Dois exemplos de grafo bipartido.

Os vértices dos grafos representados na Figura 2.15 (a) e (b), podem ser particionados
em dois conjuntos, V; = {1,3} e Vo = {2,4,5,6} e V| = {1,3,6,7} e VJ = {2,4,5,8}
respectivamente. As arvores representadas na Figura 2.12 também sao exemplos de grafo

bipartido.

e Grafo bipartido completo : Se qualquer vértice v € V; é adjacente a todos os vértices

w de V5. Denotado por K, ,. (ver Figura 2.16)
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Note na Figura 2.16 que os vértices do K33 podem ser particionados em dois conjuntos
disjuntos, Vi = {1,3,5} e Vo = {2,4,6}. Os vértices do Ky4 e K;¢ também, ou seja,
Vi={1,2}eV3=1{3,4,5,6}, e V" ={1} e V3’ ={2,3,4,5,6,7}.

1 2 3 7 2
1 A >
1
5 4 6 5 4
K3,3 K2’4 K1,6

Figura 2.16: Exemplos de grafos bipartidos completos.

e Grafo Planar : E um grafo que pode ser desenhado em um plano sem qualquer cruza-

mento entre arestas. (ver Figura 2.17)

3 4 3 4

Figura 2.17: K,, um exemplo de grafo planar.

Pode-se provar que o grafo K33 nao ¢ um grafo planar, assim como o Kj, pois ao
representa-lo em um plano, havera a interseccao de pelo menos uma de suas arestas.
A seguir, definimos e mostramos qual a diferenga entre grafos iguais e isomorfos. Este

conceito sera utilizado nos Capitulos 3 e 4.

Definigao 2.6. Dizemos que dois grafos G e G sio tguais quando possuem o mesmo

conjunto de vértice e o mesmo conjunto de arestas, ou seja, Vo, = Vg, € Ag, = Ag,-

Definigao 2.7. Dizemos que dois grafos G1(V1, A1) e Go(Va, As), com o mesmo nimero
de vértices e arestas, sao isomorfos se 3 f : Vi — Vy bijetora tal que (v,w) € A} <

(f(v), f(w)) € Ay, preservando as relagoes de adjacéncia.
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Os grafos representados por GG; e G5 na Figura 2.18 sao isomorfos, pois existe uma
funcao que relaciona os vértices dos grafos, preservando as relagoes de adjacéncia. O mesmo
nao acontece com (7 e (33, pois nao existe uma fungao que relacione todos os vértices do

grafo, assim nao sao grafos isomorfos. 3 entao também nao é isomorfo a Gs.

£(3) (5) (6) f2) 19
6 2
6 (4)
5 3
(1) () f(4) s
4
G, G, G,

Figura 2.18: Relagao de isomorfismo entre grafos.

Uma dificuldade que aparece na hora de representar essas estruturas computacional-
mente é quando os grafos sao iguais, isomorfos ou completamente distintos. Para isso,
precisamos de uma forma de representagao que nao permita ambiguidade, o que seré apre-

sentado na préoxima secao.

2.3 Representacao Computacional

Duas formas de representar um grafo (ou digrafo) de forma que a estrutura usada corresponda
ao grafo dado e que pode ser armazenada e manipulada computacionalmente sao a Matriz
de Adjacéncia e a Matriz de Incidéncia.

Considere um grafo G(V, A) com n vértices e m arestas. Vamos definir a seguir essas

matrizes.

1. Matriz de Adjacéncia

E uma matriz nxn, M,4 = |a;;] onde:
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1 3(i,5) e A
aij =
0 ©3(,j)eA
Essa definicao refere-se tanto para grafos nao-orientados como para grafos orientados,

como podemos observar pela Figura 2.19, onde esté representada a matriz de adjacéncia

do grafo. Observe que no caso de grafos nao-orientados esta matriz é uma matriz

simétrica.
Matriz de Adjacéncia Grafo G
000100
! 2
0O 01 1 00
01 01 0O 4
3

1 1 1 0 1 1

00 0 1 01 6 5
000 1 10

Figura 2.19: Matriz de adjacéncia do grafo G.

OBS: Note que na matriz de adjacéncia, N(v) corresponde ao conjunto de elementos

nao nulos da linha (ou coluna) associada a v.

2. Matriz de Incidéncia

E uma matriz nxm, M;,. = [b;;] onde:

1 se a aresta j incide no vértice ¢
bij =
0 caso contrario
Como podemos observar na Figura 2.20, as linhas da matriz estao representando os

vértices do grafo e cada aresta é representada por uma coluna, sendo a primeira a

coluna referente a aresta a;, a segunda a aresta as e assim por diante.



2.4 Operagoes em Grafos 16

Matriz de Incidéncia Grafo G
1 0 0 O
01 0 0
1 1 11
0 0 1 0
0 0 0 1

Figura 2.20: Matriz de incidéncia do grafo G.

No caso de digrafos é necesséario distinguir quando uma aresta incide em um vértice
dado, sendo necessario uma modificagdo na definicao da Matriz de Incidéncia. Assim

temos:

1 se a aresta j diverge do vértice i
bij =14 —1 sea aresta j converge para o vértice i
0 caso contrario

Na Figura 2.21 as colunas sao referentes a cada aresta incidente ou divergente do grafo,
ou seja, a convergéncia da aresta a; esté representada na primeira coluna, a da aresta

a na segunda coluna e assim por diante. As linhas referem-se aos vértices do grafo.

Matriz de Incidéncia Grafo G
1 0 0 0
0 1 0 0
-1-1 1 1
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Figura 2.21: Matriz de incidéncia de um grafo orientado.
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2.4 Operacgoes em Grafos

Dado um grafo G(V, A), vamos definir nesta se¢ao algumas operagoes com os vértices e as
arestas do grafo. Estas operagoes sao utilizadas no Capitulo 3 no estudo de coloracao de

vértices.

1. Inclusao de vértice: podemos incluir um vértice v, em G, de duas formas:
i) G'(V',A') é tal que V' =V U {v}, ou seja, apenas incluir um vértice ao grafo;
i) G'(V' A étal que V! =V U{v} e A = (A — (w,2)) U{(v,w), (v, 2)}, ou seja,

incluir um vértice v em uma aresta (w, z).

Denotaremos a inclusao de um vértice por G+v. O caso i) esta representado na Figura
2.22(a), onde o grafo resultante G’ tem o vértice 6 isolado. A Figura 2.22(b) representa o

caso ii).

Figura 2.22: Representagao da inclusao de um vértice no grafo G.

2. Inclusao de aresta: O grafo G'(V', A") é tal que A’ = AU{(v,w)}. Denotado por G'+e.

Como ao longo do trabalho vamos considerar que G é um grafo simples, entao a inclusao

de aresta paralela e lago nao sera considerada.

Obs: Note que no caso da Figura 2.23(b), o conjunto de vértices também é modificado,

ou seja, V' =V U {v}.



2.4 Operagoes em Grafos 18

w
w
w

IS
IN
IN

5 2 5 2 5 2

G (a) G + (4,5) (b) [G + 6] + (4,6)

Figura 2.23: A inclusio de uma aresta no grafo G esté representada em (a). Em (b) representamos a

adi¢do de um vértice no grafo (como descrito em 1.i)) e depois incluimos uma aresta entre este vértice e

outro do grafo.

3. Remocgao de vértice: O grafo G’ é tal que V' =V —{v}, devendo também ser removidas

as arestas a ele incidente. G — v.
1 1
3 3
4 4
5 2 5
G G-2

Figura 2.24: Representagao da remogao de um vértice.

4. Remocao de aresta: O grafo G’ resultante é tal que A"’ = A —{(v,w)}. G —e.
1 1
3 3
4 4
5 2 5 2
G G-(3.4)

Figura 2.25: Representagao da remoc¢io de uma aresta do grafo G.

5. Contracao de dois vértices: Contrair dois vértices v, w € V, do grafo G, é tal que
V= (V —{v,w}) U {vw}. As arestas incidentes em v e w passarao a incidir em vw, e

as arestas paralelas e lacos sao removidos.
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A Figura 2.26 representa a contragao de dois vértices do grafo G de duas formas, sendo

os vértices adjacentes ou nao.

5 2 53 2 2

G (a) Contragao: 3e 5 (b) Contragao: 1e5

Figura 2.26: Em (a), esta representada a contragao de dois vértices nao adjacentes, e em (b) de dois

vértices adjacentes.

6. Contracao de aresta: Uma aresta e = (v, w) do grafo G, sera contraida ao se remover

e e contrair os vértices v e w. Denotado por G/e.

5 2 5 23 2

G G/(2,3) G/(1,5)

Figura 2.27: Representagoes da contragao de uma aresta do grafo G.

2.5 Poliedros, faces e facetas

O objetivo desta se¢ao é definir um poliedro e entender a importancia de algumas inequagoes
que podem ser usadas na sua descricao. Estas inequagoes fornecem bons planos de cortes,
como sera visto no Capitulo 4. Todas as defini¢oes e resultados apresentados aqui, podem
ser encontrados principalmente em [20] e [38] entre outros.

Vamos iniciar a se¢ao, definindo o que é um poliedro.
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Definicao 2.8. Um subconjunto P C R™ é chamado de poliedro se para alguma matriz
A € R™™ e algum vetor b € R™, P = {x € R"/Az < b}. Um poliedro definido desta forma
¢ denotado por P(A,b).

Sea € R"\{0} e a € R, entao os poliedros {z € R"/a’z < a} e {x € R"/a’z = a} sdo
chamados de semi-espaco e hiperplano, respectivamente. Se existir k vetores (2!, 1), (22, 1),. ..,
(z¥,1) € R™! linearmente independentes, dizemos que o poliedro P C R" tem dimensdo

plena, dim(P) = n. Na Figura 2.28 temos um exemplo de um poliedro de dimensao plena.

A%
6__ /\
-X1_
| X =4

} £
1 2 4 X,

11

Xy~ X,= -2 X;=4
_2-— \/

Figura 2.28: Exemplo de um poliedro no R2.

Quando P for um poliedro limitado, ou seja, existe um numero real « tal que todo
ponto x € P satisfaz ||z|| < «, serd chamado de politopo. Vamos definir a seguir, alguns

conceitos importantes, que nos ajudam a caracterizar as faces de um poliedro.

Definicao 2.9. Uma inequacao mx < g € uma tnequagao vdlida para P C R™ se mx < my

VzelP.
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Definicao 2.10. Se mx < my e px < pg sao duas inequagoes vdlidas para P C R? , mx < mg

domina px < pg se 3u > 0 tal que ™ > up e mo < upg, € (m,m) 7# (UL, uplp).

Observe que se mx < mg domina pr < g, entdao {x € RY : mx < ot C {z € RY -

pr < fio}

Definicao 2.11. Uma inequagao vdlida mx < my € redundante na descricao de P, se

existem k > 2 inequagoes vdlidas w'x < i, i =1,...,k para P, e pesosu; > 0,i=1,...k

k k
tais que (Z umi) r < Zuiﬂé domina Tx < 7.

=1 i=1

Definimos a seguir quando uma inequagao valida define uma face do poliedro.

Defini¢ao 2.12. Um conjunto F, F C P, define uma face de P se ' = {x € P: mx = my},

para alguma inequagao vdlida Tr < 7.

Se F' é uma face de P e dim(F') = dim(P) — 1, entao dizemos que F' é uma faceta de

P.

Proposicao 2.2. Se P C R" tem dimensao plena, mx < my define uma faceta de P, se e

somente se, existem n pontos afim independentes de P satisfazendo a inequacao em equagao.

Para ilustrar os conceitos definidos acima, vamos considerar o poliedro P C R?,

mostrado na Figura 2.29, descrito pelas inequagoes

211 + 29 < 10 (1)
Ty + a9 <8 (2)
T <4 (3)

3x1 + 229 < 18 (4)
T+ 29 < 10 (5)
Ty >0 (6)

x9 >0 (7)
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3)

(2)
(5)

\ \ 4 -~
NS

(1)

Figura 2.29: Faces e facetas de um poliedro. A regido destacada no grafico representa o poliedro P.

Considere os pontos, z' = (4,2), 22 = (2,6) e 2° = (1,7). E facil verificar que os
vetores (x!,1), (z%,1) e (23, 1) sado linearmente independentes. Logo, P C R? ¢ um poliedro
de dimensao plena. Vamos analisar entao cada uma das inequacoes que descrevem esse
poliedro.

A inequagao 2z1 + x5 < 10 define uma faceta de P. Pela Proposigao 2.2 basta existir
dois pontos afim independentes que satisfagam a inequagao (1) em equagao para esta definir
uma faceta. Considere os pontos (2,6) e (4,2). Note que esses dois pontos satisfazem as
condigoes da proposigao, logo a inequacao (1), 2z + xo < 10, define uma faceta para P.

Observe que os pontos (2,6) e (4,2), também satisfazem a inequacao x; < 4, logo esta
inequagao também define uma faceta de P.

Os pontos (1,7) e (0,8) sao dois pontos afim independentes e satisfazem a inequagao
1 4+ x5 < 8 em equacao, logo pela Proposigao 2.2 essa inequagao define uma faceta de P.

A inequagdo 3z + 2x9 < 18 define uma face de P consistindo apenas do ponto (2,6),

sendo entao uma inequacao redundante. Se considerarmos as inequagoes 2x; + xo < 10 e
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x1+ 22 < 8 também mostramos que a inequacao (4) é redundante, visto que é a soma dessas
duas inequagoes.

A inequacao x; + xo < 10 também é uma inequacao redundante. Para verificar,
vamos considerar as inequagoes 2z + z2 < 10 e 71 + 79 < 8, logo 7' = (2,1), 7t = 10
11

—). Temos entao que:

671'2:(1,1), WS:geOpeSOuZ(§’2

2 2 1 1 1 1
7 e < o= (= (2,1)+ = (1,1 <-10+=8
(izluw>x_izlu7r0 (2( )—1—2( ))x_Z —|—2

— 11+11 <5+4:>3 + 22 <9
' 2'2) )= g 1T 2=

3

5 T1 + 22 < 9 domina x; + x2 < 10 para u = 1. Assim, pela

A inequagao resultante
Defini¢ao 2.11, mostramos que a inequagao (5) nao é necessaria para a descri¢ao do poliedro.

Logo, a descricao minima de P é dada por:

21‘1—|—$2§10
$1+1’2§8

I §4

v

0

T

v

0

T2

Estes resultados podem ser formalizados no seguinte teorema, cuja demonstracao pode

ser encontrada em [20].

Teorema 2.1. Seja P C R™ um poliedro de dimensao plena e, F' = {x € P: mx = my} uma

face de P. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i) F € uma faceta de P;
ii) dim(F)=n—1;

iii) Se px < pg, p # 0, é uma inequagao vdlida tal que FF C {x € P : px = up}, entao

eviste « € R, a > 0 tal que p = am e pg = amg.



Capitulo 3

Aspectos Teéricos do Problema de

Coloracao

O objetivo deste capitulo ¢ mostrar alguns resultados existentes na literatura envolvendo
coloragao de grafos. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [36], [24], [37],
[1] e [33] . Na Se¢ao 3.1 vamos apresentar os conceitos fundamentais do problema de coloragao
de vértices. Na Secao 3.2 vamos mostrar como determinar o polinémio cromatico de um grafo
e algumas de suas propriedades. E finalizamos, apresentando alguns problemas em aberto

na Secao 3.3.

3.1 Coloracao de Vértices

Nesta secao sao apresentados alguns resultados que relacionam o nimero cromatico com o
grau dos vértices de um grafo. Vamos comecar enunciando o teorema que pela dificuldade

em ser provado, colaborou com o desenvolvimento dessa area.

Teorema 3.1. (Teorema das Quatro Cores) [34] Todo mapa desenhado em um plano, pode
ser colorido com no mdrimo quatro cores, sem que regioes com fronteira comum recebam a

mesma cor.

Definimos a seguir uma k-coloragao e o nimero croméatico do grafo.

24
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Definicao 3.1. Seja G um grafo simples conexo. Se a cada vértice de G puder ser atribuida
uma cor, dentre k cores, tal que vértices adjacentes nao recebam a mesma cor, dizemos que

G € k-colorivel e que temos uma coloragao de G.

Definigcao 3.2. O nidmero cromdtico de um grafo G, x(G), € o menor nimero de cores

necessdrias para obter uma coloracao de G.

O problema de coloragao em grafos é definido como o problema de encontrar o menor
namero de cores, x(G), tal que G possui uma x(G)-coloragao. Porém, determinar o ntmero
cromatico de um grafo qualquer nao é um problema facil, visto que esse problema pertence
a classe NP-dificil |23].

Na Figura 3.1(a) esta representada uma coloragao de G com 4 cores. Uma possivel

coloragao utilizando 3 cores esta representado pela Figura 3.1(b).

Figura 3.1: Exemplo de coloracao com 4 e 3 cores.

Enunciamos a seguir alguns resultados sobre o nimero croméatico de um grafo.
Proposicao 3.1. Dado um grafo G, entao x(G) = 2 se e somente se G € um grafo bipartido.

Uma idéia intuitiva da demonstragao desta proposigao é observar que se G é um grafo
bipartido, entao seu conjunto de vértices V', pode ser particionado em dois conjuntos dis-
juntos, V' e V”. Deste modo, basta atribuir uma cor aos vértices de ¥V’ e uma outra cor aos
vértices de V”. Logo, sao necesséarias duas cores para colorir esse grafo.

Observe que o nimero cromético de alguns grafos ¢ facilmente determinado, tais como:
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e Grafo nulo: Se G é um grafo nulo, é facil ver pela defini¢ao de grafo nulo (ver Segao

2.2) que x(G) = 1;

e Grafo completo: Se G é um grafo completo com n vértices, também pela definicao de

grafo completo (ver Segao 2.2), temos x(G) = n;

e Arvore: Se G é uma arvore, note que os vértices de G podem ser particionados em dois

conjuntos disjuntos, logo pela Proposigao 3.1 temos x(G) = 2.

Se considerarmos G, um grafo qualquer, que contenha um clique de tamanho r, entao
X(G) > r. Este resultado nos fornece um limite inferior para o nimero cromatico. Como
podemos verificar na Figura 3.2 abaixo, o grafo contém o subgrafo completo K, assim, nao

temos como colorir G com menos de quatro cores.

Figura 3.2: Representacio de um grafo que contém um clique de tamanho 4.

Um limite superior para o nimero croméatico é n, se G € um grafo com n vértices.
Porém esse limitante é muito ruim, e podemos melhora-lo se soubermos o grau do vértice de

maior grau, ou seja, A. Esse resultado é mostrado no proximo teorema.

Teorema 3.2. Se G é um grafo simples com grau mdzimo dos vértices A, entao G é (A+1)-

colorivel.

Demonstragao: Seja G um grafo com n vértices. Vamos provar esse teorema por indugao

no namero de vértices de G.
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Sen=1= A =0, logo uma cor é necessaria.

Supondo que vale para todo grafo com n — 1 vértices, vamos provar que também vale
para todo grafo com n vértices.

Tomemos G’ o grafo obtido de G com a remogao de um vértice v, assim temos que
G' tem n — 1 vértices, e o grau do vértice de maior grau é no maximo A. Pela hipétese de
indugao G’ é (A + 1)-colorivel.

Ao adicionar um vértice em G’, ele tera n vértices, basta entao colorir esse novo vértice
com uma cor diferente dos seus vértices adjacentes, que serd no maximo A. Logo G' é

(A + 1)-colorivel.
U

Proposicao 3.2. Um limite superior e inferior para o nimero cromdtico de um grafo € dado

por

r<x(G <A+1
onde r € o tamanho do maior clique de G.

Outro resultado, provado por Brooks em 1941 é enunciado no Teorema 3.3. Sua demon-

stragdo pode ser encontrada em [36].

Teorema 3.3. (Teorema de Brooks) Seja G um grafo simples e conexo, com grau mdzimo
dos vértices A. Se G nao € um grafo completo, nem um ciclo com nimero impar de vértices,

entio x(G) < A.

Para ilustrar o teorema, vamos considerar o grafo da Figura 3.2. Como ja vimos, o
grafo contém o grafo completo Ky, entdo x(G) > 4. Por outro lado, o grafo satisfaz as
condigoes do Teorema de Brooks, com A = 4 e, entdo x(G) < 4. Isso implica que x(G) = 4.

Apresentamos nesta secao, limitantes para o nimero croméatico de um grafo, porém
somente em alguns casos esses limites fornecem o niimero cromatico exato do grafo, como
vimos no exemplo do tltimo teorema. A seguir, na proxima se¢ao, vamos mostrar como

obter o niimero cromatico e o niimero de coloracoes possiveis associadas.
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3.2 Polindbmio Croméatico

O conceito de polinémio cromatico foi introduzido por Birkhoff [2] em 1912, como mais
uma ferramenta para atacar o Teorema das Quatro Cores (que na época ainda era uma
conjectura).

A idéia é obter uma func¢ao que determina o nimero cromatico de um grafo qualquer,
e o namero de coloragoes associadas. Vamos definir a seguir o polindémio cromético e como

determinar o nimero cromético do grafo a partir dele.

Defini¢ao 3.3. O polinémio cromdatico, Pg(k), é uma funcio que conta o nimero de col-

oragoes de G com k cores.
Proposicao 3.3. O menor k que satisfaz Pg(k) > 0, é o numero cromdtico de G.

Para demonstrar a Proposicao 3.3 parte do fato que pela Definicao 3.2 temos que o
numero cromatico do grafo é o menor niimero de cores necessarias para obter uma coloragao
de G' e Pg(k) conta o nimero de coloragoes de G (Defini¢ao 3.3), logo se k < x(G) entao
Pg(k) =0, assim Pg(k) > 0 se k > x(G).

Em alguns grafos, o polindmio cromético é obtido facilmente, usando apenas principios
basicos de contagem. Considere um conjunto W com k cores, que serao utilizadas para

colorir os grafos abaixo.

e Grafo nulo:

=
=

Figura 3.3: Exemplo de coloragao no grafo nulo.

Seja G o grafo nulo representado na Figura 3.3. Seus vértices podem ser coloridos

utilizando de forma aleatoria qualquer uma das k cores do conjunto W, ou seja, es-
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colhendo um vértice para colorir, podemos usar qualquer uma das k cores de W. O
segundo vértice, assim como os demais, nao sao adjacentes ao primeiro ja colorido,
podendo entao também ser colorido com qualquer uma das k cores do conjunto. Uti-
lizando esse raciocinio recursivamente, obtemos o polindémio croméatico do grafo nulo

acima;:

Po(k) = k.k.k.kkkkk=Fk.

Generalizando para um grafo nulo qualquer com n vértices temos:

Pg(k) = k™.
e Grafo completo:
k
k-1 k-2
k-3 k-4
k-5

Figura 3.4: Exemplo de coloragao do grafo completo K.

Para colorir o grafo completo K representado na Figura 3.4, vamos escolher qualquer
um dos vértices, por exemplo v, e atribuir qualquer uma das k cores do conjunto
W. Como os demais vértices sao todos adjacentes a v, devemos escolher um vértice
qualquer u e, atribuir a ele qualquer uma das k — 1 cores restantes em WW. Note que
para o proximo vértice escolhido, pode ser atribuida qualquer cor do conjunto W dentre
as k — 2 restantes, pois retiramos apenas as cores utilizadas em v e u. Para o proximo

vértice temos k — 3 cores dentre as k cores do conjunto W e assim por diante.
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Logo, temos que o polinomio croméatico do grafo completo Kg é

Pe(k) = k(k — 1)(k — 2)(k — 3)(k — 4)(k — 5).

Generalizando para um grafo completo com n vértices, K,,, temos:

Pa(k) = k(k —1)(k —2)(k—3)...(k—n+1).

e Arvore:

Figura 3.5: Exemplo de coloragao de uma arvore.

Vamos atribuir uma cor dentre as k cores do conjunto W a um dos vértices da arvore
representada na Figura 3.5, por exemplo v. Em seguida, atribuimos qualquer uma das
k — 1 cores restantes em W aos vértices adjacentes a v. Temos entao £ — 1 cores para
colorir os vértices que nao sao adjacentes ao vértice v, mas sao adjacentes aos demais
j& coloridos, pois ja se pode usar a cor utilizada para colorir v novamente. Note que
para os demais vértices, sempre temos k — 1 cores do conjunto W para atribuir, pois a
tnica cor que nao pode ser utilizada é a dos vértices adjacentes a ele. Assim, obtemos

o seguinte polindbmio cromatico

Po(k)=k(k —1)(k—1)(k— 1)k — 1)(k — D(k — 1)(k — 1)
=k(k—1)".
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Generalizando para uma arvore qualquer com n vértices temos:

Pa(k) = k(k — 1)

Entretanto, se G é um grafo qualquer, a fungao Pg (k) nao é obtida facilmente. Mostramos

a seguir um teorema que nos auxilia a obter Pg(k) de um grafo G recursivamente.

Teorema 3.4. (Teorema da remogao-contrag¢ao) Sejam G um grafo simples e uma dada

aresta e = (v,w). Considere os grafos G — e e G/e. Entao:

Pa(k) = Pa—c(k) — Pgye(k).

Demonstragao: Seja e = (v,w) uma aresta de G. Vamos analisar os seguintes casos:

1. Se os vértices v e w tem cores diferentes, posso adicionar a aresta e ao grafo G —e, e
o nuimero de coloracoes diferentes com k cores desse grafo nao muda. Logo, G — e e G tem
o mesmo nimero de k-coloragoes.

11. Se os vértices v e w tem cores iguais, posso contrair esses vértices no grafo G — e, e
o niimero de coloragoes diferentes com k cores desse grafo nao muda. Logo G — e e G /e tem
o mesmo nimero de k-coloragoes.

Comoi. e ii. sao disjuntos, o nimero total de coloragoes do grafo G—e é Po(k)+Pg e (k).
Logo,

Pao(k) = Po(k) + Poye(h)

ou seja

Po(k) = Po—e(k) — Pgje(k).

0

Para ilustar o teorema, vamos utilizar um dispositivo intruduzido po Zykov [39, 24|,
onde um diagrama do grafo é usado para descrever o seu polindémio cromético. A Figura
3.6 mostra, passo a passo esse processo de remocao-contragao, utilizando o Teorema 3.4.
Considere que temos um conjunto contendo k cores, para ser utilizado para colorir os vértices

desse grafo.
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. ]

MZ -
v kik - 1)(k - 2)

@: | V I7
TR kk (k- 1)(k-2) kik-1)(k-2)

e by

Figura 3.6: Passo a passo do processo de remogao-contracio do grafo G.

=
I

No passo (a), retiramos a aresta e; e contraimos os vértices v e w do grafo G. Obtemos
desse processo dois grafos, um que ainda serd retirado uma aresta, e;, e contraido seus
vértices (passo (a’)) e outro, o K3, cujo polindmio cromatico é conhecido. No passo (a’),
temos mais uma vez o K3 e outro grafo que é o K3 com um vértice isolado, onde podemos
usar qualquer uma das k cores para colorir. No passo (b), estdo representados os grafos
resultantes da remocao-contracgao.

Entao, o polindmio cromatico de G é:

Po(k) = k*(k — 1)(k —2) = 2(k(k — 1)(k — 2))
= k*(k* — 3k +2) — 2k(k* — 3k + 2)
= k* — 5k% + 8k* — 4k.
Observe na Figura 3.6 que o passo (a’) ndo seria necessario, pois o grafo resultante
G — ey, é o grafo completo K3 acrescido da aresta es, ou seja, temos um vértice pendente.

Os vértices do K3 podem ser coloridos de k(k — 1)(k — 2) maneiras. Note que para colorir

o vértice pendente, a tinica cor que nao pode ser utilizada ¢ a de seu vértice adjacente, logo
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temos k — 1 cores possiveis para colorir esse vértice. Desta forma, o niimero de coloragoes

do grafo G — ey ¢ k(k — 1)*(k — 2), o que resulta em

Po(k) = k(k —1)*(k —2) — k(k — 1)(k — 2)
= k* — 5K® 4+ 8k* — 4k.

Corolario 3.1. A funcao Pg(k) de um grafo G simples é um polinémio.

Demonstragao: Seja G um grafo simples com n vértices e m arestas.

Utilizando o Teorema 3.4, obtemos dois grafos, G — e e G /e, que possuem pelo menos
m — 1 arestas, pois no processo de contracao de arestas, os lagos e arestas paralelas sao
eliminados.

Repetindo o processo em G — e e depois em G /e obtemos quatro grafos, cada um,
com pelo menos m — 2 arestas, e assim por diante. Como em G — e retiramos aresta e G /e
contraimos as arestas, no final do processo, vamos obter grafos nulos.

Em um grafo nulo, a fun¢ao Pg(k) é polinomial, e entao Pg(k) de um grafo qualquer
também serd, pois é a soma dos polinémios cromaticos dos grafos nulos.

g

Vamos considerar o grafo G representado na Figura 3.7 abaixo. Utilizando o Teorema

3.4, obtemos os grafos que nos fornecem o polinémio cromético do grafo original G.
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G: 4
]
5 6
3 2 3 2 5 24
e
4 = 4 v - v
1 1 1
5 6 5 6 5 6 \
3 2 /% 2 3 24 3 245
— 4 - Q4w - -
1 1 1 1
5 6 5 \ 5 6 6
3 2 36 2 365 2 3 24 3 245
=@4 - 4 - 0{—.\. - —+
1 1 1 1 1
5 6 5 5 6 6

Figura 3.7: Processo de remogao-contracdo para determinar o polinémio cromatico do grafo G.

Temos entao que o processo de remocao-contracao gerou cinco grafos. O polinémio

croméatico do grafo original, é a soma dos polinémios crométicos de cada grafo obtido no

processo. Assim:

Po(k) =k(k—1)° —k(k — D* + k(k — 1) —k(k — D* + k(k — 1)*(k — 2)
=k(k—1)2[k—=1P°=(k—12*+(k—-1)— (k—1)>+ (k- 2)]
=k(k* =2k + D[ — k> —2k* +2k+k—1—k*+2k — 1+ k—1
— k24 2%k—14+k—2]
= (k* — 2k* + k)[K® — 5k? + 9k — 6]
= k% — 5K° + 9k* — 6k — 2k° + 10k — 18K + 12K* + k* — 5K® + 9k* — 6k

Pg(k) = K® — Tk° + 20k* — 29K® 4 21k* — 6k

Note que:
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Pg(1) = 0; Pg(2) =0; Pe(3) =36

Assim, o menor numero de cores necesséarias para colorir G é 3, ou seja, x(G) = 3.
Podemos colorir G de 36 maneiras diferentes utilizando 3 cores.

Pela demonstragao do Corolario 3.1, podemos notar que se G é um grafo com n vértices,
entao P (k) tem grau n. No proximo teorema, vamos enunciar outros resultados importantes

que garantem que PG(k) é um polinémio.

Teorema 3.5. O polinémio Pg(k) de qualquer grafo com n vértices, € um polindmio moénico®
em k, com coeficientes inteiros, sendo o maior termo k™, termo constante igual a zero e os

demais termos alternando de sinal.

Demonstragao: Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Vamos provar por indugao
sob o niimero de arestas de G.
Se m = 0, entao G é um grafo nulo e Pg(k) = k™.
Supondo valido para todo grafo com m — 1 arestas, vamos provar que vale para todo
grafo com m arestas.
Pelo Teorema 3.4 temos que Pg(k) = Pg_c(k) — Pgje(k). Como G —e e G/e tem menos
que m arestas, pela hipétese de inducao, existem inteiros nao negativos a; eb;, 1 =1,...,n—1

tais que:

n—1 n—2

Poo(k) = 3 (=1)"aik! + k" e Pge(k) =Y (1) bkl + k"

i=1 i=1

Logo, como Pg(k) = Po_c(k) — Pgje(k) temos:

3
—

n—2
Po(k) =) (=1)"a;k' + k" — (Z(—l)”“biki + k”l)

=1

S -
|
[

n—2
(=) faik’ 4 (1) Vg, kM B+ Z(—l)"*ibik" — k!

i=1

(]

3 -
[l
[ R

— (_1)n—i(ai + bz)kl o (an—l 4 1)k’n_1 4 K
1

7

1O coeficiente do termo de maior grau é 1.
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O
E facil observar que o coeficiente de k™ é igual a um, pois utilizando o Teorema 3.4
recursivamente, obtemos Pg (k) através de grafos nulos. Da mesma forma, o termo constante
é zero, pois caso contrario Pg(0) > 0 e entao poderiamos colorir G usando zero cores, o que
é um absurdo!
Pelas Figuras 3.6 e 3.7, podemos verificar que de fato, os polinomios obtidos sao da
forma descrita pelo Teorema 3.5. Outro fato que podemos relatar através desse polinémio é
que o coeficiente do termo k"' é igual ao ntimero de arestas do grafo. Esse resultado esta

formalizado no préximo corolario.

Corolario 3.2. O coeficiente do termo k™' em Pg(k), de qualquer grafo G com m arestas,

€ —m.

Demonstragao: Seja G um grafo com m arestas e n vértices. Vamos provar por indugao

sob o niimero de arestas de G.

Se m = 0, entao G é um grafo nulo, logo Pg(k) = k™.

Se m = 1, entao Pg(k) = k" '(k — 1) = k" — 1k" 1.

Vamos supor que vale para todo grafo com m — 1 arestas e provar para um grafo com
m arestas.

Pelo Teorema 3.4 temos que Pg(k) = Pg_c(k) — Pgje(k). Como Pgje(k) e Pg_. tem
menos do que m arestas, temos pela hipotese de indugao e pelo Teorema 3.5 que:

-2

Po_o(k) =Y (=1)"a;k" — (m — )K" 4 k"

3

Poye(k) = 3 (=11 ibk! — (m — 1)k 2 4 k!
=1

Entao como Pg(k) = Pg—c(k) — Pgje(k), logo:
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n—2
Po(k) = S (1) aiki — (m — 1)kt + k"
=1
n—3
_ (Z(_l)n—l—zbzk_z o (m . 1>kn—2 + kn—l)
=1
n—2

g
Trazemos a seguir um resultado sobre os grafos desconexos encontrado em [24], que

mostra como obter o polindémio cromatico quando o grafo é desconexo.

Proposicao 3.4. Se G € um grafo desconero, Pg(k) € o produto dos polinémios de cada

componente.

Considere o grafo desconexo da Figura 3.8, o qual utilizaremos para ilustrar a Proposic¢ao

3.4.

Figura 3.8: Grafo desconexo G e suas componentes, G e Ga.

Vamos determinar o polindbmio cromatico de cada componente de G, aplicando re-

cursivamente o Teorema 3.4, e em seguida utilizaremos o resultado da Proposicao 3.4 para
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determinar Pg(k). Iniciamos pela primeira componente, G1, que esta representado na Figura

3.9.

13

N
-2
4

5
43

1 1 l
i <\A -
2 = 2 =
4 4
3 3
4
k(k - 1)

Figura 3.9: Processo de remogao-contracio da primeira componente do grafo desconexo G.

1
k(k - 1)k - 2)

Pela Figura 3.9 vemos que o processo é iniciado, removendo e contraindo a aresta
e1 = (1, 3), obtendo dois grafos, G; —e; e G1/e;. Como GGy /e; € uma arvore, nao é necessario
utilizar novamente o Teorema 3.4. Em seguida, continuamos o processo somente em G — ey,
removendo e contraindo a aresta e; = (3,4), obtendo dois novos grafos cujo polindmio
cromatico sao conhecidos.

O polinémio cromatico Pg, (k) é obtido da soma e subtragao dos polinomios dos grafos

obtidos na Figura 3.9, determinados através da remocao-contragao, assim:

Po, (k) =k(k —D* —k(k — 1)*(k —2) — k(k — 1)
= k(k = 1)?[(k - 1)* = (k—2) = (k= 1)]
=k(k* =2k +1)[k* =2k +1—k+2—k+1]
= (K* = 2k* + k) (K* — 4k + 4)
= k® — 4k" + 4K° — 2k" + 8k® — 8K® + k° — 4k* + 4k

Pg, (k) = k® — 6k* + 13k> — 12k* + 4k.

Note que a outra componente, Go, do grafo G que esté representado na Figura 3.10
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formada pelos vértices {6,7,8}, é uma arvore. Assim, o seu polindémio ja é conhecido e nao

necessitamos aplicar o processo de remogao-contragao.

Figura 3.10: Componente Go.

Logo, Pg,(k) é o polindmio cromético da arvore com trés vértices, assim:

Pa, (k) = k(k — 1)
=k(k* -2k +1)
Pg, (k) = k* — 2k + k.

Temos entao pela Proposicao 3.4 que Pg(k) = Pg, (k).Pg,(k), assim:

Py (k) = Pg, (k).Pg, (k)
= [k° — 6k" 4+ 13K> — 12k? + 4K][k® — 2k* + K]
= k® — 2K + k% — 6k" + 12k° — 6K° + 13K° — 26k°
+ 13k — 12k5 + 24k* — 12K3 + 4k* — 8k3 + 4K?

Po(k) = k® — 8k" + 26k° — 44K° 4 41k* — 20k3 + 4K2.

Obtemos entao, que o menor ntimero de cores para colorir o grafo desconexo da Figura
3.8 ¢ 3, pois Pg(1) =0; Pg(2) =0 e Pg(3) = 144.

Observe que o polindmio croméatico do grafo desconexo da Figura 3.8, tem o termo
constante e o termo de grau um iguais a zero, ou seja, o termo de menor grau desse polinomio
é k?. Sem perda de generalidade, o polindomio cromatico de um grafo desconexo tem como
termo de menor grau, aquele referente ao ntimero de componentes do grafo, ou seja, um

f 3 t lo, t t d k? t K, k
grafo com 3 componentes, por exemplo, tem como termo de menor grau k° e os termos k=,

e constante iguais a zero.
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O fato dos grafos desconexos apresentarem essa propriedade, caracteriza algumas das
dificuldade encontradas para determinar quais polinémios sao cromaticos, além de outros

problemas ainda em aberto, que serao discutidos na préxima secao.

3.3 Problemas em Aberto

Vamos apresentar aqui alguns resultados parciais, ou ainda nao provados que podemos en-

contrar na literatura com relagao ao polindémio cromatico.

1. Em [24] encontramos uma discussao sobre a dificuldade de caracterizar os grafos que tem
o mesmo polindémio cromético, e quais polindmios sao cromaticos. Um exemplo de um
polinébmio que nao é cromatico, mas satisfaz as propriedades descritas no Teorema 3.5

e no Corolario 3.2, é k* — 3k® + 3k2.

Este polinémio poderia ser associado a um grafo com 4 vértices, 3 arestas e 2 com-
ponentes, mas um grafo com essas caracteristicas ¢ G que contém uma componente
sendo o K3 e a outra o K. O polinémio cromatico de G ¢ Pg(k) = k* — 3k3 + 2k2.

Isto mostra que o polindémio k* — 3k + 3k? nao é cromatico.

Outro exemplo de polinémio que nao é cromatico é k* — 3k3 4 3k? — 2k, que pode ser
associado a um grafo com 4 vértices, 3 arestas e 1 componente. Porém, para k =1 o

valor do polinémio é —1, que é um absurdo!

Outro problema em aberto, é sobre os coeficientes dos termos de Pg(k) descritos a

seguir.
2. Read [31] conjecturou que os p primeiros coeficientes dos termos do polinémio cromatico,
em valor absoluto, sao estritamente crescente e os demais estritamente decrescentes.

Podemos notar que o polindémio cromético do grafo da Figura 3.7, cujos coeficientes

em valor absoluto sao (1, 7, 20, 29, 21 e 6) satisfazem a conjectura.

O grafo desconexo da Figura 3.8 também tem os coeficientes dos termos do polinémio

cromético de GG satisfazendo essa propriedade.
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Para finalizar, apresentamos uma conjectura sobre a multiplicidade da raiz k£ do polinémio

Pg(k) e o que ela representa no grafo.

3. Em [10] Chia apresenta algumas propriedades sobre a multiplicidade da raiz do polinoémio

Pa(k).

A multiplicidade da raiz k = 0 caracteriza o niimero de componentes do grafo. Por ex-
emplo a raiz k£ = 0 do polinémio croméatico do grafo GG da Figura 3.8 tem multiplicidade

2, logo esse grafo tem duas componentes.

Ja a multiplicidade da raiz k = 1 caracteriza o nimero de blocos do grafo (ver Segao
2.2). Por exemplo, o grafo da Figura 3.8 tem 4 blocos, uma vez que a multiplicidade

daraiz k=1 ¢ 4.

O que pouco se sabe é sobre as propriedades estruturais de G que podem ser deduzidas
da multiplicidade da raiz & = 2. O polinémio croméatico do grafo desconexo G da
Figura 3.8 tem a raiz £ = 2 com multiplicidade 2. O que isso pode representar no

grafo?



Capitulo 4

Propostas de Solucao do Problema de

Coloracao

Neste capitulo apresentamos a formulagao matematica do Problema de Coloracao em Grafos,
através de Modelos de Programagao Inteira. O estudo realizado e as formulagoes apresen-
tadas aqui foram baseados principalmente nos trabalhos de Diaz e Zabala [15, 16] e Mehotra
e Trick [30]. Na Secao 4.1 apresentamos duas formulagdes para o problema e algumas in-
equagoes que reforcam uma dessas formulagoes. Na Secao 4.2 discutimos alguns métodos
de solugao propostos na literatura, assim como alguns estudos e trabalhos que estao sendo

realizados utilizando esses métodos.

4.1 Modelos de Programacao Inteira

A maioria dos problemas em otimizagao em grafos pode ser formulado como um problema
de programacao inteira (PI). Apresentamos nesta se¢ao duas formulagoes para o Problema
de Coloragao em Grafos, uma baseada na Formulacao por Conjuntos Independentes Maxi-
mais proposta por Mehotra e Trick [30] e outra proposta por Diaz e Zabala [15] (ver Secao
4.1.1). Apresentamos também as dificuldades de encontrar uma solugao através da formu-
lacao proposta por Diaz e Zabala e finalmente algumas inequagoes validas que sao utilizadas

na reformulagao do problema (Segao 4.1.2).

42
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4.1.1 Formulagoes Classicas

O problema de coloragao em grafos é um dos problemas mais estudados em Teoria dos Grafos.
Dos trabalhos encontrados na literatura, o que alcancou os melhores resultados em termos
de limite inferior para o problema de colorac¢ao é o de Mehotra e Trick [30], como veremos
na Secao 4.2.1. Neste trabalho, os autores propoe uma formulagao do problema baseado na
cobertura por conjuntos independentes maximais.

Esta formulagao, chamada Formulacao por Conjuntos Independentes Maximais, associa
uma variavel binaria para cada conjunto independente maximal do grafo. Vamos considerar
S como sendo a familia de todos os conjuntos independentes maximais do grafo G. Definimos
a variavel binaria xg, s € S, que recebe valor 1 quando o conjunto independente s recebe uma
dada cor, e 0 caso contrario. O critério de otimizagao é determinar a quantidade minima de
conjuntos independentes maximais necessaria para cobrir todos os vértices do grafo, ou seja,

min g Ts.

se S

E necesséario garantir que todos os vértices sejam coloridos, ou seja, cobertos por pelo
menos um conjunto independente, assim temos:

Y x>l deV.
{s: i€ s}

Note pela restricao acima que xs = 0 nao impede que os vértices de s sejam coloridos,
ou seja, os vértices de s podem receber cores distintas se cobertos por outros conjuntos
independentes. Observe também, que a restricao de que dois vértices adjacentes recebem
cores distintas é satisfeita pela propria definicdo das varidveis. Assim, a formulacao do
problema de colora¢do minima baseada na cobertura por conjuntos independentes (C1) é

entao:

min E T

s€e S

s.a. Z xs > 1 eV (4.1)

{s: i€ s}

zs € {0,1} seS
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Esta formulagao possui uma restricao por vértice, mas o nimero de conjuntos indepen-
dentes de um grafo pode ser exponencial, e entao podemos ter um nimero exponencial de
variaveis na formulagao, o que torna o problema dificil de ser tratado. Outra dificuldade é o
fato de que os vértices sao multicoloridos, o que pode gerar coloragoes equivalentes.

Considere o grafo da Figura 4.1 abaixo. Temos que S = {s, 2, S3, S4, S5, S¢, 7} onde
s1 ={1,3,6,8}, so=1{1,3,9,10}, s3=1{1,3,8,10}, s4={1,4,6,8},

s5 =12,4,6,8}, s¢=1{3,5,7,9} e s;r=1{1,3,6,9},

ou seja, G tem sete conjuntos independentes maximais.

Figura 4.1: Representacio de um grafo G com 10 vértices e 15 arestas.

A formulagdo matemética por Conjuntos Independentes Maximais (C7) do grafo da

Figura 4.1 é:
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min T, + Ts, + Tsy + Ts, + Tsy, + Tsg + T,

Y
—_

S.a. Tg + Tgy, + Ty + T, + T,

Vv
—_

Ly

Y
—_

T, + Tsy + Ty T Tsg + Ty

v
—_

Tsy + Tss

8
&
Y

—

(4.2)

v
—_

Tsy T Ts, T Ty

&
&
Y

—_

v
—_

Ts, + Ty + Tsy + Ty

Vv
—

Lsq + Tse + Tsy

v
—_

Ty T Ty

zs € {0,1} seS

Note que uma possivel solucao é x5, = x5, = 5, = 1, ou seja, os vértices do grafo da
Figura 4.1 sao cobertos pelos conjuntos independentes {1,3,9,10},{2,4,6,8} e {3,5,7,9}.
Com essa solucao os vértices 3 e 9 sao multicoloridos.

Uma forma de tentar evitar essa simetria das solucoes do problema ¢é utilizar uma
formulagao alternativa para conjuntos independentes (nao so os conjuntos maximais), através
da substituigao da desigualdade na Formulagao (4.1) por uma igualdade. Embora o modelo
(4.1) possa ter um numero alto de variaveis, se utilizarmos uma técnica de geragao de colunas
[30] esse problema pode ser tratado, como serd visto na Segao 4.2.1. Podemos encontrar
também alguns algoritmos de resolugao para a Formulacao (4.1) em [11].

Diaz e Zabala [16] trazem uma outra formulagao para o problema de coloragao. Essa
formulagao é baseada em restri¢oes de atribui¢ao. Dado um grafo G(V, A) com n vértices,
m arestas e um conjunto de n cores, vamos definir duas variaveis.

Seja x5, ¢ € V e 1 < j < n uma variavel binaria que indica se a cor j foi atribuida ou

nao a um vértice i (z;; = 1 se o vértice i for colorido com a cor j e x;; = 0 caso contrario)
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e wj, com valor 1 se a cor j for atribuida a pelo menos um vértice de V. A variavel w;
controla o uso ou nao de cada cor j. O critério de otimiza¢ao é minimizar o ntimero de cores
necessarias para obter uma coloragao do grafo, temos entao:
n
min E wj.
i=1
Devemos assegurar que cada vértice de V' ird receber exatamente uma cor e também

que os vértices adjacentes recebam cores diferentes. Temos entao as restri¢oes:

ixij_l VieV

Jj=1

Tij + T < wj \V/(ZJC)EA,lS]Sn

Uma formulagao de Diaz e Zabala [12, 15, 16] para o problema de coloragao de vértices

¢é entao:

n
Z = min E w;j

j=1
s.a. inj =1 VieV (a)
j=1
(4.3)
rii 4y <w;, V(,k)eA 1<j<n (b)

l’ijE{O,l} VieV,1<j<n

w; €{0,1} 1<j<n ()

Note que esta é uma formulagao simétrica, pois qualquer permutacao de cores fornece
solugdes factiveis, com o mesmo valor da fungao objetivo [17]. Tlustramos esse fato na Figura

4.2 abaixo, onde obtemos uma coloragao simétrica utilizando o niimero minimo de trés cores.
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Figura 4.2: Duas coloracdes simétricas para o grafo G.

Pela Figura 4.2, vemos que os vértices de Gy, 1, 3 e 6 receberam a cor 1 (isto é
T = T31 = T = 1), enquanto que os grupos de vértices 2, 4, 7 e 5, 8 receberam a cor 2
e 3 respectivamente, ou seja, Tog = Tyo = Tyo = 1 e x53 = w33 = 1. Ja em G5 temos que
os vértices 1, 3 e 6 recebem a cor 4 e os grupos de vértices 2, 4, 7 e 5, 8 recebem a cor 5
e 6 respectivamente. Isto nos fornece duas coloracoes simétricas de GG, ou seja, utilizando o
minimo de trés cores, obtém-se duas solugoes equivalentes para o mesmo problema.

Na préatica, essa simetria define um ntimero exponencial de coloragoes, o que torna a sua
utilizacao invidvel para instancias grandes. Apresentamos a seguir, algumas inequagoes que
melhoram a Formulagao (4.3), excluindo algumas solugbes simétricas do conjunto solu¢ao do

problema.

4.1.2 Reformulacao: Inequacoes validas

Como mostramos na Se¢ao 4.1.1, dada uma k-coloracao de GG, qualquer escolha de k cores
do conjunto {1, ..., n} fornece uma solugao factivel para o poliedro associado a Formulagao
(4.3), e essas solugbes sao todas equivalentes (possuem o mesmo valor de z).

Definimos a seguir duas inequagoes que eliminam algumas das solu¢oes simétricas fac-

tiveis para a Formulagao (4.3). Estas restrigoes adicionais sao definidas por:
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w; >wip V1<j<n-—1 (a)
(4.4)
i€V

Este conjunto de restricoes garante que a cor j + 1 s6 sera atribuida a algum vértice se
a cor j ja tiver sido utilizada na coloracao de outros vértices. Assim, uma nova formulagao

do problema de coloragao é:

n
Z = min E w;

j=1
s.a. Z[Bij =1 VieV (a)
j=1
I‘ij—f—l'kijj V(Z,k})eA,léjfn (b)
(4.5)
w; > Wi Vi<j<n-1 (c)

eV

JiijE{O,l} VieV, 1<j57<n

w; € {0,1} 1<j<n.

Observe que assim, coloragoes com indice maior que k (dada uma k-coloracao do grafo)

nao sao consideradas na Formulac¢ao (4.5) e a simetria exposta na Figura 4.2 é eliminada.
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Figura 4.3: Duas solugoes simétricas pertencentes ao espaco solucio do problema.

Porém ainda existe simetria no conjunto solucao do problema como mostrado na Figura
4.3. Essas simetrias estao relacionadas a permutacao das trés cores necessarias para colorir
os vértices do grafo. Em G, os vértices 1, 3, 6 receberam a cor 1 enquanto que em Gy a cor
1 foi atribuida aos vértices 2, 5, 7. A cor 2 e 3 foram atribuidas aos grupos de vértices 2, 4,
7 e b, 8 de Gy e aos grupos de vértices 1, 3, 6 e 4, 8 de (G5 respectivamente. Embora ainda
existam essas simetrias, o espago de solugdes viaveis da Formulagao (4.5) tem uma redugao
significativa.

Outras classes de inequagbes propostas em [12, 16, 17| podem ser uteis na resolugao do
problema. Considere o poliedro associado & Formulagao (4.5), o qual chamaremos por (C'P)

[16]. Descrevemos a seguir essas inequagoes.
e Inequagao Conjunto Independente

Considere uma coloragao 6tima de GG. O conjunto de todos os vértices coloridos com
uma determinada cor (jo) ¢ um conjunto estavel (ver Definigao 2.2), e a cardinalidade deste
conjunto nao excede o numero de estabilidade interna de G, a(G) (ver Secao 2.1). Adaptando
essa propriedade para um subgrafo G'(V’,; A") de G, temos que a inequagao:

Z Lvijo < Oé(G,)ij (46)

v, € V!
¢ valida para (CP), Vjo = 1,...,n, onde o(G") é o namero de estabilidade interna de G'.
Para exemplificar a utilizacdo dessa inequagao, considere o subgrafo G’ do grafo G

representado na Figura 4.1 formado pelo conjunto de vértices {1,2,5,6,7}. O ntamero de
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estabilidade interna de G’, a(G'), ¢ 3. Logo
Tuyjo t Tugjo T Tugjo T Tugjo T Loz < 3wj0

¢ uma inequagao valida para (C'P). Temos entdo que no maximo trés vértices sao coloridos
com a cor jg.

Desde que a(G') < 2, a inequagao (4.6) define uma faceta do (C'P), pois qualquer
(n — a(G") + 1)-coloragao que atribui a cor jo a um conjunto independente maximal de G’
satisfaz a inequacao em equagdo. Entretanto se o(G’) > 2, a inequagao nao é uma faceta,
pois nao existe uma n-coloragao satisfazendo a inequagao em equagao [16].

A proposigao a seguir define uma inequagao valida baseada em (4.6) e as condigbes

para que defina uma faceta.

Proposicao 4.1. [16] Seja G' = G(V'), V' C V, o subgrafo induzido de G. Considere o
numero de estabilidade interna de G', o(G'), e seja jo < n — a(G’). Entdo a inequagao

Congunto Independente

Z Tugjo + Z Z Toj < (G )W)y + Wp—a@ry+ (4.7)

vie V/ v,€eVj=n—a(G)+

¢ vdlida para (CP). Se,
a(G) < a(G);

o Vu, € V\V', o subgrafo G[V'U{v;}| contém um conjunto independente de cardinalidade
((@) +1);

e czistir um conjunto independente maximal I de G', tal que G[V \ I] nao é um clique;
o cxistir apenas X (G)-coloragdes que satisfazem a inequag¢ao em equagdo
entao a inequacdao (4.7) define uma faceta para o (CP).

A inequagao (4.7) mostrou-se muito util para subgrafos cujo ntimero de estabilidade

interna é conhecido [16]. Porém, determinar o nimero de estabilidade de um grafo é um
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problema tao dificil quanto o problema de coloragao, o que torna a inequacao vantajosa
apenas em alguns casos.
Os conceitos de clique (ver Segao 2.2), hole e conjunto de vizinhos de um dado vértice

v; (ver Segao 2.1), também sao tteis para derivar inequagoes validas para a Formulagao (4.5)

[16].
e Inequacao Clique
Como todos os vértices de um clique sao mutuamente adjacentes, nao podemos atribuir
uma cor a mais de um vértice. A proxima proposi¢ao formaliza essa observagao.

Proposicao 4.2. [16] Seja K um clique mazimal de G e 1 < jo < n — 1. A Inequagao
Clique,

D wugy <wy, (4.8)
v, € K
define uma faceta para (CP).

O grafo da Figura 4.1 tem trés cliques maximais, K' = {1,2,7}, K? = {4,5,10} e
K3 = {5,6,10}, logo as inequagoes (4.9) definem facetas para (C'P).

E , L, 50 < Wy

. 1
vi€ K Loy jo + Lvgjo + Luzjo < Wiy
Toin < W5
E vijo = Wjo — Togjo T Tusjo T Turgjo < Wy (4-9)
v; € K2
Tusjo T Tugjo T LTuigho < Wi,
E Tojo < Wiy
v; € K3

e Inequacao Hole

A préxima proposicao define uma inequagao valida baseada no uso da subestrutura

hole.
Proposigao 4.3. [16] Seja Cy um hole de G de tamanho k e 1 < jo < n — |k/2]. A

inequacao Hole

Do muget Y, D @y < Lk/2Jwj + wae ko (4.10)

v; € Cg €V j=n— Uc/2j+1
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¢ vdlida para (C'P).

No grafo da Figura 4.1 temos um hole de tamanho 5, C5 = {1,2,3,4,5}. Logo, uma

inequagao valida para (C'P) baseada nesse hole é

10
Do Tu T Y D uy S 2wy wy

v, € Cs vueEV =9
ou seja,
L1 jo + Lvajo + Lvgzjo + Lvgjo + Lvsjo + § : Lv;9 + E : Lv;10 < 2wjo + wy. (4'11)
v;eEV v;,eEV

e Inequacao de Vizinhanca

Para definirmos a inequagao de vizinhancga, vamos considerar inicialmente o subcon-
junto das restrigoes (4.3(b)) definida para os vizinhos de v;, N(v;). Para isso, denotamos
|N(v;)| = 0(v;) para todo 1 < jo <n—1ewv; € V. Se adicionarmos todas as restri¢oes do

subconjunto, obtemos a seguinte inequagao valida

> @y + (0@ < 0(vi)w;,. (4.12)
ke N(’UL)

Considere o vértice 5 do grafo da Figura 4.1. Temos que N(vs) = {1,4,6,10}, logo
d(vs) = 4. Entéo o conjunto de restrigoes
Tusjo T Tuyjo < Wi,
Tusjo T Togjo < Wiy
Tusjo T Tugjo < Wy
Tusjo T Tuygjo < Wi

pertencente a Formulagao (4.5) pode ser substituido pela inequagao valida

D wgo + Ay, < dwy,. (4.13)
kGN(’Us)

Observe que ou o vértice vs é colorido com a cor j, ou os vizinhos de v5 0 sao. Porém,
nem todos os vizinhos de v5 sao coloridos com a cor jy. No nosso exemplo, os quatro vizinhos

nao podem receber a mesma cor pois vg ¢ também vizinho de vy e vg.
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Se substituirmos 0(v;) da inequagao valida (4.12) por r = a(G[N(v;)]), ou seja, pelo
ntmero de estabilidade interna do subgrafo induzido pelos vizinhos de v; e além disso tivermos
1 < jo <n—r+1, entao as solugoes factiveis que satisfazem essa nova inequacao em equacao,
tem z,,; = 0 para todo j > n —r + 2. A inequacao definida na préxima proposigao resulta

da aplicacao desse processo.

Proposigao 4.4. [16] Seja v; € V' tal que r = a(G[N(v;)]) nao é menor que 2. A inequagdo

Vizinhanca
r—1
Z Tujo + T'Tu,jo + Z jxvmfr+j+1 < rwj, (414)
uw€ N(v;) ji=1

¢ uma faceta para (CP) para todo 1 < jo <n—r+1.

Considerando o exemplo anterior, substituimos d(vs) = 4 por r = a(G[N(v5)]) = 2. O

subgrafo induzido pelos vizinhos de v5 esta representado na Figura 4.4 abaixo.

G[N(w)] -
10 4

Figura 4.4: Subgrafo induzido pelo conjunto de vizinhos de vs do grafo G da Figura 4.1.

Temos entao que a inequacao
§ : Tujy + 2xv5j0 + Tys10 < 2wj0
u€ N(vs)
ou seja,
Toijo T Togje T Tugjo + Toigjo T 2%}5]‘0 + Tys10 < 2wj0 (4'15)

é uma faceta para todo 1 < jo < 9.

e Inequacao Bloco de Cor
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Uma nova inequagao que elimina solugoes simétricas serd apresentada a seguir. Para
isso, note que as restrigoes definidas em (4.4) impoem que qualquer solugao factivel do
politopo (C'P) que néo utiliza a cor jy, nao pode usar cores com indice maior que jo. Além
disso, qualquer vértice em V' nao recebe mais que uma cor. A proxima proposi¢ao traz juntas

essas duas observacao.

Proposicao 4.5. [16] A inequa¢io Bloco de Cor

D s < wj, (4.16)

J=1Jo

¢ vdlida para (CP) para todo vy € V el < jo <n—1.

e Inequacao Caminho Multicolorido

Considere agora um caminho Py = vy,..., 0, k > 3 e um conjunto {cy,...,¢;} de k
n
cores tal que ¢, > ¢;, 1 =1,...,k — 1. Somando a inequagao Bloco de Cor Z Ty,j < We,, ©
Jj=ck

a 1restrigao Ty, + Ty, ¢; < We, Tesulta na seguinte inequagao:

k—1 k n k—1
$v161 + Z(xvici—l + xvici) + 'I"Ukck—l + Z Z xvij S kak + Z wCz‘

=2 i=1j=cg i=1
Essa é uma inequagao valida, porém dominada pelo conjunto de inequacoes utilizadas
para obté-la. Observe que o coeficiente de w,, pode ser reduzido a 1, preservando a validade
da inequacao, uma vez que nao sao necessarias mais de k cores para colorir um conjunto

com k vértices. Obtemos entao o seguinte resultado.

Proposicao 4.6. [16] Seja P, = vi,...,v;, k > 3, um caminho e considere o conjunto
{c1,..., ¢} de k cores tal que cx > ¢;, i =1,...,k — 1. A inequac¢io do Caminho Multi-

colorido

k—1 k n k—1
Tyre; + Z(xvicz-q + Tye;) + Togey + Z Z Tygj < Wey, + Z We; (4.17)

t=2 i=1j=cg j=1

¢ vdlida para (C'P).
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Vamos considerar um caminho do vértice 1 ao vértice 4, Py = vy, vq,v3,v4, do grafo
da Figura 4.1 e o conjunto de cores {ci, ¢2, 3, ¢4 }. Entéo a inequagao (4.18) abaixo é valida

para (CP).

3 4 10 3
Tyye; T E (xvicl-_1 + xvm) + Tyyes + E : E , Lyj < Wey + E We;

i=2 i=lj=c4 j=1

ou seja,

10
Tvier T Tuge; T Tugey T Tugey T Tuges T Luges T E , ("L‘Ulj +xv2j +xv3j +xv4j) < Wey +Wey +Wey + Wes -

Jj=ca

(4.18)
e Inequacao Clique Multicolorido

Vamos obter agora uma nova inequagao valida para (C'P), de forma similar a descrita
acima. Para isso, considere {vy,...,v,} um clique de G de tamanho p, k o indice da cor
tal que p < k < n—1eCol C {1,...,k—1}. Quando somamos a inequacao Clique

p n

me < wj, j € Col e a inequagao Bloco de Cor Zazm < wg, j =1,...,p, obtemos a
i=1 Jj=k
seguinte inequacao valida:

p p n p
DD gt wut <) wytpu
i=1

i=1 je Col i=1 j=k
Note novamente que o coeficiente de wy, nessa inequacao pode ser reduzido a 1 preser-

vando a validade, pois nao sao necessarias mais do que p cores para colorir os vértices de um

clique de tamanho p. A proposicao a seguir formaliza esse resultado.

Proposigao 4.7. [16] Seja {v1,...,v,} um clique de tamanho p. O indice da cor, k, € tal
quep<k<n-—1eCol C{l,...,k—1} para | Col |=p—1. Entao a inequagio Clique
Multicolorido

P n P
sz”ij + Z Z Ty, < Wy + Z w; (4.19)
i=1 j=k i=1 je Col j€ Col

¢ vdlida para (CP). Se x(G) + 1 <k, entdo a inequacao define uma faceta.
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Considere o clique de tamanho 3, formado pelos vértice {5,6, 10} da Figura 4.1. Pela
Proposigao 4.7 temos que 3 < k <n —1e Col C {1,2}. Logo,

3 10 3
DD wgt Y Yty Swt Y wy

i=1 j=k =1 je Col j€ Col
10 3
E (Zoyj + Togj + Tugs) + E (Ty,1 + Toy2) < Wy +wy + wo
i=k i=1

10

E (:L‘vlj + xvgj + :L‘v3j) + 1'1111 + 1'1112 + xvgl + xUQQ + xvgl + xvg? S Wy, + w1 + Wo
=k

ou seja, considerando que vy, v e v3 estao representando os vértices 5, 6 e 10 respectivamente,

temos que a inequagao

10

Z(:Bvsj + Tugj + Toys) + Tugl + Tug2 + Tugt + Tuga + Toyo1 + Toyer < Wi +wy +wo (4.20)
=k

¢ valida para (CP).
As inequagoes que descrevemos aqui serao utilizadas na Se¢ao 4.2.2 para a descrigao

do algoritmo Branch-and-Cut proposto por Diaz e Zabala [16].

4.2 Meétodos de Solucao

Diversos métodos de solucao foram propostos para resolver o problema de coloragao em
grafos, classificado como N P-dificil (e.g. [23], [5]). Nesta segdo vamos apresentar dois desses
métodos, o primeiro através da geragdo de colunas [30] e outro utilizando um algoritmo
Branch-and-Cut [16]. Para isso, trazemos uma breve revisao dos algoritmos Branch-and-

Bound, Planos de Cortes e Geragao de Colunas [20, 38].
e Branch-and-Bound

O algoritmo Branch-and-Bound, baseado na técnica "dividir para conquistar", parti-

ciona o conjunto de solugao do problema em subconjuntos, na tentativa de que a resolucao do
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subproblema associado a cada um desses subconjuntos seja mais simples que a resolugao do
problema original. Entretanto, se os subproblemas sao ainda assim dificeis de resolver, eles
sao particionados de maneira similar. Esse processo continua até que a solugao do problema
seja encontrada.

Esse algoritmo é tipicamente representado por uma arvore de enumeragcao, onde cada né
da arvore corresponde a cada um dos subproblemas descrito acima. Para evitar a enumeracao
completa do conjunto viavel, sao usados limites primais (solugoes viaveis) e duais (limites

inferiores para o caso do problema de coloragdo) para o valor da fungdo objetivo.
e Planos de Cortes

A idéia do algoritmo de Planos de Cortes é obter formulacoes que se aproximem do
envoltorio convexo do problema inteiro através da introducao de inequacoes validas chamados
de planos de cortes. De forma geral, a estrutura bésica do algoritmo de Planos de Cortes

para resolver o problema inteiro pode ser descrita pelo Algoritmo 1:

Algoritmo 1:

Passo 1. Resolva a relaxagao linear (PL) correspondente ao problema inteiro, que é gerada

eliminando a condicao de integralidade das variaveis.

Passo 2. Se a solucao da relaxacao linear é factivel para o problema inteiro, ou seja, a
solucao encontrada na relaxagao é uma solugao inteira, entao o problema foi resolvido

na otimalidade, pare.

Passo 3. Caso contrario, encontre um ou mais planos de cortes que separem a solugao 6tima
da relaxacao do envoltorio convexo formado pelos pontos inteiros factiveis. Adicione

esses planos de cortes a formulacao corrente e volte ao passo 1.

Os melhores planos de cortes conhecido sao as facetas, pois estas compoe uma descri¢ao
completa e irredundante do poliedro associado ao problema inteiro. Dizemos entao que tais

planos de cortes sao faciais.
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O algoritmo Branch-and-Cut combina as idéias dos algoritmos Branch-and-Bound e
Planos de Cortes. Esse método utiliza em cada n6é da arvore de enumeragao o método dos
planos de cortes com a finalidade de gerar bons limites duais (inferiores). Na Secao 4.1.2
mostramos algumas inequacoes que definem facetas e foram utilizadas na implementacao do

algoritmo Branch-and-Cut que descrevemos na Secao 4.2.2.
e Geracao de Colunas

A idéia do método de Geragao de Colunas é que ao invés de considerar todas as colunas
(que em geral sdo muitas) do problema principal, conhecido como problema mestre (PM),
consideramos apenas um subconjunto delas. Isso define um problema mestre restrito (PM R).
Avaliamos entao se existem colunas que nao estdo no problema (PM), mas que podem
melhorar a sua fun¢ao objetivo ao ser adicionada.

Na geragao de colunas, o problema (PM R) é otimizado iterativamente, até que exista
a garantia de que a solugao otima do problema (PMR) é também a solugao 6tima do
problema (PM). Considere x e 7 as solugoes primal e dual respectivamente do problema
(PMR) corrente. Se o custo reduzido de uma variavel é maior ou igual a zero, entao a solugao
x do problema (PMR) é também uma solu¢ao 6tima do problema mestre. Caso contrério
adicionamos ao problema restrito a coluna derivada da solugao 6tima do subproblema e
repetimos a reotimizagao do problema (PMR). O procedimento descrito acima devera ser
repetido até que nao existam mais colunas atrativas. A varidvel dual 7w é o coeficiente da
fungao objetivo do subproblema e representa o valor da utilidade de cada item no momento.

Quando combinamos a técnica de Geragao de Colunas com o Algoritmo Branch-and-
Bound temos o algoritmo Branch-and-Price [38|. Esse método gera colunas nos nos da arvore
de enumeragao, e para isso necessita de regras especiais para a particao dos subproblemas

nas ramificagoes.

4.2.1 Geracao de Colunas

Na Segao 4.1 nds apresentamos a Formulagao por Conjuntos Independentes Maximais (CT)

do problema de coloragao em grafos. A seguir trazemos uma breve visao da técnica de
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geragao de colunas proposta por Mehotra e Trick [30] para o problema (ver Formulacao
(4.1)).

Comecamos com um subconjunto de conjuntos independentes S e entdo resolvemos a
relaxacdo linear de (CT) restrito a s € S. Isto fornece uma solugao dual factivel 7. Para

determinar se é 1til expandir S, resolvemos o seguinte problema de Conjunto Independente

Méximo Ponderado (CI1M P):

max E T %

eV

sa. zi+z, <1 V(i k) e A (4.21)
z €4{0,1} VieV
Se a solugao o6tima desse problema for maior que 1, entao ' = {i € V : z; =1} ¢

o conjunto independente que deve ser adicionado a S, ou seja, a variavel associada a esse
conjunto independente deve ser incluida no problema (CT). Caso contrario, a solu¢ao da
relaxagao linear de (4.1) foi encontrada.

O processo acima é repetido até que nao haja mais conjuntos independentes que mel-
horem a solucdo. Se o resultado da relaxacdo retorna um z, inteiro para todo s € S, entéo
temos a solugao 6tima para o (CT). Quando algum x4 ndo é inteiro, temos que determinar
a solugao através de outro método como algoritmos (e.g. Planos de Cortes) ou heuristicas.
Este processo ¢ implementado em [30].

Este método foi o que alcangou melhores resultados em termos de limite inferior para o
problema de coloragao, sendo utilizado até hoje como base para os estudos realizados sobre

o problema de coloragao em grafos [6], [7], [21], [8], [22], e [32].

4.2.2  Branch-and-Cut

Baseadas nos estudos realizados sobre familias de inequagoes que definem facetas para
(C'P) [15, 12| e no desenvolvimento do algoritmo de planos de cortes [17], Diaz e Zabala em
[16] propde a resolugado do problema de coloragao em grafos (4.5) pelo algoritmo Branch-
and-Cut. Esse algoritmo inclui uma fase de pré-processamento ttil para eliminar solugoes

subotimas e restrigoes redundantes, diminuindo assim o tamanho do problema.
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A fase de pré-processamento é iniciada através de uma heuristica simples que busca o
maior clique K do grafo. Um limite inferior valido para o niimero cromatico é entao obtido
pelo tamanho do clique, pois os vértices do clique devem receber cores diferentes.

Note que existem vértices que podem ser retirados do grafo GG, e a coloracao obtida
para o subgrafo resultante G’ pode ser estendida para o grafo original GG, sem a necessidade
do uso de uma nova cor. Diaz e Zabala propoe dois procedimentos para identificar esses
vértices.

Um limite superior, y, para o nimero cromatico é encontrado através da solucao en-
contrada pelo algoritmo Dsatur [4]. Dsatur é um algoritmo de enumeragao implicita, onde
cada n6 da arvore de busca corresponde a uma coloragao parcial de G. Determinado esse
limite, as varidveis z;; e w; com indice j > X + 1 sdo eliminadas da formulacao (C'P).

A cada n6 da arvore de enumeragao do método Branch-and-Cut é resolvido o seguinte
Problema de Separagao. Dada a solugao 6tima da relaxagao linear (z*, w*) de (C'P) encontre
uma inequagao valida violada.

O problema de separacao é aplicado inicialmente somente para as inequagoes Clique
(4.8), Bloco de Cor (4.16) e Caminho Multicolorido (4.17). Se nao for detectada nenhuma
violagao dessas inequagoes, procura-se pelas inequagoes Hole (4.10) e Clique Multicolorido
(4.19). Os experimentos computacionais apresentados em [16] mostraram que a utilizagao
dessas inequagdes sao uteis para fortalecer a relaxagao linear de (C'P).

Para a realizacao dos testes computacioais Diaz e Zabala utilizaram as instancias de
DIMACS [19] e os resultados foram comparados com os dados fornecidos pelo algoritmo
Branch-and-Bound, CPLEX [13] e Dsatur [4]. Todos os resultados mostraram que o algo-
ritmo Branch-and-Cut proposto é capaz de resolver instancias de coloragao em grafos que
Dsatur nao consegue. Os testes realizados mostraram também que esse método produz uma
melhoria nos limites inferior e superior, sendo uma promessa de algoritmo exato para o

Problema de Coloracao em Grafos.



Capitulo 5

Oficina de Coloracao para o Ensino

Fundamental e Médio

Neste capitulo, vamos apresentar as atividades propostas e o desenvolvimento de uma Oficina
de Coloragao para o Ensino Fundamental e Médio, apresentadas em [27, 29, 28|. A oficina
foi realizada na escola E. E. Pio X, em um dia letivo do ano de 2005 durante a aula de
Matematica. Foram oferecidas duas oficinas nesta escola, uma para a 2* série do Ensino
Médio e outra para a 6* série do Ensino Fundamental. Compareceram & primeira oficina
dezesseis alunos, e esta durou duas aulas consecutivas de cinquenta minutos cada. Para
a segunda oficina, com duracao de sessenta minutos, compareceram vinte e cinco alunos
da 6* série. A idéia de apresentar este topico para alunos deste nivel escolar foi motivada
pelos trabalhos de Jurkiewicz [26, 25] e Simdes e Lima [34]. Em [26], Jurkiewicz discute:
"Qual contetido deve-se introduzir no curriculo da matemaéatica pré-universitaria para viver
num mundo de procedimentos algoritmicos?"Ja em [25] o autor discute a necessidade da
introducao deste contetdo, voltado & formacao de cidadaos aptos a viver num mundo onde
a cultura dos procedimentos sequenciais se torna rapidamente um padrao e, cita também
algumas experiéncias que estao sendo realizadas neste sentido, tais como DIMACS [18],
MEGAMATH [9] e Colorfull Math [14]. Na Segdo 5.1 apresentamos as atividades propostas

divididas em dois blocos. Na Secao 5.2 descrevemos o desenvolvimento de cada oficina.
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Finalmente na Secao 5.3 relatamos os pontos positivos e negativos.

5.1 Propostas de Atividades

As atividades propostas para esta oficina tem por objetivo, desenvolver no aluno, através do
problema de colorac¢ao de mapas e grafos [27], a habilidade de resolver problemas utilizando
estratégias e entender as aplicagoes diversas de um mesmo problema, além de apresentar
novos topicos da Matematica Discreta.

As atividades foram divididas em dois blocos, de 4 atividades cada. O primeiro bloco,
teve como objetivo trabalhar o Problema de Coloracao de Mapas e o segundo o Problema

de Coloracao em Grafos. Descrevemos a seguir as atividades propostas em cada bloco.

5.1.1 Atividades do 1° Bloco

A primeira atividade (Atividade 1) deste bloco, é encontrar uma coloragdo para trés ma-
pas desenhados em isopor. O objetivo é determinar qual é a quantidade minima de cores
necessarias para obter uma coloracao de cada um dos mapas. A seguir, é apresentado um
questionario (Atividade 2), com perguntas sobre o processo usado pelo aluno para obter a
coloracao de cada um dos mapas. As respostas obtidas para o questionario servem como
instrumento para a avaliagao da oficina. Para finalizar esse bloco, é apresentado o Problema
da Heranga! (Atividade 3), que é semelhante a atividade 1, porém a coloragao do mapa nao
é livre, pois ja existem regioes coloridas. O Teorema das Quatro Cores é enunciado ao final

deste bloco (Atividade 4). Detalhamos a seguir cada uma das atividades propostas.

Atividade 1

Colorir cada mapa dado (ver Figura 5.1), sem que regides com fronteira comum (regioes

adjacentes) recebam a mesma cor. Observe que regides com apenas um ponto em comum

nao sao consideradas regioes adjacentes.

! Adaptado de [34]
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MAPA 1 MAPA 2

Figura 5.1: Mapas desenhados em isopor.

Atividade 2

Responda o questionério utilizando cada mapa colorido com o nimero minimo de cores.

Perguntas

Mapa 1

Mapa 2

Mapa 3

1- Por qual regiao vocé comecou a colorir o mapa?

2- Por que comegou por essa regiao?
a. Preferi comecar por uma regiao do canto.
b. Comecei por essa regiao, pois gosto do niimero.
c. Por que é a que tem mais fronteiras.

d. Outra (explique).

3- Vocé conseguiu colorir o mapa comegando por essa regiao?

a. Sim b. Nao

4- Se a resposta anterior foi nao, responda: Sua estratégia para conseguir a
coloragao do mapa foi:

a. Comecar de novo.

b. Substituir uma cor por outra.

¢. Apenas mudar duas cores de lugar.

d. Apods mudar varias cores de lugar.

e. Nao consegui uma coloragao.

Figura 5.2: Questionario sobre a Atividade 1.
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Atividade 3

(Problema da Heranga) Antonio, Beatriz, Carlos e Daniel, sdo quatro filhos que devem
dividir igualmente os terrenos que receberam de heranga de seu pai. Cada um tem sua
casa construida em um terreno, que estd indicado no mapa abaixo pelas letras iniciais de
seus nomes (Figura 5.3). O filho mais velho, Antonio, herdou também a casa dos pais,
localizada no terreno 9. A condi¢ao deixada pelo pai para a distribuicao dos terrenos, foi
que os terrenos recebidos por cada um dos filhos nao podem ter fronteiras comuns. Como

devem ser distribuidos os terrenos?

/f 20
17 18 | 19

16 c 3 5

14 13 12 1 6

2B|D 4
7
8
N 10 \ 9A_)

Figura 5.3: Mapa dos terrenos.

Atividade 4

(Teorema das Quatro Cores) Todo mapa desenhado em um plano, pode ser colorido
com no maximo quatro cores, sem que regides com fronteira comum recebam a mesma cor

[34].

5.1.2 Atividades do 2° Bloco

Para iniciar o 2° bloco, propomos a Atividade 5, que associa a cada mapa trabalhado na
Atividade 1 o seu grafo. Apods formalizar a notagao de grafo, foi trabalhada simultaneamente
a Atividade 6 que é obter uma coloracao dos vértices de cada grafo. Foi proposto entao o

Problema dos Quimicos? (Atividade 7), como exemplo de aplicagao do problema de coloragao

2Pode ser encontrado em [36]
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de veértices. Finalizamos a oficina com uma avalia¢ao individual (Atividade 8) que junto com
a Atividade 2 servem de instrumento para a nossa avaliagao da oficina. Vamos descrever a

seguir cada uma dessas atividades.

Atividade 5 e 6

Vamos relacionar cada mapa a uma estrutura matematica, que chamaremos por grafo.
Essa estrutura ¢é tal que cada terreno seréa representado por um ponto, e havera uma ligagao
entre dois pontos, se os terrenos tiverem fronteira em comum. Chamaremos os pontos de
vértices e as ligacoes de arestas. O Problema de Coloracao de Vértices é o problema de
atribuir cores aos vértices do grafo, tal que vértices adjacentes nao recebam a mesma cor, ou
seja, se existir uma aresta entre dois vértices, eles devem receber cores diferentes. A Figura

5.4 ilustra os grafos associados aos mapas da Atividade 1.

MAPA 1 GRAFO 1
L 5 4 5
MAPA 2 GRAFO 2

|
SN 2 5

MAPA 3 GRAFO 3

Figura 5.4: Grafos associados a mapas.
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Atividade 7

(Problema dos Quimicos) [36] Suponha que um quimico deseja armazenar 5 substén-
cias, a, b, c,d, e e. Algumas dessas substancias reagem quando entram em contato, devendo
entao ser armazenadas em salas diferentes. Qual é a quantidade minima de salas necessarias
para armazenar essas substancias? Considere a Tabela 1 abaixo onde estao identificadas por

um * as substancias que reagem quando armazenadas juntas.

a b ¢ d e
a * % %
b | *x * ok %
c | *x *
d|* * * *
e * *

Tabela 1: Tabela das substancias.

Atividade 8

Avaliacao individual sobre a oficina.
Qual o seu ponto de vista sobre a oficina? Descreva o que achou de bom e ruim na
realizacao das atividades. Houve muitas davidas? Se houve duvidas, as mesmas foram

sanadas?

5.2 Desenvolvimento da Oficina de Coloracgao

Na escola E. E. Pio X, realizamos duas oficinas de ensino, uma para a 2% série do Ensino
Médio e outra para a 6* série do Ensino Fundamental [29]. Compareceram & primeira oficina
dezesseis alunos, e esta durou duas aulas consecutivas de cinquenta minutos cada. Para a
segunda oficina, com duragao de sessenta minutos, compareceram vinte e cinco alunos da 6*
série.

A oficina ocorreu de forma dinamica havendo integragao entre os alunos e as professoras

[29]. No primeiro bloco, trabalhamos com os alunos organizados em duplas, e as duvidas
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foram tiradas individualmente. No segundo bloco, com o objetivo de construir junto com os
alunos os novos conceitos que seriam trabalhados, direcionamos as atividades utilizando a

lousa. Vamos relatar a seguir o desenvolvimento de cada oficina.

5.2.1 Ensino Médio

A turma, composta por dezesseis alunos, foi separada em oito duplas, sendo livre a escolha
do parceiro. Explicamos a Atividade 1 e foi entregue a cada dupla dois mapas de cada tipo
(representados na Figura 5.1), e um conjunto de tachinhas contendo cem tachinhas com
cinco cores diferentes. Apos a dupla concluir a coloragao do mapa dado, um novo mapa era
entregue. Foi solicitado que os alunos fizessem anotacoes.

A primeira coloragdo, do primeiro mapa, foi livre. Apo6s obtida uma coloragao, os
alunos foram orientados a determinar o niimero minimo de cores necessarias para colorir o
mapa, satisfazendo a condi¢ao proposta na atividade. Todas as duplas obtiveram o minimo
de duas cores para o Mapa 1.

Ao colorir os Mapas 2 e 3, os alunos tomaram a iniciativa de buscar o menor ntmero
de cores necessarias, determinando trés e quatro cores respectivamente. Com o acompan-
hamento e orientagao constante das professoras, as duplas puderam sanar suas duvidas, e ao
mesmo tempo anotar suas dificuldades.

Ao final da coloracao de cada mapa, a dupla foi questionada por uma das professoras,
sobre a razao daquele nimero de cores necessarias. Em relacao ao Mapa 2 a resposta quase
sempre foi "Por que a regiao dois faz fronteira com todas as outras regioes, o que nao
aconteceu com o Mapa 1". E no Mapa 3 as justificativas eram "A regiao quatro tem muitas
fronteiras". Deixamos para o Bloco 2 de atividades a conclusao dessa discussao.

Concluida a coloragao dos trés mapas, distribuimos o questionario, que foi respondido
por cada aluno, utilizando os mapas ja coloridos e as anotacoes feitas durante a realizagao
da Atividade 1.

Para a Atividade 3, distribuimos um mapa dos terrenos, também desenhado em iso-

por, para cada aluno. Apoés a leitura do problema, os alunos tentaram obter a solucao do
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problema, mas a maioria s6 conseguiu com o auxilio das professoras. Apresentamos entao o
Teorema das Quatro Cores, como curiosidade sobre o tema.

Passamos entao para o desenvolvimento das atividades do segundo bloco, comecando
pela Atividade 5. Apos associar ao primeiro mapa o seu grafo, formalizamos a notagao do
grafo, e apresentamos o Problema de Coloragao de Vértices. Através de discussoes, a propria
turma concluiu que a coloracao do mapa e do grafo sao equivalentes, pois os vértices do grafo
estao representando as regioes do mapa.

O argumento dos alunos do por qué da quantidade minima de cores no Mapa 2 ser
trés foi quebrada, quando retiramos do grafo associado a aresta (2,3) e colorimos o grafo
resultante, obtendo novamente o minimo de trés cores. Para o Mapa 3, foi pedido que um
aluno fizesse a representagao do grafo associado na lousa (Figura 5.5) e os demais em uma
folha, e este grafo foi colorido. Uma nova representacao planar do grafo (Grafo 3 da Figura

5.4) foi colorida também.

Figura 5.5: Grafo associado ao Mapa 3 representado por um aluno.

Apresentamos entao o porqué do nimero minimo de cores necessarias para colorir
cada um dos mapas, e seu respectivo grafo, é diferente. Ou seja, no Mapa 1 existem no
maximo duas regioes mutuamente adjacentes e nos Mapas 2 e 3 existem trés e quatro regioes
respectivamente.

Outro conceito construido de maneira indireta a partir da realizacao da Atividade 5,
foi o conceito de isomorfismo. Este conceito foi trabalhado para que os alunos concluissem
que a forma de representar o mapa através de um grafo nao é importante, mas sim as arestas
existentes entre os vértices, pois podemos representar o mesmo mapa de diferentes formas

utilizando grafos.
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O Problema dos Quimicos (Atividade 7) foi apresentado em seguida. Discutimos com
a turma que nao é facil perceber o niimero de salas que sao necessarias para armazenar as
substancias, apenas analisando a tabela. Representamos entao o problema através de um
grafo (Figura 5.6(a)), onde os vértices representam as substancias e as arestas indicam as

substancias que devem ser armazenadas separadamente.

(a) (b)

Figura 5.6: Representacoes do Problema dos Quimicos através de um grafo.

Colorimos o grafo da Figura 5.6(a), através de sugestoes feitas pela turma. Os vértices
a e e receberam a mesma cor, e os demais, cores diferentes. Logo, uma solucao do problema
é armazenar as substancias a e e na mesma sala e as demais em salas diferentes, utilizando
um total de 4 salas.

Redesenhamos o grafo, e definimos uma coloragao diferente. Foi atribuida a mesma
cor aos vértices ¢ e e e, aos demais, cores diferentes. A turma nao identificou o motivo de
nao conseguimos colorir o grafo utilizando apenas trés cores. Desenhamos na lousa uma
representagao planar (Figura 5.6(b)) para o grafo, tal que o K, é visto de forma clara e
assim mostramos a necessidade das 4 cores.

O desenvolvimento dessa atividade possibilitou a apresentagao de novos conceitos. Um
deles é que a coloragao do grafo nao é tnica e outro é de quantas formas pode-se armazenar
essas substancias nas salas respeitando as restri¢oes do problema, logo o problema tem mais
de uma solucao.

Para concluir a oficina, pedimos a avalia¢ao individual para os alunos (Atividade 8),

cujo resultado esta relatado na Secao 5.3.
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5.2.2 Ensino Fundamental

O desenvolvimento das atividades nesta segunda oficina foi o mesmo da primeira, portanto
vamos descrever aqui apenas alguns pontos diferenciados.

Na realizagdo da Atividade 1, apos obtida uma coloracao do Mapa 1 (que foi livre),
retiramos uma cor e a dupla investigava se era possivel uma coloragao com o nimero de
cores restantes. Esse exercicio foi realizado até a dupla determinar o nimero minimo de
cores necessarias para colorir o mapa, satisfazendo a condi¢ao proposta na atividade.

Esta etapa da Atividade 1 foi realizada de forma diferente da primeira oficina, pois
nesse grupo de alunos a compreensao inicial da atividade é mais demorada, sendo necessario
uma investigacao inicial passo a passo. Com os Mapas 2 e 3 a atividade foi desenvolvida da
mesma forma que na primeira oficina.

Outra dificuldade encontrada por esse grupo de alunos foi na realizagao da Atividade 3
(Problema da Heranga). Mesmo com o auxilio das professoras, a resposta do problema nao
foi encontrada, exceto por uma dupla de meninas.

Apresentamos o Teorema das Quatro Cores, como curiosidade sobre o tema. A pro-
fessora de Matematica da turma pediu aos alunos uma atividade extra. Essa atividade foi
colorir o mapa do Brasil utilizando no maximo 4 cores. O segundo bloco da oficina nao
foi realizado nesta turma, por falta de tempo e conhecimento prévio necessario. Porém, a

avaliagao individual (Atividade 8) foi pedida aos alunos.

5.3 Avaliacao da Oficina

Através do questionario (Atividade 2) e a avalia¢@o individual da oficina pedida aos alunos
(Atividade 8), pudemos analisar a oficina e avaliar o desenvolvimento das atividades trabal-
hadas, o tempo utilizado e também o interesse dos alunos de acordo com cada grupo (2?
série do Ensino Médio e 6* série do Ensino Fundamental).

De modo geral, as duas oficinas de ensino realizadas na E.E. Pio X, foram produtivas,
nos permite comparar o modo como os alunos de diferentes faixas etéarias se comportam

diante da aprendizagem de contetidos diferente dos trabalhados na grade curricular.
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Na realizacao das oficinas, conseguimos passar a idéia da importancia de estratégias
para a resolucao de problemas e, também como devemos rever o processo de solucao do
problema quando a resposta nao é obtida, ou seja, nem sempre comecar de novo é o melhor
caminho.

A oficina realizada com a turma da 2% série do Ensino Médio, permitiu um aproveita-
mento das atividades propostas melhor do que os alunos da 6* série do Ensino Fundamental,
pois o grupo, por ser mais maduro em conteido matemaéatico, participou das atividades da
oficina de forma mais ativa, possibilitando a construcao dos contetidos que foram trabalha-
dos.

Uma falha nossa na constru¢ao da primeira atividade proposta (Atividade 1) foi que
o primeiro mapa proposto para colora¢ao (Mapa 1) tem seis regides, e nosso conjunto de
tachinhas continha apenas cinco cores distintas. Isto induz de certa forma o aluno a pensar
que pelo menos uma cor tera que ser repetida. Porém a primeira coloracao do mapa deve
ser livre, e assim a possibilidade da "pior"colorac¢ao (utilizando uma cor para cada regiao)
nao acontece.

Outra questao que deve ser revista é o tempo de duragao das atividades dentro de cada
bloco. Analisando apenas as atividades do 1° Bloco que foi a trabalhada nas duas oficinas,
consideramos que uma hora-aula é insuficiente para o desenvolvimento das atividades com
a turma da 6* série do Ensino Fundamental. Para a turma da 2% série do Ensino Médio o
tempo é mais que suficiente.

Uma questao importante a observar, é que o Teorema das 4 Cores (Atividade 4), néo
garante que o Problema da Heranga (Atividade 3) tem solugao. As condigbes impostas pelo
problema propoe que seja encontrado uma parti¢ao do conjunto de vértices em 4 conjuntos

independentes de mesmo tamanho.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos o problema de coloragao de vértices de um grafo sob diferentes
perspectivas. Esses estudos foram focados na determinacao do ntmero cromatico de um
grafo através do seu polindmio cromaético e a partir de uma formulagao de programacao
inteira.

Vimos inicialmente, no Capitulo 3, como determinar o polinémio cromatico, Pg(k),
de um grafo. Mostramos também algumas propriedades que caracterizam essa classe de
polindémios. Alguns problemas ainda em aberto sobre as raizes do polinémio, bem como a
dificuldade encontrada em determinar quando um polinémio é cromético foram apresentados.

Apresentamos duas maneiras de formular matematicamente o Problema de Coloragao
em Grafos, Capitulo 4. A primeira através da formulacao por Conjuntos Independentes
Maximais [30] e a segunda por restrigoes de atribuigao [12, 16]. Inequagoes vélidas que
definem facetas para o problema inteiro também foram discutidas. Uma breve revisao dos
algoritmos Branch-and-Bound, Planos de Cortes e Geragao de Colunas foi apresentada. Esses
algoritmos sao utilizados na resolugao das duas formulagoes do Problema de Coloragao em
Grafos que apresentamos.

A Formulagao por Conjuntos Independentes Maximais é resolvida através de um al-
goritmo de Geragao de Colunas proposto por Mehotra e Trick [30]. Essa formulac¢ao tem
sido utilizada como referéncia por diversos autores pois fornece bons resultados em termos

de limite inferior para o problema. A formulacao por restri¢oes de atribuicao é resolvido em

72
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[16] pelo método Branch-and-Cut e os testes computacionais mostraram a eficiéncia desse
algoritmo (melhoria nos limites inferior e superior), sendo este uma promessa de algoritmo
exato para o Problema de Coloragao em Grafos.

Foi relatada as atividades propostas e nossa experiéncia com a realizacao de uma
Oficina de Coloragao no Ensino Fundamental e Médio de uma escola piiblica de Sao José do
Rio Preto no ano de 2005. Esse trabalho foi motivado pelos trabalhos de Jurkiewicz |26, 25|
realizados em escolas do Rio de Janeiro.

Propomos dois trabalhos futuros. O primeiro é a continuagao das atividades pro-
postas em [27], com a realiza¢do de novas oficinas de ensino que abordem o tema Polinémios
Cromaticos. O segundo é a resolugao do problema de coloracao através do algoritmo Branch-
and-Cut-and-Price, com implementagao computacional e comparacao de resultados com os

algoritmos propostos em [30] e [16].
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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