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Resumo

Neste trabalho investigamos a dissipacao de um modo de campo eletromagnético imerso em
uma cavidade Optica a temperatura nula. Analisamos primeiramente a situacao atomo+cavidade
e revisamos a abordagem usual para a descricao da dinamica do campo via uma equagao
mestra obtida a partir de um modelo microscépico[l]. Para certas condigoes iniciais do
estado do campo oferecemos uma nova abordagem para o computo da dinamica do sistema
que repousa em hipoteses mais claras do que as necessarias para a obtencao da equagao
mestra. Em seguida, consideramos a interagao do campo com um atomo de dois niveis,
modelada pelo Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, e sob a dissipacao da cavidade, com
enfoque na dinamica da inversao de populacao. A partir de expressoes aproximadas para
a dinamica deste sistema [2], aplicamos os resultados da ref.[3] para andlise da inversao
de populacao. Repetimos a andlise para a dinamica do sistema sob o protocolo de eco
[4, 5], que consiste em reverter a dinamica do sistema pela aplicagdo de um pulso elétrico

no atomo.
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Capitulo 1

Introducao

O Principio da Superposicao e a existéncia de estados Emaranhados sao dois dos con-
ceitos mais controversos e interessantes da Mecanica Quantica. E dificil oferecer uma nogao
puramente fisica destes conceitos, mas ambos tém formulacao bastante simples em termos
matematicos. Suponha que possamos descrever um dado sistema fisico por um espaco de
Hilbert dotado de uma correspondéncia biunivoca entre elementos deste espaco e estados
fisicos, entendendo-se, como de praxe, que multiplos de um mesmo elemento representam
o mesmo estado fisico. Da estrutura vetorial deste objeto surge o primeiro: dados dois
estados fisicos distintos de um sistema, estes terao dois elementos do espago de Hilbert
correspondentes a eles. Somando-se estes elementos obteremos um terceiro, que também
deveréd corresponder a um estado fisico. O segundo surge quando exigimos descrever um
sistema composto pelo produto tensorial dos espacos de Hilbert de cada sistema individual.
O espago resultante contera elementos que nao podem ser escritos na forma produto (i.e.,
como produto tensorial entre elementos de cada espago), sendo estes elementos denomina-
dos estados emaranhados.

Certamente, as controvérsias e o interesse nestes dois conceitos nao residem em sua
formulagao matematica, mas sim quando olhamos para os resultados de medidas que po-
dem ser previstos conhecendo-se o elemento do espago de Hilbert correspondente ao estado
fisico. Este seria o caso da tentativa de se aliar a existéncia de estados emaranhados com
o principio da localidade. De fato, a mecanica quantica é essencialmente nao-local, cons-
tatagao feita pela primeira vez através do paradoxo EPR [6] (Einstein, Podolsky e Rosen)
e refinada posteriormente pelas desigualdades de Bell[7] e argumentos ainda mais funda-
mentais [8, 9] que dispensam o uso de outros conceitos também controversos, como o de
reducao de estado em uma medida, e inclusive o uso de varidveis ocultas. Estes argumentos

fazem uso apenas de principios béasicos da mecanica quantica, podendo ser formulados, por






¢ao sao os estados de superposigao e/ou emaranhados. Diversos problemas em computacao
admitem algoritmos quanticos muito mais rapidos do que os correspondentes cléassicos [13]
com a utilizacao destes estados. Mas um grande vilao se impoe a realizagao pratica de
computadores quanticos, e é exatamente o “ambiente” ao qual qualquer sistema esta sub-
metido e que ird introduzir incertezas indesejadas aos sistemas quanticos que constituiriam
o hipotético computador. A grande dificuldade é otimizar o isolamento e a acessabilidade
ao sistema pois, em geral, a melhora de um implica na piora do outro. De qualquer forma,
o entendimento de sistemas quanticos sob interacao com um “ambiente” ou, simplesmente,
um sistema quantico aberto, deixou de ter apenas interesses tedricos-conceituais, para se
tornar uma peca chave em aplicacoes tecnoldgicas.

E neste contexto entao que nosso trabalho se situa. Iremos exibir consideragoes tedricas
a respeito de duas classes de experimentos realizados recentemente: a interacao de atomos
de Rydberg (4&tomos que podem ser considerados de dois niveis e com longo tempo de vida)
com campos eletromagnéticos quantizados imersos em cavidades épticas de alto fator de
qualidade; e a dinamica de condensados atomicos de Bose-Einstein em pocos duplos. Essa
primeira classe tem servido ao esclarecimento de diversos pontos intrincados da mecanica
quantica como: a realizacao de estados emaranhados entre niveis de energia de atomos
espacialmente bem separados [14]; emaranhamento entre atomo e campo [15]; formagao
de estados de superposicao de campos coerentes mesoscopicos distintos e sua subsequente
decoeréncia [16]; a observagao experimental do principio da complementaridade [17], etc.
Nesta classe de experimento, a dissipacao do campo pelas imperfeicoes da cavidade, embora
bem otimizada, nem sempre pode ser desprezada. Iremos entao revisar o modelo padrao
para a descricao dessa dissipacao bem como seu método usual de solucao. Ademais, iremos
expor uma nova abordagem do problema para um caso particular que, apesar de se aplicar
em situacoes mais restritivas, conta com a vantagem de ser obtida com base em hipdteses
muito mais claras do que as assumidas na abordagem padrao.

Um procedimento padrao nesta classe de experimentos consiste da passagem de um
unico atomo de Rydberg em uma cavidade contendo um campo coerente. O modelo usual
para lidar com este sistema prevé os famosos colapsos e ressurgimentos das oscilagoes de
Rabi [18], mas acontece que a dissipacao da cavidade é significativa o suficiente para di-
ficultar enormemente a observacao até do primeiro ressurgimento. Como a inversao de
populacao é o tnico observavel deste sistema que pode ser medido diretamente, essa di-
ficuldade impoe uma barreira para se dizer, apds o colapso, em qual grau a dinamica do
sistema é ainda unitdria e reversivel (sendo esse o tipo de dindmica necessaria para a rea-
lizagao de algoritmos quanticos) . Em um experimento realizado por Meunier et al. [5], os

autores fizeram uso de um “truque” para sanar essa duvida. Pouco tempo apds o colapso,



um pulso de 7 é aplicado ao atomo. De acordo com a parte unitaria da dinamica do sis-
tema, havera uma reversao temporal do estado do sistema como um todo, de modo que as
oscilagoes iniciais iriam ressurgir, ou seja, o pulso iria induzir um ressurgimento. De fato,
isso foi observado, mas o ressurgimento induzido conta com um amortecimento significa-
tivo. Nesta dissertacao iremos exibir solugoes aproximadas para a dinamica deste sistema
com o pulso aplicado e dissipacao, bem como o célculo de certas grandezas de interesse
associadas as oscilacoes de Rabi, como os tempos, larguras, frequéncias e amplitudes de
cada ressurgimento.

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma. No capitulo 1, Sistemas Quanticos

Abertos, revisamos alguns conceitos e técnicas basicas na teoria de sistemas abertos que



Capitulo 2

Conceitos Basicos em Sistemas

Quanticos Abertos

Iremos introduzir alguns conceitos vitais em teoria de Sistemas Quanticos Abertos e que
serao constantemente utilizados ao longo do trabalho. Na primeira se¢ao iremos discutir
a introdugao de probabilidades cléssicas em Mecanica Quantica através do formalismo de
Matrizes Densidade, primeiro passo para a descricao de um sistema aberto. Em seguida,
definiremos o objeto matematico utilizado para a descricao de sistemas composto, outro
passo certamente fundamental, j4 que sistemas abertos sao, por exceléncia, compostos,
constituidos por um sistema de “interesse” e um ambiente (ou reservatério). Finalmente,
iremos discutir conceitos importantes na dinamica de sistemas abertos em si, como a no¢ao

de mapas dinamicos, equagoes mestras e o fenomeno de decoeréncia.

2.1 Operador Densidade

Como mencionado anteriormente, a matriz densidade, também denominada por opera-
dor densidade, tem como funcao a insercao de probabilidades cldssicas em sistemas quan-
ticos. Isso certamente sera vital para a descricao de sistemas abertos, visto que nessa
expressao queremos dizer que nosso sistema de interesse esta interagindo com um segundo
sistema do qual nao temos todas as informagoes. Dito de outra forma, nao teremos acesso
ao estado do sistema como um todo, mas apenas da parte de interesse.

Mesmo em sistemas isolados pode ser necessario o uso de operadores densidade, visto
que o estado inicial do sistema pode estar sujeito a incertezas classicas. A titulo de exem-
plo, considere uma amostra de gas hidrogénio imersa em um recipiente em condigoes de

temperatura e pressao suficientes para que as moléculas possam ser consideradas distin-
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guiveis. Sabemos que haverd uma certa proporcao de moléculas no estado orto e outra no
estado para. Se retirarmos uma molécula arbitrariamente desse recipiente e a inserirmos
em um ambiente isolado, vemos que ela nao podera ser descrita exclusivamente pelo estado
orto ou para e nem tampouco serda a simples combinacao linear dos dois estados, visto
que a incerteza que temos a respeito ao estado da particula é essencialmente classica. Em
outras palavras, o que acontece é que nao tinhamos pleno conhecimento dos estados das
moléculas no recipiente pois, em principio, poderiamos determinar em um dado instante
o estado de cada molécula individualmente no recipiente e acompanhar suas trajetérias
posteriormente de forma que, quando retirassemos uma dela, saberiamos exatamente se
estaria no estado orto ou para. E exatamente esse tipo de incerteza que um reservatorio
ird inserir em um sistema quantico pois nao teremos pleno controle do reservatorio e essas
incertezas irao ser transmitidas ao sistema a medida que interagirem. Esse exemplo ilus-
tra entao, a necessidade de um objeto um pouco mais geral para a descrigao de sistemas
abertos.

No que se segue, H denota um espaco de Hilbert separavel, o que quer dizer: um espago
vetorial complexo, dotado de produto interno, completo e separavel. Isso tudo nos garante
que o espaco possui bases ortonormais, no maximo enumeraveis, e que, dada uma base

ortonormal B = {|¢,)}, qualquer vetor de H admitird uma representagao:

) = anl¢n)  com Y ayl* < oo (2.1)

Também adotaremos a notacao para a norma de um vetor:

[l = v/ (@l).

Agora considere um sistema que possa ser descrito por tal espago. Admita, como no
exemplo anterior, que nao saibamos exatamente qual o vetor do espaco associado a ele
mas sabemos, no entanto, que o sistema tem certas probabilidades de se encontrar nos
estados da base ortonormal B. Em outras palavras, existem ntimeros reais p,, satisfazendo:
0<p,<1l,n=12,..>  p,=1, etal que p, representa a probabilidade de se encontrar
o sistema no estado |¢,). Agora, dado qualquer observével representado pelo operador
auto-adjunto A, esperamos que o valor esperado desse observavel (que nos daria a média
do resultado de infinitas medidas efetuadas sobre um ensemble destes sistemas) tenha a

forma:

<A>estado - an<A>n7 (2.2)
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onde (A), = (p,|Ad,) é o valor esperado do observavel no estado |¢p,). Quer dizer, essa
expressao nos diz que o valor esperado do observével seria a média dos valores esperados
de cada estado |¢,), ponderada pelas respectivas probabilidades p,, o que é uma definigao
extremamente razoavel.

Usando a representagao (2.1) para um vetor de H, podemos definir os operadores line-

ares p e |11) (1| pelas prescrigoes:

1Y W}) = Z anPn |¢n> , (23)

n

(lbn) (a) [9) = ((2|9))- [¢01) -

Vemos que p pode ser definido em todo H pois Y p2lan|?> < > |an]? = [[¢¥]* < oo e
portanto o lado direito de (2.3) estd bem definido e, mais do que isso, é limitado e admitira

a norma

Al = SUP|\¢||=1{HA [0y [} (2.4)

Claramente, argumentos analogos valem para |¢) (2| Ademais, é facil ver que p é
auto-adjunto e definido nao-negativo, i.e, para todo |v¢1), [12) pertencentes a H, valem as

propriedades:

(Y1lpp2) = (pi1[1a)
(trlpbr) > 0 (2.5)

Também nao ¢é dificil mostrar que p admite a representacao:

p= an |¢n> <¢n| (2.6)

no sentido de que ||p — ZZ:1 |on) (Pn] || — 0 quando k — oo. Se o espago é de di-
mensao infinita, esse resultado implica que p, além de ser limitado, é compacto, i.e, leva
conjuntos limitados em compactos, pois é o limite de operadores compactos (os operadores
S 6n) (6] sdo trivialmente compactos uma vez que suas imagens tém dimensdo finita).

Antes de retomar o fio, precisaremos de mais uma definicao. Um operador linear é dito

de classe trago se, dada uma base ortonormal qualquer B’ = {|¢} )}, a série:
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> (@] Alg))

n
converge absolutamente. O valor para o qual ela converge é denominado traco do
operador A, denotado por Tr(A), e nao é dificil ver que o traco independe da base escolhida.
Com base nisto, e escolhendo a base B mencionada acima, obtemos facilmente que o
operador p é de classe trago e Tr(p) = 1.
Finalmente, podemos observar que o valor esperado da eq. (2.2) pode ser escrito na

forma:

<A> estado — TI"(AP) .

Como esse operador nos permite calcular o valor esperado de qualquer observavel, ele
aparece entao como a escolha natural para representar o estado fisico do sistema. Agora,
dado qualquer operador auto-adjunto e de classe trago, pode-se mostrar que ele sera tam-
bém compacto (pelo fato de ser de classe trago), e o teorema espectral para a classe de
operadores compactos nos diz que eles admitem uma representacao da forma (2.6) mas com
pn sendo nuimeros reais arbitrarios. Se acrescentarmos que o operador deve ser definido
nao-negativo e de trago 1 teremos também 0 <p, <1,n=1,2,...e Y~ p, = L

Portanto, qualquer operador satisfazendo todas essas propriedades pode ser colocado
na forma (2.6) e pode ser interpretado como um estado fisico. A esses operadores damos
o nome operadores densidade ou matrizes densidade e constituem generalizacao de esta-
dos quanticos que possuem também incertezas classicas. E importante mencionar que em
muitas aplicacoes nao exige-se que o operador densidade seja de classe trago, mas que seja
apenas auto-adjunto e definido nao-positivo. Isso, no entanto, nao é muita novidade, ja
que em diversas ramificacoes mais tradicionais da mecanica quantica como, por exemplo,
a teoria de espalhamento, é comum se deparar com “funcoes de onda” que nem sequer per-
tencem ao espaco de Hilbert que descreve as particulas ou seja, funcoes nao normalizaveis.
Em particular, o operador densidade associado a essas funcoes nao sera de classe traco.
Deve-se entender, ¢ claro, tais objetos apenas como boas aproximacoes ao real estado do

sistema e que sao suficientes para computar a maioria dos observaveis de interesse.

2.1.1 Propriedades e Interpretacao do Operador Densidade

Se um dado sistema tem probabilidade 1 de se encontrar em um estado |¢), dizemos que
o estado é puro e sua representagao como operador densidade serd simplesmente [¢) (1.

Agora, dado um operador densidade arbitrario, diremos que ele é puro se pode ser colocado
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nesta forma mediante uma transformagao unitaria (que serd exatamente a transformacao
que diagonaliza o operador) caso contrario o operador, ou estado, é denominado misto. Essa
caracterizacao dos operadores em puros ou mistos pode ser feita, no entanto, mediante um
critério mais simples computando-se o traco do quadrado do operador. Assumindo que o

operador é de classe trago, ele terd a representagao (2.6) e seu quadrado tera a forma:

pP=>> 0} |6n) (énl.

Isso nos leva a desigualdade:

Te(p®) =D 2 <Y pa="Tr(p) =1,

valendo a igualdade se, e somente se, p; = 1 para algum 72 e p, = 0 para n # n. Em
outras palavras, o estado é puro se, e somente se, o traco de seu operador densidade ao
quadrado é 1.

Baseado nisto, define-se o indice de mistura de uma estado qualquer pela expressao:

3(p) =1 —"Tr(p?). (2.7)

Obviamente, 0 é zero se, e somente se, o estado for puro. Se o espaco de Hilbert tiver
dimensao finita NV, ele assumird seu valor méaximo no estado p = %I ~, onde Iy representa a
matriz identidade, e teremos 0(p) = % Em dimensao infinita § podera assumir qualquer
valor no intervalo [0, 1) e nao terd um ponto de méximo.

Dado qualquer operador densidade p e um observavel A que admita um conjunto or-
tonormal de auto-vetores B = {|¢,)}, podemos interpretar p em termos dos elementos de
matriz p;; = (¢i|pg;). Vemos entdo que os elementos da diagonal nos dao a probabilidade
de medirmos no sistema um determinado auto-valor A; de A, pois essa probabilidade é
dada por Tr(p |¢;) (¢i]) = pi; onde |¢p;) é o auto-vetor de A;. Por isso, esses elementos sao
denominados as populagoes de p na base B. Inclusive, esses elementos ja sao suficientes

para computar o valor esperado de qualquer poténcia de A:

(A"), = Z A pii,

0 que nos permitiria calcular, por exemplo, os desvios de qualquer ordem desse observéa-
vel. De maneira mais ampla, qualquer observavel que comute com A, pode ser computado

conhecendo-se as populagoes do estado nesta base. Obviamente, se quisermos computar
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os valores esperados de um observavel qualquer teremos que conhecer todos os elementos
de matriz. Dito de outra forma, dado um observavel A’ que nao comuta com A, seu valor

esperado pode depender também dos elementos de fora da diagonal p;;, com @ # j:

(A), =" (il Ady) pji

n,m
por isso, sao denominados as correlagoes de p na base B, ja que sao necessarios para
descrever resultados de medidas de dois observaveis que nao comutam entre
de interferéncia do observavel A’ sdo frequentemente associados a sua dependéncia com
relacdo a termos da forma (¢;|A¢;), com i # j, o que sé podera ocorrer se o respectivo pj;
for diferente de zero. Em vista disso, estes termos sao também denominados coeréncias.
E bom enfatizar que as populagoes e correlacoes sao conceitos dependentes de base pois,
por exemplo, sempre podemos “matar” as correlagoes escolhendo a base que diagonaliza o
operador.

Quando nos restringimos a operadores densidade continuos, que chamaremos aqui de
S(H) vemos que o conjunto de todos os operadores estard contido num espago de Ba-
nach, i.e, o conjunto de todos os operadores lineares continuos definidos no espaco H em
questao. Mas, de maneira mais geral, o conjunto também estara contido no espaco de
Hilbert-Schmidt, formado pelo conjunto de todos os operadores lineares tais que ATA é
de classe traco. Esse espaco é na verdade um espaco de Hilbert sob o produto interno
(A|B) =Tr(ATB). Resulta, no entanto, que em ambos espacos o conjunto dos operadores
densidade ¢é fechado.

Outro ponto, este mais trivial e facil de ser demonstrado é que, independente de onde
o situamos, S(H) serd convexo. Isto quer dizer que, dados nimeros reais nao-negativos
A1, Az, ooy Ay, cuja soma é um, e n operadores densidade pq, pa, ..., p, €ntao a soma y ., Aip;

resulta num operador densidade.

2.1.2 Exemplos

Gas de Hidrogénio:

Retornando ao exemplo do gés hidrogénio, suponha que tenhamos Ny moléculas no
estado para em um total de N. Se py = Ny/N vemos que o estado dos graus de liberdade

internos das moléculas poderda entao ser descrito pelo operador:

p = po |para) (para| + (1 — po) |orto) (orto| .
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Observe que esse estado é completamente distinto de um estado da forma:

|v¥) = \/po |para) + /1 — pg |orto) .

Claramente, este estado possui as mesmas probabilidades de se encontrar a molécula
no estado para ou no estado orto mas eles nao assumirao os mesmos valores para todos os

observaveis.
Estado Térmico:

Para qualquer sistema com Hamiltoniano H pode-se definir o estado térmico a tempe-

ratura T' da seguinte forma:

e P

PT = Tro pH (2.8)

onde § = 1/kgT e kp a constante de Boltzmann. Para entender esse estado, basta

representa-lo na base dos auto-estados |E,) de H e obteremos:
Zn e b |En) (Enl
P = A ;

com Z =Yy e PEn - Ou seja, é um estado tal que a probabilidade de encontra-lo no

n-ésimo estado de energia é p, = e PFn /7 analogamente aos estados em equilibrio térmico
da mecanica estatistica. E interessante notar que, para um sistema cujo espaco é de Hilbert
é de dimensao finita N, o estado térmico a temperatura infinita (com 3 = 0), corresponde

ao estado com indice maximo de mistura %I N-

2.1.3 Operador Densidade para Particulas

Vamos agora olhar para o caso especifico de operadores densidade para N particulas em
d dimensoes, o que equivale a olhar para operadores com as mesmas propriedades definidas
na se¢ao anterior, porém, definidos no espago Ly(R™Y, dx) (espaco das fungdes complexas
definidas em R4, e de quadrado integravel a Lebesgue). Como os operadores densidade
serdo, em particular, operadores de Hilbert-Schmidt (i.e, TrATA < oo) eles irdo admitir
uma representacio integral [19], quer dizer: existe uma fun¢ao complexa p € Ly(R*¥ | dx)

tal que:

pila) = [ o))y 2.9
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onde x,y € R e 1) € Ly(R™, dz). Essa representacao nos permite pensar a funcio
p como sendo o préprio operador densidade. De fato, podemos pensar que essa seria a
representacao do operador densidade na “base” dos “auto-estados” do operador posicao das

particulas

p(r,y) = (z|ply)

e p(x,x) seria a densidade de probabilidade de encontrarmos as particulas nas posi-
¢oes dadas por x. Sendo um operador de classe trago e auto-adjunto, vale as seguintes

propriedades para essa funcao:

Trp = / plx,z)dr =1,
RAN

p(z,y) = p*(y, )
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1
2mh

por causa da simetria dessas formulas é que a representacao de Wigner é considerada

> 1 1 ,
pwla.0) =5z | 0= SHlplp+ 5h) e (2.11)

—00

um meio-termo entre as representacoes de posicao e momentum. A generalizacao para N
particulas e d dimensdes é trivial, bastando considerar z,p € R e substituindo o fator
ﬁ por (#h)dN . Uma propriedade importante da funcao de Wigner, e que sugere que
seria uma quase-distribuicao de probabilidade, é a de que e a integracao em uma de suas

variaveis leva a distribuicao de probabilidades na outra, i.e, vale

/ " pwdp = (alola) (2.12)
/ " pwde = (plolp) (2.13)

Do fato de que o operador densidade é auto-adjunto, segue que py, é real, no entanto,
nao necessariamente é nao-negativa, o que impede a estrita interpretacao de funcgao de
Wigner como uma distribuicao de probabilidades. Na verdade isso ja era esperado, pois é
bem conhecido que a mecanica quantica nao pode ser descrita em termos de distribuicoes
de probabilidades. Neste sentido, os valores negativos assumidos pela fung¢ao de Wigner
seriam uma assinatura do carater quantico do estado. Mas temos ainda mais um motivo
que a torna prorima de uma distribuicao. Podemos definir a transformacao de Wigner
para qualquer observavel e o resultado serd uma funcdo real. Denotando por Ay (q,p) a
fungdo de Wigner de um observédvel A, e sendo V(§) e K(p) operadores definidos como

fungoes apenas dos ¢ e p, respectivamente, pode-se mostrar que vale as propriedades

Viv(q,p) = V(q)
Kw(q,p) = K(p),

ou seja, a transformacao de Wigner preserva a forma desses operadores. Agora, é

possivel mostrar que, para qualquer observavel A, vale a igualdade

(A), = / dqdppw (¢, p) Aw (¢, p)- (2.14)

A semelhanca dessa relagao com a definicao do valor esperado de um observavel de um
sistema classico é evidente, tornando a funcao de Wigner de fato préxima de uma distribui-
cao de probabilidades. Recomendamos as referéncias [11, 20, 21| para uma discussao mais

detalhada sobre as propriedades da funcao de Wigner e sua conexao com o limite classico.
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2.2 Sistemas Compostos

Considere agora um sistema composto por diversos subsistemas tais que conhecemos
os espacos de Hilbert de cada um (como por exemplo, um conjunto de particulas). A
primeira pergunta que devemos fazer entao é: qual o espago de Hilbert que descrevera
o sistema completo? Para motivar a definicao, considere um sistema composto por dois
subsistemas, X e Y, nao interagentes, cada um com espaco de Hilbert de dimensao tres.
Tomando os auto-estados do Hamiltoniano de cada um, {|¢,)}3_,, {|¢n)}3_, para X e Y,
respectivamente, podemos conceber todos os auto-estados de energia do sistema composto
e que, ademais, devem ser ortogonais entre si, i.e, os estados |V, ;) em que o sistema X se
encontra no estado [¢;) e Y no estado [¢;) e que deverdo ter energias EX + EY. Vemos
entao que o espaco de Hilbert do sistema total tera que ter dimensao nove, o produto das
dimensoes de cada espaco, e a condicao de que eles sejam ortogonais pode ser obtida se
considerarmos que o produto interno entre os estados |V; ;) satisfaz (¥, ;|Uy 1) = 6.0, =
(@i|vir) . (P5]1). Como veremos adiante, isso motiva a definir entdo o espago de Hilbert
Hyx y do sistema composto como o produto tensorial dos espagos de cada subsistema, i.e.,
Hxiy = Hx ® Hy.

2.2.1 Produto Tensorial

H& diversas formas de se construir o produto tensorial de um nimero finito de espa-
cos de Hilbert, sendo nenhuma delas trivial, (o caso de um produtério infinito é ainda
mais intrincado) por isso nao a faremos aqui, mas indicamos a ref[22] para uma exposigao
simples. Intuitivamente, dados os espacos de Hilbert H;, Hs,..., Hy, o0 produto tenso-
rial entre eles conterd todas as combinacoes lineares possiveis entre elementos do tipo:
[11) @ [1h2) ®, ..., ® [tn), ou, em uma notagao mais simples, |11, 19, ..., ¥n), onde |1);) per-
tence a H;. Ademais, dados dois elementos desse tipo, |11, 1g, ..., 10N) € |[U0], b, ..., ) O

produto interno entre eles sera:

(r[01) - (1lh) - s (| (2.15)

Entdo, se os espagos Hi, Ha, ..., Hy tem bases {|¢;)}, {|¢7)}, ... {I¢n)}, respectiva-

1 2

mente, o produto tensorial admitird a base {[¢,, ,&;,, ..,

N .
ny)}- Dados dois elementos

arbitrarios do espago produto [i1), |12) eles poderao ser escritos como:

1) = Z Oéil,ig,...,iN‘(ﬁ}la ?2,---,¢f-fv>

11,825, IN
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’®2> = Z ﬁjl,jz,...,j]\] |¢;17 ?27 7¢§\va>
J1,J25-5JN

COM O, iy ins Biriorin € C € Uk, jr € N de modo que podemos computar o produto

interno entre eles pela relagao:

<(b1‘(b2> = Z Z Oé’;':,iz,...,i]\rﬁjl7j27--~7jN < ;1‘¢’}1> < ?2’¢Z22> ° 7< ‘é\zfvygbg\r> =

01,825, EN J1,J25+JN
2 : *
- ail,iQ,...,iNﬁilyiQV":iN

i1y,

Alguns pontos merecem observacao: (1) se todos os espagos do produtério forem sepa-
raveis, o resultado é ainda um espago separavel; (2) se todos os espagos forem de dimenséao
finita o resultado é um espaco de dimensao finita, dada pelo produto das dimensoes de
cada espago; e (3), no caso em que temos N particulas em d dimensoes, cada uma descrita
pelo L(R?,dr), entdo o produto tensorial destes espacos serd isomorfo ao L(R, dz) que
¢é o espaco usual para a descricao deste sistema.

Se tivermos N operadores que agem em cada espaco Aj, As, ..., Ay podemos definir
um operador no espaco produto pela sua atuacao nos elementos da base pela prescricao

natural:

(Al X A2®7 (RS ®AN) |¢71p 7217 7¢7]’LV> = |A1¢317A2¢3u 7AN¢7]-LV> .

Em particular, os observaveis de cada sistema individual como a energia ou momento

angular do i-ésimo sistema, podem ser escritos como:

IR LY, ... 4R, ..., Iy,

onde I}, representa o operador identidade do k-ésimo espaco. Por exemplo, o Hamiltoniano
do sistema descrito no exemplo do inicio desta seccao seria dada por H = H1® I+ 1; ® Ho,
onde H; e Hy seriam os Hamiltonianos de cada sistema, ja que os subsistemas nao interagem
entre si.

Obviamente, podemos inserir incertezas classicas em sistemas compostos da mesma
forma que fizemos na secao anterior, bastando considerar o conjunto dos operadores den-

sidade que agem no espago produto.

2.2.2 Estado Reduzido

Vamos nos restringir a partir de agora, por simplicidade, a um sistema constituido por

dois subsistemas, denominados A e B, com espacgos de Hilbert H4 e Hp, de modo que
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o espago de Hilbert do sistema composto é Harp = Ha ® Hp. Considere um estado
qualquer para o sistema composto, descrito pelo operador densidade p, mas suponha que
estamos interessados apenas em computar observaveis restritos, digamos, ao sistema A,
i.e., observaveis da forma A ® Ig. Serd que é possivel obter, a partir de p, um operador
densidade para o sistema A que nos permita calcular os valores esperados de todos esses
observaveis? A resposta é sim, e a esse operador damos o nome de estado reduzido do
sistema A. Formulando de maneira mais precisa, estamos procurando uma aplicagdo F :
S(Hayp) — S(Ha) onde S(H) denota o conjunto dos operadores densidade definidos no
espaco H, e tal que F satisfaz: Tra(A(F(p))=Traip(A®Ipp) para todo observavel A. Para
obter essa aplicacao, precisamos primeiramente definir a nogao de traco parcial. Considere
uma base ortonormal {|¢/) @ |¢F)} para o sistema composto, onde os vetores {[¢7)} e
{Wf}} constituem bases para os sistemas A e B, respectivamente. O traco parcial de um
operador de classe trago O com relagao ao sistema B é um operador do espaco do sistema

A cujos elementos de matriz sao dados por:

O = (6110407) = > (o @ (¢ | O |¢7) @ |6F)

k

e essa operacao ¢ denotada por:

OA == TI‘B(O)

Em particular, se O é um operador densidade, o resultado é um operador densidade
no espago do sistema A, i.e., o trago parcial, restrito a S(H g, é uma aplicacao do tipo
Trg : S(Harp) — S(Ha) . Agora observe que o valor esperado do observavel A ® Ip

satisfaz:

(A Ip), =Tr(A®Ipp) = > (61,67 A® Ipp|of) @ |oF) =
1,J
= (A8 @ (¢F1 O (8] @ (ef] o) @ lop))p o) @ oF)
2,] g,k

= > (6140)) (O (5 @ (6F 1ot @ 168))

= (6] Ad)) pj;

i?j

= (67149;) (07| )

0]
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= Tra(Ap”)

enfim, o traco parcial satisfaz a propriedade desejada e, mais do que isso, é possivel

mostrar que serd a unica aplicagao satisfazendo essa propriedade [23].

2.2.3 Emaranhamento

Como vimos anteriormente, o sistema composto admite, em particular, estados do tipo
|t4) ® |1p), denominados estados produto ou separdveis, que possuem interpretacao fisica
imediata, pois podemos pensar simplesmente que o sistema A se encontra no estado [¢4)
e o sistema B no estado [¢)g). Resulta ainda que um observével do sistema A, i.e, um
observavel do tipo A ® I, é tal que seu valor esperado pode ser computado apenas com

base no estado reduzido do sistema A (que seria o vetor [i4)), pois

(A® )1 yalupy = (Ya @ Yp) [A® Iha @ Pp) = (YalAa) = (A),,

o mesmo valendo para observaveis do sistema B. De maneira geral, para qualquer
observavel da forma A ® B vale
(A® B)

= (A - (B)

[Ya)®lvs) [¥a) [¥B)

e por isso dizemos que nao ha correlagao entre as medidas do sistema A com as medidas
do sistema B para este estado. E claro que, para um estado produto, essa relacao valera
para todos os observaveis da forma A ® B. Agora, dado um estado p para o sistema
composto podemos tomar os estados reduzidos ps =Trg(p) e pp =Tra(p) de cada sistema.
Caso a relacao

(A® B), = Tr(A® Bp) = (A), . (B)

seja valida para todos observaveis da forma produto, pode-se demonstrar entao que
p = pa @ pp. Isso nos mostra que nao ha qualquer tipo de correlacoes entre os dois
sistemas se, e somente se, o estado é da forma produto. Claramente, se um estado é
formado pela combinacao convexa de estados produto, i.e, uma mistura estatistica de
estados nao-correlacionados, ele tera correlacoes, mas serao puramente classicas. Portanto,
os estados que nao podem ser escritos desta forma conterao correlagoes essencialmente
quanticas entre os sistemas, e sao denominamos estados emaranhados. Resumindo, um

estado é nao-emaranhado se nao possui correlagoes ou se possui apenas correlagoes cléssicas.
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2.3 Dinamica de Sistemas Abertos

Como foi dito anteriormente, a teoria de sistemas abertos consiste em descrever a di-
namica de um sistema de interesse S em “contacto” com um segundo sistema R que, por
sua vez, em geral, é considerado “grande” em algum sentido, sendo, por isso, denominado

“reservatorio”. Ou seja, o sistema total deve ser descrito por um Hamiltoniano da forma:

H=Hg+ Hp+ H; (2.16)

onde, como a propria notacao sugere, Hg seria o Hamiltoniano do sistema de interesse,
Hp o do reservatério e Hy seria o da interagao entre eles. Quando estamos lidando com
estados iniciais puros, sabemos que a dinamica do sistema sera ditada pela equacao de
Schrodinger. Mas e se o estado inicial é misto? Ora, como vimos, qualquer estado inicial

p(0) pode ser colocado na forma:

p(0) = pu ) (0l (2.17)

e queremos que sua evolucao seja dada por:
p(t) =D paldn(t)) (Gn(t)]

onde |¢,(t)) é a solugao da equacao de Schrodinger com a condigao inicial |¢,,). Derivando

a equagao acima e utilizando que os |¢,(t)) sao solugoes da equacao de Schrodinger

dlyp(t)) i
=——H |[Y(t
20— (),

obtém-se que p satisfaz a equacao diferencial:

dp(t) i
—= = ——[H,p(t 2.18
L) (215)
onde [.,.] denota o comutador entre os operadores. Esta serd, por defini¢do, a equagao

que dita a dinamica de operadores densidade. Claramente, se supusermos que p(t) é estado

puro, a equagao ¢é equivalente a equacao de Schrodinger. E facil mostrar que essa equacao
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preserva tanto o traco de p como o traco de p? e, como vimos, isso implica, em particular,
que se o estado inicial for puro ou misto ele preservara essa propriedade para todo t.

Em geral, a discussao da dinamica de sistemas abertos se restringe a estados iniciais
nao-correlacionados entre o sistema S e o reservatorio, i.e., um estado inicial da forma
p(0) = ps(0)®pg. Sob a agao do Hamiltoniano acima esse estado ird evoluir para um estado
p(t), nao-necessariamente da forma produto. Se estamos considerando que a evolucao
comega a partir do instante ¢y, a dinamica do sistema serd entao ditada por um familia de

operadores unitarios U (%o, t) no espago de Hilbert do sistema total de modo que

p(t) = Ulto, )p(to)U" (to, ).

7

Se H é independente de ¢, U(t,ty) = e #H(=%) ¢ se H depende de t, U(t,ty) pode
ser representado formalmente pela série de Dyson. Na discussao que se segue supomos H
independente de t.

Dizer que o sistema S é o sistema de interesse significa que queremos ser capazes de
computar apenas seus observaveis, quer dizer, queremos obter, para cada instante de tempo
t, a matriz densidade pg(t) =Trgp(t). Fixado pr podemos entender que essa dinamica é
dada por uma familia de operadores V(tg,t) : S(Hs) — S(Hs), denominada por mapa

dinamico, de modo que:

ps(t) = V(t, to)ps(to),
ou seja,

V(t,to)p(to) = Tra[U(to, t)p(to)U' (to, 1)),

Agora, a familia U(t, ty) satisfaz as propriedades
U(ty +ta, to) = U(t1,t0)Ul(t1, o)

para todo t1,t; € R e U(tg,t9) = I. Essas propriedades implicam, em particular, que se
conhecemos o estado do sistema global em qualquer instante ¢, podemos conhecer todo
o seu passado e prever todo seu futuro (pois a familia U(t,ty) é determinada tnica e
exclusivamente pelo Hamiltoniano). Mais do que isso, como os operadores sao unitérios e,
portanto, inversiveis, fixado tempos t; e ty e se soubermos que em t; o estado do sistema
é p(t1) entao, em ty, a dindmica associa um unico estado p(ts), independentemente se t; é
maior ou igual a t,. Isso significa que, se t; > t5, entao o sistema sé podera evoluir para
este unico p(ta) e se t; < tg, 0 sistema s6 poderia estar neste tinico p(ty). No entanto, se

soubermos apenas que, em um dado instante ¢; o estado de S é pg(t1), ndo poderemos dizer,
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em geral, qual foi seu passado ou qual sera seu futuro. Quer dizer, dado outro instante
de tempo t9, maior ou igual a t;, essa informacao nao determina unicamente qual serd o
estado de S em t;. Resumindo, em geral nao se pode associar uma dinamica fechada para
o estado reduzido pg.

Um das abordagens para a dinamica de sistemas abertos consiste em obter, a partir
do Hamiltoniano H do sistema global e uma série de aprorimacgoes, uma equacao fechada
para o estado reduzido do sistema S, denominada equacdo mestra. Ademais, na maior
parte dos casos, pode-se supor que a dinamica € do tipo Markoviana. Isto quer dizer que
o estado do sistema em um instante arbitrario de tempo determina todo seu futuro ou,
dito de outra forma, nao ha efeitos de memoria na dinamica. Claramente, uma dinamica
unitaria satisfaz essa propriedade e, portanto, é Markoviana. A diferenca é que, em geral,
o conhecimento do estado de um sistema Markoviano em um dado instante de tempo nao
nos garante que saibamos seu passado. Estes conceitos se refletem na seguinte propriedade

do mapa dinamico V (t) (onde V estéd definido apenas para t > 0):

V(t)V(t2) = V(t1 + t2) (2.19)

para t; > 0, 15 > 0.
Na maioria da situagoes a dinamica Markoviana pode ser descrita por uma equacao

mestra da forma

L (1) = 2olt)

onde £ é um operador convexo-linear no espaco das matrizes densidade, denominado Li-

ouviliano, e a solucao da equagao pode ser escrita formalmente como

p(t) = e p(0).

Existem varias “dedugoes” de equagoes mestras dependendo das aproximagoes utiliza-
das. A mais comum, e que sera utilizada nesta dissertacao, parte da hipdtese de que a
interagao entre o sistema e seu ambiente seja fraca. Veremos no proximo capitulo como

isto feito para um sistema em particular.

2.3.1 Decoeréncia

Um dos efeitos mais comuns que podem ocorrer num sistema aberto, classico ou quan-

tico, é o decaimento, ou perda de energia do sistema para o seu ambiente. Em muitos
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casos, o decaimento da energia é exponencial e a taxa associada 7z (0 inverso da constante
multiplicativa no argumento da exponencial) é denominada tempo de decaimento do sis-
tema. Também como no caso classico, efeitos difusivos, i.e., efeitos que levam ao aumento
das incertezas, ou desvio padrao de observaveis do sistema, podem ocorrer num sistema
aberto quantico. Observe que efeitos difusivos normalmente implicam em transferéncia de
energia entre sistema e reservatorio, a diferenga é que efeitos difusivos podem aumentar a
energia do sistema e efeitos de decaimento nao levam ao aumento das incertezas de estados
tipicos. Em sistemas quanticos, pode-se distinguir ainda um terceiro efeito, independente
dos anteriores, embora em geral concomitantes, chamado decoeréncia.

Como foi visto anteriormente, o indice de pureza de um sistema é constante sob a acao
de uma dinamica unitaria. O mesmo, no entanto, nao precisa ocorrer na dinamica de um
sistema aberto mas, pelo contrario, o ambiente tende a aumentar o indice de mistura do
sistema de interesse de modo que estados inicialmente puros raramente “sobrevivem” a in-
teracao com o ambiente, i.e., tendem a se tornar uma mistura estatistica. Especificamente,
é comum se deparar com mapas dinamicos que sao “intolerantes” com determinados tipos
de superposicao coerentes. Por superposicao coerente, entendemos simplesmente um estado
formado pela combinagao linear de estados puros e tal que os vetores que constituem essa
soma formem um conjunto linearmente independente. Podemos tomar uma base para o
espago de Hilbert do sistema que contenha os vetores dessa soma e representar este estado
como uma matriz densidade nesta base. Sendo {|n)} é esta base, entao o estado admitiré

uma representacao:

p(0) = 3 o ) (m (2.20)
onde alguns ¢, com n # m serao diferentes de zero, e a evolu¢ao sob um mapa dinamico

pode ser obviamente ser escrita na forma na forma:

p(0) = Y () [n) (m] (2.21)

Por “intolerancia” do mapa dinamico, queremos dizer que os elementos fora-da-diagonal
desta matriz irao decair irreversivelmente sob a acao do mapa e o sistema ird tender
a uma mistura estatistica destes vetores. A esse processo é dado o nome decoeréncia.
A decoeréncia pode ser total no sentido de que estes elementos tenderao a zero quando

t — oo, i.e
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p(0) =Y cunln) (1l (2.22)

n

A decoeréncia é chamada parcial, quando ha um decaimento, mas nao para zero. E
possivel também que apenas alguns elementos decaiam, e neste caso a decoeréncia seria
restrita a um subespaco.

Em muitos casos o decaimento dos elementos fora-da-diagonal é exponencial e, por isso,

¢ comum definir as fungoes reais Iy, (t) por:

[Com ()] = €T (2.23)

que sao chamadas func¢oes decoeréncia. Ou seja, frequentemente,

Lo (t) = — At (2.24)

onde A pode depender inclusive do estado inicial do sistema. J4 a constante 7p = 1/
¢é denominada tempo de decoeréncia.

Observe também que fenomenos quanticos de interferéncia de algum observavel A em
geral estao relacionados a dependéncia de seu valor esperado com termos da forma (n|A|m),
com m # n. Se essa base de vetores for ortogonal, o processo de decoeréncia ira remove
estes efeitos, levando o sistema a um estado mais “classico”. Esse é o ponto chave que torna
a dinamica de sistemas abertos importante para a compreensao do limite quantico-classico,
pois seria a candidata ideal para explicar o fato de, no mundo classico, determinados estados
de superposi¢ao nao ocorrem.

Este seria o caso, por exemplo, um estado de uma particula muito massiva formado de
uma superposicao de estados “localizados” (i.e., estados coerentes), centrados em pontos

espaciais distintos, i.e., um estado da forma:

p(0) = ) (¥ (2.25)

com

1
W) = E(Iﬂfo) +|=20)) (2.26)
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onde |zg) e |—zo) seriam estados de incerteza minima, localizado em xy e —z, res-
pectivamente, e com momento nulo. A matriz densidade representada na base = tera
quatro picos, dois ao longo da “diagonal” localizados em (xg, zo) e (—zo, —x¢) e dois fora-
da-diagonal, localizados em (—x¢, xo) e (xg, —20)

O modelo tipico para a descricao de uma particula Browniana massiva em uma di-
mensao, quer dizer, em um ambiente que iria introduzir, ao mesmo tempo, decaimento e

difusdo, é implementado pela equagao mestra de Caldeira-Legget[24]:

dp i

K 2mrkpT
it~ h !

O primeiro termo desta equacao descreve sua evolucao livre: a soma dos termos cinético
e potencial. O segundo termo ¢é o responsavel pelo decaimento, pois é andlogo ao termo
devido a forca de friccao no caso classico, bastando olhar para a equacao diferencial que

descreve a evolucao do valor esperado do momentum da particula:

) = — (90— 25 {p)
O segundo, além de ser o termo difusivo, também serd responsavel pela decoeréncia
dos estado (2.25). De fato, caso esse termo seja dominante na dinamica, a evolugao terd
a forma[25]:

p(t) = el 50, 2, ) (2.28)

onde X\ = 2mrkgT/h?. A equacdo acima nos mostra que, com a evolugao e devido a
decoeréncia, a matriz densidade se tornard aproximadamente “diagonal” (ver figura 2.1) e
podendo, a partir dai, ser interpretada como uma densidade de probabilidade classica de
se encontrar a particula.

E interessante notar que o tempo de decoeréncia 7p = h? /26mkpT(Ax)? dos picos
fora-da-diagonal decresce com a massa da particula e com Az = x5 — x, condizendo com a
idéia do limite classico: particulas mais massivas devem ser mais classicas e superposicoes
de dois estados “localizados” separados substancialmente nao sao tolerados.

Outra caracteristica interessante é a razao entre os tempos de decoeréncia e relaxa-

mento:

B h 2 AdB\2
TD/TR—(AIW) _(AJI)

(2.29)
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(b)

Figura 2.1: Decaimento dos elementos fora-da-diagonal da matriz densidade sob a acao do termo
difusivo. a)estado inicial da particula contendo os picos fora-da-diagonal caracteri-
zando a superposi¢ao. b)Decaimento rapido desses picos sob a agdo da decoeréncia.
(figura retirada da ref. [11])

onde A\gp ¢ o comprimento de onda térmico de de Broglie . Para situagoes tipicas de
temperatura, massa de particula e distancias macroscopicas, o tempo de decoeréncia sera
substancialmente mais rapido que o tempo de relaxamento. Tal resultado é considerado
uma “tumb rule” em sistemas abertos: quando tomamos uma superposicao de estados, a
razao entre os tempos de decoeréncia e relaxamento serd tanto maior quanto mais classicos
e distinguiveis forem os estados que compdem a superposicao. Realmente, inserindo valo-
res tipicos para essa razao: m = lg,T = 300K, Ax = lem, obtemos 7p /7 ~ 10740 quer
dizer, mesmo que o tempo de relaxamento fosse da ordem da idade do universo, aproxima-
damente 10'7s, o tempo de decoeréncia seria 10~2s, um intervalo de tempo virtualmente
instantaneo.

Um estudo mais realistico de decoeréncia foi realizado por Zeh e Joos[26] onde foi
considerado a decoeréncia de estados da forma (2.25) para o caso em que a particula
estd sujeita a colisoes com particulas de um determinado ambiente, como a atmosfera
terrestre, a radiagao emitida pelo Sol e varios outros. Esse estudo, no entanto, nao foi
feito simplesmente por equacoes mestra, mas por um misto de teoria de espalhamento e
teoria de sistemas abertos. O resultado obtido para a evolucao do estado da particula tem
a forma dada pela equagao (2.28), onde A\ = k*Fo.ss, sendo k e F, respectivamente, o
comprimento de onda e o fluxo das particulas do ambiente, e o.fs a secao de choque da
particula massiva. Segue abaixo as estimativas obtidas para as taxas de decoeréncia em
diversas situacoes e particulas de diferentes tamanhos 2.1. Estes resultados nos mostram

que um “grao de poeira”, ou qualquer particula razoavelmente massiva mesmo em condigoes
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Tabela 2.1: Taxa de decoeréncia A (em cm~2s7!) para particulas de tamanhos distintos e em

ambientes distintos. (tabela retirada da ref. [26])

a=10"3em a=10"%cm a=10"%m
radiacao de fundo 106 1012 106
fétons a 300K 101 107° 10712
luz do Sol (na Terra) | 102! 1017 1013
moléculas de ar 1036 1032 1030
vécuo de laboratério | 1023 10 1017
(103 part./cm?)

ideais como no “vacuo” espacial, teria de se comportar classicamente no sentido que essas
superposicoes iriam perder sua coeréncia rapidamente. Nos préximos dois capitulos iremos

nos deparar com mais exemplos de decoeréncia e estuda-los com mais detalhe.



Capitulo 3

Campo Eletromagnético Quantizado

em uma Cavidade a Temperatura
Nula

Neste capitulo iremos discutir a dissipa¢ao de um modo de campo eletromagnético de-
vido a imperfeicoes da cavidade que o aprisiona. Para cavidades com dissipacao moderada,
ha um modelo fenomenolégico padrao que a descreve supondo que o Hamiltoniano da ca-
vidade seria constituido por um conjunto de osciladores harmonicos, que representariam,
por exemplo, o modos de campo que escapam da cavidade ou fonons que seriam excitados
em sua estrutura cristalina. Como o interesse primordial é entender o comportamento do
campo, e nao da cavidade, a abordagem usual é obter, por procedimentos descritos no
capitulo anterior, uma equacao mestra para a dinamica do campo. A equacao resultante
permite-nos estudar os efeitos da temperatura da cavidade na dissipagdo do campo (na
dedugao da equagao toma-se para a cavidade um estado de equilibrio térmico) e pode ser
facilmente resolvida para quaisquer condigoes iniciais. No entanto, para o caso em que a
cavidade se encontra inicialmente a temperatura nula e o campo em um estado coerente,
uma outra abordagem é possivel, sem passar pelas hipdteses nao-fundamentadas da de-
ducao da equacao mestra, e que também nos permite computar a dinamica da cavidade.
Iremos expor primeiramente, no que se segue, algumas preliminares, a abordagem padrao,

via equacao mestra, e depois, essa nova abordagem.
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3.1 Estados Coerentes e Representacao P

Nesta secao iremos relembrar a definicao de estados coerentes, dos operadores de cria-
¢ao e destruicao, e definir mais um exemplo de representacao de operadores densidade, a
representacao P ou representacao por estados coerentes. Ela é particularmente til para
lidar com estados coerentes e valores esperados de operadores de criacao e destruicao e
serd usada para obter a solucao da equacao mestra para um campo em uma cavidade a
temperatura finita.

Seja {|n)}22, uma base ortonormal arbitrdria para um espago de Hilbert de dimensao

infinita. Para um a € C qualquer definimos o estado:

-lsf Z \/_ In) (3.1)

denominado estado coerente e sendo o o pammetm de coeréncia ou amplitude (geral-
mente utilizado quando estamos pensando em campos eletromagnéticos). Introduzido na
década de 60 por Glauber[27], os estados coerentes tém sua origem na Gptica quantica.
Neste contexto os elementos desta base seriam os estados de Fock, ou auto-estados do ope-
rador que mede o nimero de fétons de um modo de campo eletromagnético quantizado. A
luz gerada por Lasers pode ser descrita por um estado coerente e pode-se mostrar que uma
corrente classica também gera um campo coerente. Da definicao segue imediatamente que

o produto interno entre dois estados coerentes |«) e |3) sera

<Oé’ﬁ> —= 67%|a‘27%|ﬁ‘2+a*ﬁ_ (32)

Lembremos também a definicio dos operadores de destruicio e criacio, a e a:

aln) = +v/n|n—1) paran >0, a|0) =0,
a'ln) =vn+1|n+1).

Vé-se imediatamente entdo que |a) é um auto-vetor de a com auto-valor a.. Podemos

também escrever um estado coerente na forma

) = D(a) |0),

onde o operador D(«), chamado operador deslocamento(mais adiante veremos o porque

do nome), é definido por

D(a) — eaaffa*a.



3.1 Estados Coerentes e Representacao P 30

3.1.1 Estado Coerente de um Oscilador Harmonico

Uma situacao tipica onde encontramos estados coerentes e operadores de criagao e
destruicao como definimos acima é a de um oscilador harmonico em uma dimensao. Sendo
x e p os operadores de posicao e momentum da particula, m e w sua massa e frequéncia, é

bem conhecido que os operadores definidos por

q+ 1w
7 (3.3)
i g—ww
a' = , 3.4
7 (3.4)
onde
mw. 1
1
= 2p, 3.6
w= ()i (36)
sao os operadores de criagao e destruicao dos auto-estados do Hamiltoniano do oscilador
harmonico:
1 mw?
H=_—p %,
om? T2 "

O estado fundamental deste Hamiltoniano (o estado que é aniquilado pelo operador

destruicao) na representagoes dos operadores posi¢ao e momentum adquire a forma

(1) = tte) — (et

(pl0) = ¢o(p) = (——)2e 2",

onde o = (h/mw)'/? e o' = hi/20. E trivial verificar que os valores esperados da posicao

e do momentum sao nulos, i.e.

() = (p) = 0.

Como sabemos, esse ¢ um pacote de onda minimo, i.e., esse estado minimiza a relacao

de incerteza de Heisenberg
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Ve = @)V (o — ()2 = AzAp = 00’ = g

Agora, se definirmos

_ mwzo + 1Py
V2hmw
entdo o operador deslocamento D(«), aplicado a este estado, levard ao estado coerente |«)

que, nas bases x e p, tera as formas

1 -pPoT xr—x

(z|a) = Yo(z) = (W%J)%e—z 0 ez (55707 (3.7)
I 1 1,42y p-n

(pla)y = dalp) = ( yremze TSR (3.8)

i.e., o operador deslocamento preserva as incertezas do estado fundamental mas desloca os
valores esperados de posi¢ao e momentum da particula para xy e pg, respectivamente, dai o
nome operador deslocamento. Enfim, na base dos auto-estados de um oscilador harmonico,
um estado coerente nada mais ¢ do que um estado que minimiza a relagao de incerteza de
Heisenberg em z e p. E interessante também tomar a representagao de Wigner (2.10) de
tais estados
1 _(azay2 _(p=m
pw(q,p) = —e Ve, (3.9)
wh
Vé-se que a funcao é nao-negativa em todos os pontos e é simplesmente o produto das
distribui¢oes de momento e posicao. Este, na verdade, é um resultado atipico, pois pode-se
mostrar que esses sao os unicos estados puros que sdo nao-negativos em todos os pontos|28].
Neste sentido, o estado coerente seria entao o estado puro de uma particula mais classico

possivel.

3.1.2 Representacao P

Com base na defini¢do de um estado coerente (em qualquer base), defini-se a represen-

tacao P, ou representacao por estados coerentes, pela prescricao:

p= /P(oz,oz*) &) (a| d*a, (3.10)

quer dizer, enxergamos um dado estado como uma mistura estatistica de estados coe-

rentes. E possivel mostrar que cada estado define unicamente a funcao P e que
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|o?

P(a,a") = ¢

/ (—Blp|B) e B w2,

No entanto, essa funcao também nao pode ser pensada estritamente como uma distri-
buicao de probabilidades pois pode adquirir valores negativos e, ademais, pode ser singular.

De fato, vé-se facilmente que a representagao P de um estado coerente |ayg) seria

P(a,a") = §(a — ap),

onde, no lado direito da equagao temos a funcao delta de Dirac. Um produto normal-
mente ordenado de operadores a e a' é um produto onde todos os operadores a' aparecem
a esquerda dos operadores a, i.e., 6 um operador da forma (a')™a”. Uma propriedade im-
portante da representacao P é a de que o valor esperado de qualquer produto normalmente
ordenado (a')™a™ é igual ao m-ésimo momento em a* e o n-ésimo em « da “distribuicao”

P. Explicitamente
Tr[(a")™a"p] = ((a")™a™) = /(a*)ma”Pp(a,a*)dQOz.

3.2 Campo Eletromagnético Quantizado

Antes de passarmos a descricao da dissipacao de campos eletromagnéticos quantizados
¢é licito explicitar o que exatamente significa um campo quantizado. Nesta secao iremos
expor de maneira sucinta como isso pode ser feito.

Uma abordagem simples, mas de aplicacao restrita, para encontrar o Hamiltoniano
quantico de um sistema de N particulas é partir de seu Hamiltoniano classico em coorde-

nadas cartesianas H(z1, p1, ..., xn, py) (24, p; € R?) e efetuar as substitui¢oes canonicas

pj — —ihV (3.12)

i.e., promovendo nimeros a operadores de um espaco de Hilbert. Um procedimento
analogo ¢é utilizado para encontrar a expressao do Hamiltoniano quantico de um campo
eletromagnético no vdcuo. O ponto de partida é, claro, as equacoes de Maxwell para os

campos elétrico e magnético
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10B
E=—— 1
V x - (3.13)
10E
B=—-—— 14
V x ey (3.14)
V-E=0 (3.15)
V-B=0. (3.16)

Tomando o rotacional dos dois lados da primeira equacao, usando a segunda para
substituir o campo magnético, e a propriedade de campos vetoriais V x (V x V)) =

V(V V) — V2V, obtemos a equacao de onda para o campo elétrico:

1 0°E
ot

Pelo método de separacao de variaveis, podemos expressar uma solucao qualquer para
E(z,t) (r € R?) na forma

V’E = (3.17)

E(z,t) =Y fu(t)un(x), (3.18)

onde u,,(x) € R® devera satisfazer a equagao

ViU, (2) = =k u,, (), (3.19)

e k,, seria a constante que surge no processo de separacao de variaveis. Da segunda

equacao de Maxwell vem ainda

V- un(z) =0, (3.20)

e supondo que o campo € restrito a uma regiao limitada do espago por um condutor,

teremos também

U, (z) =0 (3.21)

sobre a superficie do condutor.

Esse conjunto de condigoes para u,,(z) é equivalente a um problema de auto-vetor para
o operador V2 e as duas condicoes adicionais irdo garantir que ele seja hermitiano. E, de
fato, para condutores com as formas de interesse (formas simples como uma caixa ou uma
esfera) o conjunto solugao serd discreto e ortogonal (no sentido de que a integral, em todo

o espago, do produto interno entre duas solugoes distintas, serd zero).
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A equagao para f,(t) serd

@ fin 272
a2 = ¢ ki -

Inserindo essa solugao na primeira equacao de Maxwell, obtemos B(x, t)

Bot =Y h(t)V X up (), (3.22)
onde i
W = —Cfm(t)

Da equagao satisfeita por u,,(z) e da condi¢ao de contorno imposta pelo condutor segue
que as fungdes V x u,,(x) também formam um conjunto ortogonal. Também da condigao
de contorno segue que n - (V x u,,(z)) = 0 na superficie do condutor se n é um vetor
normal a superficie e, portanto, n - B = 0, ou seja, a condigao dinamica de contorno
para B é automaticamente satisfeita. Substituindo as expressoes para os campos elétrico

e magnético, (3.18) e (3.22), na segunda equacao de Maxwell, obtemos

dfm
% = ck2 hm, (3.23)
o que nos leva a equacao para h,,
d*h,,
o —C?k2 By (1).

Esses resultados nos mostram que, resolvida a configuracao espacial do campo, a parte
restante referente a dinamica é equivalente ao problema de infinitos osciladores harmonicos
independentes. Agora vem o ponto que nos interessa. A energia total do campo tem a

forma

H = % /(E2 + B*)dx. (3.24)

Fazendo uso das expressoes (3.18) e (3.22) para os campos elétrico e magnético e a

ortogonalidade dos conjuntos de fungées u,,(x) e V x u,,(z) resulta que

1

H =< D (fmlt) + ko (). (3.25)

Usando ainda (3.23) e efetuando a transformacao de coordenadas q,, = fin/2wm/T

podemos escrever finalmente
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1 2 2
H= 5 Z(pm + winqs) (3.26)

m

onde p,, = dg—;" e Wy, = ck,,.

A similaridade dessa expressao com a expressao para a energia de varios osciladores
harmonicos de massa 1 nos leva a efetuar a substitui¢do candnica (passando logo aos

operadores de criagao e destrui¢ao):

n(t) = ()2l (1) + (1) (327
pult) = i) () - (1), (3.29

2

onde os operadores deverao satisfazer as relacoes de comutagao
[am (1), am(t)] = Omm

e de modo que o Hamiltoniano podera ser escrito na forma

H =" hwn(a (Ha(t) + 2). (3.29)

2
Note que soma das energias de ponto zero de cada modo certamente ird divergir e,
por isso, na maioria das aplicagdes , elas sdo desconsideradas (apesar de que em outras,
como o efeito Casimir, elas sdo vitais). E claro que isso coloca em profunda suspeita o
processo de quantizacao mas, apesar dessa inconsisténcia, é bem reconhecido que a eletro-
dindmica quantica tém se mostrado excelente para a descrigao de véarios fendmenos (como
os experimentos que serao mencionados nessa dissertacao).

Da mesma forma, o campo de operadores campo elétrico podera ser escrito

E(r,t) = Y (@nhwa) al, () + an(t)]un(z). (3.30)

m
Observe que aqui que x nao é um operador, mas um parametro para definir o operador
campo elétrico em cada ponto do espaco, dai o nome campo de operadores. Ja a evolugao
dos operadores al e a, com o tempo (e, portanto, do campo elétrico) é interpretada
como se fossem operadores na representacao de Heisenberg. Isso nos permite entao obter

a equacao diferencial para eles

() = ~[H, ap(t)] = —iwman(t), (3.31)
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logo

—twmt

A (t) = ape ,

onde a,,, do lado direito desta equacao, seria o operador destrui¢ao na representacao
de Schrodinger. Analogamente, para a

ol (1) = afye

e, portanto, H é de fato independente do tempo

H= Z B (al (t)a(t) + %) = Z hwp(a'a + %) (3.32)

Olhando agora apenas para um modo do campo, um dado vetor da base definida pelos
auto-estados do operador al a,,, {|n)}>,, denominada base de Fock, é interpretado como
um estado onde o campo possui exatamente (i.e., sem dispersao) n excitagoes, ou fétons,
e os operadores a,, € aIn seriam os operadores de destruicao e criacao, respectivamente. O
operador a! a,, é entdo chamado operador nimero pois corresponde ao observavel nimero

de fotons do modo.

3.3 O Modelo “Padrao” e Sua Subsequente Equacao
Mestra

Como dito anteriormente, o reservatorio que serd responsavel pela dissipacao do campo
pode ser descrito por um conjunto de osciladores harmonicos que podem ser entendidos
como os modos de campo fora da cavidade ou fonons que seriam excitados em sua estrutura.
O Hamiltoniano padrao para modelar a dissipagao de um modo de campo em uma cavidade

Optica pode ser escrito da seguinte forma:

H = hwoala+ 7> wiblbe + 1> yi(ab’ + afb), (3.33)
k k

onde a e a' sdo os operadores de destruicdo e criaciio do campo; b e b os operadores
de criagao e destruicao do k-ésimo oscilador do reservatorio; wy € a frequéncia do campo,
wy a frequéncia do k-ésimo oscilador do reservatorio; finalmente, os 7;’s sao constantes de

acoplamento.
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A forma da interacao entre cavidade e campo nao tem justificativa muito precisa. Tal-
vez possa ser pensada como uma aproximacao em primeira ordem no Hamiltoniano, ja que,
por hipétese, a interacao deve ser fraca. Mas, em tltima instancia, ¢ um bom Hamiltoni-
ano porque ira levar a uma equacao mestra para o campo satisfatoria para descrigao de

experimentos.

3.3.1 A Equacao Mestra

A deducao da equacao mestra para a dinamica do estado reduzido do campo é um
tanto longa e pode ser encontrada em muitas referéncias (e.g., [3, 30]), portanto, nao ire-
mos reproduzi-la aqui. No entanto, a primeira aproximagcao realizada na deducao merece
atencao, sendo conhecida como a aproximacao de Bohr: supode-se, para computo da di-
namica de pg(t), que o estado global serda da forma p(t) ~ ps(t) ® pr, permitindo obter
uma equagao fechada para S. Nesta hipdtese esta implicito que a interagao entre sistema
e reservatorio € fraca o suficiente para o efeito do sistema sobre o reservatorio possa ser
menosprezado e, em particular, despreza-se a possibilidade de serem formados estados ema-
ranhados entre campo e reservatorio. O problema é que nao ha nenhum controle sobre essa
aproximacao e, intuitivamente, é de se esperar que ela seja valida apenas para temperaturas
altas. No entanto, a equacao mestra ¢é utilizada mediante qualquer temperatura, inclusive
a temperatura nula. Veremos adiante que, pelo menos neste ultimo caso, o emaranha-
mento entre os sistemas nao pode ser desprezado mas, apesar disso, e surpreendentemente,
a equacao mestra ainda é valida.

De qualquer forma, a equagao mestra serd, na representacao de Schrodinger

d ) K _
= =~ [hwala, p(t)] = S, (aalp(t) - 2a'p(t)a + p(t)aa’)-
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segundo, a perda de energia do sistema para o reservatério, sendo formada por duas con-

tribui¢oes: uma difusiva (o termo proporcional a n,,,) e uma responsavel pelo decaimento

(o termo proporcional a 1). Para ver que x é de fato a constante de decaimento, basta

tomar a equacao diferencial para o valor esperado da energia, fazendo E(t) = (Hg) (t):
dE(t)

7 = —I{E(t) + Kh@do’fbwo

com a solucao trivial:

E(t) = thfLwO + (E(O) — hW()T_lwo)G_Ht.

Isto quer dizer: a energia do oscilador decai (ou cresce) exponencialmente até atingir
a energia de um estado em equilibrio térmico com o reservatério (mais ainda, é de se
esperar que, qualquer que seja o estado inicial, ele ird convergir para um estado térmico a

temperatura T' quando ¢ — 00).

3.3.2 Decoeréncia a temperatura Nula

A equacao mestra para a dissipacao do campo em uma cavidade a temperatura nula

pode ser obtida fazendo-se 7, = 0 em (3.33) restando apenas o termo de decaimento:

dp _ 1

dt  h

Vamos considerar entao a evolucao de um estado inicial da forma:

[hwoa'a, p(t)] — g(afap(t) — 2ap(t)a’ + p(t)a'ap(t)). (3.36)

[W(0)) = c(lao) + [5o)),
onde ¢ = (2 4 2Re (| fo)) 2
Quando tanto ag quanto 3y sao grandes e, portanto, na fronteira entre um campo
classico e um quantico (sendo por isso denominados mesoscopicos) e, ademais, sdo subs-
tancialmente distintos entre si, o resultado é um estado quantico analogo ao estado proposto
no experimento imaginario de Schrodinger do gato morto-vivo. Por isso tais estados sao
denominados estados de gato.

Primeiramente, devemos escrever este estado como um operador densidade:

p(0) = (Jew) (ao| + 1Bo) (Bol + laxo) (Bol + 16o) (xol)-

Como a equacao mestra ¢ linear, basta considerar a evolucao termo a termo. A solucao
dos dois primeiros ¢ trivial, que seria a evolugao sobre um estado inicial coerente, e nos

mostra o carater dissipativo dessa equacao mestra:
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p(t) _ ‘aoe—(iwon)t> <aoe—(iwon)t| )

Ou seja, a dissipagao preserva a “coeréncia” do estado e apenas diminui sua energia,
de modo que a amplitude executa um movimento em forma de espiral no plano complexo.
Para os termos restantes, tendo visto o quanto estados coerentes sao bem comportados sob
essa dissipacao, e ja esperando que este termo estard sujeito a decoeréncia, tentamos uma

solugao da forma:

o) (Bol = E(t) |a(t)) (5],

onde F'(t) é uma fungao complexa que devera decair rapidamente. Substituindo este ansatz

na equagao mestra, e usando que:

dla(t))  a(t)  lda(t)?
dt :(a(t)_§ 1ot

assim como o fato de que estados coerentes sao auto-estados do operador aniquilagao,

obtém-se que o ansatz é de fato solucao, desde que:

a_t) = @ = —(lwyg + kK

o) g et

F(t) 1 2 2 *

o) = 3(0OF + 3O + 265" )

A solucao dessas equagoes é imediata:

at) = e (wotr)t

B(t) = foe~totrt (3.37)

Kt

F(t) = el0=e7M=3lol +BE+67)=(Bla) = 7

Finalmente, a evolucao tem a forma:

p(t) = (la(t)) (a(t)] + [8(1)) (B(B)] + F (1) [a(t)) (BE)] + F () |B(1)) (a(t)]),

com as fungoes a(t), B(t) e F(t) dadas pelas equagoes (3.37). Vemos entdo que para

tempos grandes os elementos fora-da-diagonal sao multiplicados por um fator cujo médulo
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é | {a|B) | = e8I que serd extremamente pequeno para estados de gato, de modo que o

processo de decoeréncia serd praticamente total. Ademais, podemos identificar a funcao

_ ]_ % _efnt
F@%Zmﬁﬁﬂzﬁl—e“M—jaF+WF+ﬁQPZWMVI )
com a funcao decoeréncia. Para entender melhor o decaimento dos elementos fora-

da-diagonal da matriz densidade notamos que, para xt < 1, ele serd aproximadamente

exponencial ou, dito de outra forma, que a funcao decoeréncia é linear:

~ 2
V() = —kla — B[t

Assim, nesta escala de tempo, podemos definir o tempo de decoeréncia 7p como o

inverso do fator que multiplica ¢, de modo que a razao entre os tempos de decoeréncia e

dissipacao sera

D . 1
T a—BP
que sera extremamente pequena para estados de gato, constituindo mais um exemplo
onde a escala de tempo em que a decoeréncia ocorre é muito menor que a escala de tempo
em que a dissipagao ocorre.
E interessante entender o processo sob a luz da representacao de Wigner para o estado
do sistema. No instante inicial, ela é composta de dois picos localizados em (qo, po) € (g0, Pp)
onde (aqui, fazendo uso da analogia entre as descrigoes de um oscilador harménico e um

modo de campo quantizado)

G0 = (2h/wo)*Rea (
po = (2hwo)*Ima (3.39
ah = (2h/wo)*Ref (
P = (2hiw)/*Imp (

e contém oscilacoes que assumem valores negativos entre eles, caracterizando o carater
“quantico” do estado. Porém, para 7z > t > 71p ,i.e., se temos um estado de gato que
permita distinguir duas escalas de tempo, essas oscilagoes sao substancialmente amortiza-
das enquanto os picos quase nao sao alterados. Tal funcao pode entao ser interpretada
classicamente e como uma distribuigdo de probabilidades (ver figura 3.1), quer dizer, o
ambiente remove as propriedades essencialmente quanticas do sistema muito rapidamente.
Observe também que exatamente a mesma situagao ocorrera para a particula Browniana

mencionada no capitulo anterior.
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Figura 3.1: A) Distribuicdo de Wigner para o estado inicial de gato com «(0) = agexp(i¢) e
B(0) = agexp(—i¢) com g = V10 e ¢ = 0.7. B) Funcio de Wigner no instante
t = 0.015/k, exibindo o rapido amortecimento das oscilagoes entre os dois picos.
(figura retirada da ref. [29])

3.3.3 Solucao da Equacao Mestra a Temperatura Finita: Equa-
cao de Fokker-Planck Para a Representacao P

Como foi visto na primeira segao, qualquer operador densidade para o campo (ou osci-

lador harmonico) pode ser escrito na forma:

p= /P(ma*)dada*,

onde a fungao P é unicamente definida pela estado p e vice-versa. Isso nos permite

expressar a solucao da equacao na forma

p(t) = /P(a,a*,t)dada*

e substituindo essa representacao na equagao mestra encontraremos a equacao subse-
quente para P(t), que serd particularmente 1til para calcular sua evolugao sobre um estado
inicial coerente. Para fazer isso, basta observar as seguintes propriedades de estados coe-

rentes:
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ala) (af = ala) (af,
la) (ala’ = a” |a) (o],

a0 (o] = (3= +a"[a) a]

0) {al a = (- + ) |a) {o].

As duas primeiras sao consequéncias imediatas do fato de que um estado coerente é
auto-estado do operador de aniquilagao sendo o parametro de coeréncia o auto-valor. As
duas tultimas podem ser facilmente verificadas utilizando a definicao de estado coerente.

De posse dessas relagoes é facil obter a equagao para P(t):

oprP , 0 , J _ 0?
o= [(—iwo — m)a—aa) + (fwo — n)%a )P+ ZKnMOMP. (3.42)

Note que essa equacao tem a mesma estrutura das equagoes do tipo Fokker-Plank
encontradas frequentemente em mecanica estatistica de sistemas cldssicos, no contexto de
processos difusivos, sendo o primeiro termo a contribuicao reponsavel pelo decaimento e o
segundo, a difusiva. Agora suponha um estado inicial coerente |ap) que, como vimos, tem

a representacao P da forma

£
P(a,a™,t) = d(a — ap).
Novamente, a solugao pode ser encontrada supondo um ansatz, neste caso supomos

. 1 _\a—zﬁ(t)\Z
P(Oz’a ,t) = F(t)e o2(t)

e vemos que, de fato, é solugao da equacao desde que

B(t) = —(iwo + ) (1),

(02) = _2l€(0-2 - ﬁwo)v

com as solugoes triviais
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Vemos que, além do movimento em forma de espiral da amplitude, devido a dissipagao
e a parte unitaria, a temperatura induz um “alargamento” do estado coerente que tendera
a n,, para tempos grandes e o sistema tendera a um estado térmico, i.e., entrard em
equilibrio térmico com o reservatorio. O calculo da dinamica sobre um estado de gato é
mais complicado e nao sera reproduzido aqui, mas é de se esperar que a temperatura ira
reforgar o processo de decoeréncia. Realmente, é possivel mostrar que a razao dos tempos
de coeréncia e relaxamento, numa escala de tempo em que kt < 1, serda diminuida por
um fator (2nwy + 1)), ou seja, se 7p é o tempo de decoeréncia a temperatura nula, e 77 &

temperatura 7T, entao

Th = -
D ohwe + 17

3.4 Solucao da Dinamica Total do Sistema a Tempe-

ratura Nula

Nesta secao iremos propor uma nova maneira de solucionar o problema, sem recorrer
a equacao mestra, para o caso em que os osciladores do reservatério se encontram inicial-
mente no estado fundamental (ou a temperatura nula) e o campo em um estado coerente.

Explicitamente, estamos olhando para o estado inicial

U (t)) = |ao) @ [ ] 10k) - (3.43)

O ponto é que, nesta situagao bem especifica, a solugao da equacao de Schrodinger com

o Hamiltoniano (3.33) tera a forma

() = lat)) @ [T 18:(1)) . (3.44)

ou seja, tanto os estados do oscilador principal quanto dos osciladores do reservatorio se
manterao coerentes e as amplitudes dos osciladores irao satisfazer as equacoes diferenciais

(obtidas inserindo-se a solugao acima na equacao de Schrodinger):

d
zaa(t) = hwa(t) + h;%ﬁk(t),

Z%ﬁk(t) = hwkﬁk(t) + h”yka(t). (345)
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E interessante notar que, nesta situacao, a hipotese de Bohr é parcialmente valida,
no sentido de que o estado do sistema permanecera na forma produto. Pelo fato de que
esse Hamiltoniano conserva o nimero total de excitagoes no sistema N = dla+ Dok bib,
a quantia a(t) + >, Bx(t) também serd constante e igual a ag. Agora observe que esse

conjunto de equacgoes pode ser escrito na seguinte forma matricial

i (1)) = Hep [6(6)) = (Ho + V) [0(0). (3.46)

= (22 5

Qg Qg (&%)

de modo que esse serd um vetor normalizado para todo t, e

0% 0 0
0 Wy ... 0
Hy=1| . . .
0 0 WN
0 Y1 ... N
y=| "
0
TN

Ou seja, esse problema é formalmente idéntico a qualquer problema de dinamica quan-
tica: a solucao de uma equacao de Schrodinger. Somando a constante —wg ao Hamiltoniano

H.; e absorvendo-a em Hj obteremos um novo Hamiltoniano:

L=Hy+V (3.47)

onde H) = Hy — wy Mas, de qualquer forma, se |1(t)), é a solugao de (3.46), e [1(t)) é

a solucao da equagao de Schrodinger com o hamiltoniano (3.47) entao

(1), = e " [W(1)).

Vamos supor, a partir de agora, que temos infinitos osciladores no banho e com frequén-
cias dadas pela relacao hwy = hwy+ 90k, para k inteiro. E claro que, no modelo original, nao
podemos ter w;, < 0, mas a extensao das frequéncias para —oo simplificara os resultados

e serd justificada a posteriori. Denominando por |¢) o auto-estado de “energia” 0 de H|,
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relacionado ao oscilador principal e |k) os auto-estados de “energia” §k relacionados aos

osciladores do banho, teremos as seguintes propriedades para Hj e V:

(k| V |k) = 0, (3.48)
(| V']|¢) = 0.

Vamos supor, ainda, que v; nao depende de k, i.e., 7, = 7. Espera-se que, numa
situacao real, o reservatério tenha um nimero enorme e denso de graus de liberdade, de
modo que estaremos interessados no limite de um continuo de osciladores. Portanto, iremos
basicamente procurar o limite em que 0 vai para zero. O ponto é que, se olharmos para esse
limite visto pelo Hamiltoniano (3.47), recaimos num problema estruturalmente idéntico ao
trabalhado por Fano[31] em um estudo sobre o efeito de um continuo de estados quanticos
sobre um estado discreto, sendo tais estados acoplados via um Hamiltoniano idéntico ao
Hamiltoniano (3.47). Basta, portanto, reproduzir tais resultados para computar a dinamica
do oscilador principal, ditada pelo comportamento do seu parametro de coeréncia. Veremos
agora como isso é feito, seguindo a exposi¢ao de Cohen na ref.[32]

Observe primeiramente que

20— ol = e 1010) (3.49)

de modo que, para obter a dinamica do oscilador principal, precisamos calcular o limite

lims—o[{¢[(2))].

No processo de limite é claro que nao podemos simplesmente mandar ¢ para zero man-
tendo impune os parametros do Hamiltoniano pois, quando diminuimos ¢, aumentamos a
densidade de osciladores e, consequentemente, a energia de interagao entre reservatorio e
oscilador principal. Olhando o processo limite pelo Hamiltoniano (3.47) e tendo em mente
que ele ira levar a um continuo de estados quanticos, a regra aurea de Fermi nos diz que a
taxa de transicao entre o estado discreto e o continuo sera

21 L1

=422 :
e (3.50)

onde v é o elemento de matriz entre o estado discreto e os estados do continuo de mesma

energia. Isso nos dé a prescricao de como devemos alterar os parametros do hamiltoniano
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. . 2 . . . .
no processo limite: devemos manter % constante e igual a % Posteriormente o significado
de T" na dinamica do oscilador ficara claro.

O primeiro passo para obter a dinamica do sistema é diagonalizar o Hamiltoniano total

(3.47) no limite. Denotando por E, e |¢,) os auto valores e auto-vetores, temos

Héf |¢u> = Eu |¢u> .

Projetando essa equagao nos vetores da base |k) e |¢) e utilizando as relagoes (3.48)

obtemos

Ey <k|¢u> +7 <¢|¢u> =Ly <k|¢u> (3.51)
Z'Y <k|¢u> =E, <¢Wu> . (3.52)
k
A primeira destas equacoes nos da
_ (ol
(k[¢u) = E, _’iEk- (3.53)

Substituindo esse resultado na segunda relagao de (3.51) obtemos a equagao que define

os auto-valores

2

vy
—=F, 3.54
;EM_EIG H ( )

Usando a condigao de normalizacao

DIk P+ 1ol [ =1,

bem como (3.53), obtemos as projecoes de [¢,) na base de H|,

(Ol) =1+ D (g (3.55)

i) = T L 2 (3.56)

Agora, considerando a expressao especifica para os auto-valores de Hy, Ey = dk, vemos

que
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y Y 1
ZE —Ek_Tzk:z—k (3:57)

(3.58)

E, - . ~ - ~ . e
onde z = . Acontece que as séries acima sao expansoes de fungoes trigonométricas:

Z 1 . ™
p (z — k)2 sen’rz

e, integrando-se essa expressao,

Y
p 22—k tgmz

Portanto, a equagao que define os autovalores pode ser escrita na forma

2
™y
™ _E .
Ste(nEf0) " (3.59)
e, usando (3.50),
1 E
L bl T .
tg(rE,/9) hl’ (3.60)

Para colocar essa expressao em uma forma mais conveniente, definine-se o angulo 6,

pela relacao
L
2E,’

onde a inversa de tg ¢ definida de modo que —% < ¢, < 7. Finalmente, podemos

0, =tg

escrever as auto—energias como

E, :5m+5@.
T

onde m um inteiro, ou seja, o segundo termo do lado direito seria a correcao nos auto-

valores devido a “perturbagao” V.
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3.4.1 Visualizagao Grafica dos Auto-Valores

Para se entender qualitativamente o comportamento dos autovalores dados pela equacao
(3.60) podemos identifica-los graficamente. A idéia é graficar as fungoes de cada lado da
equacao e os pontos de interseccao entre eles corresponderao a solugoes da equacao, ou
os auto-valores. Neste caso, do lado esquerdo temos a fungdo y = 1/tg(ax) e, do lado
direito, simplesmente y = x. Na figura 3.2 temos os dois graficos e as retas verticais
passam pelos pontos correspondentes aos auto-valores de Hj. Vé-se claramente que, para §
pequeno, a densidade de auto-estados é aproximadamente 1/0 pois temos exatamente uma

auto-energia do Hamiltoniano total num intervalo de §.

o‘)

) < COERNEE TR *S O\ | (RHIR

Figura 3.2: Visualizagao gréafica dos autovalores. As retas verticais passam pelos autovalores de
Hy. Os autovalores sdo determinados pela abscissa dos pontos de interseccao dos
graficos y = x e y = 1/tg(ax). Vé-se que cada intervalo § possui apenas um auto-

valor

Essa figura sugere que para pontos muito distantes da origem os auto-valores nao serao
substancialmente modificados. De fato, se temos 2|E,|/RI' > 1 no lado direito da equagao

(3.60) teremos que ter, do lado esquerdo, que tg(7E,/§) ~ 0 ounE,/§ ~ kr com k inteiro.

3.4.2 Evolucao do Estado Inicial

O nosso objetivo é calcular a evolucao do sistema a partir do estado inicial
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que corresponderia, no problema original, ao oscilador principal no estado coerente e o
reservatorio no estado fundamental. Para isso devemos saber expressar este estado na base

dos auto-valores de H /

6y = (dlvy) [v) |

k

pois entao a dinamica subsequente serd

(1)) = lims—o D (Blih) e 75 [1h,) . (3.61)

Primeiramente, temos que avaliar o denominador da primeira das equagoes (3.55)

2

1 5 E B
2 2 14 2
L+ Z<E#—Ek) I+ 525~k
k k

22 nE)
1 1+ (tg——) 7% =
+ g L+ (te—57) ™

w22 E, 1., Al
1+ 52 +?:¥[’Y +(2) —|—E]

onde, nos dois tltimos passos utilizamos es equagdes (3.59) e (3.50). Resulta entao que

_ gl
(Dlih) = (LT (3.62)

Voltando agora para |¢(t)), temos

—lEkt

B Ye h
) =2 o g (3.6

De posse de |¥(t)) poderemos avaliar sua projegao sobre |¢) que nos dard ao parametro

de coeréncia do oscilador principal divido pelo seu valor inicial, i.e., a(t)/ag, (ver (3.49)).

Temos entao

Ekt

(Bl (t) g 76 - T (3.64)

Substituindo o 4* do numerador pela relagao (3.00)

h 7 Ext
(dl(t) —52 F/Zm B (3.65)




3.4 Solucao da Dinamica Total do Sistema a Temperatura Nula 50

Como vimos anteriormente, a densidade de auto-energias é 1/6, de modo que a soma
6>, F(E,) tende a integral [ F(E)dE e entao teremos, notando que v — 0:

ol A 22

Essa integral pode ser avaliada pelo método dos residuos e nos déa

(@lip(t)) = e 2. (3.67)

Finalmente, usando (3.49), temos:

a(t) = ag (ple 0T (1)) = e~ o tT/2)t (3.68)

ja(t)[* = Jao[*e™"". (3.69)

Entao I' serd a constante de relaxamento do sistema. Enfim, o resultado coincide com a
solucao da equacao mestra a temperatura nula a partir de um estado inicial coerente e nos
mostra com clareza que o decaimento irreversivel da energia do oscilador principal ocorre
quando temos um continuo de graus de liberdade no reservatorio. Como foi discutido
na secao sobre o comportamento dos auto-valores de Hamiltoniano total e como pode
ser visto na integral da equagao (3.66), apenas os osciladores (ou estados do continuo)
com freqiiéncias (ou energias) satisfazendo |E| < AI' interagem significativamente com
o oscilador principal (estado discreto). Portanto, a ideia de estender as frequéncias dos
osciladores para —oo nao é problemaética desde que tenhamos I' < wy 0 que ird nos garantir
que nenhum dos osciladores que contribuem significativamente com a dinamica sejam nao
fisicos (ou seja, com frequéncia negativa). Ademais, a hipdtese de que as constantes de
acoplamento independam de k pode ser relaxada para a hipotese de que nao dependam

significativamente de k numa regiao de frequéncias em torno wy e de largura T.

3.4.3 Decoeréncia de Estados de Gato

Apesar dessa abordagem ser altamente restritiva quanto ao estado inicial do oscilador
principal, ela ainda nos permite analisar a dinamica de uma classe importante de estados de
gato. De fato, da linearidade das equagoes (3.45), segue que a dinamica do sistema global

sobre um estado inicial do tipo (ainda considerando um nimero finito de osciladores)
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(0)) = e(lao) + |—ao)) @ [ ] 10x) (3.70)

terd a forma

W(t) = ela(®) ® [T18:6) + |=a(®)) ® [T 1-6:(0))). (3.71)

Se estivermos olhando apenas para a dinamica do oscilador principal, ou campo, deve-

mos efetuar o trago sobre o reservatério. O operador densidade do sistema global serd

pr = [la(t) |®H’5k ()] + [—a ’®H\—5k k()] +
|a( |®H|5k )]+ [—af |®H|—ﬁkz ®)1]-

Tomando o trago sobre o reservatério teremos

ps = c[la(t) ’H Br()]8k(1)) + |—a( o T (=8:()] = Be(®)) +

k

OITT (B = Bilt >+|—a()><at)IH< k(1)1(1))]

e usando a propriedade (3.2) do produto interno entre estados coerentes

ps = Ella(t)) (a(t)] + [—a(t)) (—a(t)|
o (t)) (—a(t)] e RO 4 |—a(t)) (a(t)] e +I%OF,

Agora lembremos que essa solugoes preservam o nimero de excitagoes, de modo que

S 1B = |awol? — |a(t)]?, e a solugao fica

ps(t) = clla(t)) (a(t)] + [—a(t)) (—a(t)]

+ [a(t)) (—a(t)] e IoF=OR) 4 —a(t)) (a(t)] eIl o) (3.72)
entdo, no limite do continuo, teremos a(t) = ape™™0+/2? também levando ao mesmo
resultado da equagao mestra a temperatura nula (fazendo fy = —ap e 2k = I" na solucao

encontrada na segao 3.3.2, via equagao mestra).
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Agora observe que o estado (3.71) tem a forma

(W(t)) = clC+(0) [R4 (1)) + |C-(1)) |R-(1))] (3.73)

onde [CL(t)) = |a(t)) sao os estados do campo e |Ry(t)) = [[, |£5k)) sdo os estados

do reservatoério como um todo. Ademais, temos

[(C(DIC-(1)) | = e~ 2OF (3.74)
(R (8)|R-(8)) | = ¢ 20l 1@, (3.75)

entdo, se em algum instante de tempo ¢ tivermos, por exemplo, a(t) = ap/2, o estado
|Cy(t)) serd aproximadamente ortogonal a |[C_(%)) assim como o estado do reservatério
|R.(t)) serd ortogonal a |R_(t)). Isso implica que, neste instante, o estado do sistema
campo-—reservatério é fortemente emaranhado, e a hipétese de Bohr nao sera valida. Con-
siderando o decaimento exponencial de «(t), vemos que para valores intermedidrios de
tempo (especificamente, quando tivermos xt < 1 e k|ag|?t > 1) o sistema estard sempre
em um estado emaranhado desta natureza. No entanto, sera justamente esse emaranha-
mento que ird levar a um comportamento para a dinamica do estado reduzido do campo
coincidente com a equacao mestra. Realmente, pela equagao (3.72) e as duas equagoes logo
acima dela, notamos que o decaimento dos elementos fora-da-diagonal é devido ao fato
de que cada estado do campo |CL(t)) estd associado a um estado do reservatério |Ri(t)),
respectivamente, sendo que estes dltimos tornam cada vez mais distintos (ou ortogonais) a
medida que o tempo passa. Ou seja, para intervalos intermediarios de tempo, os elementos
fora-da-diagonal se tornam tao mais pequenos quanto maior for o emaranhamento entre o

oscilador principal e o reservatério.



Capitulo 4

Reversao Temporal em um

Experimento de Cavidade ()ptica

No capitulo anterior revisamos a descricao quantica de campos eletromagnéticos no
vacuo (sem a presenga de cargas ou correntes)e restritos a regioes finitas do espago por
um condutor (ou cavidade dptica) dando especial atengao a situagdo em que apenas um
modo de campo é excitado na cavidade. Vimos, através de um modelo fenomenoldgico,
os diversos efeitos que as imperfei¢oes da cavidade podem implicar sobre o campo, como
dissipacao, difusao e decoeréncia. Neste capitulo iremos considerar a interacao do campo
quantizado com a matéria na situacao, possivelmente, mais simples possivel: a interagao
do campo com um unico atomo neutro de dois niveis, descrita pelo modelo de Jaynes-
Cummings. Investigaremos diversos aspectos da dinamica deste sistema primeiramente
desconsiderando a dissipacao para obter uma nocao intuitiva de interagao atomo-campo e,
depois, consideramos o modelo mais realistico.

A situagao experimental tipica na qual o Modelo de Jaynes-Cummings é aplicado é a
seguinte: um atomo neutro de Rydberg ¢ inserido numa cavidade éptica de alto fator de
qualidade @@ = w./k e resfriada a temperaturas abaixo de 1K. Antes do dtomo entrar na
cavidade, um modo de campo é convenientemente excitado na mesma (de forma a produzir,
e.g., um campo coerente, um estado de Fock ou simplesmente o vdcuo) e deixado livre,
i.e., nao ha fonte para o campo. O atomo passa com velocidade constante na cavidade e
de modo que seu tempo de permanéncia seja da ordem de 1/g, onde g é a constante de

acoplamento da interagao entre atomo e campo.
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4.1 O Modelo de Jaynes-Cummings

Como nesse modelo sao considerados apenas atomos neutros, seus graus externos de
liberdade nao serao significativamente alterados pela interacao com o campo e iremos nos
preocupar, portanto, apenas em descrever seus graus internos de liberdade. Temos em
mente ainda, experimentos onde o tempo de decaimento do atomo 7z ¢ muito maior que
tempo de interacao entre atomo e campo, de modo que seu acoplamento com outros modos
de campo pode ser desprezado. Analogamente, o tempo de decaimento do campo (1/k
onde k é a taxa de decaimento) serd também muito maior que o tempo de duragao do
experimento e entao, numa primeira analise, consideramos o sistema dtomo-+campo como
um sistema isolado. Como vimos anteriormente, isso nao implica que efeitos de decoeréncia
possam ser desprezados porque, em geral, ocorrem numa taxa muito maior que a taxa de
decaimento e, a partir de certo ponto, é vital considerar as imperfeicoes da cavidade. De
qualquer forma, o estudo do sistema isolado ja é suficiente para descrever uma série de
experimentos e, com certeza, é essencial entendé-lo bem antes de passar a um modelo mais
realistico (e consideravelmente mais complicado).

Denotando por |e) e |g) os auto-estados de energia excitado e fundamental, respectiva-

mente, podemos entao representar o Hamiltoniano do atomo na forma

Hy = Eylg) (gl + Ecle) (el

Como vimos no capitulo anterior, o Hamiltoniano de um tinico modo de campo eletro-

magnético quantizado pode ser escrito

H. = thaTQ,

onde af e a sdo os operadores de criacdo e destruicao de fétons, respectivamente, e
desconsideramos a energia de ponto zero. Ja a interacao entre dtomo e campo é entao

tomada na aproximagao de dipolo:

H=-D-E, (4.1)

onde D seria o operador momento de dipolo do atomo e E o operador campo elétrico.
Como o momento de dipolo do atomo estd associado apenas a seus graus internos de

liberdade, podemos representar o operador D na base do hamiltoniano do atomo

D=3 3 |n) (n[Dlm)|m). (4.2)

m={e,g} n={e,g}
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Supde-se entao que (n|D|m) = 0 para n = m e, por simplicidade, d,,, = (n|D|m) =
(m|D|n) , i.e, a grandeza d., é um vetor com coordenadas reais e d,. = d., = d. Para
um atomo de apenas um elétron o fato de que os elementos da diagonal do operador dipolo
sao nulos € justificivel. Realmente, neste caso, o operador dipolo é simplesmente —er onde
r ¢ a posicao do elétron relativa ao centro de massa do atomo. Como o potencial a que
o elétron esta submetido é esfericamente simétrico, os estados de energia serao invariantes

por inversao espacial e, entao, (n|r|n) = (n| — r|n) = 0. Definindo agora os operadores

. = le) (e[ —1g) (gl
oy = le) (9] (4.3)
o =lg) (el

podemos reescrever o Hamiltoniano do dtomo da seguinte maneira

1
H, = hwo, + §(Eg + E.), (4.4)

onde hw, = E. — E,. Com os operadores (4.3), o momento de dipolo do atomo ficara

D= (o, +0_)d (4.5)

Note que os operadores (4.3) satisfazem, é trivial verificar, as mesmas relagoes de co-
mutacgao dos operadores de Pauli. Lembrando que temos apenas um modo de campo e que
estamos na representacao de Schrodinger, a expressao (3.30) nos fornece a seguinte forma

para o campo elétrico

E = (2rnhw.)*(a’ + a)u(x). (4.6)

Inserindo essa expressao no Hamiltoniano de interacao e a forma (4.5) para o momento

de dipolo, obtemos

H; = —(04 4+ 0_)(a! + a)(27hw,)?d - u(x) (4.7)
= hgloya+o_al + ol +0_a), (4.8)
onde g = —(27hw,)/?d - u(x)/h. O primeiro termo desse Hamiltoniano descreve o

processo onde o atomo é excitado e o campo perde um féton e o segundo termo, o processo
inverso, o atomo decai para o estado fundamental e o campo ganha um féton. O terceiro

termo leva o atomo para o estado excitado e o campo ganha um féton e o quarto, o processo
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inverso, o atomo decai e o campo perde um féton. Tipicamente, estamos interessados na
situacao em que w. ~ w, ou seja, de quase ressonancia, de modo que os dois primeiros
processos serao entao aproximadamente conservativos e os dois tltimos nao o serao (o que
nao quer dizer que a energia do sistema nao se conserve sob a interacao como um todo:
o sistema total é isolado e seu Hamiltoniano é independente do tempo). A denominada
aprozimagdo de onda girante (RWA), consiste em desprezar os dois tltimos termos dessa
interacao. Para entender melhor essa aproximacao, é conveniente expressar o Hamiltoniano
total na representacao de interacao relativa a Hy = H, + H.. O resultado sera

~

H;(t) = hg(oyae™™t + o_ale ™ 4 g alel@etwolt 4 5 _gemiwatwelty (4.9)
onde A = w, — w. é o dessintonia entre as frequéncias do dtomo e campo. Agora
observe que, se A ~ 0, os dois tltimos termos estao multiplicados por exponenciais da

—i2wet - Fspera-se entao que eles irdo contribuir com oscilacoes no sistema com

forma e
frequénicas da ordem de 2w, enquanto os dois primeiros apenas com oscila¢oes da ordem
de g. Para o caso em que w. > ¢ e se estivermos de posse de um aparato de medida
cuja resolucao temporal é da ordem de 1/g as oscilagoes geradas pelos dois ultimos termos
poderao entao ser desprezadas. Finalmente, sob a aproximagao de onda girante, chegamos

ao Hamiltoniano de Jaynes Cummings

Hjo = hwao, + hwea'a + hg(oya + o_al). (4.10)

Observe que a constante g, denominada frequéncia de Rabi, depende da localizagao do
atomo na cavidade, pois depende da configuracao espacial do campo u(x). Na maioria
dos experimentos realizados[14, 15, 17, 34|, o dtomo passa com velocidade constante na
cavidade, de forma que g adquire uma dependéncia temporal g(x) = g(vt+xg) = g(t). No
entanto, o usual é tratar o modelo supondo g constante no tempo e, experimentalmente,
os resultados sao validos desde que se considere as solugoes dadas em uma escala de tempo
efetiva[34]. Resumindo, as condigdes minimas de aplicabilidade do modelo sdo: A, g <
We, Wq, para a aplicabilidade da RWA e 1/g < tg, 1/k quer dizer, o tempo de duracao do
experimento é muito menor que os tempos de decaimento do atomo e do campo, para que
possamos considerd-los como um sistema isolado. A condigdo g > k é frequentemente

denominada regime de acoplamento forte.

4.1.1 Solucoes Exatas do MJC

O Hamiltoniano de Jaynes Cummings tem a vantagem de que seus auto-estados sao

facilmente expressos na base dos estados de energia do atomo e dos estados de Fock do
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campo. Os auto-estados, denominados na literatura dressed states, ou “estados vestidos”

sao, para n > 1[35]

|+,n) = cos(,) |e,n — 1) —sen(6,) |g,n) (4.11)
|—,n) =sin(f,) |e,n — 1) + cos(6,) |g,n) , (4.12)

com os auto-valores

1
Ein="h[(n—-1w.+ §wa] - S(Qn —A) (4.13)
B, = Bw. - %wa] + S(Qn _A), (4.14)
onde
sen(f,) = -4 (4.15)

cos(f,) = (4.16)

e as frequéncias

Q, =A%2+4¢’n (4.17)

sao denominadas frequéncias de Rabi. O estado fundamental é simplesmente |g, 0) com
energia —%hwo.

Esses estados tém uma aplicagao interessante em éptica quantica: sao capazes de forne-
cer uma interpretagao bastante simples do espectro de fluorescéncia emitido por um atomo
excitado por um Laser. Em um experimento tipico de fluorescéncia, a interacao entre atomo
e Laser é bem descrita pelo MJC, mas o atomo se encontra em “espaco aberto” e a escala
de tempo em que o espectro é medido torna fundamental o acoplamento do mesmo com os
outros modos de campo, entao seu decaimento sera essencial. Na verdade, a prépria idéia
do experimento é esperar que o sistema atomo+campo passe por varios ciclos de absorgao
e emissao espontanea. O modelo também nao descreve a fonte que abastece o Laser, mas
o efeito dessa sera basicamente fazer com que os ciclos se repitam varias vezes e tornem a
medicao do espectro viavel. O ponto é que o Laser incidente no atomo é bastante intenso,
com um numero médio de fétons (N) > 1 e as transi¢bes permitidas entre os “estados

vestidos”, induzidas pelo decaimento do atomo, serao [36]
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|+ N) — |— ) (4.18)
|—, N) — |+, N — 1) (4.19)
H—,N) H— N — 1) (4.20)
= N) = |-, N = 1) (4.21)

As duas primeiras transi¢oes tém frequéncias w. + Qy e w. — Qy, onde w, é a frequéncia
do Laser, Qx é dado pela equagao (4.17) e, as duas ultimas, w.. Isso explicaria entdo o
espectro de fluorescéncia que consiste de uma linha principal, centrada em w,. e duas linhas
simétricas com relacao a principal, de intensidade menor que a principal. A largura de
cada linha é da ordem de I', a taxa de decaimento do atomo, de modo que s6 é possivel
resolvé-las se 2 > I', caso contrério tém-se apena a linha principal alargada.

Retomando o MJC, vamos analisar o caso simples onde d&tomo se encontra inicialmente

no estado excitado e o campo em um estado de Fock

[W(0)) = Je.n). (4.22)

Observe que podemos inverter as equagoes (4.11) e expressar os estados |e,n) e |g,n)

na base dos “estados vestidos”

le,n) = cosOyi1 |[+,n + 1) +senb,iq |—,n+ 1) (4.23)
lg,n) = —senb, |+,n) + cosb, |—,n), (4.24)

e entdo a evolugao do estado inicial (4.22) serd:

(1)) = coslyy1e 1t |4 n 4 1) + senb,, e | — n 1), (4.25)

onde definimos Q4 ,, = E, ,/h. Voltando para a base dos auto-estados de energia do

atomo e campo:

[U(t)) = [cos®O,yie  Hn1t 4 sen?d, e "] |e, n) (4.26)

4+ senby, 410080, [e "ttt — e T nnt] gy 1) (4.27)

A partir de agora vamos nos concentrar no MJC ressonante, ou seja, com A = 0. No

caso especial n = 0, (4.26) se reduz a
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[W(t)) = e 2% (cosgt |e, 0) + sengt |g, 1)). (4.28)

Isto é, o féton “contido” inicialmente no atomo, “oscila” harmonicamente entre atomo
e campo com frequéncia g. Experimentalmente, tal dindmica ja foi observada [34] e a
velocidade com que o atomo passa pela cavidade pode ser ajustada para que o dtomo
saia da cavidade num instante de tempo predeterminado, interrompendo a interacao entre
atomo e campo, “congelando” o estado do sistema total (desconsiderando, é claro, efeitos
dissipativos). Outro procedimento comum para interromper a intera¢ao é aplicar um campo
elétrico uniforme sobre a cavidade. Esse campo ira induzir rapidamente um deslocamento
significativo na energia do atomo, devido ao efeito Stark, levando o sistema a um regime
longe da ressonancia, onde a intera¢ao pode ser desprezada. Se esse tempo for gt = /2

(como dito anteriormente ¢, experimentalmente, serd um tempo efetivo) o estado serd

1
NG

que nada mais é que um estado emaranhado do tipo EPR (no sentido de que o paradoxo

[W(m/29)) = —=(le,;0) + 19, 1)) (4.29)

EPR pode ser formulado em termos de tais estados[37]) porque, apés o dtomo sair da
cavidade, os dois sistemas emaranhados estao separados o suficiente para que se possa
desprezar com seguranca qualquer interacao entre eles.

O foco central desse capitulo sera examinar a dinamica do MJC para o caso em que o
campo se encontra inicialmente em um estado coerente, dando especial atencao a dinamica
da chamada inversdo de populagdo, (o.) (t). Sendo o, = |e) (e| — |g) (g|, a inversao de
populacao nada mais é do que a diferenca entre as probabilidades de se encontrar o dtomo
nos estados excitado e fundamental. Essa grandeza ¢ de fundamental importancia por ser
a mais acessivel experimentalmente, bastando medir o estado de energia do atomo apds
sua saida da cavidade.

Pode-se obter acesso a mais observaveis do sistema inserindo-se zonas de Ramsey antes
e depois da cavidade oOptica, que tém a funcao de efetuar rotagoes no estado do atomo.
Outro procedimento comum é passar uma sequéncia de atomos. Um exemplo interessante
do que se pode ter acesso se encontra na ref.[38], onde foi possivel medir diretamente a
funcao de Wigner de um estado de Fock de um féton do campo, apenas fazendo uso de
tais recursos.

A zona de Ramsey é também uma cavidade éptica porém, com fator de qualidade
muito inferior ao da qualidade 6ptica principal, e seu campo tem quer ser constantemente
alimentado. O interessante é que o campo dentro da zona é de baixissima intensidade,

com um numero médio de cerca 1 féton mas, apesar disso, seu comportamento ¢ de um
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campo classico, no sentido de que nao sao formados estados emaranhados entre atomo
e campo (ao contrario do que acontece na cavidade principal, como vimos acima). Esse
comportamento cldssico a baixa intensidade tém sua origem na forte dissipagao da cavidade.
Intuitivamente, o que acontece é que a cavidade da zona, devido a sua dissipagao e, portanto
a sua absorcao constante de fétons, age como um instrumento de medida do campo. Entao
mesmo que a interagdo entre atomo e campo (descrita pelo MJC) emaranhasse dtomo e
campo, a medida do estado do campo pela cavidade iria colapsar a funcao de onda do
sistema, destruindo rapidamente esse emaranhamento. Na ref[39] uma andlise quantitativa
da zona de Ramsey ¢ feita considerando-se todos os fatores, inclusive a fonte do campo e a
dissipacao, mostrando que o efeito global sobre o a&tomo é simplesmente girar seu estado.

Considere entao o estado inicial:

[W(0)) = le) ) = Z

0
Lembrando que A = 0, temos cos(f,) = sen(d,) = 1/\/5, Q, = 29vV2 e Qu, =
wa(n —1/2) + gty/n. Pela equagao (4.25), concluimos:

’Vl

(4.30)

<Vl V2

1
S —zg\/n-i- t | 1>]

V2

wat

Z a” o~ Wa n+1/2)[ 1 eig\/mt H‘,TL—F 1>

eIVt 4 4+ 1) (4.31)

fo

+ —=e Vit 1)

1
V2
onde a(t) = ape ™=t Para calcular a evolugao da inversao de populagdo, note que o

operador o, funciona como um operador “escada” entre dois estados vestidos de mesmo n:

o |+,n) =|-,n) (4.32)
0. |=,n) =|+,n) (4.33)
entao
0 711/2

(0.) (t) = (U(t)]|o.|¥(t) =e " cos(2g\/n + 1t). (4.34)

n=0 .
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Para oy > 1 o gréfico da inversao de populacao contém o colapso, que é o rapido

decaimento das oscilagoes iniciais, e os ressurgimentos das oscilagoes (ver fig.4.1).

1

0.8 A
0.6 A

I »
A

yuﬂl’“ “\UKM(HWWJLH (I l!!lNHW“JN”

0.4

Figura 4.1: Padrao de colapsos e revivals das oscilgdes de Rabi para o estado inicial |e) |ap), com
ap=5,g=1,h=1.

’

E interessante observar que, embora o modelo tenha sido introduzido na década de
60 [33], esse padrao das oscilagoes de Rabi passou desapercebido até a década de 80[18].
Veremos adiante que esses ressurgimentos sao periddicos no tempo, porém, com larguras
cada vez maiores a medida que o tempo cresce. Acontece entao que, para tempos grandes,
os ressurgimentos misturam-se uns aos outros formando um padrao praticamente aleatorio
de oscilagoes. Esse comportamento da inversao de populacao é devido ao fato de que
é composta pela superposicao das oscilacoes geradas pela interacao do atomo com cada
estado de Fock, cada uma com frequéncia diferente e pesadas pela distribui¢ao de Poisson
do campo coerente. O colapso entao seria devido a defasagem dessas oscilagoes e, os
revivals, a restauracao parcial dessas fases. Em resumo, esse comportamento constitui uma
evidéncia direta do cardter discreto da radiacao e ja foi observado experimentalmente[40].
Muito embora nao tenha sido possivel medir, nesse experimento, o primeiro revival, a
transformada de Fourier do padrao obtido (colapso) indicava realmente que era composto

por frequéncias que variavam com /1, como prevé o modelo.
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Note que o modelo semi-classico que descreve essa situagao pode ser obtido do Hamil-

toniano de Jaynes Cummings (4.10) pela substituicao[41]:

a — ape” et (4.35)

al — ajeet (4.36)

e removendo a contribuicao de energia de campo. Esse procedimento consiste em con-
siderar o campo apenas como potencial externo. Caso o dtomo se encontre inicialmente no

estado excitado, a evolucao subsequente seré simplesmente

|6(1)) = cos(|anlgt) |e) + sen(|ao|gt) |g) (4.37)

e a inversao de populacao apenas iria oscilar harmonicamente no tempo, com frequéncia

2g|aypl, sem colapso e sem ressurgimentos.

4.2 Aproximacoes do MJC

Nessa secao iremos ver duas aproximacoes importantes no MJC, ambas partindo da
hipétese de que o campo inicial é coerente e mesoscopico. Por mesoscopico entende-se que
ap > 1 mas nao o suficiente para que o campo possa ser considerado classico. A primeira
aproximacao [3, 42] consiste em obter uma expressao mais transparente para a dinamica
da inversao de populagao (4.34) que permite distinguir com clareza cada ressurgimento e
suas propriedades, como os tempos em que ocorrem, suas larguras, amplitudes e frequén-
cias. A segunda é uma aproximagao da evolugao como um todo[41, 43], i.e., do estado do
sistema global. Essa aproximagao nos fornece uma visao muito simples da dinamica do
sistema como a soma de dois estados produto, em contraposicao a soma infinita de estados
emaranhados da solugao exata (4.31). Ainda por cima, essa aproximacao permite uma in-
terpretacao simples e interessante do colapso e dos ressurgimentos como uma manifestacao
do principio da complementareidade. Finalmente, tais resultados servem de base para uma
aproximacao da dinamica do modelo de Jaynes Cummings dissipativo [2] que discutiremos

na préxima secao.

4.2.1 Dissecando as Oscilagcoes de Rabi

Primeiramente, a evolugao da inversao de populagao (4.34) pode ser escrita da seguinte
forma, definindo P(t) = (o,) (t)
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2 /2
P(t) =Re[e ™Y ——

n' e*iQ_q\/'thlt] (438)

n=0
De acordo com as ref.[3, 42], caso oy > 1, a média de Poisson da funcio e~ #Vntl,

definida por

A & a2
(e7VM) =" Z n—'e_zﬁt (4.39)
n!

n=0
pode ser bem aproximada por uma soma infinita de fungoes de 3, sendo cada uma for-
mada pela multiplicacao de um envelope gaussiano com uma funcao de rapidas oscilagoes.

Explicitamente, teriamos

[e.e]

€V e > () (4.40)
onde, para v # 0:
1 1= 07VT oy (9) i ()
o (B) = et Pty (4.41)

(1+722)/4 1 —qv
T = B/(4mvV/n) (4.42)

a,(B) =

nmey
1+ 7202

1 1—2r — 2272
b,(B) = 2mvn(= + ToTYT
n

(1 — 1) (4.43)

), (4.44)

w22
e parav =0
2 — 1 ﬁ‘r2 ey

5 i (4.45)
T =(/2vVn (4.46)

Co =

Esses resultados sao validos para qualquer f € R. Fazendo 8 = 2¢t, vemos que cada
¢, (t) identifica um ressurgimento pois, pelas equagoes (4.41) e (4.43), elas sdo multiplicadas
por gaussianas em ¢, centradas em

p, = 2mVn (4.47)

9

e com larguras
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2
At, = (4.48)
g

O colapso das oscilagoes é descrito por ¢y e seu decaimento tem a forma simples
exp(—g?t?/2) nao dependo de  (ou da intensidade do campo). Com base nisso define-
se o tempo de colapso por t. = 1/g.

Como estamos interessados na expressao para a inversao de populacao apenas para
t > 0, os termos com v < 0 poderao ser desprezados. De fato, eles s6 serao significativos
nos intervalos centrados em 27vy/n/g e larguras 2m|v/g|, mas como estamos no regime
n > 1 suas contribuicoes na parte positiva do eixo t nao serao importantes.

Sendo 4, = 27/ /g a separacdo entre entre os centros de dois ressurgimentos consecu-

tivos, entao podemos formular a condicao para que eles nao se misturem como

51/ =tlyp1 — 1, 2> (Au+1/2 + AV)/Q =

v<+vih—-1~+vVn

Quer dizer, exigimos que a distancia entre eles seja maior que a média de suas larguras.
Enfim, a condicao v < v/f nos fornece uma estimativa simples de quais ressurgimentos serdo
resolviveis. E interessante notar que os tempos de ressurgimento (4.47) podem ser obtidos
por um raciocinio mais intuitivo. A distribuicdo de poisson, para i > 1, tem a forma
aproximada de uma gaussiana' centrada em 7 e de largura /2. Como os ressurgimentos
sao devidos a restauracao das fases entres as diferentes oscilacoes que contribuem para a
inversao de populacao, é de se esperar que, levando em consideracao a forma da distribuicao
de Poisson, serd suficiente que as oscilagoes com frequéncias em torno de 2gv/n + 1 entrem
em fase novamente. Entao a condicao, para que frequéncias adjacentes entrem em fase

seria

29v/n + 1 — 2g\/n ~ 27v (4.49)

com v natural e para n =~ n. Essa iltima condi¢ao nos permite expandir a funcao
vn+1—4/n em poténcias de n — 7 e truncar no termo de menor ordem, vn + 1 —/n ~
1/2+/fi. Substituindo essa expansdo em (4.49), obtemos

t = 27w\/ﬁ/g,

!Na verdade, no limite # — oo ela tende de fato a uma gaussiana. Tal resultado é conhecido como

aproximacdo gaussiana e foi utilizado para obter essas aproximacgoes da dinamica da inversao de populacéo.
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que sao exatamente os tempos de ressurgimento (4.47) encontrados por um formalismo

mais Tigoroso.

4.2.2 As Aproximacoes de Banacloche

Considere agora os seguintes estados atomicos:

(e [e) + l9)) (4.50)
(e ]e) —1g))- (4.51)

Note que, para ¢ = 0, esses sao os auto-estados do operador momento de dipolo do
atomo D = d(o, + 0_) com “auto-valores” d e —d, respectivamente. Mas, para qualquer
¢, serao auto-estados do Hamiltoniano “classico” de Jaynes-Cummings na representacao de
interagao (com relagao a 1/2hw,0,)

-EIJC,classico = hga0(0-+€—i¢ + O—ei¢) (452)

com auto-valores +hgag, de forma que eles nao irao evoluir na representacao de in-
teragdo (exceto pela fase global). Dito de outra forma, na representacdo de Schrodin-
ger o estado do dtomo vai evoluir apenas segundo seu Hamiltoniano interno, como se o
campo nao estivesse la. Fisicamente, repare que a amplitude do campo é proporcional a
e i0miwal 4 pidtival o cog(+w,t) enquanto que que o valor esperado os momentos de dipolo
do dtomo, apenas devido a seu Hamiltoniano interno, serdo proporcionais a cos(¢ + w,t)
e cos(¢ + wyt + m) para |+) e |—), respectivamente. Entdo o que acontecerd aqui é que,
considerando agora a interagao entre eles, os momentos de dipolo do dtomo e a amplitude
do campo comecarao a dinamica em fase ou em 7 fora de fase, respectivamente, mas como
ambos iriam girar na mesma frequéncia, resulta que a dinamica do campo nao afeta a
dinamica do atomo.

E claro que na abordagem totalmente quantica, via HJC, a situagao nao serd tao simples
assim, mas para |ag| > 1, e escrevendo o parametro de coeréncia do campo na forma ape ™%,

com ag € R, uma simplificacao consideravel da dinamica de tais estados é possivel[41, 43]:

[+) laoe ™) = [ (1)) [P (1) (4.53)
=) laoe™?) — |- (1)) |2 () (4.54)
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onde

62(t)) = %W%WW €)= lg)) (4.55)
S g2 A
D, (t)) =e " 7; ﬁe—m%wtﬁ n). (4.56)

e estamos na representacao de interacao. Denominaremos esse resultado como as apro-
ximacgoes de Banacloche. A aproximacao é no sentido de que a norma da diferenca entre
essas solugoes e as solucoes exatas tendem a zero quando n — oo e t — oo devagar o sufici-
ente para que gt/n — 0. Essa ultima condigdo impde uma restri¢ao no intervalo de tempo
em que a aproximagao ¢ boa: t < n/g. No entanto, como os tempos de ressurgimento
vao com v/f/g ela permite englobar varios dos primeiros ressurgimentos, especificamente,
aqueles em que v < v/7i (que coincide com os revivals que sao resolvidos).

Esse resultado tem varias consequéncias interessantes. A primeira que nos chama aten-
¢ao ¢ fato de que, em oposicao ao estado emaranhado complicado que é formado quanto o
atomo se encontra em um auto-estado de energia (4.26), para estes estados especiais o ema-
ranhamento é negligivel e podemos identificar o estado de cada sistema. O estado do atomo
mantém uma forma similar a do caso classico porém, a frequéncia de oscilagao do momento
de dipolo dos estados |+) e |—) é alterada em g/2v/n e —g/2v/n, respectivamente. J4 os
estados do campo, apesar de preservarem a distribuicao de Poisson do estado inicial, tem
fases complicadas e dificil de serem interpretadas. Mais adiante veremos como podemos
ter uma interpretagao mais clara da dinamica do campo. Encarando esse sistema como
um sistema aberto, onde o atomo seria o sistema de interesse e o campo, o ambiente, essa
aproximacao nos fornece um exemplo excelente de dinamica nao unitaria. Olhando apenas
para a dinamica do dtomo nas equacoes (4.53) e (4.54), e com base na equagao (4.55),
vemos que em ty = W\/ﬁ/ g = tr/2, onde tg seria o tempo do primeiro ressurgimento, o

atomo evolui para o mesmo estado (a menos de um sinal global):

162 (t0)) = i%(—z'e-w €) + 19)). (4.57)

Na verdade, é possivel mostrar[41] que mesmo se o estado inicial do dtomo for misto
ele ird evoluir para o estado (4.57) em ty. Vé-se entdo que o mapa dinamico é ndo unitério
por nao fazer um correspondéncia um-a-um entre os estados em t = 0 e ¢y mas, muito pelo
contrario, esse mapa leva todos os estados atomicos em ¢ = 0 para o um mesmo estado em
to, de forma que o atomo “esquece” inteiramente o seu estado inicial neste instante. Ora,

¢é claro que a dinamica do sistema total é unitaria, ja que se trata de um sistema isolado,
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e isso implica que a informagao sobre o estado inicial do dtomo é armazenada no estado
do campo. Esse seria também um exemplo de efeitos de memoria em sistemas abertos,
pois apenas a informagao do estado do atomo no instante ¢y, supondo que nao tivéssemos
acesso ao estado do campo, nao é suficiente para prever sua evolucao futura, temos que
conhecer também o seu passado (o estado do dtomo em algum instante de tempo menor
que tg). Obviamente, a dinamica seria ndao Markoviana.

Agora, possivelmente, um dos aspectos mais interessantes desse “cruzamento de traje-
térias” em tq é o fato de que isso constitui um exemplo concreto (e raro[41]) de preparagao
de estado. Por preparacao de estado aqui entendemos uma “caixa magica” na qual se in-
sere um sistema e ele sairda do outro lado sempre no mesmo estado independentemente de
seu estado anterior. O exemplo mais trivial de preparacao de estado é o de preparar um
atomo em seu estado fundamental: “basta” coloca-lo no vacuo do campo eletromagnético
e esperar um intervalo de tempo suficientemente grande. De qualquer forma, o processo
de preparacao pode ser representado entao por um mapa que leva todos os elementos do
conjunto de estados em um unico e mesmo estado, exatamente o que ocorre com o atomo
em to no MJC. Como tal processo é claramente irreversivel, ele nao pode ser realizado por
um processo unitario, sendo necessario entao um sistema auxiliar para executa-lo, no caso
do MJC, seria o campo na cavidade, e no caso do a&tomo no estado fundamental, o vacuo
do campo eletromagnético.

Como os estados (4.50) formam uma base para o espago de Hilbert do 4tomo, podemos
aplicar as aproximagcoes de Banacloche para qualquer estado atomico inicial. Em particular,
iremos retomar a evolucao investigada na secao anterior em que o &tomo comeca no estado
excitado. Para simplificar as contas faremos ¢ = 0 nas definigdes (4.50), que é o mesmo

que considerar o parametro de coeréncia do campo real e positivo. Teremos entao

1
e) = ——=(+)+|— 4.58
le) ﬁ(\ )+ 1)) (4.58)
de forma que
_ 1
le) Vi) — E[\m(t» |[D4(2)) + o () |- (2))]. (4.59)
Note que, em t = ty, o estado do sistema sera separavel ja que, como vimos, os estados do
atomo |¢4) irdo coincidir neste momento. O interessante é que é possivel mostrar[46] que o
estado do campo neste instante sera um estado do tipo gato de Schrodinger, onde os estados
da superposicao tém mesma amplitude, fases opostas, e sdo distinguiveis (a diferenga entre
suas fases é maior do que a dispersao na fase de cada estado). Uma aproximacao adicional

pode ser feita aqui de forma a entender com mais clareza os estados do campo. Levando
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em consideracao a forma da distribuigao de Poisson, a idéia é expandir as fases g\/n que
aparecem nos estados, assim como fizemos na segao anterior para obter os tempos de

ressurgimento:

V=i + (7;\—/7_;1) —8\1@["_"]%... (4.60)
_\/ﬁ n 1 n—n

=% Taa s e

Truncando a expansao no termo de segunda ordem, e substituindo na expressao (4.56)

2. (4.61)

para a evolucao dos estados do campo, teremos

[B2) (1) & e meFioVz 3 _[O‘T/(t_?]”eiig<n—ﬁ>2/<sﬁ3/2> (4.62)
n.

onde ot (t) = n'/2 exp(Figt/2v/n). Devido a forma e largura da distribuicio de Poisson,

n=0

os termos que irao contribuir significativamente aos estados do campo sao aqueles com
—Vii+ 7 < n < +n++/n de forma que o termo (n — 71)? na expansao (4.61), serd no

maximo de ordem n. Entao, desde que

gt < 2V = tg (4.63)

o termo quadratico em 7 e seus subsequentes serao despreziveis, de forma que os campos

se manterao coerentes:

0.) () m e ey [l (164)

analogamente ao que acontece com o &tomo, as amplitude do campo, (a) (t) = ax(t) =

n=0

g exp(—i(w.2g/2y/n)t), irdo girar com frequéncias modificadas em +¢/2v/n. A figura 4.2,
nos mostra esquematicamente a dindmica do sistema em um diagrama de fasores. As setas
representam os momentos de dipolo dos estados atomicos + e — e os circulos os campos
coerentes associados.

Apesar dessa ultima aproximacao nao ser valida para descrever nem o primeiro revival
(vide (4.63)), ela ainda nos permite descrever o colapso das oscilagoes de Rabi. Tomando

entdo o valor esperado de o, na evolugao (4.59) e com os estados de campo (4.64), teremos:



4.2 Aproximagoes do MJC 69

- Im(a) [#+(£))

6-(1) d

\‘\\ gt/2vn
\ J

T N gt/2va Re(a)

Vi

Figura 4.2: Representacao esquematica da dinamica do sistema subsequente ao estado inicial
le) [v/7i), na representagao de interacdo. As setas representam a rotagao do momento
de dipolo dos estados + e — e os circulos a amplitude e flutuagdo das duas compo-

nentes de campo coerente formadas relacionadas aos estados do atomo.

(.} (1) = Re (B, (1)|®_ (1)) (4.65)
— Reexp(—n + nie 9/V7) (4.66)
— l2nsen®(gt/2vR)| R o pilgtv/Atnsen(gt/ \/ﬁ)]’ (4.67)

que é o produto de duas fungdes: a primeira de oscilacio lenta, de frequéncia g/2v/n
e que nos dard o envelope; a segunda, de frequéncia gv/ii/2, nos fornece as oscilagoes
rdpidas. Como temos gt/v/n < 1, podemos expandir o seno no argumento da exponencial
do envelope e reter em primeira ordem, e teremos simplesmente e~ (90)?*/ 2 assim como havia
sido obtido na segao anterior, levando ao tempo de colapso 1/g. E interessante observar
que essa aproximagao, apesar de nao ser valida para descrever os ressurgimentos, nos
da os tempos corretos para eles. Realmente, vemos que a a inversao de populagao s6 é
substancialmente diferente de zero quando sen(gt/2v/n) = 0, ou seja, quando t = 27vv/n/g,
com v natural.

Para obter uma interpretacao fisica do colapso, voltemos antes ao Hamiltoniano semi-
classico de Jaynes-Cummigns, na representagao de interagao. Consideremos a evolucao do
atomo inicialmente no estado excitado, em termos dos estados |+) e |=). Como estes sao

auto-estados do hamiltoniano com auto-valores hgagy e —hgayg, respectivamente, a evolugao
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sera:

1 -
_(efzgozot H_> 4 etgaot ‘_>) (468)

V2

Tomando a matriz densidade desse estado, obtém-se

le) =

pe(t) = %{|+> (H] 4+ [=) (=] + [e72908 | 4) (—| + H.]}. (4.69)
Como (i|o,|j) =1 —0;j, i,j = +, —, teremos
(02) (t) = Re e 000", (4.70)

e podemos interpretar entao as oscilagdes de Rabi de (o,) (t) como um fenomeno de
interferéncia, no sentido de que esse sinal s6 ocorre se os elementos fora da diagonal da
matriz densidade forem nao nulos. Em outras palavras, devido a coeréncia entre os estados
|+) e |—), existente no estado inicial.

Retornando ao caso quantico, escrevemos o estado reduzido do atomo na aproximacao
(4.64), e considerando t < 1/g, obtemos

pa(t) = %{|+> (H =) (=] 727 ) (= (e ()W (1)) + H.d]}, (4.71)

onde V. (t) sdao os estados de campo exp(digy/nt/2)|as(t) e foram feitas as aproxi-
macoes |p+(t)) ~ |£), que equivale a fazer ¢/ 2V~ 1 nestes estados, j4 que estamos
considerando intervalos de tempo da ordem de 1/g. O mesmo, no entanto, ndo pode ser
feito com a fase que aparece no campo coerente, devido a sua amplitude, /7, ser muito

maior que um(43]. A inversao de populagao resultante seré:

Rele ™M (W ()| W_(t))]. (4.72)

Agora finalmente estamos em posicao de interpretar o colapso. Em primeira instancia,
considerando o atomo como um sistema aberto, onde o campo seria o ambiente, podemos
ver o colapso claramente como um processo de decoeréncia, intolerante as superposicoes
dos estados |+) e |—). Neste caso, a fun¢ao decoeréncia seria I'(t) = In(| (U4 (¢)|V_(1)))].
Obviamente, como o ambiente em questao tem um nimero finito de graus de liberdade, o
processo nao é irreversivel, e os elementos fora-da-diagonal poderao ser restaurados.

Uma visao ainda mais interessante surge quando relacionamos essa dinamica com o
esquema proposto por von Neumann para a descrigdo de um processo de medida[ll, 41,

43, 45]. Ora, os estados do atomo |+) estdo relacionados aos estados de campo |V (t))
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sendo estes ultimos, no limite 7 — oo, estados macroscopicos. Agora, a condicao para
que esses estados de campo sejam macroscopicamente distinguiveis entre si, é de que a
diferenca entre suas fases (o angulo formado entre o (t) e a_(t) no plano complexo (ver
figura 4.2)), seja maior do que a flutuacao das fases de cada campo, no caso 1/y/n, pois sao
campos coerentes. Isso ird ocorrer exatamente no momento do colapso, quando t = 1/g
e, a partir desse momento, cada estado de campo retém informagao nao-ambigua sobre
seu respectivo estado atomico. De certa forma o campo funcionaria como um detector dos
estados atomicos |+). Lembrando entao que as oscilages iniciais podem ser vistas como
um fenomeno de interferéncia devido & coeréncia entre os estados |+) e |—), o colapso
ocorre justamente a partir do momento em que o campo consegue registrar esses estados
atomicos, pondo fim ao padrao de interferéncia. Dito de outra forma, o colapso seria, entao,
uma manifestacao do principio da complementareidade.

Diante do que foi visto nesta se¢ao, é impressionante como um modelo tao simples
como o MJC, além de ser 6timo para descricao de experimentos, é ainda relacionado, for-
nece exemplos ou evidéncias de diversos conceitos importantes em Mecanica Quantica e em
Mecanica Quantica de Sistemas Abertos, como o principio da complementareidade, proces-
sos de medida, processos de preparacao de estados, carater discreto da radiacao, formacgao
de estados EPR, formacao de estados de gato, decoeréncia e dinamica nao-Markoviana.

Mais ainda, tudo isso obtido a partir de um tnico tipo de estado inicial para o campo.

4.3 MJC Dissipativo

Na situacao experimental tipica mencionada anteriormente, hd duas fontes principais
de dissipacao: o decaimento espontaneo ao qual o dtomo esta submetido, devido a sua
interagdo com os outros modos de campo (considerando a baixa temperatura da cavidade
¢é extremamente razoavel desprezar os processos de absor¢ao e emissao estimuladas termi-
camente); e as imperfeigoes da cavidade que irdo levar ao decaimento do campo.

Consideremos primeiramente a dissipagao do atomo no espaco livre. Por um raciocinio
idéntico ao que foi apresentado no ultimo capitulo, pode-se derivar uma equacao mestra
para a descricao dessa dissipacao. Neste caso, os osciladores do reservatério seriam os
modos de campo e a interacao entre eles seria dada pelo mesma interagao do MJC. Em
outras palavras, seria o modelo de Jaynes-Cummings para varios modos de campo. A
diferenca é que no espaco livre tém-se um continuo de modos e a derivacao de equagao
mestra segue nas mesmas hipoteses. A equagao resultante, na representacao de interacao,

tem a mesma forma que a equacao para o campo, fazendo as substituicoes a — o_ e
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al — o,

dz—it) - _g(%p(t)fn —oyo_pr— p(t)oro-). (4.73)

E facil derivar entao es equagoes de movimento para os elementos da matriz densidade

na base dos auto-estados do atomo

dp(e;t(t) = —D'pgy(t) (4.74)
Beall) _ Lyt (1.75)
Pinlt) _pp, (1) (476)

Com base nessas equacoes, vemos as taxas de decaimento de todos os elementos da
matriz densidade sao da ordem de I', entao desde que o experimento seja realizado durante
um intervalo tempo muito menor do que 1/I" a dissipagao do atomo pode ser inteiramente
desprezada. Nos experimentos realizados pelo grupo da Ecole Normale Superiéure[34], em
Paris, a velocidade com que os atomos sao inseridos na cavidade, e a taxa de decaimento
dos atomos (dtomos de rubidio excitados nos niveis com numero principal n = 50) sao
tais que, no espaco livre, o atomo iria percorrer alguns metros antes de decair. Como a
cavidade utilizada tem cerca de 20cm, a condicao para desprezar o decaimento do atomo
é satisfeita.

Como ja foi discutido anteriormente, a dissipacao do campo, no entanto, nao pode ser
completamente desprezada. Nos experimentos realizados por esse mesmo grupo, a condigao
de acoplamento forte é obtida, i.e., g > k, de modo que, no intervalo de tempo em que o
experimento é realizado, da ordem de 1/g, o decaimento, ou perda de energia do campo,
pode ser desprezado. No entanto, como vimos no capitulo anterior, efeitos de decoeréncia
podem ocorrer em uma escala de tempo menor, como é o caso da decoeréncia a que um
estado de gato formado pela superposicao de campos coerentes estd sujeita. Neste caso
o tempo de decaimento dos elementos fora da diagonal é da ordem de kn, onde 7 seria
a amplitude dos campos que formam a superposicao. Pelo que vimos na se¢ao anterior,
estados desse tipo serao formados na cavidade quando o atomo entra na mesma no estado
fundamental encontrando um campo coerente mesoscépico, dando origem ao colapso e
ressurgimentos das oscilacoes de Rabi. Espera-se entao que a decoeréncia seja apreciavel

neste caso.
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4.3.1 Testando a Decoeréncia com Reversao Temporal

Realmente, a decoeréncia é a tal ponto relevante, que inviabiliza a visualizagdo mesmo
do primeiro ressurgimento das oscilagoes de Rabi. Como a inversao de populagao é o tnico
observavel do sistema que pode ser mensuravel diretamente, em um experimento realizado
por esse grupo[5], um truque foi usado para discernir, experimentalmente, em qual grau a
decoeréncia participa da dinamica apds o colapso das oscilacoes de Rabi. A idéia, proposta
neste caso por Morigi et al.[4], é aplicar, apds o colapso, uma rotagdo rapida de m no
estado do dtomo (representada por o,) através de um pulso elétrico, denominado “kick
pulse”. Desprezando por um momento a dissipacao da cavidade, suponha que o pulso seja
aplicado em um instante 7" > 0. Entao, para qualquer T' >t > 0, o estado do sistema sera

dado, na representacao de interagao, por

[Wo) [e) lao) — [ (1)) = U(t) |e) ) , (4.77)

onde U(t,0) = exp(—%H Jot) é o operador de evolugao e H ;¢ é o Hamiltoniano de Jaynes-

Cummings na representacao de interacao. Imediatamente apods o kick, o estado serd

|W(T)) = 0. U(T,0) |e) |ao) (4.78)
e, parat > T
(W(t)) =U(t —T)o.U(T) le) |a) - (4.79)
Usando agora que 02 = I e 0,Hjc0, = —Hjc e a propriedade de o, 0, exp(B)o, =
exp(o,Bo,) obtemos
(1)) = o HCT0 1(0)) (4580)
=0, UQ2T — ) |¥(0)). (4.81)

Essa tltima equacao nos mostra que, para cada t > T, o estado do sistema serd igual ao
seu estado no instante de tempo anterior simétrico em relacao a T seguido de uma rotagao
7 no atomo. Quer dizer, a menos dessa rotacao, a dinamica do sistema posterior ao pulso
serd a imagem espelhada com relagao a T' da dindmica anterior ao pulso (ver Fig.4.3). Para

a dinamica da inversao de populacao é exatamente isso que iré ocorrer, pois, para t > T

(0), (t) = (W(2T — T)o. |00, W (2T — 1)) = (0,) (2T — 1). (4.82)
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Figura 4.3: Representacao esquematica da dindmica com a presenga do pulso. A menos da rotagao
7 no estado do atomo, o estado do sistema em um instante ¢ > T é igual ao seu estado
no instante de tempo simétrico em relacao a 7', 27 — ¢t. Em particular, em ¢t = 27", o

sistema volta a seu estado inicial.

4.3.2 Descricao da Realizacao Experimental

Um diagrama da montagem experimental esté representado na figura 4.4(a). Atomos
de Rb® saem da fonte O e passam pela camara B onde sua velocidade ¢ selecionada e sao
preparados no nimero atémico principal n = 51 (i.e., aonde se tornam atomos de Rydberg).
Antes do atomo entrar na cavidade C' um campo coerente é injetado na mesma por uma
fonte de microondas S. Apds sair da cavidade, o estado do dtomo é medido em D. O tempo
de interacao entre atomo e campo é controlado por um campo elétrico controlavel aplicado
em toda a cavidade. Variando-se rapidamente a intensidade deste campo elétrico, pode-se
colocar o atomo em ressonancia ou longe-da-ressonancia com o campo da cavidade, via
efeito Stark quadratico, ou seja, “ligando” ou “desligando” a interacao entre eles. A figura
4.4(b) exibe o comportamento gaussiano de g(xo + vt), onde g é a frequéncia de Rabi do
acoplamento entre atomo e campo e v a velocidade do atomo, devido ao perfil gaussiano do
modo do campo inserido na cavidade (modo My). J& a figura 4.4(c) nos mostra a frequéncia
do atomo, controlada pelo campo elétrico, ao longo de sua trajetoria na cavidade. Logo
apds 0 a&tomo entrar na cavidade a interacao atomo-campo ¢ ligada subitamente colocando-
os em ressonancia. No instante 7', o campo elétrico é variado rapidamente (em comparagao
com a janela de tempo do experimento) mas de forma a efetuar a rotagdo de 7 no estado do
atomo, quer dizer, em T é aplicado o “kick” no atomo. Apds o kick, a interacao é desligada
no instante de tempo desejado.

A figura 4.5 contém a dinamica da probabilidade de se encontrar o atomo no estado
fundamental, dada pelo observavel |g) (g| = 1/2(1 — 0,), de modo que esse sinal é uma
funcao linear da inversao de populagao P,(t;) = 1/2(1 — (0.) (t;)). Na parte a) tém-se

apenas as oscilagdes sem o pulso aplicado. As partes b) e ¢) mostram as oscilagoes com o



4.3 MJC Dissipativo 75

Time

>

0 ) t Time
Figura 4.4: a) Diagrama da montagem experimental. b)Comportamento gaussiano da frequéncia
de Rabi ao longo do tempo c¢)Efeito do campo elétrico na frequéncia do dtomo ao
longo de sua trajetéria, usado para desligar e ligar a interagdo com o campo, bem

como para aplicagao do pulso. (figura retirada da ref. [5])
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pulso aplicado em instantes diferentes, 7' = 18us e T' = 22us, respectivamente. O colapso
ocorre em torno de 9us e o campo coerente aplicado na cavidade tem nimero médio de
fotons n = 13.4. Observa-se entao os ressurgimentos induzidos mas com amplitude reduzida
significativamente pela decoeréncia pois, segundo a parte unitaria da dinamica, a amplitude

do ressurgimento induzido deveria ser a mesma das oscilagoes do colapso.

P{t) ]

=
n
ET LA N TR LS T

TR DA W T [

0 20 0 4 (us) 60

Figura 4.5: a) sinal obtido sem pulso aplicado. b)Oscilagées com o pulso aplicado em T' = 18us
¢)Oscilagdes com o pulso aplicado em 7" = 18us. O sinal em b) e ¢) anteriores ao
pulso nao sdo necessarios de medir, apenas sao reproduzidos da parte a) para melhor

visualizagao da dindmica. (figura retirada da ref. [5])

A figura 4.6 mostra a distribuicao de fase do campo da cavidade em trés instantes
diferentes de tempo da dinamica, t =0, t =T e t = 27T". Esse sinal é obtido pela técnica
homodyne phase sensitive detection[47]. O procedimento consiste em aplicar, apds a saida
do atomo que estara sujeito as oscilagoes de Rabi, A;, um campo sonda Cs, coerente e de
mesma amplitude do campo C' inserido anteriormente, mas de fase ¢ + 7. Os dois campos
irao interferir construtiva ou destrutivamente entre si, dependendo de ¢ e serao observados
por uma segunda sonda, um atomo que passara na cavidade, inicialmente preparado no
estado fundamental. Quando os campos interferem destrutivamente, a probabilidade do

atomo permanecer no estado fundamental ¢ maior. O sinal obtido entdao variando-se ¢
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7

serd proporcional a distribuicao de fase do campo C, que nos permite obter informacgao

a respeito do estado do campo formado na cavidade. A parte a) nos mostra o perfil do

campo inicial coerente. A parte b) indica a divisdo do campo em duas componentes de

fases distintas e simétricas e, ¢) nos mostra que, de fato, pelo menos aproximadamente, o

estado do sistema volta ao seu estado em t = 0, como prevé a parte unitaria da dinamica.

0.8 3
5(#) (a) (b) v (o)
0.7
0.6
0.5.——1 1 1 L L 1 1 " 1 1 ‘ - 1 1
-80 -40 0 40 &0 -40 0 40 80¢ () -40 0 40 80

Figura 4.6: Distribuicao de fases do campo em trés instantes distintos. a)em ¢t = 0, do campo
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[2]. Toda a argumentacao que se segue nesta secao esta contida no artigo mencionado.
Escrevendo-se o estado inicial do dtomo na base dos estados |+) e |—) e o estado como um

todo na forma de um operador densidade:

p(t) = 0P+ (@t) + 7P~ () + [v6* ™ (t) + H.c], (4.84)
pH0) = [+) (+ @) (o
p~(0) =]=)(~]®la)(al
P (0) =[+) (| ®|a){al, (4.85)
e [yP+1]0]* = 1.

As aproximagoes sao obtidas para cada termo separadamente, ja que a equagao ¢ linear,

inserindo-se um anzatz inspirado pelo caso nao dissipativo. Para o primeiro termo, supoe-se

ZT eion () —em )] In) [m) ® (e idnr1()=n(®)lle) | 1g)) % (4.86)

(e~ mr1O=em®lle) 4 1g))). (4.87)

Observe que esse nao é um estado genérico para o sistema e, por isso, obtém-se um
conjunto inconsistente de equagoes diferenciais para os coeficientes do ansatz. No entanto,
as inconsisténcias podem ser removidas se as razodes Tyi1m/Tnm, Tnmel/Tnm puderem
ser ser aproximadas por 1 e se a diferenca entre duas fases consecutivas, ¢,.1 — @,, for
aproximadamente independente de n. Essa condicao equivale a dizer que o campo tera uma
fase bem definida. Isso quer dizer que o campo sera aproximadamente um auto-estado de
um “operador fase”[48] exp(i¢) = 3. |n — 1) (n|. Para ver isso considere a atuacao desse

operador em um estado de campo arbitrario:

¢ Cret® In) (4.88)
Coit s .
=> —O“ e!(@nt1)=on ) eitn, (4.89)

O resultado sera aproximadamente o vetor original vezes um fator de fase desde que
Cri1/Ch € Gpi1 — ¢y = ¢. Para um campo coerente, isso de fato é valido no limite n — oo.
Neste problema, entao, supoe-se que o estado do campo ira permanecer com uma fase bem

definida ao longo do tempo. Finalmente, as equagoes obtidas para r,,, € ¢, serao:
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From = —g(n + 1) + K/ (0 4+ D)(m + D)t mi (4.90)
¢n = _g\/ﬁ + ﬁeint(¢n+1 - ¢n) (491>

Para o campo inicial coerente a solugao de (4.90) serd

Tnm(t) = e Oni ) 2, (4.92)

nlm!

com
n(t) = nge " (4.93)

Entao, na verdade, o que ocorrerd é que a distribuicao inicial de fé6tons nao ird mudar
sua forma de Poisson, apenas o nimero médio de fétons ird decair exponencialmente com

o tempo. Mais ainda, com essa solu¢ao o estado p**(t) serd puro:

() = [P (0) (L ()]

com

L= ™)
) = = —n(t)/2 i (t)
[ (0) =5 Zoe 0@

(e 072 le) + |g)). (4.94)

n

Onde as fases sao dadas pela solugao das equagoes diferenciais (4.91) com as condigdes
iniciais ¢,,(0) = 0. Essa solugao pode ser obtida aproximadamente considerando n uma

varidvel continua e fazendo ¢,,11 — ¢, = 0¢,,+/0On, resultando na equacao diferencial parcial

8¢>(£,t> _ gnt ,%m%z’t), (4.95)

No entanto, como estaremos interessados aqui apenas na dinamica da inversao de popu-

lacao, é suficiente para nés reconhecer que o termo p*+(t), como dado pela equacao (4.94),
nao ira contribuir para a mesma.

A evolugao para p~~ é obtida de maneira analoga:

co1m

1 & "/ 3( ) .
i /22 " —ign(t)
=3 g ®
n=0 '

(e~ lPnt1()=on®)] |y — |g)), (4.96)
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e as fases ¢,(t) sdo as mesmas de p*T(t) mas observe que, aqui, elas estdo com sinal
invertido. Ademais, esse termo também nao ird contribuir para a inversao de populacao.

O que sera importante para nossos propdsitos entao, serda a evolugao de p*t=(¢). No
caso ndo dissipativo, esse termo terd forma |¢ () (o—(¢)| @ | P (t)) (P_(t)| com os estados
atomicos e do campo dados pelas equagoes (4.55) e (4.56), respectivamente. Observe entao
que esse termo conterd informacao da coeréncia entre estados de campo mesoscépicos e
de fases distintas, e sabemos, pelo capitulo anterior, que tais coeréncias sao extremamente
sensiveis a dissipacao do campo que estamos considerando. Com isso em mente, o ansazt

proposto por Banacloche para a evolugao deste termo sera

— 1 7 7 — e
P () = 52 Fom ()OO 3 (1] @ (16Dl +Ia) o (4.97)

(e~ lEm 1 O=En (] ) _ |g)). (4.98)

Para simplificar a analise, essas fases sao tomadas como sendo as do caso nao dissipativo

€alt) = —v/ngt, (4.99)

e permitindo-se que os coeficientes f,,,(t) sejam complexos, se necessario. A equagao

diferencial resultante para f,,,(t), fazendo, como nos casos anteriores, as razoes fr,41.m/ frm

€ fom+1/fam iguais a 1, sera:

K

Jum = =5 () fam + 53/ (0 + 1) (m + 1) %

xexp—igt(vVn+i—1—vVn+1+y/m+i+1—y/m+3j) X forime,

onde 4,5 = 0,1. Esse conjunto de equacoes ainda ¢é inconsistente mas, desde que o
nimero de fétons do campo nao varie muito de seu valor inicial, o expoente pode ser

expandido em poténcias de n — ng e sera consideravelmente simplificado:

gt

NS

—igt(Vn+i—1—vVn+1+ym+j+1—/m+j)~—i

A solucao das equagoes resultantes pode ser obtida pelo ansatz

fam(t) = F(t)e_"(t)w (4.100)

e a equagao para F'(t) sera:
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7= —rn(t)(1- 19t/ VoY, (4.101)

Finalmente a evolugao de p™~(¢) como um todo terd a forma:

pr () = F(6) [ [n(t), ) [V [n(t), 1]), (4.102)
onde
Ay 1 PAVC A ,
UL [a(t), 1)) = e ™® z% (t_\/%eiz£7L(t) In) ® (eiz[£n+1(t)—§n(t)] le) £ [g)). (4.103)

Na notagao dos estados do lado esquerdo dessa ultima equacao queremos distinguir a
dependéncia do nimero de fétons da dependéncia temporal das fases, que serd util poste-
riormente para investigar a dinamica sob a acao do pulso. Observe entao que a evolucao
deste termo terd a forma de sua evolucao no caso nao-dissipativo, mas a dissipacao ira
introduzir ao mesmo tempo, o decaimento no nimero de fétons bem como uma forte de-
coeréncia. A inversao de populacao em funcao do tempo, para um estado atomico puro

arbitrario, sera entao:

(02} (t) = Tr(=p(t)) = 20 3 e @ MO (o 2ionast _ siovmy o (4100

Veé-se que a média de Poisson aqui é sobre a soma de duas exponenciais. Para simplificar
iss0, tomamos a expansao de v/n+ 1 — y/n & 1/{/fy ao redor de 7y, assim como tinha
sido feito para se obter a equagoes dos coeficientes f,,, isolamos y/n, e substituimos na
exponencial com esse fator, obtendo:

e IVITT) 4 om0 = (] 4 o719t/ 2VT0)pmigtVnt (4.105)

Ao redor dos colapsos e revivals, considerando que seus tempos nao serao apreciavel-
mente modificados, podemos fazer (1 4 e "9*/2V70) ~ 2. Fora deles, a expressio restante
para a inversao de populagao serd muito préxima de zero de qualquer forma. Enfim, de

posse destas aproximagoes, a inversao de populagao toma a forma:

9" Sy ()" ot/
(0,)(t) = 77 E e_"(t)&%_?’gt "Hyce (4.106)
n!
n=0

Para o caso 0 =y =1/ V2, ou 0 4tomo no estado excitado, temos:
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(02) (t) = Re[F(t) e_”(t)#e_%"tm] = Re[F(t)P(n(t),t)]. (4.107)

onde P(n(t),t)z = e_ﬁ(t)%e_zigt‘/m, i.e., a fungdo que d4 origem a inversao de
populagao no caso nao- dissipativo, porém, com um decaimento no ntumero de fétons.
Comparando com a expressao exata (4.38), podemos distinguir com clareza os efeitos das
imperfeicoes da cavidade: de um lado, o decaimento do nimero de fétons ou energia do
campo e, de outro lado, a decoeréncia que ira induzir um forte decaimento, devido a
parte real do expoente de F', como veremos mais adiante, bem como uma perturbacao
nas frequéncias rapidas, devido a parte imaginaria. A figura 4.7 nos mostra a comparagao
da dinamica da inversao de populacao computadas por essa aproximacao e por integragao
numeérica das equacoes diferenciais exatas, para ng = 25 e k = 0.002g. E notdvel a eficdcia
destas aproximacoes com a solucao exata bem como o forte decaimento das oscilacoes para
um valor de k 500 vezes menor do que g, i.e., em um regime onde o decaimento do niimero
de fétons em si, pode ser desprezado.

Apesar de que a equagao para F'(t) pode ser resolvida explicitamente:

F(t) = exp (1 — e~ (rtig/vVrolty _ 70 (1 — e=t)], (4.108)

no
1 —ig/k\/Tig
para entender qualitativamente seu comportamento , é mais simples analisa-la para o
caso em que podemos desprezar totalmente a variacao no nimero de fétons. Neste caso,

teremos

F(t) = exp[—rng(t — v/To/gsen(gt//ng)) — QiSﬁg/Zsen(gt/Z\/ﬁ_o)]. (4.109)

Aqui se torna explicito que, mesmo desprezando o decaimento do campo, a decoerén-
cia ainda serd bastante significativa. Vamos nos concentrar aqui no decaimento induzido
pela parte real do expoente. Considerando que o segundo termo do produto que define
a dinamica da inversdo de populagao (4.107) é exatamente igual ao caso nao dissipativo,
pois estamos desprezando a variagdo no nimero de fétons, esperamos que os tempos dos
ressurgimentos nao serao modificados, Vemos entao que o expoente de |F| e, portanto, |F|
como um todo, tera pontos de inflexao exatamente em cima dos ressurgimentos, i.e., em
t, = 2m\/no/g.

O gréfico de |F| terd a forma de um toboga de parque aquético, ver figura 4.8, onde
as regioes planas sao centradas nos ressurgimentos. Graficamos nessa mesma figura, para

comparagao visual, o comportamento exato das oscilagoes de Rabi no caso nao dissipativo.



4.3 MJC Dissipativo 83

(o5)

0.5

-1 ]

5 10 15 20 25 30 35 gt

(o}

wl

il MM\NVW

]

24 26 28 30 32 34 36 wm

Figura 4.7: Comparacao da dinamica da inversao de populacao computadas pelas aproximagoes
e por integracdo numérica das equacgoes diferenciais. A linha continua representa a
solucao aproximada e a linha pontilhada, a exata. Os parametros sao ng = 25 e
k =0.002g, g = 1. (figura retirada da ref. [2])
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Vemos que na regiao dos ressurgimentos e, logo, em torno destes pontos de inflexao de F,
o processo de decoeréncia é praticamente interrompido, i.e., |F'| é quase constante ao redor
dos revivals. Isso, de certa forma, ja era esperado tendo em vista que a dindmica unitaria
da origem a duas componentes de campo, de mesma amplitude, mas cujas fases crescem em
sentidos opostos no tempo. Imaginando que tivéssemos apenas uma superposicao destes
campos dentro da cavidade, a decoeréncia iria ser tao mais rapida quanto maior fosse a
separacao entre eles. Como a regiao entre os revivals e a regiao ao redor dos revivals sao
marcadas, como vimos no caso nao dissipativo, por intervalos de tempos onde as duas
componentes de campo estao, respectivamente, mais separadas e mais proximas, é natural

esperar que o processo de decoeréncia seja mais forte fora dos ressurgimentos e mais brando

MWM

-0.2

ao redor deles.

=3
N

-0.4

-0.6

-0.8

Figura 4.8: Evolugao de |F(t)| (curva A)) e da inversao de populagdo no caso nao dissipativo
(curva B)). Vé-se que |F| decai mais rapidamente na regiao entre os revivals e é
aproximadamente constante ao redor deles. Isso é de certa forma esperado tendo em
vista a dinamica das duas componentes de campo formadas pela parte unitéria da

dinamica, como foi discutido anteriormente.

Esse raciocinio poderia nos levar a pensar que a taxa instantanea de decoeréncia é
proporcional a distancia entre as componentes de campo no espaco de fase, mas isso nao
ocorre. A figura 4.9 nos mostra, ao mesmo tempo, as oscilagoes de Rabi exatas do caso

nao dissipativo, a distancia entre as duas componentes do campo e a taxa instantanea
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de decoeréncia (i.e., escrevendo |F(t)| = exp(—~k(t)t)) em fungao do tempo. Vemos que
os minimos da separacao entre os campo coincidem com os centros dos ressurgimentos,
como ja era esperado, mas os maximos e minimos da taxa de decoeréncia nao coincidem,
respectivamente, com os minimos e maximos da separacao entre os campos. Isso se deve
provavelmente, ao fato de que o estado do campo da cavidade nao é uma simples superpo-
sicao das duas componentes, mas um estado emaranhado entre atomo e campo, de forma
que esse emaranhamento “esconde” da cavidade, pelo menos por algum tempo, que aquelas
duas componentes de campo foram criadas. Em outras palavras, a informagao a respeito

da separagao entre os campos chega a cavidade apods algum tempo.

1.5

0 20 40 60 80 100

Figura 4.9: Evolugao da taxa instantanea de decoeréncia A), separacao entre as duas componen-
tes de campo e C) da inversao de populagao do caso nao dissipativo. Muito embora
os revivas coincidam com os pontos de separacao minima entre as componentes de
campo, a taxa instantanea de decoeréncia nao é proporcional a separacao instanta-
nea destas componentes. De certa forma, entdo, o emaranhamento entre atomo e
campo, “esconde” da cavidade, pelo menos por algum tempo, a formacao dessas duas

componentes
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4.3.4 Dissecando as Oscilacoes de Rabi no Caso Dissipativo

A expressao para a inversao de populagao (4.107) é constituida pela parte real de um
produto de duas fungoes: a funcao F', responsavel pela decoeréncia, e a segunda fungao é a
média de Poisson de e~@VnH1t 4 mesma que aparece no caso nao-dissipativo, porém para
um numero médio de fotons decaindo exponencialmente no tempo. Enquanto o niimero
médio de fotons for grande, sabemos expressar essa média de Poisson em uma forma mais
apresentdvel (ver secao 3.2.1 e referéncias 14 citadas), dadas pelas equagoes (4.41), (4.42),
(4.43) e (4.44). Substituindo f = gt e i = n(t) nestas equagoes teremos o resultado
desejado. Como a funcao F'(t) tem a forma exp[c(t)+id(t)], considerando ou nao a varia¢ao

no nimero de fétons, teremos que

1
@0 =T

Como foi discutido anteriormente, o médulo da funcao decoeréncia, e, é praticamente

1/4 )
e“”(t)"_c(t)Re[l—{—gt/ /ﬁ(t)]e[l(bv(t)'*‘d(t)] (4.110)

constante ao redor dos ressurgimentos, de modo que iremos definir a largura e os tempos
de ressurgimento apenas pela parte e®®). Entdo os tempos de revival serdo definidos pela
equacao:

a,(t,) =0 (4.111)
ot = %—V;(t“) (4.112)

Ademais, estamos interessados em intervalos de tempo relativamente curtos com relagao

a 1/k, e, expandindo 7n(t) ao redor de 0 e truncando no termo de primeira ordem, obtemos

tO
T 14kt

(4.113)

14

onde t° sdo os tempos de revival do caso nao dissipativo. Quer dizer, os tempos de
revival sao ligeiramente diminuidos com relagao ao caso nao-dissipativo o que, de certa
forma, ja era esperado, tendo em vista que neste ultimo caso esses tempos crescem com o
nimero médio de fétons. As larguras dos revivals serdo as mesmas de P(n(t),t):
ke (4.114)
Y
e nao dependem de 7(t). As amplitudes serdao dadas pelo produto das amplitudes de

P(n(t),t), que também nao dependem de 7(t), por F(t), i.e.
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1
A, = ————|F(t, 4.115
(1+ 7T2V2)1/4| (t)] ( )
Ja as frequéncias também terao uma pequena correcao devido a parte imaginaria do

integrando da fungao decoeréncia:

w, = b (tv) + d'(t,) ~ 29\/n(t) + ki(t)sen(gt, // o) (4.116)

0 271t
~ 2gt\/ng(l — k/2—~ —
gtv/no(l = r/f 1+lit3> 1+ kt9,

(4.117)

e tanto o decaimento no nuimero de fétons quanto a decoeréncia irao reduzir as mesmas.

4.3.5 Reversao Temporal no Caso Dissipativo

A partir das aproximacoes de Banacloche da secao 3.3.2, é facil computar a dinamica
do estado do sistema e, consequentemente, da inversao de populagao, sob atuagao da
dissipacao. Considerando que o kick é aplicado em instante T' > 0 arbitréario, teremos que

o estado p™t(¢), logo apds o kick serd (o estado puro):

Pe(T) =5 e

n=0
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Ora, logo apds o kick, ele sera:

pr(T) = F(T)o: [v4(0(T),T)) (V- ((T), T)| (4.118)
= F(t) [o-(m(T), =T)) (¢ (0(T), =T (4.119)

Pelo mesmo argumento anterior para obter a dinamica de p**, apds o kick, teremos,
parat > T

pr(t) = F(t, T)F(T)x
(Y- (m(t), ¢ = 2T)) (4. (n(t), L — 2T)]) (4.120)

onde

t—T
F(t,T) = exp[—Qm/ n(t)(1 — 94=2D/V0) gy]
T

Finalmente, a inversao de populacao apés o kick, para o caso em que o atomo se encontra

inicialmente no estado excitado, sera:

(02) (t) = Re[F()F(t) > 5“0#6—%9(2“)@] — Re[E'(t, T)F(t)P(a(t), 2T — t)].
= (4.121)

Ora, esse sinal tem a mesma forma do sinal antes do kick, porém, com a funcao de-
coeréncia modificada e as fases do produtoério infinito revertidas no tempo. Observe que,
embora o decaimento do niimero médio de fétons seja insensivel ao kick, a funcao decoerén-
cia nao o é. Realmente, considerando que o processo de decoeréncia depende da separagao
entre as duas componentes de campo formadas pela contribuicao unitaria da dinamica,
e que o kick faz com que essas componentes revertam seu movimentos, é de se esperar
que o processo decoeréncia ira abrandar ou se reforcar apds o kick dependendo se essas
componentes estavam, respectivamente, se afastando ou aproximando no instante do kick
(ver figra 4.10).

Pela semelhanca dos sinais da inversao de populacao antes e apds o kick, a analise do
sinal também serd semelhante, bastando efetuar as substituicoes F(t) — F(t,T)F(T) e
B =2g(2T —t). Os centros dos envelopes serao dados por

(2T — %)

P o) 4122
1 — ktY ( )
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Figura 4.10: A)Evolucao de |F'| com o pulso aplicado , B) evolucao de |F'| sem o pulso C) inversao
de populagao do caso nao dissipativo com o pulso. A comparagao entre os graficos
de |F| sem e com o pulso nos mostra a dependéncia da decoeréncia com a separagao
entre as componentes de campo. Como o pulso forca as componentes, neste caso, a

se juntarem novamente, o processo de decoeréncia é amenizado
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eem t = 2T (o termo ¢y(t) da aproximagcao assintdtica).
Ja que temos t > T', apenas os os envelopes com t,, > T serao importantes. Desprezando
o decaimento no nimero de fétons, teremos:
v < % (4.123)
1
Se T =~ 1/g, como foi feito no experimento descrito na segao 3.3.1, teremos que o
ressurgimento induzido serda dado pelo termo ¢y, em t = 27, ou seja, essas aproxima-
¢oes nao prevéem nenhuma alteracao no tempo do revival induzido, mas a amplitude sera
|F(2T, T)F(T)]| e nao 1, como no caso nao dissipativo. Os ressurgimentos posteriores serdo

dados pelos termos com v < 0, nos instantes dados pelas equagoes (4.122) e com amplitudes

1
(1 + 7202)1/4

e as larguras continuarao as mesmas:

|F(t,, T)F(t,)] (4.124)

7|V
_ 4.125
. ( )



Capitulo 5
Conclusao

Investigamos neste trabalho trés exemplos importantes e inter-relacionados de sistemas
quanticos compostos ou abertos: um modo de campo eletromagnético quantizado sob a
atuacao da dissipacao induzida pela cavidade optica que o acopla; a interacao do campo
com um unico atomo neutro de dois niveis; e o sistema atomo-+campo-+cavidade.

No primeiro exemplo, revisamos sua abordagem usual, que consiste em obter uma
dinamica efetiva para o campo, i.e., uma equacao mestra fechada para o estado reduzido
do campo. Vimos que essa equacao nos fornece um exemplo do fendmeno de decoeréncia,
presente somente em sistemas quanticos compostos ou abertos, e discutimos brevemente
a sua relacao com o limite classico-quantico. Fornecemos ainda uma nova abordagem
para a solucao do problema, consistente com os resultados obtidos via equagao mestra e
que, apesar de extremamente restritiva quanto aos estados iniciais do campo, repousa em
hipoteses muito mais claras que utilizadas para a obtencao da equacao mestra.

Discutimos em detalhe a dinamica do sistema isolado atomo-+campo, descrito pelo Mo-
delo de Jaynes-Cummings, especialmente na situacao em que o campo se encontra inicial-
mente em um estado coerente mesoscopico. Vimos, a partir de aproximagoes apropriadas,
que esse é um rico exemplo de sistemas compostos, por apresentar diversos fenomenos de
interesse, como: decoeréncia, preparacao de estados, formacao de estados de gato, principio
da complementaridade, dinamica nao-markoviana, etc. Estudamos em detalhe, também, a
dinamica da inversao de populagao, importante por ser o observavel mais acessivel em uma
realizacao experimental, e vimos que pode ser aproximada por uma expressao muito mais
transparente constituida por uma soma onde cada termo representa um unico revival.

Passamos em seguida a considerar o sistema completo atomo+campo+cavidade, e es-
tudamos solugoes aproximadas para a dinamica do estado do sistema sob mesmo tipo de

condigoes iniciais consideradas no caso atomo-+campo. Vimos como a dissipacao da cavi-
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dade pode alterar drasticamente a dinamica via decoeréncia, mesmo que a perda de energia
ou decaimento do campo possam ser desprezados. Essencialmente, essa forte decoeréncia
¢é devida a criacao de duas componentes mesoscopicas de campo dentro da cavidade, cujas
amplitudes giram rapidamente e em sentido contrario. Aplicamos as aproximagcoes para a
inversao de populagao neste caso e obtivemos corregoes para diversas grandezas de interesse
associadas, como os tempos, amplitudes e frequéncias dos revivals. Finalmente, aplicamos
estes resultados para a dinamica sob o protocolo de eco, onde um pulso elétrico rapido é
aplicado ao atomo, induzindo uma rotacao de m no estado do mesmo e, que, sob o modelo
de Jaynes-Cummings, induz o sistema a “reverter” seu movimento. Com a presenca da
dissipacao o mesmo, é claro, nao ird ocorrer: o decaimento da energia do sistema nao sera
alterado pela aplicacao do pulso e a decoeréncia, muito embora seja sensivel ao mesmo,
nao sera revertida. Analisamos, em especial, a dinamica da inversao de populagao sob
a atuagao deste pulso e computamos as grandezas associadas dos revivals induzidos pela

reversao temporal.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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