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CÁLCULO DO LAPLACIANO POR MEIO DA 
ANOMALIA LOCAL, EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 
 
 
RESUMO 
 
  Este trabalho teve o objetivo de desenvolver uma expressão para o 
cálculo do Laplaciano de uma função, em coordenadas cilíndricas, 
envolvendo o conceito de anomalia local. O renomado físico escocês James 
Clerk Maxwell apresentou a expressão de cálculo do Laplaciano de uma 
função, sem dar grande ênfase a ela, com a denominação de concentração 
para uma de suas parcelas. Posteriormente, um artigo científico escrito pelo 
físico norte-americano J. C. Mc Donald retomou esta expressão com o 
conceito de anomalia local. O físico brasileiro Nelson Martins, utilizando a 
equação de Maxwell com a interpretação de Mc Donald, estabeleceu a 
expressão do Laplaciano de uma função por meio do desenvolvimento em 
série de Taylor em coordenadas cartesianas retangulares, como alternativa 
de cálculo do Laplaciano em problemas de simetria com coordenadas 
cartesianas retangulares, envolvendo a anomalia local. Adotando 
procedimento similar ao desenvolvimento do físico Nelson Martins, foi 
desenvolvida esta dissertação que deu origem a uma expressão que permite 
calcular o Laplaciano nos casos de simetrias cilíndricas. Deste modo, 
através do desenvolvimento em série de Taylor, foi estabelecida uma 
expressão simplificada que permite o cálculo do Laplaciano de uma função, 
em coordenadas cilíndricas, tornando-se esta possibilidade uma 
interessante alternativa para solução de inúmeros problemas.   
Palavras chave: Equações de Maxwell, Equações de Laplace, 
Coordenadas Cilíndricas, Anomalia Local. 
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LAPLACEAN CALCULATION THOUGH LOCAL ANOMALY 
IN CYLINDRICAL COORDINATES 
 
 
ABSTRACT 
 
 
  This work aimed to develop an expression for the calculation of the 
Laplacean of a Function in cylindrical coordinates involving the notion of 
local anomaly. The renowned Scottish physicist James Clerk Maxwell 
presented the expression to determine the Laplacean of a Function, without 
giving emphasis to it, referring it as a “concentration of the function”. 
Subsequently, a scientific paper written by J. E. Mac Donald referred such 
expression as the local anomaly concept. The Brazilian physicist Nelson 
Martins, utilizing the Maxwell equation, with the interpretation of Mc 
Donald, established the expression of the Laplacean of a Function, through 
the development in series of Taylor, in cartesian rectangular coordinates, as 
an alternative for the Laplacean calculation, involving local anomaly. In 
line with Nelson Martins development, this research was proposed to 
calculate an expression to solve cases of cylindrical symmetry. In this way, 
through the development in series of Taylor, it was established a simplified 
expression that permits to calculate the Laplacean of a Function, in 
cylindrical coordinates, becoming this possibility an interesting alternative 
for solving an endless number of problems. 
Keywords:  Maxwell Equations, Laplace Equation, Cylindrical 
Coordinates, Local Anomaly. 
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CAPÍTULO 1 
 
 
INTRODUÇÃO 
 
 
 
 
 
 
Esta dissertação de mestrado visa o estabelecimento do “Desenvolvimento 
do Laplaciano de uma Função em Coordenadas Cilíndricas através da Anomalia 
Local”. Pretende-se que este desenvolvimento seja aplicável às situações de 
configuração de boa simetria cilíndrica, uma vez que o desenvolvimento é feito 
em coordenadas cilíndricas. 
O desenvolvimento objeto desta dissertação representa uma alternativa 
para o cálculo do Laplaciano por meio da anomalia local. De modo análogo, este 
desenvolvimento já foi feito pelo físico brasileiro Nelson Martins em 
coordenadas cartesianas retangulares.. 
No trabalho em coordenadas cartesianas retangulares, Nelson Martins 
desenvolveu também diversas aplicações do conceito de anomalia local, 
destacando-se, inclusive, a possibilidade de obtenção de valores médios de 
algumas funções a partir da expressão da anomalia local, para casos de 
configuração vantajosa em coordenadas cartesianas retangulares. 
O conceito de “anomalia local” foi sugerido pelo físico americano J. E. 
Mc Donald, em uma publicação científica, após analisar a conceituação de 
“concentração de uma função” estabelecido pelo renomado físico escocês James 
Clerk Maxwell
*1
.
 
 
Maxwell introduziu o conceito de concentração em coordenadas esféricas, 
que se encontra em seu tratado sobre eletricidade e magnetismo, Treatise on 
Electricity and Magnetism de 1873 (pg.31, Oxford, 1946). 
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1.1 JUSTIFICATIVA DA ESCOLHA DESTE TEMA 
 
 
 
A escolha do tema “Desenvolvimento do Laplaciano de uma Função em 
Coordenadas Cilíndricas através da Anomalia Local” surgiu do conhecimento 
do desenvolvimento específico da expressão do cálculo do Laplaciano, por meio 
da anomalia local, em coordenadas cartesianas retangulares. As expressões de 
um e de outro cálculo são bem específicas e distintas, aplicáveis aos problemas 
que envolvam as configurações específicas de uma e de outra simetria. Os 
resultados encontrados, sejam de uma ou da outra simetria, representam 
aproximações advindas do desenvolvimento da série de Taylor. 
A possibilidade de realização deste desenvolvimento em coordenadas 
cilíndricas, após o desenvolvimento em coordenadas cartesianas retangulares, 
abre também uma outra para realizá-lo em coordenadas esféricas. 
A possibilidade de que o desenvolvimento que se constitui no propósito 
desta dissertação também poderia conduzir a uma expressão simplificada e por 
conseguinte útil, serviu de estímulo para o estabelecimento realizado. De fato, 
apesar das inúmeras operações envolvendo cálculo diferencial, foi conseguida 
uma expressão nos moldes pretendidos, ou seja, caracterizada por simplicidade 
de aplicação. Assim, surge uma alternativa para o cálculo do Laplaciano nas 
situações de problemas de configurações que envolvem simetria cilíndrica. 
A priori, sabe-se que a expressão do Laplaciano que é aqui estabelecida 
decorre de um desenvolvimento em série que encerra uma aproximação para um 
pequeno número de termos da série de modo a tornar-se aplicável de modo 
satisfatório. 
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1.2 OBJETIVO 
 
 
 Este trabalho esteve sempre centrado na busca de um desenvolvimento 
voltado a obtenção de um resultado caracterizado por simplicidade na sua 
formulação e por facilidade operacional. Um resultado com estas carcterísticas 
tornar-se interessante e útil. 
Deve-se admitir que o conceito de anomalia local é pouco difundido, 
encerrando uma dificuldade para aceite. Ao realizar-se a interpretação do 
Laplaciano de uma função escalar de ponto, utilizando o conceito de anomalia 
local, tornar-se-á didaticamente melhor compreeendido. 
Entretanto, o desenvolvimento objeto desta dissertação é uma prova do 
estabelecimento de uma alternativa com efeito prático e que, se difundida, pode 
despertar interesse por sua aplicação. 
A exemplo da expressão para o cálculo do Laplaciano por meio da 
anomalia local em coordenadas cartesianas retangulares que levou a produção de 
uma alternativa de efeito prático em termos operacionais para configurações 
adequadas para coordenadas cartesianas retangulares, este trabalho mostra 
idênticas características para configurações adequadas para utilização de 
coordenadas cilíndricas. 
A referência a efeito prático de utilização do resultado que é produzido 
nesta dissertação está na produção de uma expressão simplificada em termos de 
reduzido número de parcelas constituintes, cada uma das quais envolvendo 
operações de fácil realização. 
Considerando-se que a facilidade de uso e que a simplicidade de cálculos 
envolvidos são ingredientes importantes no estabelecimento de qualquer 
expressão que possibilita a obtenção de resultados representativos para as 
situações em que encerram, entende-se que esta obtenção representa a produção 
de algo interessante. 
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1.3 PRINCIPAIS FONTES DE REFERÊNCIAS 
 
  
 
 
A principal fonte de referência, a que inspirou a escolha deste tema, foi a 
tese de doutorado do físico brasileiro Nelson Martins, defendida na Pontifícia 
Universidade Católica de Campinas, sobre o tema “A anomalia local do 
potencial e suas consequências em alguns problemas de física”. Na tese há o 
desenvolvimento da expressão do cálculo do Laplaciano por meio da anomalia 
local, em coordenadas cartesianas retangulares. 
Dado que a origem da anomalia local deu-se de uma expressão do físico 
escocês James Clerk Maxwell denominada por ele de “concentração” e, 
posteriormente, sugerida como mais apropriada com a denominação de 
“anomalia local” pelo físico americano J. E. Mc Donald tanto a obra de Maxwell 
“Treatise on Eletricity and Magnetism” como o artigo científico de Mc Donald 
foram significativas fontes de consulta. 
 Outras fontes citadas nas referências bibliográficas foram também 
utilizadas nos segmentos de estruturação dos conceitos envolvidos, de cálculos 
realizados e na definição das anotações simbólicas. 
 
 
 
1.4 ESTRUTURAÇÃO DA DISSERTAÇÃO 
 
 
 
Esta dissertação está estruturada em seis capítulos. Antes dos capítulos e 
após o sumário, apresentamos a Simbologia e Anotação utilizada no decurso 
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desta dissertação. Neste primeiro capítulo, o da introdução, está apresentado o 
objetivo do trabalho, a justificativa da escolha deste tema, a discussão das fontes 
de consulta e a estruturação da dissertação que é este segmento que está sendo 
discorrido. 
No segundo capítulo, estão os fundamentos necessários para se chegar ao 
conceito de anomalia local, que o dividimos em considerações iniciais e finais. 
Nas considerações iniciais estão os conceitos e expressões que são integrantes 
do assunto da dissertação mas que não representam diretamente o propósito da 
mesma. Este é um capítulo de apresentação dos envolvimentos no 
desenvolvimento do tema. Dentre eles estão o Laplaciano de uma função em 
coordenadas cartesianas retangulares; o gradiente, o divergente e o Laplaciano 
em coordenadas curvelíneas ortogonais; o divergente em coordenadas 
cilíndricas; concentração ou anomalia local em coordenadas cartesianas 
retangulares. Nas considerações finais, comenta-se o envolvimento e a 
relevância dos itens apresentados nas considerações iniciais para que o 
desenvolvimento proposto pudesse ser realizado. 
No terceiro capítulo, é apresentado o desenvolvimento de uma função em 
série de Taylor utilizando coordenadas cartesianas retangulares e em cilíndricas 
de onde decorre a expressão do Laplaciano por meio da anomalia local, em 
coordenadas cilíndricas. Neste capítulo surge a expressão que é objeto desta 
dissertação. 
No quarto capítulo, estão algumas análises realizadas em termos da 
anomalia local. Com este capítulo objetivou-se analisar conceitos e resultados 
em termos da anomalia local. Dentre elas, foi destacada a análise das equações 
de Poisson e Laplace e a anomalia local; campo elétrico e anomalia local; 
teorema de Earnshaw e anomalia local. 
No quinto capítulo, foram inseridas algumas aplicações da expressão 
desenvolvida para o cálculo do Laplaciano em coordenadas cilíndricas por meio 
da anomalia local, o que traduz o objeto deste trabalho. As aplicações tiveram a 
 
5




[image: alt]finalidade de comprovar a efetividade do desenvolvimento realizado e de 
mostrar que, de fato, este desenvolvimento representa uma alternativa 
simplificada e fácil para cálculos de Laplaciano em coordenadas cilíndricas. Nos 
problemas, também procurou-se evidenciar a comparação do cálculo do 
Laplaciano pela definição e pela anomalia local, atestando a validade da 
expressão estabelecida. 
O sexto capítulo é o de conclusão e sugestão que é sucedido pelo resumo, 
abstract e referências bibliográficas. 
 
 
 
 
 
 
 
* 1 
James Clerk Maxwell, físico escocês nasceu em Edinburgh a 13 de novembro de 1831 e morreu em 
Cambridge, Inglaterra, a 5 de novembro de 1879. Estudou em Edinburgh e no Trinity College, 
Cambridge, onde se formou em 1854. Lecionou física de 1856 a 1860 em Aberdeen, Escócia e física e 
astronomia de 1860 a 1865 no King’s College, Cambridge. Em 1871 assumiu a recém-criada cátedra 
de física experimental na Universidade de Cambridge. Aos 15 anos de idade teve um trabalho seu lido 
na Royal Society de Edinburgh, sobre um método mecânico de traçar curvas ovais. Aos 18 anos volta a 
atrair a atenção do meio científico com sua publicação On the equilibrium of elastic solids. No 
período de pós-graduação em Cambridge, de 1854 a 1856, desenhou o “Disco de Maxwell” para o 
estudo da fusão de cores. Em 1857 foi premiado pela Universidade de Cambridge ao publicar a sua 
obra On the stability of Saturn`s Rings. No campo da eletricidade deixou a sua maior obra 
científica. Com base nos trabalhos experimentais de Faraday, estabelece as célebres equações 
conhecidas como “Equações de Maxwell do Eletromagnetismo”. De sua obra escrita, além dos 
trabalhos já referidos, merecem destaque as publicações: Theory of Heat em 1871 e Matter 
e Motion em 1873. 
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CAPÍTULO 2 
 
FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA E O 
CONCEITO DE ANOMALIA LOCAL 
 
 
 
2.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 
 
  Neste capítulo, é feita a apresentação dos conceitos e expressões que estão 
diretamente envolvidos no desenvolvimento que nos conduz ao cálculo do 
Laplaciano por meio da Anomalia Local. Dentre os fundamentos estão o 
Laplaciano de uma Função, a Concentração ou Anomalia Local em 
Coordenadas Cartesianas Retangulares e a Série de Taylor. 
  De posse dos elementos fundamenatais analisados neste capítulo, é dado o 
passo seguinte, mostrado no próximo capítulo, que constitui o propósito desta 
dissertação. O resultado pode ser traduzido como o estabelecimento de uma 
expressão alternativa à definição, para o cálculo do Laplaciano de uma função 
escalar de ponto, nas situações favoráveis às coordenadas cilíndricas, estruturada 
com base no conceito de anomalia local. 
  
 
2.2 A EXPRESSÃO ORIGINÁRIA DA ANOMALIA LOCAL 
 
 
  O conceito de concentração surgiu de uma expressão que aparece citada, 
sem qualquer indicação da possibilidade de obtê-la. A equação é: 
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1
∇=−
   (1) 
 
 Assim, Maxwell propos que fosse denominado concentração da 
função V no centro P da esfera. Da equação (1), a concentração da função no 
centro P é dada por: 
V
2
∇
 
 
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛
−
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛
=∇
_
0
2
2
10
VV
r
V
   (2) 
 
 Na equação (1), V
0
 é o valor da função no centro de uma esfera de raio r, 
é o valor médio da função no interior da esfera e o é o Laplaciano de 
no centro da esfera. O valor no centro será maior ou menor do que zero se o 
Laplaciano da função for positivo ou negativo, respectivamente. 
_
V
V
2
∇
V
 Esta igualdade nos permite concluir que a concentração varia com o 
inverso do quadrado do raio e diretamente proporcional à diferença entre o valor 
da função no centro da esfera e o valor médio da função no interior da esfera. 
 
 
 
2.3 LAPLACIANO DE UMA FUNÇÃO EM COORDENADAS 
CARTESIANAS RETANGULARES 
 
 
Na matemática, utilizam-se símbolos denominados operadores que ao 
serem aplicados em funções escalares ou vetoriais indicam operações a serem 
realizadas. Um deles, que ao ser aplicado a uma função escalar ou vetorial, 
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[image: alt]implica a operação de derivação é o denominado operador de Hamilton ou 
operador nabla* 
2
.   
O operador nabla é usualmente indicado por 
∇
r

 e a sua expressão em 
coordenadas cartesianas retangulares é: 
  
zyx
a
z
a
y
a
x
rrr
r

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
=∇
   (3) 
A aplicação escalar do operador nabla sobre si mesmo leva ao operador 
denominado Operador de Laplace ou Laplaciano
* 3
 que tem por expressão: 
  
2
2
2
2
2
2
2
zyx ∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=∇
  (4) 
Da forma apresentada o Operador Laplaciano está em coordenadas 
cartesianas retangulares. É também possível expressá-lo em coordenadas 
curvilíneas ortogonais como coordenadas cilíndricas e como coordenadas 
esféricas. 
Se V = V (x,y,z) é uma função escalar de ponto, a aplicação do Operador 
Laplaciano em coordenadas cartesianas retangulares, à função V conduz ao 
Laplaciano da Função V em coordenadas cartesianas retangulares, cuja 
expressão fica: 
 
 
2
2
2
2
2
2
2
z
V
y
V
x
V
V
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=∇
  (5) 
 
 
 
 
*
2 
operador nabla. A denominação “nabla” deve-se à semelhança da forma do símbolo 
utilizado para representá-lo com um instrumento musical antigo com este nome. 
*
3 
Operador de Laplace ou Laplaciano. A denominação “Laplace” vem do matemático 
francês que contribuíu significamente para o Cálculo das Probabilidades e Mecânica Celeste. 
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3.3 GRADIENTE EM COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONAIS 
 
 
 
Seja P um ponto do espaço de coordenadas cartesianas retangulares x, y, 
z, isto é, P(x,y,z) e de coordenadas U
1 
, U
2 
, U
3 , 
num outro sistema de 
coordenadas, isto é, P(U
1 
, U
2 
, U
3
)
 . 
Deste modo tem-se as funções 
(César Dacorso Neto, 1976:53-56):
 
 
 x = x(U
1 
, U
2 
, U
3
), y = y(U
1 
, U
2 
, U
3
), z = z(U
1 
, U
2 
, U
3
) (6) 
 
ou, inversamente: 
 
 U
1
=U
1
(x,y,z), U
2
=U
2
(x,y,z), U
3
=U
3
(x,y,z)
     
(7) 
 
  Assim, tanto o ponto P fica determinado por (x,y,z) como por (U
1 
, 
U
2
, U
3
) e as superfícies u
i 
(x,y,z)=constante, com i = 1,2,3, são as superfícies 
coordenadas. As interseções das superfícies coordenadas são as linhas 
coordenadas, onde varia apenas uma das coordenadas u
i
 . Se as funções U(x,y,z) 
forem lineares, as superfícies são planas e as linhas coordenadas são retas. Se 
nenhuma das funções U(x,y,z) for linear, as superfícies coordenadas não serão 
planas, as linhas coordenadas não serão retas e as U
1 
, U
2 
, U
3
 são as coordenadas 
em um sistema de coordenadas curvilíneas.
 
  Se as 3 (três) superfícies coordenadas e, por conseguinte as 3 (três) 
linhas coordenadas, são ortogonais entre si, o sistema de coordenadas 
curvilíneas é ortogonal, tal como as coordenadas cilíndricas e as esféricas.
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[image: alt] 
*
4 
Fig. 1 – Representação de Ponto no Sistema de Coordenadas Cilíndricas 
 
*
5 
Fig. 2 – Representação dos Versores em Coordenadas Cilíndricas 
 
 
 
*
6 
Fig. 3 – Representação das Superfícies Coordenadas 
 
*
4 e *5 
As figuras 1 e 2 têm forma extraída de Hayt Junior, William H., Eletromagnetismo, Rio 
de Janeiro, Livros Técnicos e Científicos, 1978.
 
*
6 
A figura 3 têm forma extraída de Dacorso Netto, César, Elementos de Análise Vetorial, São 
paulo, Cia Editora Nacional, 1976. 
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[image: alt]  Assim como se associa o sistema fundamental de versores 
zyx
aaa
r

r

v

,
,
 
para as coordenadas cartesianas, também associa-se versores para as 
coordenadas cilíndricas e para as esféricas. As direções dos versores coincidem 
com a das tangentes às linhas determinadas pelas superfícies coordenadas e o 
sentido é o das funções crescentes associadas às superfícies coordenadas. Deste 
modo, a direção de cada um destes versores é variável de ponto para ponto. 
  Seja U
i 
(x,y,z) = C uma superfície qualquer e 
i
a
r

 o versor normal a ela. 
Como sabemos, o gradiente de U
i 
que é simbolizado por 
i
U∇
r

, é normal à 
superfície U
i 
e, portanto, paralelo a 
i
a
r

. Deste modo, temos: 
 
111
.Uha ∇=
r

r

, 
222
.Uha ∇=
r

r

, 
333
.Uha ∇=
r

r

 (8) 
 
  Genericamente: 
z
i
y
i
x
x
i
i
a
z
U
a
y
U
a
U
U
rrr
r
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
 para i=1,2,3 (9) 
 
e  
iii
Uha ∇=
r

r

.
   (10) 
 
de onde vem, para i=1,2,3: 
).(.
z
i
y
i
x
i
iiii
a
z
U
a
y
U
a
x
U
hUha
rrr
r
r
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇=
 (11) 
  Admitindo-se que o sistema de coordenadas curvilíneas seja ortogonal, os 
versores 
3,21
,aaa
r

r

r

 formam um triedro tri-retangular em cada ponto do espaço. 
 Seja 
i
ld
r

um deslocamento elementar na direção de 
i
a
r

, a partir do ponto 
P(x,y,z). A sua expressão cartesiana fica: 
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[image: alt]  
zyxi
adzadyadxld
r

r

r

r

++=
  (12) 
 
  O produto escalar de 
i
ld
r

por 
i
a
r

 fica: 
 
 
)()..(. dz
z
U
dy
y
U
dx
x
U
hUhldald
iii
iiiiii
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=∇=
r
r

r
r

  (13) 
 
 Como 
i
ld
r

 e 
i
a
r

 têm a mesma direção, podemos escrever: 
 
 
ii
iiii
ii
dUhdz
z
U
dy
y
U
dy
y
U
dx
x
U
hdl .).( =
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=
  (14) 
 
  De onde resulta: 
333222111
.;.;. dUhdldUhdldUhdl
=

=

=
 (15) 
  
  Como   , resulta a expressão que nos permite, 
com muita praticidade, a obtenção dos coeficientes  (Martins, 1975) dos 
sistemas de coordenadas cilíndricas e de coordenadas esféricas que é: 
2
3
2
2
2
1
2
dldldldl ++=
i
h
 
    (16) 
2
3
2
3
2
2
2
2
2
1
2
1
2
... dUhdUhdUhdl ++=
 
 No sistema de coordenadas cilíndricas, 
rU
=

1
, 
ϕ

=
2
U
 , 
zU
=

3
 
e como 
ϕ

cos
r

x

=
 , 
ϕ

rseny =
, temos: 
 
  
ϕ

ϕ

ϕ

dsenrdrdx ..cos.
−

=
  (17) 
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[image: alt] 
ϕ

ϕ

ϕ

drsendrdy .cos..
+

=

 e dz = dz  (18) 
 Logo: 
 
2222222
).cos..()..cos.( dzdrsendrdsenrdrdzdydxdl +++−=++=
ϕϕϕϕϕϕ
 
(19) 
 
      (20) 
22222
.dzdrdrdl ++=
ϕ
 
  Da comparação da (20) com a (16), obtemos: 
 
   ; 
1
1
=h
rh
=

2
 ; 
1
3
=

h
  (21) 
 
 Por outro lado, sabemos que o gradiente de uma função escalar de ponto 
V em coordenadas cartesianas retangulares é: 
 
  
zyx
a
z
V
a
y
V
a
x
V
V
rrr
r

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
=∇
  (22) 
 
  Mas, sendo ortogonais os sistemas de coordenadas considerados, temos: 
   
x
U
U
V
x
U
U
V
x
U
U
V
x
V
∂
∂

⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
=
∂
∂
3
3
2
2
1
1
  (23) 
 
 
y
U
U
V
y
U
U
V
y
U
U
V
y
V
∂
∂

⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
=
∂
∂
3
3
2
2
1
1
  (24) 
 
 
z
U
U
V
z
U
U
V
z
U
U
V
z
V
∂
∂

⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
=
∂
∂
3
3
2
2
1
1
  (25) 
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[image: alt]  Substituindo a (23), (24) e (25) na (22) e ordenando, podemos obter: 
 
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
=∇ )()(
222
2
111
1
zyxzyx
a
z
U
a
y
U
a
x
U
U
V
a
z
U
a
y
U
a
x
U
U
V
V
rrrrrr
r
 
 
)(
333
3
zyx
a
z
U
a
y
U
a
x
U
U
V
rrr
∂
∂

+
∂
∂
+
∂
∂
⋅
∂
∂
+
   (26) 
 
Portanto: 
3
3
2
2
1
1
U
U
V
U
U
V
U
U
V
V ∇⋅
∂
∂

+∇⋅
∂
∂

+∇⋅
∂
∂
=∇
r

r

r

r

 (27) 
 
 De (10) e (27), obtemos a expressão do gradiente no sistema de 
coordenadas curvelíneas ortogonais U
1 
, U
2
 , U
3 
, que tem os respectivos versores 
1
a
r

, 
2
a
r

, 
3
a
r

. 
 
  
3
33
2
22
1
11
111
a
U
V
h
a
U
V
h
a
U
V
h
V
rrr
r

∂
∂

⋅+
∂
∂

⋅+
∂
∂
⋅=∇
 (28) 
 
 
 
 
2.4 DIVERGENTE EM COORDENADAS CURVILÍNEAS 
ORTOGONAIS 
 
 
  A seguir, será estabelecida a expressão do divergente do campo vetorial 
A

r

, que se indica por 
A
r

r

•∇
, em coordenadas curvilíneas ortogonais. 
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  A expressão do vetor 
A

r

 no sistema de coordenadas curvilíneas 
ortogonais U
1
, U
2, 
U
3 , 
com os versores 
1
a
r

, 
2
a
r

, 
3
a
r

, é: 
 
  
332211
aAaAaAA
r

r

r

r

++=
   29) 
 
  Dos versores, sabe-se, pelo produto vetorial, que: 
 
 
321
aaa
r

r

r

×=
 , 
132
aaa
r

r

r

×

=

 , 
213
aaa
r

r

r

×

=

 (30) 
 
  Substituindo (30) em (29), obtém-se: 
 
  
).().().(
213132321
aaAaaAaaAA
r

r

r

r

r

r

r

×+×+×=
 (31) 
 
  Da (8) e (31), tem-se: 
 
).(..).(..).(..
212131331232321
UUhhAUUhhAUUhhAA ∇×∇+∇×∇+∇×∇=
r

r

r

r

r

r

r

 (32) 
 
  O divergente de 
A

r

 fica: 
 
)].(..[)].(..[)].(..[
212131331232321
UUhhAUUhhAUUhhAA ∇×∇•∇+∇×∇•∇+∇×∇•∇=•∇
r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

 
(33) 
 Dentre as propriedades de aplicação escalar do Operador Nabla, é 
considerada a do divergente aplicado ao produto de uma função escalar de ponto 
V por um campo vetorial 
A

r

, que é a seguinte: 
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[image: alt] 
AVAVAV
r

r

r

r

r

r

•∇+•∇=•∇ ).().(
  (34) 
 
  Aplicando esta propriedade na primeira parcela de adição do segundo 
membro da (33), obtém-se: 
 
(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

()
() () ( )
()
32
1
321
32
1
32111
3
3
2
2
321
3
3
2
2
321
321323232132321
.
..0
.
.....)(...
.......
hh
a
hhA
hh
a
hhAaA
h
a
h
a
hhA
h
a
h
a
hhA
hhAUUUUhhAUUhhA
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r

r

r

r

r

r

r

r

r

•∇+=
=•∇+•∇=
⎟
⎟
⎠
⎞
⎜
⎜
⎝
⎛
×•∇+
⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
×•∇=
=∇•∇×∇+∇×∇•∇=∇×∇•∇
 
  Utilizando o resultado de (28), esta última expressão fica: 
 
 
()
()
(

)
1
321
32132
1
1
1
321
132
1
321
..
..
1
.
..
1
.
..
U
hhA
hhhhh
a
a
U
hhA
hhh
a
hhA
∂
∂

=•
∂
∂
⋅=•∇
r

r
r

r
 (35) 
 
  Desenvolvendo de modo análogo, os resultados para a segunda e a 
terceira parcela da adição do segundo membro, são: 
 
()
()
(

)
2
312
32131
2
2
2
312
231
2
312
..
..
1
.
..
1
.
..
U
hhA
hhhhh
a
a
U
hhA
hhh
a
hhA
∂
∂
=•
∂
∂
⋅=•∇
r

r
r

r
 (36) 
 
()
()
(

)
3
313
32121
3
3
3
313
331
3
313
..
..
1
.
..
1
.
..
U
hhA
hhhhh
a
a
U
hhA
hhh
a
hhA
∂
∂
=•
∂
∂
⋅=•∇
r

r
r

r
 (37) 
 
  Substituindo estes três resultados, (35), (36) e (37) em (33), obtém-se a 
expressão do divergente em coordenadas curvelíneas ortogonais, que é: 
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[image: alt] 
 
()
(

)
(

)
⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=•∇
3
213
2
312
1
321
321
......
..
1
U
hhA
U
hhA
U
hhA
hhh
A
r
r
 (38) 
 
 
 
2.5 DIVERGENTE EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 
  
 
  Em coordenadas cilíndricas sabe-se que h
1 
= 1, h
2
 = r, h
3
 = 1. Fazendo  
U
1 
= r, U
2 
= φ, U
3 
= z, resulta a seguinte expressão para o divergente: 
 
 
  
(

)
(

)
⎥
⎦
⎤
⎢
⎣
⎡
∂
∂
+
∂
∂
+
∂
∂
=•∇
z
Ar
A
r
Ar
r
A
3
21
.
.
1
ϕ
r
r
  (39) 
 
 
 
 
2.6 LAPLACIANO EM COORDENADAS CURVILÍNEAS 
ORTOGONAIS 
 
 
  A seguir, será estabelecida a expressão do Laplaciano em Coordenadas 
Curvilíneas Ortogonais. O Laplaciano de V, que se indica por , é o 
divergente do gradiente de V, isto é, 
V
2
∇
VV ∇•∇=∇
r

r

2
. 
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[image: alt]  Aplicando a (28) na (38), obtém-se a expressão do Laplaciano de V em 
coordenadas curvilíneas ortogonais, que é: 
 
⎥
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⎡
⎟
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∂
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hh
UU
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h
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h
hh
Uhhh
VV
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(40) 
 
 
2.7 LAPLACIANO EM COORDENADAS CILÍNDRICAS 
 
  
  A expressão do Laplaciano de V em coordenadas cilíndricas, em que      
h
1 
=1, h
2
 = r, h
3
 = 1 e , 
rU =
1
ϕ

=

2
U
 , 
zU
=

3
, fica: 
 
 
2
2
2
2
2
2
11
z
VV
r
r
V
r
rr
V
∂
∂
+
∂
∂
+
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛
∂
∂
∂
∂
=∇
ϕ
 (41) 
 
 
 
 
2.8 CONCENTRAÇÃO OU ANOMALIA LOCAL EM COORDENADAS 
CARTESIANAS RETANGULARES 
 
 
 Na publicação de McDonald é encontrado um desenvolvimento da 
anomalia local em coordenadas cartesianas retangulares, análogo ao da 
expressão desenvolvida por Maxwell em coordenadas esféricas. 
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[image: alt] No artigo, McDonald apresenta o cálculo da concentração para uma 
função Φ obtendo o resultado: 
  
()
0
2
2
0
24
Φ∇=Φ−Φ
a
  (42) 
 
 Na equação acima, 
Φ
 é o valor médio da função Φ(x,y,z) num cubo de 
lados iguais a “a” , centrado na origem do sistema de coordenadas. A indicação 
 é o valor de 
Φ calculado na origem do sistema de coordenadas. A 
indicação 
0
Φ
(

)

0
2
Φ∇
 é o Laplaciano de Φ calculado no ponto origem (0,0,0) do 
sistema de coordenadas. 
 Por se tratar de coordenadas cartesianas retangulares, o cálculo de 
McDonald torna-se muito simples. McDonald propõe o conceito de “anomalia 
local” em substituição ao de concentração atribuído por Maxwell. 
 Nelson Martins*
7
, através de um exaustivo cálculo, desenvolve uma 
função V(r,
θ,ϕ) em coordenadas esféricas, em série de Taylor, conseguindo 
obter o resultado da equação (1) de Maxwell, que em seu livro, foi apenas 
colocada sem qualquer alusão de como conseguí-la. Com a notação utilizada por 
Nelson Martins, o resultado por ele encontrado é: 
  
()
0
2
2
0
10
V
R
VV ∇=−
  (43) 
onde <V> é o valor médio de V numa região esférica de raio R; V
0 
é o valor de 
V no centro da esfera e  é o Laplaciano de V na origem (0,0,0). 
0
2
)(V∇
 No seu artigo, Nelson Martins*
7
 faz a interpretação do Laplaciano em 
termos de anomalia local, além de várias aplicações da (43), utilizando as 
equações de Poisson e Laplace, a Lei de Gauss na forma diferencial etc. 
*
7 
Nelson Martins é físico brasileiro, Livre Docente em Física com o título da tese sendo: “A 
Anomalia Local do Potencial e suas Consequências em alguns Problemas de Físicas”. 
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CAPÍTULO 3 
 
DESENVOLVIMENTO DO LAPLACIANO   
POR MEIO DA ANOMALIA LOCAL 
 
 
 
3.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 
 
 
Neste capítulo, inicialmente é apresentado o desenvolvimento de uma 
função escalar de ponto em Série de Taylor utilizando coordenadas cartesianas 
retangulares, que será o ponto de partida para realização da transformação que 
se deseja. 
O que realmente se pretende é obter uma expressão alternativa para o 
cálculo do Laplaciano de uma função escalar de ponto, tal qual o potencial 
elétrico. Sabe-se calcular o Laplaciano de uma função pela utilização da 
expressão derivada da sua definição. Entretanto, será mostrado que para cálculos 
do Laplaciano de determinadas funções, é possível utilizar-se uma expressão 
alternativa que, quando aplicável, simplifica os cálculos. Caso semelhante, é 
encontrada na Lei de Gauss para cálculos de alguns campos elétricos. Nos casos 
em que ela se aplica, devido a simetria da situação inerente ao problema em 
questão, os cálculos dos campos elétricos ficam simplificados. 
O Teorema do Divergente para cálculo de fluxo do campo elétrico e o 
Teorema de Stokes para cálculo de circuitação, são outros dois bons exemplos 
de situações do tipo que serão considerados. 
A expressão que será encontrada torna-se útil e simplificada com a 
consideração de algumas poucas parcelas do desenvolvimento do Laplaciano da 
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[image: alt]função escalar de ponto em consideração, o que representa uma aproximação. O 
desenvolvimento em série de Taylor devem ser considerados até segunda ordem, 
visto que para ordem superiores não serão válidos. Entretanto, em várias 
situações os resultados são satisfatórios com a utilização da expressão, o que 
torna esta alternativa algo interessante. 
Deste modo, passa-se às análises comentadas. 
 
 
 
 
3.2 DESENVOLVIMENTO DE UMA FUNÇÃO EM SÉRIE DE   
TAYLOR UTILIZANDO COORDENADAS CARTESIANAS 
RETANGULARES 
 
 
 
  A partir da expressão da série de Taylor em coordenadas cartesianas 
retangulares e utilizando as transformações de coordenadas retangulares para 
cilíndricas, obter-se-á a expressão da série de Taylor em coordenadas cilíndricas. 
  Assim, em coordenadas cartesianas retangulares, o desenvolvimento em 
série de Taylor da função V(x,y,z), com a retenção dos termos até a segunda 
ordem, é: 
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[image: alt]3.3 DESENVOLVIMENTO DE UMA FUNÇÃO EM SÉRIE DE TAYLOR 
UTILIZANDO COORDENADAS CILÍNDRICAS 
 
 
 As equações de transformação de coordenadas cartesianas retangulares 
para coordenadas cilíndricas são: 
 
 
ϕ
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zz =
 
 As inversas são: 
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 Deste modo, obtém-se: 
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Lembrando que, no desenvolvimento em série, os termos são todos calculados 
na origem, a série de Taylor, em coordenadas cilíndricas, fica: 
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(54) 
 
 Passa-se ao cálculo do valor médio de V(r,
ϕ,z), que é indicado por <V>, 
considerando um cilindro de raio R e altura 2h. Indicando o volume por 
τ, o 
volume elementar é: d
τ = r dr dϕ dz. O valor médio de V(r,ϕ,z) fica: 
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 Substituindo V(r,
ϕ,z) na integral, tem-se: 
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 Passa-se a efetuar separadamente as integrações das parcelas de adição 
da (56). Assim: 
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De (57) a (66), são apenas não nulos: (57), (61), (62) e (63). Assim, a 
expressão (56), fica: 
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Na igualdade (67), se for feita a restrição de 
4
3
=h
R consegue-se 
obter uma simplificação que conduz a uma expressão resultante compacta, de 
fácil aplicação e muito conveniente. Introduzindo a restrição tem-se: 
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  Esta simplificação adveio da adoção de uma restrição para a altura h do 
cilindro em função do seu raio R. Será mostrado que, de fato, o cálculo do 
Laplaciano de V(x,
ϕ,z) nos conduz a resultado simplificado, o que nos permitirá  
comparação de forma adequada. Entretanto, deve-se salientar que esta restrição 
não existe em coordenadas cartesianas retangulares no trabalho do McDonald, 
nem no trabalho do Martins, em coordenadas esféricas. Após o cálculo do 
Laplaciano, esta questão será comentada novamente. 
 
 Para a obtenção do Laplaciano, calcula-se: 
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 Colecionando os termos em: 
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 Somando esses quatro resultados, tem-se: 
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 O resultado acima encontrado é o Laplaciano de V calculado na origem 
do sistema de coordenadas. 
 Com esse resultado, a expressão (69) pode ser reescrita como: 
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 Assim, a 
Anomalia Local, fica: 
 
  
()
0
2
2
0
8
V
R
VV ∇=−
  (71) 
 
29




[image: alt] Infelizmente este resultado não é tão geral quanto os dados pelas 
expressões (2) e (3). Porém se considerarmos o caso bidimensional, isto é, em 
coordenadas polares, a restrição é afastada e o resultado da expressão (71) passa 
a ser geral em duas dimensões. 
 Portanto, não havendo dependência em z, se limitando ao plano, tem-se: 
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 onde 
V=V(r,ϕ) pois z = constante. 
 
 Nesse caso, alguns resultados podem ser tirados em função da 
Anomalia 
Local
. Se numa região o valor médio do potencial for maior do que o seu valor 
na origem do sistema de coordenadas, a 
Anomalia Local é positiva e em caso 
contrário, negativa, isto é: 
 
 
e 
(

)

0
0
2
0
<∇⇒> VVV
  
0)(
0
2
0
>∇⇒> VVV
 
Se não houver anomalia local: 
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A partir da expressão (71), isolando-se o Laplaciano de V, pode-se 
interpretá-lo. A expressão fica: 
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“O LAPLACIANO É PROPORCIONAL A ANOMALIA LOCAL E 
DEPENDE DO RAIO R” 
     
 Notamos no trabalho do Nelson Martins (A Anomalia Local do Potencial 
e suas conseqüências em alguns problemas de Física, (Martins,N, III-pg.9) a 
seguinte interpretação: “O Laplaciano de uma função escalar de ponto é uma 
medida do afastamento do valor médio da função a partir do seu valor calculado 
na origem”. 
Isto indica que ocorre uma distorção da função nas vizinhanças da origem. 
A esse afastamento dá-se o nome de Anomalia Local. Pode-se dizer então, que o 
Laplaciano de uma função escalar de ponto fornece a Anomalia Local da função 
em torno da origem. É imediato que se , a anomalia local é zero. 
Entretanto, ela poderá ser diferente de zero, positiva ou negativa. 
0)(
0
2
=∇ V
 
 
 
3.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
 
 
 
O resultado do desenvolvimento da série de Taylor para a anomalia local 
em termos do Laplaciano de uma função, para configurações cilíndricas, 
mostrado na expressão (71), constitui a essência deste trabalho. Convém 
destacar, com já foi colocado anteriormente, que este resultado não é 
absolutamente geral quanto os dados pelas expressões (2) e (3) para coordenadas 
cartesianas. 
Em se considerando o caso bidimensional, o de coordenadas polares, a 
restrição é afastada e o resultado da expressão (71) passa a ser geral em duas 
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dimensões. Neste caso, V=V(r,ϕ) já que z é constante e o Laplaciano da 
função deve ser utilizada em coordenadas polares, sem a dependência de z
. 
Caso seja utilizado em coordenadas cilíndricas, haverá o cancelamento da 
parcela que contém a derivada em z. 
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[image: alt]CAPÍTULO 4 
 
EXEMPLOS DE ANÁLISES VISANDO A ANOMALIA LOCAL 
 
 
 
4.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 
 
 
No capítulo anterior, foi obtida a expressão que constitui o escopo desta 
dissertação de mestrado, que é a alternativa de cálculo do Laplaciano de uma 
função escalar de ponto utilizando coordenadas cilíndricas, através do conceito 
de anomalia local. 
 Neste capítulo, serão feitas algumas análises de resultados significativos e 
sobejamente conhecidos tendo como ponto de vista a anomalia local. Para tal, 
são escolhidas as Equações de Poisson e Laplace e o Campo Elétrico. A análise 
correspondente, em coordenadas cartesianas retangulares, já foram publicadas 
no trabalho de Nelson Martins: “A anomalia local do potencial e nas 
consequências em alguns problemas da física”. 
 
 
4.2 ANÁLISE DAS EQUAÇÕES DE POISSON E LAPLACE EM 
RELAÇÃO A ANOMALIA LOCAL 
 
 
 Sabe-se que uma das equações de Maxwell da eletrostática é 
   
ε
ρ

=∇ E
r

r

.
   (73)  
onde ρ é a densidade volumétrica de carga elétrica na região. 
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[image: alt]  Por outro lado, a relação do campo eletrostático com o potencial elétrico 
V é expressa através do gradiente, isto é: 
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 Substituindo (74) em (73), temos: 
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 A expressão (75) é a Equação de Poisson. Nas regiões em que a densidade 
volumétrica de cargas é nula, a Equação de Poisson se converte na de Laplace, 
isto é: 
       (76) 
0
2
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Note que se V satisfaz a Equação de Laplace, em particular, temos: 
. 
0)(
0
2
=∇ V
 Da equação (71), vem: 
 
  
00
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  (77) 
 
 Da expressão (77) pode-se concluir que na região em que V satisfaz a 
Equação de Laplace, o seu valor na origem é igual ao valor médio da função na 
região. 
 Do conceito de anomalia local pode-se dizer que: 
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[image: alt]“Se uma função potencial satisfaz a Equação de Laplace, então esta 
apresenta Anomalia Local nula, ou também, não apresenta distorções em 
torno da origem.” 
 Numa região de existência de distribuição volumétrica de carga não nula, 
deve ser satisfeita a Equação de Poisson. Indicando por 
ρ
o 
a densidade 
volumétrica de carga na origem, temos: 
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 Comparando as expressões (78) e (72), tem-se: 
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 Daí obtém-se: 
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 Da expressão (80) pode-se analisar o sinal da anomalia local como segue. 
 
1) Como R
2 
>0,
 
se ρ
o 
> 0, o segundo membro da (80) é negativo, isto é: 
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0VVVV <⇒<−
    
(81) 
 
 Da expessão (81), pode-se afirmar que: 
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[image: alt] “Se houver um acúmulo de carga positiva (ρ
o 
> 0) na origem, o valor do 
potencial na origem é maior do que o valor médio do potencial nas 
proximidades dela”. 
 
2) Como R
2 
>0,
 
se ρ
o 
< 0, o segundo membro da (80) é positivo, isto é: 
 
   
00
0VVVV >⇒>−
  (82) 
 
 Da expressão (82), resulta: 
“Se houver um acúmulo de carga negativa (ρ
o 
< 0) na origem, o valor médio 
do potencial nas proximidades da origem é maior do que o valor do 
potencial na origem.” 
 Deste modo, pode-se afirmar que: 
“Cargas elétricas positivas criam anomalias locais negativas no potencial e 
as cargas negativas criam anomalias locais positivas no potencial.” 
 
De outro modo: 
“Distribuições de cargas elétricas distorcem o potencial elétrico nas 
proximidades da origem.” 
 
 
 
4.3 CAMPO ELÉTRICO E ANOMALIA LOCAL 
 
 
 
 
Serão considerados três casos, o de uma região com carga elétrica 
positiva, o de uma carga elétrica negativa e o de região sem carga elétrica. 
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[image: alt] Se uma região tiver carga elétrica positiva, ρ > 0, da equação de Maxwell 
da eletrostática, tem-se: 
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já que 
ε

ρ
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.
 que é a equação de Maxwell da eletrostática. 
 
 Nestas condições o Campo Elétrico 
E

r

 é dito divergente já que as linhas 
do campo são orientadas no sentido de afastamento da região eletrizada. 
 Ao contrário, se em uma região tiver carga elétrica negativa, 
ρ < 0, da 
equação de Maxwell da eletrostática tem-se: 
 
  
0.0<∇⇒< E
r

r

ρ
, (84) 
 
 nesse caso o Campo Elétrico 
E

r

 é dito convergente pois as linhas de campo são 
orientadas no sentido de aproximação da região eletrizada. 
 
 Considere-se agora o caso de inexistência de carga na região, ρ = 0. Da 
equação de Maxwell da eletrostática, temos: 
 
  
0.0=∇⇒= E
r

r

ρ
,  (85) 
nessa situação o Campo Elétrico 
E

r

 é dito solenoidal pois não há linha do campo 
entrando ou saindo do ponto
. 
 
 Em razão dos resultados mostrados, pode-se concluir, em termos de 
anomalia local que: 
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1)
 Numa região de carga elétrica positiva, ρ > 0, a anomalia local é 
negativa
 e o campo elétrico é divergente. 
2)  Numa região de carga elétrica negativa, ρ < 0, a anomalia local é 
positiva 
e o campo elétrico é convergente. 
3) Numa região de inexistência de carga elétrica, ρ = 0, a anomalia local é 
nula 
e o campo elétrico é solenoidal. 
 
De modo inverso, tendo conhecimento do sinal da anomalia local pode-se 
concluir se o campo é divergente, convergente ou solenoidal. 
 
 
 
4.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
 
 
Neste capítulo, das análises das equações de Poisson e Laplace em termos 
de anomalia local, pode-se concluir que: 
•  se a função potencial satisfaz a equação de Laplace, então esta 
apresenta anomalia local nula, ou também, não apresenta distorções 
em torno da origem. 
•  cargas elétricas positivas criam anomalias locais negativas no 
potencial e as cargas elétricas negativas criam anomalias locais 
positivas no potencial. 
Pode-se concluir também, neste capítulo, da análise de campo elétrico e 
anomalia local, que: 
•  em uma região de carga elétrica positiva, a anomalia local é negativa 
e o campo elétrico é divergente.
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•  em uma região de carga elétrica negativa, a anomalia local é positiva 
e o campo elétrico é convergente.
 
•  em uma região de inexistência de carga elétrica, a anomalia local é 
nula e o campo elétrico é solenoidal.
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[image: alt]CAPÍTULO 5 
 
APLICAÇÕES DO CONCEITO DE ANOMALIA LOCAL PARA 
VÁRIAS CONFIGURAÇÕES CILÍNDRICAS DE CARGA 
 
 
5.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
 
 
Neste capítulo é discutida a validade da expressão (72), resolvendo alguns 
problemas, onde é calculado o Laplaciano da função potencial elétrico na 
origem do sistema de coordenadas aplicando a expressão (72) e também o é 
calculado através da sua expressão em coordenadas cilíndricas. A igualdade dos 
resultados comprovará a validade do cálculo do Laplaciano por meio da 
anomalia local, sabidamente nos casos de existência de distribuição de carga no 
interior do volume . 
 
 
5.2 APLICAÇÃO 1 
Seja um cilindro de altura 2h, raio R, centrado na origem do sistema de 
coordenadas, eletrizado com uma distribuição de carga elétrica de densidade 
volumétrica constante k. 
z

 
   R 
R
 
 
2h 
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[image: alt]Nesse caso, calcula-se o Laplaciano do potencial elétrico na origem. 
 Inicialmente, o cálculo é feito através da anomalia local. Para tanto, 
aplicando a Lei de Gauss, considerando como gaussiana a superfície cilíndrica 
centrada na origem, com eixo coincidente com o eixo z, de raio r<R e de altura 
z, pode-se obter o campo elétrico num ponto interno do cilindro. 
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 (87) 
 
 O potencial elétrico V num ponto qualquer à distância r do eixo é: 
 
 
∫
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r
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k
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2
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rr
 (88) 
 
 O valor médio do potencial no volume cilíndrico considerado é: 
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 Daí pode-se obter: 
 
  
ε
8
2
0
kR
VV +=
  (90) 
 
 
 Reescrevendo a igualdade (72) que permite calcular o Laplaciano, que é, 
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 , temos: 
(

)
ε

k
V =∇
0
2
  (91) 
 
 Por outro lado, pode-se calcular o Laplaciano do potencial elétrico V 
através da aplicação da sua expressão em coordenadas cilíndricas, que é: 
 
  
2
2
2
2
2
2
11
z
VV
r
r
V
r
rr
V
∂
∂
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ϕ
 (92) 
 
 Substituindo V e realizando os cálculos encontra-se: 
 
   
(

)
ε

k
V =∇
0
2
  (93) 
 
 A comparação das igualdades (91) e (93), comprova a validade da 
equação (72) para a situação apresentada, como já era esperado, ou seja, pode-
se, nesse caso, calcular o Laplaciano de V através da anomalia local. 
 
 
5.3 APLICAÇÃO 2 
Novamente considera-se o cilindro de altura h, raio R, centrado na origem do 
sistema de coordenadas e admite-se que no seu interior haja um campo elétrico 
dado por: 
 
r
akrE
r

r

ϕ
2
cos=
 onde k é uma constante positiva qualquer e 
 
“r” e “
ϕ” são coordenadas cilíndricas. 
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[image: alt] 
 Nesse caso, o potencial elétrico V, num ponto distante r do eixo do 
cilindro, fica: 
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 (94) 
 
 O valor médio de V, no volume 
τ do cilindro, é: 
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 Aplicando a (72) obtém-se:  
(

)

kV =∇
0
2
  (96) 
 
 Para recalcular o Laplaciano de V através da sua expressão em 
coordenadas cilíndricas, deve-se, inicialmente, calcular: 
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∂
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ϕ
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2
2
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∂
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ϕ
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 Da expressão do Laplaciano em coordenadas cilíndricas, dada pela (2), 
tem-se: 
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de onde resulta:  
(

)

kV =∇
0
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  (99) 
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[image: alt] De (96) e (99) concluí-se a validade da expressão (72) de cálculo do 
Laplaciano pela anomalia local. 
 
 
5.4 APLICAÇÃO 3 
Considerar novamente o mesmo cilindro dos itens anteriores, entretanto com 
outro campo elétrico, isto é: 
 
rz
r
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r

r

r

ϕ
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−
 onde A e B são constantes positivas e 
 
“r” e “
ϕ” são coordenadas cilíndricas. 
 
 O potencial elétrico V num ponto do interior do cilindro é: 
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 O valor médio de V, no volume do cilindro, é: 
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 Assim, pela equação (32), o Laplaciano de V, fica: 
 
)
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 Da expressão do Laplaciano em coordenadas cilíndricas tem-se: 
 
44




[image: alt] 
()
()
00coscoscos
1
cos
1
0
2
2
2
=∇⇒=+
−

=+−
∂
∂
=∇ V
r

B
r

B
Br
r

Br
r

r

V
ϕϕϕϕ
 
   (103) 
 
 A comparação de (102) e (103) comprovam a validade da aplicação da 
expressão da anomalia local para o cálculo do Laplaciano de V. 
 
 
5.5 APLICAÇÃO 4 
Considere o caso do campo no interior do cilindro variando de acordo com a 
expressão: 
 
 
r
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ϕ
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 onde K é uma constante positiva, 
 
r,
ϕ,z são coordenadas cilíndricas. 
 
 O potencial elétrico V num ponto interno do cilindro é: 
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e daí temos:  
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 Na origem, z = 0, temos: 
(

)

0
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 O valor médio do potencial elétrico no cilindro é: 
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 Assim, o Laplaciano de V, pela expressão (72) da anomalia local, fica: 
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 A comparação da (107) e (109) nos leva a validade da aplicação da 
expressão (32) da anomalia local para o cálculo do Laplaciano de V. 
 
 
5.6 APLICAÇÃO 5 
Considere um condutor cilíndrico eletrizado com densidade superficial de cargas 
ρ
s
. Sabe-se que o campo elétrico no interior do cilindro é nulo e o potencial 
elétrico é constante, isto é: 
 
V = k, com k constante. 
 
 Nesse caso,  
⇒ 
0
2
=∇ V
0
0
=− VV
  (110) 
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[image: alt]e assim, a anomalia local é nula, não há distorção do potencial na origem. 
 
 
5.7 APLICAÇÃO 6 
Considere novamente o mesmo cilindro dos itens anteriores, entretanto com com 
o potencial elétrico V num ponto qualquer no interior do cilindro dado por: 
 
ϕ
222
0
cos
2
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 sendo k constante, V
0 
 o potencial na origem do 
sistema de coordenadas e r, φ, z coordenadas cilíndricas. 
 
 Assim temos: 
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 Daí obtem-se: 
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 Este resultado permite concluir-se que da expressão do Laplaciano do 
potencial elétrico, em termos da anomalia local, tem-se: 
 
   
2
0
2
3
)(h
k
V =∇
  (113) 
 
 
47




[image: alt] Para o cálculo do Laplaciano do potencial elétrico em coordenadas 
cilíndricas, deve-se calcular as seguintes derivadas parciais: 
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 Sabe-se que o Laplaciano em coordenadas cilíndricas é dado por: 
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 Substituindo (114), (115) e (116) em (117) e simplificando, obtem-se: 
 
     (118) 
)cos(
2222
ϕ
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 O Laplaciano na origem do sistema de coordenadas, onde r = 0, φ = 0 e    
z = 0, tem-se: 
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[image: alt] Comparando-se os resultados obtidos para o Laplaciano do potencial 
elétrico na origem de (113) e (119), concluímos que são diferentes, o que ocorre 
pelo fato do potencial ser função da coordenada z, como estava pervisto. 
 De fato, se retirarmos da expressão do potencial elétrico V, a dependência 
da coordenada z, o Laplaciano do potencial elétrico na origem passa apresentar 
resultados iguais, através da anomalia local e através da expressão em 
coordenadas cilíndricas. Para confirmação, passa-se aos dois aludidos cálculos. 
 Assim, seja o potencial elérico V dado por: 
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sendo k constante, V
0 
 o potencial na origem do sistema de coordenadas e r, φ 
são coordenadas cilíndricas. 
 Assim temos: 
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 Daí obtem-se: 
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 Este resultado permite concluir-se que da expressão do Laplaciano do 
potencial elétrico, em termos da anomalia local, tem-se: 
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[image: alt]Para o cálculo do Laplaciano do potencial elétrico em coordenadas 
cilíndricas, deve-se calcular as seguintes derivadas parciais: 
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Sabe-se que o Laplaciano em coordenadas cilíndricas é dado por: 
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(126) 
 
 Substituindo (124) e (125) em (126) e simplificando, obtem-se: 
 
     (127) 
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 O Laplaciano na origem do sistema de coordenadas, onde r = 0, φ = 0 e    
z = 0, tem-se: 
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Comparando-se os resultados obtidos para o Laplaciano do potencial 
elétrico na origem de (123) e (128), concluímos que são iguais, o que está de 
acordo com a previsão. 
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5.8 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
 
 Pelo entendimento de que um resultado teórico fica melhor assentado e 
mais convincente da sua importância quando se mostra a sua aplicação em 
situações diversas, foi feita a opção pela inserção deste capítulo de aplicações. 
As aplicações mostradas neste capítulo representam situações de 
configurações cilíndricas nas quais se pode constatar a validade da expressão 
que leva ao cálculo do Laplaciano através da anomalia local, em coordenadas 
cilíndricas e que evidenciam a facilidade de obtenção do Laplaciano por este 
meio. 
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CAPÍTULO 6 
 
CONCLUSÃO E SUGESTÕES 
 
 
 
 No desenvolvimento desta dissertação, optamos por inserir o capítulo 
intitulado Aplicações, como forma de mostrar a validade da expressão 
estabelecida para o Desenvolvimento do Laplaciano de uma função em 
Coordenadas Cilíndricas através do Conceito de Anomalia Local. Para tanto, foi 
calculado o Laplaciano de funções pela expressão de definição do Laplaciano e 
pela expressão desenvolvida em termos da anomalia local. Foram comparados 
os resultados e sendo iguais, por um e pelo outro procedimento, conclui-se pela 
validade da expressão desenvolvida. 
 Por outro lado, concluí-se que o esperado ficou efetivamente comprovado. 
Deseja-se mostrar, por meio das aplicações, que este procedimento de calcular o 
Laplaciano através do conceito de anomalia local, representa uma maneira que 
contém operações simplificadas na obtenção do Laplaciano de uma função, o 
que o torna interessante. 
 Uma das sugestões cabíveis é a de que o Desenvolvimento do Laplaciano 
de uma função através de anomalia local seja mais divulgado de modo a inseri-
lo nos livros que discorrem sobre este assunto. 
 Embora não tenha publicado ainda, o físico brasileiro Nelson Martins já 
realizou o cálculo do Laplaciano de uma função escalar de ponto em termos da 
anomalia local, em coordenadas esféricas e em coordenadas cartesianas 
retangulares já o realizou e publicou. Deste modo, o desenvolvimento do 
Laplaciano de uma função escalar de ponto está desenvolvido em termos da 
anomalia local, para os três sistemas de coordenadas: cartesianas retangulares, 
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cilíndricas e esféricas. Nesta dissertação o desenvolvimento foi feito em 
coordenadas cilíndricas. Deste modo, este trabalho fica completado. 
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