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RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo, complementar estudos ja realizados a respeito do ensino
da fungao quadratica e da utilizagéo de software para este fim. Com o intuito de abordar a
questdo da construcdo grafica da funcdo quadratica utilizando o procedimento de
interpretacdo global das propriedades figurais e, ainda, inserir uma dinamica ludica para
introduzir as nocoes de intervalo e dominio da fungdo. Fundamentada nos principios da
Engenharia Didatica e embasada na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
de Raymond Duval e na Teoria das Situa¢des de Guy Brousseau.

A seqUéncia didatica apresentada orienta-se nas andlises de alguns livros didaticos do
Ensino Fundamental e Médio, nas pesquisas de Benedetti (2003), sobre a utilizacdo de
software graficos e sobre o trabalho de Duval (1988) sobre a articulacao entre os registros
gréfico e algébrico. A ferramenta computacional utilizada na aplicacado da sequéncia foi o
software Winplot, além do uso de papel e lapis. A seqtiéncia foi aplicada com alunos da
oitava série do Ensino Fundamental de uma escola particular na cidade de Sao Bernardo
do Campo no estado de Sao Paulo. Foram analisados os protocolos de quatro duplas,
que participaram das sete sessdes. Os resultados obtidos levam a concluir que houve um
avanco por parte dos alunos, na apreensao do conceito de fungédo quadratica, propiciado
pela compreensdo e articulacdo entre as variaveis visuais e unidades simbdlicas

significativas.

Palavras-Chave: fungcédo quadratica, variaveis visuais, unidades simbdlicas significativas,

milieu, Winplot.



ABSTRACT

This research aims to supplement the studies that have already been conducted in regard
to teaching quadratic functions as well as the utilization of software that support
this teaching. It also aims to consider graphs of quadratic functions by making use of the
global interpretation of the properties of images, as well as by adding a playful dynamic to
initiate students into the notion of interval and function domain.

The study has its theorectical roots based on the principles of Didactic Engineering and
Raymond Duval’s Theory of Semiotic Representation Registers and Guy Brousseau’s
Theory of Didactical Situations.

The didactic studies presents some brief analyses of some primary and middle school
level didactic books and builds upon Benedetti’s research (2003) about the utilization of
graph software as well as Duval’'s research (1998) about the articulation problems
between the graphical and algebraic registers. The computer-based tool used for the
application of this study was Winplot. The study was carried out with private school
students undergoing the 8" grade in the City of S0 Bernardo do Campo in the state of
Sao Paulo. Data from four pairs that took part in seven research sessions were reviewed.
Results reveal that an improvement was obtained and better retention was measured
amongst students in regards of the square function concept, which was achieved by the

articulation between visual variables and meaningful symbolic units.

Key Words: quadratic function, visual variables, meaningful symbolic units, milieu,
Winplot.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo complementar os estudos ja realizados a respeito da
funcdo quadratica e a utilizacdo de software para este fim, abordando a questdo da
analise de caracteristicas das funcdes utilizando-se de um software gréfico, que traz o

carater ludico para introduzir no¢gées como intervalo e dominio da fungao.

A utilizacdo de uma ferramenta computacional favorece a manipulacdo da
representacao grafica de maneira mais rapida que a utilizagao de lapis e papel, permitindo
que o educando faga simulagdes em busca de um resultado que satisfaga o objetivo
proposto, desenvolvendo a capacidade analitica de fazer previsbes e questionar
resultados.

Desenvolvemos nossa pesquisa utilizando os principios da Engenharia Didatica, ou
seja, fazemos analises prévias do conceito de funcdo, elaboramos uma sequéncia
didatica realizando a analise a priori, partindo em seguida para a experimentagdo e
finalmente efetuamos a andlise a posteriori e a validagao de nossa pesquisa.

No Capitulo | apresentamos as analises prévias que consistem em descrever o
estudo historico e epistemoldgico do conceito de funcdo, bem como destacar alguns
problemas sobre o ensino e aprendizagem deste conceito. Procuramos também, analisar
os Parametros Curriculares Nacionais com o intuito de verificar como este documento
sugere que o ensino de funcbes seja abordado nos ensinos Fundamental e Médio. E,
ainda, verificar como os livros didaticos apresentam a funcdo quadratica, quais sdo os
processos de construgcdo grafica mais utilizados, se é realizada a passagem da

representacao grafica para a representacao algébrica.

A justificativa do tema, questdo de pesquisa e fundamentagcdo teorica sao
apresentadas no Capitulo Il. Baseando-nos nas analises prévias temos como propésito
apresentar um tratamento para o ensino e aprendizagem de funcao polinomial do 2° grau
utilizando uma ferramenta computacional. Para tanto fundamentamos nossa pesquisa nos
trabalhos de Guy Brousseau (1986) e Raymond Duval (2003), Teoria das Situagdes e

Registros de representacao semibtica, respectivamente.

Antecipamos, aqui, que percebemos a predominancia de duas formas da

passagem da representacdo algébrica para a representacdo grafica: por meio da
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construgéo de tabelas, na qual numeros inteiros sdo escolhidos na maioria das vezes, ou
utilizando-se apenas alguns pontos especiais, os quais os livros denominam de pontos
notaveis da parabola. Salientamos, também, que mesmo se tratando de fungdes que
pertencem a uma mesma familia de curvas, todo este processo de construcao é reiniciado
varias vezes, sem que se faca qualquer relagdo entre os graficos destas funcdes. E,

ainda, que a passagem inversa, ou seja, do grafico para a formula, é pouco realizada.

E, sdo justamente estes pontos que nos motivaram para a realizacao desta
pesquisa e criagdo de uma seqUéncia didatica que permita mostrar o processo de
construcao gréafica da fungdo quadratica como um conjunto de variaveis visuais que
implicam em unidades simbdlicas significativas da escrita algébrica utilizando um
ambiente computacional aliado ao carater ludico como uma das ferramentas de
aprendizagem.

Passamos, entdo, ao Capitulo Ill no qual distinguimos dois tipos de variaveis
pertinentes ao nosso problema, ou seja, descrevemos variaveis macro e micro didaticas
objetivando a construgdo de uma seqiéncia que permita levar o aluno a perceber que
modificagcdes na escrita algébrica de uma funcdo geram modificagdes na representacao

gréfica e vice-versa.

Este capitulo tem como finalidade destacar a metodologia de pesquisa utilizada e
ressaltar alguns aspectos sobre os participantes da mesma: professor, alunos e

observadores, bem como fazer uma breve descricao do software utilizado.

Dividimos o quarto capitulo de nosso trabalho em duas partes: andlise a priori e
andlise a posteriori. A primeira consiste em examinar a seqiéncia didatica proposta a luz

da Teoria das Situagdes e da Teoria dos Registros de Representacoes.

Utilizando o esquema de andlise de milieu desenvolvido por Claire Margolinas
(1999) caracterizamos as atividades dos alunos numa situacao adidatica, mostrando as

relagdes entre aluno — conhecimento — professor. Isto é, d
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CAPITULO |

1. ANALISES PREVIAS

Esse capitulo tem por objetivo apresentar um estudo histérico e epistemolégico do
conceito de fungdo, com o intuito de identificar os obstaculos, e as dificuldades inerentes

ao conhecimento.

Primeiramente faremos algumas consideragdes histéricas sobre o conceito de
funcéo, e relataremos alguns problemas sobre o ensino e a aprendizagem deste conceito.
Depois mostraremos a maneira com a qual os Parametros Curriculares Nacionais tanto do

Ensino Fundamental como do Médio, discutem o ensino de funcéo.

Finalizando, analisaremos seis livros didaticos seguindo a organizacao
praxeolédgica de Chevallard com o intuito de descrever os tipos de tarefas propostos por

esses livros.

1.1 UM BREVE ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO

O conceito de funcao passou por evolucdes relevantes, fato que, segundo Eves
(2002), pode ser percebido por meio dos varios refinamentos deste processo evolutivo
que acompanha o progresso escolar, desde 0s cursos mais elementares até os mais

avancgados e sofisticados.

De acordo com Youschkevitch (1976), diversos autores tém opinides divergentes
sobre a época em que apareceu efetivamente o conceito de fungdo. O autor destaca

alguns desses pontos de vista,

[...] depois de tudo, a real idéia de funcionalidade, aquela que se exprime com a
utilizacdo de coordenadas, foi exposta claramente e publicamente pela primeira
vez por Descartes. (SMITH, apud YOUSCHKEVITCH, 1976, p.7).

[...] A propésito da obra de Fermat, [ ] o conceito de fungao e a idéia de simbolos
como representantes de variaveis ndo se encontram em nenhum trabalho daquela
época. (BOYER, apud YOUSCHKEVITCH, 1976, p.7).
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[...] a questao da origem e do desenvolvimento do conceito de fungdo € tratada
habitualmente com uma notavel parcialidade: ela é considerada quase que
exclusivamente em relagao a andlise cartesiana a qual, por sua vez, é reivindicada
(incorretamente, no nosso entendimento) como sendo um descendente tardio da
escolastica “latitude das formas”. E mais adiante, [ ] trabalhar com funcoes
pressupde um alto grau de perfeicdo na época em que as primeiras tentativas
foram feitas para dar forma a uma concepgao geral de fungdo. (HARTNER e
SCHRAMM, apud, YOUSCHKEVITCH, 1976, pp. 7-8).

Youschkevitch (1976) apresenta trés etapas do desenvolvimento do conceito de
funcao até a metade do século XIX:

(1) A Antiglidade: etapa ao longo da qual o estudo dos diferentes casos de
dependéncia entre duas quantidades ainda nao isolou as nocdes gerais de quantidades

variaveis e de fungdes.

(2) A ldade Média: etapa ao longo da qual, na ciéncia européia do século XIV, a
nogcao de dependéncia € expressa pela primeira vez e de uma maneira precisa, de uma
forma ao mesmo tempo geomeétrica e mecénica. A dependéncia entre duas quantidades

era definida por uma descri¢cdo verbal ou por um grafico mais que por uma formula.

(3) O periodo moderno: etapa ao longo da qual, a partir do fim do século XVI e
especialmente durante o século XVII, as expressfes analiticas de fungbes comegam a
prevalecer, a classe das fungbes analiticas tornou-se a principal classe utilizada. Uma

funcdo analitica é geralmente expressa por meio de somas de séries infinitas.
Vamos entao ilustrar essas trés etapas do desenvolvimento do conceito de fungao.

Ha 2000 anos a.C., nas tabuas babilénicas ja aparecia uma representacdo de
funcdo, os matematicos babilénicos utilizavam largamente para seus célculos, as tabelas
sexagesimais de quadrados e raizes quadradas, de cubos e raizes cubicas, entre outras.
Neugebauer (apud YOUSCHKEVITCH, 1981, p. 10) determinou que as tabuas de fungdes
fossem empregadas na astronomia babildnica, para a compilacdo das efemérides do sol,
da lua e dos planetas. As fungdes tabuladas de maneira empirica tornaram-se os

fundamentos matematicos de todo o desenvolvimento posterior da astronomia.

O conceito de fungdo aparece de uma nova maneira na matematica e ciéncia
natural gregas. As tentativas atribuidas aos primeiros pitagéricos para determinar as leis
mais simples da acustica sdo tipicas da procura de interdependéncia quantitativa de
varias quantidades fisicas, como por exemplo, 0 comprimento e a altura da nota emitida

por cordas de mesma espécie, pingadas com tensdes iguais.
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Porém, os gregos néo se limitaram a utilizacdo de fungdes tabuladas. Segundo
Boyer (1996), o método de Apolbénio de Perga, em As cdnicas, em muitos pontos € tao
semelhante aos modernos que as vezes se considera seu tratado como uma geometria
analitica, antecipando a de Descartes por 1800 anos. A aplicacao de retas de referéncias
em geral, e de um diametro e uma tangente em sua extremidade em particular, ndo difere
essencialmente, do uso de sistemas de coordenadas. As distancias medidas ao longo do
didmetro a partir do ponto de tangéncia sao as abscissas, € 0s segmentos paralelos a
tangente e cortados entre o eixo e a curva sdo as ordenadas. No entanto, a &lgebra
geométrica grega nao englobava grandezas negativas; além disso, o sistema de
coordenadas era sempre superposto a posteriori sobre uma curva dada a fim de estudar
suas propriedades.

Na geometria antiga, parece ndo existir nenhum exemplo, em que o sistema de
coordenadas ¢é utilizado a priori para fins de representacdo grafica de uma equacao ou
relacdo expressa, seja simbodlica ou retoricamente. Ainda, segundo Boyer (1996), da
geometria grega podemos dizer que as equacdes sdo determinadas pelas curvas, mas
nao que as curvas fossem definidas por equagdes. Coordenadas, varidveis e equagdes
eram nogOes subsididrias derivadas de uma situagdo geométrica especifica.

Entretanto, é na Idade Média que a raiz do conceito de funcdo apareceu, pela
primeira vez, com Oresme (1323-1382), que descreveu graficamente a dependéncia entre

velocidade e tempo utilizando linhas verticais e horizontais.

Essa representacé@o grafica conhecida como latitude das formas, continuou sendo
um tépico popular desde o tempo de Oresme até o de Galileu. Em sua obra intitulada
Tractatus de Figuratione potentiarum et mensurarum, Oresme chegou a sugerir uma
extensao a trés dimensodes de sua “latitude de formas” em que a funcao de duas variaveis
independentes era representada como um volume formado de todas as ordenadas

construidas segundo uma regra dada, em pontos numa parte do plano de referéncia.

Segundo Eves (2002), Nicole Oresme antecipou outros aspectos da geometria
analitica ao representar graficamente certas leis, confrontando a variavel dependente com
a independente, a medida que se permitia que esta ultima sofresse pequenos acréscimos.
Os que defendem Oresme como o inventor da geometria analitica argumentam com esse
aspecto de seu trabalho, que seria a primeira manifestacao explicita da equacéao da reta,

e com algumas noc¢des a que ele chegou envolvendo espacos de dimensdes superior.

Ja no periodo Moderno (final do séc. XVI e séc. XVII), podemos citar também, o

exemplo dos estudos de Galileu (1564-1643) sobre a queda livre dos corpos pesados, na
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qual ele estabeleceu que a distancia percorrida por um corpo em queda livre é
proporcional ao quadrado do tempo de queda, que podemos traduzir na seguinte férmula
s=gt%/2.

Segundo Youschkevitch (1981), um papel fundamental para o desenvolvimento
posterior da teoria das fungdes foi

[...] desempenhado, por um lado, pela crescente vivacidade dos célculos
matematicos; por outro lado, pela criagdo da algebr
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quantidades variaveis de maneira a permitir o calculo dos valores de uma delas em

correspondéncia aos valores dados pela outra.

Na segunda parte de La géométrie, Descartes classifica as curvas algébricas,
observando que todos os pontos dessas curvas estao relacionados com todos os pontos
de uma reta, com a possibilidade de representar essa relagao por uma equagao.

A introducao de fungdes sob a forma de equagdes teve o efeito de uma revolugéao
no desenvolvimento das matematicas. Segundo Youschkevitch, a utilizacdo de
expressdes analiticas, as operagdes com as quais elas sdo efetuadas seguindo regras
estritamente especificadas dardao ao estudo das fungdes um estatuto de verdadeiro

calculo, abrindo horizontes inteiramente novos.

Em 1671, Isaac Newton escreveu seu Method of Fluxions publicado em 1736, no
qual dizia que uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Dada essa
suposicao, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a ser, quantidades
variaveis. A uma quantidade variavel ele chamou de fluente e a sua taxa de variagao fluxo
do fluente. Em notacdo moderna esse fluxo equivale a dy/dt, onde t representa o tempo.

A palavra “fungc&o” parece ter sido introduzida por Leibniz em 1694, inicialmente
para expressar qualquer quantidade associada a uma curva, como por exemplo, as
coordenadas de um ponto da curva, a inclinagdo de uma curva e o raio da curvatura de

uma curva.

Por volta de 1718, Johann Bernouilli (apud YOUSCHEKEVITCH, 1981, p.35)
apresenta a primeira definicdo explicita de uma fungdo como expresséo analitica, em seu
artigo intitulado “Consideracdes sobre o que se tem, até o presente momento sobre
solugdes de problemas de isoperimetros”, publicado nas memarias da Academia Real de
Ciéncias de Paris,

[...] Chama-se fungdo de uma grandeza varidvel uma quantidade composta de
alguma maneira que seja desta grandeza variavel e de constantes. (ibidem, p.35).

Mais tarde, em 1748, Euler (ibid., p.36) definiu uma “funcédo de quantidade variavel
como sendo uma expressdao analitica composta de alguma maneira que seja desta

quantidade e de numeros ou de quantidades constantes”.
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O conceito de Euler se manteve inalterado até que Joseph Fourier (1768-1830) foi
levado a considerar, em suas pesquisas sobre a propagacao do calor, as chamadas
séries trigonométricas. Essas séries envolvem uma forma de relagdo mais geral entre as

variaveis que as que ja haviam sido estudadas anteriormente. (EVES, 2002). Em 1805, I.
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Segundo Kieran (1992) a dificuldade apresentada pelos estudantes em apreender
o conceito de funcao reside na ndo compreensao da nocao de variavel. Em seu trabalho
intitulado Teaching and Learning of School Algebra, a autora analisa algumas pesquisas

que confirmam esse pressuposto.

Kichemann (apud KIERAN, 1992, p. 396) realizou em 1976 um estudo de larga
escala sobre as interpretagdes de termos literais de 3000 estudantes britanicos de 13 a 15
anos. Utilizou uma classificagédo desenvolvida por Collis (1975), categorizando cada item
em um dos seis niveis de interpretacao de letras de acordo com o nivel minimo requerido

para um desempenho bem sucedido:

1. Letra avaliada: A letra recebe um valor numérico desde o principio;

2. Letra ndo considerada: A letra é ignorada ou sua existéncia € reconhecida sem
dar a ela significado;

3. Letra considerada como um objeto concreto: A letra é vista como uma
abreviagao para um objeto concreto ou vista como um objeto em si mesma;

4. Letra considerada como uma incognita especifica: A letra é vista como um
nuamero especifico, mas desconhecido;

5. Letra considerada como um nUmero generalizado: A letra é vista como
representando, ou pelo menos sendo capaz de assumir, varios valores, ao invés
de apenas um;

6. Letra considerada como variavel: A letra é vista como representando um
dominio de valores ndo especificos e uma relagao sistematica é percebida entre
tais dois conjuntos de valores. (ibidem, p. 396)

Identificou, entdo, que a maioria dos estudantes tratava as letras como objetos
concretos ou as ignorava (73% dos de 13 anos, 59% dos de 14 anos e 53% dos de 15
anos), e que somente um pequeno numero de estudantes era capaz de considerar as
letras como numeros generalizados. E, que um numero menor ainda era capaz de
interpretar letras como variaveis. Um numero maior de alunos conseguiu interpretar letras
como incognitas especificas.

Em nossa pratica, observamos que realmente os alunos tém uma grande
dificuldade em tratar letras como numeros generalizados e/ou interpreta-las como
variaveis, o que pode acarretar a ndo compreensdo do conceito de fungdo. Os alunos
tratam a escrita algébrica da fungdo como se fosse simplesmente uma equacao, igualam

a zero e “acham o valor do x”, ndo entendendo o real significado de raiz da fungao.

Em seu Discours sur la Méthode (1637), o matematico e filosofo René Descartes

faz uma alusdo a Geometria Analitica que reduz suas linhas a numeros, conservando da
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geometria as figuras, o que permite recorrer a imaginagao, e, da algebra, a brevidade e
simplicidade.

[...] Depois, tendo atentado que, para conhecé-las, eu precisaria as vezes
considerar cada uma em particular, e outras vezes somente decora-las, ou
compreender varias ao mesmo tempo, pensei que para melhor considera-las em
particular, teria de supd-las linhas, porque ndo encontrava nada mais simples que
pudesse representar mais distintamente a minha imaginagao e aos meus sentidos;
mas, para reter e compreender varias a0 mesmo tempo, eu precisava explica-las
por alguns sinais, os mais curtos possiveis, e que, deste modo, aproveitaria o
melhor da analise geométrica e da algebra e corrigiria todos os defeitos de uma
pela outra. (DESCARTES, 2003, pp.24-25)

A percepcao de Descartes ao ver a possibilidade de representar curvas por meio
de uma equacgdo foi um grande avango no desenvolvimento da matematica, e é
justamente essa passagem gréafico/representacéo algébrica que queremos enfatizar em
nosso trabalho.

Varias pesquisas, Duval (1988), Kieran (1992), Oliveira (1997), Schwarz (1995) e
Simobes (1995) apontam que os alunos encontram dificuldades no que diz respeito a
construcéo de graficos de fungdes. Segundo Swan (apud KIERAN, 1992, p.410), os
estudantes sdo rotineiramente solicitados a gerar tabelas de valores que satisfagcam
equacgdes algébricas com duas variaveis, marcarem pontos em um gréfico cartesiano com
uma escala adequada e a lerem coordenadas de pontos em um grafico, as vezes com o

intuito de resolver uma equagao ou sistemas de equagdes.

Schwarz (1995) realizou uma pesquisa que visava verificar qual a concepgao de
funcéo do aluno ao final do 2° grau (atual Ensino Médio), para tanto aplicou um teste a 40
alunos do 3° ano, dividindo-o em dois momentos, o primeiro os alunos trabalhavam em
duplas e respondiam questdes relativas a representagcbes graficas, representagcdes
algébricas e por ultimo descrever o que era fungdo. Num segundo momento, foram
apresentadas trés definicdes de fungdo aos alunos (individualmente), para que optassem
por uma delas.

Para analisar as respostas dadas o autor baseou-se no estudo de Anna Sfard, no
qual ela classificou o processo de transicdo de uma concep¢ao operacional para uma
concepgao estrutural de qualquer conceito matemético em trés niveis: interiorizagao,
condensagao e reificacdo. Segundo Sfard, sem a reificacdo a concepgdo permanece
puramente operacional.

Schwarz (1995, p.128) concluiu em seu trabalho que se
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os alunos nao se habituaram a ver e relacionar as diferentes representagdes de
uma fungdo, adquirindo habilidade de passar da representacdo grafica para a
representacao algébrica e vice-versa,[] eles estariam destinados a permanecer
com a concepgao operacional1, ou ainda, com uma concepg¢ao elementar de

fungao.

Complementa, afirmando que em sua pesquisa, quando o0s alunos se depararam
com a representacao algébrica de uma relacdo, mecanicamente construiram tabelas,
alguns alunos abandonaram a tabela e n&o concluiram se a relagdo era ou nao fungao,
outros argumentavam por meio dos dados da tabela e poucos alunos esbogaram o gréafico
para decidir se era ou ndo uma representacao de fungao. Por outro lado, uma quantidade
irrelevante destes mesmos alunos ao se depararem com a representagao grafica tentou
obter a representacao algébrica, donde o autor concluiu que para estes alunos o gréfico
tem todas as informagdes necessérias para que se decida se é fungéo ou nao.

O autor ainda percebe que existe uma crenga que a representacdo algébrica ndo
tem sentido e que ela faz parte de um processo para se obter uma tabela. Evidenciando
um obstaculo para que o aluno progrida no processo de passagem de uma concepcao
operacional para a estrutural do conceito de funcéo.

Ja o trabalho de Simdes (1995) apresenta uma sequiéncia didatica para o ensino e
aprendizagem da fungé@o quadratica na 82 série do Ensino Fundamental, com o objetivo
de instrumentalizar o aluno para o jogo de quadros (entre o algébrico e 0 geométrico) e

incentivando-o a reflexdo e a descoberta.

A autora relata as seguintes dificuldades que os alunos apresentaram quando da

aplicacao de sua sequéncia:

1) 0x® # x* e 0x® #—x?, os alunos ao lerem um mondmio onde o coeficiente 1 ou -
1 n&o esteja explicito, relacionam com a ndo existéncia do mesmo, associando-o como o

nuamero zero.
2) Alguns alunos colocaram os coeficientes como o valor absoluto do numero.

3) Os ramos da parabola terminando na altura da maior ou menor ordenada obtida

na tabela, e alguns alunos esbogam o grafico em forma de ogiva, apontando para uma

' Segundo Sfard (apud Schwarz, 1995, p.22) uma concepcdo operacional € uma nogdo concebida num
processo calculatério.
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crenga que os ramos das pardbolas ndo se estendem e que o vértice da parabola tem a

forma da ponta de uma flecha.

4) Confusao de representacao entre ponto do plano cartesiano, representado por
um par ordenado de numeros e anuladores, representado por dois numeros ligados pelo
conectivo ‘e’.

Duval (1988) afirma que as representacdes graficas sao introduzidas e definidas
por meio do tratamento por pontos. E, conclui que este procedimento é necessariamente
favorecido quando se trata de tracar o gréafico correspondente a uma equacgao do 1° grau,
a uma equacao do 2° grau... ou de ler as coordenadas de um ponto especial (como o
ponto de intersec¢cdo com um dos eixos, ou com uma outra reta, ponto de maximo, etc.),
porém focaliza-se somente o tragado e ndo se leva em conta as variaveis visuais
relevantes da representacdo grafica, sendo orientado para a investigagdo de valores
especificos, sem se prender a escrita algébrica.

Com base no exposto, percebemos a importancia da Algebra no que diz respeito a
compreensao de conceitos ligados a fungdo, como variaveis e grandezas. Também, é
notéria a importancia dada as representacbes da fungcédo, bem como a passagem de uma
a outra.

Nossa pesquisa vem como uma complementacdo a estes estudos no sentido de
trazer uma abordagem diferenciada para o estudo de funcbes quadraticas, pois além, de
permitir ao aluno perceber as mudancgas na escrita algébrica (forma canénica) acarretam
mudancas na representacdo grafica e vice-versa, ela insere o carater ludico para a

discussao da nogao de intervalo de fungéo.

Com o intuito de verificar algumas abordagens do ensino de fungdes,
especificamente, a funcdo quadratica, a préxima secao tem por objetivo analisar alguns

livros didaticos tanto do Ensino Fundamental como do Ensino Médio.

1.2 LIVROS DIDATICOS E A FUNCAO QUADRATICA

Esta analise nos permite evidenciar os tipos de exercicios e abordagens de ensino
sobre fungdo quadratica propostos no nivel fundamental e médio, pois a influéncia dos
livros didaticos na pratica do professor € muito forte. Buscamos no trabalho de Oliveira

(1997), no qual a autora faz uma anadlise detalhada das concepcoes de professores
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acerca do conceito de fungao, evidéncias deste fato. Ela conclui que apesar da Proposta

Curricular de Matematica incentivar o trabalho com situ
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gréfica. Fundamentamos nosso estudo na nogéo de organizagado praxeoldgica introduzida
por Chevallard (1995).

1.2.1 ORGANIZACAO PRAXEOLOGICA

Para a analise dos livros, como ja anunciamos, utilizaremos a nocao de
Organizagdo Praxeolégica proposta por Chevallard (1995) presente em sua Teoria
Antropoldgica do Didatico, que situa a atividade matematica no conjunto das atividades

humanas e das instituicées sociais.

[...] Uma obra matematica surge sempre como resposta para uma questdo ou para
um conjunto de questdes. Mas em que se materializa tal resposta? Em uma
primeira aproximagao, poderiamos dizer que a resposta matematica para uma
questdo se cristaliza em um conjunto organizado de objetos ligados entre si por
diversas inter-relagdes, isto €, em uma organiza¢cdo matematica. Essa organizagao
€ o resultado final de uma atividade matematica que, como toda atividade
humana, apresenta dois aspectos inseparaveis: a pratica matematica ou “praxis”,
que consta de tarefas e técnicas, e o discurso fundamentado ou “logos” sobre
essa pratica, que € constituido por tecnologias e teorias. (Chevallard, 2001,
p.275).

Como nao existe praxis sem logos e nem logos sem praxis, ao uni-las estamos
obtendo a nocéo de praxeologia, ou seja, numa atividade matematica como em qualquer
atividade, existem duas partes, que ndo podem viver uma sem a outra. De um lado estédo
as tarefas e as técnicas, as quais chamamos pratica. E, de outro lado, estdo as
tecnologias e as teorias que sdo compostas de elementos que permitem justificar e
entender o que é feito, isto € uma reflexdo sobre a pratica. Para responder uma
determinada questdo matematica € necessario organizar uma praxeologia matematica,
que é constituida por um tipo de problema, uma ou diversas técnicas, sua tecnologia e a

sua teoria correspondente.

Assim, podemos concluir que a atividade do professor também envolve uma
técnica que esta associada a uma tecnologia de uma determinada teoria. Ao realizarmos
a articulacao entre tarefas, técnicas, tecnologia e teoria, organizamos o estudo de um

conceito ou tema, ou seja, realizamos uma organizacao praxeolégica.

Neste sentido, o termo “tarefa” € utilizado para designar uma gama de problemas

que podem ser resolvidos por meio de uma “técnica”, ou seja, o modo de resolugéao
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adotado. Essa técnica é justificada pela “tecnologia”, que além de torna-la compreensivel,
traz elementos que podem modificar essa técnica e ampliar seu alcance, superando suas
limitagbes e permitindo, as vezes, a produ¢ao de uma nova técnica. Por sua vez a “teoria”
€ a explicacdo da tecnologia, serve para interpreta-la e justifica-la. Outro elemento da
Organizacao Praxeolégica que utilizamos em nossa andlise é chamado de Discurso
Tedrico-tecnoldgico que consiste em utilizar a teoria e a tecnologia em relagdo a uma

técnica de forma simultanea.

Para que fique claro o entendimento desses elementos numa andlise,

exemplificaremos a seguinte situagao:
“Esboce o grafico da fungdo y = x> —6x+5, a partir de seus pontos notaveis.”

Neste caso, observamos que o tipo de tarefa consiste em esbogar o gréafico de uma
funcdo quadratica. E a técnica a ser utilizada consiste em determinar os pontos notaveis
desta fungéo, ou seja, determinar intersec¢gbes com o0s eixos e coordenadas do vértice da
parabola. O discurso tedrico-tecnoldégico compreende o conceito de fungdo quadratica

dado pela sua forma desenvolvida y=ax*+bx+c, inclusive com suas propriedades e

notagoes.

Com base no exposto, analisaremos os livros didaticos apresentando como o
conteudo sobre funcdo quadratica € abordado, os tipos de tarefas envolvidos nos
problemas e/ou exercicios de cada um deles, identificando possiveis técnicas que o texto
do livro permite o aluno utilizar e explicar o discurso tedrico-tecnolégico que esta
envolvido nesta resolugdo. Também faremos alguns comentarios, que julgamos

pertinentes ao nosso estudo, sobre exemplos dados no texto destes livros.

Estamos interessados em observar tarefas que envolvam constru¢ao de gréficos,
procedimentos de construcdo, caracteristicas dos graficos (concavidade, simetria,

interseccdes com eixos), exercicios de aplicacao e familia de curvas.

1.2.2 LIVROS DO ENSINO FUNDAMENTAL

Quanto a estrutura do capitulo sobre fungédo quadratica no livro A, o autor define
funcdo quadratica e afirma que sua representacdo grafica é uma curva chamada
parabola. llustra o termo parabola com varias figuras: Igreja da Pampulha, arremesso de
um corpo - chute, antena parabdlica, espelho parabdlico, feixe de luz de uma lanterna

refletido na parede e corte do cone. Salientamos que nem todos eles representam
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fungbes polinomiais do 2° grau, levando o aluno a pensar que toda parabola representa
esse tipo de fungéo.

Ainda, no livro A, o autor trabalha todas as nogdes a partir da construcao do grafico
de uma fungdo especifica y = x> —7x+10. Inicia montando uma tabela atribuindo os

valores de 9 a 14 (¢ IN) para o x, quando, entao, coloca os pares ordenados no plano
cartesiano, ele nao obtém uma parabola, e prossegue dizendo que os valores escolhidos
nao sdo adequados e, portanto para se ter uma idéia melhor do grafico € conveniente

localizar alguns pontos notaveis.

Apresenta, entdo, os possiveis graficos para a fungcado quadratica (ver fig. 2.1)

salientando algumas informagdes importantes:

e A parabola é simétrica.

O eixo de simetria das parabolas estudadas aqui sdo retas verticais que passam
pelo vértice da parabola.

O vértice da parabola é um ponto que a separa em duas partes: uma sempre

crescente e outra sempre decrescente.

A parabola sempre intercepta o eixo das ordenadas (eixo y) em um sé ponto.

A parabola pode interceptar o eixo das abscissas (eixo x) em 2 pontos, 1 ponto
ou ndo intercepta esse eixo.

Figura 1.1 — Representacdes de parabolas



31
Vemos que o autor se preocupa em mostrar aos alunos que existem tais
representacdes e enunciar suas caracteristicas. Deixando de dar oportunidade para que o
aluno descubra essas representagdes por outros meios, ou seja, que o aluno construa

seus conhecimentos.

Mais adiante ele mostra como encontrar os “pontos notaveis”, comegando com as
intersecgbes com o0s eixos e depois o calculo das coordenadas do vértice. Percebemos
que o autor preocupa-se em demonstrar como chegar nas coordenadas do vértice da
parabola por meio de uma férmula. E, ainda, afirma que se o aluno quiser um grafico mais
definido, com mais pontos, ele deve construir uma tabela de valores de x préximos da
abscissa do vértice. Evidenciando o que Duval (1988) chama de procedimento por pontos,
pois, a preocupacdo é construir o grafico somente com o que foi chamado de pontos

notaveis da parabola, e acrescentar mais alguns pontos.

Os exercicios que seguem podemos dividi-los em dois grupos, o primeiro cujo
objetivo é somente construir graficos e/ou destacar alguns pontos. O segundo grupo, além
de construir o gréfico de algumas fungbes quadraticas, o aluno deve observar

regularidades.
Os exercicios do primeiro grupo sdo semelhantes as situagdes abaixo.
Situagdo: “Dada a fungdo y = x* —5x+ 6, construa uma tabela atribuindo valores
inteiros entre -4 e 4, para a variavel x. A seguir, esboce o seu grafico.”
Tarefa: Esbogar um gréfico.
Técnica: Construir uma tabela e plotar os pontos no sistema de eixos cartesianos.
Discurso Tedrico-tecnologico: Definicdo de fungédo quadratica associando a cada x

e IR o elemento (ax® + bx+c)e IR, em que a, b, ¢ sdo nimeros reais dados e a=0.

Uma variante para esse tipo de situacao seria simplesmente pedir para que seja
construido o gréafico. E, entdo, segundo o livro A, podemos ter uma outra técnica de

construcao.

Técnica: Determinar os pontos notaveis e plota-los no sistema de eixos

cartesianos.

Discurso Tedrico-Tecnologico: Significado geométrico das raizes, ou seja, onde a
parabola corta o eixo das abscissas, interseccao da parabola com o eixo das ordenadas e
definicdo de vértice da parabola.
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Ainda, no primeiro grupo temos exercicios que podem ser descritos na seguinte

situacao:
Situacao: “Dé as coordenadas dos pontos de interseccao do grafico das funcdes

com os eixos das abscissas e das ordenadas. a) y =-x*+x+18,b) y=2x*-10x+12,

c) y=x*-6x+9,d) y=x*+2x,e)2x*-6."
Tarefa: Encontrar pontos de intersecgdo com 0s eixos.

Técnicas: Para encontrar a intersecgdo com o eixo das ordenadas: substituir na
funcdo dada a variavel independente x por zero, encontrando o valor para a variavél
dependente y. Tendo encontrado as coordenadas para esse ponto. Para encontrar a
interseccdo com o eixo das abscissas: encontrar as raizes da funcdo dada, utilizando
qualquer técnica de resolucéo de equacao de 2° grau.

Discurso Tedrico-tecnologico: Significado geométrico das raizes, ou seja, onde a
parabola corta o eixo das abscissas. Intersec¢ao da parabola com o eixo das ordenadas.

Verificamos até aqui, com exceg¢do de uma representacdo algébrica, todas as
outras sao representadas graficamente por parabolas cuja concavidade é voltada para
cima, a maioria sempre tem duas raizes reais, sejam iguais ou distintas, somente uma

representacdo nao apresenta raizes reais e os coeficientes sdo sempre nimeros inteiros.

Do ponto de vista cognitivo, o aluno pode ser levado a representar graficamente a
funcdo quadratica sempre com a concavidade voltada para cima, sempre cruzar o eixo
das abscissas e ainda, ndo utilizar nuUmeros nao inteiros para os coeficientes, deixando de
lado a propria definicdo apresentada, ou seja que os coeficientes da fungcao quadratica

sao numeros reais.

O segundo grupo de exercicios além de construir os gréaficos, € necessario
observar algumas de suas caracteristicas. Como exemplos escolhemos as seguintes

situacoes:
Situagao: “Observe que uma fungéo do tipo y = ax® + bx sempre passa pela origem
(0,0). Explique por qué.”
Tarefa: Explicar uma caracteristica de uma familia de fungdes quadraticas.
Técnicas: Resolver graficamente ou algebricamente.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Significado geométrico das raizes ou definicao de

raizes de fungdes.
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Situagdo: “Explique qual € a caracteristica do grafico das fungcbes do tipo

y=ax*+c.
Tarefa: Explicar uma caracteristica de uma familia de fungdes quadraticas.

Técnica: Construir alguns graficos variando os coeficientes a e ¢ simultaneamente

ou nao.

Discurso Tedrico-Tecnologico: Propriedades dos coeficientes a e c.

Situagdo: “Represente num mesmo sistema cartesiano as fungdes: a) y = x*; b)

2
y=2x%;c) y=3x%;d) y= X? O que vocé observou?”

Tarefas: Construir graficos e observar caracteristicas.

Técnica: Para construgdo dos graficos podemos utilizar as duas técnicas ja

mencionadas anteriormente.

Discurso Tedrico-Tecnologico: Propriedades do parametro a, levando em

consideracdo que sdo representagbes na forma y = ax®.

Observando as duas Ultimas situacées apresentadas anteriormente, podemos
pensar que ha uma tentativa do autor em observar caracteristicas dos graficos em relagao
a maior ou menor abertura da concavidade da parabola, reflexdo com o eixo das
abscissas, translacao vertical da parabola, porém, ao analisar as respostas dadas no livro,
percebemos que a preocupacgao era outra, ou seja, na segunda situacao a resposta esta
focada nas raizes da funcdo e na terceira situagdo o enfoque é o eixo de simetria ser o

das ordenadas e as coordenadas do vértice serem sempre o ponto (0,0).

E importante destacar a resposta para a segunda situacdo: “As raizes da equacio
ax® + ¢ =0s&o simétricas.” Se um aluno, por exemplo, construir varios graficos e em um
deles escolhera=1 e ¢ = 1, visualmente o grafico ndo intercepta o eixo das abscissas, ou
seja, nao existem raizes reais, entdo, questionamos como explicar esta resposta aos
alunos, se 0 maior conjunto numérico que eles aprenderam até o momento é o conjunto

dos ndmeros reais? Seria um momento de introduzir numeros complexos?
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Prosseguindo no conteudo do livro A, o autor analisa graficos da fungao linear e da
funcdo quadratica. Quanto a essa segunda fungao, ele introduz as nocdes de ponto de
maximo e minimo, fungcdo decrescente e crescente, e ainda faz o estudo dos sinais da
funcdo. E valido salientar que o autor utiliza a mesma fungdo do inicio do capitulo,

y=x"-7x+10.
Logo apods a explicacao, € dada a seguinte situagao:

Situagdo: “Considere as fungbes: y=2x*+3x+4 , y=-x"+4x-4 e
y=x*-5x+4. Para cada uma das fungdes: a) Analise seus coeficientes e diga se o

gréfico tem concavidade para baixo ou para cima. b) Verifique se a fungcédo tem ponto de
maximo ou minimo. c) Dé as coordenadas do vértice. d) Indique para quais valores de x a
funcéo é crescente e para quais é decrescente. e) Indique para quias valores de x temos,

na parabola, y > 0 e para quais temos y < 0.”
Tarefa: Analisar os gréficos de trés fungoes.

Técnica: O proprio exercicio descreve como o aluno deve proceder, ou seja,
verificar o valor do coeficiente a para saber sobre a concavidade e conseqientemente se
€ ponto de maximo ou minimo. Obter as coordenadas do vértice e verificar

crescimento/decrescimento. Fazer estudo do sinal das fungdes.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Definicdes de maximo e minimo, vértice, crecimento

e decrescimento de fungdes, estudo do sinal da funcao quadratica.

No final do capitulo o autor apresenta uma aplicacao para o uso da funcao
polinomial do 2° grau, intitulada “Relacbes entre areas e perimetros”, € apresentado um
problema e logo em seguida € proposto um exercicio semelhante ao exemplo,

modificando somente o valor do perimetro.

Situaggo: “Um sitiante dispde de 100 m de tela para cercar uma horta de formato
retangular. Quais devem ser as dimensdes do cercado, de modo que se possa obter
maior produtividad na horta?”

Tarefa: Encontrar as dimensodes do cercado.

Técnica: Construir uma tabela com dimensbes de retangulos que satisfacam a
condicao do problema, ou seja, perimetro igual a 100 e suas respectivas areas. Em
seguida fazer uma andlise da tabela e fazer um gréfico relacionando um dos lados e a

area.
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Destacamos as frases acima, por notarmos a preocupac¢ao da autora em resgatar
os conceitos de dependéncia, area, funcao e medida, os quais os alunos tiveram contato
nos capitulos anteriores.

Continuando o problema, representa a medida do lado do quadrado por X, e a area
da cruz por y escreve a seguinte formula y = x* —16. Salientando, que “para cada valor
positivo de X, temos um Unico valor para y: X e y sdo as variaveis. Dizemos que y é
funcao de x.” Novamente, ha um resgate do conceito de fungao.

Finalizando o problema, a autora menciona que a férmula apresentada € do tipo
y=ax’*+bx+c,coma=1,b=0ec=-16 representando uma fungdo do 22 grau ou
funcdo quadratica.

Prosseguindo as explicagées, ela enuncia o seguinte problema:

Situacdo 2: “Num trapézio retangulo, a base menor mede 4 cm e a medida da base

s

maior é o dobro da medida da altura. Escreva uma expressao para a area desse
trapézio.”

Tarefa: Escrever uma expressao para representar a area de um trapézio.

Técnica: Representar a medida da altura por x e a area do trapézio por y e, entao
substituir as informagdes do problema na férmula da &rea do trapézio.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Conceito de area e conceito de fungao.

Prossegue o exemplo, escolhendo alguns valores para x (todos inteiros), e

calculando os valores correspondentes de vy, utilizando a férmula encontrada no

problema, ou seja, y = x* +2x. E, entdo propde a seguinte situagio:

Situacdo: “Se a area de um trapézio deste tipo for 360 cm?, quais serdo as medidas

da altura e da base desse trapézio?”
Tarefa: Calcular as dimensfes de um trapézio.
Técnica: Substituir y por 360 e resolver a equacao assim obtida.
Discurso Tedrico-Tecnologico: Resolucao de equacdes quadraticas.

Com estas duas situagdes do trapézio, a autora relembra como montar uma tabela
de valores dada uma fungéo, e ainda, como resolver equagdes de 2° grau. E, entédo ela
define fungdo do 2° grau como sendo toda fungéo cuja féormula pode ser escrita na forma

y=ax’*+bx+c, com a=0, dado que a, b e ¢ sdo nimeros reais; a e b sdo os
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coeficientes dos termos x° e x respectivamente; ¢ é o termo independente ou termo

constante; x é a variavel independente e y é a variavel dependente.

Apresenta-se, entdo, um texto intitulado “Uma curva chamada parabola”,

mostrando a seguinte figura:

Figura 1.3 — Parabola segundo livro B

Faz-se, também, uma definicdo de superficie parabdlica. E, cita-se alguns
exemplos, como antenas parabdlicas e fardis de carro. Termina o texto dizendo que “as

formulas de curvas parabdlicas sdao fungcdes quadraticas”. O que sabemos nao ser
verdade, pois, y* =—4px é uma férmula que representa uma parabola e no entanto nio

representa uma funcdo quadratica. E, ainda, ressaltamos que a figura apresentada pode
levar o aluno a cometer erros quando da construcao de graficos de fungdes do 2° grau,

pois o grafico apresentado nao representa uma funcao.

Sao apresentados sete exercicios, dos quais dois deles sdo semelhantes ao

primeiro exemplo e os outros sdo semelhantes as situagbes a seguir.

Situag&o: “Considere a funcdo quadratica definida por y =5x*-6x+1 e responda:

a) Qual & o valor correspondente ao numero 2, por esta fungdo? b) Qual é o valor
correspondente ao numero -1/5, por esta funcao? c) Existem dois niumeros cujos valores
correspondentes, por esta fungdo, sdo iguais a zero. Quais sdo esses numeros? d)

Escolha um numero qualquer e determine valor correspondente a ele, por esta fun¢ao.”
Tarefa: Encontrar valores para x ou para y dada uma funcao quadratica
Técnica: Substituir o valor de x (ou y) na formula e resolver a equacao.

Discurso Tecrico-tecnologico: Definicdo de fungdo, definicido de imagem de um
elemento, definicdo de raiz de fungao.

Situagdo: “Considere a sentenga y —(x +2)° =2x-8e responda como fica y em

funcdo de x numa sentenga do tipo y =ax®*+bx+c?”

Tarefa: Obter y em fungéo de x.
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Técnica: Desenvolver o trinbmio do quadrado perfeito, isolar y, somar termos

semelhantes.
Discurso tedrico-tecnoldgico: Produtos notaveis e conceito de fungao.

Situacdo: “Considere as seguintes fungdes do 2° grau definidas pelas férmulas:
y=9x*-4; y=x*-4x+4; y=-3x*+4x-5; y:—§x2+x e y=x*-2x+8. a) Quais

séo as raizes destas fungdes? b) Duas destas fungdes ndo tém raizes reais. Quais séo
elas? c) Uma destas fungdes tem raizes reais e iguais. ldentifique essa fung¢do.”

Tarefa: Encontrar as raizes das fungdes dadas.
Técnica: Resolucao de equagdes do 2° grau — completas e incompletas.

Discurso Tedrico-tecnoldgico: Definicao de raiz de uma fungao, ou seja, 0s zeros

ou raizes da fungéo quadratica f(x)=ax® + bx+ ¢ s&o os valores de X reais tais que f(x) =

0 e, portanto, as solugbes da equacéo do segundo grau ax®+bx+c=0.

Verificamos até aqui, que em nenhum momento foi definida a raiz da fungao
quadratica, porém é razoavel pensar que a autora ao definir no capitulo anterior a raiz da
funcdo de 1° grau, ndo encontrou razao para fazé-la novamente para fungao de 2° grau,

entendendo que o aluno faria uma analogia entre as duas.

O préximo tépico do capitulo € intitulado de “Desenhando parabolas”, a autora

inicia mostrando o gréafico de y = x* ja construido e diz “Os valores de y de qualquer

ponto desta figura dependem dos valores de x, conforme a fungdo y = x*”. E, ainda,

mostra que o gréfico foi construido a partir de uma tabela, na qual foram escolhidos
valores para x e substituindo na férmula foram encontrados os valores para y. Vale
salientar que para todos os exemplos dados no capitulo sempre sao atribuidos valores
inteiros para x e sempre entre -3 e 4. O que pode levar o aluno a sempre atribuir esses
valores e pensar que nao se pode substituir outros valores como numeros racionais ou

irracionais.

2

Constréi, logo apds, o grafico de y=—-x“, e explica sobre a concavidade da

parabola ser voltada para cima quando a>0 e voltada para baixo quando a<0. Passa,
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Tarefa: Construir o grafico de uma determinada funcéo.

Técnica: Por meio da construcdo de uma tabela, escolhendo valores para x e
encontrando o y correspondente.

Discurso Tedrico-Tecnologico: Definicao de fungdo quadratica associando a cada

x € IR o elemento (ax® + bx +c¢) e IR, em que a, b, ¢ sdo nimeros reais dados e a#0.

Nos dois primeiros exemplos sao destacados no grafico e na tabela as
intersec¢cdes com o eixo das abscissas dizendo que esses pontos representam 0s zeros

ou raizes das fungdes. E, também o vértice da parabola, obtendo a coordenada x do

- ) b .
vértice pela férmula Xv=—2— e para encontrar a coordenada y, substiuiu-se a
a

coordenada x do vértice nas fungbes dadas. Em nenhum momento a autora demonstrou

como obter esta férmula.

No terceiro exemplo é dada uma fungéo cujas raizes néo sao reais, destacando-se
apenas o vertice da parabola tanto no grafico como na tabela. Cabe dizer que em nenhum
dos exemplos foi definido o vértice da pardbola e sim indicado no gréfico.

Logo apds estas explicagbes € apresentado um outro texto onde se faz uma

conexao com a fisica, ou seja, relaciona com a fung¢ao horaria do movimento uniformente
variado, porém, utiliza um caso particular d:Egtz, onde d é a distancia, g € a

aceleracao da gravidade e t é o tempo.

Entdo sdo apresentados cinco exercicios, basicament
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Tarefas: Discutir a existéncia das raizes e esbocar gréaficos.
Técnica: Observar o valor do discriminante A.

Discurso Tedrico-tecnologico: Raizes da fungdo quadratica e interpretacao

geométrica das raizes.

A autora continua o assunto apresentando mais um texto intitulado de “Maximos e

minimos”, no qual aparece o seguinte desenho:

Figura 1.4 — Introdugdo a maximos e minimos segundo o livro B

Entendemos que esse desenho pode trazer problemas, no sentido de apresentar

figuras ndo simétricas, que ndo representam propriamente a funcdo quadratica.

O texto ainda traz uma descricdo do ponto de maximo e ponto de minimo e

apresenta a seguinte situacao:

Situaggo: “Ponto de maximo ou ponto de minimo? Quais s&o as coordenadas

desses pontos das fungdes definidas por y =3x*-18x+50 e y =-2x*+20x-60."

Tarefa: Determinar as coordenadas do vértice.

. , . b - ~
Técnica: Aplicar a formula x, = “og’ e substituir o valor encontrado na fungéo para
a

obter a ordenada do vértice. Identificar a concavidade da parabola.
Discurso Tedrico-Tecnologico: Definicdo de vértice, ponto de maximo e de minimo.

A seguir, vem o ultimo topico do capitulo que se refere ao estudo dos sinais da

funcdo quadratica, no qual a autora analisa as seguintes situagdes.
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Situagdo: “Observe o grafico da fungdo de 2° grau definida por y = x*-6x+8, e

responda: qual € o sinal de y, quando se substitui x por um valor maior que 4? E por um

valor menor que 27"
Tarefa: Estudar o sinal da fungéo para x <2 ou x > 4.

Técnica: Esbogar o gréfico indicando as raizes da fungdo, e observar quais os
valores de y correspondentes a x <2 ou X > 4.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Conceito de Imagem e estudo dos sinais da funcao.

Ap6s esta situacdo, a autora modifica a funcao dada apenas invertendo a
concavidade da parabola, e mostra que agora os valores para y serdo negativos. E,
prossegue pedindo para que os alunos calculem alguns valores correspondentes aos
ndameros maiores que 4 e menores que 2, pelas duas funcbées dadas, para confirmarem

as respostas das duas situagoes.

Continuando, ela completa o estudo, observando o que acontece com os valores
de y quando se substitui valores para x entre 2 e 4. E, finalmente apresenta mais trés
exemplos. O primeiro exemplo & estudar o sinal de uma fun¢do que possui duas raizes
reais iguais e tem a concavidade voltada para cima, o segundo exemplo, é dada uma
funcdo que n&o possui raizes reais e a concavidade é voltada para baixo. E, o terceiro

exemplo é representado pela seguinte situacao.
Situagdo: “Qual € o conjunto solugdo da inequagéo — x*-3x+4>07?"
Tarefa: Resolver uma inequagéo.

Técnica: Representar a expressao algébrica dada por y e analisar a fungdo assim
definida.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Definicao de inequacéao e estudo do sinal da funcao

quadratica.

Finalizando o capitulo sdo apresentados sete exercicios semelhantes aos
exemplos dados, e um exercicio que a autora destaca e o intitula “Resolvendo problemas
de areas”. Apesar deste ultimo, a tarefa ser a mesma do terceiro exemplo dado, ou seja,
resolver uma inequagéo, ele € apresentado em forma de problema, e exige que o aluno
tenha conhecimentos sobre area e aplique o que aprendeu no ultimo topico do capitulo.

Destacaremos a seguir este problema:
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“No retangulo LUAR, a medida de RL é o dobro da medida de AR. Para que

medidas do lado RL, de LUAR, a area de LEAR sera maior que 60 cm??”

A E&»U

Figura 1.5 — Problema, Livro B

O Livro B privilegia a passagem da expressao algébrica para a representagcao
grafica da fungdo quadrética, e semelhantemente ao Livro A, esta construcao é realizada
pelo procedimento por pontos. E, ainda, em momento algum aparece a definicdo de
dominio e imagem.

Passemos a analisar o proximo livro.

O Livro C em seu capitulo sobre fungéo polinomial do 2° grau igualmente ao Livro
A inicia com a definicao de funcao quadratica, porém comeca com o grafico de uma outra
funcdo, f(x) = x*, destacamos que é a primeira vez que aparece a notacéo f(x), o que
nao ocorreu nos outros dois livros. A partir deste grafico que foi construido por meio da

elaboracdo de uma tabela, na qual foram atribuidos valores inteiros entre -2 e 2, o autor
explicita:

e que o grafico € uma curva plana chamada parabola,

e 0 eixoy como eixo de simetria da parabola,

e vértice como sendo o ponto em que o eixo de simetria corta o grafico,
e ponto de minimo, dominio e imagem.

O autor faz as mesmas consideracdes, agora utilizando o grafico da funcao
f(x)=-2x>, porém definindo ponto de maximo. Entdo é apresentada o seguinte

exemplo:

Situacdo: “Suponha uma funcéo y = f(x) tal que y seja diretamente proporcional a

X%, e y = -3 quando x = -1. Como descobrir uma férmula para essa fungéo.”

Tarefa: Encontrar a férmula para uma determinada fungéo.
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Técnica: Realizar a passagem da descricdo da funcdo para a linguagem algébrica.
Substituir os valores do par ordenado.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Definicdes de funcao e imagem.

Sao apresentados, entdo, seis exercicios, nos quais temos as seguintes tarefas:
completar tabelas, construir gréaficos, verificar ponto de maximo ou minimo, todas

presentes nos outros dois livros e dentre eles é dada uma nova situagao.

Situagao: “Determine o valor de a para que (3,-4) seja um elemento da fun¢do dada
por f(x) = ax?.”

Tarefa: Encontrar a férmula para uma determinada fungéo.

Técnica: Substituir os valores do par ordenado.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Definigées de fungcéo e imagem.

Apesar deste exercicio e do exemplo terem o mesmo tipo de tarefa, podemos dizer
que o exemplo exigia um pouco mais de raciocinio, pois era necessario primeiramente
passar da linguagem escrita para a algébrica, ou seja, era dada uma descri¢ao da funcao,

agora no exercicio isto ja esta pronto.

Destacamos, ainda, que em dois exercicios é pedido para que se construam
graficos num mesmo plano cartesiano, porém nada mais é solicitado. Aqui teriamos a

oportunidade de explorar a propriedade de maior ou menor abertura da parabola, visto

que somente foram apresentadas fungdes na forma f(x) = ax®.

Apb6s os exercicios temos uma atividade intitulada “Laboratério de Matematica”,

que iremos descrever a seguir.

Situagdo: “Com o grafico da fungéo f(x)=x*e uma régua podemos fazer uma

estimativa razoavel das raizes quadradas de alguns ndmeros reais.”
Tarefa: Estimar algumas raizes quadradas.

Técnica: Construir o grafico da fungdo f(x) = x*, passar uma reta paralela ao eixo x

passando pelo ponto (0,x). Com a régua medir a distancia entre este ponto e o ponto dex
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ponto (0,5). A reta corta o grafico em dois pontos. Com a régua medimos as abscissas

dos dois pontos: + J5=122".

Esta tentativa de mostrar uma aplicacdo da fungdo quadratica, pode trazer
problemas aos alunos no que se refere a alguns conceitos como o de raiz quadrada, ou
até mesmo o conceito de medir. Outro fator a ser considerado, € o fato do aluno ter que
construir o grafico utilizando o papel quadriculado, o que torna o trabalho impreciso. Seria
interessante o uso de um software gréfico, visto que o objetivo ndo é a construgdo do

gréfico e sim fazer uma verificagcdo de raizes quadradas aproximadas.

No préximo item, intitulado “Graficos de fungdes quadraticas”, o autor tem uma
preocupagao voltada para mostrar uma forma de encontrar as coordenadas do vértice,
para entao, escolher valores “convenientes” para x, para que se possa construir o grafico

de uma determinda funcao.

e

E interessante destacar que o autor faz um tratamento da escrita algébrica da

funcdo passando da forma desenvolvida (f(x)=ax®+bx+c) para a forma candnica

utilizando propriedades das equacoes, e o faz utilizando

bjz_b2—4ac
a

f(x)=a x+—
2 4a
duas fungdes especificas. Porém todo o trabalho é deixado de lado, a partir do momento
que generaliza este tratamento e encontra as férmulas para a determinacdo das
coordenadas do vértice. Neste momento, poderiam ser exploradas outras propriedades

relativas as variaveis visuais. Poderia ser o inicio de um estudo das caracteristicas do

e . - b b*-4ac .
grafico em relacdo aos valores das coordenadas do vértice “oa aa |’ ou seja,
a a

verificar as translacdes verticais e horizontais da representacao grafica em relacdo a

fungdo f(x) = x%.

O autor, a partir dos gréaficos construidos nos exemplos define conjunto imagem e
eixo de simetria da parabola, contudo o procedimento para a constru¢cao dos graficos
continua sendo o procedimento por pontos, no entanto, diferentemente dos outros dois
livros, os valores para x ndo sdo pré determinados, mas sim, escolhidos de acordo com
as coordenadas do vértice, sempre dois valores maiores que a abscissa do vértice e dois

valores menores.

Ao final do capitulo sdo apresentados sete exercicios, que podemos separar em
tarefas semelhantes as apresentadas até agora: construir graficos e determinar
coordenadas de pontos. E outras tarefas:
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Situagdo: “O vértice da pardbola y = x> +mx+n € o ponto (2,6). Calcule me n.”

Tarefa: Encontrar os valores de dois coeficientes da funcao.

Técnica: Utilizar férmula de céculo de x,, igualar ao valor dado para Xy,
encontrando assim o valor de m, depois substituir as coordenadas do vértice na formula

dada e encontrar o valor de n.

Discurso Tedrico-tecnoldgico: Conceitos de vértice de parabola, funcdo e sistemas

de equacao.

Em um dos exercicios sdo dados dois graficos num quadriculado com escala e
pedido para que sejam extraidas algumas informagdes, como descrito abaixo.

Situacao: “Indique os pontos de intersecgdo com 0s eixos, a reta de simetria e a
expressao algébrica de cada fungao.”

Para as duas primeiras tarefas (indicar pontos de interseccdo e dar a reta de
simetria), € suficiente olhar para o grafico e indica-las, pois os pontos estdo evidentes.
Para a terceira tarefa, ou seja, representar a funcdo algebricamente o autor utiliza a

seguinte técnica.

Técnica: A partir da fungdo na forma y = ax® + bx + ¢ substitui-se o valor de ¢ que

esta evidente no gréfico, ou seja, a interseccdo com o eixo y. Aplica-se a féormula da
abscissa do vértice e obtém-se uma equagao com duas incognitas. Substitui-se, entao, as
coordenadas do vértice na funcdo, obtendo outra equagdo com duas incégnitas. Para
finalizar resolve-se o sistema formado por estas duas equagdes, encontrando o valor de a
eb.

Discurso Tedrico-Tecnologico: Definigcdo de fungao, vértice e sistema de equagdes.

Podemos perceber por meio da resolucao apresentada pelo autor, que todo aquele
tratamento dado a expressao algébrica foi em vao, pois ele mostrou uma outra forma de
escrita para a funcado quadratica, na qual aparecem as coordenadas do vértice (forma
canfnica) e nao utilizou isso como uma ferramenta para obter a expressao algébrica da
funcdo. Voltamos ao ponto que citamos anteriormente, a respeito das coordenadas do
vértice, ao representarmos a fungdo quadratica em sua forma candnica, estaremos
proporcionando ao aluno condicdes de esbocar o grafico sem que seja construida uma
tabela, ou mesmo, aplicadas férmulas para encontrar pontos notaveis, pois, esta forma
permite relacionar as variaveis visuais a escrita algébrica, o que sera explicado mais

profundamente no préximo capitulo.
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Concluimos que o Livro C, também utiliza o procedimento por pontos para a
construcao dos graficos, porém foi um pouco além dos outros ao trabalhar com outra
notagdo (f(x)), ficando mais evidente a relagdo de dependéncia entre as variaveis.

Identificou o eixo de simetria da parabola, o que ndo aconteceu nos outros livros.

A tabela 1.1 destaca os tipos de tarefas apresentados nos trés livros do Ensino
Fundamental, bem como a quantidade de cada uma delas.

Tabela 1.1 —Tipos de tarefas dos Livros de Ensino Fundamental

LivroA LivroB LivroC
Tipo de tarefa Total
(quant.) (quant.) (quant.)

Construir gréficos 5 13 4 22

Explicar caracteristicas de determinadas 5 0 0 5

familias de fungdes quadraticas

Localizar e/ou determinar pontos 9 14 11 34

Estudar crescimento e/ou decrescimento 3 0 0

Estudar os sinais da funcéo 3 7 0 10

Identificar concavidade da parabola 3 5 0

Calcular areas 1 1 0

Determinar a expressao algébrica a partir do

grafico 0 0 ? 2

Discutir a existéncia de raizes

Encontrar o domino e a imagem

Determinar reta de simetria 0 0 7 7
Total 29 42 31 102

Observando a tabela anterior e as técnicas apresentadas pelos livros analisados
podemos concluir que pouco se realiza a passagem da representacao grafica da funcao
quadratica para sua representacao algébrica. Segundo Duval (2003) a compreensao em
matematica implica na capacidade de mudar de registro, e também em saber explicar as
propriedades ou aspectos diferentes de um mesmo objeto matematico em suas diferentes
representagoes.

E ainda, as técnicas apresentadas reforcam a idéia de que o procedimento

privilegiado para a construcdo do grafico € o procedimento por pontos. Do ponto de vista
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cognitivo, construir graficos desta maneira pode tornar o aprendizado falho, no sentido de
que este procedimento implica numa visdo pontual do grafico, na qual o aluno preocupa-
se em encontrar pares ordenados e localiza-los no plano cartesiano, € nao fazendo
muitas vezes a volta, ou seja, a partir do grafico obter a expressao algébrica. E isto

segundo Duval (2003), leva a ndo compreensao do conceito matematico.

Apls esta reflexdo pensamos em elaborar uma seqiéncia didatica de forma a
introduzir um procedimento diferente para a constru¢ao de gréaficos da fungdo quadratica
e que permita ao aluno trabalhar com coeficientes reais sem que isto seja um empecilho
para sua aprendizagem, visto que alunos costumam pensar que numeros decimais,
fracionarios e irracionais, nao podem ser usados nos coeficientes da expressao algébrica

da funcao.

O objetivo principal de nosso trabalho é permitir que os alunos descubram a forma
canlnica da fungéo do 2° grau de modo que percebam que as modificagbes nesta escrita
algébrica produzem modificacbes na representacdo grafica e vice-versa. E, ainda
introduzir a nogdo de intervalo de fungdo bem como reaplicar todo o conhecimento
aprendido na construcao de desenhos, sendo o uso do computador uma motivacao.

Salientamos que esse ponto sera discutido mais adiante no Capitulo IV.

Seguimos, entdo, analisando livros do Ensino Médio, também visando verificar
quais as tarefas apresentadas, visto que um dos objetivos da etapa final da Educagéo
Bésica é aprofundar conceitos aprendidos no Ensino Fundamental.

1.2.3 LIVROS DO ENSINO MEDIO

Nesta se¢do, vamos nos limitar a fazer uma breve descricdo de como o assunto é
tratado em cada um dos livros e apenas citar os tipos de tarefas, pois as mesmas séao
praticamente iguais aos que apresentamos até agora. Porém, quando julgarmos
necessario, ou seja, quando tivermos outros exemplos, entéo utilizaremos a organizagao

praxeologica.

O capitulo sobre fungéao polinomial do 2° grau do livro que chamaremos de D, é
iniciado com um toépico intitulado de “Conceituagcao”, no qual é apresentado um problema
sobre custo de producéo de baldes de plastico cuja a formula € dada por uma fungéao
quadratica. E mostrada, entéo, a definicido desta funcdo e algumas expressdes algébricas
como exemplos.
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Por meio da localizagdo de alguns pontos no plano cartesiano pertencentes a
fungdo y = x*, utilizando nimeros inteiros de -3 a 3, obtém o grafico dizendo que se

forem atribuidos a x os infinitos valores reais tem-se uma curva chamada parabola.

Introduz as nogdes de eixo de simetria, vertice e concavidade da parabola.

O préximo tépico trata dos pontos notaveis da parabola, ou seja, intersecgdo com
os eixos e veértice. Quanto a intersecgdo com o eixo X, vale salientar que é feita a
discussao sobre a existéncia de raizes reais. O autor apresenta trés exercicios resolvidos
e quatro atividades, nos quais enunciamos as seguintes tarefas: esbogar o grafico a partir
de seus pontos notaveis, determinar dominio e imagem, a partir do grafico obter a
expressao algébrica. Desta ultima tarefa, salientamos que a técnica utilizada € a mesma
do Livro C.

Quanto as nogdes de ponto de maximo e de minimo sao dados alguns exemplos
de aplicacbes, como: custo minimo de producdo, balistica, entre outros, e logo em
seguida suas definicoes. Apresenta-se um exercicio resolvido e trés atividades, nos quais
o autor envolve conceitos da fisica, como langamento obliquo, porém percebemos que as

tarefas sdo sempre as mesmas, esbocar graficos e determinar coordenadas de pontos.

Existe, também, um tépico sobre estudo dos sinais da fungé&o quadratica e pedido
para discutir a variacdo de sinal de algumas funcbes. Ao final do capitulo, o autor
apresenta um texto sobre parabolas no cotidiano cujo o objetivo do texto € mostrar onde
encontramos parabolas no nosso dia a dia, porém como ja citado anteriormente, quando
da analise dos livros de ensino fundamental, essas comparacdes podem refletir na
apreensao do conceito de fungédo quadratica levando o aluno a imaginar que todos esses
exemplos sao representacdes dessas funcoes.

Cabe aqui ressaltar, que em todos os exercicios apresentados neste capitulo, os
coeficientes da representagéo algébrica da funcao polinomial do 2° grau, em sua maioria

sao numeros inteiros, dificilmente aparecem por exemplo, nimeros fracionarios.

O livro E tem a mesma estrutura tedrica apresentanda até aqui, ou seja, definigao,
construcao do gréafico (tabela e pontos notaveis), definicdo de eixo de simetria,

concavidade, vértice, pontos de maximo e minimo.

O autor define fungdo quadratica como sendo uma fungdo f(x)=ax®*+bx+c,

definida para todo x real, onde a, b e ¢ sdo numeros reais, com a # 0. Especifica que a, b
e ¢ sdo chamados coeficientes e que c¢ € particularmente chamado de termo constante ou

independente de x. Entdo, apresenta algumas fungcbes do 2° grau destacando os
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coeficientes, e pela primeira vez aparecem exemplos, cujos coeficientes sao

representados por numeros fracionarios, decimais € irracionais.

Sao citadas as areas de um quadrado (S = x?) e de um circulo (S=a?), e 0
langcamento vertical ( h(t) = at® + bt + ¢ ) como exemplos de fungdes quadraticas, para x >

0,r>0et >0, respectivamente.

Logo apds a definicdo de fungdo quadratica existem dois exemplos que podem

levar o alunos a ter uma compreenséo errénea de determinados conceitos, vejamos:

Exemplo 1: Situagdo: “Determinada aplicagao financeira proporciona a cada més
um rendimento porcentual x, a taxa, sobre o capital empregado. Indicando por ¢ um
capital inicial, responder: a) Como é dado o capital C ao final do primeiro més, em fungao

da taxa x? b) Como é dado, em funcao de x, o capital acumulado em dois meses?
Tarefa: Obter expressoes algébricas para determinadas fungdes.

Técnica: Ao final do primeiro més temos como rendimento a taxa vezes o capital
aplicado, ou seja, 0 novo capital sera o capital inicial acrescido desse rendimento. Assim,
obtemos C(x)=c(1+x), com c#0 temos uma fungdo polinomial do 1° grau. Sendo
c(1+x) o capital ao final do 12 més, ao final do 2° més o capital acumulado, sera
c(1+x)-(1+x) . Assim, teremos C(x)=c(1+x)* , suposto ¢#0 temos uma fungédo

polinomial do 2° grau.
Discurso Tedrico-Tecnologico: Definicdo de funcdo, juros e montante.

A forma como o autor apresenta este problema pode levar o aluno a pensar que
em uma aplicacao financeira a juros compostos o capital é funcao da taxa, e na realidade

€ 0 montante que é fungédo do tempo de aplicagao.

Ao afirmar que a segunda fung¢ao representa uma fungdo polinomial de 2° grau, o
autor estd indo contra a definicao por ele apresentada anteriormente, na qual declara que
a fungédo é definida para todo x real. Ora, sabemos que para aplicagbes financeiras o
valor da taxa € sempre um valor positivo, entdo teremos o grafico da fungdo somente no

primeiro quadrante.

A seguir é apresentado um problema de seqiéncia, mais especificamente

progresséao aritmetica.
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Exemplo 2: Situagdo: “Se a soma S dos n elementos iniciais de uma seqiéncia &
dada em fungdo de n, n e N*, por S, = n* + 4n obter, a) a soma dos 5 elementos iniciais

da seqliéncia; b) o 6° elemento da sucessao; c) os elementos a; e a,.”

A expressao dada para o calculo da soma dos elementos da seqiéncia é uma

funcdo quadratica limitada aos numeros naturais, cujo grafico ndo sera uma parabola.

E certo, que o autor ndo constréi graficos nos dois exemplos analisados, porém
como sugestado didatica seria conveniente retoma-los ao final da préxima sessédo do
capitulo que se refere a construcdo de graficos, apresentando a parabola como uma
representacdo da funcao quadratica, e verificando graficamente o que acontece quando

mudamos o dominio da fungéo.

Sao propostos entdo treze exercicios, dos quais dez tem como tarefa encontrar
coordenadas de pontos (abscissa ou ordenada) apartir da fungao, um exercicio de calculo
de area, um para identificar fun¢des de 2° grau e o outro para simplificar uma funcao para

que ela fique na forma f(x)=ax®+bx+c.

A seguir sdo explicadas algumas caracteristicas a respeito do grafico da fungéao
quadratica por meio da construcdo de dois graficos, um com a concavidade voltada para
cima e o outro com a concavidade voltada para baixo. O procedimento utilizado € o por
pontos, passando pela tabela e entdo localizando os pontos no plano cartesiano, os
valores escolhidos estao entre -2 e 4 (sempre inteiros), no entanto o autor fornece outros
pontos com numeros fracionarios e irracionais que pertencem a funcdao (somente no

primeiro exemplo).

A partir destes exemplos faz uma breve descricdo de zeros da funcéo, parabola,
eixo de simetria e vértice. Sado propostos, entdao sete exercicios, dos quais trés séo

destinados a construgcao de graficos e quatro sobre intersec¢cdo com 0s eixos.

No proximo item do capitulo faz um aprofundamento sobre vértice da parabola,
fazendo uma demonstragédo da férmula para encontrar sua abscissa. E, entdo propde seis
exercicios, cujas tarefas s&o: obter coordenadas do vértice, obter raizes e esbocar
graficos.

Segue-se a definicao de ponto de maximo (ou minimo) da funcao, e apresenta dois
exemplos um para determinar a imagem da funcédo e outro para obter a area maxima de
um retangulo cujo o perimetro vale k. S&o propostos dezesseis exercicios, todos

semelhantes aos descritos até o momento.
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Podemos, também, dizer que o Livro E tem como enfoque a obtencdo de
coordenadas de pontos e o0 esbocgo de graficos. Nao existe nenhum exercicio onde é dado
gréfico da fungdo quadratica e pedido a féormula.

O Livro F, comeca apresentando a seguinte situagao:

Situacdo: “Vamos desenhar trés retangulos inscritos em um triangulo retangulo d
catetos medindo 8 cm e 6 cm, de tal forma que dois de seus lados estejam sobre os

catetos.”

Propde, entdo que sejam discutidas as seguintes questées: Aumentando a medida
de um lado do retangulo (x) o que acontece com a medida do outro lado (y)?; E possivel
expressar y em funcéao de x?; Qual a expressao que indica a area dos trés retangulos? E,
ainda afirma que poderdo surgir novas questbes apos estas discussdes: Como obter a
maior area possivel para um retangulo assim construido?, Quais sdao as medidas dos
lados do retangulo, de tal forma que a area seja a maxima possivel? Qual o valor dessa

area?
Com base nestas questdes o autor inicia com a seguinte tarefa:

Tarefa: Obter uma expressao que representa a area do retangulo em fungéo de um
dos lados.

Técnica: Constroi-se um retangulo genérico de dimensdes X e y inscrito no
triangulo retangulo dado e por semelhancga de triangulos obtém-se a relagao entre y e x.
Substituindo essa relacdo na expressdo que permite calcular a area do retangulo (S =

x-y), obteremos uma férmula que representara a area do retangulo em funcéao de x.

Discurso Tedrico-Tecnoldgico: Definicdo de area, semelhanca de triangulos e
funcao.

E o autor continua, explicando que é possivel gerar uma tabela de valores a partir
desta expressédo, atribuindo valores para x, desde que estejam entre 0 e 8, obtendo
alguns possiveis valores para a area. Constroi, entdo uma tabela atribuindo valores de 0,5
a 6 em intervalos de 0,5. E afirma que pela tabela podemos ser conduzidos a acreditar
que a maior area do retangulo é 12, mas que nao podemos ter certeza. Esse exercicio é

finalizado somente na se¢do sobre maximo e minimo.

Apbs esta introducao, o autor define funcdo quadratica: “Uma funcao f:IR—IR é
denominada func¢do quadratica, quando existem numeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais

que f(x) = ax® + bx + ¢ para todo x real”.
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Sao propostos sete exercicios cujas tarefas séo: obter coordenadas de pontos,

determinar dominio e imagem.

Quanto a construcdo do grafico da funcdo quadratica sdo apresentadas trés
funcbes e pedido para que se construam os graficos em papel quadriculado e pede-se
para observar as caracteristicas destes graficos. Depois, 0 autor exemplifica a construgao
dos graficos com outras duas fungdes, gerando uma tabela, onde o x €& sempre
considerado inteiro. Vale destacar que uma representacdo € com a concavidade para
baixo e a outra com a convavidade para cima, e ainda, que dos valores escolhidos para o
X, hotamos que o autor escolhe exatamente os que representam as abscissas do vértice e

das intersec¢es com 0s €eixos.

Logo a seguir, mostra dois graficos genéricos sem eixos cartesianos, relacionando
concavidade da pardbola com o sinal de a, representa o eixo de simetria e define vértice

como sendo o ponto de interseccao entre o eixo de simetria e a curva.

O autor segue a mesma sequéncia, ja apresentadas em outros livros, ou seja,

intersecgao com os eixos, sinal da fungao, vértice, maximo e minimo.

Quanto aos tipos de tarefas apresentadas no Livro F, destacamos: obter
coordenadas de pontos; dar o dominio e a imagem da funcao; construir gréaficos; tracar o
eixo de simetria; estudar o sinal da funcao; obter as coordenadas do vértice; obter ponto
de maximo ou de minimo; dada a representagao grafica obter os coeficientes da funcéo,

esta ultima é semelhante a tarefa do Livro D.

A tabela 1.2 mostra os tipos de tarefas privilegiadas nos livros de Ensino Médio por
nds analisados, mostrando que estas tarefas sdo as mesmas encontradas nos livros de
Ensino Fundamental, e ainda a énfase dada a localizagdo/determinagcdo de pontos é
muito maior. Evidenciando, que o procedimento por pontos na construcdo de graficos é

ainda muito forte.
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Tabela 1.2 —Tipos de tarefas dos Livros de Ensino Médio

LivroD LivroE LivroF

Tipo de tarefa Total
(quant.) (quant.) (quant.)
Construir graficos 14 14 6 34
Localizagdo e/ou determinagéao de pontos 18 30 32 80
Identificar uma fun¢do quadratica 0 7 0 7
Estudar os sinais da funcéo 12 0 3 15
Identificar pontos de minimo ou de maximo 0 0 5 5
Calcular areas 3 4 4 11
A partir do gréafico determinar a expressao 0 0 1 3
algébrica
Encontrar o domino e/ou a imagem 12 6 5 23
Total 61 61 56 176

Levando em consideracao os tipos de tarefas e técnicas apresentadas nos livros
concluimos que o procedimento privilegiado para a construcdo de graficos de fungdes € o
procedimento por pontos, visto que a maioria dos execicios preocupa-se em determinar
e/ou localizar pontos no grafico, deixando de verificar o grafico como um todo e explorar
as caracteristicas visuais que possiblitam a passagem da representagdo grafica para a

algébrica.

1.3 REFLEXOES

Finalmente, gostariamos de tecer comentarios a respeito do material de apoio ao
professor que encontramos no final dos livros por nés analisados, no qual encontramos
argumentos que mostram que os autores estdo privilegiando somente a construgao de

graficos.

“O estudo de graficos reduz-se a esbogos, dada a impossibilidade de serem

construidos exatamente. Nesse esbogo basta considerar os pontos relevantes. (Livro B)”.
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“A intencdo ndo € que o aluno saiba construir com precisdo um grafico, mas que
ao menos consiga esbocga-los, identificando os pontos principais como o vértice. (Livro
F)”.

E ainda, apesar do Livro D trazer como um dos objetivos para o estudo da funcao
quadratica que ao final do capitulo o aluno deva estar preparado para determinar a lei de
formacgéo a partir do grafico da funcéo, a énfase que se da a essa passagem € minima, o
que pode ser constatado na tabela anterior.

Esses comentéarios sdo um tanto quanto pertubadores, pois sera que ha realmente
aprendizagem do conceito de funcdo quadratica quando estudamos pontos isolados?
Sera que ao trabalharmos desta forma, ndo estamos mecanizando a construcdo de
graficos?

Nossa pesquisa insere-se nesse contexto, de modo a contribuir para que o ensino
e aprendizagem do conceito de fungédo quadratica seja visto de modo global, onde o aluno
possa perceber o grafico como uma fonte de variaveis visuais que estao relacionadas
com os coeficientes da expressao algébrica, e que a geracdo de uma tabela de valores

nao se faz necessaria. No proximo capitulo apresentamos o conceito de variavel visual.

Tentamos mostrar uma outra visdo do esboco de gréaficos da fungdo quadratica,
com o intuito de minimizar os efeitos da construcdo de tabelas, nas quais os alunos
sempre questionam que valores atribuir a0 x, ou mesmo, quando a construcao é feita por

meio dos pontos notaveis.

Acreditamos que a obtencdo destes pontos notaveis pode ser um obstaculo no
aprendizado, visto que o problema de fazer uma construgcado assim, pode levar o aluno a
nao esbocgar o gréafico de fungdes que ndo possuem raizes reais, por encontrar o valor do

discriminante menor que zero.

Com base no exposto, passamos, entédo, a definir nossa problematica.
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CAPITULO I

2. PROBLEMATICA

Neste capitulo apresentamos nossas justificativas e questdo de pesquisa. lremos
primeiramente, reavivar alguns elementos das andlises feitas no capitulo anterior, fazer
algumas consideragdes sobre a utilizacdo de computadores no processo de ensino e
aprendizagem de fungbes. Por fim apresentaremos elementos da Teoria dos registros de
representacdo semiética de Raymond Duval e da Teoria das situagdes de Guy Brousseau

os quais fundamentam nosso trabalho.

2.1 JUSTIFICATIVAS E QUESTAO DE PESQUISA

Realizadas as analises dos livros didaticos pudemos perceber a predominancia de
duas formas da passagem da representacao algébrica para a representagao gréafica: por
meio da construcdo de tabelas, que na maioria das vezes s&o escolhidos numeros
inteiros, ou utilizando-se apenas alguns pontos especiais, aos quais os livros chamam de
pontos notaveis da pardbola. Salientamos, também, que mesmo se tratando de fungbes
que pertencem a uma mesma familia de curvas, todo esse processo de construgédo é
realizado novamente, sem que se faga qualquer relagédo entre os gréficos. E, ainda, que a

passagem inversa, ou seja, do grafico para a formula, pouco é realizada.

Ressaltamos que em nenhum dos livros analisados o uso de computador é citado
como ferramenta para auxilio na construgao de graficos. O que nos leva a uma primeira
pergunta: Sera que a impossibilidade de construir exatamente o grafico de uma fungéo,
citada por um dos autores, ndo poderia ser sanada com o uso de software apropriados e
a partir das construgdes feitas no computador, poderiamos explorar as caracteristicas
visuais da representacdo grafica, a fim de introduzir outro procedimento que permita

complementar o estudo da funcao quadratica?

Benedetti (2003) faz uma analise detalhada de algumas pesquisas sobre a

utilizacdo de software gréaficos e/ou calculadoras graficas no ensino e aprendizagem de
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funcbes enfatizando as agdes dos estudantes. A primeira pesquisa apontada pelo autor,

privilegia a passagem pelas representacées num ambiente computacional.

[...] pode-se dizer que a interligacdo entre essas representagoes, feita de maneira
quase instantanea, possibilita que as representagdes empregadas para analisar
um determinado fendmeno sejam contrastadas umas com as outras, provocando
ou um conhecimento mais abrangente e flexivel do que é estudado, ou uma
davida sobre o que parecia tdo certo em uma dada representagdo olhada
isoladamente. (Borba, apud BENEDETTI, 2003, p.42)

E ainda, o autor destaca que Borba e Confrey indicam o papel dos software
graficos como sendo mais do que um auxilio na construgcao de idéias matematicas, e em
vista disto os estudantes podem utilizar seus conhecimentos prévios enquanto trabalham
com as representacbes de fungbes, ao mesmo tempo em que tém suas agdes

condicionadas pelo software. (p. 43)

As atividades realizadas por Souza (1996, apud BENEDETTI, 2003, p.43)
caracterizam-se pelo uso alternado lapis-papel e calculadora gréfica, incentivando a
passagem pelas representagdes, principalmente algébrica e gréfica, e pelos conceitos de

funcdo nessas representacoes.

Outra pesquisa citada é a de Gomes-Ferreira (1998, apud BENEDETTI, 2003,
p.44) na qual se constatou que a interacao entre estudante-software levou estudantes a
reverem alguma de suas concepgdes prévias, descobrirem novos subconceitos *,
generaliza-los para um maior niumero de fungbes, buscarem variantes e invariantes em
diferentes fungbes e relacionarem de diversas formas subconceitos e as familias de

funcbes estudadas.

Castro et al (2000, apud BENEDETTI, 2003, p.45) afirmam que o papel do software
em suas pesquisas foi fundamental para que algumas questdes surgissem e a producao

de significados sobre funcao fosse possibilitada.

Benedetti (2003) propds em sua pesquisa trés atividades, a primeira com o objetivo

de discutir as variacées dos parametros a e b de uma fungédo de 12 grau de férmula geral

y =ax+ b e introduzir fungdes racionais do tipo y = l, a segunda atividade objetivava a
X

discussdo das variacbes dos parametros a, b e ¢ de uma funcdo do 2° grau do tipo

* A autora chama de subconceitos de funcao: monotonicidade, periodo, dominio e imagem.
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y=ax’+bx+c e observar a fungdo racionais do tipo y =

. E na ultima atividade
X +1

explorava as caracteristicas de outras funcoes como:

y=——y=dxy=2xy=x'y=x ey=x°.
X +1

Ao explorar essas fungdes utilizando um software gréafico o autor concluiu que este

estudo ganhou possibilidades qualitativas e quantitativas na producéo de significados.

Qualitativa porque varios aspectos tais como monotonicidade, raizes, simetria,
dominio, imagem e outros, foram bastante explorados ao disporem das diversas
representagcdes, o que foi facilmente permitido pelo software grafico.
Quantitativo, porque um consideravel nimero de graficos, férmulas ou tabelas
pbde ser representado em pouco tempo, restringindo a atencao dos grupos
para a analise das caracteristicas das funcoes, em vez de se despender um
tempo consideravel em processos predominantemente  operacionais.
(BENEDETTI, 2003, p.288, grifo nosso).

Pelho (2003) elaborou uma seqiéncia didatica para introduzir o conceito de funcao
e observou que a utilizagdo do software Cabri-Geométré Il propiciou aos alunos uma
melhor compreensao das varidveis da fun¢do, bem como o relacionamento entre elas. E
ainda, afirma que o uso do software permitiu aos alunos realizarem a articulagéo entre
diferentes registros de representagao da fungédo — do gréafico para o numérico e deste para

o algébrico.

Segundo os PCN (1998) de Ensino Fundamental, a utilizacdo de recursos
tecnolégicos traz significativas contribuicées a fim de se repensar o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica a medida que:

Relativiza a importancia do calculo mecéanico e da simples manipulagao simbodlica,
uma vez que por meio desses instrumentos os calculos podem ser realizados de
modo mais rapido e eficiente;

Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas
formas de representacado, permitindo novas estratégias de abordagem de varios
problemas;

Possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigagdo e exploragdo como parte
fundamental de sua aprendizagem;

Permite que os alunos construam uma visdo mais completa da verdadeira
natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes positivas diante de seu
estudo. (PCN, 1998, p.43-44)
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Os PCN ainda apontam outro aspecto a ser considerado a respeito da computacao
gréfica, dizendo que hoje este é um recurso bastante estimulador para a compreenséo e
andlise do comportamento de gréaficos de fungbes com relagdo a mudanca dos

parametros de suas equagodes.

Assim, a visualizagao e a leitura de informagdes graficas em Matematica sédo
aspectos importantes, pois auxiliam a compreensdo de conceitos e o
desenvolvimento de capacidades de expressdo gréaficas. A disponibilidade de
modernos recursos para produzir imagens impde a necessidade de atualizacdo
das imagens matematicas, de acordo com as tendéncias tecnolégicas e artisticas,
incorporando a cor, os graficos, a fotografia, assim como a importancia de ensinar
os alunos a fazer uso desses recursos. (Ibidem, p. 46)

Destacamos ainda os seguintes argumentos sobre a importancia da utilizagdo de

computadores no ensino e aprendizagem:

[...] Consideramos fundamental a utilizagdo do microcomputador, ndo apenas pela
disponibilidade, mas, principalmente, por ser viavel torna-lo parte integrante do
processo de ensino/aprendizagem. A tela do microcomputador, com suas
inUmeras aberturas e possibilidades, tem tudo para ser um fator extremamente
enriquecedor,quando pensamos na construgdo do conhecimento significativo.
(Barufi e Lauro, 2000, p.8)

[...] Os educadores ndao podem mais fechar os olhos a realidade que e apresenta:
em plena era do homem virtual, com o advento a globalizagdo, na qual as
informagdes do mundo chegam a todos por meio da televisao, do radio, do video e
dos computadores, a relutancia de muitos professores em nao utilizar os recursos
da informatica nao encontra respaldo. Percebe-se que ainda nao assimilaram
totalmente a importancia de despertar em seu aluno o aprendizado com
autonomia, processo do qual o computador é o maior facilitador. As informacoes
correm soltas, a disposicao de quem quiser utiliza-las. Esse novo aluno deve ser
preparado para desenvolver senso critico suficiente para selecionar informacgdes e
utiliza-las. (Petitto, 2003, p. 40)

[...] Como podemos enfatizar a relagao fungao-grafico? A resposta é simples, e o
computador pode ajudar. Deixemos ao computador a tarefa de descobrir os
valores da tabela em t. Melhor ainda, facamos o computador locar os pontos.
Entdo o aluno podera se concentrar no que acontece com uma fungédo quando se
fazem mudangas, como y = x>, y = X° + 2 e y = X’— 2. Fazer graficos com a ajuda
do computador enfatiza a criatividade e a beleza inerente ao produto acabado.
Alunos e professores continuardo gostando de fazer graficos e alcangando a
desejavel relagdo fungao-grafico. (SAUNDERS e BLASSIO, 1995, p.178)

Nosso trabalho vem como uma complementagdo a esses estudos ja realizados,

devido a abordar além da questdo da analise de caracteristicas das funcdes utilizando um
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software gréafico, o carater ludico para introduzir nogées como intervalo e dominio da

funcéo.

Sendo assim, acreditamos que a utilizacdo de uma ferramenta computacional
favorece a manipulagédo da representacao grafica de maneira mais rapida que a utilizagéo
de lapis e papel, permitindo que o educando faga simulagdes em busca do resultado que
satisfaca a situagdo proposta, desenvolvendo a capacidade de fazer previsdes e criticar
resultados.

Segundo Friedmann (1996) a aprendizagem depende em grande parte da
motivagdo. Os alunos precisam de um estimulo para aprender, e o exercicio ludico

desperta a motivacao e o interesse destes.

[...] hoje a computagdo grafica é um recurso bastante estimulador para
compreensdo e analise do comportamento de graficos de fungdes como as
alteragOes que estes sofrem quando ocorrem mudangas nos parametros de suas
equagoes.

Assim, a visualizagao e a leitura de informagdes graficas em Matematica sédo
importantes, pois auxiliam na compreensao de conceitos e 0 desenvolvimento de
capacidades de expressao graficas. (PCN, 1998, pp.45-46).

Concordamos com Kampff, Machado e Cavedini (2004), no que diz respeito a
importancia de se contribuir para que o aluno transforme seus pensamentos, desenvolva
atividades criativas, compreenda conceitos e reflita sobre si mesmo e, conseqlientemente,

crie novos significados.

E necessario repensar o ensino e a aprendizagem, colocando-se numa postura de
professor inovador, criando situagbes significativas e diferenciadas, cabendo
propiciar diferentes situagdes “problemas” ao educando. O aluno precisa ser
motivado a envolver-se ativamente nesse processo, construindo o seu
conhecimento a partir de mdltiplas interagcdes. O professor de matematica deve
organizar um trabalho estruturado através de atividades que propiciem o
desenvolvimento da exploragao informal e investigacao reflexiva e que nao privem
os alunos nas suas iniciativas e controle da situagdo. (Kampff, Machado e
Cavedini, 2004, p.2).

Nesse sentido, tomamos como base o trabalho de Moretti (2003) sobre o uso da
translagdo como um recurso no esbogo de curvas, no qual ele afirma que esse
procedimento traz uma grande economia da atividade do esboco, uma vez que grande
parte do trabalho esta fundamentada na translagcdo de uma curva cuja forma ja é

conhecida.



60

[...] Esse tipo de transformagao pode contribuir para que o aluno perceba o
tragado/eixo como uma imagem que representa o0 objeto descrito por uma
expressao algébrica [] Libertando-se do procedimento de esbogo de curvas
exclusivamente por pontos, o aluno podera perceber certas variagbes ou
lugares na curva que sao, em geral, importantes na interpretacao de fenémenos
que ela retrata. Essa transformagéo, combinada com nogdes de simetria como a
axial e a central, pode elevar bastante a capacidade do aluno no esbogo de
curvas. (ibidem, p.159-160, grifo do autor).

E para que o aluno adquira esta percepc¢ao, privilegiamos a forma candnica da

~ i b b?-4ac) -
fun¢do quadratica | y =a x+2—a “T 1z pois, essa expressao nos fornece todas as

informacdes necessarias para podermos comparar as representagdes graficas da funcao

y =ax®+bx +c, onde a é diferente de zero, com a representacdo mais simples y = x°.

Segundo as Orientagcdes Curriculares para o Ensino Médio (2006) o estudo da
funcdo quadratica, como posicdo do grafico, coordenadas do ponto de maximo/minimo,

zeros da funcéo,

deve ser realizado de forma que o aluno consiga estabelecer as relagdes entre o
“aspecto” do grafico e os coeficientes de sua expressao algébrica, evitando-se a

memorizagdo de regras. O trabalho com a forma fatorada (f(x)=a-(x—m)?+n)
pode ser um auxiliar importante nessa compreensao. (ibidem, p.73).

A partir das reflexdes acima, apresenta-se a seguinte questao: é possivel que
alunos de 82 série do Ensino Fundamental se apropriem do processo de construgéao
grafica da funcdo quadratica como um conjunto de variaveis visuais que implicam em
unidades simbdlicas significativas da escrita algébrica utilizando um ambiente

computacional aliado ao carater ludico como uma das ferramentas de aprendizagem?

2.2 PRESSUPOSTOS TEORICOS

Dividimos este item em duas partes, a primeira na qual apresentamos elementos
da Teoria dos registros de representacdo semiética de Raymond Duval, mostrando a

importancia da utilizacdo de vérias formas de representacdo de um mesmo objeto
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matematico. E na segunda parte, trazemos elementos da Teoria das Situagdes de Guy
Brousseau que possibilitaram a construcao e aplicacdo de nossa sequiéncia didatica, bem

como analisar o processo de aprendizagem.

2.2.1 REGISTROS DE REPRESENTACAO

As pesquisas por nés analisadas Kieran (1992), Simdes (1995), Oliveira (1997),
Pelho (2003), Benedetti (2003), assinalam a importancia da utilizacdo de diferentes
formas de se representar um mesmo objeto matematico, no caso fungdes. Em vista disto,
escolhemos a Teoria de Registros de Representacdo de Raymond Duval que trata da

aquisicao de conhecimentos matematicos.

Ao tentar entender as dificuldades na compreensao da matematica que se mostram
muitas vezes insuperaveis por muitos alunos, bem como sua natureza e onde se
encontram, Duval (2003, p.11) afirma que “estas questdes passaram a ter amplitude e
uma importancia particular devido a recente exigéncia de uma maior formagéo
matematica inicial para todos os alunos, de modo a prepara-los para enfrentar um

ambiente informatico e tecnoldgico cada vez mais complexo.”

E Duval continua, afirmando que a intencdo da formacao inicial ndo é formar
futuros matematicos nem dar instrumentos que servirdo eventualmente muito mais tarde,
e sim contribuir para o desenvolvimento geral de suas capacidades de raciocinio, de

andlise e de visualizagao, e para isso se faz necesséaria uma abordagem cognitiva.

Para o autor a originalidade da abordagem cognitiva estd em procurar descrever o
funcionamento cognitivo que possibilite a um aluno compreender, efetuar e controlar ele
proprio a diversidade dos processos matematicos que lhe sao propostos em situagao de

ensino.

Ele caracteriza a atividade matematica do ponto de vista cognitivo alegando que a
atividade cognitiva requerida pela matematica é diferente daquelas requeridas em outros
dominios do conhecimento, e esta diferenca deve ser procurada em duas caracteristicas:
na importancia das representacoes semiodticas, ou seja, as possibilidades de
tratamento matematico dependem do sistema de representacdo utilizado e de que os

objetos matematicos ndao sao objetos diretamente perceptiveis ou observaveis com a
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ajuda de instrumentos; e na grande variedade de representacoes semioéticas utilizadas
na matematica, isto é, sistemas de numeracao, figuras geométricas, escritas algébricas e

formais, representacdes gréficas e a linguagem natural.

Duval (2003) utiliza o termo “registro” de representagédo para designar os diferentes
tipos de representagbes semidticas, linguagem natural e formal, figuras geométricas,
sistemas de escrita (numérica, algébrica e simbdlica) e graficos cartesianos. Segundo o
autor a compreensado da matematica se deve a coordenacao de ao menos dois registros,
ou seja, para toda analise do funcionamento cognitivo da compreensao existem dois tipos
diferentes de transformacdes de representacdes semidticas:

Os tratamentos sdo transformagdes de representacdes dentro de um mesmo
registro: por exemplo, efetuar célculos ficando estritamente no mesmo sistema de
escrita ou de representagdo dos nimeros; resolver uma equagao ou sistema de
equacgdes; completar uma figura segundo critérios de conexidade e de simetria.

As conversdes sao transformagdes de representagdes que consistem em mudar
de registro conservando 0os mesmos objetos denotados: por exemplo, passar da
escrita algébrica de uma equacao a sua representagao grafica. (DUVAL, 2003,

p.16)

Em nossa pesquisa, por exemplo, o objeto matemético é a fungdo quadratica e as
conversodes utilizadas sao da gréafica para escrita algébrica e vice-versa, e o tratamento

utilizado é a representacao algébrica desta funcdo em sua forma canénica.

Duval explica que geralmente considera-se a conversao de representagbes como
uma operagdo simples e local, ou seja, seria reduzida a uma “codificacdo”. E, por
exemplo, passar de uma equacao a sua representacao grafica seria aplicar uma regra, na

qual um ponto esta associado a um par de niumeros num plano cartesiano.

[...] tal visao é superficial e enganadora ndo somente nos fatos concernentes as
aprendizagens [], mas igualmente de um ponto de vista tedrico, pois a regra de
codificagdo permite somente uma leitura pontual das representagdes graficas.
Essa regra ndo permite uma apreensao global e qualitativa. (DUVAL, 2003, p.17)

E é justamente essa apreensdo global e qualitativa que se faz necessaria para
extrapolar, interpolar, ou para utilizar os graficos para fins de controle relacionados aos
tratamentos algébricos. Para o autor a conversao entre graficos e equagdes é suposto
que se leve em conta as variaveis visuais proprias dos graficos e os valores escalares das
equacgdes. Como pode ser visto no quadro 2.1.
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REGISTRO GRAFICO
Correspondéncia entre
pontos marcados pelo
campo quadriculado e par
de nimeros.

Figura-fundo: campo quadriculado
(materialmente ou virtualmente)
determinado por uma orientagido
bidimensional e pela escolha de
uma unidade de graduagio.

“LOCALIZACAO DE POSICOES
Correspondente aos valores numéricos
obtidos a partir de uma equagio. n

A’. CALCULO para encontrar a
uacio a partir de valores
icos.

Figura-forma:
tracado(s) reto(s)
tracado(s) curvo(s)

Escrita simbdlica
de uma selecio

A
A 4

B. APRRENSAO GLOBAL dos valores

visuais oposicionais e de valores REGISTRO SIMBOLICO
escalares correspondentes na escrita

simbdlica.

Quadro 2.1 — Esquema de organizagdo semiética e do funcionamento das representagbes graficas.
(DUVAL, 2003, p.18)

Duval explica que essa organizacao permite trés tipos de tratamento e dois tipos de
conversao com o registro simbdlico. As ligagcbes A e A’ permitem somente uma leitura
pontual dos graficos e somente a coordenacdo B permite uma apreensdo global

qualitativa.

Em seu artigo intitulado “Graficos e equacoes: a articulacao entre os dois registros”
(1988), Duval fez um estudo das variaveis visuais dos gréaficos da fungdo afim y=ax+b
(inclinagdo, interseccdo com os eixos, etc.) e das unidades simbdlicas significativas da

equacao (coeficientes positivos ou negativos, maior, menor ou igual a 1, etc).

Ele evidencia as dificuldades dos alunos em passarem do registro grafico para o

algébrico e vice-versa.

E importante ressaltar que Duval explica que a compreensdo em matematica
implica a capacidade de mudar de registro, pois, passar de um registro de representacao
a outro ndo é somente mudar o modo de tratamento, mas também saber explicar
propriedades de um mesmo objeto. E, isto estd intimamente ligado ao fato de dispor ao

menos de dois registros diferentes.

O procedimento para a construcdo de graficos que mais aparece em livros
didaticos é aquele no qual os pontos sdo obtidos por substituicdo na expressao algébrica
da funcdo e, entdo localizados em um sistema cartesiano para que se possa desta

maneira tragar a curva ligando estes pontos.
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Opostamente a esse procedimento, Duval apresenta o procedimento de
interpretacao global das propriedades figurais, no qual o conjunto tragado/eixo forma uma
figura que representa um objeto descrito por uma expresséo algébrica, permitindo que se
identifiquem modificacdes tanto na figura como na expressao. Salienta que “neste tipo de
tratamento ndo estamos em presenca da associacao um ponto < par ordenado, mas na
associacao variavel visual da representacdo < unidade significativa da escrita algébrica
(Duval 1988, p.237).

Para exemplificar este procedimento de esbocos de curvas, o autor relaciona as
variaveis visuais e a correspondente unidade simbdlica, no estudo de fungdes polinomiais

de 1° grau, y = ax+ b, onde sdo varidveis visuais o sentido da inclina¢do, angulo com os

eixos e posicao sobre o0s eixos; e suas unidades simbolicas correspondentes s&o o valor
do coeficiente angular a nas duas primeiras, e o valor do coeficiente linear b na terceira

variavel visual.

Com base neste contexto, prosseguimos distinguindo as variaveis visuais e
unidades simbdlicas significativas referentes a fungao polinomial de 2° grau, e para isso

faremos um tratamento na escrita algébrica, passando da forma f(x) = ax® + bx + ¢ para a

2 —
forma f(x)=a(x+m)®>+n, onde m= _Z_ba en= _b4—:ac, pois a correspondéncia entre

coeficientes e variaveis visuais ndo € tao evidente na primeira.

Em uma expressdao algébrica cada simbolo corresponde a uma unidade
significativa. Ha, contudo unidades significativas cujos simbolos sao omitidos: o
coeficiente 1, o caractere “+” na frente dos coeficientes maiores que zero. Assim nao se

escreve y=+1x>, em contrapartida escreve-se y=-3x>. A recordagéo dessa trivialidade

€ importante quando se trata de corresponder as variaveis visuais relevantes do grafico e

as unidades significativas da escrita algébrica.

Analogamente ao trabalho de Duval, destacaremos as quatro variaveis visuais
(quadro 2.2) pertinentes ao estudo da fungdo quadratica, onde nosso conjunto

tragcado/eixo € uma curva aberta denominada parabola.
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Variaveis Visuais Valores das variaveis visuais
Voltada para cima
Voltada para baixo
Maior abertura
Menor abertura
Acima do eixo

Na origem

Abaixo do eixo

A esquerda do eixo
Na origem

A direita do eixo

Concavidade da parabola

Abertura da parabola

Posicéo do vértice da parabola com
relagéo ao eixo das abscissas

Posicao do vértice da parabola com
relacdo ao eixo das ordenadas

QUADRO 2.2 — Variaveis Visuais e Valores

Para as duas primeiras variaveis visuais correspondem dois valores, e as duas
Ultimas correspondem trés.

Ao utilizarmos a forma candnica da fungdo quadratica, y = a(x+m)®+n podemos

perceber facilmente que as mudancgas ocorridas na representacdo algébrica acarretam

mudancas na representacao grafica e vice-versa. O que pode ser observado no Quadro
2.3.

Variaveis Visuais Valores Unidade simbdlica correspondente

Voltada para cima Parametro a >0 (auséncia do

Concavidade da simbolo -)

parabola Voltada para baixo P,arémetro a<0 (presencado

simbolo -)

Maior abertura O<|al<1

Abertura da parabola |al=1 (o parametro ndo esta escrito)
Menor abertura |a]>1

Posigao do vértice da Acima do eixo n>0

parabola com relagéo Na origem n=0

ao eixo das abscissas | Abaixo do eixo n<0

Posigao do vértice da A esquerda do eixo | m>0

parabola com relagéo Na origem m=0

ao eixo das ordenadas | A direita do eixo m<0

QUADRO 2.3 — Unidade simbdlica correspondente as variaveis visuais

Algumas observagdes devem ser feitas a respeito deste quadro:
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1) Partimos de uma fungéo polinomial de 2° grau que chamamos de mais simples
y =f(x) = x*, cujo gréfico é uma parabola. Com base neste grafico, podemos

construir os de:

e f(x)=ax*, em que o pardmetro a, quando positivo e diferente de 1, provoca

2

mudangas na abertura do grafico de f(x)= x"; e quando negativo, o grafico

resultara numa reflexdo em relagéo ao eixo das abscissas.

e f(x)=x*+n, em que o pardmetro n diferente de zero provoca uma translagao

2

vertical no grafico de f(x)= x“, ou seja, para n maior que zero ocorre uma

translacao vertical para cima, e para h menor que zero ocorre uma translacao

vertical para baixo.

o f(x)=(x+m)®, em que o parametro m diferente de zero provoca uma
translagdo horizontal no gréafico de f(x) = x*, ou seja, para m maior que zero

ocorre uma translacao horizontal para a esquerda, e para m menor que zero

ocorre uma translacao horizontal para a direita.

2

2) Podemos, entéo, perceber que a partir do grafico de f(x) = x°, obteremos o

grafico de y=a(x+m)®+n por uma translagdo horizontal, seguida de uma

mudanga na abertura da concavidade, com ou sem reflexdo em relagéo ao eixo

das abscissas, e, por ultimo uma translagéo vertical.

2.2.2 TEORIA DAS SITUACOES

A Teoria das Situacbes de Guy Brousseau tem como objetivo estudar os
fendmenos que interferem no processo de ensino e aprendizagem, propondo um modelo
tedrico para construcdo, analise e experimentagdo de situacdes didaticas, levando em
consideracdao as interacdes entre professor e aluno, mediadas pelo saber em uma

situacao de ensino.

Segundo Brousseau (1986, p.46)
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uma concepgado de ensino requer que o professor provoque uma adaptagdo em seus
estudantes mediante uma escolha racional de problemas que sdo colocados diante
deles. Estes problemas sao escolhidos de tal maneira que permitam ao aluno: agir, falar,
pensar e evoluir por seus préprios meios,

ou seja, entre 0 momento em que o estudante aceita o problema e produz sua resposta, o
professor néo interfere e nem sugere o conteddo que quer que se aprenda, o aluno
adquire novos conhecimentos inteiramente justificados pela légica interna da situacao e
que possam ser construidos sem ter como recurso razdes didaticas. A esta situagao, o

autor, chama situacao adidatica.

Concordamos com Freitas (1999, p.70) quando ele afirma que “as situagdes
adidaticas representam o momento mais precioso da aprendizagem, pois 0 sucesso do
aluno nas mesmas significa que ele, por seu proprio mérito, conseguiu sintetizar um

conhecimento.”

Vale destacar que o conjunto de situacbes adidaticas que permitem introduzir
conhecimentos em sala de aula seguindo uma epistemologia cientifica € chamado de
situacao fundamental. Segundo Perrin-Glorian (1999, p.286), “a situagao fundamental é
uma situagdo adidatica caracteristica de um saber ou um conhecimento”, na qual os
diferentes valores dados as variaveis didaticas devem permitir administrar todas as
situacdes representativas do saber em jogo.

A situacao didatica se caracteriza como um jogo de interagdes entre professor e
problema proposto, cujo objetivo é aprender, pois o professor faz a devolucao ao aluno de
uma situacao adidatica, e esta por sua vez tem o objetivo de ensinar, oferecendo maior
responsabilidade ao aluno na construgdo do conhecimento. O aluno nao distingue,

subitamente, na situagédo o que é adidatico e o que é de origem didatica.

E importante ressaltar que a pertinéncia das situagdes adidaticas depende da
escolha de variaveis didaticas. Segundo Almouloud (2000, p.102) variaveis didaticas sao
aquelas para as quais as escolhas de determinados valores provocam modificagdes nas
estratégias de resolucdo de problemas. A determinacdo dessas variaveis sdo pontos

importantes para a construcao das situacoes.

Brousseau apdia sua teoria em trés hipéteses: o aluno aprende adaptando-se a um
meio, no qual o saber se manifesta pelas novas respostas. O meio sem intengdes
didaticas nao € suficiente para permitir a aquisicdo do conhecimento pelo estudante, ou

seja, o professor deve criar e organizar um meio e situacées capazes de provocar essas
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aprendizagens. E por ultimo, o meio e as situagbes devem engajar os saberes

matematicos cuja aquisicao € visada pelo aluno.

Almouloud (2000, p.99) acrescenta uma quarta hipétese tomando como referéncia
Bachelard: “um novo conhecimento constréi-se a partir de conhecimentos antigos e,

também contra esses mesmos conhecimentos antigos”.

A teoria das situagbes permite analisar o processo de aprendizagem em quatro
fases, nas quais o saber em jogo tem funcdes diferentes e o aluno também ndo tem a

mesma relagdo com o saber. Sao elas: agcao, formulacao, validacao e institucionalizacao.

Na fase da acao, o professor propde as situagdes didaticas nas quais interacoes
entre aluno e situagéo estdo centralizadas na tomada de decisdes. Ela permite ao aluno
julgar o resultado de sua agcdo e ajusta-la sem intervencao do professor, gracas a
retroacdo da situacdo. O aluno realiza uma acao de carater experimental sem se
preocupar com a teoria que justifique o resultado. Nessa fase o professor espera que o
aluno empregue conhecimentos que irdo funcionar como uma ferramenta para auxilia-lo
na resolucao da situacao.
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Deste modo, percebemos que o saber envolvido atua de maneiras diferentes
durante estas fases, primeiramente tem o estatuto de ferramenta implicita (pré
construido), ou seja, esta relacionado com o contexto da situacdo proposta. Depois, 0
saber é descontextualizado passando a ter o estatuto de objeto de estudo, e finalmente
ele € recontextualizado tornando-se uma ferramenta explicita para ser aplicado em novas

situacoes.

Outro ponto a se destacar é a nogédo de contrato didatico que Brousseau (1986)

define como sendo:

0 conjunto de comportamentos do professor que sao esperados pelos alunos e o
conjunto de comportamentos do aluno que sao esperados pelo professor. Esse
contrato € o conjunto de regras que determinam explicitamente, para uma
pequena parte, mas, sobretudo implicitamente, o que cada parceiro da relagédo
didatica devera gerir e aquilo que, de uma maneira ou outra, ele tera de prestar
conta perante o outro. (ibidem, p. 51).

O contrato didatico € uma estratégia da situacdo didatica. E a justificativa que o
professor tem para apresentar a situacado, porém a evolucdo da situacdo modifica o
contrato, na medida em que ocorrem novas situagdes. O aluno tem a responsabilidade de
gerenciar sua relacdo com o saber nas fases de acado, formulagdo e de validagao,
enquanto que o professor esta encarregado da fase de institucionalizacgao.

Segundo Silva (1999) o contrato didatico visa a aquisicdo dos saberes pelos
alunos, o seu funcionamento depende dos diferentes contextos do ensino e da
aprendizagem, adaptando-se as escolhas pedagogicas, ao tipo de trabalho proposto aos
alunos, aos objetivos do curso, a epistemologia do professor, as condi¢ées de avaliagéo,

entre outras.

Se a relagao didatica se desenvolve num ambiente em que o professor da aulas
expositivas, onde predominam definigdes, exemplos e listas de exercicios para os
alunos resolverem, ai o conjunto de regras, explicitas ou implicitas que regem o
gerenciamento da atividade sera muito diferente daquele que direciona uma
pratica pedagdgica em que os alunos trabalham, realizando atividades propostas
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conhecimentos/saberes e as situagbes, e por outro lado, as relagdes entre os préprios

conhecimentos, e as relagdes entre as situacoes.

Este “meio” deve respeitar trés condicdes, primeiramente ele deve ser fator de
contradi¢cées, de dificuldades, de desequilibrio e entdo adaptagdes. Deve, também
permitir o funcionamento “auténomo” do aluno e, finalmente a aprendizagem deve ter por

consequéncia a dominagao de saberes matematicos.

Para fazer o estudo do milieu® adaptamos o esquema proposto por Margolinas
(1994 apud BLOCH, 1999) que foi baseado no modelo de Brousseau (1986 € 1990), no
qual a autora valoriza o carater central da situagdo didatica e permite duas analises: a
ascendente e a descendente, a primeira caracteriza as atividades dos alunos em uma
situacdo adidatica e a segunda caracteriza a atividade do professor nos diversos niveis de

estruturagdo do meio. (Quadro 2.4).

M3: P3: S3:

M — de construcao P — noosférico Situacdo da noosfera ©
M2: P2: S2: :cf:;
M — de projeto P — construtor Situacado de construgao ke]
M1: Et: P1: S1: ©
M — didatico E — reflexivo P — projetista Situacgao de projeto

MO: EO: PO: SO0:

M — de aprendizagem | Aluno Professor Situacao didatica

M-1: E-1: P-1: S-1:

M — de referéncia E — aprendizagem | P —observador | Situagdo de aprendizagem s
M-2: E-2: S-2: 5
M — objetivo E — acéo Situacao de referéncia %
M-3: E-3: S-3: ©
M — material E — objetivo Situacéo objetiva

QUADRO 2.4 — Estruturagéo do milieu

Nesta estruturacdo M, E, P sdo as posicdes relativas ao meio, ao aluno, e ao
professor respectivamente. Os meios, material, objetivo, de referéncia e de aprendizagem
nao sao portadores de intencdo didatica, porém os meios didatico, de projeto e de
construcdo o sado. Bloch (1999) levanta a hipétese que em uma situagdo adidatica

professor e aluno aprendem, porém essa aprendizagem nao ocorre da mesma maneira.

A partir da andlise ascendente podemos caracterizar o meio do professor, ou seja,

meio material, objetivo, e de referéncia do aluno e o meio de referéncia do professor.

® Meio
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O meio material do professor € formado pelos alunos e pelo meio material dos
alunos que é composto pelos pré-requisitos para o desenvolvimento da situacao, ou seja,
neste momento o professor € responsavel pela adequagdo do meio material e da
utilizacdo do mesmo pelo o aluno. O par aluno/meio se revela antagénico ao professor
revelando dois componentes, o primeiro refere-se ao meio material do aluno que o
professor controla, e o segundo é constituido das reacdes dos alunos que nem sempre
s&o controladas pelo professor.

Segundo Bloch (1999) o meio objetivo do professor constitui-se dos elementos da
situagcdo, das agbes dos alunos e, sobretudo dos conhecimentos desses alunos e das
modificacbes que esses conhecimentos provoquem no meio objetivo dos alunos, este
ultimo formado pelos objetos da situacdo objetiva com os quais o aluno estabelece uma

relacao.

Ja o0 meio de referéncia do aluno é aquele no qual os conhecimentos deste se
transformam em saber, permitindo identificar conhecimentos novos, os quais ele deve
compreender e validar do ponto de vista cientifico. E, o meio de referéncia do professor é
constituido dos elementos da situacdo, tentativas, erros, conjecturas, formulagdes e
estratégias dos alunos.

A situacao objetiva refere-se ao problema proposto no qual o meio material contém
objetos disponiveis para o aluno (E-3) iniciar a resolugéo. A situacao de referéncia (S-2)
refere-se ao aluno (E-2) agindo frente a um meio material (M-3). O nivel da situacao de
aprendizagem (S-1) corresponde ao aluno (E-1) que resolve um problema em situagao
adidatica utilizando o meio objetivo (M-2) para comunicar informagdes sobre a acédo, nesta

posicao o aluno € responsavel por sua aprendizagem.

A situacdo didatica (S0) ¢é formada pelas interagcbes meio de
aprendizagem/aluno/professor. O meio MO é constituido pelas interagcdes entre 0 meio M-
1, o aluno E-1 e o professor P-1.

Margolinas (1994 apud BLOCH, 1999) privilegia, para o professor, a analise
descendente do esquema citado anteriormente, que corresponde ao nivel de agdo do
professor: P-noosférico, P- construtor, P-projetista, Professor, e em S-1, P-observador.
Contudo, esta interpretacdo destaca efetivamente o que pode permanecer ou ser alterado
neste projeto: a analise descendente estuda os conhecimentos do professor frente a
situagdo sobre seu ponto de vista. E consequentemente sobre a adequacgédo entre as
intengbes do professor e o que aconteceu realmente, e que também, os conhecimentos

nao sao adquiridos por uma simples posicao de observacado (ainda que seja necessario
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precisar a implicacdo desta acao de observacao), mas por uma interagdo com o meio do

professor; esta interacdo compreende certamente da observacgao.

O nivel da “noosfera” (+3) caracteriza a atividade do professor que reflete de modo
geral sobre o0 ensino da matematica e/ou determinado tema. O nivel de construgéo (+2) é
aquele no qual o professor procura situagbes adidaticas. Ja o nivel de projeto (+1)
corresponde ao planejamento da aula. A situagao didatica (S0) é caracterizada pela agéao
do professor em sala de aula. A observagédo ou devolugéo das atividades dos alunos faz
parte do nivel -1, e por fim os niveis -2 e -3 sdo caracterizados pelas atividades dos
alunos, sendo o professor 0 organizador e mediador.

Fazer a andlise descendente implica em observar o papel do professor nos
diferentes niveis, primeiramente temos o professor refletindo sobre um determinado tema,
analisando a estrutura matemética e a génese histérica e epistemolégica do conceito
visado. Depois o professor reflete sobre como ensinar este conceito, planeja sua aula e

finalmente aplica suas atividades.

A Teoria dos Registros de Representacdo nos auxiliou na elaboragdo de nossas
atividades, no que diz respeito a introdugdo das variaveis visuais e suas correspondentes
unidades simbdlicas significativas. Ja a Teoria das Situagdes, nos permitiu fazer a analise

a priori e, também, a analise a posteriori.

Diante deste contexto tedrico, damos continuidade a nossa pesquisa, elaborando
uma sequéncia didatica para introduzir o procedimento de interpretacdo global das

propriedades figurais e aplica-lo na resolugéo de atividades ludicas.
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CAPITULO Il

3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este capitulo tem por objetivos destacar a metodologia de pesquisa utilizada em
nosso trabalho e comentar sobre os participantes da pesquisa: professor, alunos e

observadores, bem como fazer uma breve descricao do software utilizado.

3.1 METODOLOGIA

Para desenvolver nosso estudo utilizamos os principios da Engenharia Didatica de
Michele Artigue (1995). Segundo a autora esta metodologia se caracteriza por um
esquema experimental baseado nas realiza¢6es didaticas em sala de aula, ou seja, sobre
a concepcao, realizacao, observacao e andlise de seqléncias de ensino permitindo uma
validagao interna, a partir da confrontacao das analises a priori e a posteriori.

Faz-se necessario distinguir dois tipos de variaveis, as macrodidaticas ou globais
relativas a organizagdo geral da engenharia, e as microdidaticas ou locais relativas a

organizagdo de uma sessao ou de uma fase.

Destacaremos, entdo, as variaveis didaticas pertinentes ao nosso estudo,
permitindo, assim, descrever e analisar a sequéncia, e fazer previsdes de possiveis

comportamentos dos alunos.

Percebemos que em todos os livros analisados somente a forma
f(x)=ax®* +bx+c ¢é apresentada, acarretando o uso constante de tabelas e/ou
identificacdo de alguns pontos para a construgcdo dos gréaficos. Ficando evidente o
procedimento ponto a ponto, o que, as vezes, se torna um trabalho impreciso, pois sédo
utiizados alguns valores inteiros e pode acontecer que em determinadas fungdes

quadraticas, por exemplo, as raizes serem numeros nao inteiros.

Partindo deste pressuposto, fizemos nossas primeiras escolhas globais, ou seja,

escolhemos representar a fungdo quadratica por sua forma canénica f(x) = a(x+m)® +n,
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b b* —4ac . : iy :
onde m=—2—en=—4— , permitindo, assim, fazer um estudo analitico mais
a a

detalhado.

Quanto as variaveis microdidaticas, escolhemos iniciar as trés primeiras atividades
sempre com a funcdo f(x)=x*, pretendendo evidenciar que a partir desta funcdo

podemos construir outros graficos de fungbes quadraticas utilizando os recursos de
translagéao e reflexao.

Para a primeira atividade escolhemos fungbes na forma f(x)=ax*, utilizamos

como coeficientes numeros inteiros e fracionarios. Construindo graficos num mesmo
plano cartesiano, objetivamos a compreensao da propriedade envolvida, ou seja, fazendo
notar as duas primeiras variaveis visuais — concavidade e abertura da parabola e suas
unidades simbdlicas correspondentes —a > 0, a<0e 0 < |a] <1, |a] = 1, |a] > 1
respectivamente.

A segunda atividade teve por meta explorar a terceira variavel visual — posicdo do
vértice em relacdo ao eixo das abscissas, e para isso utilizamos fun¢gées na forma

f(x)=x"+n. Pretendemos, também, comecar a explorar a nogao de vértice da parabola.

Quanto a terceira atividade as funcbes utilizadas estdo na forma
f(x)=(x+m)*para que seja descoberta a quarta variavel visual — posi¢éo do vértice em

relagdo ao eixo das ordenadas.

A partir da quarta atividade pretendemos mostrar a importancia do tratamento dado
a escrita algébrica da funcdo quadrédtica, ou seja, confrontar as duas representacoes,
reforcando a idéia de visualizagdo global do tragcado.

Pensando numa maneira de introduzir a nogao de intervalo a partir da construcao
de gréaficos, demos continuidade a sequéncia selecionando duas figuras, cujas
representacdes sdo partes de gréaficos de fungdes quadraticas. Com isso temos o intuito
de verificar a utilizacdo das propriedades figurais, tipos de numeros atribuidos aos
parametros (a, m e n), e ainda, quais hipéteses os alunos formulariam sobre como limitar
o dominio da fungao.

Por meio da utilizagdo de desenhos para introduzir certas nog¢des e verificar
apreensao de conhecimento, pretendemos estimular a criatividade do aluno pertinente a

elaboragéo de estratégias de resolucéo e na sua validacao.
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Apés a organizagdo da sequéncia didatica, fizemos a analise a priori tendo por
objetivo determinar como as escolhas efetuadas permitem controlar o comportamento dos

alunos.

Segundo Artigue (1995), esta andlise compreende uma parte de descricdo e outra
de previséo, devendo:

e Descrever as escolhas feitas no nivel local (relacionando-as eventualmente
com as selegbes globais) e as caracteristicas da situacdo adidatica

desenvolvida;

e Analisar o que poderia estar em jogo nesta situacao para o aluno em funcao
das possibilidades de acao, selecdo, decisdo, controle e validacdo que o

aluno tera durante a experimentacao.

e Prever campos de comportamentos possiveis e tentar demonstrar como a
analise permite controlar seus significados e assegurar, particularmente, que
se tais comportamentos esperados ocorreram, & por consequéncia do

desenvolvimento visado pela aprendizagem.

A préxima fase da Engenharia Didatica consiste na aplicagdo da sequéncia
didatica, tendo como pressupostos apresentar os objetivos e condi¢des da realizacdo da
pesquisa, estabelecer o contrato didatico e registrar as observagbes feitas durante a
experimentagao.

A Ultima fase da Engenharia Didatica € composta pela andlise a posteriori e a
validagédo da pesquisa. A analise a posteriori consiste em um conjunto de dados colhidos
ao longo da experimentacdo, como por exemplo, producdo dos alunos, registros de
observadores e registro em video. Apds esta andlise, se faz necessario sua confrontagao
com a andlise a priori para que seja feita a validagdo ou ndo das hipoteses formuladas na
investigacao.
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3.2 PARTICIPANTES DA PESQUISA

Participaram da pesquisa oito alunos da 82 série do Ensino Fundamental e uma
professora de Matematica de uma escola particular situada em Sao Bernardo do Campo.
Para o registro escrito de observacbes contamos com a colaboragdo de duas
observadoras, as discussdes e desenvolvimento da sequéncia foram filmados em VHS, e
ainda, as atividades realizadas foram salvas em disquetes.

Decidimos trabalhar com alunos de 82 série, pois € nesta série que comumente se
introduz o conceito de funcéo e construcao de gréaficos de funcdes polinomiais de 12 e 2°
graus. As atividades foram aplicadas ao final do ano letivo de 2004, nos meses de outubro
a dezembro durante sete sextas-feiras®. Em decorréncia, os alunos iniciaram a seqiiéncia

familiarizados com a fungdo polinomial de 2° grau na forma f(x) = ax® + bx + ¢, e em suas

aulas regulares estavam aprendendo a construir graficos utilizando o processo fémula-

tabela-grafico, ou seja, tinham uma visao pontual do gréfico.

Destacamos que os alunos ja conheciam o software Winplot, pois haviam realizado
atividades sobre fungédo polinomial de 1° grau em suas aulas regulares. Essas atividades
tinham por objetivo observar o comportamento do grafico relacionando-o com os
coeficientes linear e angular. Também ja havia sido introduzida a representacao algébrica
da fun¢ao quadratica como uma multiplicagdo de duas fungdes de 1° grau.

O convite para a participagao na pesquisa foi feito pela professora, que explicou as
caracteristicas da pesquisa e o fato de a mesma incluir filmagens, que todas as atividades
realizadas deveriam ser gravadas em disquete, e a presengca de uma observadora e da
pesquisadora. Dezesseis alunos se ofereceram para participar do estudo, porém somente
oito permaneceram até o final. Fato este, devido as sessdes serem as sextas-feiras no
periodo da tarde fora do horério regular. Ressaltamos que a escola disponibilizou o
laboratorio de informatica e que todos os pais estavam cientes do acontecimento.

Nao adotamos critério algum para compor as duplas, visto que ja estavam
acostumados a trabalhar deste modo, deixamos livre esta opcdo. As duplas que
desenvolveram a seqiéncia até o final foram: Adriana e Fatima; Silvia e Rosana; André e

Renato; Bruna e Adriano.

® Datas: 15/10; 22/10; 12/11; 19/11; 26/11; 03/12 e 10/12.
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Quanto a professora, pega fundamental no desenvolvimento da seqiéncia, nossa
amiga e também mestranda no curso de Educacdo Matematica do programa da Pontificia
Universidade Catdlica, € de extrema importancia enfatizar que a mesma utiliza em suas
aulas a estratégia em que os alunos trabalham em duplas ou individualmente. Sendo que
os alunos estdo acostumados a ndo perguntarem como realizar as atividades, seguindo
as orientacées das mesmas, e somente depois de todos terem finalizado é que ha a
abertura para a explicitacdo e validacao de seus resultados e finalmente o fechamento

conjunto (professor + alunos), visando a institucionalizagdo de um novo conceito.

A cada sessdo, também contamos com a presenga de uma pessoa que tinha o
papel de observar e relatar por escrito os didlogos da dupla André e Renato, no
desenvolvimento da sequéncia. No inicio deste item, dissemos que havia duas
observadoras, pois, em uma das sessdes a pessoa que tinha se oferecido para observar

nao pode comparecer, e entéo ela foi substituida somente nesta sessao.

A pesquisadora esteve presente em todas as sessdes e também atuou como
observadora, mas nao de uma dupla e sim do grupo todo (alunos e professora). Cabe
destacar que em uma sessao atuou como professora, pois a professora da sala precisou
faltar. O que ndo acarretou nenhum problema, visto que a pratica de ensino da
pesquisadora é semelhante a da professora da sala, e podemos afirmar que os alunos

nao notaram diferenca alguma, e a atividade ocorreu tranquilamente.

Podemos dizer também que a filmagem nao interferiu em momento algum no modo
como a sequéncia foi aplicada, os alunos se sentiram muito a vontade e “importantes” por

estarem participando de uma pesquisa.

3.3 SOFTWARE WINPLOT

Lembramos que nosso objetivo ndo € introduzir o conceito de fungdo quadrética e
sim proporcionar ao aluno uma outra visdo a respeito da construgdo de gréficos,
observando determinadas propriedades, segundo o procedimento de interpretagéo global

das propriedades figurais.

No item 2.1 relacionamos uma série de pesquisas que apontam a utilizacdo de
software no ensino e aprendizagem de fungdes como um fator de estimulo para a melhor

compreensdo deste conceito.
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O software por nos selecionado chama-se Winplot, um programa de dominio
publico, criado por Richard Parris, da Philipps Exeter Academy. Recentemente traduzido
para o portugués pelo professor Adelmo Ribeiro de Jesus’, pode ser encontrado no site

http://math.exeter.edu/rparris. E um programa simples, mas poderoso. Uma de suas

vantagens € ser gratuito, podendo ser utilizado por professores e alunos do Ensino
Fundamental, Médio, e Superior. Os aplicativos mais recentes, como o Maple V, Mathcad,
Mathematica tém uma sintaxe mais pesada e sdo de alto custo para o usuario. Neste
sentido, concordamos com Jesus (2002), ser fundamental a divulgacdo deste programa
para professores de Matematica.

A palavra Winplot indica que este programa é utilizado para construir graficos de
funcdes em Matematica, em um ambiente Windows. Além disso, ele permite executar
uma série de outros comandos, dos quais apresentaremos 0s que permitem realizar as

atividades de nossa sequéncia.

Ao abrir o programa (Fig. 3.1) o usuario encontrara as opgoes: 2-dim, 3-dim,
Adivinhar e Mapeador. Os comandos 2-dim e 3-dim nos permitem trabalhar com fungbes
no plano e no espago respectivamente. O comando Adivinhar mostra graficos de fungdes
para que possamos escrever sua representacao algébrica, e a opcao Mapeador permite
trabalhar com transformacdes no plano. Limitamos-nos a explicar como funciona a opgao

2-dim, pois foi esta opgao que utilizamos para o desenvolvimento de nossa sequéncia.

Figura 3.1 — Iniciando o Winplot

7 Professor Adjunto da UFBA (aposentado). Professor do Curso de Matematica da Universidade Catélica de
Salvador e da Faculdade Jorge Amado.
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A opcéao 2-dim permite escolher o tipo de equacéo algébrica que desejamos utilizar
para construir os graficos, ou seja, forma cartesiana (y=f(x)), polar (r=f(t)), paramétrica
(x=f(t), y=g(t)) e implicita (0=f(x,y)). Aparecem, também, as opc¢des coordenadas de
pontos, segmento de reta, equacao da reta, seqiéncias no plano, equagdes diferenciais e
polinbmio. Destes comandos utilizamos apenas a forma cartesiana, cujo comando €

“Explicita”.

Em cada menu existe a opg¢do “Ajuda”, que permite ao usuario esclarecer
quaisquer duvidas a respeito da utilizacdo do software. Por exemplo, como utilizar os
comandos na opg¢ao “Explicita”. Na op¢ao “Biblioteca” o usuario encontra as fun¢des que

sdo utilizadas pelo programa, bem como o modo de digita-las.

No menu “Ver” (Fig. 3.2) encontramos a opc¢ao “Grade” que permite configurar
detalhes relacionados ao sistema de coordenadas, ou seja, mostrar os eixos cartesianos,
modificar a escala, mostrar linhas de grade, etc.

Figura 3.2 — Menu VER

Para inserir uma funcao utilizamos a opgédo “Explicita” no menu “Equacéo” e as
demais que desejarmos inserir utilizamos a opgado “Inventério” (Fig. 3.3). Quando
selecionamos esta opcao, € aberta uma caixa de didlogo, da qual utilizamos os seguintes

botdes:
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e Editar: permite fazer alteracbes na equacao digitada, como por exemplo,
fixar um intervalo para a fungao, alterar a cor de exibicdo do grafico e
espessura da linha.

e Apagar: apaga a expressao algébrica selecionada.

e Duplicar: permite duplicar a expressdo anterior sem apagéa-la, ou seja,

permite visualizar varios graficos num mesmo plano cartesiano.

e Mostrar grafico: esconde e mostra o grafico sem apagar a equacgédo do
inventario.

e Mostrar equacao: esconde e mostra a equacao na area do grafico.

Figura 3.3 — Inventario

Outro recurso que utilizamos é o menu “Anim” (fig. 3.4), cujo principal objetivo foi
auxiliar-nos no momento da institucionalizagdo das trés primeiras atividades de nossa
seqliéncia. Este recurso permite animar os parametros da representacado algébrica da
funcdo, por exemplo, dada a fungdo f(x) = ax?, podemos fixar alguns valores para o
parametro a, e mostrar o que acontece quando temos valores positivos ou negativos, 0 <

a<l,a=0,a=1ea>1.
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Figura 3.4 — Opgao Anim

Do menu “Arquivo” destacamos as opc¢des: abrir arquivo, salvar, formatar
impressé&o, imprimir e copiar o grafico para ser utilizado em outro programa do Windows.
Estes comandos foram utilizados pelos alunos para guardar as atividades realizadas e

pela pesquisadora para compor a anaslise a posteriori.

z

E importante ressaltar que este software permite visualizar varios graficos num
mesmo plano cartesiano, e ainda o recurso de animacao possibilita a generalizacao das
familias de curvas estudadas em nosso trabalho, o que é imprescindivel para determinar

as propriedades envolvidas em nossa proposta.

Ainda, destacamos que é necessario habituar os alunos a uma nova escrita, pois,

as funcdes quadraticas digitadas no programa tem uma outra forma, ou seja, passamos,

por exemplo, a escrever y=ax”2, no lugarde y=ax".
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CAPITULO IV

4. A SEQUENCIA DIDATICA

Este capitulo esta dividido em dois momentos: Analise a priori e andlise a posteriori
da seqléncia didatica.

A analise a priori consiste em examinar a sequéncia didatica proposta a luz da
Teoria das Situagdes e da Teoria dos Registros de Representagdes caracterizando as
atividades dos alunos e a atividade do professor nos diferentes niveis de estruturacao do
meio. Conjuntamente com a descricdo da experimentacdo realizamos a analise a

posteriori objetivando a validacdo de nossa pesquisa.

Elaboramos uma sequéncia didatica composta por 6 atividades, sendo que as
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4.1.1 ANALISE DO MILIEU DA PARTE 1:

O objetivo das quatro primeiras atividades da sequéncia didatica é proporcionar ao
aluno condigdes de construir a forma canbénica da fun¢do polinomial do 2° grau, e
perceber que modificagdes na escrita algébrica da fungdo acarretam mudancas na

representacao grafica e vice-versa.

As trés primeiras atividades sao divididas em duas partes, a primeira parte é
destinada a construgdo de graficos de fungdes do 2° grau, utilizando o Winplot e, a
segunda parte reservada a andlise dos gréaficos obtidos. Partimos sempre da fungéo

descrita por f(x) = x*, por ser a representacdo mais “simples” da fungéo de 2° grau, para
que o aluno a perceba quais modificacdes ocorrem em seu grafico quando alteramos o

valor de a quando consideramos somente representacdes na forma f(x) = ax?; o valor de

n quando f(x)=x*+n e o valor de m quando f(x)=(x+m)2.

E importante salientar que as quatro primeiras atividades visam também a

construcao do meio material das duas ultimas atividades.

Atividade 1

1. Num mesmo par de eixos cartesianos desenhe, utilizando o Winplot, o grafico de:

a. fi(x)=x f. fo(x)=—x

b f()c)—l-x2 f()—_l. 2
- =7 9. f,(x)= 5 X

c. f,(x)=3-x’ h. fi(x)=-3-x°

d f,(x)=10-x’ i f,(x)=-10-x"

e fi()=7x L fo =t
. 5x-4x j.flOX—4x

2. Analisando os graficos:

a) O que é possivel concluir a respeito do coeficiente de x* ser um ndmero maior que

Zero.
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b) O que é possivel concluir a respeito do coeficiente de x? ser um nimero menor que

zZero.
c) Os graficos possuem algum ponto em comum? Por qué?

d) O que garante em termos do grafico de cada funcao, o fato do coeficiente de x* ser

um namero positivo? E de ser um nimero negativo?

e) Comparando os graficos do item a e f 0 que se pode concluir?

O quadro 4.1 esquematiza as posicoes do professor e do aluno relativas ao meio,

situagao e dialéticas.

DIALETICAS MEIO® (M) ALUNO (E) PROF(:E;SSOR SITUACAO (S)
S0: didatica
Mo: EO: aluno PO: professor Sistematizacédo da

Institucionalizacao .
¢ aprendizagem

Aprendizagem

Institucionalizagéo

propriedade do
parametro a.

E-1: aprendiz P-1: observador S-1: aprendizagem
Validagao M-1: referéncia Identificacdo de novos Observa as Como utilizar o
saberes tentativas, os parametro a.
E-2: ativo cosr?jgitsusgss, e S-2: referéncia
Formulacao M-2: objetivo Parte 2 da atividade P Conjecturas sobre o 8
Hipoteses estratégias dos coeficiente de x* 3
alunos. e
E-3: objetivo - S-3: objetiva ®
M-3: material Utilizacgo do software mﬁ?giujﬁl?:agg o Interag:ac; com
Acdo Software, parte 1 e representagao desse meio pelos repre,?.en ‘39‘30
da atividade. grafica da funcao Alunos grarica de
quadrética. f(x) = ax®

Quadro 4.1 — Analise ascendente do milieu da atividade 1

Para a determinacao da situagao objetiva (S-3) temos 0 meio material do aluno (M-
3), no qual esta disponivel o software Winplot e as representacdes graficas da funcao
quadratica. Nesse momento o professor espera que o aluno utilize esses conhecimentos
como ferramentas para comegar a desenvolver a atividade. Os conhecimentos sobre a
utilizagcao do software grafico Winplot que o aluno (E-3) possui permitem a interagdo com
0 meio material, pois aqui o aluno tem o registro algébrico da fungédo na forma f(x) = ax*
e ao digita-lo no programa ele utiliza o registro f(x)=ax"2. A situacao objetiva permite

que o aluno construa com o auxilio do software os gréaficos das fungdes desejadas.

8 ~ P TEY)
Tradugdo de “milieu”.



85

= =2 \ oy Byl

SN
N NUITTY
7

\% /
. I_XA2—4.O -2/.0 / \ 210

e Y
AN
ANIRRAN

/ HA

FIGURA 4.1 — Representagao das fungdes da atividade 1
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Na situagéo de referéncia (S-2), os objetos da situacao objetiva (S-3) com os quais
o aluno (E-3) estabelece uma relacédo tornam-se o meio objetivo (M-2) para a interacéo do
aluno ativo (E-2) — tratam-se das representacdes graficas de algumas funcoes

quadraticas.

Na situacdo de referéncia (S-2) o aluno (E-2) fara conjecturas a respeito do
coeficiente de x?, pois passamos para a fase de formulagéo, na qual o aluno por meio das
respostas das questdes propostas comega a exploracdo sistematica dos graficos. O
professor espera que os conhecimentos como plano cartesiano, coordenadas de um
ponto no plano, simetria, reflexdo e nocado de coeficiente sejam utilizados como

ferramentas na resolucao da atividade.

E, entdo esperamos que o aluno observe os graficos obtidos e verifique, em
primeiro lugar, que todos eles sdo curvas, que se denominam parabolas. Verifique
também que, conforme o coeficiente (a) positivo de x* aumenta (a>1), o gréafico vai se

“fechando” cada vez mais, de acordo com o aumento do coeficiente positivo de x°. Isso

pode ser verificado fazendo, por exemplo, x=1. Em f,(x)=x>, obtemos o valor da
ordenada y=1, enquanto que em f,(x)=3-x’, obtemos y=3, isto é, o triplo, e em

f.(x)=10-x*, obtemos y=10, ou seja, dez vezes mais. Para qualquer outro valor ndo nulo
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de x, comparando esses graficos, verificamos o mesmo tipo de comportamento para as

ordenadas y = f(x) correspondentes.

Pode-se verificar também, conforme o coeficiente positivo de x? diminui (0O<a<1), o

gréfico vai se “abrindo” cada vez mais, de acordo com a diminuigdo do coeficiente positivo

de x2. Isso pode ser verificado fazendo, por exemplo, x=1. Em fs (x)z%-xz, obtemos o

L

. , 1 .
valor da ordenada y=%, isto €, a metade, e em f, (x)=Z~x , obtemos y=Z, ou seja,

quatro vezes menos. Para qualquer outro valor ndo nulo de x, comparando esses
gréficos, verificamos o mesmo tipo de comportamento para as ordenadas y = f(x)
correspondentes.

Observando os graficos construidos, podemos concluir que, conforme o coeficiente

de x%, que é negativo, vai ficando maior em valor absoluto, mais “fechado” o grafico se

2

torna. Isso pode ser verificado fazendo, por exemplo, x=1. Em f,(x)=-x", obtemos o

valor da ordenada y=-1, enquanto que em f,(x) 3-x’
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Para a obtencdo da situagédo de aprendizagem (S-1), temos o meio de referéncia
(M-1) formado pelas representagdes gréaficas das fungdes definidas por f(x) = ax® e pelas

conjecturas levantadas pelos alunos ao responderem as questdes propostas. O aluno
aprendiz (E-1) tentara identificar como utilizar o parametro a. Estamos na fase de
validagcdo, na qual o professor observador (P-1) espera que o aluno empregue seus
conhecimentos para justificar e provar os resultados a fim de corrigir ou fazer evoluir sua
producao, e isto se dara por meio da socializagao dos saberes envolvidos.

Nessa socializacdo verificaremos as estratégias utilizadas pelos alunos ao
tentarem responder as questdes, ou seja, se atribuiram outros valores para o coeficiente
de x? para tentar validar suas respostas, em caso afirmativo, quais registros numéricos
(decimais, fracionarios, irracionais), € também se atribuiram o valor zero e quais

conclusdes chegaram.

Na situacao didatica (S0) que ¢ a fase da institucionalizagéo o aluno (EO) apropria-
se do saber aprendido na situacdo de aprendizagem (S-1) como objeto de estudo. E,
entdo o professor sistematiza as propriedades envolvidas nesta atividade, ou seja,
concavidade da parabola, reflexao e simetria.

A segunda atividade tem o propdsito verificar a translagdo vertical que ocorre com
o gréfico da fungdo f(x) = x? quando somamos ou subtraimos uma constante. E esperado

que o aluno substitua outros valores a essa constante, e também que ele consiga

compreender que esse resultado — translagéo vertical — também se aplica ao grafico da
fungéo f(x)=-x*. E, ainda que ele compreenda o significado de vértice da parabola,

mostrando as coordenadas deste ponto.

Atividade 2

1. Num mesmo par de eixos cartesiano desenhe, utilizando o Winplot, o grafico de:
a) fi(x)=x d) f,(x)=x>-1
b) fo(x)=x>+1 e) fi(x)=x*-2
C) f3(x):x2 +2

2. O que acontece com o gréfico da fungdo inicial f,(x)=x> quando se soma ou subtrai

uma constante, para obter uma nova fungao.



3. Quais sao as coordenadas do vértice da parabola em cada um dos casos?
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O quadro 4.2 esquematiza as posi¢cées do professor e do aluno relativas ao meio,

situacao e dialéticas.

PROFESSOR

DIALETICAS MEIO (M) ALUNO (E) P) SITUACAO (S)
S0: didatica
I N Mo: EO: aluno PO: professor Sistematizagao da
Institucionalizagao aprendizagem Aprendizagem Institucionalizagéao propriedade do
parametro n.
Validagao M'J: . Identlizfggéggcl;?g Irfovos P-1: observador S-éi)?npéeuﬁilzz:rg gm
referéncia saberes Observa as arametro n
tentativas, os p —
S-2: referéncia
. Sucessos, .
E-2: ativo ) Conjecturas sobre o
~ o L conjecturas e .
Formulagéo M-2: objetivo Parte 2 da atividade PP parametro n e sobre
" estratégias dos -
Hipoteses o vértice da ©
alunos. .
parébola. L2
E-3: objetivo e
Plano cartesiano; S-3: objetiva g
M-3: material coorr?:gﬁjne:)s_ giemtgrtr:i;)?nto Aqequagg"lo d<_) Inter'ag,éo com
Acao Sgﬁ;va;rzae reflexao; translagéo; drz(::)eemuélilézag%c; repre,?.entagao
pativi ade representagéo da funcdo aluro Sp gra |ca?fje
no plano; nogéo de f(x)=x“+n

coeficiente e utilizagao do
software.

Quadro 4.2 — Analise ascendente do milieu da atividade 2

Para a determinacao da situagao objetiva (S-3) temos 0 meio material do aluno (M-
3) no qual o aluno possui como conhecimentos prévios a representacdo de funcdes
quadraticas no plano, a nogdo de coeficiente e utilizagdo do software Winplot. Neste
momento o professor espera que o aluno utilize esses conhecimentos como ferramentas
para comegar a desenvolver a atividade. Esses conhecimentos do aluno (E-3) permitem a

interacdo com o meio material (M-3), a fim de construir e analisar os graficos pedidos.
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Figura 4.2 — Representagdes das fungdes da atividade 2

Na situacao de referéncia (S-2), os objetos da situagédo objetiva (S-3) com os quais
o aluno (E-3) estabelece uma relacédo tornam-se o meio objetivo (M-2) para a interacéo do

aluno ativo (E-2) — tratam-se das representacdes graficas de algumas funcdes

quadraticas na forma f(x)= x*+n.

Na situacao de referéncia (S-2) o aluno (E-2) fara conjecturas a respeito da
constante somada ou subtraida da func&o inicial f(x) = x* e sobre o vértice da parabola,
€ o momento de formulagdo visando a exploracdo sistemética dos graficos a fim de
responder as questdes propostas. O professor espera que 0os conhecimentos sobre plano
cartesiano, coordenadas de um ponto no plano, simetria e translacao sejam utilizados

como ferramentas na resolucao da atividade.

Observando os graficos obtidos, verificamos que a adi¢do ou a subtragdo de uma

constante faz a translagao vertical do grafico de f,(x)=x>, o gréafico de, por exemplo,

f.(x)=x> -1, pode ser encarado como sendo o resultado de subtrair 1 a todos os valores
das ordenadas dos pontos do gréfico inicial, ou seja, a primeira curva sofreu uma
translagédo de uma unidade na vertical para baixo. Analogamente, as curvas obtidas em
(b), (c) e (e) sao o resultado de translacdes verticais de 1 unidade para cima, 2 unidades
para cima e 2 unidades para baixo, respectivamente.

As coordenadas do vértice de cada um dos graficos sdo: (0,0); (0,1); (0,2); (0,-1) e
(0,-2), respectivamente. Pode-se perceber que a coordenada x permanece a mesma € a
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coordenada y varia, pois estamos transladando o gréfico de f,(x)=x’ sobre o eixo das
ordenadas.

Para a obtencdo da situagédo de aprendizagem (S-1), temos o meio de referéncia
(M-1) formado pelas representagdes graficas do tipo f(x) = x> +n e pelas conjecturas

levantadas pelos alunos ao responderem as questbes propostas. O aluno (E-1) tentara
identificar como utilizar o parametro n. Estamos na fase de validacao, na qual o professor
observador (P-1) espera que o aluno empenhe seus conhecimentos para justificar e
provar os seus resultados por meio da socializagdo dos saberes envolvidos.

Nessa socializagao verificaremos as estratégias utilizadas pelos alunos, ou seja, se
atribuiram outros valores para o parametro n para tentar validar suas respostas e,

também se eles utilizaram a fungao do tipo f(x) = —x* +n.

Na situacao didatica (S0) que se refere a fase da institucionalizagcéo, o aluno (EO)
apropria-se do saber aprendido na situagdo de aprendizagem (S-1) como objeto de
estudo. E, entdo o professor sistematiza as propriedades envolvidas nesta atividade, ou
seja, translagao vertical do vértice da parabola.

A terceira atividade também tem uma parte destinada a constru¢cao de graficos

utilizando o Winplot e outra dedicada a analise desses gréficos.

O propésito dessa atividade € perceber a translacao horizontal do grafico da funcao

f(x)=x*> quando adicionamos uma constante m a variavel independente x. Acreditamos

gue o aluno percebera que o mesmo ocorre para o gréafico da fungcdo f(x)=-x>.

Atividade 3
1. Num mesmo par de eixos cartesiano desenhe, utilizando o Winplot, o grafico de:
2 1.,
a) fix)=x d) f4(x):(x+5)

b) f,(x)=(x+1) e) fs(x)Z(x—%)z

¢) fr(x0)=(x-D?
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2. Compare os graficos a partir da fungéo inicial f,(x)=x", o que acontece com o gréfico,
conforme somamos ou subtraimos uma constante positiva da variavel independente
X?

3. Quais sao as coordenadas do vértice da parabola em cada um dos casos?

O quadro 4.3 esquematiza as posicoes do professor e do aluno relativas ao meio,

situacao e dialéticas.

DIALETICAS  MEIO (M) ALUNO (E) PROF(E)SSOR SITUACAO (S)
S0: didatica
Institucionalizacio Mo: EO: aluno PO: professor Sistematizagao da
¢ aprendizagem Aprendizagem Institucionalizagao propriedade do
parémetro m.
. E-1: aprendiz . S-1: aprendizagem
Validagao ref(,;ffé1ﬁcia Identificagdo de novos P gbzgsrsgvggor Como utilizar o
saberes X parametro m.
tentativas, os
sucessos
E-2: ativo . g
~ o iy conjecturas e
Formulagéo M-2: objetivo Parte 2 da atividade, estratégias dos

Hipbteses
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Figura 4.3 — Representagdes das fungdes da atividade 3

Na situacao de referéncia (S-2), os objetos da situagéo objetiva (S-3) com os quais
o aluno (E-3) estabelece uma relacédo tornam-se o meio objetivo (M-2) para a interacéo do
aluno ativo (E-2) — tratam-se das representacdes graficas de algumas funcodes

quadréticas na forma f(x) = (x+ m)®.

Na situacao de referéncia (S-2) o aluno (E-2) fara conjecturas a respeito da
constante somada ou subtraida da variavel independente X, e sobre o vértice das
parabolas, passamos para a fase de formulacao, pois, 0 aluno por meio das respostas as
questdes propostas comecga a exploracdo sistematica dos gréficos. O professor espera
que os conhecimentos sobre translacdo e nog¢ao de vértice possam ser utilizados como

ferramenta na resolugéo da atividade.

Analisando os gréficos obtidos, podemos observar que a adicdo de uma constante
positiva a variavel x, faz a translag&o horizontal do grafico de f,(x)=x" para a esquerda e

que a subtracdo de uma constante positiva, faz a translagéo horizontal para a direita. De

fato, ao comparar o grafico de, por exemplo, f,(x)= (x+%)2, com o gréfico de f,(x)=x,

g , 1
verificamos que o valor que a f{(x) assume para x=0 é o mesmo valor para x=—3 na f4(x),

ou seja, nas duas funcbes o valor correspondente para a variavel y € 0. Assim, o gréafico
da fungdo dada em (c) pode ser considerado como uma translacdo horizontal de 2

unidade para a esquerda do gréfico de f,(x)=x".
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Analogamente, as curvas obtidas em (b), (c) e (e), séo os resultados de translagdes

horizontais de 1 unidade para a esquerda, 1 unidade para a direita, 2 unidade para a

direita, respectivamente, do grafico de f,(x)=x".

As coordenadas do vértice de cada um dos graficos séo: (0,0); (-1,0); (1,0); (-'2,0) e

('2,0), respectivamente. Pode-se perceber que a coordenada y permanece a mesma € a
coordenada x varia, pois estamos transladando o gréafico de f,(x)=x sobre o eixo das

abscissas.

Para a obtencdo da situagdo de aprendizagem (S-1), temos o meio de referéncia
(M-1) formado pelas representacdes graficas do tipo f(x) = (x+m)* e pelas conjecturas
levantadas pelos alunos ao responderem as questdes propostas. O aluno aprendiz (E-1)
tentara identificar como utilizar o parametro m. Estamos na fase de validacao, na qual o
professor observador (P-1) espera que o aluno empenhe seus conhecimentos para

justificar e provar os seus resultados por meio da socializacdo dos saberes envolvidos.

Nesta socializagédo verificaremos as estratégias utilizadas pelos alunos, ou seja, se

atribuiram outros valores para o parametro m para tentar validar suas respostas e,

também se eles utilizaram a fungéo do tipo f(x) = —(x + m)*.

A situacdo didatica (S0) consistem em institucionalizar o saber, o aluno (EO)
apropria-se do saber aprendido na situagdo de aprendizagem (S-1) como objeto de
estudo. E, entdo o professor sistematiza as propriedades envolvidas nesta atividade, ou
seja, translagéo horizontal do vértice da parabola.

A quarta atividade visa reaplicar conjuntamente os conhecimentos aprendidos nas
atividades anteriores, ou seja, observar o comportamento do grafico da funcdo quadratica
na forma f(x) = a(x+ m)® + n, fazer o tratamento da escrita algébrica da funcéo polinomial
de 22 grau (f(x) = ax® + bx+¢), relacionando seus coeficientes com os paradmetros m e n
da forma canénica a fim de que os alunos percebam que estes representam as

coordenadas do vertice da parabola.

E esperado que o aluno consiga transitar entre as essas duas formas de
representar a fungdo do 2° grau através da aplicagao do trindmio do quadrado perfeito e

do completamento de quadrados.
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Atividade 4

Sem utilizar o Winplot descreva a partir da fungéo inicial f(x) = x*, como ficara o
gréafico das fungdes abaixo? E responda quais sdo as coordenadas do vértice da

parabola em cada caso?

a) f(x)=2(x+3)°-4
_ o x_8) 1
b) f(x)= 3(x 4} +3

Desenhe o gréafico de f(x) = (x+3)?> -5 (utilize o Winplot)
Vocé consegue prever o grafico de g(x) = x* +6x+ 4 ? Explique.

Escreva uma fungcédo do segundo grau genérica em funcao dos parametros a, m e n,

de modo que seja facil a visualizagédo de seu gréfico.
O que cada um dos parametros (a, m e n) faz com o grafico da fungéo inicial?

Relacione os parametros da fungdo que vocés encontraram no item 4 com o0s

parametros da fungao f(x) = ax® + bx + ¢ . Quais conclusdes vocés chegaram?

O quadro 4.4 esquematiza as posi¢coes do professor e do aluno relativas ao meio,

situagao e dialéticas.

DIALETICAS  MEIO (M) ALUNO (E) PROFUE;SSOR SITUACAO (S)
S0: didatica
Institucionalizacso MO: EO: aluno PO: professor Tratamento da forma
¢ aprendizagem Aprendizagem Institucionalizagdo  algébrica da fungéo
quadratica
4. E-1: aprendiz 4. S-1: aprendizagem
Validagao MJ‘ . Identificacdo de novos P-1: observador Forma canénica da
referéncia Observa as = o
saberes ; funcdo quadrdtica.
tentativas, os - —
. SUCESSOS S.-2. referéncia
E-2: ativo g Conjecturas sobre o

= o . conjecturas e . ,,
Formulagéo M-2: objetivo Forma desenvolvida estratégias dos uma “nova” forma de

adidatica

Hipoteses alunos. reprgsentag:é{o'da
funcdo quadratica.
. . A Ahiat Adequagéo do S-3: objetiva
Acéo %ti\3/i-dr2<§1:ain%al | Conhec?rr?ér?tg]: t:lt\c/io uiridos meio e utilizagao Interagao com as
¢ 2e3 , nas atividades antgriores desse meio pelos propriedades dos
) ) alunos pardmetros a, me n

Quadro 4.4 — Analise ascendente do milieu da atividade 4
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Para a determinacado da situagao objetiva (S-3) temos meio material do aluno (M-
3), no qual estdo disponiveis 0os conhecimentos adquiridos com as atividades anteriores,
ou seja, propriedades dos parametros a, m e n. Nesse momento da acao o professor
espera que os alunos utilizem estes conhecimentos que deixam de ser objetos de estudo
e passam a ser ferramentas para resolver a atividade. Os conhecimentos do aluno (E-3)
que permitem a interacdo com o meio material (M-3) sdo: concavidade da parabola,

translacao horizontal e vertical do vértice.

Espera-se que o aluno perceba que para se obter o grafico de f,(x)=2(x+3)> —4a
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relacdo ao eixo das abscissas (concavidade para baixo) e finalmente uma translacao
. 1 . . - ~ 51 .

vertical de — de unidade para cima. As coordenadas do veértice sao 73) pois ao

transladarmos horizontalmente o grafico da funcéao inicial (f;) mudamos as coordenadas

para G ,Oj e depois com a translagao vertical chegamos as coordenadas do vértice do

. . 51
rafico de fp, ou seja, | =—,— |.
g 2 J (4 3)

=
D
<
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D
"

Figura 4.5 — Representacao da funcdo da questéo 1b

O gréfico da fungdo f(x)=(x+3)>-5é a translagdo da curva de f,(x)=x", 3

unidades para esquerda e 5 unidades para baixo.
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Figura 4.6 — Representacao da fungédo da questéao 2

Na situacdo de referéncia (S-2) o aluno (E-2) fara conjecturas a respeito da
previsdo do grafico de g(x)=x*+6x+4, com o auxilio do software o aluno pode
perceber que este é exatamente o grafico de f(x)=(x+3)>-5. Temos a fase de

formulacdo, pois o professor espera que conhecimentos como desenvolvimento do
trindbmio do quadrado perfeito ou completamento de quadrados sejam utilizados como
ferramentas para perceber que sdo duas representagdes algébricas para uma mesma
funcdo. O aluno podera proceder de duas maneiras:

X +6X+4=Xx"+6x+9-9+4=(x+3)°-5
ou

(x+3)°-5=x*>+6Xx+9-5=x"+6x+4



98

y = x"2+6x+4 \

S
D

Figura 4.7 — Representacéo da fungéo da questéo 3

Para a obtencdo da situagdo de aprendizagem (S-1), temos o meio de referéncia
(M-1) formado pelas representacdes algébricas da funcdo quadratica e pelas hipéteses

levantadas pelos alunos ao responderem as questdes 3, 4, 5 e 6. O aluno aprendiz (E-1)
tentara relacionar os parametros da fungdo na forma f(x)=a(x—m)*+n, a#=0 com 0s
coeficientes da forma f(x) = ax® + bx+c, a= 0. Estamos na fase de validagdo na qual o

professor observador (P-1) espera que os alunos empenhem seus conhecimentos para

justificar e provar os seus resultados por meio da socializacdo dos saberes envolvidos.
Nessa socializagcdo verificaremos o procedimento que os alunos utilizaram para
comparar as duas expressdes algébricas. Esperamos que os alunos verificassem a

igualdade ax®+ bx+c=a(x—m)®+n, obtendo me nem fungdode a,b e c.
Desenvolvendo o segundo membro:

ax® +bx+c=a(x*-2xm+m®)+n=ax* -2axm+